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teristiky jako funkce kontrolnich parametri. Témi jsou: teploty kontaktnich rez-
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1 Uvod

Ve fyzice se Casto setkdvame se situaci, kdy potifebujeme teoreticky popsat
systém, ktery se v daném okamziku s urc¢itou pravdépodobnosti miize nachézet v
jednom ze dvou moznych stavii. Velkéd abstraktnost takového problému a jeho rela-
tivni matematicka jednoduchost pti konkrétnim feSeni piispéli k ¢etnému vyskytu
podobného teoretického modelu — dvouhladinového systému — v mnoha rtznych
odvétvich fyziky [1]. V nai préaci se zaméfime na zkouméni vlastnosti dvouhladi-
nového systému na tzv. mezoskopické trovni.

Jako inspirace pro tuto praci poslouzil teoreticky popis pokust, v nichz se
s pouzitim modernich metod mechanicky manipulovalo s jednotlivymi makro-
molekulami (single molecule pulling experiments). Typickym ptikladem takového
pokusu je natahovani makromolekuly RNA. Béhem pokusu se méri sila, kterou
makromolekula pusobi proti natahovani na tchyty jeji konci. Experiment se
zpravidla sklada ze dvou fazi. Béhem prvni z nich je zvétSovana relativni vzdalenost
konct makromolekuly. Zavislosti namérené sily na relativni vzdalenosti konci
ukazuji, ze v urcitém okamziku dochézi ke skokovému zvétseni relativni vzdalenosti
konctl a poklesu sily. Tento jev se interpretuje jako prechod makromolekuly z
tzv. sbaleného stavu (folding) do stavu rozbaleného (unfolding). V druhé fazi ex-
perimentu jsou konce rozbalené makromolekuly pfiblizovany k sobé. Pozoruje se
zpétné sbaleni makromolekuly. Diky tepelnému pohybu molekul okolniho prostiedi
jsou pozorované preskoky nadhodné. Predstavime-li si prvni fazi experimentu jako
energetické zvyhodnovani jinak nevyhodného rozbaleného stavu, druhou fazi jako
navrat energii obou stavti na ptivodni hodnoty, mtzeme cely pokus modelovat po-
moci dvouhladinového systému. Pravdépodobnosti nalezeni systému v jednom ze
dvou stavii budou zaviset na okamzitém rozdilu energii jednotlivych stavt, ktery
se béhem experimentu méni. Dale se touto problematikou zabyvat nebudeme.
Pro presné informace o vysledcich takovych experimentii, konkrétnim provedeni
a teoretickém popisu odkazujeme ¢tenéfe na prehledné ¢lanky [2, 3, 4].

V nasi praci, stejné jako ve vySe zminéném pripadé, budeme uvazovat dvous-
tavovy systém, ktery je v neustalém kontaktu s tepelnym rezervoarem. Jak bjva
castym zvykem, budeme misto vyrazu energeticky stav pouzivat vyraz energet-
ickd hladina. Naléza-li se systém ve stavu termodynamické rovnovihy s tepelnym
rezervoarem, jsou pravdépodobnosti obsazeni jednotlivych energetickych hladin
po¢itdny pomoci metod rovnovazné statistické fyziky [5]. Jakkoliv je i tento pripad
z termodynamického hlediska zajimavy, zaméfime se na jiny problém. Na problém,
k jehoz TeSeni jsou metody rovnovazné teorie nepouzitelny. Nas systém bude vys-
taven neustale se ménicimu vnéjsimu ptisobeni. To zabrani vzniku termodynam-
ické rovnovahy mezi systémem a rezervoarem. O vnéjSim pusobeni budeme pred-
poklddat nasledujici: a) jedinym bezprostiednim disledkem vnéjsiho pusobeni
na vlastnosti systému je ¢asovd zména energii obou energetickych hladin, b)



vnéjsi ptsobenti je plné fizeno experimentatorem. Tyto predpoklady nam umoznuji
predepsat presny pribéh zmén energii obou hladin béhem experimentu — tzv. ez-
perimentalni protokol. Odezvou systému na zmény energii hladin budou zmény
pravdépodobnosti obsazeni hladin. Abychom tuto odezvu vypocitali udélame dalsi
predpoklad, a to Zze dynamika systému je markovovska. V takovém pripadé, jak
je ukazéno v [6], je evoluéni rovnici pro pravdépodobnosti obsazeni energetickych
hladin tzv. Fidici rovnice. ReSenim ¥idici rovnice ziskdme pfesnou odezvu systému
na predepsany protokol.

Pozoruhodnou vlastnosti naseho modelu je ¢asové asymptoticky pribéh odezvy.
V préci predepiSeme periodicky experimentalni protokol skladajici se ze dvou
linedrnich vétvi, tzn. energie obou hladin budeme ménit linearné v case. Béhem
prvni vétve budeme zvétsovat konstantni rychlosti rozdil energii hladin, béhem
druhé vétve se obecné jinou ale opét konstantni rychlosti vratime na ptivodni hod-
notu rozdilu energii. Zminénou pozoruhodnou vlastnosti je fakt, ze po dost dlouhé
dobé periodického ptisobeni prejde systém do rezimu, ve kterém odezva systému
bude periodicka. Takovému rezimu budeme fikat limitne cyklus. Pravé limitni cyk-
lus bude pracovnim cyklem naseho motoru. Pracovni cyklus tedy sestava ze dvou
nerovnovaznych izotermickych vétvi. V souladu s druhou vétou termodynamickou
takovy stroj bez dalsich predpokladi neni schopen konat praci na okoli. Proto za-
vadime moznost riznych teplot kontaktnich rezervoard v prtibéhu jednotlivych
vétvi. O jednotlivych vétvich budeme stale predpokladat, ze jsou izotermické, ale
na zacatku kazdé z nich skokem zménime teplotu kontaktniho rezervoaru. Tento
fakt vnasi do modelu dalsi nerovnovazny prvek a znemoznuje jakékoliv tvahy o
rovnovazném provedeni cyklu — neexistuje Zadnd limita rovnovazného provedent
pracovniho cyklu.

Opomineme-li Uvod a Zavér, je prace tématicky rozdélena do t¥i na sebe
navazujicich kapitol. V KAP. 2 se zabyvame dynamikou dvouhladinového sys-
tému. Dynamikou zde rozumime odezvu systému na zmény energii energetickych
hladin. Hlavnim vysledkem této kapitoly je explicitni vyraz pro evolu¢ni operator
pro pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin. Evoluéni operator je nejprve
nalezen pro obecny protokol — vyraz (17), nésledné upraven pro protokol linedrni
— vyraz (19). V KAP. 3 je ze dvou linearnich izotermickych vétvi zkonstruovan
periodicky protokol. Systém je uveden do rezimu limitniho cyklu. Matematicka
cast této kapitoly se zabyva nalezenim staciondrnich pocdtecnich podminek. Jsou
to pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin na zac¢atku (a tedy také na
konci) kazdé periody limitniho cyklu. Dale jsou v této kapitole diskutovany typ-
ické realizace limitniho cyklu: 1) cyklus v jehoz priibéhu my kondme praci na
systém, 2) cyklus, v jehoz pribéhu kona systém praci na okoli, 3) kvazistaticka
limita pro limitni cyklus. Ctvrtou realizaci je nazorny prechod mezi ptipady 1)
a 2). V KAP. 4 zavddime termodynamické veli¢iny charakterizujici limitni cyk-
lus. Definici téchto veli¢in a diskusi chovani kazdé z nich je vénovana samostatna



podkapitola této kapitoly.

2 Nerovnovazna dynamika dvouhladinového systému

2.1 Ridici rovnice, zdkladni vlastnosti

Ridici rovnice! (master equation) je Gstfedni evoluéni rovnici naseho modelu. V
této podkapitole uvedeme jeji zakladni vlastnosti a vysvétlime vyznamy velicin,
které v ni vystupuji. S pouzitim maticového formalismu muzeme fidici rovnici
zapsat ve tvaru

g <p1(t’t,) ) — ( )‘1(75) _)‘2(t) )(pl(ta t/) > (1)
dt \ pa(t,t') =A1(t)  Xa(t) J\ p2(t,t) )
7 cisté matematického hlediska se jedna o soustavu dvou obycejnych linearnich
diferenciélnich rovnic s ¢asové proménnymi koeficienty. Systém (1) musi byt do-
plnén o pocatecni podminku. Tou je pfedpokladané obsazeni jednotlivych v jistém
libovolném, ale pevném ¢ase t’. Specidlné necht tedy p1 (', t') a p2(¢',t') maji hod-
noty
™ = pl(t/,t/) 5 T = pQ(t/,t,) . (2)

Vsimnéme si, ze diky specidlnimu tvaru matice koeficientd — soucet elementti ve
sloupce je roven nule — je normovani normovani pravdépodobnosti invariantni vici
casové evoluci. Jinymi slovy, jestlize w1 + m9 = 1, pak nutné

pi(t,t) +pa(t,t) =1 (3)

v kazdém case t.

Casové zavislé koeficienty \i(t), Ao(t) udavaji okamzité rychlosti ,ptelévani“
pravdépodobnosti z jedné energetické hladiny na druhou. Budeme jim fikat rychlosti
preskokiu. V celé praci volime specificky:

1
M(t) =v 1+ e—BlEL(#)—E2(t)] ’ (4)
e BIEL(t)—E2(2)]
Xa(t) =v 1 4+ e BlEL®)—E2(t)] (5)

Zajemce o hlubsi porozuméni teorii rychlosti pfeskokt (angl. rate theory) odkazu-
jeme na [7, 8].

Jak vidime z Rov. (4) a Rov. (5), v rychlostech pfeskokt je obsaZen cely
fyzikalni popis modelovaného systému. Specidlné zduraznujeme tyto jejich ele-
mentarni vlastnosti:

T < e . . . R . . .
V literatufe se vykytuji rizné nazvy této rovnice napi. Pauliho 7idici rovnice, Pauliho mis-
trovskd rovnice, mistrovskd rovnice.



1. Rychlosti preskoku zavisi na okamzité teploté T' = 1/kp[ rezervoaru s nimz je
systém v kontaktu (kp je Boltzmannova konstanta).
2. Rychlosti pfeskokl zavisi na okamzité hodnoté rozdilu energie prvni hladiny
minus energie druhé hladiny v ¢ase t: F1(t) — Ea(t).
3. Rychlosti pieskokt zavisi na parametru v. Tento parametr ma rozmér s,
interpretujeme ho jako prevracenou hodnotu relaxac¢ni doby systému.

Pr1i teoretickém popisu odezvy systému mé kardindlni vyznam tzv. podminku
detailni rovnovahy

Aa(t)
Fyzikalni vyznam této dilezité relace spociva v tom, Ze preskoky z hladiny s vétsi
okamzitou energii na hladinu s mensi okamzitou energii jsou preferovany oproti

vvvvvv

M) _ siE0-Eat)] (6)

rozdil energii hladin a ¢im mensi je absolutni teplota rezervoaru. Zarovein nam
RoV. (6) zaruéi, ze v piipadé znehybnéni? hladin v éase t* na uréitych hodnotach
energie E1(t*) = Eq, F3(t*) = E2 dojde v pribéhu nasledné autonomni relaxace
k ustanoveni Boltzmannova rovnovazného rozdéleni pravdépodobnosti obsazeni
obou hladin. Jinak feceno po znehybnéni hladin bude nasledna evoluce sméiovat
k hodnotam

eq _ . " eiﬁEl
by = tl}{i—noopl(t’t ) = o—BE1 + oPE; (7)
peq ~ lim Xy _ e PE2

2 = t—>+oop2(t’t ) o—BE1 _|_e,3E2 . (8)

Avsak, jak jiz bylo feceno v ivodu, popsané situace v nasem modelu nikdy nenas-
tane. Uvazujeme totiz neustaly pohyb energetickjch hladin, tj. systém je vystaven
neustéle se ménicimu vnéjsimu pisobeni.

Z hlediska teorie stochastickych procest [6] spadd nas proces do t¥idy ne-
homogennich Markovovych procest s diskrétnim prostorem stavi a se spojitym
¢asem. Resenim Rov. (1) s pocateéni podminkou (2) budou nezdporné spojité
funkce definované pro ¢t > t' s oborem hodnot z intervalu (0, 1), spliiujici pod-
minku normovani (3). V nésledujici podkapitole uvedeme konkretni tvar reseni
Rov. (1), odvodime evoluéni operator pro pravdépodobnosti obsazeni hladin a

vvvvvv

2Déle budeme ¢asto méné piesné fikat ,pohyb hladiny a myslet tim ,zména energie ener-
getické hladiny v ¢ase podle predepsaného protokolu®.



2.2 Reseni Fidici rovnice

Soustava (1) doplnéné pocateéni podminkou (2) mé jednozna¢né feseni

— i‘[}\l(t//)_"_)\Q(t//)]dt// t _ j[Al (t”/)"FAQ(t”,)]dt/N
it t) =me ¥ + [utee a ()

t/

_ f[)\l (t,/)+A2(t”)]dt,, t _ }[Al(t///)_"_)\?(t///)}dt///
pa(t,t') = moe ¥ +/)\1(t")e ¢ dt’ . (10)

t/

Toto FeSeni vyuzijeme pri odvozeni evolu¢niho operatoru popisujiciho zmény pravdépodob-

nosti obsazeni hladin béhem ¢asového intervalu (#',t¢). Evoluénim operatorem je
matice fadu 2. V dal$im textu ji nazyvame propagdtor a oznacujeme R(t,t'). Ar-
gument v zavorce urcuje Casovy interval, na kterém dany propagator popisuje
vyvoj pravdépodobnosti. ,,Zapisobenim* operatoru R(¢,t) na pravdépodobnosti
v dase t’ obdrzime pravdépodobnosti v ¢ase t:

pi(t,t') > ’ <7T1>
— R(t, ¢ . 11
(D)) =ren (2 (1)
Po dosazeni relace (11) do Rov. (1) obdrzime maticovou diferencialni rovnici pro
propagator R(¢,t')

d A A (t) —A (t) /
dtR(t,t)-—(_)\i(t) )\z(t)>R(t,t) (12)

s pocatecni podminkou
R, ¢)=1, (13)

kde I oznacuje jednotkovou matici fadu 2.

Resenfm maticové rovnice (12) s pocate¢ni podminkou (13) je tzv. casové
usporddand exponencidla [9]. V obecném piipadé se zpravidla zapisuje ve tvaru
iterativni fady, nebo ve tvaru limity uspofadaného soucinu exponenciil. V nasem
pripadé diky skutecnosti, ze systém mé pouze dvé energetické hladiny, lze vypoci-
tat Casové usporadanou exponencialu analyticky, coz nyni také udélame.

Oznac¢me 1§(t,t'), 4,7 = 1, 2, maticové elementy propagatoru R(¢,t’). S pouzitim
normovani poc¢ateéni podminky m + w3 = 1 rozepiSeme Rov. (11) na rovnice

pr(t,t) = [ria(t, ) — ra(t, )] m + ra(t ) (14)

P1 (t, t/) = [7“22 (t, t,) — 791 (t, t/)] T2 + 199 (t, t,) . (15)



Porovnanim Rov. (14) s Rov. (9) a Rov. (15) s Rov. (10) odvodime nasledujici
vztahy pro maticové elementy r;;(t,t'):

t
_ f )\1 t///)+>\2(t///)}dt“/ _f )\1 t”)-‘y—)\g(t//)}dt//
r11(t, t / e t/ dt” +e ¢ ,
t
_ f )\1 t/// +>\2(t”/)}dt/”
ria(t, t') / Ne dat”

_ f Al t/// +>\2(t///):|dt///
ro1 (£,1) = / M (e ar

t/
t _ f )\1 tlll)+)\ (tl”)}dt”/ 7‘[‘ )\1 t”)+A2(t")}dt”
T’QQ(t t) /)\1(15 )e e/ dt” +e ¥ .
tl

P

v a zapiSme vysledny propagator ve tvaru

t
n o 1 0 —v(t—t)) 0 0 1N —v(t—t") 3411
R(t,t)-(o 1>e Sl U A (t")e dt” +
t/
t

+<é (1)> / Ao(t")e Tt (17)

t/

Podminka normovani ndm nyni umoziuje vyjadtit propagator (17) také v jinych
tvarech. Pomoci identity

t t
5 [ty fa@netar =1, )

t t

kterd bezprostiedné plyne z normovaci podminky? piepiseme R(t,¢') do tvaru,
ktery je velmi vhodny pro dalsi vypocty:

R(t ) = <(1) 2) - <_} 8)[1 _ o) (_1 . >c(t,t’) . (19)

3Pro diikaz staci se¢ist sloupcové elementy v propagatoru (17). Podminka normovéni ¥ika, Ze
tento soucet je roven jedné pro kazdy sloupec propagatoru.

10



V Rov. (19) jsme oznacili

: o—BIEL (")~ Ea(t")]

t
N — M o—v(E—t") 341 _ —v(t—t") 3411
c(tt) = / No(t)e dat ,,/ T a’ . (20)

t t/

Na zavér uvedeme dilezitou vlastnost propagatoru, kterd je ekvivalentni s
predpokladem markovovské dynamiky systému. Pro propagator R(¢,t’) plati tzv.
Chapman-Kolmogorovova rovnost

R(t,t") =R, "R, ¢')  proVt' e (t,t') . (21)
Jeji dtisledkem je mimo jiné netrivialni identita
Rt ) =R(,1t) , (22)

kde R™1(¢,#') je matice inverzni k R(¢,t').

V této podkapitole jsme vypocetli propagator R(¢,t") pro zcela obecny pohyb
energetickych hladin. Znamena to, ze jsme nyni schopni vypocist odezvu systému
na libovolny experimentalni protokol, tj. pro zcela libovolné funkce E(t), Ea(t). V
nasledujici podkapitole aplikujeme doposud ziskané obecné vysledky na konkrétni
zplsob pohybu energetickych hladin.

2.3 Reseni pro linearni protokol
Necht se energetické hladiny pohybuji podle piedpisu

Ey(t) = hi + vt |
(23)
Es(t) = —Er(t)

kde hy urcuje polohu prvni hladiny v ¢ase t = 0 s, v je rychlost pohybu hladin,
[v] =Js7!. Bez jmy na obecnosti budeme ptedpokladat, Ze parametr v je neza-
porny.

Rychlosti preskoku pro linearni protokol (23) obdrzime po dosazeni Rov. (23)
do Rov. (4) a do Rov. (5)

1 1
Ault) = THe 2B~ "1+ ue (24)
e—QBEl(t) ue—Qt
Aa(t) = 1/1 + e—26E1(1) - Vl +oue— 0t (25)
Oznaéili jsme
u=e 2Ph (26)

11



QO =20v . (27)

Dtlezitym symbolem, ktery dale budeme rovnéz pouzivat je

a =

v 1 v
a- §kBT; . (28)
Tato kombinace, dale oznacovand jako parametr reverzibility je vyznamné jak z
matematického, tak z fyzikalniho hlediska. Jak je patrné z definice (28), parametr
reverzibility predstavuje teplotné redukovany soucin rychlosti pohybu hladin a
¢asové konstanty autonomni relaxace systému 1/v. Fyzikalni vyznam tohoto parametru
je Gzce spjat s jeho nazvem. Na velikosti a zavisi do jaké miry je probihajici zména
energii hladin déjem rovnovaznym. V pripadé 0 < a < 1 dochazi k rychlému po-
hybu hladin vzhledem k rychlosti relaxace, takové procesy jsou silné nerovnovazné.
Je-li a > 1, relaxace systému probiha relativné rychle v porovnéani s rychlosti
zmén energii hladin, takové procesy se blizi ke kvazistatickym a to tim vice, ¢im
je a vétsi. Matematicky vyznam parametru reverzibility se ukéze pii vypoctu
propagatoru (19) pro protokol (23).

K nalezeni explicitniho tvaru propagatoru potfebujeme provést integrace vyrazu
(20). Nejdrive upravime integral (20) s ohledem na Rov. (23). S pouzitim Rov. (5)
a substituce x = Q" mame

t ” Qt
/ e —v(t—t") 34 —vt ela—be
C(t,t)—VU/l_l_ue_Qt,,e dt" =aue /de . (29)
t’ Qt’

V zavislosti na specifickych hodnotach parametru reverzibility a rozlisujeme t¥i
pripady. Ve dvou z nich lze integral (29) vyjadfit pomoci Gaussovy hypergeo-
metrické funkce oF (o, 5;7; 2) [10, 11], v jednom lze nalézt primitivni funkci k
integrovanému vyrazu.

Pro a € (0,1):
c(t,t') = % ue ™ {éa*l)ﬂtlel(l, 1—a;2—a;—ue ) —
_ e(a_l)QtQFl(l, 1— a; 9 _ a; —u e—Qt)i| ) (30)
Pro a =1: o
_ 14+ue™
t.t) = Qo -+ Ip— % 1
c(t,t’) =ue { (t—t)+ n1+ueﬂt’} (31)
Pro a > 1:
_ _y 1
c(t,t') = 2F1(1,a;1+a;_m) ~ e R (1, a5 1 +a;_m) 32
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této podkapitoly. Podivejme se nyni, jak se budou ménit pravdépodobnosti ob-
sazeni energetickych hladin pri jejich pohybu podle experimentalniho protokolu
(23).

Nézorny fyzikalni vhled do situace ndm poskytuje propagator R(¢,¢'). Vyznam
jeho jednotlivych maticovych elementi 7(¢,t'), 4,7 = 1,2 je patrny z Rov. (11).
Element 7;;(¢,t") uréuje pravdépodobnost s niz je v ¢ase t obsazena i-t4 energet-
ick4 hladina za predpokladu, Ze pravdépodobnost obsazeni j-té hladiny v ¢ase ¢’
byla rovna jedné. Casovy vyvoj viech étyf elementti je znadzornén na OBR. 2.1 (zde
klademe ¢’ = 0). Na tomto obrazku jsou demonstrovany dva dilezité rysy chovani
pravdépodobnosti obsazeni hladin. Prvnim z nich je fakt, Ze pro malé ¢asy ¢ jsou
velikosti pravdépodobnosti obsazeni hladin silné ovlivnény pocatecni podminkou.
Skuteéné vidime, Ze pro malé ¢asy (ptiblizné do 0,4s) pravdépodobnost obsazeni
prvni energetické hladiny p1(¢,0) = r11(¢,0)m + 7r12(¢,0)m2 muze jak rust, tak
i klesat v zavislosti na pocate¢nich podminkach 7, mo. Polozime-li m; = 0, pak
p1(t,0) pro malé ¢asy klesa. Naopak pii mo = 0 bude rist. Druhym rysem je fakt,
ze vliv poc¢atecni podminky na chovéani pravdépodobnosti s rostoucim ¢asem velmi
rychle sldbne. Vidime, Ze pro ¢asy vétsi, nez zhruba 0,5s p;(¢,0) monotonné klesa
at uz je pocatecni podminka jakdkoliv. Dalsi vlastnosti systému, kterou muzeme
na OBR. 2.1 pozorovat je pokles pravdépodobnosti obsazeni energetické hladiny,
jejiz energie se s Casem zvétSuje. V pripadé vyobrazeném na OBR. 2.1 neni pro
malé casy rozdil energii hladin pfili§ velky, rychlosti pfeskokt A;(¢) a Aa(t) jsou
tedy srovnatelné. S rostoucim casem se rozdil energii hladin zvétsuje linearné,
pfi tom pomér rychlosti preskokl roste exponenciélné (viz podminka detailni
rovnovahy (6)), dochazi dominantné k preskokiim z prvni na druhou hladinu.
Pro vétsi ¢asy dochazi k vyraznému poklesu pravdépodobnosti obsazeni prvni
energetické hladiny.

3 Dvoudoby tepelny motor

Tepelny motor je tstroji schopné periodické premény tepla na praci. Zakladem
kazdého tepelného motoru je termodynamicky cyklicky proces. V této kapitole
vytvofime pracovni cyklus naseho motoru a provedeme diskusi jeho ruznych real-
izaci.

3.1 Popis motoru

Termodynamicky cyklus je posloupnost procesi, na jejiz konci je systém prive-
den do stejného stavu, v jakém byl na zacatku cyklu. K urceni stavu dvouhladi-
nového systému v ¢ase t je nutné znat energie energetickych hladin Fy(t), Eo(t)
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Obrazek 2.1:  Casovy vyjvoj maticovych elementi r;;(t,t') propagdtoru R(t,t'). Pohyb
hladin zacind v case t' = 0s a probihd podle protokolu (23). Pri vypocdtu byly pouity
hodnoty: by =0J,v=3Js"1, B=1J"1, v=1s"1

a pravdépodobnosti jejich obsazeni p;(¢,t'), p2(t,t'). Chceme-li tedy v nasem sys-
tému uskutecnit termodynamicky cyklus s periodou tper, potiebujeme, aby byly
periodické jak energie hladin Eq(t) = E1(t + tper), E2(t) = Ea(t + tper), tak i
pravdépodobnosti jejich obsazeni p1 (¢,t') = p1(t+tper, t'), p2(t,t') = pa(t-+iper,t’).
Predepsanim periodického experimentalniho protokolu jsme schopni splnit prvni
predpoklad. Jak se vsak pri takovém protokolu budou chovat pravdépodobnosti
obsazeni? Ukazuje se, ze plati tvrzeni:

Je-li
E;i(t) = Ei(t + tper) 1=1,2, (33)
polozime-li
pi(t) = t/l_i}Poopi(t,t') i=1,2, (34)
potom
pi(t) = pi(t + tper) 1= 1, 2. (35)

Toto tvrzeni zde nebudeme dokazovat, spise se zaméfime na jeho vyznam. Tim je
skutecnost, ze po dostatecné dlouhé dobé periodického vnéjsiho plisobeni systém
yzapomene“ puvodni pocateéni podminku (2) a piejde do stacionarniho rezimu, v
némz odezva systému vykazuje tutéz periodu, jako vnéjsi piisobeni. Tento rezim
periodické odezvy, jestlize jej nazirame v pribéhu jedné periody experimentalniho
protokolu, oznacujeme jako limitni cyklus, nebo také jako pracovni cyklus naseho
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motoru. Nasim bezprostfednim tkolem bude nyni detailni specifikace pracovniho
cyklu, a to jak z hlediska experimentalniho protokolu, tak z hlediska pravdépodob-

nosti (34).
Necht
h1+h2t;+h1t pro te€{0,ty) ,
Eq(t) =
T (36)
hy — "2 (t—t) pro t€ (ty,ti+t) ,
Eg(t) = —El(t) pro t e <0,t++ t_> ,

kde tper = t4+ t_. Déle necht plati hy > hy.

Tim jsme urcili, ze se nas pracovni cyklus sklddé ze dvou izotermickych tsekt],
¢i vetvi. Prvni vétev trva dobu ¢4. Béhem ni zvétsujeme energii prvni energetické
hladiny z hodnoty h; na hodnotu hg konstantni rychlosti vy = (he — h1)/t4.
Soucasné stejné velkou rychlosti zmensujeme energii druhé energetické hladiny z
hodnoty —h; na hodnotu —ho. Druhd vétev, trva dobu ¢_. Béhem ni se opét kon-
stantni rychlosti o velikosti v_ = (hg — h1)/t_ vracime zpét z hodnoty energie ha
resp. —hg na pocatecni hodnotu hy resp. —hq energie prvni resp. druhé energetické
hladiny. Prvni perioda pracovniho cyklu zac¢ind v ¢ase t = 0 s a trva tper = t4+1_.
Jak je jiz naznacCeno pouzitymi symboly, rychlosti pohybu energetickych hladin v
prubéhu obou vétvi jsou obecné riizné.

Pro vypocet pravdépodobnosti (34) v libovolném okamziku ¢ v priabéhu limit-
niho cyklu* pouzijeme vysledki ziskanych v KAP. 2 — propagatoru (19) a rovnice
analogické Rov. (11). K tomu vsak potfebujeme uréit tzv. staciondrni pocatecni
podminky. Témito podminkami jsou zndme pravdépodobnosti obsazeni energet-
ickych hladin v jistém libovolném ale pevném okamziku t” periody limitniho cyklu.
Specialné jsme zvolili ¢’ = 0s. Necht Ry (¢,,0) je propagator popisujici evoluci
pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin v prvni vétvi limitniho cyklu,
R_ (tper, t+) propagator popisujici evoluci pravdépodobnosti obsazeni energetick-

ych hladin v druhé vétvi limitniho cyklu, pi** a p§f* hledané stacionarni po¢ateéni

podminky. Pak p5tat a p$ta* musi spliiovat rovnici

pstat pstat
< ;tat > =R_ (tpervt+)R+(t+70)< ;tat > . (37)
) %)

Z algebraického hlediska je Rov. (37) tlohou na nalezeni vlastniho vektoru mat-
ice Rper(tpers 0) = R_(tper, t4+ )R (t4, 0) prislusejiciho vlastnimu ¢islu 1. Uvedend

40d této chvile po zbytek prace bude vzdy t € (0, tper), nebude-li feceno jinak.
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rovnice urcuje hledany vlastni vektor az na nasobek. K jeho jednozna¢nému urceni
nam poslouzi normovaci podminka p5tt + pStat = 1.
Po zdlouhavém, le¢ pfimocarém vypoctu nalezneme FeSeni:

1

P = T o viom [l—e™ (1-ci)—c] , (38)
1
tat _ —vt_ —ut
o = e e (e )] (39
kde c4 jsou vyrazy
Ot
—vty | +e7(lia+)x 40
Cy+ = a4+ Uy € / W X ( )
0
o e
1 —(\1l—a—-)x
c.=a_— e”t—/ eildx . (41)
U_ 14+ —e7
0 U—

Zde jsme podobné jako v KAP. 2 oznacili konstanty

uy = e 2Pl (42)

u_ = e 2P-h2 (43)

Be = (44

Qr =264 e t_ i ; (45)
+

ay = QLi . (46)

T resp. T— je absolutni teplota rezervoaru béhem prvni resp. druhé vétve lim-
itniho cyklu. Jak je opét naznaceno pouzitymi symboly, obecné predpokladame
T, # T_. Jinak feCeno, v priubéhu prvni vétve je systém v termalnim kontaktu s
rezervoarem, jehoz teplota T se obecné lisi od teploty rezervoaru 7_, se kterym
si systém vyménuje teplo v pribéhu vétve druhé. Pokud T4 # T_ muzeme hovotit
o teplé (studené) lazni.

Otézku dynamiky limitniho cyklu vytvoreného periodickym protokolem (36)
pokldadame v tento okamzik za vyfesenou. Pravdépodobnosti obsazeni energet-
ickych hladin v libovolném case ¢t béhem limitniho cyklu se vypoctou prostym
maticovym nasobenim s pouzitim rovnice analogické Rov. (11):

<z€;8 ) =R(0) <Z£z> ) (47)
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kde za staciondrni pocatecni podminky dosazujeme vyrazy (38), (39), neboli
pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin v case t = 0 s.

Drive nez pristoupime k termodynamické analyze ¢innosti motoru, uvedeme
reprezentaci typickych moznosti provedeni limitniho cyklu ve stavovém diagramu.

3.2 Reprezentace odezvy v p-FE diagramu

Pracovni cyklus naseho motoru budeme zobrazovat v dvourozmérném grafu,
ktery nazyvame p-FE diagram. Na horizontalni osu p-FE diagramu vynasime okamzi-
tou energii prvni energetické hladiny E;(t). Na vertikdlni osu vynasime veli¢inu
p(t) definovanou jako rozdil pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin v
case t. To jest

p(t) = pi(t) —p2(t) - (48)

V p-FE diagramu neni explicitné uvadén cas, ten je pouze parametrem zobrazené
kiivky. Kazdy bod p-FE diagramu jednozna¢né reprezentuje ur¢ity stav systémup
z tohoto hlediska mtzeme mluvit o p-FE diagramu jako o stavovém diagramu pro
nas systém.

Kromé samotného limitniho cyklu vynasime v p-FE diagramu také tzv. rovnovdazné
izotermy definované vztahem

p*EL, T) = pi® - py' = —tanh (BEy) . (49)

Z fyzikalniho hlediska je rovnovazna izoterma (49) mnozinou stavi, ve kterych je
systém ve stavu termodynamické rovnovahy s tepelnym rezervoarem o teploté 7.
Diky této ivaze muzeme systému v kazdém stavu prisoudit efektivni termody-
namickou teplotu izotermy, kterd v p-E diagramu danym stavem prochézi. Necht
maji naptiklad v daném okamziku funkce E;(t), E2(t) = —E1(t), p1(t) a pa(t) =
1 — p1(t) hodnoty Ejia, Faa, pia a poa. Potom mzeme dany (nerovnovéazny)
stav reprezentovat v p-E diagramu bodem A = [Eq1a,pal, kde pa = p1a — p2a, a
muzeme navic tomuto stavu prisoudit efektivni teplotu

_ Eia
kpargtanh(—pa)

e (50)

Bude-li TXH < T (popiipadé T' gﬁ > T), kde T je absolutni teplota rezervoaru,
s nimz je systém v uvazovaném okamziku v termélnim kontaktu, lze fici, Ze
nerovnovazny stav A je stavem podchlazenym (popfipadé prehfatym).

Jak ukazeme v nasledujici kapitole orientace a velikost plochy uzaviené cyk-
lem v p-FE diagramu hraji dilezitou roli pfi termodynamickém popisu limitniho
cyklu. Na OBR. 3.1 (c) je znézornén typicky prubéh limitniho cyklu v pfipadé,

Postacujici podminkou k tomu je rovnost E1(t) = —Ea(t).
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kdy béhem celého cyklu ponechiavame konstantni teplotu rezervoaru. Plocha uza-
viena cyklem je orientovana kladné®. Zajimavou oblasti na OBR. 3.1 je oblast na
za¢atku periody zhruba v ¢asovém intervalu (0s, 0.25s). Porovname-li tuto oblast
na OBR. 3.1 (a) a OBR. 3.1 (b), zjistime, ze dochézi ke zvétSovani pravdépodob-
nosti obsazeni prvni energetické hladiny, jejiz energie je vyssi (a dale se zvétsuje),
coz nabizi zajimavé srovnani s prubéhem autonomni relaxace pfi nehybnych hlad-
inach. Déle je v OBR. 3.1 (c) ¢ervené vynesend rovnovazna izoterma odpovidajici
teploté T kontaktniho rezervoaru. Stavy systému, které se nachézeji vpravo od
izotermy interpretujeme jako stavy s vyssi efektivni teplotou 7%, nez je teplota
T zobrazené rovnovazné izotermy. Nachazi-li se systém béhem cyklu v takovém
stavu, je jeho efektivni teplota vyssi nez teplota rezervoaru. Naopak je-li systému
ve stavu, ktery je nalevo od rovnovazné izotermy odpovidajici teploté rezervoaru,
je efektivni teplota systému nizsi, nez teplota rezervoaru. V bodech, kdy cyklus
protiné izotermu je efektivni teplota systému T°f stejna, jako teplota rezervoaru
T.

Na OBR. 3.2 (c) mizeme pozorovat kiizeni obou vétvi limitniho cyklu. Tento
fakt bezprostfedné souvisi se zavedenim riznych teplot rezervoart, s nimiz je
systém v kontaktu v béhem jednotlivych vétvi. Rovnovaznou izotermu odpovida-
jici teploté teplejsiho rezervoaru 1 znacime c¢ervené, chladnéjsiho modre. Béhem
prvni vétve limitniho cyklu zvétsujeme energeticky rozdil mezi hladinami a sys-
tém je ponechan v kontaktu s rezervodrem o nizsi teploté T'.. Teploty (rezervoary)
ménime skokem vzdy na pocatku jednotlivych vétvi. V case t = 0s uvedeme sys-
tém do kontaktu s rezervoarem o teploté T, v ¢ase t = t s rezervoarem o teploté
T_. Cést plochy uzaviené cyklem je v tomto p¥ipadé kladna, druhé ¢ast zaporna.
V p-E diagramu 3.2 (c) opét muzeme vidét nékolik zajimavych oblasti. Stejné
jako v predchozim piipadé i zde na zacatku periody dochézi v jistém casovém in-
tervalu k rtistu pravdépodobnosti obsazeni prvni energetické hladiny. Tato oblast
je vSak mnohem mensi, nez v pripadé znazornéném na OBR. 3.1.

S dalsim zvétsovanim rozdilu teplot ,prevladne* zapornd ¢ast plochy uza-
viené limitnim cyklem — dojde k obratu sméru obihani cyklu v p-E diagramu.
Tuto situaci ilustruje OBR. 3.3 (c) — limitni cyklus zde uzavird zdpornou plochu.
Vidime, zZe efektivni teplota systému pfi prichodu prvni vétvi je mensi, nez efek-
tivni teplota pri prichodu druhé vétve, coz v predchozich pfipadech neplatilo.
Provedeme-li tento cyklus velmi pomalu — perioda musi byt velmi dlouhé, rychlost
pohybu hladin velmi mala, obdrzime pfipad vyneseny na OBR. 3.4. Tuto realizaci
limitniho cyklu nazyvame kvazistatickou limitou. Pfi tomto provedeni je systém
velmi blizko rovnovaze s tepelnym rezervoarem béhem jednotlivych vétvi limitniho
cyklu. Z OBR. 3.4 (b) vidime, co se déje bezprostiedné po vyméné rezervoari. Re-
laxace pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin probéhne za zanedbatel-

5Kladné ve smyslu jejiho vipoétu jako integralu §pdE;.
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nou dobu vzhledem k periodé. Obdobné z OBR. 3.4 (c) vidime, zZe tato relaxace
probéhne pri zanedbatelné malych zménach energii hladin.

Na zavér této kapitoly bychom rédi zduraznili nékolik skutecnosti. 1) Plocha
cyklu nezavisi pouze na teplotach kontaktnich rezervoard, ale na vSech parame-
trech limitniho cyklu a to podstatné. 2) Pokud T # T, nemize byt kvazistat-
icka limita totozna s limitou rovnovazného provedeni. V disledku predpokladané
vymeény rezervoaru existuji v pribéhu kvazistatického cyklu dvé oblasti, ve kterych
se efektivni teplota systému T 1igi vice, nez infinitesimalné od teploty ,aktudl-
niho“ rezervoaru.

Nyni mtzeme pristoupit k termodynamické analyze limitniho cyklu.
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Obrazek 3.1:  Kvivka limitniho cyklu v pFipadé rovnosti teplot rezervodri, s nimiz je
systém v kontaktu v pribéhu obou vétvi. (a) Energie pruni energetické hladiny jako funkce
éasu, (b) rozdil pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin jako funkce ¢asu, (¢)p-E
diagram. Hodnoty parametri vystupugicich v protokolu (36): hy = 1J, ho =517, t; =4s,
t_ = Ts. Ostatni parametry: By = f_ = 1J7Y, v = 1s"1. Sipky zndzorniuji smeér obihdni
cyklu.
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Obrézek 3.2:  Iustrace limitniho cyklu v pFipadé kiiZeni obou jeho vétvi. (a) Energie
prond energetické hladiny jako funkce éasu, (b) rozdil pravdépodobnosti obsazeni ener-
getickych hladin jako funkce éasu, (¢) p-E diagram. Hodnoty parametrd vystupugicich v
protokolu (36): hy = 0J, ho = 5J, t, = 4s, t_ = 7s. Ostatni parametry: B, = 1J71,
B_ =0,28]"1, v =1s"". Sipky zndzoriiuji smér obihdni cyklu.

21



8 10 11 o 2 4 6 8 10 11

t ] t[s]

',i ' —'[Lr Tzoterma
(() —— (3_ izoterma|/
——cyklus

Obrazek 3.3:  Limitnd cyklus — zdpornd plocha cyklu. (a) Energie pruni energetické
hladiny jako funkce casu, (b) rozdil pravdépodobnosti obsazeni energetickjch hladin jako
funkce ¢asu, (c¢) p-E diagram. Hodnoty parametri vystupujicich v protokolu (36): hy =
1J, hy =5J,ty =4s,t_ = Ts. Ostatni parametry: By =1J71, 3. =0,1J"1, v =1s"1.
Sipky zndzorriuji smér obthdni cyklu.
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Obrézek 3.4:  Limitni cyklus v pFipadé kvazistatické limity. (a) Energie pruni energetické
hladiny jako funkce casu, (b) rozdil pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin jako
funkce éasu, (¢) p-E diagram. Hodnoty parametri vystupugicich v protokolu (36): hy =
1J, hg =5J, t, =t_ = 350s. Ostatni parametry: By =1J71, B_=0,1J"1, v =1s"1.
Sipky zndzoriiuji smeér obihdni cyklu.
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4 Termodynamicka analyza

Nésledujici diskuse je do zna¢né miry inspirovana praci [12]. Autor citované pub-
likace se také zabyval dvouhladinovym systémem na mezoskopické urovni (pres-
néji feceno motorem, jehoz pracovnim médium se skladalo z N neinteragujicich
dvouhladinovych systémt). Kontext citované prace je odlisny od nasi formulace
problému, shoduji se pouze urcité elementy termodynamické analyzy.
4.1 Zavedeni termodynamickych veli¢in

V této podkapitole zavedeme zakladni termodynamické veli¢iny charakterizu-
jici limitni cyklus.

OkamZitou vnitrni energii systému definujeme jako stfedni energii v Case t:

U(t) = E1(t)pi(t) + Ea(t)pa(t) - (51)

Z definice (51) vidime, ze vnitini energie U(t) je stejné jako E;(t), pi(t), i = 1,2,
periodickou funkci ¢asu s periodou t,er. Porovname-li diferencial vnitini energie

dU(t) = Er(t)dpi(t) + Eo(t)dpa(t) + p1(t)dEL(t) + p2(t)dEa(t) (52)
s prvni vétou termodynamickou
dU(t) =dQ(t) +dW(t) (53)
muzeme identifikovat netplny diferencial prace
AW(t) = p1(t)dE(t) + p2(t)dEa(t) = p(t)dE; (1) (54)
a neuplny diferencial tepla
dQ(t) = Eq1(t)dp1(t) + Eo(t)dpa(t) = E1(t) dp(t) . (55)

Pii tpravach v Rov. (54) a Rov. (55) jsme pouzili defini¢ni vztah (48) pro rozdil
pravdépodobnosti obsazeni p(t) a rovnici F1(t) = —FE»(t). Z Rov.(53) a Rov. (54)
je patrnd znaménkova konvence pro praci. Je-li prace W(t) zaporné, vykonal sys-
tém v ¢asovém intervalu (0,t) na okoli praci |W(t)|.

Entropie dvouhladinového systému v ¢ase ¢ je urcend funkci [5]

Ss(t) = —kp[p1(t) Inp1(t) + p2(t) Inpa(t)] , (56)

a produkce entropie dvouhladinového systému v ¢ase ¢ jeji casovou derivaci, to
jest

_dsi(1)

os(t) = —g

(57)
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Ke zméné entropie rezervoaru dochazi vyhradné v désledku tepelné vymeény se
systémem. Produkce entropie rezervoaru je tedy

1 dO(t)

oult) = o (58)

Koneéné samotna entropie rezervoaru v ¢ase t je dand vztahem

Su(t) = / oo(r)dr (59)
0

Okamzita entropie termodynamické soustavy dvouhladinovy systém-tepelny rez-
ervoar v Case t je

Sc(t) = Ss(t) + Sr(t) . (60)

Okamzita produkce entropie termodynamické soustavy dvouhladinovy systém-
tepelny rezervoar v Case t je

oo(t) = os(t) + ou(t) . (61)

Jak znamo, probihé-li v termodynamické soustavé nerovnovazny proces, celkova
entropie soustavy roste. Pro nasi termodynamickou soustavu dvouhladinovy
systém-tepelny rezervoar tato skutecnost musi platit v celém prubéhu periody
limitniho cyklu. Ze tomu tak skute¢né je, ukdzeme v samostatné podkapitole 4.5.
Na tomto misté si uvédomme nésledujici. Okamzita entropie systému Sg(t) dana
Rov. (56) je periodickou funkci ¢asu s periodou limitniho cyklu fper. Z Casové
globalniho pohledu (z pohledu ¢asi mnohem vétsich, nez je perioda limitniho
cyklu) je tedy nértst celkové entropie S.(t) zpisoben nértstem prispévku od
entropie rezervoaru S;(t) na pravé strané Rov. (60).

Ptejdéme nyni ke studiu chovani jednotlivych termodynamickych charakteris-
tik limitniho cyklu.

4.2 Prace

P1i konstrukci motoru nas pfirozené zajima, jakou praci za periodu je schopen
nas motor vykonat. V této podkapitole uvedeme vyraz pro maximalni praci za pe-
riodu v zavislosti na parametrech limitniho cyklu a upozornime na dalsi zajimavé
disledky spojené s maximalizaci prace.

Préace vykonana za periodu limitniho cyklu je dana integralem

_ _ v dE;(t)
Woer = 7{ p(t) dEy (1) = 0/ p(n) gy (62)
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Obrazek 4.1: Prdce limitniho cyklu v zdvislosti na rozdélend periody. Byly pouZity ndsle-
dugici hodnoty parametri limitniho cyklu: hy = 1J, hy = 5J, tper = 10s, B4 = 1J-1,
o =01J"1, v=1s"1

Z vyrazu (62) vidime, ze plocha uzaviend k¥ivkou limitniho cyklu v p-E diagramu
je rovna praci vykonané cyklem za jednu periodu.

Uvazme nyni situaci, kdy mdme pevné hodnoty parametrt hi, ha, tper, T4,
T_, a pritom T} < T_. Prirozené se nabizi nasledujici otazka. Jakym zptisobem
mame rozdélit danou periodu limitniho cyklu t,.,, chceme-li, aby byla prace v
pribéhu limitniho cyklu maximalni? Odpovéd 1ze snadno nalézt numericky. Piik-
lad nalezeni optimalni alokace periody je znazornén na OBR.4.1. Na tomto obrazku
vidime, Ze za vyse uvedenych predpokladii systém bude konat na okoli maximalni
praci v ptripadé, kdy prvni vétev limitniho cyklu, bude trvat o néco déle, nez vétev
druhaé.

Dalsi dilezitou informaci je jakou maximalni moznou praci za periodu (ozn.
ngx) muzeme od naseho stroje oc¢ekavat. Tuto praci uréime jako praci za periodu
limitniho cyklu pfi kvazistatické limité. Necht jsou dany hodnoty hi, ha, T4, T-
a plati T4 < T_. Pak

yymas — 1 | [cosh([ﬁhg)] 1 | [cosh(ﬁhl)]

By . cosh(Byihy)|  B— . cosh(_hs) (63)
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4.3 Vykon

Maximélni prace je dosazeno, probiha-li cyklus nekonecné pomalu. Perioda
takového cyklu je tedy nekonecné velkd, vykon definovany jako

Woer

tper

Pper = (64)
je tedy nulovy.

V obecném piipadé se ukazuje, zZe existuje jista délka periody, pro niz je vykon
naseho motoru maximélni. Z pfedchozi podkapitoly vime, Ze pro maximalizaci
prace limitniho cyklu za periodu pfi danych hq, ho, Ty, T_, tyer potfebujeme
periodu vhodné rozdélit mezi obé vétve limitniho cyklu. Na OBR. 4.2 je demon-
strovano maximum vykonu v zavislosti jak na periodé limitniho cyklu e, tak
na alokaci periody mezi jednotlivé vétve limitniho cyklu. Na OBR. 4.2 (a) a na
OBR.4.2 (b) jsou Fezy obrazkem 4.2 (c¢) v na sebe kolmych rovinach, prochézejicich
minimem ,,vykonové plochy“. Tak lze oznacit bod, ktery predstavuje maximalni
mozny vykon pfi danych parametrech limitniho cyklu. Pro malé periody kiivka
vykonu jako funkce periody roste nade vsechny meze. V této oblasti tedy za velmi
kratkou dobu koname nenulovou praci na systému — pohyb hladin probihé velmi
rychle.

4.4 Ucéinnost

Odlisny pohled na energetiku naseho motoru nabizi studium t¢innosti limitniho
cyklu. Obecné plati, Ze nejacinnéjsi stroj neni zdaleka nejvykonnéjsi, a naopak.
Uéinnost limitniho cyklu definujeme vztahem

Wper
Q in ’

kde Wyer je prace za periodu definovana Rov. (62), Qi, je celkové teplo pfijaté
limitnim cyklem za jednu periodu.

Maximalni G¢innost pfi pevnych hodnotach parametrt hy, ho, Ty, T, kde
opét Ty < T_, ma limitni cyklu pii kvazistatické limité. V takovém ptipadé plyne
z Rov. (55) a z OBR. 3.4 Q;, = Q_, kde

(65)

tper

0 = / El(t)cuzi(tﬂdt . (66)

Necht h; > 0, pak v kvazistatické limité plati vztah (63). Po nazna¢ené integraci
dosadime vyraz (66) spolu s vyrazem (63) do definice u¢innosti (65). Vysledkem
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Obrazek 4.2: Zdvislost vykonu limitniho cyklu na periodé a jeji alokaci. Na obrdzku
(a) je demonstrovano minimum kiivky vikonu v zdvislosti na periodé. Pri vgpoctu byly
pouZity nize uvedené parametry limitniho cyklu a alokace periody minimalizujici krivku
vykonu na obrdzku (b). Obrdzek (b) zndzoriuje kiftvku vikonu limitniho cyklu v zdvislosti
na alokaci periody. Pri vijpoctu byly pouZity niZe uvedené parametry a perioda tper min-
imalizujici vgkonovou kitvku vynesenou na obrdzku (a).(c) Graf vykonu v zdvislosti na
periodé limitniho cyklu a jeji alokaci mezi jednotlivé vétve. Krivky z obrazki (a) a (b)
prochdzeji minimem vgkonu na obrdzku (c). PouZité parametry limitniho cyklu: hy = 17,
ho=5J, . =1J"1 B_=0,1J"1, v=1s"1.
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Obrazek 4.3: Zdvislost normalizovaného vijkonu na normalizované ucinnosti. PouZité
hodnoty parametri: hy = 1J, hy =5J, B4 =1J7', B_ = 0,17, v =1s"1, t4 =¢_.
Teoretickd 4c¢innost Nmag je pocitina ze vztahu (67), vgkon je poditan numericky.

je
1 cosh(ﬁ+h2)] 1 [cosh(
B “‘[coshwm) e
Thnax = 1 [cosh

ho tanh(&rhg) — M tanh(ﬁ,hl) + 67 In
coz je maximalni mozné ¢innost naseho stroje p¥i danych hodnotéach hy, he, T, T,
Ty < T_. Vsimnéme si, ze vztah (67) nezavisi na celém experimentalnim pro-
tokolu, ale pouze na uvedenych parametrech.
Limita vyrazu (67) pro velké hy je

m2— P In[cosh(B,h1)] + _ B In[cosh(B_h1)]
lm e = 7 By — B- By — B-
ha——+o00 In2 — B_hy tanh(B_hy) + In[cosh(B_h1)] ’
(68)
kde 1 ]
8. By T_-T
—_— 5—1/3+ - ¥ (69)
B_

je tcinnost Carnotova cyklu pracujiciho mezi teplotami 7, Ty, T > T', . Polozime-
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li hy =0, z Rov. (68) plyne
n=rnc - (70)

Vykonovou charakteristiku motoru miizeme popsat také nasledovné [13]. Na
OBR. 4.3 jsme vynesli zavislost normalizovaného vykonu na normalizované G¢in-
nosti. Parametrem kiivky je perioda limitniho cyklu. U¢innost limitniho cyklu
je monotonné rostouci funkci periody tper. Typickd zéavislost vykonu na periodé
limitniho cyklu je znédzornéna na OBR. 4.2 (a). Pravé tato zavislost se promita do
chovani vykonu na OBR. 4.3, kde také pozorujeme maximum vykonu pfi jisté pe-
riodé limitniho cyklu. Této periodé odpovidé tacinnost priblizné Sedesat procent z
maximalni mozné dosazitelné G¢innosti Nmax (viz ROV. (67)) pro dané parametry
limitniho cyklu. OBR. 4.3 nam také dovoluje nalézt jisty kompromis mezi strojem
nejucinnéjsim a nejvykonnéjsim pomoci volby periody cyklu.

4.5 Entropie

V této posledni podkapitole provedeme entropickou bilanci typickych realizaci
limitniho cyklu z OBR. 3.1 — OBR. 3.4 V grafech OBR. 4.4 — OBR. 4.7 vynasime
téchto Sest velicin:

1) okamzitou entropii systému Ss(t),
2) okamzitou produkci entropie systému

()= 250 — bt (2 a0 ()~ dalOp] . (7
3) okamzitou produkci entropie rezervoaru
= 1 LB (0) — Ba(t)] Da(pa(6) — Ma(t)pa(t)] (72)
4) celkovou produkci entropie v ¢ase ¢ (viz Rov. (61)),
5) okamzitou entropii rezervoaru
S0 =7 [ B0 Ma(mpa(n) ~ apa(r)] dr (73)

0

6) celkovou hodnotu entropie v ¢ase ¢ (viz Rov. (60)).

Zamérme se nejdiive na obecné vlastnosti kiivek zobrazenych na OBR. 4.4 —
OBR.4.7. Na OBR.4.4(a) — OBR.4.7(a) jsou vyneseny okamzité entropie systému,
rezervoaru a celkové okamzité entropie soustavy systém-rezervoir. Okamzita en-
tropie systému (modra kiivka) je na kazdém z téchto obrazku spojitou funkci
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casu a je periodickd s periodou t5. Okamzita celkova entropie soustavy systém-
rezervodr (Gernd kiivka) je spojitou a neklesajici funkei v kazdém okamziku vSech
limitnich cykli. Okamzita entropie rezervoaru (Cervena kiivka) je spojitd, miize
byt jak rostouci, tak i klesajici v zavislosti na probihajici tepelné vyméné mezi
systémem a rezervoarem.

Okamzitou produkci entropie sledujeme na OBR.4.4(b) — OBR.4.7(b). Okamzita
celkova produkce entropie soustavy systém-rezervoar (¢ernd kiivky) je v kazdém
okamziku periody na viech OBR.4.4(b) — OBR.4.7(b) nezéporna. Cervené kiivky v
téchto grafech znamenaji okamzité produkce entropie rezervoaru o, (t). Z definice
(58) je patrné, ze pomoci téchto kiivek, mizeme rozpoznat smér toku tepla v
kazdém okamziku limitniho cyklu. Casy, v nichZ systém odevzdava teplo rezer-
voaru odpovidaji kladné produkci entropie rezervoaru. Naopak, odevzdava-li rez-
ervoar teplo systému, je okamzita produkce entropie rezervoaru zaporna. Podob-
nou charakterizaci tepelné vymeény jsme mohli provést i pomoci entropii rezer-
voaru. Plati: jestliZze entropie rezervoaru béhem jistého ¢asového intervalu klesa,
odevzdava v tomto intervalu rezervoar teplo systému. Naopak roste-li entropie
rezervoaru, pfijima rezervoar teplo od systému.

Na OBR. 4.4 je vynesena entropické bilance cyklu zndzornéného na OBR.3.1. Z
tvaru kiivky okamzité produkce entropie rezervoaru (¢ervend kiivka, OBR. OBR.4.4
(b)) vidime, Ze béhem druhé vétve dochézi vyhradné k toku tepla z rezervoaru
do systému, protoze okamzitd produkce entropie rezervoaru je zaporna. Béhem
prvni vétve pozorujeme jak tsek, kde teplo proudi do systému, tak pfipad, kdy
teplo proudi do rezervoaru. Na OBR. 4.5(b) je tsek vétve, v némz systém ode-
vzdava teplo jiz velmi maly. OBR. 4.6 a OBR. 4.7 se vyznacuji tim, Ze teplo béhem
prvni vétve proudi ze systému do rezervoaru béhem druhé vétve naopak z rezer-
voaru do systému. Tyto tivahy jsou v souhlasu s ivahami z kapitoly KaAp. 3, kde
jsme nasemu systému pripsali efektivni teplotu. Skuteéné mizeme konstatovat, ze
systém s vyssi efektivni teplotou, nez je teplota rezervoaru odevzdava teplo rez-
ervoaru a naopak, ma-li rezervoar vyssi absolutni teplotu, nez je efektivni teplota
systému, dochazi k toku tepla ze rezervoaru do systému.

Na OBR. 4.7 je vynesend entropicka bilance cyklu zndzornéného na OBR. 3.4
— tzv. kvazistatické limity. Z OBR. 4.7 (a) vidime, ze Cerna kfivka odpovida-
jici celkové okamzité entropii ma ,schodovity“ pribéh — nartistd skokem vzdy v
oblastech stridani tepelnych rezervoard. Tento nartst celkové entropie potvrzuje
to, na co jsme jiz upozornovali na konci KApP. 3. V pripadé T} # T_ neexis-
tuje rovnovazna limita naseho cyklu. Na druhé strané v samotném pribéhu obou
izotermickych vétvi je celkova entropie (Gerna kiivka) konstantni.
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Obrazek 4.4:  Entropickd bilance limitniho cyklu, v piipadé rovnosti teplot rezervodri,
s nimiZ je systém v kontaktu v pribéhu obou vétvi limitnitho cyklu. (a) Entropie sys-
tému Ss(t), entropie rezervodru Sp(t), celkovd entropie termodynamické soustavy systém-
rezervodr S¢(t). (b) Produkce entropie systému o(t), produkce entropie rezervodru op(t),
celkova produkce entropie termodynamické soustavy systém-rezervodr oc(t). Parametry
limitniho cyklu: hy =1J, ho =5J, ty =4s,t_ =7s, 3. =F_=1J"1, v=1s"1.
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Obréazek 4.5:  Entropickd bilance systému v pripadé kiiZeni obou jeho vétvi. a) En-
tropie systému Sq(t), entropie rezervodru Sy(t), celkovd entropie termodynamické sous-
tavy systém-rezervodr Sc(t). (b) Produkce entropie systému o4(t), produkce entropie
rezervodru op(t), celkovd produkce entropie termodynamické soustavy systém-rezervodr
oc(t). Parametry limitniho cyklu: hy = 0J, ho = 5J, t, = 4s,t_ = Ts, By = 1J71,
B_=0,28]"1, v=1s""
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Obrézek 4.6:  Entropickd bilance limitniho cyklu — zdpornd plocha cyklu. a) Entropie sys-
tému Ss(t), entropie rezervodru Sp(t), celkovd entropie termodynamické soustavy systém-
rezervodr S¢(t). (b) Produkce entropie systému o4(t), produkce entropie rezervodru op(t),
celkova produkce entropie termodynamické soustavy systém-rezervodr oc(t). Parametry
limitniho cyklu: hy = 1J, hg = 5J, t, = 4s, t_ = T7s, B = 1J7%, B = 0,1J7 L,
v=1s""
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Obrézek 4.7:  Entropickd bilance limitniho cyklu — kvazistatickd limita. a) Entropie sys-
tému Ss(t), entropie rezervodru Sp(t), celkovd entropie termodynamické soustavy systém-
rezervodr S¢(t). (b) Produkce entropie systému o4(t), produkce entropie rezervodru op(t),
celkova produkce entropie termodynamické soustavy systém-rezervodr oc(t). Parametry
limitniho cyklu: hy = 1J, hy = 5J, ty = t_ = 350s, By = 1J7', B = 0,1J°%,

v=1s1
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5 Zavér

V praci jsme uvazovali model dvoudobého tepelného motoru zalozeny na manip-
ulaci dvouhladinovym systémem. Dynamika pravdépodobnosti obsazeni energet-
ickych hladin byla fizena Pauliho fidici rovnici. Periodickym vnéjSim pisobenim
byl dvouhladinovy systém uveden do stabilniho periodického rezimu — limitniho
cyklu. V préaci se podafilo vypoé¢ist pfesnou (tj. nikoliv pouze linedrni) odezvu
motoru na vnéjsi ptisobeni a charakterizovat motor z hlediska prace za periodu,
ucinnosti a vykonu. Soucasné byla provedena pfesna entropicka bilance limitniho
cyklu a to jak z hlediska systému, tak pokud jde o rezervoar. Diskutovany byly tii
kvalitativné odlisné typy limitniho cyklu. Nas prispévek poskytuje pomérné vzac-
nou prilezitost pro exaktni studium nerovnovaznych cyklickych déji. Byli jsme
tedy svédky zajimavych jevi, které jsou dusledky kladné produkce entropie ves-
miru a v rovnovazné termodynamice se neobjevuji. PredevSsim mame na mysli
zavislost vykonu na periodé cyklu, zavislost prace za cyklus na rozdéleni periody
mezi jednotlivé vétve limitniho cyklu, a zavislosti vykonu na U¢innosti naseho
motoru.

Neprestavame zkoumat dalsi vlastnosti limitniho cyklu. V této chvili jsme za-
fazeni do recenzniho fizeni, v némz se rozhoduje o piijeti posteru s timto modelem
na konferenci FQMT 08 [14].
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