
Posudek vedoućıho doktorandské disertačńı práce
Zdeněk Silber: Konvergence v Banachových prostorech

Předložená disertačńı práce se věnuje dvěma okruh̊um souvisej́ıćım s konvergenćı posloupnost́ı
a net̊u v Banachových prostorech. Je tvořena úvodem a třemi daľśımi kapitolami, přičemž každá
ze tř́ı kapitol je tvořena jedńım článkem. Jeden z článk̊u byl již publikován, druhý byl přijat
k publikaci a třet́ı byl zaslán k publikaci. Prvńı dva články se týkaj́ı weak∗-derivovaných množin
v duálńıch Banachových prostorech (což je prvńı ze zmı́něných okruh̊u), třet́ı článek se zabývá
kvantifikaćı Banach-Saksovy vlastnosti vyšš́ıch řád̊u (což je druhý ze zmı́něných okruh̊u). Dále
stručně představ́ım oba okruhy a obsah práce.

Weak∗-derivované množiny. Počátky zkoumáńı weak∗-derivovaných množin spadaj́ı do třicá-
tých let dvacátého stolet́ı, kdy si S. Mazurkiewicz povšiml, že (řečeno dnešńı terminologíı) weak∗-
hustý podprostor duálńıho Banachova prostoru nemuśı být sekvenciálně weak∗-hustý, č́ımž zod-
pověděl otázku S. Banacha. Sice se uvád́ı, že ho k této otázce přivedly nedostatečné znalosti
obecné topologie, zejména konvergence net̊u, ale později se ukázalo, že tyto problémy a souvisej́ıćı
výsledky nacházej́ı použit́ı v řadě oblast́ı (jako jsou harmonická analýza, baireovské tř́ıdy lineárńıch
operátor̊u, ‘ill-posed’ problémy aj.).

Je-liX Banach̊uv prostor a A ⊂ X∗ podmnožina duálu, pak weak∗-derivovaná množina množiny
A je tvořena limitami omezených weak∗-konvergentńıch net̊u z A. V př́ıpadě, že X je separabilńı,
jde právě o limity weak∗-konvergentńıch posloupnost́ı z A. Weak∗-derivovaná množina se pak znač́ı

A(1). Je-li A konvexńı, pak z Krein-Šmuljanovy věty plyne, že A je weak∗-uzavřená (tj. A = A
w∗

),
právě když A(1) = A. Jak bylo zmı́něno výše, S. Mazurkiewicz nalezl př́ıklady podprostor̊u A ⊂ X∗,

které jsou weak∗-husté (tj. A
w∗

= X∗), ale A(1) ⫋ X∗. Z Krein-Šmuljanovy věty v tomto př́ıpadě

plyne, že A(1) ⫋ (A(1))(1). To přirozeně vede k definici iterovaných weak∗-derivovaných množin A(α)

pro každý ordinál α (v limitńım kroku uváž́ıme, jak je zvykem, sjednoceńı množin z předchoźıch
krok̊u). Pak je zřejmé, že pro každou množinu A existuje ordinál α, pro který plat́ı A(α+1) = A(α).
Nejmenš́ı takové α se nazývá řád množiny A. Pokud A je konvexńı (což je zaj́ımavý př́ıpad) a α

je jej́ı řád, pak A(α) = A
w∗

.
Finálńı výsledky o řádech podprostor̊u duálńıch prostor̊u lze shrnout do následuj́ıćıho přehledu:

• Je-li X kvazireflexivńı (tj. X je konečné kodimenze v X∗∗), pak každý podprostor Y ⊂ X∗

má řád 0 (je-li weak∗-uzavřený) nebo 1 (neńı-li weak∗-uzavřený).
• (M.I. Ostrovskii, 1987) Neńı-li X kvazireflexivńı, pak pro každý nelimitńı ordinál α < ω1

existuje podprostor Y ⊂ X∗ řádu α. Pro separabilńı X je tento výsledek optimálńı.

Zájem o weak∗-derivované množiny – nejen podprostor̊u, ale i obecných konvexńıch množin –
byl oživen v d̊usledku použit́ı ke konstrukci protipř́ıklad̊u v teorii rozšǐrováńı holomorfńıch funkćı
na Banachových prostorech (D. Garćıa, O. Kalenda a M. Maestre, 2010). Otázky položené v tomto
článku zodpověděl M.I. Ostrovskii v roce 2011, když dokázal následuj́ıćı výsledky:

• Neńı-li X reflexivńı, existuje konvexńı množina A ⊂ X∗, pro kterou A(1) ⫋ A(2).

• Necht’ X je Banach̊uv prostor. Pak existuje podprostor Y ⊂ X∗, pro který je Y (1) vlastńı
normově hustý podprostor X∗, právě když X neńı kvazireflexivńı a zároveň obsahuje ne-
konečněrozměrný podprostor se separabilńım duálem.

Výsledky prvńıch dvou kapitol. Z. Silber se v kapitolách 1 a 2 věnuje iterovaným verźım výše
zmı́něných Ostrovského výsledk̊u. Hlavńımi výsledky jsou:

• Theorem 1.8: Neńı-li X reflexivńı, pak pro každé n ∈ N existuje konvexńı podmnožina X∗

řádu n.
• Theorem 1.13: Neńı-li X reflexivńı, pak existuje konvexńı podmnožina X∗ řádu ω + 1.
• Theorem 2.3: Předpokládejme, že X neńı kvazireflexivńı a obsahuje nekonečněrozměrný
podprostor se separabilńım duálem. Pak pro každý nelimitńı ordinál α < ω1 existuje pod-
prostor Y ⊂ X∗, pro který je Y (α) vlastńım normově hustým podprostorem X∗.

Prvńım krokem k d̊ukazu výsledk̊u z kapitoly 1 je pečlivá analýza Ostrovského konstrukce a jej́ı
doplněńı o horńı odhad řádu př́ıslušné množiny. Následuje technicky náročné induktivńı zobecněńı
spojené s řadou přesných výpočt̊u. Výchoźım bodem pro druhou kapitolu je kombinace metod ze
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dvou Ostrovského článk̊u, které bylo třeba doplnit o použit́ı konečněrozměrných rozklad̊u mı́sto
Schauderových baźı.

Na článek, který je obsahem prvńı kapitoly, navázal M.I. Ostrovskii v preprintu z prosince 2021
a rozš́ı̌ril výše zmı́něné výsledky (Theorem 1.8 a Theorem 1.13) pro spočetné nelimitńı ordinály.
Použil k tomu modifikaci metody Z. Silbera spolu s indexováńım pomoćı stromů a les̊u (z teorie
graf̊u).

Výsledky prvńıch dvou kapitol spolu s Ostrovského rozš́ı̌reńım jsou v této oblasti vpodstatě
finálńı. Asi jediným zbývaj́ıćım problémem jsou otázky spojené se spočetnými limitńımi ordinály.
Z Baireovy věty snadno plyne, že řád podprostoru nemůže být spočetný limitńı ordinál, ale pro
konvexńı množiny to zřejmé neńı. Rovněž neńı jasné, zda Theorem 2.3 plat́ı i pro limitńı α.

Banach-Saksova vlastnost, jej́ı iterace a kvantifikace. Př́ıběh výsledk̊u třet́ı kapitoly zač́ıná
rovněž ve třicátých letech dvacátého stolet́ı, kdy S. Banach a S. Saks dokázali, že v prostorech Lp

(pro p ∈ (1,∞)) lze z každé omezené posloupnosti vybrat cesàrovsky konvergentńı podposloup-
nost. Pro tuto vlastnost Banachových prostor̊u se později začal použ́ıvat název Banach-Saksova
vlastnost. Je známo, že prostory s Banach-Saksovou vlastnost́ı tvoř́ı vlastńı podtř́ıdu reflexivńıch
prostor̊u. Rovněž se zkoumá slabá Banach-Saksova vlastnost – ta vyžaduje existenci cesàrovsky
konvergentńı podposloupnosti pouze pro posloupnosti, které jsou slabě konvergentńı. Tuto vlast-
nost pak maj́ı i některé nereflexivńı prostory, např́ıklad c0 a L1.

Kromě vlastnost́ı Banachova prostoru jako celku se zkoumaj́ı i lokalizované verze. Omezená
podmnožina A Banachova prostoru je (slabě) Banach-Saksova, pokud z každé (slabě konvergentńı)
posloupnosti v A lze vybrat cesàrovsky konvergentńı podposloupnost. Banach-Saksovy množiny
tvoř́ı vlastńı podtř́ıdu relativně slabě kompaktńıch množin. Rozd́ıl mezi Banach-Saksovou vlast-
nost́ı definovanou pomoćı konvergence aritmetických pr̊uměr̊u a Mazurovou větou, která pro slabě
konvergentńı posloupnost dává konvergenci jistých konvexńıch kombinaćı, vedl k definici Banach-
Saksovy vlastnosti vyšš́ıch řád̊u (S. Argyros, S. Mercourakis a A. Tsarpalias, 1998). Tyto definice
jsou dosti komplikované a v souvisej́ıćı teorii se netriviálńım zp̊usobem použ́ıvaj́ı věty Ramseyova
typu.

Jiným směrem výzkumu je program kvantifikace, který spoč́ıvá – zhruba řečeno – v náhradě im-
plikaćı nerovnostmi mezi vhodnými kvantitami. Tento program vedl, zejména v posledńıch dvaceti
letech, k výrazně hlubš́ımu porozuměńı řadě vlastnost́ı Banachových prostor̊u a řadě vět o Bana-
chových prostorech. Do tohoto programu zapadá i nedávný článek o kvantitativńı verzi Banach-
Saksovy vlastnosti (H. Bendová, O. Kalenda a J. Spurný, 2015).

Výsledky třet́ı kapitoly. Jedńım z úkol̊u Z. Silbera bylo prozkoumat možnosti kvantifikace
Banach-Saksovy vlastnosti vyšš́ıch řád̊u a dokázat alespoň nějaké kvantitativńı verze známých vět.
Právě tomu se věnuje třet́ı kapitola disertace. Prvńım krokem byla definice potřebných kvantit, což
je obsahem odd́ıl̊u 3.2.4 a 3.2.5. Kvantity tohoto druhu muśı vycházet z př́ıslušných kvalitativńıch
pojmů, v tomto př́ıpadě šlo o technické definice z výše zmı́něného článku S. Argyrose se spoluautory.
Definice nových kvantit nebyla zdaleka př́ımočará – v některých př́ıpadech se nab́ızej́ı dvě r̊uzné
verze, z nichž jedna je na prvńı pohled přirozeněǰśı a s druhou se zase lépe pracuje. Alespoň v
jednom př́ıpadě neńı jasné, zda jsou ony dvě verze ekvivalentńı. K hlavńım výsledk̊um patř́ı:

• Theorem 3.3: Kvantitativńı verze chararakterizace slabě Banach-Saksových množin vyšš́ıch
řád̊u. Pro d̊ukaz bylo třeba pochopit všechny jemnosti d̊ukazu kvalitativńı verze a tento
d̊ukaz modifikovat a maximálně zpřesnit. Pro některé nerovnosti bylo třeba vymyslet nový
postup, protože pouhá modifikace a zpřesněńı by nedala optimálńı konstantu.

• Theorem 3.12: Kvantitativńı vztah mezi relativńı slabou kompaktnost́ı, Banach-Saksovou
vlastnost́ı vyšš́ıch řád̊u a relativńı kompaktnost́ı.

• Lemma 3.18 a Proposition 3.21: Monotonie některých z kvantit v závislosti na řádu, který
uvažujeme.

• Nová mı́ra slabé nekompaktnosti definovaná pomoćı Banach-Saksových kvantit pro libo-
volný řád (viz Proposition 3.24 a Proposition 3.25).

V této oblasti je stále prostor pro daľśı výzkum. K otevřeným otázkám patř́ı např́ıklad, zda ona
nově objevená mı́ra slabé nekompaktnosti je ekvivalentńı některé ze standardńıch měr nebo zda
dvě verze Banach-Saksovy kvantity vyšš́ıho řádu jsou ekvivalentńı. Výsledkem, který se prozat́ım
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nepodařilo přenést do kontextu vyšš́ıch řád̊u, je dichotomie pro jednotkovou kouli spojená s verźı
Jamesovy věty o distorzi pro ℓ1-spreading modely. To souviśı s t́ım, že neńı jasné, jak zformulovat
analogii věty o spreading modelech pro vyšš́ı řády.

Celkové hodnoceńı. Práci považuji za vysoce kvalitńı. Uchazeč musel podrobně prostudovat a
pochopit technicky složité výsledky z literatury (to plat́ı o Ostrovského článćıch i o Banach-Saksově
vlastnosti vyšš́ıch řád̊u), tv̊urč́ım zp̊usobem kombinovat a modifikovat známé metody, jakož i naj́ıt
správné formulace (např́ıklad pro definice kvantit ve třet́ı kapitole) a vyvinout nové postupy. Jako
nejnáročněǰśı bych vyzvedl třet́ı kapitolu. Zde jsem zadal úkol pokusit se nejprve o kvantifikaci
pro Banach-Saksovu vlastnost druhého řádu, protože jsem očekával, že to bude dobrý prvńı krok.
Nicméně student vybudoval nezbytnou teorii rovnou pro obecný řád a zvolil pro to srozumitelný
zápis. Celkově se domńıvám, že předložená práce jednoznačně prokazuje, že je uchazeč schopen
samostatné tvořivé práce. Proto bez nejmenš́ıch pochyb doporučuji práci uznat jako doktorandskou
disertačńı práci.

V Praze, 27.6.2022
Prof. RNDr. Ondřej Kalenda, Ph.D., DSc.
KMA MFF UK
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