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Bad people are punished by society’s laws,
and good people are punished by Murphy’s Law.

— Georgia L. Lass [Dead Like Me]
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Kapitola 1

Uvod

Role statické fyziky a nerovnovaznych procesu

Fyzika makroskopickych procesu se od pocatku vyvijela nezavisle na fyzice hmotnych bodu ob-
sazené v Newtonové kinematické teorii, Maxwellové teorii elektromagnetického pole, ¢i pozdéji
v kvantovych teoriich zformulovanych Schrodingerem, Heisenbergem, Diracem, Schwingerem,
Feynmanem a dal$imi. VSechny tyto teorie v zdsadé pracuji s iplnym popisem uzavieného
systému a jejich rovnice jsou deterministické a v jistém smyslu vzdy symetrické vuéi zaméné
minulosti a budoucnosti.

Vétsina systému kolem nés jsou vsak charakteristické velkym pocCtem stupnu volnosti,
ktery nejenze vylucuje plné analytické ¢i numerické feSeni pohybovych rovnic, ale v principu
je nelze popisovat jinak nez vhodné zvolenym a typicky malym souborem makroskopickych
parametrii. Casovy vyvoj téchto makroskopickych pozorovatelnych veli¢in mize byt determi-
nisticky nebo stochasticky, a narozdil od zdkonu mikrosvéta vétsina jevu okolo néds probihd
nevratnym zpusobem. Typickymi pfiklady jsou materidlova fyzika a mechanika tekutin. Dalsi
zakladni vlastnosti makroskopickych systému je, ze se zpravidla nevyvijeji izolované, ale in-
teraguji se svym okolim — dochézi k vyméné tepla apod. Mnohé makroskopické pohybové
zakony jsou davno znamy: piikladem budiz Navier-Stokesovy rovnice mechaniky kontinua
nebo Maxwell-Lorenzovy rovnice popisujici interakci elmag. pole s hmotou. Vysvétleni, proc¢
tyto nevratné makroskopické zakony nejsou v rozporu s mikroskopickymi zédkony, bylo jednim
z dulezitych objevi 19. stoleti, diky prukopnickym pracim Maxwella a Boltzmanna. 20. stoleti
potom piineslo systematickou teorii tepla — statistickou fyziku — a dalo zdklady porozuméni
chovani systému slozenych z velkého poctu ¢éstic.

Role fluktuaci

Zékladni veli¢inou, kterd v jistém smyslu “méti”; kolika ruznymi mikroskopickymi stavy lze
zrealizovat tentyz makroskopicky stav, je entropie a jeji ztotoznéni s Clausiovou entropii (Bol-
zmann) udélalo ze statistické fyziky skute¢nou mikroskopickou teorii k termodynamice. Druhy
termodynamicky zakon pak Fikd, Ze tato entropie v libovolném uzavieném systému typicky
pouze roste a pravdépodobnost jejiho poklesu je v makroskopickych systémech naprosto za-
nedbatelnd, stejné jako pravdépodobnost makroskopickych fluktuaci. S rozvojem technologie
na mikro- a nanometrové skale vyvstala otdzka, jakou roli fluktuace skuteéné hraji — at’ uz
konstruktivni nebo naopak destruktivni — jaké zdkony pro né plati a jakym zpusobem je
pocitat. Pavodni myslenky Boltzmanna a jeho soucasniku si vyzadaly novy pohled a revizi.



Jednim z vysledkti téchto snah bylo nové porozuméni vztahu mezi zménami entropie a naru-
Senim symetrie vuci ¢asové inverzi: zména entropie podél libovolného termodynamického déje
je mirou jeho nevratnosti a souc¢asné kvantitativné urcuje pravdépodobnost poklesu entropie
podél ndhodné realizace déje. Tyto a podobné tvahy vedli k nalezeni novych symetrii ve fluk-
tuacnich zdkonech pro zmény entropie, disipovaného tepla, prace, apod. (Evans, Gallavotti,
Cohen, Jarzynski,...). Na matematické trovni pak problém spocivd v dukladném porozu-
méni, jakou roli hraje symetrie vuci ¢asové inverzi a jeji naruSeni v otevienych systémech
modelovanych jako ndhodné procesy.

Od klasické ke kvantové teorii

Zakladnim nedostatkem vySe zminénych novych vysledku je, ze jsou zpravidla omezeny na
systémy, které se chovaji klasicky — typicky jde o mezoskopické procesy, které lze dobfe po-
psat stochastickymi (vétsinou markovovskymi) modely. Rozsifeni na ryze kvantové systémy,
v nichz kvantové koherence hraji nezanedbatelnou roli, neni dosud uspokojivé vyieseny pro-
blém a existuji ruzné (i vzdjemné protikladné) navrhy a postupy. Zakladni problém zpociva
v tom, ze disipace termodynamicky otevienych systému je popsdna veli¢inami, které nezavisi
pouze na konkrétnim termodynamickém stavu (jako je napf. energie, magnetizace, nebo en-
tropie), ale na celé realizaci (termodynamické trajektori). Na rozdil od klasickych systému,
pojem trajektorie ztrdaci dobry smysl v kvantovém piipadé a to vede k nejednoznacné definici
pojmu jako je fluktuace tepla apod.

Existuje nékolik zpusobu, jak tento problén pieklenout. Jednou moznosti je dplny popis
celého termodynamického systému, véetné zahrnuti rezervoaru s nimiz systém interaguje.
Resen{ spo¢iva v tom, ze teplo vyménéné s kazdym jednotlivym rezervoirem je v tomto
popisu rovno zméné energie tohoto rezervoaru, jinymi slovy, teplo se tak opét stava stavovou
veli¢inou (resp. rozdilem). Nevyhoda je v tom, Ze rezervoar je nekoneény systém, coz popis
vyrazné komplikuje. Druhou zdkladni moznosti je omezit se pouze na (typicky maly) systém
a jeho (kvantovou) stochastickou dynamiku a pokusit se rozsifit znamé metody pro klasické
stochastické procesy. Toto je také cesta, kterou sledujeme v této praci.

Cile a vysledky

Tato préce si klade za cil zformulovat zédkladni problémy popisu otevienych kvantovych sys-
tému z hlediska jejich vlastnosti vuci ¢asové inverzi a nastinit nékterd feSeni. Protoze problém
sam je velmi slozity, omezujeme se jen na nékteré vybrané aspekty a otazky. Pfredpokladame,
ze systém lze popsat jako kvantovy markovovsky proces predstavujici zobecnéni klasickych
markovovskych modeli, a ze popisuje efektivni dynamiku systému navézaného slabé na jeden
resp. vice rezervoaru. Tato tzv. slabd vazba patii mezi rezimy kvantové dynamiky, které jsou
nejlépe teoreticky zvladnuté. Mikroskopickd dynamika je ¢asové symetrickd a jejim dusled-
kem na trovni kvantového markovovského procesu je (kvantova) detailni rovnovaha. Protoze
jejim klasickym dusledkem je symetrie drahové miry vici casové inverzi na urovni trajektorii,
zkoumame, jak se tato symetrie projevi pro kvantové zobecnéni drahové miry — tzv. deko-
herencni funkcional. Vysledkem je jista symetrie tohoto funkciondlu, kterou déle diskutujeme
a porovnavame s klasickym pfipadem.

Diagonalni elementy dekoherenéniho funkciondlu maji specificky fyzikalni vyznam: odpo-
vidaji pravdépodobnosti trajektorie generované spojitym métrenim ve zvolené bézi. Trividlnim
rezimem je v pripadé uvazované ti¥idy modelu méreni v energetické bazi systému, nebot’ ne-



ovliviiuje dynamiku systému — diagondlni elementy matice hustoty v energetické bazi se
vyvijeji nezavisle podle klasickych markovovskych pravidel. Netrividlni piipady, pro néz nee-
xistuje primé klasickd analogie, odpovidaji méfenim v jiné (obecné casové zavislé) béazi. Jak
ukazujeme, v téchto piipadech se vysledky lisi od klasickych a vrhaji tak do urcité miry nové
svétlo na omezeni a predpoklady, na nichz stoji dnesni — viceméné klasické — porozuméni
vztahu naruSeni symetrie vici ¢asové inverzi, disipace a nevratnosti. Tyto neklasické modifi-
kace demonstrujeme prostiednictvim nejjednodussich modeli otevienych systému. Skutectné
systematické porozuméni témto kvantovych modifikacim vsak zustava otevienym problémem
a bude vyzadovat dalsi studium.



Kapitola 2

Uvod do klasické nerovnovazné
fyziky

Cilem bude shrnout zakladni principy, na nichz stoji fyzika nerovnovaznych procesu, a prede-
v§im ukézat, v jakém smyslu v nich dochézi k disipaci a zméndm entropie. Na zavér uvedeme
nékteré priklady fluktuaénich relaci a ukdazeme jejich vztah k ¢asové symetrii nerovnovaznych
systému. V této ¢asti budeme postupovat predevsim ve shodé s [MNO3]| a [Mae03].

2.1 Obecny formalizmus

V této tvodni ¢asti zrekapitulujeme standardni konstrukei klasickych makrostavi a dynamiky
na nich. Pfedev§im nas bude zajimat konstrukce makroskopické dynamiky z mikroskopické
a aspekty okolo detailni rovnovahy.

2.1.1 Mikrostavy a makrostavy

Zatneme konstrukci makrostavi z mikrostavi a zavedenim souvisejicich pojmu. Zaved'me
mnozinu v8ech fyzikalnich stavi tohoto systému v libovolném case t a ozna¢me ji 2. Prvky
mnoziny §2 nazveme mikrostavy. Déle je nutné zavést makrostavy. Na mnoziné 2 pak méjme
pravdépodobnostni miru p. Méjme métitelnou veli¢inu A;, kterd explicitné zavisi na ¢ase a jeji
mozné hodnoty jsou a € V (A;). Oznaéme pak €2, mnozinu mikrostavi, které maji hodnotu
veliciny A; rovnu a, tj.

Qe ={q€ QA4 (q) =a} CQ,
kde A; (q) je zobrazeni z Q na V (A4;), charakterizujici veli¢inu A;. Pokud pro typické €2, plati,
ze jeho velikost roste s velikosti systému charakterizované parametrem N, konkrétnéji tedy
pokud plati

p () ~ eSN7

kde s je néjakd redlnd konstanta, pak a; nazveme makrostavy makroskopické veliciny A;.
Zameérné zde nedefinujeme slovo typické, protoze to se muze ligit ptipad od piipadu. Pokud
chceme definovat sadu makroskopickych veli¢in A%, postupujeme obdobné s tim, ze nejprve
definujeme pomocnou pozorovatelnou By, jejiz jednotlivé hodnoty odpovidaji sadam hodnot
velicin A%. Formélné pak

[ar,a7,a},...] €V(A]) x V(A7) x V(A}) x -+ =b € V(By) & [ Qs = Q-

4



Nézorné to je ukazdno na obr. 2.1. Sada veli¢in A! je sada makroskopickych velicin tehdy,
pokud je pomocnd pozorovatelnd B; taktéz makroskopickd. Za makrostavy v piipadé vice
makroskopickych veli¢in pak povazujeme prvky mnoziny €2y,.

A2—> 912 922 932 Q42
Al bbb s
l /

Qp — Q Q
41 Qg "4 | 245 | Qe

le —_— Qg Q10 Qll Q12

921 — Qs Qg Qr Qg

0 — QQQ Qg,y
Q

Obriézek 2.1: Dvojice pozorovatelnych A, A? a jejich pomocné veli¢ina B.

V klasické mechanice N-¢asticovému systému odpovida volba

kde Z; je poloha i-té Castice a p; je jeji hybnost. Tedy 2 je fazovym prostorem a p je Liou-
villeova mira. A jako piiklad makroskopické veli¢iny pak muze byt stfedni hustota nay (%)
v elementdrnim objemu AV okolo bodu Z € R3, tj.

" 1 L
nav (7) = x4 > Xear (@),

kde xz ar (Z;) € {0,1} je charakteristicka funkce dané oblasti. Mozné hustoty pak jsou

V(nav (£)) = {%,k:o...N} N 10, 00),

kde pro kazdou hustotu pak objem odpovidajicich mikrostavu ve fdzovém prostoru je
N
P (Qnm/(f)) ~ (AV)™.
Dalsim piikladem modelu muZze byt miiZzovy plyn, kde prostor vSech fyzikalnich stavu je
dan
N
Q={0,1}",

kde N je pocet uzli miize a p je pak pocitaci mira. Makroskopickou veli¢inou bude stiedni
hustota, tentokrat definovand jako
1
D
i



kde z; € {0,1} je hodnota v uzlu i mfize. Vsechny mozné nameétitelné vysledky jsou pak

V(n)z{%,izO...N} N 0, 1],

a fazovy objem jednotlivych makrostavu je pak dan

pe=( ),

coz pro typické hodnoty x =~ % se dé pro velkd N rozvinout s pouzitim Stirlingovy formule
do tvaru

V2r NNV

p Q) =
() V2rzN+/2x (1 —2) N (1 — z) N)I=9N (z )=V
— 1 eN[—(l—ac) In(l—2)—x 1n:c]’
2nx (1 —x) N

kde je patrné, ze tento rozvoj plati pro vsechna = € (0,1), a tedy v typickych piipadech
velikost makrostavii je opét dana charakteristikou eV,

2.1.2 Dynamika na fazovém prostoru
Mikroskopicka dynamika

Dynamika na mikrostavech je prosté, spojité zobrazeni ¢y, , kde tg,t1 € R, zobrazujici
mnozinu ) na sebe, spliujici grupovou podminku

Pto,tz = Ptita © Pio,t1>
a zachovavéjici miru na prostoru 2
Vio,t1 €R powi = p,
tj. spliiujici Liouviluv teorém. Z existence inverze a grupové podminky pak vime, ze plati
‘:Dt_Sto = Pto,t1-
A daile muzeme zavést jeji generatory

. ot — id
lim Pri+Ar — 1A

T]t - At—0t At

Dynamiku pak pomoci nich muzeme piepsat do tvaru

t/
Pty = exp /ds ns |
t

e v/’ v - ~ 717 .z
kde exp znaci ¢asové usporadanou exponencialu.



Takto zavedend dynamika splnuje podminku mikroreverzibility ve smyslu, ze existuje tzv.
opacnd dynamika zavedena dle vztahu

Yt ER  Qigrtgin—titgin = TO YLy O, (2.1.1)

kde 7 je tzv. kinematickd inverze (ota¢i znaménka u hybnosti, spint, ...), coz je prosté
zobrazeni na €, je invariantni vuéi mife p, tj.

pom=p (2.1.2)

a spliiuje m o m = id. o, tfin tvoil pevny casovy interval [to,tsi,], viici kterému je dynamika
zavedena. Obecné pak dosazenim do definice pro kazdé t; < to € [to,t fm] plati
— = «——1
Pirta = Pititpn © (ptg,tfm
_ —1
= T O Pty tottpin—t1 © Plotottin—ta O
_ —1
=mo (‘0t0+tfin_t27t0+tfin_t1 om.
Je patrné, ze opatnd dynamika, je vzdy zavedena vuci néjakému poc¢atetnimu a koncovému
stavu, pricemz pro dynamiku explicitné nezavislou na ¢ase se tato zavislost vytraci. Tedy pro
dynamiku nezévislou explicitné na case plati
— -1
Y =TOop, om.
Explicitni tvar opa¢né dynamiky pak je
tottfin—t1
-
Yt =¢exp | — dsmonsom
to+tfin—t2

V pripadé explicitné ¢asové nezavislého vyvoje, za predpokladu, ze nezavisi na zadnych vnéj-
§ich magnetickych polich, pozadujeme po kinematické inverzi

n=-monorm,

¢imz dostaneme
Dy =Prp (2.1.3)

Déle se nyni omezime na makrostavy A;, takové ze jsou vic¢i 7 invariantni tj. A; o™ = A;.
Trojice (R, ¢, p) pak kompletné popisuje systém a jeho dynamiku.

Detailni rovnovaha

Dusledkem mikroskopické reverzibility na makroskopické drovni je detailni rovnovaha pro
pravdépodobnosti piechodu mezi jednotlivymi makrostavy. Méme dva makrostavy ay,, b,
a k nim odpovidajici mnoziny mikrostavi €2, a €Y, . Pak pravdépodobnost, ze stav ay,
v Case tg prejde na stav by, v case t; odpovida

(10, 0
p (Q“to) ‘

P(ato - btl) =



Déle se omezme na ¢asovy ramec dany témito ¢asy a zaved'me vuéi tomuto casovému inter-
valu opacnou dynamiku. Pokud pak vyuzijeme invariance miry p vici casovému vyvoji ¢y, ¢,
a ¢asové inverzi m a budeme piedpokladat, Ze makrostavy jsou invariantni vici ¢asové inverzi
(tj. 7 (Qato) = (U, ), pak mizeme predesly vztah dale upravit do tvaru

p <th1 0V Pto,t1 (Qato))
P (Qar,)

p ‘Pto t) (th1> N Q‘“O)

P (Qayy)

(7 () N7 ()
p(Qato)
(

Dtgtr ( Ly, ) N Qay, > p <th1)

P(ay, — by) =

(
(B
G

P

kde P (ay, < by, ) znaci pravdépodobnost prechodu od by, k at, vzhledem k opaéné dynamice.
Ve vysledku pak mame detailni rovnovéhu ve tvaru

P(ay, —b,) P (%2' (2.1.4)

P (ato — bt1) P (Qato

Pokud dynamika a makrostavy explicitné nezavisi na case, tak z (2.1.3) dostaneme detailn{
rovnovahu ve standardnim tvaru

Makroskopicka dynamika

Vzdy lze zavést makroskopickou dynamiku, jako projekci mikroskopické dynamiky na ma-
krostavy, avéak ve v& obecnosti je tato dynamika stochastickd. Casto viak pozorujeme na
makroskopickych skalech deterministickou mechaniku, zde se tedy budeme vénovat podmin-
kam nutnym k pozorovani deterministické mechaniky i na makroskopickych skaldch. Poza-
davek na deterministickou mechaniku na makrostavech pak vede na pozadavek na to, aby
se kazdy makrostav vlivem mikroskopického ¢asového vyvoje zobrazil do jiného makrostavu.
Pokud toto mikroskopicka dynamika splinuje, pak mluvime o tzv. autonomni dynamice, sym-
bolicky pak
Vi1 > to, Yag, by, © o (Qato) C Qy,,-

Takto striktné zavedend makroskopicka dynamika ma vSak nékteré problémy, jmenovité se
pak jedna o:



Poincarého paradox: Poincarého paradox je tvrzeni o tom, ze v piipadé striktné auto-
nomni dynamiky na koneéném systému, koneéném ve smyslu p (2) < oo, nedochédzi ke zménam
entropie a tedy k relaxaci systému do rovnovahy, coz je dusledek toho, Ze vSechny makrostavy
maji stejnou miru. Na chvili se nyni omezime na dynamiku s diskrétnim ¢asem. Potom plati,
ze systém se vrati do puvodniho makrostavu a nejpozdéji v casovém kroku %. Tj. ve v8i
obecnosti plati

dtg <t1 <ty €R El(l, b: Pto,ta (Qa) - Pt ,ta (Qb) - Qa,

ze které jiz jednoznacné plyne ¢y ¢+, (€2q) =  a z invariance miry vucéi dynamice ndm pak
plyne pozadované tvrzeni. Pozn.: Ezxplicitni ¢asovd zdvislost toto neovlivni.

Lochschmidtuv paradox: Lochschmituv paradox je pak vyjadienim nekonzistence auto-
nomni dynamiky s existenci mikroskopické reverzibility. Tj. opét nedostaneme relaxaci u uza-
vienych systému, kterou ¢asto pozorujeme u redlnych makroskopickych systému. Tento vy-
sledek plyne ze stejnych principu jako princip detailni rovnovéhy. Méjme makrostavy a a b,
pro néz plati ¢y 4, (Qg) C X, a x € Q, a dile se omezme na piipad, kdy plati © =, pak

plati
S8
’_/H
Ve e Qq: @ion 0mopy s () =7 () € Q.
—_———

ey

Tj. dochézi k rezonanci a tim padem k tomu, ze se makrostavy vubec nevyvijeji.

Problémy jez ma autonomni dynamika, fesi predpoklad, Zze makroskopickd dynamika je
autonomni v méné restriktivnim smyslu. Reknéme, ze systém mé néjaky parametr reprezen-
tujici jeho velikost, oznaéme ho N (N typicky reprezentuje pocet ¢dstic, objem, rozmeér atd.).
Je zfejmé, ze dynamika, fazovy prostor i mira zdvisi na parametru N. Pak dynamiku nazveme
makroskopicky autonomni, kdyz plati

Vo<t €R VYa Jb: lim PN (o, (1) € QY| 2 € Q) =1,

tj. kdyz je dynamika autonomni v limité nekone¢né velkého systému. Makroskopicka dynamika
pak je definovdna vzhledem k limitni dynamice. Typickymi pfiklady takovych dynamik jsou
dynamiky fizené Boltzmanovou rovnici nebo Navier-Stokesovymi rovnicemi.

2.2 Entropie a jeji zmény

V této sekci pak ukdzeme standradni argument, ze 2. termodynamickd véta je konzistentni
s mikroskopickou reverzibilitou, kde klicovou roli hraje pojem entropie a jeji zmény pak cha-
rakterizuji relaxaci systému do rovnovahy.

2.2.1 Entropie

Jesté pred samotnym zavedenim entropie zavedeme nékteré pomocné pojmy. Prvnim z nich
je projekce distribuce na mikrostavech na distribuci na makrostavech. Zaved'me funkci p
zobrazujici distribuci na mikrostavech p na distribuci na makrostavech (jedné se v podstaté
o projekci a budeme je znacit se stiiskou) nasledujicim pfedpisem

plul(a) =1 (Qa)- (2.2.1)



A obdobné provedeme rozsiteni distribuce na makrostavech ¥ na distribuci na mikrostavech

(M (x)) (2.2.2)

5 % g <A>=/dp<x> )

A

kde M (z) pritadi mikrostavu x odpovidajici makrostav (srovnej se sekci 2.1.1). Z definic je
patrné, ze plati p [0 x p|] = .
Nyni zavedeme entropii. Zacneme Shannonovou entropii, kterou definujeme jako

S(u) = — / du () 1nj—‘; (@), (2.2.3)
Q

kde p(z) je libovolnd pravdépodobnostni distribuce. Pozn.: Ve fyzice se entropie definuje
pomoci prirozeného logaritmu a pokladd se imérné Boltzmanové konstanté (zde pro jednodu-
chost kg = 1), naproti tomu v informatice se ¢asto pouzivé logaritmus o zdkladu 2. Obdobné
pak zavedeme Shannonovu entropii pro makroskopickou distribuci

()=~ Ala)lnji(a).

Termodynamicky vyznaméjsi je Gibbsova entropie zavedena podle vztahu

Sc (1) = S (i x ). (2.2.4)

Pro Gibbsovu entropii odvodime jesté jeden tvar dosazenim do defini¢niho vztahu definice
Shannonovy entropie (2.2.3) a definice (2.2.2).

sa(i) = — [alix ol @) w22 @

= S(a)+>_fi(m) Sp(m)
Sa () = S(@)+(Sp),- (2:2.5)

Tedy ve vysledku pak mame, ze Gibbsova entropie je soué¢tem Shannonovy entropie na
makrostavech a stfedni Boltzmanovy entropie, kterou jsme zavedli vztahem

Sp(m)=1np(Qp). (2.2.6)

Abychom pochopili fyzikdlni vyznam jednotlivych entropii je tfeba si uvédomit, proc¢ se
provadi déleni na makro- a mikro-stavy. Typickou fyzikalni situaci je, Ze mame néjaky makro-
skopicky systém, u kterého jsme schopni sledovat pouze nékteré (pievazné pravé makrosko-
pické) charakteristiky. Témto naméfenym hodnotdm pak odpovidd urcity makrostav, avsak
fyzikdlni stav (tomu odpovidéd pravé jeden mikrostav) systému tak neni uréen jednoznacné.
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Pak pozadavek na autonomni resp. makroskopicky autonomni dynamiku znamenad, ze z da-
ného makrostavu jsme schopni uré¢it makrostav dalsi (piipadné jsme ho schopni odhadnout
s velkou pravdépodobnosti). Tj. nenf nutné znat konkretni mikroskopicky fyzikalni stav k sle-
dovani vyvoje systému.

Zatneme od konce a to entropii Boltzmanovou. Ta je definovana pouze pro konkrétni
makrostav a odpovidd Shannonové entropii pro piipad rovnomérného rozdéleni na zvoleném
makrostavu. D4 se ukézat, ze je to zaroven maximalni Shannova entropie pro piipad, kdy
jsme omezeni na jeden makrostav (dukaz obecnéjsiho tvrzeni je v dodatku A). Zéroven je
Boltzmanova entropie rovnd Gibbsové entropii ve specialnim pripadé distribuce

i (@) = 1 a=m

Hom | 0 jinak
tj. v pfipadé ostré lokalizace do jednoho makrostavu. To pfedurcuje jeji pouziti jako entropie
jednoho makrostavu, respektive je to maximalni entropie pro dany makrostav.

Nyni poukdzeme na dalsi z dulezitych vztahtt mezi Gibbsovou a Shannonovaou entropii

a to

Sa ()= sup S(v)=-— inf /dy (x) ln% (z). (2.2.7)

viplv]= vilbl=n J dp

Dtukaz je proveden v dodatku A. Tedy Gibbsova entropie maximalizuje Shannonovu pro piipad
daného rozdéleni na makrostavech, které je casto jedinou informaci, kterou o systému méame.
Jak se ukaze pozdéji je Gibbsova entropie pravé ta pro kterou plati H-teorém. Narozdil vSak
od Boltzmanovy entorpie ji neumime méfit piimo, protoze v piipadé jednoho méfeni vzdy
sledujeme urc¢itou trajektorii makrostavu a tedy koncovy makrostav je jednoznacéné urcen.
Gibbsovu entropii pak typicky musime uré¢it podle rovnice (2.2.5), ¢asto vsak staci urcit
Boltzmanovu entropii. Duvod je ten, ze Boltzmanova entropie na typickych makrostavech je
extenzivni veli¢inou, a tedy je imérna velikosti systému. Naproti tomu Shannonova entropie na
makrostavech, typicky extenzivni veli¢inou neni, nebot’ se neda predpokladat, ze v béznych
systémech pocet makrostaviu roste exponencialné s velikosti systému. Tim je pak dano, ze
distribuce na makrostavech v limité nekone¢ného systému pak vybird ostrou hodnotu. Je
tedy jasné, ze v typickych piipadech je Boltzmanova entropie dominantni.

Sa=Sp+o(N).

2.2.2 Drahova mira a H-teorém

Doposud’ jsme se v této ¢asti zabyvali pouze definici jednotlivych entropii a vztahy mezi nimy
bez ohledu jak na mikroskopickou tak makroskopickou dynamiku. V této ¢asti, kde budeme
postupovat ve shodé s [Mae03] a [MNO3], zavedeme drdhovou miru a formulujeme H-teorém.
Jak jsme avizovali, zavedeme nejprve drahovou miru. K tomu je potieba zavést trajektorii
na makrostavech w (t) z ¢asu tg do t fin, jako funkce ¢asu na sadé makrostavi, a k ni trajektorii
Casové invertovanou
Ow (t) = Tw (tfm + 19— t) R (2.2.8)
kde 7 je kinematickd inverze na ma makrostavech. Drahovou miru vuci pocateénimu distribuci
makrostavi ji pak definujeme jako

Pap @) =lax ol | () euepm Q) |- (2:2.9)

te [to 7tfm]
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Potom pokud budeme uvazovat pomér

P N @t (o)
Pap @) _ o) P (%) \rorn]
t

p N ?Htfin (QGW(t))
te [tO 7tfin]

kde jsme jiz pro zjednoduSeni pouzili vlastnosti, ze kinematickd inverze je sama sobé inverzi
a dosadili z definice (2.2.2). Vyraz pak upravime déle s pouzitim definic (2.1.1) a (2.2.8) do
tvaru

P ﬂ Pt rin (Qw(t))
Papl@) i) P (%) eliotsn]
t

—1
p m mo (’Dt,tfm (QW(tfm-i-to—t))
te [t07tfin]

coz déle pak s pouzitim vlastnosti kinematické inverze m upravime do kone¢ného tvaru

PuoWw)  j(w(to) P (QW(tfm))
Pﬁon,(ﬁ (6‘“‘)) (w(tfin)) p(Qw(to)) ‘

V logaritmickém tvaru pak dostavame

(2.2.10)

Py X X
In L() =Sp(w(t) —Sp(w(ty)) +Inji(w(ty)) —Inv (w(t)),
1/07r ‘? (Gw)
kde poprvé pozorujeme rozdil entropii. Tento tvar poméru drahovych mér plati ve v§i obec-
nosti.
Uvazujme nyni stochastickou dynamiku wug,,, 1, na makrostavech, a specidlni volbu

U= /ltfm = Utg;n,to (ﬂt()) .
Kde makroskopickd dynamika uy,,, 1, je pomoci mikroskopické zavedena jako
p (‘:Dto,tfm (Qw(fo)) N Qw(tfm)>

Z fi, (w (t0)) P (Q ( )) = ﬂtfm (w (tfin)) , (2.2.11)
w(to) w(to

kde druhy ¢len odpovidd podminéné pravdépodobnosti pfechodu z makrostavu w (ty) do
makrostavu w (t ¢i,). Déle plati

Ow)

By (
y‘tf”“go
1= 2 P @) —p

> exp
/J«to o (W)

P 7 W)
Ht i s P
P- In —fom2 " = °
% uto,cp(w) n P @) |’

ﬂto P w

kde jsme pouzili Jensenovu nerovnost ve tvaru

(&™) > el®,
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Dosazenim pak logaritmického tvaru (2.2.10) do predeslé rovnice dostaneme
Z it ,<p (w (to)) - SB (w (tfin)) +In :&tfm (w (tfin)) —In lato (wto)) <0,

kde si vSimneme, Ze prava strana zavisi pouze na krajnich bodech trajektorie, a tedy desazenim
definice drahové miry (2.2.8) a (2.2.2) ziskdme

fito (w (t0))
Z P (Qw(to)) P (‘PtO,tfm (Qw(to)) N QW(tfm)) X
w(to)w(tsin)

x (Sp (w(to)) = S (@ (tyin)) + I fuy,, (@ (trin)) — I figg (w (t0))) <0,

coz muzeme déale rozdélit na

Z fit In figg (w (t0)) <

w(to

Z %p ((‘Dtovtfin (Quotro)) N Qw(tfm)) (SB (W (tgin)) = n iy, (@ (tfin)))
(tfin)

UJ

kde nalevo dostdvame Gibbsovu entropii v ¢ase tg. Dale pak pouzijeme vztah 2.2.11 a dosté-
vame H-teorém ve tvaru

Sa (to) < Sa (trin), (2.2.12)

kde vidime, ze Gibbsova entropie neklesd. Logaritmicky podil mezi drahovymi mirami trajek-
torie a jeji casové inverze pak muZeme chéapat jako zménu entropie podél dané trajektorie. V
ptipadé, ze mame makroskopicky autonomni dynamiku, tak dostavame situaci, kdy Boltzma-
nova entropie neklesd, coz je jiz pfimo méfitelnd veli¢ina. Argumentem pro toto tvrzeni, je
ze typicky Shanonova entropie neni extenzivni veli¢inou a tedy v limité nekoneéného systému
distribuce na makrostavech konverguje k ostré hodnoté.

Ukézali jsme tedy, ze drdhové miry otevienych systémt maji jistou symetrii vici ¢asové
inverzi, v niz podstatnou roli hraje zména entropie. Déle jsme demonstrovali jak vyuzitim
této symetrie lze odvodit fadu fluktuaénich relaci platnych pro vekou tiidu realnych systému.

2.3 Markovovské modely otevienych systému

Doposud jsme se zabyvali pouze uzavienymi systémy, popisem jejich dynamiky a nékterymi
vlastnostmi. Nyni rozsifime nds popis i o aspekty otevienych systému v Markovovském pfi-
blizeni. V této ¢dsti budeme prevazné vychazet z praci [Cro98] a [Cro00], které navazuji na
prace Jarzynského. Dalsi mozné odvozeni pak najdeme napiiklad v [Mae03].

Jak jsme v pfedchozich ¢astech uvedli kompletni popis sytému je tvoren trojici (€2, ¢, p),
kde € je fazovy prostor, ¢ je popis dynamiky na systému a p je stacionarni distribuce. Tato
trojice se lisi od modelu k modelu, avSak nékteré charakteristiky maji jak pro uzaviené tak
oteviené systémy spoleéné. Zatimco v uzavienych systémech byla dynamika na mikrostavech
¢ deterministickd, nyni ji musime nahradit dynamikou stochastickou. Dalsim rozdilem pak
je samotnd stacionarni distribuce, jez je charakterizovana inverzni teplotou 3, pfislusného
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tepelného rezervodru, se kterym je systém svéazan. Staciondrni distribuce na mikrostavech
pak odpovida prislusné kanonické distribuci.
L g
p(x) = e PP = exp[BF — BE (2)],
kde E () je energie piislusného mikrostavu x, Z je partiéni suma a F' je volnd energie defi-
novand jako

1
F=—-——InZ.
B

Pokud se dile omezime na markovovské modely otevienych systému, pak samotnou dy-
namiku muzeme popsat pomoci rychlosti prechodu M (x (t + At),z (t) ;t) mezi jednotlivymi
stavy charakterizovanou

M (z(t+ At),z(t);t) = P (z(t+ At) |z (1)),

Casto pak muzeme prejit od dynamiky v diskrétnim Gase k dynamice se spojitym Gasem
pomoci vhodné provedené limity At — 0. Pokud je systém koneény, muzeme pak rychlost
pfechodti povazovat za matici pfechodu M;; (t), ¢ a j oznacuji koncovy a pocatecni vztah. Pro
danou matici pak musi platit

Vi, g, t: M;; (t) >0,

z pozitivity a normovani pravdépodobnosti pak plyne
\V/j,t : Z Mij (t) =1.
i

Pro vyvoj libovolné pravdépodobnostni distribuce na mikrostavech charakterizovanou vek-
torem p (t) pak plati

p(t) = | a2 o) o).

kde exponencidlu uvazujeme ¢asové usporadanou. Takto zavedené matice prechodu tedy plné
charakterizuji markovovskou dynamiku.
Pro stacionarni distribuci 7 (¢) pak plati,

w(t)=M(t) 7 (t).

Kde stacionaritu uvazujeme ve smyslu, ze systém se od ¢asu t déle vyviji podle matice M (t).
Dale v textu pak budeme navic predpokladat, ze takovato stacionarni distribuce v kazdém
case odpovida kanonické distribuci, kde E (z) nahradime FE (z;t) tj. energie systému muze
explicitné zéviset na case. Pokud tvrdime, ze stacionarni distribuce spliiuje detailni rovnovahu,
pak spliiuje podminku

M () mi (£) = My ()75 (1)

kde M7 je transponovana matice k matici M. Jak je patrné detailni rovnovaha plati v obdobné
podobé jako v predchozi ¢éasti (2.1.4).

Vrat'me se na chvili zpét k systémum v diskrétnim case. Pokud pak budeme vysetiovat
celkovou zménu energie AFE béhem jednoho ¢asového skoku, muzeme dospét k tomu, ze zména
celkové energie je ddna dvéma pfispévky. Prvni z nich je pak dédna tim, ze systém piejde ze
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stavu x (t) do stavu x (t + At), coz muze byt spojeno se zménou energie systému a druhy je
samotnd zména energie v dusledku vnéjsich vliva. Prvni ¢dst pak povazujeme za disipované
teplo béhem preskoku a druhou ¢4st za disipovanou praci. Pro N takovych ¢asovych kroku
a jednu trajektorii x pak dostavame

N-1

Qlz] =) [B(z(t+ (i+1)At),t+iAt) — E (z (t +iAt) , t +iAt)],
v

Wil =Y [E@t+G+1)At),t+ (i +1)At) — B (x (t+ (i + 1) At) £ +iAL)],
=0

AE[z] = Q] + W a],
déle pak zavedeme vratnou praci
WR = F(ﬁvE(t)) - F(t7E(t0))7

coz je rozdil volnych energii definovanych skrze kanonické rozdéleni, avsak vaéi raznym ener-
getickym spektrum. Je to zdroven nejmensi moznd préce nutnd k prechodu mezi témito distri-
bucemi. Disipativni ¢4st prace pak chapeme rozdil celkové prace a vratné prace. Ve spojitém
case je teplo déno zménou (derivaci) pravdépodobnostni distribuce v ¢ase a préce zménou
energie v prubéhu casu.

Dale pak zavedeme ¢asové obracenou trajektorii jakozto

Ox(t)=x(T —1t),

kde T je celkova doba procesu, ktery nas zajima, a oto¢ime protokol udavajici hodnoty vnéjsich
veli¢in, coz se nam projevi v podobé opacné Casové zavsilosti energie tj. méjme

Ey(x;t)=E(z;T —t).
Taktéz je tieba zavést ¢asové obracenou dynamiku a to nédsledujici zpusobem

1

M (t) = m; (T — t) Mj; (T — t) Gt

(2.3.1)
takto zavedend matice automaticky spliiuje pozadavky na dynamiku. Pozadavek na pozitivitu
z toho, ze M je pozitivni a

UAURES B

7

ze stacionatrity m. Déle pak pro staciondrni distribuci plati

[M#(t)-w(T—t)]i:ZMji(T—t)m(T—t):m(T—t),

tj. (T —t) je staciondrni k M7 (t), coz vzhledem k definici ¢asové inverze energie se d&
preformulovat jako

M7# () -7 (t) = 77 (t).
A v piipadé, ze staciondrni distribuce spliiuje detailni rovnovdhu pak plati

M#(t) =M (T —t).
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Opét se budeme zajimat o pomér drahovych mér P (z|x (0),M), coz je pravdépodob-
nost trajektorie z, za predpokladu, ze za¢indme v z (0) a ¢asovy vyvoj je Fizen matici M,
a P (©x]0z (0), M#).

Pale(0), M) I Pla)—a(t+At)

P (0x]|0x(0), M#) (N-1)At
[I P[Ox(t) — Ox(t+ At)]

— exp (—AQ [2]). (23.2)

kde v prvnim kroku jsme pouzili Markovovskost dynamiky, v druhém pak definici (2.3.1)
a nakonec jsme dosadili z definice kanonické matice hustoty a ziskali podle definice teplo. Jak
je vidét, zatimco v piipadé uzavienych systému se jednd o zménu entropie, mezi krajnimi
polohami systému, zde dostdvame primo entropii v podobé disipovaného tepla.

Pokusime se vySe odvozené symetrie vyuzit a poukézat na jeji dusledky v podobé kon-
krétnich piikladi. Obecnd stfedni hodnota funkce X zavislé na trajektoriich je definovédna
jako

(X) =D 7 (x(0)[,E(0)) Plalx (0), M] X [x].
xr

Daéle s vyuzitim symetrie (2.3.2) a pouzitim podminek mikroskopické reverzibility dostaneme

p(z(0)]8, E(0)) P [z]z (0), M] _ PAE-BAF-BQla] _ SWr-BAF _ BWplal

0% (0 (0) |8, EF (0)) P [O2[0x (0) , M#|

kde Wp [z] znacime disipativni ¢ast prace. Dosazenim pak do stiedni hodnoty plyne symetrie

<Xe—ﬁWD> - <X#>#, (2.3.3)

kde index # znaci, ze dynamika je Casové invertovana stejné jako veskeré veliciny. Tj. pro-
hodime ¢asovou osu (¢t — T — t) a oto¢ime znaménka hybnosti, momentu hybnosti a dalsich
veli¢in, jez pfi casové inverzi méni znaménko.

Jarzynského fluktuacni relace Jarzynského fluktuaéni relaci dostaneme dosazenim za X
identitu. Tj. mame relaci
<e_ﬁWD> =1,

coz muzeme prepsat do piihodneéjsiho tvaru jako
<e_BWD> — ¢ OAF,
Pokud nés pak budou zajimat fluktuace velicin zavisejici na préci tj. f (W) tak dostaneme

relace v podobé
o BAF _ (f W))




Tranzientni fluktuaéni teorém Tento vyjadiuje vztah pro pravdépodobnostni distribuce
disipativni ¢édsti prace. Pokud zvolime

fF(W)=6(BWp —BWp[z]),

pak
f4 (W) =0(BWp + Wp [z]),

a dosazenim do symetrie (2.3.3) dostaneme
P (pWp)e W2 = Py (~fWp),

tj. disipativni ¢ast prace pii ¢asové inverznim procesu mé pro kladné SWp pravdépodobnost
nizsi faktorem exp [—GWp].

Podarilo se ndm tedy ukazat, ze jak v pripadé otevienych systému tak v pfipadé uzavie-
nych systému, plati urcita symetrie mezi drahovymi mirami a jejich ¢asovou inverzi s typickym
parametrem v podobé entropie. Déle se ukazuje, ze vyuzitim této zakladni symetrie dostaneme
celou fadu uziteénych fluktuacnich relaci, které plati pro velkou t¥idu redlnych systému.

2.4 Od Kklasického ke kvantovému popisu

V prvni &asti této tivodni kapitoly jsme se vénovali klasickym systémum, zavedeni a popisu
dynamiky mikro a makrostavi. Déle jsme se zaméfili na pojem detailni rovnovahy, entropie
a drahové miry, které se ukazali klicové pro formulaci disipace, naruseni casové symetrie na
makroskopické trovni a déle pak pro formulaci fluktuaénich relaci pro préci. V této Casti
se budeme nejprve vénovat kvantovym uzavienym systémum, zavedeni makrostavi, entropie
a konstrukci préace a tepla v kvantovych sytémech. Je to piiparava pro dalsi kapitoly, kde se vé-
nujeme dukladné otevienym kvantovym systémim a ukazujeme nékteré jejich charakteristiky
a problémy s nimy spojené.

2.4.1 Makrostavy v kvantové mechanice

Abychom mohli postupovat obdobné jako v prvni Casti, je nejprve nutné vyjasnit nekteré
pojmy ohledné stavového prostoru a dynamiky. Budeme postupovat odbobné jako v [CRJT04].

V kvantové mechanice pojem fazového prostoru prechazi na obecny Hilbertuv prostor, kde
jednotlivé vektory reprezentuji fyzikalni (mikro) stavy. Z téchto vektoru je mozné zkonstruovat
matici hustoty p vyjadiujici stav celého systému a reprezentujici distribuci na mikrostavech.
Posledni podstatnou klasickou veli¢inou pro popis stavi byla staciondrni mira na fazovém
prostoru. Ta je v pfipadé kvantové mechaniky nahrazena stopou s prislusnou matici hutstoty.

Po pfipomenuti zdkladnich pojmu se nyni muzeme vénovat definici makrostavi. Mé&jme
Hilberttv prostor HY, kde N zna&f velikost systému. Dale mé&jme néjakou méfitelnou velicinu
AN na prostoru HY, jejiz spektrum odpovidd méfitelnym hodnotdm. Kazdé hodnoté o ze
spektra pak pifslusi projektor PV (). Velicinu AV pak budeme povazovat za makroskopickou,
pokud pro typicka a plati

Tr PV (a) ~ eV,

A podprostory piislusné jednotlivym vlastnim &islum pak budeme povazovat za makrostavy.
Tato definice se tedy velmi dobfe shoduje s tim, co jsme zavedli pro potieby klasické fyziky,
hlavni zménou, kterd zde je, Zze obecné vSechny makroskopické veliciny spolu nekomutuji
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a tedy nemusi existovat vhodna béze, ve které lze popsat vSechny relevantni makroskopické
aspekty. Pfesto pro fadu typickych veli¢in plati, ze v jistém smyslu skoro komutuji, tj. pro
N — oo jde jejich komutor k nule. Jednim z takovych piipadu je stiedni magnetizace ve

spinovém modelu
L 1 g
=1
kde N je pocet spinu a S je oprator spinu piislusné castice. Plati totiz
1
(Mg, my] = i M
coz je dusledek komutacnich relaci pro spin a toho, ze pouzivame hustoty. Hustoty pouzivame,
ze dvou duvodu, typicky Castice reaguji na hustotu poli v néjakém misté, nikoliv na jejich
celkovou velikost, a druhy duavod je, Ze maji typicky omezené spektrum.

Uvahu nad skoro komutujicimi veli¢inami se nyni pokusime o néco zformalizovat v duchu
prace [CRJT04]. Mé&jme sadu fyzikdlnich velicin X = X}, kde N urcuje velikost systému,
déle méjme sadu projektori PV. Pokud pro sadu hodnot xj a libovolnou spojitou funkci
f e C(R) plati

T ( () PY)
im
N—oo Tr PN

= [ (@),

pak tvrdime, Ze sada projektorit PV koncentruje do #. Pokud takové sada projektort existuje
pro vSechny mozné hodnoty Z, pak tvrdime, ze pro sadu operdtoru X existuje sada navzajem
komutujicich operdtoru Xy, které je v dobrém smyslu approximuji. Pokud navic velikost
danych podprostoru vykazuje piislusnou zévislost na velikosti systému, budeme o projektorech
PN mluvit jako o projekcich do makrostavii. Zde je navic dalsf podstany rozdil oproti klasické
mechanice, kde ndm makrostavy rozkladaly prostor disjunktné. To v kvantové mechanice
nemusi platit, avSak prekryv musi s velikosti systému limitné vymizet.

Je vhodné jesté vysetfit chovani takovéto sady projektort na nekomutativnich funkcich.
Pro jednoduchost se omezme na omezené analytické funkce definované jako

g()fN>:Z Z g ki, o k) XP XY
m2>0 (k1,..km)EZ
kde m je fad rozvoje a 7 je indexovd mnozina. Pak plati
() m)

]\}1—H>100 TI‘PN :g(i‘))’

kde dukaz sta¢i omezit na g (kq,...,k,) = 1. V tomto piipadé pak plati

Tr ((YNX,éYn — yay,,) PV) | TIr (YN (X]i\fn — 1z, ) PY)  Tr (YN —y) ay,, PY)
Tr PN N Tr PN * Tr PN
1
I (X]Yn —ijm)2PN ? T YN— PN
ey (A A RO S ARV E Y

Tr PN Tr PN
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kde jsme oznacili celou prvni ¢ast polynomu Y a pak jsme pouzili nejrpve trojihelnikovou
nerovnost pro absolutni hodnotu, a déle u prvniho ¢lenu Schwarzovu nerovnost. Prvni ¢len
jde k nule z definice koncentrujicich projekci, zatimco druhy ma rad o jedna mensi, tedy
postupujeme indukci.

Pro piipad otevienych systému pak misto projekei muzeme definovat koncentrujici stavy
w!V jez dévaji odpovidajici stiedni hodnoty. Tim zobecnime pojem makrostavu i na oteviené
systémy, kde neni vzdy ostrd hodnota presné urcena. Timto bysme uzavieli ¢ast vénujici se
makrostavim a pokrocili k dynamice a entropii.

2.4.2 Dynamika v kvantové mechanice, entropie a fluktuacni relace

V této Casti se omezime pouze na unitarni dynamiku, nebot’ disipativni dynamika v rezimu
slabé vazby je diskutovana v dalSich kapitolach. Tedy budeme se vénovat uzavienym sys-
tému v kvantové mechanice s hamiltonovskou dynamikou. V prvni fade nds bude zajimat jak
zkonstruovat obdobu mikroskopické dynamiky ¢ v kvantovém piipadé. V téchto systémech
je asovy vyvoj fizen Schrodingerovu rovnici

dp(t) 1

—=—|H{(t t
kde H (t) je hamiltonian v ¢ase t a p (t) je matice hustoty, kterd obsahuje tplnou informaci o
systému. Pokud pak zavedeme unitarni operéator ¢asového vyvoje U (t,t) tak, ze plati

P (t) =U (t7 tO) P (t(]) UT (t7 tO) 3
U (ta,to) = U (ta,t1) U (t1,t0)
UT (t1,t0) = U (to, 1)

)
dostaneme, ze dany unitarni operator musi spliiovat i rovnici

30 o).
dt
Operétor U (t,tg) pusobi jiz pfimo na vektory hilbertova prostoru, které reprezentuji jed-
notlivé stavy systému. Tedy unitarni operator casové evoluce na stavech v rameci hilbertova
prostoru, je obdobou nasi mikroskoskopické dynamiky v klasickych systémech.

Budeme pokracovat v nasem hledani analogii s klasickou fyzikou déle. Entropii pak za-
vedeme obdobné jako v klasickém piipadé, tedy Boltzmanova entropie v klasickém piipadé
odpovidala logaritmu objemu daného stavu ve fazového prostoru. Vzhledem k tomu, ze v
kvantové mechanice roli Liouvilovy miry plni stopa zavedeme Boltzmanovu entropii jako

Sp (¢) = InTr P (4),

kde P () je projektor do stavu 1, kde velikost stavu je tedy dana dimenzi projektoru. Déle
zavedeme kvantovou obdobu Shannonovy entropie na mikrostavech v podobé

Ss(p) = —Tr plnp,

kde p je matice hustoty. Abychom ukéazali souvislost s Shanonovou entropii v klasické fyzice,
tak do definice entropie dosadime diagonalizovanou matici hustoty (tj. provedeme spektralni
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rozklad na néjakou t¥idu projektoru)

Ss(p) ==Tr Y p(¥) P()In [ Y p () P(¢)
Y L
== pW)Tr P($)In(p(¥) P (v))
P

==Y dyp () Inp (),
¥

kde jsme oznacili p () pravdépodobnost nalezeni systému ve stavu 1 a dy, je dimenze projek-
toru P (v), tj. dy = Tr P (¢). Pfi odvozeni jsme pouziji vzdjemnou ortogonalitu projektoru
a vlastnost P (¢)? = P (). A dalsim kroku pak jsme pouzili vlastnost In P (¢) = 0, ¢imz
jsme nakonec dostali klasickou shanonovu entropii, pro rozdéléni p (). Dalsim pfirozenym
krokem je zavedeni obdoby Gibbsovy entropie, kteréd se v kvantovém piipadé nazyva Gibbs-
Neumannovou entropii. Definici tentokrat provede pres extremalizaci Shannonovy entropie za
ur¢itych omezujicich podminek. Mé&jme mnozinu stavi « s pravdépodobnostnim rozdélenim
p () pak Gibbs-Neumanova entropie je definovana jako

Sn(p(e)=  sup  Ss(p),
pTr pP(o)=p(a)
explicitné, pak dosazenim z Schannonovy entropie a vyuzitim metody Lagrangeovych mul-
tiplikdtoru, dostaneme explicitni tvar

S (p(@)) = (S5 (@))ya) + Ss (p (@)

Je vidét, ze Gibbs-Neumanova entropie ma shodné charakteristiky s Gibbsovou entropii.

Pokud bychom nés zajimal H-teorém v kvantovém piipadé, potiebovali bychom zavést
ekvivalent drahové miry. S tim souvisi nékteré problémy, které probereme v kapitole 4, kde
dané zobecnéni i zavedeme.

Posledni véci, které jsme v ¢ésti o klasické fyzice rekapitulovali, byly fluktuacni symetrie.
V rdmci kvantové teorie byla u¢inéna fada pokusu o jejich konstrukei, namétkou jen [RMO04],
[Kur00] a [ANO04], z niz fada je navzdjem protichudnych, a dodnes neexistuje vSeobecné pii-
jimany konsenzus. Tyto pfistupy se pfedevsim lisi v tom co povazuji za disipované teplo a
praci. My zde rozebereme nékteré takové piipady:

1. Prvnim ptistup uvedeny v [Kur00] uvazuje pouze dvoubodovd méfeni energii, tj. ener-
gii zméfime na zacatku a na konci a porovname rozdil. Na téchto rozdilech zavedeme
pravdépodobnostni rozdéleni

Ea (AE) =) 6 (AE — (Es — Ea)) |(BIU (t,to) o) [*,
g

kde s¢itame pres vSechny koncové stavy. Prakticky tedy zjist'ujeme distribuci rozdilu
stfedni energie na konci ¢asového vyvoje viéci energii na za¢atku. Samotna fluktuaéni sy-
metrie se pak tyka praveé téchto pravdépodobnostnich distribuci. Hlavnimi nevyhodami
tohoto piistupu jsou uvazovani pouze volného ¢asového vyvoje a to, ze ke zménam ener-
gie, které nés v ptipadé disipujiciho systému typicky zajimaji, dochazi v nekoneénych
rezervoarech.
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2. Dalsi postup uvedeny v [RM04] piimo vychézi z 1. termodynamické véty pro ¢asovou
zménu stiedni energie ve tvaru

d(E) dp dH
A A ¢ i \ i
dt T

kde prvni ¢len povazujeme za stiedni disipované teplo a druhy ¢len pak za stfedni di-
sipovanou praci. Tento piistup je ekvivalentni klasickému ptistupu, rozdilem pak je, ze
v kvantové mechanice neexistuji trajektorie. Jednim z pokusu jak opét zavést trajekto-
rie v kvantové mechanice, je zavést trajektorii jako posloupnost naméfenych hodnot v
urcitych diskrétnich ¢asech a predpokladat, ze vysledna pravdépodobnost takovéto tra-
jektorie je déna soucinem pravdépodobnosti tisekii mezi jednotlivymi méfenimi. Tato
podminka je silnéjsi nez markovovskost v kvantovém slova smyslu a tedy je otdzkou na-
kolik odpovida redlnym situacim. Dalsim pokusem, jak feSit neexistenci trajektorii, je
zkonstruovani operatoru préce, ktery zavisi na dvou ¢asech. Problém s takovymto opera-
torem na hilbertové prostoru je ten, ze jeho spektrum neodpovida zadné pozorovatelné,
a tedy jeho interpretace je znacné nejednoznacna.

3. Poslednim zde diskutovanym piipadem je postup dle [AN04]. Tento piistup uvazuje
rozklad kvantové souboru na jednotlivé podsoubory (subensambly) a trajektorie defi-
nujeme na téchto souborech. Ukazuje se, ze v typickych netrivalnich ptipadech to vede
k naruseni fluktuacnich symetrii, tak jak je zndme z klasické fyziky. Takto zavedené
soubory ve skuteénosti odpovidaji tomu, Ze systém neustdle méfime (limita spojitého
méfeni) a tedy neumoziujeme systému zadny volny vyvoj. Navic v citované praci se
omezuji pouze na piipad jednorozmérnych podsouboru a nediskutji moznost rozkladu

vvvvvv

Evidentné kazdy ze zvolenych piistupt mé jak vyhody tak nevyhody a jisté problémy. Je
tedy vhodné, aby snaze o obecné pochopeni téchto problému a pokusu o jejich vyfeseni, pred-
chézela snaha o pochopeni téchto problému na vhodné zvolené tiidé modelu. Jako vhodnou
t¥idu modelu s disipaci, na nichz budeme nékteré specifické otdzky studovat detailné, déle
uvazujeme modely se slabou vazbou na tepelny rezervoar.
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Kapitola 3

Otevrené kvantové systémy

V piipadé kvantovych otevienych systémi, lze explicitni konstrukci mezoskopické dynamiky
provést pouze v nékterych piipadech. Jednim z téchto piipadu je rezim slabé vazby mezi
studovanym systémem a okolim, kde v tomto ptipadé takova konstrukce vychazi z Daviesovy
teorie slabé vazby.

3.1 Rezim slabé vazby

V odvozeni budeme postupovat ve shodé s [Roe06]. Dalsi mozna odvozeni i v jinych rezimech
jsou pak obsazena v [BP02]. Na zac¢dtku mame systém s odpovidajicim hilbertovym prostorem
‘Hs a rezervoir s hilbertovym prostorem oznac¢enym Hpg, které spolu interaguji skrze interakéni
hamiltonian Hj, tj. na za¢atku vychazime z unitarni dynamiky s hamiltonianem ve tvaru

H=Hgs+ Hr+ kHj,

kde k je pomocnd konstanta urcujici silu interakce a tedy v limité slabé vazby jde k nule.
Omezime se na piipad, kdy interakce spliuje podminku

TrR [pRH[] = 0, (3.1.1)
pokud tato podminka neplati, neni problémem provést pfeznaceni a tim zarucit jeji splnéni

Hs — Hgs+ Trg [prH(]
H; — H;—Trg [prHj]

Déle zavedeme souhrné oznaceni

Hy= Hg + Hp.
Pak plati, ze vyvoj matice hustoty v diracové interakénim obraze, je ve tvaru

p(t) = o~ (t=to) Ho o7 (t—to) H p (to) o~ (t=to)H 3 (t—to) Ho

)
coz muzeme s pomoci Hausdorfovy formule pfepsat jako

p (8) = 0] FET (1)
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Protoze nas vsak zajima efektivni vyvoj pouze samotného systému bez rezervoaru, je vhodné
zavést projekéni operdtor (nékdy také zvany projekéni superoperdtor, protoze ucinkuje na
prostoru operatoru)
P:pB®TI'R []
Zavedeme pak operatory efektivniho ¢asového vyvoje na systému
L*(tt)) =P o~ i (t=t0)[Ho, | o7 (t—to)[H,] P, (3.1.2)
L* (t,to) = (1 — P) e wn(t=to)lHo] o (t=t0)[H.] p,

Odpovidajici ¢asové derivace pak jsou

w = %P o= 7 (t=t0) [Ho, ] [H, ] o (t—to)[H,] P.
% _ % (1—P) e-lt-to)lHos] (51, ] o -t0)lH] p
Po nékolika drobnych upravach dostaneme
LR _ Lpemhewliod [1y, ) et pLe 1, 10) +
b P e H U [ ] 0 (1 P) (1, 1),
w1 (1—P) e~ =0l (g ] ent—to)lHod prx g 4) +

dt ik
1
ih

Nyni si v8imneme, ze plati

+ = (1=P) e wt=t)lHo] [, ] em=to)lHo ]l (1 _ Py L* (¢, 4) .

o~ i (t=t0)[Ho, ] [Hi,] e (t=to)[Ho, ] _ [e_rln(t—to)[How]HI’. = [Hy (t —to),],

kde Hj (t) znaci interakéni hamiltonidn v diracové obraze v case t. Po zjednoduseni pak
dostaneme

% = %7’ [Hy (t = to) , | PL (¢ t0) + %P [H (t—t0) ] (1= P) L* (t,%0),
dﬁ*éz,to) :%(1—’]3) [Hr (t —to),|PL" (t,to)—l—%(l—'])) [Hy (t—t0), ] (1—P)E* (t, to) .

Dalsi pozorovani se pak tyka vyrazu
P[Hf(t_to)a']onv

ktery je nulovy z podminky (3.1.1) a stacionarity stavu pgr. Prvni generdtor se ndm tedy

podstatné zjednodussi a druhy upravime do integralniho tvaru
dL* (t,1o) 1 ~

——— = = —P[H;(t—ty), | (1 - *(t,t
dt th[ I( 0)7]( P)£(70)7

t

£ (tto) = %/ds (1= P) [Hy (s — to) , ] PL (s,10) +

—I-%/ds (1—P)[Hy (s —to),-] (1 —P)L* (s,t0).

1
to
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Rekurzivnim dosazovanim L* (¢,ty) do prvni rovnice pak dostavame Dysonuv rozvoj ve tvaru

dL* (t,tg) 1

dt —ﬁ’P[H[(t—to),]X
00 1 t t1 tn—1 n
X G [an [ats.. [ a [T =P IH @~ t0) ) PE (tarto) ]
n=1 to to to =1

n
kde soucin [ ((1 —P) [H (t; — to),-]) povazujeme za Casové usporddany. Respektive s vyu-
i=1
zitim stacionarity v podobé relace

ein (t—10)[Ho ]l p _ o (t—t0)[Hs, ] p _ P i (t—t0)[Hs,] _ p e%(t—to)[Ho,'}7

vysledek nabyva tvar

dL* (t7 tO)

¢
% = —% /ds o~ (s—t0)[Hsy] (t—s) o (s—t0)[Hs, ] px (s,to), (3.1.3)

to

K(t—s)=P[Hr(t—s),]x

X i(;)nto/tdtl Zdtz :Zldtnﬂ((lP) Hy (t—5),]) | x
x (1="P)[H, | P. (3.1.4)

Nyni provedeme sadu aproximaci.

1. Bornova aproximace 7 Dysonovy fady vezmeme pouze nejnizsi fad. Tedy konvoluéni
jadro se rovna

K(t—s)=P[H(t—s),](1=P)[Hr P

2. Markovovska aproximace Piedpokladame, ze jadro K (¢t — s) rychle ubyva s argumen-
tem. Rovnici (3.1.3) nejprve prepiseme do tvaru

t
dL* (t,t 1
% - /ds o~ H=9Hs] ) (5 g0) em(CONHs] £ (1 g
to
kde jsme provedli zdménu s —tg — t — s a pouzili L* (¢,tg) = L* (t — tg), coz ja patrné piimo
z definice (3.1.2). Nyni provedeme aproximaci

o0

7(15*5”50) = —% ds e w =N I (5 — 1) emn()Hs) £* (¢ 1)

to
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3. “Rotating wave” aproximace Poslednim pfiblizenim je pifedpoklad na to, ze ¢asovy
interval, ve kterém se K (s —tp) vyrazné zmeéni, je vyrazné delsi nez charakteristicky ¢as
oscilaci danych Hg. Tj. muzeme brat pouze diagonalni ¢leny

LB oSS WD) | [asK )| 1 (Hs DL (t0), (315)

kde 14, ([Hg,‘]) je projektor do podprostoru vlastnich vektoru operatoru [Hg, | ptislusnych
vlastnimu ¢éislu Aw.
D4 se snadno ukazat, ze operatory

X(w)= > PXP()
e—e'=hw

jsou vlastnimy vektory operdtoru [Hg, -] piislusné vlastnimu ¢éislu Aw, kde sumaci pies w
ziskdme opét X = > X (w). A tedy projektor 1p, ([Hg,-]) provadi zobrazeni X — X (w).

w
Dosazenim do (3.1.5) pak dostdvame rovnici

V- mY X Pl [t (), 1P ()05 0P () 9l e
€1 — €2 = hw, 0
€3 — €4 = hw

Rozepiseme ji déle do tvaru

dﬂgt(t) _ _% (e1 /ds TrR ( YH (P (e3) ps (t) P (eq) ® PR)) _

€1— 52 €3—€4

~Te (Hi (5) (P (es) ps () P ea) © pr) H] ) -
—Trp (Hi (P (e3) ps (6) P (e1) @ pr) H] (5) ) +
+ T (P (es) ps (t) P (ex) @ pr) HHy (5)) | P (e2).

Nyni budeme pfedpokladat, ze interakéni hamiltonian je ve tvaru

HI_ZA ®Ba—ZA ) ® Ba,

kde A, je libovolny operator na prostoru Hg a B, je libovolny operator na prostoru Hg
a A, (w) jsou pak piislusné projekce vuéi operdtoru lp, ([Hg,|). Tento tvar je vyhodny
z hlediska casového vyvoje

= Z €S Ay (w) By (s).
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Dosazenim téchto tvaru pak ziskame

dpjt“) _ %Z / ds [= Y e P (e) AL () Ag (') P () ps (1) Trr | B () Bapr| +

!
a,B €,W,w

+ > D Ple) Ag(w) Plea) ps (t) P (e3) A, (w') P (e4) x

€1—€2=€3—€4 w,w’

X <ei‘*’s Trp [BlBﬁ (s) pR} +e WS Trp [Bl (s) Bg,oRD —

— Z S ps (t) P (€) Al (w) Ag (') P (e) Trg [BLBﬁ (s) pR]

€,w,w’

Vzhledem k definici A, (w) lze pak fadu indexu sloucit do jediného a vysledkem pak bude

dﬂjt(t) _ %ZW:Z/; / ds [~ AL (@) Ag (@) ps (6) Ter [B, (5) Bapr] +
P
+Ap (W) ps (1) AL () <e’“ Trg [ngﬁ (s) pR} +emS Typ [Bl (s) Bg,oRD B

e pg (1) AL, () Ag (@) Trr [ BLBg (5) pn) |

Oznaéime

o0

Yag (W) = % /ds (e’ws Trr [B);Bg (s) pR} +e WS Trg [Bl (s) Bg pRD

0
oo

1 .
= ﬁ / ds e "* Trp |:Bl[ (S) Bﬁ pR] R (316)

— 00

kde jsme vyuzili stacionarity pr, a ddle oznacime

Lop(w) = % /oods (ei‘”s Trg [BlzBﬁ (s) pR] — e WS Trp [Bl[ (s) Bg pRD
0
= % / ds sgn (s) e ™ Trp [Bl (s)Bg pR} .

Plati, ze obé matice jsou hermitovské.
Vysledny tvar Lindbladtovych generdtoru v limité slabé vazby je pak dan disipativni ¢dsti
a efektivnim hamiltonianem. Disipativni ¢ast pak ma tvar

D (0] = 5 % 20 ) (4 () 00 4 ) - 5 {4L ) 45 @) 00} (307
w o,
A Hamiltonidn nabyvéa tvaru

Hp =Y Top(w) Al (w) A (w). (3.1.8)

w aiﬁ
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Navic pro néj plati, ze komutuje s Hamiltonidnem systému t;.
[Hp,Hg] = 0.

Tedy c¢asovy vyvoj fizeny efektivnim hamiltonidnem nemichd diagondlni a off-diagonalni
bloky. Totéz plati pro michani diagonalnich a off-diagonalnich bloku v piipadé disipaéni ¢asti.
Diukaz 1ze provést pomérné piimocarym vypoctem

PEOD p®IP() = D) Yap W) [P () AgP (e +w) p(t) P (¢ +w) AP (€)

w
_ %P(e) Ao P (e —w) AgP (¢) p (t) P (€')
- % P () p(t) P (€) AaP (¢ —w) AgP (¢)] .

kde stoji za povSimnuti, ze diagonélni bloky spolu souvisi vzdy po diagonalach rovnobéznych
s hlavni diagondlou. Toho lze vyuzit pro hledani stacionarniho stavu, kde staéi predpokladat,
Ze matice je hustoty je blokové diagonalni.

Pro uplnost pak uvedeme dudlni tvar generatori, konkrétné pak jejich disipativni ¢asti

DIX] =YY qas W) (AL (w) X Ag (w) — % {AL (w) Ag (w) X}> , (3.1.9)
w a,

pro kterou pfimo z definice plyne
D=0

3.2 Vlastnosti generatora v limité slabé vazby

V predchozi édsti jsme zavedli operdtory A, (w) jako “vlastni vektory” operatoru [Hg, .

Snadno nahlédneme, ze explicitni tvar takto zavedenych operatoru je

Aa(w)= > P() AP (e) = Al (—w), (3.2.1)
€ —e=hw

kde & znaci index odpovidajici hermitovsky sdruzenému operatoru A,, tj. plati
Ay = Al
Ve specidlnim pripadé, kdy A, je hermitovské, pak plati jednodussi relace
Ay (W) = Al (—w).

Prvni dulezitou vlastnosti korela¢ni matice pro piipad rezervoiru v rovnovéze na teploté
Or je symetrie

Yga (—w) = eﬁRh“”ydﬁ- (w). (3.2.2)

Tato vlastnost je klicovd pro uréeni staciondrnich stavu a formulaci detailni rovnovahy, a
mimo jiné z ni plyne symetricnost matice 7,5 (0) v piipadé hermitovskych operdtori A,.
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Symetrie (3.2.2) plyne z definice (3.1.6), viz

o0

1 1
Yoo () = 7 [ dt e T [AL (1) dape ﬁRHs]
—o0
o
:%/dt eithrR [e_fthst AE e%HstAae—ﬁRHs}
— 0o
o
= ZLHQ / dt e Trp [e—#Hs(tHhﬁR) AT o Hs(t+ihBR) o—BrHs Aa]
—o
OO—’iﬁﬁR
= 12 / dt e—iw(t+ihﬁR)TrR [e—%Hst A, ei—lﬁHst ATﬁ e—ﬁRHS]
Zh
—OO—ihﬁR

1 I —iw
:eﬁRmﬁ/dte "Trg [Aa(t)Ang].

3.2.1 Stacionarni stav

Vyuzijeme nyni odvozeny tvar spolu se symetrii (3.2.2) pro explicitni nalezeni stacionarnich
stavil. Hledejme staciondrni stavy ve tvaru

ps=>_ f(e)P (e

Takovyto tvar komutuje jak s Hg tak s Hp, tj. staci splnit D* [pg] = 0. Nejprve tedy upravime
tvar (3.1.7) s pomoci relace (3.2.1) do tvaru

D lps]=> > <7a6 (w) Ag (w) ps A, (w) — %%ﬁ (w) {Al (w) Ag (w) ,ps}>

w b

= 5% (0 ) 4] () psita () = 5700 () {4 ) 45 @) s )
w b

= 5 (s () 4 ) psida ()~ 00 ) {41 ) 43 ) s} )
w o ap

<’Yﬁ_a (—w) AL (w) psAgp (w) — %’yag (w) {AL (w) Ag (w) 7PS}> .
B

Do takto upraveného tvaru pak dosadime pfedpokladany tvar stacionarmi matice hustoty
a dostaneme

P(e)D*[ps]P(e) = > [v3 f(e+hw) P (e) AuP (€ + hw) AgP (€)

w aﬁ

— Yap (W) [ (€) P (€) AaP (€ + hw) AP (€)],
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kde vidime, ze operatory jsou stejné az na prefaktor. Tedy podminka stacionarity se redukuje
na nulovost rovnice pro prefaktory, kterou s vyuzitim symetrie (3.2.2) pro korelaéni matici
ziskame ve tvaru

IR f (e 4 hw) = £ (€) . (3.2.3)
A tedy staciondrni stav je
1
ps = e Prlls, (3.2.4)

Jednoznacnost takového stavu je pak ddna nenulovosti prvku korelaéni matice. Pro konkrét-
néjsi vysetieni pak zaved’'me mnozinu M takovou, zZe

M=A{w: Ja,B ~up(w)#0}.

Tuto mnozinu muzeme pak setiidit a pfistupovat ke véem prvkam pomoci indexu tj. M; je i-
ty nejmensi prvek mnoziny M. Déle pak zaved’'me mnoziny N (€), které reprezentuji mnoziny
vSech stavu € takovych, Ze se tam muzu pomoci pieskokti z mnoziny M, dostat. Tj.

M|
N(e)=q¢€: FeNM &= kM,

i=1
kde | M| znaé¢i pocet prvku mnoziny M. Pro tyto mnoziny pak plati
Ve,e: N(e)=N(€) Y N(e)nNN (€) =0.

Tj. mnoziny jsou bud’to shodné nebo disjunktni a déli ndm tedy disjunktné energetické spek-

trum na domény. V ramci takovychto domén je pak staciondrni stav jednoznaéné dan, re-

spektive pomeér vah jednotlivych energetickych podprostoru je jednozna¢né uréen, coz plyne

z (3.2.3), a jednotlivym doméndm pak lze prifadit libovolné vahy. V takovémto piipadé, kdy

staciondrni stav neni jednoznacné urcen, je stacionarni stav (3.2.4) pouze jednim z mnoha.
Pro takto definovanou stacionarni distribuci, pak s vyuzitim symetrie (3.2.2) plati

D* [Xp] = D[X]p, (3.2.5)

kde p je stacionarni distribuce podle (3.2.4). Tato véta se d4 i obrétit a to tak, ze pokud plati
(3.2.5) pro néjakou distribuci p, pak distribuce p je vuci disipatoru staciondrni. Viz

D* o] = D[ p =0,
coz plyne piimo z duélniho tvaru disipatoru (3.1.9). Rovnice (3.2.5) se nékdy v literatufe (viz

[Aga73] nebo [KFGV77]) oznacuje jiz piimo jako detailni rovnovéha, jak pozdéji ukdzeme, je
to ekvivalentni s formulaci detailni rovnovahy v podobé symetrie pro korelaéni funkce. Dikaz
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tvrzeni (3.2.5) pak provedeme opét primym vypoctem s vyuzitim relaci (3.2.1) a (3.2.2)

DA = Y 20 ) |49 ) ol ()~ 5 {41 ) s ) X0}

w  af -

= 5% e ) [ Aa ) XL @) pe - 2 {al ) 45 ). X
w  af -

= T Y e ) [e I s ) XL () - 5 (AL ) 43 ) X}
w  af -

- ZZ [%cﬁ (w) e Briw ATB (—w) XA (—w) — Va8 (w) % {Al (w) Ag (w) ,X}] p
w  af

= T Pt AL 0 X5 @)~ 0 ) {5 @) 450, X} ] o
w  af

= T e ) [ 4L @) X5 ) - 5 {41 @) 40 ). XY
w  af

= DI[X]p.

Dalsim faktem je, ze rovnice (3.2.5) pfimo implikuje rovnici
D" [pX] = pD[X].
Dtukaz je opét jednoduchy a vyuziva cykliénosti stopy

Tr (D" [pX]Y) =Tr (pXD[Y]) =Tr (XD[Y]p) =
=Tr (XD*[Yp]) =Tr (D[X]Yp)=Tr (pD[X]Y).

3.2.2 Detailni rovnovaha

Zde se pokusime formulovat detailni rovnovahu jako analogii ke klasické detailni rovnovaze
(2.1.4), pricemz se prozatim omezime pouze na situaci ¢isté disipace. Nejprve vySetiime sta-
cionaritu stavu pg v podobé rovnice

Tr [P (e,a@) D"ps] = 0,

kde P (e,@) je projektor do stavu s energii €, kde hamiltonian doplnime sadou méftitelnych ve-
licin A; do uplné mnoziny pozorovatelnych, pficemz hodnoty téchto veli¢in ozna¢ime souhrné
jako @. Pokud podminku stacionarity matice hustoty pg rozdélime na ¢ast s antikomutatorem,
tzv. kompenzatorem, a zbytek a dosadime explicitni tvar stacionarniho stavu, pak dostaneme
vySe uvedenou rovnici ve tvaru

0=> G_ZRE, 2% Tr [%ﬁ (e =€) P(e,a) AgP (e’, 5) Al —

€e'b



Po dalsich upravéch dostdvdme s pomoci (3.2.2)

Z Z%cﬁ ¢ —€) [P (e,d) AlP (a,z?) Aﬁ] —
€'b ) Z _BRG

e—Bre

Z’Yaﬁ (e—€)Tr [P <e/,g> Al P (e,d) Ag| ,

coz je stacionarita znama z klasické fyziky ve tvaru
Z p(a) W (bla) = Z W (alb) p
b

kde jsme zavedli nové souhrné oznaceni a pro cely stav reprezentovany hodnotami pozorovatel-
nych A; a energii €, pak pod p (a) rozumime pravdépodobnost naméfeni hodnot odpovidajici
stavu a, pricemz tato pravdépodobnost, jak se ukazuje, zavisi pouze na energii stavu a za
predpokladu, ze jsme ve stacionarnim stavu, a W jsou rychlosti pfechodu ve tvaru

W (afb) = ZW E(®)Tr [P (5) ALP (o) 4|,

kde P (a) je projektor do stavu a. Samotné detailni rovnovdha se pak tykd takto uréenych
rychlosti prechodu a plyne ze symetrie (3.2.2). Proved'me nésledujici tipravy

Wialb) = Y (Ela) = E®)Tr [P(b) ALP (a) Ag]
a,3

= SREOEO) S (B (5) ~ E(a) Tr [P (5) ALP (a) Ay

a,B
p(a)
= () Z’Y (E(b) — E(a)) Tr [P(b)AﬁP(a)AL]
O
o p (b) W (bla),

kde klicovy krok je ve vyuziti zminované symetrie a ve vysledku pak dostdvame detailni
rovnovahu v klasickém tvaru. Klicové pro fungovani detailni rovnovahy v této podobé je, ze
vybrané stavy komutuji s hamiltonidnem systému (avsak muzu z nich vybrat libovolné) a plati
symetrie (3.2.2). Dalsi zajimavy fakt je, ze pro hamiltonidn systému iplné degenerovany, tj.
Hg ~ T je korela¢ni matice redind a symetrickd a detailni rovnovaha plati pro stavy v libovolné
bdzi.

Detailni rovnovahu vak muzeme dostat i ve tvaru

Tr (pem [XT} Y) =Tr (pem {Yq X>* =Tr (pXJr e!P [Y]) , (3.2.6)

kde X, Y jsou libovolné operdtory a p je staciondrni matice hustoty, pro kterou plati (3.2.5).
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Odvozeni je pak jednoduché

Tr <petD [XT] Y> = Tr (e [pXT] Y>

kde jsme nepouzili nic jiného, nez vztah (3.2.5), cykli¢nost stopy a vztah stopy vuéi komplex-
nimu sdruzeni. Z detailni rovnovahy v tomto tvaru vzhledem k libovuli operatoru X a Y opét
plyne rovnice (3.2.5), kterd je tedy s detailni rovnovdhou ekvivalentni.

Zbyva jesté ukdzat, jaky je vztah takto formulované detailni rovnovéhy k detailni rovno-

vaze ve tvaru
_p(a)

p(b)
Pokud dosadime do (3.2.6) v diferencidlnim tvaru za X a Y projektory do stavu, ve kterych
je stacionarni matice hustoty p diagondlni, pak dostavame

W (alb)

W (bla) .

Tr (pD [P (a)] P (b)) = p(b) Tr (P (b) D[P (a)])

0T (PO 00 ) L) P 45 ) 5 {4l ) 43 0) P @)}
=p0) L0 (B B (PO AP @A) -
- ép ® 3 %8 (B0~ B@) T (P®) ALP () 45P (@) -
- ép}z;) >~ 00 () = @) Tr () 4P () AsP (1),

kde posledni dva ¢leny jsou pro ruzna a a b nulovd a prvni ¢len davéa rychlost pfechodu
W (a|b). Obdobné pak dosazenim do pravé strany a porovnanim ziskdme detailni rovnovahu
ve tvaru

W (alb) p (b) = W (bla) p (a), (3.2.7)

ktera je specidlnim piipadem detailni rovnovahy (3.2.6).

V této kapitole jsme odvodili efektivni dynamiku otevienych systému v piipadé limity
slabé vazby. Prestoze se jednd o nejjednodusi rezim otevienych systémiu, ukazuje se, ze tato
tfida je pomérné Siroka. Dale jsme se vénovali popisu systému v kontaktu s teplotnim re-
zervoirem v rovnovaze pii inverzni teploté 8 a ukézali jsme, jak tento predpoklad generuje
symetrii pro korelaéni matice a indukuje explicitni tvar staciondrniho stavu systému v ka-
nonickém tvaru. Tuto symetrii jsme dale vyuzili pro formulaci detailni rovnovahy pro cisté
disipativni mechaniku systému. Detailni rovnovéhu jsme formulovali nékolika odlisnymi zpu-
soby a presvédcili se v jakém smyslu jsou ekvivalentni. Ukazuje se, ze nejobecnéjsi formulace
detailni rovnovéhy je skrze rovnici (3.2.5), ze které jiz zbylé formy (jednd se o relace (3.2.6)
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a (3.2.7)) detailni rovnovéhy plynou. V dalsi ¢dsti ukazeme jak lze tuto identitu zobecnit za-
hrnutim volného hamiltonovského vyvoje. To vyuzijeme k odvozeni jistych symetrii na drovni
dekoherenéniho funkcionalu, zobecnujiciho klasickou drahovou miru (2.2.9).
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Kapitola 4

Symetrie dekoherencniho
funkcionalu pri ¢asové inverzi

Rada vztaht v predchozi ¢dsti uvedenych v jistych obméndch plati obecné nejen pro disipa-
tivni dynamiku reprezentovanou zde Lindbladtovymi generatory, ale i pro mnohem obecnéjsi
casovy vyvoj zahrnujici nejen unitarni dynamiku. Klicovou zménou je pak predevsim zvazeni
vlivu Casové inverze, jak na hamiltonovsky vyvoj, tak na disipativni ¢ast, kde se ukazuje,
ze maji fadu klicovych charakteristik spoleénych. Jednd se pfedevsim o zobecnéni ideji uve-
denych v [CRJT04] na disipativni mechaniku, spolu s opravou symetrie u dekoheren¢niho
funkciondlu a zahrnuti poznatku z [KFGV77] a [Aga73]. Dalsi ¢dst je pak vénovdna zave-
deni dekoherenéniho funkcionélu jakozto zobecnéni drahové miry (2.2.9) a zobecnéni relace
(2.2.10). Hlavnim vysledkem této kapitoly pak bude odvozeni symetrie tohoto funkcionalu
viuci casové inverzi. Ukdzeme také, jak je tato symetrie narusena v nestaciondrnich procesech.

4.1 Detailni rovnovaha pro obecné dynamiky

Zaved’'me tedy nyni obecnou markovovskou dynamiku na kvantovych systémech. Konkrétné
pak uvazujme obecny generator ¢asového vyvoje L* a jeho dudl £ ve smyslu

Tr (XL []) = Tr (£[X]p).

Déle generator ¢asového vyvoje splituje invarianci vuéi hermitovskému sdruzeni a podminku
na vyvoj identity
cwﬂzzpq, (4.1.1)

LI =0, (4.1.2)

kde druha podminka pak zarucuje zachovani stopy matice hustoty
0="Tr (L' [o]) = Tr (L[ p),

pro kazdou matici hustoty p, respektive obecnéji zarucuje invarianci stopy vuci ¢asovému
vyvoji, coz je ekvivalentni v klasickém piipadeé po ¢y, = p

Tr [e£"(t=t0) (X)] =Ty [Xeﬁ(t—to) ()| =Tr [X].
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Ke kazdému casovému vyvoji pak definujme vyvoj Casové inverzni oznaceny Ly ev. L},
definovany pomoci operdtoru ¢asové inverze T podle vztahu

Lyl =Tic ['Irp'lr* } T - TfC3 ['Irp'lr*] T,

kde L}, je disipativni ¢ast generatoru L£* a L3, odpovidd unitdrni dynamice. MuZeme to
také chapat tak, ze disipativni ¢ast dynamiky mé sudou paritu vuéi prohozeni pocdtecniho
a koncového ¢asu, kdezto unitarni ¢ast ji ma lichou. Nebo lépe, ze musime otoc¢it hamiltonovské
toky v systému, kdezto toky odpovidajici disipaci, se vié¢i ¢asové inverzi zachovavaji. Takto
zavedend ¢asovd inverze pak zarucuje, ze TpTT je staciondrnim stavem L, pouze pokud je p
stacionarni jak pro hamiltonovskou ¢ast generdtoru £ tak pro disipativni ¢ast generatoru L.
Nyni se jiz podivame na formulaci detailni{ rovnovahy. Méjme takovou matici hustoty p,

ze pro ni plati
T L*[Xp] TV = L4 [X 4] TpT", (4.1.3)

kde X4 znaci Casové invertovany operator X tj.

Xy =T XT =TXT', (4.1.4)
kde posledni rovnost plyne z rovnice (B.5). Rovnice (4.1.3) je tedy zobecnénim (3.2.5) a plati,
ze p spliujici vySe uvedenou rovnici je stacionarni. Dukaz provedeme opét analogickym zpu-
sobem jako v pripadé (3.2.5) tj.

Lo =T' £y [} T = 0.
Pak pro p plati detailni rovnovaha ve tvaru

Tr <pem [XT] Y) Tr <1r,o1rT t [YT} X#> (4.1.5)

Odvozeni pak probéhne podle ocekavani pfimym vypoctem s tim, Ze se vyuzije vlastnosti
(4.1.3), (4.1.4), (B.7) a (B.6).

(o) -
- Tr (XTetﬁ* [Y,;])
- Tr (

= Tr (X'T'e'# [vy] ToT!T)

= T (T'X} e'# [¥y] ToT'T)

- T <<XT 4 [Vy] ToT!) )

= Tr (ToTt e V)] X))

Plati v8ak i opacnd relace, tj. ze z rovnice (4.1.5) plyne podminka (4.1.3). Pfi odvozeni
tohoto faktu nejprve upravime rovnici (4.1.5) do tvaru

Tr (petﬁ [XT] Y) =Tr (etﬁ;; [X#TpTT] Y;L) )
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kde déle provedeme zdménu p — TpTT, X — Xy a L — L. Tim dostdvame rovnici do tvaru
Tr ('IrpTT oL [XL] Y) — Tr (etﬁ* (X p] Y;) ,
a pouzijeme vztahy (B.7), (B.6) ¢imz dostavame relaci
Tr (T,ﬂrT otl# [XL] Y) — Tr (Tetﬁ* [pXT } Tt Y) :
coz je jiz rovnice (4.1.3) v integralnim tvaru s tim, ze Y volime ve tvaru

Y =) (¢l

Tedy detailni rovnovdha v podobé symetrie pro korelaéni funkce (4.1.5) je ekvivalentni pod-
mince (4.1.3).

4.2 Casova inverze a disipativni dynamika

Jak bylo predem avizovano, takto zavedend dynamika je obecnd, ale je prirozenou otézkou,
jestli v modelu markovovské oteviené dynamiky v limité slabé vazby zavedené v piedchozi
casti, existuje stacionarni matice hustoty p spliujici detailni rovnovahu. Jako prvni vysSetiime
¢ast dynamiky odpovidajici unitdrnimu vyvoji, tj. jako prvni situaci vezmeme generatory ve
tvaru

Ll = - H.
LX) = %[X,H]

a k nim odpovidjici ¢asové inverze

1 1
Ly [p) = T ['Irp'qu T=-T= [H TpTT] T=— [TTHT,p]
ih ih
1
— —[H
z'h[ #0]
1 1
Ly[X]=-T'C [’]I‘X']l‘q T=T'— [H TXTT} T=—— [’]I‘THT,X]
1
ih
Takovéito dynamika jiz automaticky spliuje podminky (4.1.2) a (4.1.1), zbyvé tedy oveéfit
podminku, Ze existuje takovy staciondarni stav p, pro ktery plati (4.1.3). Vezmémé nejprve
libovolny stacionarni stav p, tj. [H,p] = 0, a pfimym vypoctem s vyuzitim (B.6) odvodime
nasledujici relaci

X, Hyl.

TL*[Xp|TF = TL*[Xp]T!

1
= T—[H, Xp|T!

1
= T = [H, X]pT!
1
= —[Xu, Hy|TpTt

= L4[X4]TpTt
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Vzhledem k tomu, Ze rovnice (4.1.3) plati pro libovolné stacionarni p znaéi, ze podminka
detailni rovnovahy v piipadé unitarniho vyvoje je ekvivalentni stacionarité.

Zbyva tedy vysetrit zda-li existuje takova matice hustoty i pro disipativni ¢ast. Podminka
(4.1.1) je automaticky splnéna diky tvaru rovnice (3.1.7) a hermitovskosti korela¢ni matice
Yap (w). Daldi podminkou v fadé je podminka (4.1.2), ktera je taktéz automaticky splnéna
z tvaru Lindbladtovych generatort, tentokrat vsak v jejich dudlni formé (3.1.9). Posledni
podminka je pak zobecnénim vztahu (3.2.5). Nejprve provedeme nékolik pomocnych vypoctu,
které ndm pomohou zjistit, jak se disipator chova vuéi ¢asové inverzi. Snadno pak zjistime,
ze plati

D} i [IT7] = 0% 20 ) [ 40 ) ToT1 4] 0) - 5 {41 () 45 () ToT' )

w a,p

= S e )T [T () TAT AL ()T~ 5 {114 () 45 ()T, )
w a,p

DR 4 @ (4 @) -5 { (4 @) 48 @0} | T

= T D:# A% ) [p] TT

kde 77 zna¢f matici transponovanou (& komplexné sdruzenou, diky hermitovskosti matice)
a AT (w) znagi casové invertované operdtory A, (w). Pii vypoctu jsme pouzili vysledku z do-
datku B, konkrétné pak jejich aplikaci ve vztahu (4.1.1). Obdobné pak odvodime stejny vztah
1 pro Dy 4, (w) tj- ve vysledku pak mdme rovnice

ikYyAa(W) |:’]I"O’]I‘T:| = TD;T’Af(w) [,0] TT) (421)
Dyauw) Xe] = T'Dr s ) X]T. (4.2.2)

Z rovnice (4.2.2) pak plyne disledek Dz 47, [I] = 0. Ovéifme opét pifmym vypoctem

0 =Dy ao) I =TD s g, [T'T| TN =TD 1 s, T
A nakonec zobecnime rovnici (3.2.5), kterou pievedeme do tvaru
T ,D:,Aa (w) [Xp] Tt =77 D’Y,Aa(w) [X] T TpTT, = D.YT7A§(W) [X#] TpTT,

coz je tvar ekvivalentni s (4.1.3). Jediny problém by mohl nastat, pokud matice hustoty pro
unitarni a disipativni ¢ast jsou ruzné. Avsak pii odvozovani detailni rovnovahy pro disipativni
¢ast jsme pouzili rovnice (3.2.5), kterd ovsem plati pouze v rezimu, kdy je tepelny rezervoar
v rovnovaze. Za této podminky jsme také v ¢asti 3.2.1 odvodili, ze stacionarni stav odpovida
kanonickému stavu a tedy komutuje s hamiltonidnem systému. Tedy situace, kdy matice
hustoty pro unitarni a disipativni ¢ast se lisi v tomto rezimu, nenastava.

Je vidét, ze se ndm podarilo zformulovat detailni rovnovahu dostatecné obecné, pouze
s pomoci zna¢né obecné podminky (4.1.3). Tento pfistup je odlisny od piistupu v [Roe06],
kde se nediskutuje ¢asova inverze, ddle je pak nahrazena sada tii podminek, vedouci k detailni
rovnovéaze, podminkou jedinou. V nékterych publikacich se podminka (4.1.3) jiz povazuje za
detailni rovnovahu, viz napf. [KFGV77] a [Aga73], pficemz jsme ukézali, ze tato podminka
a detailni rovnovaha formulovana v podobé (4.1.5) jsou ekvivalentni.
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4.3 Dekoherenéni funkcional

V tvodni ¢ésti, kde jsme se zabyvali klasickou nerovnovaznou fyzikou, jsme odvodili symetrii
(2.2.10) pro drédhové miry (2.2.9). Tato symetrie pak déle hraje klicovou roli pii formulovani
fluktuacnich relaci (2.3.3). Vzhledem k tomu, ze v kvantové mechanice trajektorie jakozto
prirozeny prostiedek pro dplny popis ¢asového vyvoje systému skrze drahovou miru ztraci
tuto svou schopnost. Je tedy otazkou, jestli existuje néjaké zobecnéni drdhové miry v kvantové
mechanice, které ma dobry smysl.

Ukazuje se, ze takovym vhodnym zobecnénim drahové miry (2.2.9), které poskytuje tplny
popis ¢asového vyvoje systému, je dekoherenéni funkciondl 2, ¢ (w,w’)

Do (w,o') = Tr [P(WN)e“N—thl)ﬁ* [P(WN_l)e“Nfl—thz)ﬁ* [P (wn_2) ...

P (w1) el =0 [P (wg) p(to) P (wh)] P (1) - P (wh—a) | P (wivo) | P ()]

kde w (resp. W) jsou trajektorie stavu w; (resp. w

") v ¢asech t;, a P (w;) jsou pak projektory
do pfislusnych stavu (resp. podprostoru - nemusi byt nutné jednodimenzionalni), které vsak
ve v§i obecnosti nemusi pro ruznd w; komutovat. Stejné jako P (w;) a P (w}) nemusi spolu
komutovat.

Trajektorie stavi w v sobé obsahuji dva druhy informaci, prvni je protokol, co se na
systému v jednotlivych ¢asech méfi a druhou véci jsou pak vysledky téchto meéfeni. Pokud
pak budeme mluvit o s¢itani pres vSechny trajektorie, mame tim vzdy na mysli, s¢itani pfes
v8echny trajektorie vysledkt méfeni pro pevny protokol méfeni. V tomto kontextu pak plati
rovnice

> Dpc (w,w') =Tr [P(a)p(tn)],

w,w'w(ty)=w'(tn)=a

kde p (tn) je matice hustoty volné, tj. bez zddného provedeného méfeni cestou, do ¢asu ty.
7 pozadavku na hermitovskost generatoru ¢asového vyvoje pak také rovnou vidime, ze deko-
herené¢ni funkcional je v jistém smyslu hermitovsky, nebot’ plati

Do (0,0")" = Dpe (', w)

a tedy %, 1 (w,w) jsou redlné a z (4.1.2) pro né plati
Z 7 (w,w) = 1.
w

Je tedy patrné, ze diagondlni cleny odpovidaji drédhové mite (2.2.9), ve smyslu pravdépodob-
nost trajektorie w pfi ¢asovém vyvoji ruseném meéfenim. Timto jsme ukazali, ze dekoherenéni
funkciondl obsahuje, jak informaci o ¢asovém vyvoji vyrusovanym ob¢asnym méfenim, tak i o
volné casovém vyvoji.

Déle ukdzeme, ze pro dekoherenéni funkciondl plati obdoba relace (2.2.10). Méjme p (t9) =
p vyhovujici podmince detailni rovnovahy (4.1.3) a déle necht’ tato stacionarni matice hustoty
komutuje alespon s jednou trajektorii, napf. s w, pod ¢imz rozumime

Vi: [P(w;),p] =0,

¢im vsak stale nevyluc¢ujeme, ze P (w;) pro ruznd i nemusi komutovat, stejné tak nemusi byt
projekce stdle jednorozmérné. Jako ilustrace pak muze poslouzit situace Cédstice se spinem
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bez piitomnosti vnéjstho magnetického pole, pak ma typicky degenerované energetické hla-
diny, a pokud matice hustoty splnujici detailni rovnovahu zavisi pouze na energii, projektory
P (w;) mohou pak byt projekce do spinu v ruznych smérech. S vyuzitim vyse zminéné detailni
rovnovahy a jejim rekurzivnim pouziti pak dostaneme

Dpr (w,w') = Tr [P (wy) v —tn-1)£" [P (wy_1) etN-17tN=2)E" P (yn o) ...

P (wy) e [5P (wg) P (wh)] P (o)) ... P (wgv_z)] P (wgv_l)} P (w;v)}

= Tr [P(wN)e(tN_thl)ﬁ [P(wN_l)e(thl_tN”)ﬁ [P(wn—2) ...

P (1) pTte® 0% [P (mwg) P (ww) | TP (&) ... P (why_o) | P (wiv—1)] P ()]

= Tr [P (wi) eltn—tn-1)£" [P (wy_1) etN17tN=2)E" [P (o) ...
pTieltz—t) Ly [P (mwy ) el —t0) L% [P (7wo) P (mwp)] P (m;)} T...

P (w—2)] P (wy-1)] P (wiv)]

= Tr [p’]I‘TP (rwpy ) eltNTtN-1)Ly [P (rwn_1) etN-17tN=2)L% [P (ruyn_o) ...
ell2=t)Ly [P (mwy ) el —t0)L% [P (Two) P (7wp)] P (7’[’0.)’1)] .
P (WwEV_Q)] P (mufv_l)] P (mufv) ']I‘] )
kde pomoci mw; znatime ¢asové invertovany stav ke stavu w;. Konkrétné tedy plati
TP (w;) TT = P (nw;).

A nakonec prerovndme zpét do tvaru podobného puvodnimu s vyuzitim (B.7) a cykli¢nosti
stopy

Dpr (W) = Tr [TTTpTTP (rwp) etV —iN-1)E4 [P (mwy—1) eN-17IN=2)E% [P (mun_s) ...
ell2=t)Ly [P (mwy ) el —t0)L% [P (Two) P (7wp)] P (7’[’0.)’1)] .
P (WwEV_Q)] P (7rw§v_1)] P (7rw§v) ']I‘]
= Tr [P (mufv) el —tN-1)Ly [P (wwﬁv_l) eltN-17tN—2)Ly [P (m)ﬁv_Q) e
ell2=t)Ls | p (Twl) elti—to) Ly [P (mwp) P (mwo)] P (7['0.)1)] .

P (rwn-2)] P (rwn-1)] P (Twn) p4]

= Tr [P (mwo) elti—to)Ly [P (7Tcul)e(t2_t1)£§?e [P (mw3) ...

P (mwn-1) elN—tN-1)Ly [P (rwn) ppP (wwﬁv)] P (wwﬁv_l) .
P (mwh)] P (7wh)] P (mwp)]
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kde px znaci Casovou inverzi staciondrni matice hustoty p a posledni vyraz pak muzeme
prepsat opét pomoci definice a dostdvame relaci

Do (w,w/) =9

it Lo (@w,@w/) , (4.3.1)

kde ©Ow znaci casové invertovanou cestu tj. (Ow), = mwy—;. Tento vysledek je obdobou
relace odvozené v [CRJ104], avSak je v fadé aspekti obecngjsi. Relace zde uvedena plati pro
obecnou dyniku spliujici charakteristiky (4.1.1) a (4.1.2), a obecnou matici spliujici detailn{
rovnovdhu (4.1.5). Jedinym omezenim na trajektorie je pak fakt, ze alespon jedna z nich musi
byt kompatibilni s touto staciondrni matici hustoty. Je stale otevienou otazkou, zda-li se toto
omezeni da néjak obejit, ale zatim se jevi, Zze staciondrni matice splinujici detailni rovnovahu
vybird ur¢itou preferovanou béazi.
Diagonalni tvar dekoherencniho funkciondlu se pak da zapsat ve tvaru

D (W, W)
(Ow, Bw’)

=1 (4.3.2)
DopLy ’
kde je patrné, ze tato rovnice je obdobou ve specidlni piipadé klasické rovnice (2.2.10). Po-
kud se dale omezime na takové trajektorie, které maji koncové a pocatetni méfeni v bazi

diagonalizujici matici hustoty, tedy plati
p= Zpozp (a) s
(0%

P (wo) pP (wo) = P (wo) Tr [pP (wo)]
P (wn) pP (wn) = P (wn) Tr [pP (wn)],

pak muzeme danou symetrii zapsat jako symetrii pro drahovou miru 2, (w) = %, ¢ (w,w)
ve tvaru,
PucW) v [TpT' P (rwn)]  Tr [pP (wn)]

Prc, 00 T pPo)] T [pP (o)’

kde d je dimenze Hilbertova prostoru, a &2 e, jsou pak podminéné pravdépodobnosti tra-
jektorie w. Pokud pak mame libovolné matice hustoty, pro které plati

P (wo) 14 (to) P (wo) = P (wo) 14 (u)o; to) s
P (wN) 1% (tN) P (UJN) = P (UJN) 1% (wN;tN) s

pak ze vztahu pro podminéné hustoty plyne symetrie pro drahovou miru ve tvaru

Py(to),L _ v(woite) p(wn)
‘@V#(tN),ﬁ# p(wo) v(wnstn)

To muzeme povazovat za zobecnéni rovnice (2.2.10) pro danou specifickou tfidu matic hustoty.
Tedy na rozdil od klasické mechaniky detailni rovnovdaha ndm omezuje mnozinu pozorovatel-
nych, a tedy i tfidu matic hustoty a trajektorii pro kterou uvedena relace plati. Otazka, zda-li
se daji tyto restriktivni podminky obejit, je shodnd s otdzkou mozného zobecnéni rovnice
(4.3.1).
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Pokud tedy shrneme vysledky této sekce, tak zjist'ujeme, ze konzistentné jsme schopni
formulovat detailni rovnovahu, jak pro disipativni mechaniku popsanou Lindbladtovymi ge-
nerdtory, tak i pro hamiltonovskou mechaniku, ve tvaru rovnice (4.1.5), kterd je ekvivalentni
podmince (4.1.3). V piipadé hamiltonovské mechaniky se navic ukazuje, ze tato podminka
(4.1.3) je ekvivalentni stacionarité stavu p. Bezprostiednim duskledkem detailni rovnovéhy
v tomto obecném tvaru je symetrie dekoherenéniho funkcionalu (4.3.1), za pfedpokladu, ze
stav p spliuje detailni rovnovahu ve tvaru (4.1.5) a komutuje s trajektorii w. To se ukazuje
jako zobecnéni klasické relace (2.2.10), platné nicméné pouze pro ur¢itou uvazovanou tiidu
trajektorii. Otevienou otazkou zustéva, zda je mozné identitu (4.1.5) déle zobecnit, konkrétné,
zda-li 1ze opustit podminku omezujici tfidu pfipustnych trajektorii. Dal§im pozorovanim je
skute¢nost, ze diagondlni ¢ast dekoheren¢niho funkcionalu se ani v diagonalnim tvaru obecné
nerozpadd na piispévky od jednotlivych trajektorii. Konrétné je to dano tim, ze projektory
nemusi byt jednorozmérné, nebo 1épe, ze obecné neplati PXP ~ P. To, jak jsme v ¢asti 2.3
ukézali, je klicové spolu s detailni rovndhou pro formulovani fluktuéni relace (2.3.3). Tedy
dalsi otevienou otdzkou je pak existence fluktuacnich symetrii v kvantovych systémech a je-
jich tvar. Nékterym diléim otevienym otdazkam se budeme vénovat na kontrétnich prikladech
v ramci nasledujici kapitoly.
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Kapitola 5
Modelové vypocty

Pokud hleddme jednoduchy model, na kterém je mozné studovat fadu vlastnosti Lindbladto-
vych generdtoru plné analyticky, pak muzeme s velkou vyhodou vzit spinovy model. Otevie-
nym spinovym modelem rozumime ¢éstici se spinem (po¢et moznych stavi pak oznacujeme
jako N), ktery interaguje s okolim.

5.1 Matematicka formulace modelu

V této casti provedeme matematickou reformulaci problému piechodem z operatorové algebry
do algebry na vektorech. Jednda se prakticky o zobecnéni Blochovy reprezentace na model
s libovolnym koneénym poctem hladin.

Vzhledem k tomu, Ze spin je dobfe reprezentovan v kvantové mechanice pomoci grupy
SU (N) a k ni pridruzené algebte su(N), je vyhodné pouzit nékteré vlastnosti této grupy.
Libovolny hermitovsky operator Hilbertova prostoru se pak da zapsat jako linedrni kombinace
jednotky (I) a generatoru grupy (F;) s redlnymi koeficienty. Libovolny operétor pak se pak da
zapsat s pouzitim komplexnich koeficienti. Pro tyto generatory pak plati ndsledujici uzitetné
vztahy. Prvni z nich je pro antikomutator

4
{Fi, F;} = N%H + 2d; 1, Fy,

kde d;;i je plné symetricky strukturni koeficient a d;; je Kroneckerovo delta. Dale logicky
nasleduje vztah pro komutétor
[F3, Fj] = 2i fijFy,

kde fi;r je plné antisymetricky strukturni koeficient. Spojenim téchtou dvou vztahi pak do-
staneme dulezity vztah

2
N
Dale plati, ze generatory grupy jsou bezestopé a hermitovské tj.

FiFy = =61+ (dijw + ifiji) P (5.1.1)

Vi: Tr F;=0, F =F,.
Z toho a z (5.1.1) pak plyne klicovy (vzhledem ke struktufe Lindbladtovych generdtoru) vztah

Tr F| Fj = 26;;.
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5.1.1 Blochova reprezentace projektoru

Jako prvni se budeme vénovat reprezentaci stavii v Blochové prostoru a piislugnych projek-
toru. Jak jsme jiz uvedli, kazdy operator jde zapsat jako linedrn{ kombinace generdtoria F;
a I, konkrétné pak projektor do stavu i zapiSseme ve tvaru

(Pi)T _ pi_ %H_‘_diﬁi.ﬁ’

kde index i znaéf stav a d; je vhodnd redlnd konstanta, p* realny vektor (nechdvame si zde
jeden stupen volnosti navic, aby se dal vektor pak vhodné znormovat). Faktor pred I je dan
podminkou Tr P* =1 (je to matice hustoty ¢istého stavu). Pro projektory pak plati relace

PiPI =PI,
kde 6% je Kroneckerovské delta, a kterd v algebraické podobé se rozpadd na dvojici rovnic
1 9 1
Rl ) Vb7 AN 3 SR ¥ Bl
N2 + N p -p N’
Nd]pg + Ndlpf) + dld]p;np% (lfnmo + dmno) = 5”d]pg)-

Resenfm prvnf rovnice pro i = j uréime koeficienty d* tak, aby byl vektor p* normovéan na
jednotku tj.
- N -1
dly = 4 ——.
+ 2N
Protoze d' je pouze pomocny parametr, schovdme volbu znaménka do p* a budeme dile
uvazovat pouze d’_}. Dosazenim do dvou rovnic vyse je upravime do tvaru

1 N_lﬁi.ﬁj = §4,

N + N
J i
Po+Dp N-1, ., TN
= 3 nmo dmno =6 (J)'
N T\ o P (@ frmo + ) p

Prvni rovnice pro ¢ # j pak tsti v podminku

—'i.ﬁj:_;

N-1’

kterd znatné omezuje prostor moznych stavii. Druhd rovnice se rozpadéd na dvé v dusledku
rozdéleni na redlnou a imagindrni cast tj. dostavame podminku

pinp%fmno =0

i 4oyl IN—-1 . . o
poNpo+ ON PP dmno = 0" pj.

Kdyz to shrneme, mame soustavu podminek tvoiici definiéni obor vektoru p™*

a rovnici

177 = 1, (5.1.2)

oy 2(N —2)?
Puhims = || 3o P (519
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a sadu definujici vztahy mezi riznymi vektory

—7

plpl = ——— (5.1.4)

Pt fome = 0, (5.1.5)

pé‘i‘pg N -1 i i
N +1/ 5N DinPhdmno = 0. (5.1.6)

7 fyzikalni podstaty problému pak vime, ze hleddme soustavu N-tici vektoru charakterizujici
N spinovych stavi parametrizovanou dvéma parametry udédvajici natoc¢eni. Takto nalezené
vektory pak dosadime do projektoru ve tvaru

1 N—-1_ =
Pl= Sl | it F (5.1.7)

7 toho je navic patrné, ze celd reprezentace stavii je schovana ve vektorech p* a jejich vzéjemné
strukture.

Pro praktické pocitani je pak dilezita relace vyjadiujici vztah libovolného operédtoru k ob-
lozen{ projektory ve stejné bazi (tj. P'PJ = § PY)

, , 1 N-1_ = N -1 - 1 N-1_. =
= (et ) (0 e ) (21 )
a N-1_, _ N-1|1_, a_; N—-1/-, .—»_,Z-_,>
<N2+ RERG a>11+ oI [NaJer 1\ Sx (d(p @) +if (p", @)

1 N-1_ -
Bl 57 . F
X(NJr aN P >

— F

kterd se pak pro ptipad ¢ # j zjednodussi na

kde jsme pouzili sadu vztahu (5.1.4), (5.1.5) a (5.1.6) a oznacili jsme
4 (@.5)] =D dijeaiby,
4,3
6], 5 s
1,J
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A déle pouzitim vztahu (C.1) a (5.1.5) ziskdme

P'A PI = % %6+NN_21(_'2 *)ﬁj—l—% %J(pi—l—ﬁ” a) +
o (@(00%3), 7)< F (7). 57)) + 5y Sy T )
+z'N2;71<J<f(ﬁZ @), p )+d(f(ﬁﬂ,a),ﬁi))]-ﬁ, (5.1.8)

A pro piipad méteni (tj. i = j) s pouzitim vztahu (5.1.2), (5.1.3) a opét(C.1) dostdvame
. . 1 N-1_, 1 /N-1 a
P'AP =|— pt G| I+ | =) ———ad+ [ —
<N2“+ Nz P “> TNV aw “+<N+ ) 2N
3
N—-1-,_, N—=1\2 /== i .\ i ~~_,Zq
+ N d(p,a)+<—2N> (d(d(p a)p)—f(f ).’ >] (5.1.9)

5.1.2 Obecny Lindbladtiv tvar

Doposud jsme se vénovali popisu stavu v Blochové reprezentaci, nyni pfistoupime k formu-
laci oteviené dynamiky na takovémto prostoru stavu. Déle se omezime na tiidu otevienych
dynamik generovanych Lindbladtovymi generatory v limité slabé vazby, které jsme zkonstru-
ovali v kapitole 3. Pfi popisu dynamiky pak vyjdeme z rovnice (3.1.7), kterd vSak neni ptilis
vhodn4, vzhledem k mnozstvi obecnych oprétoru A, (w), pro piepis do Blochovy reprezen-
tace, odvodime proto zde tvar jiny pro tento prevod vhodnéjsi, kde budou vystupovat na
pozicich operatoru generatory Fj. Vyjdeme tedy z rovnice (3.1.7)

R ONNE 45 @) oL () - 5 {41 @) 4500}

kde za A, (w) dosadime B
Ap (W) = ag (W) [+ dy (w) - F.

Z rovnice (5.1.9) a definice (3.2.1) pak vidime, zZe a, (w) je nulové pro kazdé w # 0 tj. nadale
je budeme znacit pouze a, = aq (0).
Po dosazeni pak dostavame

=33 e (@) (ah @) (@ (@)) [F,-pF; U F,.,,,}] .
w oo, i,j
#3303 20 0) (3 0005~ a5 05, 0)) o,
a,f 1

kde a!, (w) je i-ty prvek vektoru @, (w) a pomoci * znaéime komplexni sdruzeni. V prvni ¢asti
pak muzeme provést oznaceni

Yij = Z Z’Yaﬁ (w) a () (af, (w))", (5.1.10)

w a76
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a dostdvame hledany tvar (5.1.12). Zbyva ovéfit hermitovoskost matice v;; tj.
i = 0D vas @) (@ (@) b @) = DD 0 @) (@) ah (@) = s,
w o, w B

kde jsme pouzili hermitovskost matice 7,3 (w). Ve druhé ¢ésti si pak vSimneme, ze méame
soucin hermitovské matice 7,5 (0) a antihermitovské matice

Ko = ajy (0) a, — ag (a4, (0) "

jehoz vysledkem pak je ryze imaginarni ¢islo (respektive vektor)
iXT = 7a5(0) K,
a’ﬁ

Pokud jsou A, hermitovské, pak z (5.1.9) plyne, ze vektory d, (0) jsou redlné a stejné tak
i konstanty a,, € R, coz znamena, ze vektor X jenulovy. V piipadé, ze je rezervoir v rovnovaze,
je vektor X nulovy nejenom pro vazbu skrze hermitovské operatory. Nejprve z rovnice (3.2.2)
pouzijeme pozorovani ve tvaru

Yagt (0) = 34 (0),

a déle si pak uvédomime, ze rovnice (3.2.1) implikuje vztahy

ao (0) = da (0),

které pak dosadime do definice vektoru X a dostdvame

Yo (0) Kpo+75a (0) Ka5 = Yas (0) (a3 (0) as — agal (0)) +7as (0) (af (0) ag — aaajs (0)) = 0.

Ve vysledku pak dostavame generdtor ve tvaru

. 1 .
D o) =D <FiPFf 3 {F}Fiap}> +iX-Fp,
.J

QL 2

kde bud’ v ptipadé vazby pires hermitovsky sdruzené operatory (tj. Az = A, ), nebo v situaci,
kdy systém je navizan na rezervoar v rovnovaze, je vektor X nulovy.

5.1.3 Matice hustoty a vektor hustoty

V predchozi ¢dsti jsme se vénovali reformulaci rovnice (3.1.7) do podoby vhodnéjsi k prevodu
do Blochovy reprezentace, coz bude predmétem praveé této casti.
Jak jsme jiz vySe napsali, kazdy hermitovsky operator se d4 napsat jako linearni kombinace
I a F;, tedy i matice hustoty. Tu zapiSeme ve tvaru
1 N-1_ =
=—I —0p-F
P=N + ony Pt
kde 7 je redlny N2 — 1 rozmérny vektor (tj. vektor z RV 2_1). Takovato volba splinuje auto-
maticky podminku Tr p = 1 a druhd podminka implikuje normovani vektoru 0’ tj.

T2<l = AP <t
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Nejprve rozebereme ptipad Cisté hamiltonovského vyvoje tj. méjme Casovy vyvoj fizeny
rovnici

dp 1
— = —1[H,p|.
Pokud déle budeme predpokladat hamiltonidn ve tvaru

1 -
H=-hh-F
Shh

kde h je realny vektor!, tak dosazenim do rovnice ¢asového vyvoje ziskdme
)

dp N -1 [N -1

kde pouzivame Einsteinovu sumacni konvenci. Tedy ¢asovy vyvoj vektoru hustoty p je pak
fizen rovnici

dp;
d—pt = h; fij Pk,
coz muzeme symbolicky zapsat jako
dg
df —F (h p> (5.1.11)

Pokud néas pak zajima pouze disipace, pak se muzeme omezit pouze na disipativni ¢ast
Lindbladtovych generdtoru ve tvaru

=S (Fo 7 -3 {FFp0}) (5.1.12)

kde F; spliuji Tr FZTF] = 204, tedy je muzeme ztotoznit s generdtory piislusné grupy. Dosa-
zenim za matici hustoty pak ziskame

D [p(t)] =
= Z Vij (\/ % [Z (dzkmfmjn - djkmfmin) - (fzkmfmjn + f]kmfmzn)] Pk (t) + %fl]n) F,.
ijkmn

Z pozadavki na hermitovskost matice hustoty vyplyva i hermitovskost matice ;;. Tu pak
muzeme rozdélit na symetrickou a antisymetrickou ¢ast.

Yis =% + 17

Dosazenim do disipa¢ni ¢asti dostaneme pak

D*[ H 2N 7 flkmfmjn""fjkmfmin)ﬁk (t)Fn
N —

7 zkmfmjn - djkmfmin) Pk (t) E,

!Clen timérny jednotce nemd na dynamiku, zadny vliv. Jedn4 se tedy o nejobecnéjsi tvar hamiltonidnu.
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Tj pokud uvazujeme pouze disipaci, pak plati

Ipn (t)
ot

= — ’}/5 (flkmfm]n + fjkmfmin) Pk (t)

_ 77? (dzkmfm]n - djkmfmin) Pk (t)

Mg

|8 A
- m%’jfijw

Zde pozorujeme nékolik dulezitych fakti:

(5.1.13)

e Prvni cast (tj. ’ylsj (fikmFmjn + fikmfmin)) je symetrickd vuci prohozeni indextu n a k.
Dile, je to jedina ¢dst vdzana na symetrickou (tj. redlnou) ¢ast matice ~;; (z duvodu
symetrie pii prohozeni indexu i a j).

e Druhd ¢ést jiz zavisi na antisymetrické (ryze imagindrni) ¢ésti 7,5, avsak jako jedina ¢ést
zavisi na symetrickych strukturnich koeficientech (d;j;). Symetrie matice M je detailné
rozebréana v dodatku C.2.

e Posledni ¢ast neni ndsobend vektorem 7(t) a mé tvar konstantniho vektoru s prefakto-
1

rem ~ 5.
Na zékladé téchto poznatku, a pokud zahrneme i hamiltonovsky vyvoj, muzeme rovnici pre-
psat do symbolického tvaru (s pouzitim zdvéru dodatku C.2 v podobé rovnice (C.2))

op(t)

N(N—1)

——d (@) - f (E)) Bt — 7, (5.1.14)

kde S je symetrickd matice tvofend prvnim ¢lenem vztahu (5.1.13), A je antisymetricka ¢ast
matice z druhého ¢lenu, d (¥) je symetrickd ¢ast matice z druhého ¢lenu, pficemz jsme zavedli
symbolické zkratky

d (ﬁ)m = dijkvk,

f <fl)ij = fikjh,

a f (E) je antisymetrickd ¢ast odpovidajici hamiltonidnu (5.1.11). ¥ je pak posledni clen
vztahu (5.1.13). Obecnou matici tvorenou sou¢tem matic A a S ozna¢ime jako B. Symbolické
feSeni pak jako

p(t) =e" (Fo — fo) + foor (5.1.15)
kde plati

<B PV ERC S e S (ﬁ)) P = —T (5.1.16)

a po je libovolny vektor z RV -1 spliujici || po H2 < 1. Symbolické proto, ze nelze spolehlivé urcit
zdali existuje takové g, které by splinovalo vyse uvedenou rovnici (neni zarucena existence
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levé inverze matice C' pro vektor ¥, nebot’ vektor ¢ se nemusi nachdzet v obrazu matice C). Je
snadné nahlédnout, ze P, zastupuje ve skutecnosti celou t¥idu vektoru (staci pricist libovolny
vektor z jadra matice C' a feSeni spolu s rovnici se nezméni). Jako konvenci zde zavedeme, ze
Cast puo, kterd nalezi do jadra, je stejnd jako ¢ast py spadajici tamtéz. Formélné pak

Poo = P 452, o= A+ AP A = 5K cker (C)AVE Cker (O): &P = &- 2 =0

Déle je tfeba rozhodnout, zda feseni (pokud jiz existuje) spliiuje pozadavky na vektor pro
matici hustoty. V prvni fadé je vidét, ze vektor 7(t) je redlny. Coz je patrné jiz z pohledu na
diferencidlni rovnici, kterd je zcela redlna (a feSeni to respektuje). Dale potfebujeme ovéfit,
ze ||p*(t)||2 < 1 pro kazdé t > 0. Nejprve ovéiime krajni body tj. gs a pg. Pro druhy bod je
to automaticky splnéno v pozadavcich. Pro prvni to pak vede na nutnou (nikoliv postacujici)
podminku

7 = |8+ a@) — 1 (5) - || < [B+a@ 1 (B) [ 170 < [+ a1 (B[

Coz se dé upravit na silnéjsi, avsak 1épe vyhodnotitelnou podminku

(il <1 - S;;Ed?jk> < HB -1 (F) H2 .

7 hlediska ¢asového vyvoje je nutné, aby platilo

—( B+/ M= gy — £ (R) )¢
Vit >0 (o Q) <1171,

protoze jinak by pfi volbé g, = 0 existoval vektor gy, ktery by po case presahl svou velikosti
1. Tento pozadavek ve skute¢nosti znamend, ze symetrica ¢ast matice C' nema zdporné vlastni
¢islo. To ndm umoznuje lépe nahlédnout na feseni pohybové rovnice (5.1.15), pokud se prevede
do tvaru

Vi >t (F(t2) = fo) = € 2T (F (1) — fino) -

Odkud je vidét, ze symetrickd ¢ast matice C' zodpovida v ramci nasi konvence za konver-
genci vektoru j(t) k vektoru g, a antisymetricka ¢ast neméni Tr p? diky tomu, ze generuje
v krajnim (tj. kdyz symetrickd ¢ast je nulovd) ortogonélni matici, kterd ma za nésledek zménu
béze.

Ve vysledku pak mame dynamiku popsanou pomoci vektoru pno, ktery reprezentuje ko-
ne¢ny stav, a matici C, kterd uréuje rychlost konvergence a poc¢atecni stav popsany po. Otazka
na zaver zni, jaké jsou podminky na to, kdybychom chtéli dynamiku a pocatecni stav spe-
cifikovat az na této abstraktni tirovni. Obracena konstrukce pak probiha podle nésledujiciho
schématu:

1. Pocatecni stav je popsan realnym vektorem py € RV 1 g podminkou ||gp|| < 1.

2. Dynamika je popsana redlnou (N 2 1) X (N 2 1) matici C. Kde samotna disipace
je dana casti matice C' spliujici vazbu Cjj fijr = 0 viz odivodnéni (C.3), z kterého
automaticky plyne, ze pro N = 2 je matice disipativni ¢asti matice C' symetricks, a
hamiltonovskd ¢dst ma tvar fi;ph;, kde h je libovolny redlny vektor. Tato volba déle
umoznuje volné definovat koncovy stav. Na matici C' ddle klademe podminku, ze pro
kazdy redlny vektor g plati |lexp (—Ct) gl < ||7]|-
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3. Koncovy stav je popsan vektorem po, € RN*-1 g podminkou || || < 1. Déle zavadime
konvenci, ze vektor gy — poo neni linedrni kombinaci zddného vektoru z ker (C'). (Pozn.
podminka (5.1.16) je splnéna automaticky volbou ¥ = —C'- gy)

Tim méame zkonstruovanou dynamiku s poc¢atecnim stavem py spliujici diferencidlni rovnici
(5.1.14) a s Fesenim (5.1.15) ve tvaru

P (t) = e (Fo = Po) + Pro- (5.1.17)
Ve formé matice hustoty pak
1 N-—-1 .,
t) = =T+ /= [ (Po — fro) + Po] - F. 5.1.18
p(t) = 1+ 5 o7 (7o — Poo) + o] (5.1.18)

5.2 Dvouhladinovy model, N = 2

Na dvouhladinovém modelu provedeme demonstraci vysledku kapitoly 4 a pokusime se najit
nékteré dil¢i odpovédi na oteviené otazky jak z kapitoly 4, tak z kapitoly 2. Prvnim z rady
modelu je dvouhladinovy model s jednim rezervoirem. Na tomto nejjednodussim modelu si
rozebereme jednotlivé pfipady a ilustrujeme detailni rovnovahu. S vyhodou pak v této ¢asti
pouzijeme vlastnosti obsazené v dodatku C.1.1. Hamiltonian systému tedy piredpokladame ve

tvaru
_( Er O
Hs = ( - ) |
Pak projektory do jednotlivych stavu pro piipad nedegnerovaného spektra (Fy # E3) odpo-
vidaji
10

P(E2):<8 ?)

Daéle oznac¢ime rozdil energii mezi jednotlivymi hladinami
AFE = F; — Fy,

kde bez 1jmy na obecnosti predpokladdme Fo > F;. Pficemz jiz muzeme specifikovat hamil-
tonovskou ¢ast matice ¢asového vyvoje v Blochové reprezentaci

0 3AE 0O
Cu=| -3AE 0 0 |,
0 0 0

coz plyne z rovnice (5.1.14) ¢i lépe (5.1.11)
Daéle provedeme rozklad obecného operatoru majici tvar v maticovém zapisu

a a
A= 11 a12
Q21 a22
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na A(w), jez se hodi pro formulaci korela¢ni matice (5.1.10) do Lindbladtovych generdtoru
ve tvaru (5.1.12)

—

0 0 1 .
A(_AE) = ( as; 0 > = 5&21 (17_Z70) -

1 .
A(AE) = ( 8 “(1)2 > = sz (1,6,0) - F,

_(ar 0 \ _ au+ax app — a A
A(O)—<0 m)— I+ ———1(0,0,1) F,

kde vektory odpovidajici danému rozkladu jsou, jak vidno, jednoparametrické.

Poté co jsme rozebrali strukturu jednotlivych moznych operdtoru, pies které je systém na-
vazan, muzeme pokroc¢it smérem k Blochové reprezentaci. Nejprve spocteme korelaéni matici
podle vyse zminéného vztahu (5.1.10), ¢imz dostaneme

1 —2 0
1 * .
’Yij=12 Yog (—AE)ay (a$)* | i 1 0 |+
a,B 0O 0 O
1 ¢+ 0
+ 708 (AB) afy (afy)" [ —i 1 0 |+
0 0 O

+Yas (0) (ay = a) (afy — a5)° (5.21)

o O O
S O O
= o O

Pozorny ctenaf si jisté povsiml, ze doposud jsme se vyhybali situaci okolo ¢asové inverze,
ted’ situaci napravime. Praktickym duvodem pro to bylo, Ze na abstrakni trovni je tento
problém v algebraické reprezentaci obtizné uchopitelny. Hlavnim duvodem je ¢asova inverze
rovnice (5.1.1) ve tvaru

2
T'ET T FT = TN F,F;T = 0l + (dijk = ifije) T F, T,

kde se méni znaménko pred antisymetrickymi koeficienty, coz vede na netrividlni vztahy mezi
F; a TTET.
Piirozenym pozadavkem na hamiltonidn je jeho invariance vuci ¢asové inverzi T, tj. necht’
plati
[H,T] = 0.
Tj. projekce gengrétorfl do sméru h je Casové invariantni. Jako piipravny krok doplnime
k vektoru 03 = ﬁ dalsi dva vektory 07, 0o tak, aby tvorili ortonormalni bazi na algebraickém

prosotoru. Nyni mdme dvé moznosti jak vyhovét podmince (5.1.1) na strukturu generatort.
Prvni z nich je, ze plati

TG, - FT =3, F,
tj. prohodime smysl vektoru 07 a 02. Druhd moznost pak je

[51-F,T] —0,

{62~f,T} —0.
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V naSem pripadé, kdy je hamiltonian diagonalni ve zvolené reprezentaci pak mame danou
sadu vektoru explicitné zadanou jako

51 = (17070)7
62 = (07170)7
a5 = (0,0,1).

Tato volba v obou pfipadech vede na ¢asové invertovanou korelaé¢ni matici ve tvaru

1 - 0
1 N * .
VZZE:ZZ Yap (AE) (‘151) ayp | i 1 0 |+
o, 0 0 O
. 1 ¢ 0
+ 925 (AB) (o) afy | =i 10 |+
0 00

. 000
725 (0) (0 —ay) (@ —a%) [ 0 0 0 ]|,
0 0 1

kde jsme provedli pouze komplexni sdruzeni vzhledem k antilinearité T a bud’ prohodili indexy
1 < 2 (prohazujeme smysl vektoru), nebo v indexu za kazdou 2-ku se zménilo znaménko (F»
meéni pod ¢asovou inverzi znaménko tj. druhd komponenta vektoru se méni za opacnou).
Vzhledem k hermitovskosti matice v,43 (w) pak vidime, ze plati

’YZ;E = Yij-
Odtud pak plyne, ze symetricka ¢ast matice C' se zachova a stejné tak plati

—

=7, (5.2.2)

coz uplatnime pii urcovani stacionarniho stavu ﬁgf . Pokud se pak podivame na antisyme-
trickou ¢ast matice C, kterd je v tomto pripadé plné dana hamiltonidnem, jehoz vektor se
zachova, tak vzhledem k ¢asové parité hamiltonovské ¢asti vyvoje dostdavame relaci

Cy=cCT. (5.2.3)
Dusledkem rovnosti (5.2.2) a rovnice (5.1.14) je pak relace pro staciondrni stavy
CT .57 =C fu. (5.2.4)

V neposledni fadé néds pak zajimé reprezentace méteni. Jako prvni je nutné nalézt tvar
vektorti p* odpovidajici pifslusnym projekénim operdtortim. Z rovnice (5.1.6) dostdvame pod-
minku

pt=—p7, (5.2.5)

coz nam automaticky zarucuje splnéni vztahu (5.1.5) a (5.1.4). Déle pak sta¢i jen splnit pod-
minku (5.1.2), protoze podminka (5.1.3) je splnéna automaticky vzhledem k d;;, = 0a N = 2.
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Je tedy vidét, ze v piipadé dvouhladinového modelu odpovidaji projektorum libovolné jed-
notkové vektory s tim, ze ruznym stavim ve stejné bazi odpovidaji vektory opacné. Napiiklad
pro projektory na jednotlivé energie maji vektory tvar

P =(0,0,1),
P =(0,0,-1).
Podminka (5.2.5) ndm pak umoziuje zjednodusit vztahy (5.1.8), (5.1.9) do podoby
. 1. . .
PIAP =2 [p" x (id+axp')] - F,
1
PA P = 5(& +da-p)P.
To ndm umoziuje piepsat dekoherenéni funkciondl 2 (w,w’) pro uréitou tiidu trajektorii do
tvaru vhodnéjsiho pro samotné pocitani.

5.2.1 Konstrukce dekoherenéniho funkcionalu

Predpoklddejme, tedy ze pro kazdy ¢cas t; jsou stavy w; a w) ve stejné bdzi tj. zde to konkrétné
znamena, ze vektory reprezentujici odpovidajici stavy jsou linearné zavislé tedy

— —/
W; = £uj;.

Pro usnadnéni praktického vypocétu dekoherenéniho funkcionalu je vyhodné zavést grafickou
reprezentaci vztahu obou cest. Pro lepsi pochopeni uvedeme nejprve ptiklad takového zné-
zornéni a poté teprve oziejmime jeho konstrukci

_._@_@_._.

—

p W1 Woy Wi Wy W
které odpovida cestam ve tvaru

w = ((‘_‘jl) (‘327 (‘337 &47 &57 (‘_‘jﬁ) (‘377 &8) )

/ - o - - o - 5 o

W = (w17w27 —W3, —W4,Ws5, —We, Wr, W8) .
Muzeme si to predstavit jako ¢asovou osu, smér ¢asu bezi proti Sipce. Smér Sipky pak urcuje
posloupnost vnoreni v ramci dekoheren¢niho funkciondlu a na konci Sipky tedy sidli matice
hustoty p(tpg). Carami pak ozna¢ime mista, kde se neméii a dochazi k volnému casovému
vyvoji, stéjné tak to zna¢i mezery mezi kruhy. Kruhy a body pak reprezentuji pozice, kde
dochdzi k projekeim v opa¢nych (J; = —d.), resp. stejnych (&J; = J]) stavech. O,hodnocovaci
logika je pak vystavena tak, ze vysledek dekoheren¢éniho funkciondlu je roven soucinu vah

useku mezi jednotlivymi body. A tyto vahy sestavime néasledovné, s tim, Ze se postupuje ve
sméru Sipky:

1. Véha daného tseku od casu t; do t; je rovna

V(tiatj) = % (a—i_‘*—}j ’ [e_c(tj_tjil) (@ — Poo) +ﬁoo}) )

kde a a d se urci v dalsich krocich.
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2. Pokud druhy konec tsecky vychdazejici z bodu koné¢i na kruhu, stanovi se a =0 a
- 1 4 —y
i— K@) = Zﬁix (z {e—C(tz—tzq) (@ — Poo) + ﬁoo] & % [e—C(tz—tlfl) (@ — Pro) + ﬁoo]) 7

kde za @ dosazujeme tentokrat @ odpovidajici obsahu kruhu tj. pokud je uvniti kruhu
dalsi kruh, pouzije se opét tento bod (postupuje se stile ve sméru Sipky, nebo lépe do
stfedu kruhu), jinak se jde déle.

3. Za bod se pak dosazuje a =1 a d = &;.
4. Za sipku se dosazuje a =1 a @ = j(tg).
Tyto pravidla ilustrujeme opét na (stejném) piiklade:

1. Prvni tsek od konce tj. Gsek t7 az tg za¢ind v bodé tg a tedy vaha bude mit tvar podle
bodu 1 manudlu

Vv (t77 t8) =

DO =

(- [e7C0 ) @ = pc) + i) )
kde pottebujeme vyhodnotit, co dosadit za a a d@. Zde je patrné, ze tisecka kon¢i v dalsim

bodé a tedy na zékladé bodu 3 navodu na ohodnoceni musime dosadit a =1 a @ = J7.
Tj. vysledna vaha daného tseku je

1
V (tr,tg) = 3 (1 + g - [G_C(ts_m (J7 — foo) + ﬁooD :
2. Druhy usek od ¢asu t5 do ¢asu t7y pak bude mit opét hodnotu ve tvaru

V (ts,t7) = % (a + - [e‘c(”‘tﬁ) (@ — Po) + ﬁoo]) ,

kde tentokrat vsak usecka konéi na kruhu odpovidajici tg a podle bodu 2 navodu mu
pfifadime hodnotu a = 0 a @ = K¢ (@). Tim dostavame vahu ve tvaru

Vv (755,157) = %JJ} . [e_c(t7_t6) (K(S (C_i) - ﬁoo) + ﬁoo} )

kde nam zbyva vyhodnotit jeSté vnitiek kruhu a dosadit za néj. Zde je to jednoduché,
protoze uvniti kruhu je pouze bod a tedy @ = &s. Ve vysledku pak ziskame

V (ts, tr) = %@ : [e—C@?—tG) (KG (@) — ﬁoo) + ﬁoo} .

3. Dalsi tsek ty az t5 se ohodnocuje podobné jako pfedchozi jen s obménou v tom, ze kruh
obsahuje dalsi kruh a tecku. Podle pravidla o postupném ohodnocovani pak do

1 -
V(ta,ts) = 535 [omC0) (K (@) = ) + 7]
dosadime za @ = K3 (&2). A vysledek pak je

V (ta, t5) = %@5- [e_c(t5_t4) (124 (123 (a2)> - ﬁoo) n ﬁoo} .
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4. Piedposledni tsek je pak podobny tseku prvnimu a tedy jeho vaha je
1
V (t1,t2) = 3 (1 + Wy - [e_c(trtl) (D1 — Poo) + ﬁoo:|) .

5. Posledni usek je pak opét podobny s prvnim se zménou, ze konéi Sipkou a tedy misto
&o se bere g(tg). Tj.

V(totr) = 5 (1481 [0 (5(tg) - ) + ] ).

Rozdil 7 (ty) oproti &; je v tom nemusi byt normovén na jednotku narozdil od vektoru
reprezentujici projektory.

V tomto nasem piikladu pak hodnota dekoherenéniho funkcionalu je rovna
7 (w,w') =V (to,t1) V (t1,t2) V (ta, ts) V (ts,t7) V (t7, ts) .

Nyni, kdyz méame protokol pro poc¢itani dekoherenéniho funkciondlu v ramci dvouhladino-
vého modelu v Blochové reprezentaci, je vhodné udélat jeho zobecnéni do spojitého méreni.
Tj. ze Casovy usek mezi méfenimi je infinitezimalné maly. Toto zobecnéni provedeme v né-
kolika krocich. Déle se omezime pouze na diagonalni ¢ast dekoherencniho funkcionalu. Tedy
dekoherenéni funkciondl se nam zjednodussi do podoby

P (w,w) = QLN (14 [emC0) (5 (10) — o) + ] ) X
X ]ﬁl <1 + Wit1 [G_C(t”l_ti) (Wi — Poo) + ﬁoo]) .
=1

Déle budeme predpokladat, ze provddime méteni od to do t;, po stejné dlouhych casovych
usecich tj.

Ctpm—to At

=T N N

kde jsme zavedli oznaceni At = t;, — to, coz zjednodussi pocitani vysledné limity. Zavedeme
jesté @ (t) jako ndhradu za &; podle nasledujiciho predpisu

tiv1 — 1t

ﬁ(t(]) te (_Oovtl)
u_j(t) = aji t e [ti7ti+1) )
On  tE [tpin,00)

ktery je souvisly zprava. Bude se hodit i obdoba & (¢) souvisld zleva, coz provedeme podle
predpisu
ﬁ(to) t e (—OO,tl]
W_ (t) = Wj t e (tiati-i-l]
WON te (t fin, OO)
Obecné pak plati

J_(t) = 811)1?7 J(s).
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S témito predpoklady pak prepiSeme dekoherenéni funkciondl do tvaru
| N
7 (w.w) = 5 [T (148 (@) [ (@ (1) — o) + 7] )

Nyni se jiz muzeme zabyvat limitou N — oo. Prvnim krokem k limitnimu tvaru budiz pie-
chod od souéinu pres k sumé a to pomoci exponencialy a logaritmu tj. dekoherenéni funkcional
prepiseme do tvaru

7 (@) = 5 exp [fjln (14 ) [ @- @) —ﬁoo)+ﬁoo]>] ,
=1

kde déle exponencidlu reprezentujici casovy vyvoj rozepiseme do taylorovy fady

N
:@(wvw)zzijvexp [Zln <1+ﬁ(ti)-d)’_(ti)—%Q(ti)‘c'(@—( i) — poo)+(9<<?vt> ))]

i=1
(5.2.6)
A dile rozvojem logaritmu dostdavame

N N
1+ () - & (4) At (ti) - C - (& (tz) fc) 1
= e C) *
w) 131 2 P EZ:N 113 (t) @ (t) O\~
(5.2.7)
Zde je patrné, ze v limité pro velkd N se d4 suma v exponencidle inklinuje k integralu.

Abychom mohli provést limitu musime provést nyni rozbor jednotlivych situaci co se tyka
vyvoje @;.

‘ ‘ Wi+l — Wi ‘ Wi+l — —Wi

Nic se nemén{ Git1]|s 1 2
Infinitezimélni zména &, 11 = +d; + O (W) 3 4
Skokem Giv1 I i 5

Obrézek 5.1: Prehled moznosti.

1. Prvni situace je z hlediska posuzovani ze vSech nejjednodussi. Prefaktor pred exponen-
cidlou je identicky roven jedné a faktor uvniti exponencidly se upravi na % Pokud by
cela trajektorie byla pouze mérenim do jednoho sméru vysledny tvar pro dekoherencéni
funkciondl by se pak zredukoval na tvar

tfin

P (w,w) = exp —%/dt&(t)-C-(cU(t)—ﬁoo)

A tedy dostavame zde exponencidlni rozpad.
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zovani situace vyjit jiz z rovnice (5.2.7), ale musime vyjit jiz z tvaru (5.2.6). Pokud si
rozepiSeme prispévek od takovych to situaci dostavame piispévek ve tvaru

At [ . 1
vWMM—W@mMHw>p@H%@)
A tedy v limité tyto ¢leny jdou k
V(t+dtt)=dt & (t)-C- (& (t) — foo) s

kde si musime uvédomit, ze typickd situace je, Ze integrujeme (s¢itdme v diskrétnim pii-
padeé) pres preskoky ve vSech ¢asech. Mozny problém by pak byl s korektnosti v pripadé
nekoneéného poctu skoku.

3. Tato situace je podobna prvni situaci. Infinitezimalni rozdily zpusobuji, Ze se cesta & (t)
stava spojitou. Ve vysledku tedy dostdvame naprosto stejny piispévek jako v prvnim
piipadé.

4. Opét obdoba situace z bodu 2. V limité pak na ni zcela prechéazi.

5. Posledni fesenou situaci jsou skoky, které odpovidaji méfeni jinych veli¢in (v piipadé
spinového systému, méfeni spinu do pfislusného smeéru). Piispévky odpovidajici dané
situaci pak maji tvar

tfin

ﬁl—l—(ﬁ LG (k) & (t) -

=1

Je patrné, ze takovych skoku musi byt konetné mnoho, jinak je dekoherenc¢ni funkcional
nulovy?.

Na zavér tedy proved’me shrnuti vSech pripadu do jednoho vztahu. Zaved’'me proto mnozinu
I jako mnozinu v8ech c¢asu, kdy doslo ke zméné hodnoty které mérim skokem tj.

I={teltotrm]: @(t)=—a_(t)}.

A J jako mnozinu vsech ¢ast, kdy doslo ke skoku toho co méfim (tj. situace 5)

J={t € [totpin] - @) A£G ()} 1.

Vysledny tvar dekoherenéniho funkcionalu je pak

1+d( - .
7 (ww) =] O atlaw)-c @) - ) x
teJ tel
tfzn

X exp ——/dtw C-(J(t)—po)| s (5.2.8)

2Integral uvnitf exponencialy je pfes omezeny casovy tisek z omezenych veli¢in, protoze matice C' mé koneénd
vlastni ¢isla a stejné tak vektory & (¢) maji normu shora omezenou jednotkou. Tedy exponecidla nemuze rust
nade v8echny meze.
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kde jsme vyuzili toho, ze skoku je koneéné mnoho, aby byl piispévek nenulovy a tedy mnozina
J méa miru nula, tedy tento piipad do integrdlu nepfispiva. Stejné tak tento tvar pokryva
extrémni piipady 2 a 4. Jakoz i nekoneéného poctu skoki.

Nyni, kdyz mame explicitni tvar pravdépodobnostni miry, je vhodné se podivat jakého
tvaru nabyva v dusledku ¢asové inverze. Vime totiz, ze plati relace (4.3.1), kterd vsak plati,
za pomeérné specifickych podminek, otdzka tedy zni, zda-li ji nemuzeme zobecnit. Prvni véci,
kterou je nutné si ujasnit, je tvar ¢asové invertované trajektorie. Je jasné, ze musime obratit
casovy sled jak protokolu méfeni tak i sled naméfenych hodnot. Navic jedna z podminek na
trajektorii je spojitost zprava. Ve vysledku pak dostaneme

Vs € [to, trin) 0 OF (s) =B (to+tfin — ),

kde @7 (s) odpovidé ¢asové inverzi daného stavu.
Déle pak vyuzijeme vztahu (5.2.3) a (5.2.4) tj. plati

Cy=CT,
Cy - pL=C" P

Coz po piimocarém dosazeni do

7(0w,0w) = [| L+6s(t Hdt ZO@ (1) Oy - (@w(t)—ﬁgi)x
tEJ# tel#
tfin
X exp —%/dt@w(t).c#-(@@(t)—ﬁj;) ,
to

davéa

14+ &7 (to+trin— 8) - B (to + tpin —
9(@@0,@01):1_[ —I-w_(o—l-f s) - (0+f s)

X
2
SEJ#
1 o "
x I das' 3% 37 ( to—l—tfm—s’)-C’#-<wfé(t0—|—tfm—s’)—po#o)><
SEI#
tfin
1 o - o
*exp _5/dswfﬁ(toﬂfin_s)‘c#’(”#(toﬂﬁn—s)—pi) :
to

kde prvni ¢len odpovidé situacim, kdy se skokem mén{ to, co méfim. Tato mnozina je az na
posun stejnd jako mnozina J, tj. plati Ju = {tfm +1to —s;s € J}. A stejné tak vzhledem,
k tomu, ze skaldrni souéin je invariantni, jak vuci zméné znaménka u jedné ze slozek u obou
vektoru, tak i k prohozeni slozek, tak prvni ¢leny v 7 (w,w) a 2 (Ow, Ow) si odpovidaji az
na pocatecni body, kdy do hry vstupuje pocatecni stav, ktery maji obé situace odlisny.
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Pokud se jedna o ¢leny druhého typu, mnoziny I a I se opét az na posun shoduji, coz
znamend, ze staci vyhodnotit ¢leny typu

ds’ #(s)-cT. (ﬁ (s) ﬁgﬁ)
#(5)-CT - (~a% (s) - %)

3 () C- (3% () + )

(to + trin — S/) T (LU# (to + tfin — S,) — ﬁg;) =ds

NI)—t

o~ &
&l

kde v prvnim kroku jsme provedli zdménu s = to + t;, — s’ s tim, ze zménu znaménka pied
diferencidlem jsme schovali do zdmény mezi v prislusném piipadném integralu. Ve druhém
kroku jsme pak nahradili limitu zleva hodnotou v bodé, kterd je opaénéd vzhledem k tomu,
ze se zde méni skokem namétrena hodnota. V poslednim kroku jsme pak uplatnili vtah mezi
staciondrnim stavem ¢asové invertovaného vyvoje a stacionarnim stav normaélni evoluce a po-
zorovani, ze na symetricky ¢len nemd transponovani vliv. K dotahnuti vysledného vztahu do
konce je nutné se nyni na chvili pozastavit na strukturou matice C. Nejdrive si uvédomime ze
podle definice matice C' v (5.1.16), antisymetricka ¢ast je pfislusnd hamiltonovské ¢asti a di-
sipace prispivd pouze symetrckou ¢asti. Symetrickou pak muzeme spocist z rovnice (5.1.13),
¢imz dostaneme

Crt = ;) (EitmEmik + EjtmEmin) = 275 (8ij0u — dirdjr) = 2 (Tr v = 4°) (5.2.9)

kde v° je v tomto pifpadé diagonalni a tedy i symetrickd ¢dst matice C' je pouze diagonaln.
Po dosazeni z obecného tvaru korelaéni matice (5.1.10) a z tvaru hamiltonidnu pak dostaneme

matici C ve tvaru
Cn —3AE 0

C=|3AE Cu 0 |, (5.2.10)
0 0 Cs3

kde

1 o\ ¥ o \* o *
Cit =52 [Yas (FAE) a5, (051)" + a5 (AE) afy (a%)" + 705 (0) (= a3y ) (afy — a22)")]
71[3

Cs = Z o (~AB) a5, (a81)" + o (AE) af (a5)"]
7 tohoto explicitniho tvaru je jiz vidét, ze plati
S7(s)- C- 37 (s)=a(s)-C-F(s).
Zbyva tedy jesté vyiesit clen typu &7 (s)-C- pao. To provedeme pomoci explicitniho napoétent

Poo- Nejprve z rovnice (5.1.13) napocteme

7=10,0, Z [%cﬁ (AE) ‘1@ (a12)” — Yap (—AE) 051 (a31)”
o3
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A dosazenim do (5.1.16) dostaneme

Feo = 10,0 Z Yag (AE) 0[132 (af2)" — Yap (-AE) agl (a1)"
= ap (AE) afy (a55)" + Yap (—AE) a5y (a3,)"

Zde vidime, ze na zméné znaménka ¢i prohozeni prvniho a druhého ¢lenu nezdvisi a mame
tedy vysledek

1
ds' 557 (to +tgin — ) - O (ﬁ (to +tin — &) —ﬁ§;> = ds =3 (s) - C - (@ (s) + Fro)

N —

ktery se od verze bez Casové inverze lisi pouze znaménkem pied po.
Poslednim ¢lenem je exponencidla ve tvaru

tfin
1 - - ST —
exp —3 / ds G_ (to+trin —5) Cyp - (w (to+tpim —s) — poo) =
to
1 tfz'n
—exp |~y [ ds5(5)-Cp- (B () - AT)]
to

kde jsme provedli opét zdménu mezi. Pak uplatnime argument, ze mnozina I ma miru nula
tj. neni pod integralem rozdil mezi J_ a @. A déle opét pouzijeme argumenty stejné jako na
konci pfedchoziho piipadu a dostdvame

tfz'n
1 — - —’T
exp ~3 / ds G_ (to+trimn — ) Cy - (w (to+tfin—s) — poo)
to
tfin
1
=exp |~ / dsd(s) - C-(F(s) — Poo)
to

Tedy vidime, Ze i posledni ¢leny se ndm v piipadném podilu navzijem vyrusi.

Tedy v obou pfipadech mame zna¢nou shodu pravedépodobnosti ¢asové invertované tra-
jektorie vuci trajektorii puvodni. Tyto piispévky jsou stejné a nezavislé na rezimu casové
inverze a dany pomér pak ma tvar

(t) — Po)
(t) + foo)

&1

(
(

P (ww)  1+d(tg)- 7 3(t)-C-
7 (0w, 0w) 1+ T# (tpy) - pr tell G()-C- (5.2.11)

€l

Tento vysledek, je pak hledanym zobecnénim symetrie (4.3.1) v pfipadé dvou hladinového
systému pro piipad diagondlnich ¢lent mimo rovnovdhu a i pro méfeni v libovolné na case
zavislé bazi. Jak je patrné, hlavnim rozdil je, ze tato relace jiz zavisi na vysledcich mé-
feni v prubéhu celého procesu, narozdil od symetrie (4.3.1). Je dobré si vSimnout, zZe stejné
jako v klasickém piipadé (2.2.10), zde mame pomér podminénych pravdépodobnosti, ktery je
umeérny pouze prispévkum ze skokt mezi jednotlivymi stavy systému. Pripad, kdy podminéné
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pravdépodobnosti zaviseli pouze na rychlostech pfechodu v mistech pfechodu mezi hladinami
systému, jsme jiz vySetifovali pii konstrukei 2.3.3, na rozdil od klasického ptipadu vSak nemusi
dany pomér rychlosti pifechodu zdviset na pravdépodobnostech daného vysledku vuéi staci-
onarni distribuci, nebot’ muzeme mérit v bazi nekompatibilni s energetickou. Nabizi se tedy
uvaha zda disipované teplo pak nezavést formalné jako logaritmus pravé strany a obdrzet
opét fluktuacni relace. Jak uvidime v piipadu ¢isté disipace, kde se budeme disipovanému
teplu a predevsim stfednimu disipovanému vénovat, je takto naivni konstrukce tepla jakozto
drahové veliciny problémova.

Na zavér ukazeme, Ze tento vztah je v rezimu odpovidajici (4.3.1), s nim ve shodé. Pokud
budeme chtit uvazovat rezim, kdy méfeni komutuje se stacionarni matici hustoty, tedy rezim
blizky puvodni relaci, coz znamend v nasi notaci, ze J (t) || fxo, tak dostaneme

Pww) | 153005 =50 i
2 (Ow,0w) 1+ (tpy) - p7 k! + @ (t) - Poo
Vzhledem k tomu, Ze nyni jiz méfime neustile ve stejném sméru, tak vSechny piispévky
v soucinu jsou stejné, az na to, ze se stiidaji znaménka u sklarniho sou¢inu. Vysledek tedy
zévisi jiz pouze na poctu preskokt, a na tom kterym smérem byl veden prvni pieskok. Tj. pro
sudy pocet preskoku pak mame

9(‘”7‘”) _ 1+@(t0)ﬁ
7 (00,00) 1+ 0# (trm) - 57

vzhledem k tomu, Ze sudy pocet preskoktl znamend, ze méiime na zaCatku i na konci do
stejného stavu, tak se budou rovnat i pravdépodobnosti v uvedeném podilu. Tj. pro sudy
pocet skokl se nam vysledek jesté zjednodussi na

P (w,w)

_Z\WY) g
2 (Bw, Bw) ’

coz je ve shodé s (4.3.1), s jedinym piedpokladem a to, abychom méfili v bézi kompatibilni se
stacionarnim stavem, ale samotnou stacionaritu stavu jsme nepotiebovali. Kdezto pro lichy
pocet ziskame
P (w,w) 1+ (t) P 1—3& (tmin)  Poo
2 (Ow,0w) 14 T# (tpin) - pF 1+ & (tmin) - Poo

kde ty,in = mingey t. Zde je pak prostor pro pouziti vztahu (4.3.2), kde pro piipad p ~ I, plati
p =0 a tedy pravdépodobnosti pak podle predpokladi vyjdou

p(E2) _1-p3
p(EB1)  1+p3%]

kde p3, je tieti komponenta vektoru p... Zavérem tedy vidime, Ze detailni rovnovdha pro
rychlosti pfechodu mezi energetickymi stavy odpovidé klasické relaci pro detailni rovnovahu
a dale pak vidime, tedy dostavame se do klasického rezimu, coz podporuje i to, ze netrivialni
ptispévky do poméru drahovych mér dostdvame pro piipad méieni v jiné nez energetické bazi.

Dale rozebereme nékteré specialni pripady, které jdou za rdémec pravé diskutovaného plné
klasického rezimu.
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5.2.2 Priklad: Rezim ¢isté dekoherence

Jako prvni rozebereme piipad Cisté dekoherence. Odpovidajici evoluéni matice vystupujici
v (5.1.17) bez casti odpovidajici hamiltonidnu ma obecny tvar

A 00
C= 0 X2 0 ],
0 0 0

kde A1 2 > 0 a cilovy vektor p je nulovy az na tfeti komponentu, jez odpovida tieti kompo-
nenté pocdtecniho vektoru matice hustoty gy = p'(to) tj-

Ukéazeme, ze tato tiida matic je pro rezim slabé vazby prilis Siroka, je v pripadé nedege-
nerovaného energetického spektra piilis Sirokd. Abychom vySetfili jakého typu interakce byla
musime provést zpétné odvozeni korelaéni matice. Jako prvni uréime z rovnice (5.1.16) vektor

v =0.

Tento vektor ndm déle z rovnice (5.1.13) fikd, ze antisymetrickd ¢dst korela¢ni matice je
nulova tj.
7‘4 = 0.

U rovnice (5.1.13) jesté chvili zustaneme. Dosazenim prvniho fadku do (5.1.16), a s piihléd-
nutim k nulovosti vektoru ¥ a antisymetrické ¢asti korelaéni matice 44, ziskdme predpis pro
evoluéni matici a tedy korela¢ni matice ma tvar

1 Ao — M\ 0 0
7= 0 A1 — A2 0 )
0 0 A+ Ao

coz je stejny vysledek, jako bychom dostali porovnanim (5.1.10) a (5.2.10).
Dosazenim takto ziskané korela¢ni matice do rovnice pro disipator (5.1.12) mame tvar

wrg 1 0 —2 0 —: 01 01

b2 5)0(2 5)- (2 (20

1 1 0 10

+Z(/\1+/\2)[<0 _1>P<0 _1>—P}7
ktery dosazenim matice hustoty ve tvaru
_ [ P11 P12
P < P21 P22 )’

zjednodussime na tvar

N 1 0 p12 1 0  p2a
D =—(N+A —=(A1=A .
(] 5 (A1 + 2)(/}21 0 ) 5 (M1 2)<p12 0

Z rovnosti prvnich dvou diagondlnich ¢lent v korelaéni matici ve tvaru (5.2.1) je videét, ze
v pripadé nedegenerovaného spektra musi byt Ay = A9 = A, a tedy pfedchozi tvar disipatoru
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je mozny pouze v piripadé degenerovaného spektra. U spektra nedegenerovaného se nam pak
disipator zjednodussi na tvar
0 p12 >
D*[p] = -\
A=-2( o he ).

coz je zaroven i D tj. D* = D. A stacionarni stav je v tomto piipadé roven i stavu spliujici
podminku (3.2.5) ve tvaru
vX: D[Xp] = D[X]p,

tedy detailni rovnovéha a stacionarita jsou si v piipadé nedegenerovaného spektra a v piipadé
¢isté dekoherence pro dvouhladinovy systém ekvivalentni. Déle pak muzeme urcit rychlosti
prechodu jako

Tr <XTD [Y] P) = p11 <E1 ‘XTD [Y]‘ E1> + p22 <E2 ‘XTD [Y]‘ E2>
= —A(p11 X35 Yo1 + p2X{yYi2),

v prthodnéjsim vektorovém zapise pak

Tr <XTD Y] p> - —g [(1 +p0) (2 —i2®)" (y — i) + (1 p%) (2" +ia?)" (' + z’y2)}

/\[q* < ﬁﬁ*> o oo
=—— 2" (1- Y —ip - (T x )| .
4 71

Vzhledem k tomu, ze plati rovnice (3.2.6) plati tedy i

Tr (D {XT] Yp> = —% [(1 +0%) (2t —i2?)" (v —iy®) + (1 - p°) (2" +i2?)" (y' + z‘yQ)}

/\[4* < ﬁﬁ*) L o
=—— 2" (1—— | - g—ip- (Z" x7)|.
4 111*

Pokud budou X a Y projektory ve stejné bazi, tak zbyde pouze redlna ¢ast, a dané rychlosti
prechodu budou nulové pro projektory v bazi odpovidajici energetickému spektru a maximalni
(ve smyslu absolutni hodnoty) pro sméry kolmé?.

Dalsi zajimavou veli¢inou je dekoherenén{ funkciondl 2 (w,w’), jehoz diagondlni elementy
déale odvodime pro nékteré jednoduché volby. V tomto pfipadé se nejprve budeme soustredit
na pravdépodobnost nékolika typickych trajektorii. Prvni z nich je trividlni ptipad, kdy poci-
tdme pravdépodobnost, ze se systém udrzi pii stdlém meéfeni ve stejném energetickém stavu,
tj. trajektorie je konstantni (jak smér, tak i hodnota kterou naméiim)

Vi>ty: W(t)=d,
dand pravdépodobnost je pak dand

P (w) = .@(wﬂ,‘)) = %ﬁ(to)e—%(t—to)ﬁ.c,(@_ﬁw)’

3Je otazkou jestli projekce do kolmého sméru mé smysl ¢ ne, v piipadé modelu dvouhladinového atomu
moc smyslu nenabyva, v pfipadé modelu spinu uz ma celkem dobry smysl.
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a vzhledem k tomu, ze & patif do jadra matice C', tak se ndm vysledek zjednodussi na

@(w):@(w,w):w.

Je tedy patrné, ze dana pravdépodobnost nezdvisi na case a je dana pocatecni pravdépodob-
nosti nalezeni na dané energetické hladiné.

Pokud se budeme ptat na vysledky v ptipadé stejného protokolu méfeni, ale misty jinych
vysledku, tedy bude dochédzet ke skokum z & na —dJ, snadno zjistime, Ze takové pravdépodob-
nosti jsou nulové. D4 se tedy predpokladat, ze v dané situaci, kdy méiim pii ¢isté dekoherenci
pouze v energetické bazi a neumoznim volny ¢asovy vyvoj, nedostanu ve skrze zadny vyvoj.

Pokud budeme chtit opustit tyto trividlni ptipady, je vhodné zacit rozliSovat mezi proto-
kolem méfeni a vysledky co naméfim. Pfipomeinime, Ze protokol méreni je implicitné zahrnut
ve sméru vektoru & (t), naopak vysledky tohoto méfeni jsou ddny orientaci & (t). Zaved'me
tedy

@ (t) =x () Z (1),
kde x (t) € {—1;1} a je spojité zprava, kdezto F (t) je spojity az na situace, kdy ménim bézi
skokem. Tedy v x (t) jsou schovany namétrené hodnoty a @ (t) vyjadiuje protokol méteni tj. co
méfim. Nyni muzeme piistoupit k situaci, kdy budeme bazi pomalu otdéet konstantni ithlovou
rychlosti 6 okolo druhé osy?, dostaneme jiz ponékud jiné, netrividlni, vysledky. Pfedné vektor
Z(t) ma ve slozkdch tvar

V' >tg: @) = (sin (0 (¢ —to)),0,cos (0 (t' —to))) -
V prvni situaci, kde méfime v dané zvolené bazi stéle stejny vysledek (tj. x (t) = konst.) pak

mame
t

P (w) _ 1+x (tO) 952(750) : ﬁ(to) exp _% /dt/ Sin2 (9 (t/ o 750)) ’

coz da ve vysledku

P (W) = L+ x (fo) i(to) 7 (to) exp [—2 ((t —tg) — 5111(292(+t0))>] .

Ekvivalentné, & (w) jako funkce koncového casu ¢, je feSenim rovnice

dZ(w) A
AT —Z(l—cos (20 (t —t0))) £ (w),

kde derivaci myslime zménu pravdépodobnosti vici zméné celkového ¢asu méfeni, pouze se
jeji pokles jednou za periodu 7 zastavi, tj. dalsim méfenim neni mozny vysledek zlepsit.

Dalsim zobecnénim je pak situace, kdy se po dobu méfeni zméni jednou hodnota vysledku
méfeni. V tomto piipadé jiz nemuzeme mluvit o pravdépodobnosti takové situace, nebot’
trajektorii x (¢) s jednim skokem je nespocetné mnoho, ale zavedeme pravdépodobnostni miru
na prostoru vsech vysledktu méfeni x (¢) s jednim skokem (tj. nespojitych na intervalu [tg, t]
v jednom bodé). Takovato mira pak ma tvar

t
D2 (x; @) = dty %95(751) .C-3 (k) 1 +X(t0)‘g(to) - p(to) exp —%/dt’ gin2 (9 (t’ —to)) ’

to

4Mizeme si to pfedstavit jako méfeni spinu do sméru daném vektorem & (t).
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kde vSechny mozné vysledky méieni jsou charakterizovany ¢asem t;, kdy ke zméné nameétené
hodnoty doslo. Dédle na tomto pfipadé rovnou muzeme ilustrovat, ze piispévky pro skok ze
spodni hladiny na horni a zpét maji stejné rychlosti vzhledem k tomu, ze nezavisi na vysledku
meéfeni, coz je dano charakterem dynamiky, kterd odpovida Cisté dekoherenci. Pokud pak
pripustime vice zmén hodnoty toho, co naméiim, pravdépodobonostni mira nabyva tvaru

D2 (i) = [dr 37() C- 3 (0)] |dta 350 - O e | -+ [ 33 (tw) - € 3tw)|

t
X 1+X(t0)9‘;(t0) P (to) exp —%/dt' sin? (9 (t,_tO)) )

to

kde navic ¢asy musi byt ¢asové usporadany, tedy plati t; < to < --- < ty. Pokud se pak
budeme déle zabyvat nikoliv jednou, ale celou sadou moznych namérenych situaci. Pravdé-
podobnost libovolné mnoziny trajektorii €2 je potom

7@~ [D7 @),

Q

kde integral chapeme ve smyslu souctu pies vSechny vysledky métreni x z Q. Pokud pak
budeme uvazovat piipad N skoku v libovolném case je

Q:{tl,tg,...,tNE(to,t]Zt1<t2<...<tN},

a tedy pravdépodobnost takové situace, kdy nds nezajimad, kdy ke zméné naméirené hodnoty
doslo, se rovna

) -0 sin — N
() = 1 +X(to)29§v(!to) P (to) [é ((t ) — (292(; to)))] o

cexp |5 (¢ 1) - L)

Pokud pujdeme jesté dédle a budeme se ptat, jakd je pravdépodobnost, Zze do ¢asu t
k sudému (1) poctu preskoku z jednoho stavu do druhého nebo naopak k lichému (Q2_)
poctu pieskoku, tak dostaneme po pieséitani rad

P(te) L T exp [—% ((t —to) — %)]

@ (Q,) = LX) (’52(“) 5 , (5.2.12)
(o) < LX) 7l =0 e (e - ) | R

tyto pravdépodobnosti ndm pak poslouzi déale pro vyhodnocovani vyznamu disipovaného
tepla. Pfi vyhodnocovani disipovaného tepla zacneme od mista, kde jsme skoncili. Rezim
toho co méiime zachovame stejny jako v predeslém piikladé a jako prvni situaci budeme
zkoumat piipad, kdy méfime po dobu t — 2y = 7. Zvoleni takto specifického ¢asového tiseku
nam zaruci, ze posledni méfeni je opét v energetické bazi. Pokud se pak budeme ptat, jaka
je stifedni disipované teplo systému, budeme se zajimat o zménu stfedni energie systému.
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V nejjednodussim piipadé, kdy nas nebudou zajimat vysledky zjisténé méfenim v prubéhu
casového intervalu, pak pocatec¢ni stfedni energie odpovida

(BY, = 1+ x (to) ‘i(to) : ﬁ(to)E1 L 1= x(to) i(to) : ﬁ(tO)Eg,
a koncovou stiedni energii spoc¢teme tak, ze si uvédomime, ze pokud vezmeme situace, kdy
nedoslo k zadnému, ¢i sudému poctu pieskoku z jedné hladiny na druhou, tak systém se
nachdzi v opaéném energetickém stavu nez v situaci po prvnim zmétreni, naopak, pokud doslo
k sudému poctu preskoktl mezi hladinami, energeticky stav se ndm zachova. Zde tedy najdeme
uplatnéni vzorcu (5.2.12) a (5.2.13). Koncova stiedni hodnota tedy je

T A

1—e 26 1+e 20

- - Ey) ———
9 +pt0( 2) 2

TA

1+e 5 1—e %

<E>t = |Pto (El) Ei+ Pto (El) B + Dt (EQ) 9 Es,

kde jsme pouzili oznaceni py, (E1) jako oznaceni pravdépodobnosti naméfeni energie E; v po-
¢atecnim stavu, a tedy stfedni disipované teplo v tomto piipadé muzeme zavést jako

1+e_72%

(@) = <E>t - <E>t0 = (pto (E1) — pry (E2)) TAEa (5.2.14)

coz muzeme také chépat jako stfedni disipované teplo stiedované pies trajektorie méreni, kdy
mame specifikované, co méfime, ale nezajima nas vysledek toho co namérime. Pokud bychom
pfidali dalsf interval méfeni 7, tak by se role trajektorif se sudym a lichym poctem pteskokii
obraci vzhledem k zachovani ¢i zméné energetického stavu, a z tohoto duvodu se pak krom
exponentu v exponencidle zméni i znaménko pied ni.

Cim se vsak celd situace znaéné zkomplikuje, je pokud bychom chtéli prifadit disipované
teplo jednotlivym vysledkiim méfeni a vysledné stiedni disipované teplo pak interpretovat jako
stfedevani disipovaného tepla pies vSechny mozné vysledky méfeni. Intuice nam naznacuje,
ze v pripadé méfeni po dobu takového intervalu, kdy na konci opét méiime v energetické
bézi, sta¢i zvazit pocet zmén stavu a jaky stav byl na zac¢atku a prifadit mu jednu z vah
—AFE,0,AFE, podle pfislusné situace. Po pres¢itani pak dostaneme shodny vysledek s ptred-
chozim piipadem. Jak jsme jiz v diskutovali u rovnice (5.2.11), nabizela se tam otézka, zda-li
neni mozné priradit disipované teplo dané trajektorii pouze pohledem na poméry rychlosti
prechodu. Zde jsme ukazali, ze kliCovou roli v naSem piipadé hraje spiSe pocet skoku a doba
casového vyvoje, nez rychlosti pfechodu jez jsou v obou smérech stejné.

Dalsi otazka pak zni, jak pristupovat k problému, kdy na konci nekonéime v energetické
bézi, ale provedeme do ni dodateéné méreni. Pro tuto situaci je vhodné spocist obdobu zmény
stfedni energie v ptipadé, kdy nas nezajima, co jsme naméfili cestou. V takovém piipadé jsou
jednotlivé pravdépodobnosti rovny

1+exp{ %(t—t _sm29t to) ﬂl—l—cos o(t—t
P (E (to) = Ev, E (t) = E1) = piy (E) o)) |
1—eXp[ %(t—t _sm29t to) >:|1_COS t_t
+pto(El 0)),
1+exp{ %(t—t —Sm%)t o) ﬂl—cos o(t—1
P(E (to) = Er, E(t) = E2) = pi, (E1) 0))+
A 29tt
1—exp[ §<t_t — Safrt)) ﬂl—l—cos t—to))

+pt0 (El 9
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_ sin( 29t to

A
1+eXP[ 2 1+ cos (6 t—to))

P(E (to) = B2, E (t) = E2) = pt, (Ea)

1 —exp

+ pto (EZ

_ sin( 29t to

P(E (to) = B2, E (t) = E1) = py, (Ea)

sin( 29 t to

1 —exp t—to) —

(Sl )
- %<H ) — Sn200—to) )}1_cos 0t~ t0)
Liew |- %(t—t )|

Rl )

A
2 14 cos (0 (t —tp))

+ Dt (E2)

coz dava stejnym postupem jako v predchozim pripadé stfedni disipované teplo

Q=1

2
coz je primym zobecnénim vztahu (5.2.14). Snadno se pak derivaci podle celkové doby méfeni
presvédcéime, ze stfedni disipované teplo nabyva lokalnich extrému za jedné z téchto podminek

sin (0 (t — tp)) =0,

20

Xv

kde piipad 6 (t —ty) = 7 se jevi jako globdlni maximum. Dalsim snadno odpozorovatelnym
faktem je, ze stfedni disipované teplo jde v limité nekoneéného spojitého méreni k

1

@ =3

Timto vypoctem jsme dokézali, ze pokud neskonéim v energetické bazi, nic se nedéje a opét
muzeme ohodnotit jednotlivé trajektorie jako AFE,0,—AFE, s tim, Ze musime zohlednit kon-
covy stav trajektorie, respektive, abychom byli pifesngjsi, ndhlé zméreni na konci do energe-
tického nema vliv na stfedni teplo. P¥i ohodnocovani jednotlivych trajektorii disipovanym
teplem pak muzeme postupovat stejné jako v predeslém piipadé, jen musime zohlednit skok
do energetické baze ve znaménku celého prispévku. Tj. pokud zdvérecny skok je o thel vice
nez 3, otdcime znaménko, a v pifpadé skoku o 5 nenf pak disipované teplo zavislé na poctu
skoku mezi stavy, ale zavisi pouze na koncovém a poc¢atetnim stavu. Podobné argumenty pak
jde pouzit i v piipadé, ze protokol méreni se méni spojité v case s pfipadnym doméfenim na
konci do energetické baze.

Jak jsme pred chvili ukazali, pfi ohodnocovéani jednotlivych skoku, kdy v prubéhu méfeni
doslo ke zméné baze toho, co méiim skokem do baze kolmé, dostavame ponékud patologickou
situaci, v podobé toho, ze systém zapomél na svoji historii az do této doby a chova se jako by
byl na zac¢dtku v nekoneéné teplotnim stavu. Disledkem takového chovani pak je, ze ztracime
aditivni vlastnost pro ndmi zvoleny zpusob pfitazovani tepla jednotlivym trajektoriim. Tj.
neplati v obecném piipadé

sin (260 (t —tg)) = —

(pty (E1) — piy (E2)) AE.

Qt07t2 [W] = Qto,tl [w] + Qt1,t2 [w] .

Toto ndm naznacuje, ze ani druhy nami zvoleny zpusob neni vhodny pro popis veli¢in zavi-
sejicich na trajektoriich, jako jsou teplo a prace. Problém, ktery se zde vyskytuje, a ktery se
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nevyskytuje v klasickém piipadé, je pravé zpusoben povahou kvantového méfeni. Tedy for-
mulace tepla a préace jako veli¢iny zdvisejici na trajektorii je i nadale otevienym problémem
a nelze postupovat analogicky s klasickou formulaci.

5.2.3 Priklad: Disipace

Nejprve zkusime zkonstruovat model komplementarni k pfedchozimu piipadu a odpovidajici
¢isté disipaci. Cistou disipaci rozumime relaxaci do jednoho z energetickych stavii, bez ohledu
na na off-diagondlni elementy matice hustoty. Pro tento rezim odpovidd matice ¢asového
vyvoje (opét bez ¢asti odpovidajici hamiltonidnu)

C =

o O O

0
0
0

> O O

kde A > 0 a vektor hustoty, ke kterému konverguje

Poo = (07 0, Poo (El) — Poo (E2)) ’

kde poo (E) znaéi pravdépodobnost vyskytu systému v energetickém stavu E v piipadé, ze
systém je ve stacionarnim stavu.

Ackoliv, se zda tento priklad dobfe zadefinovany, je bohuzel nefyzikalni, problémem je
podminka na to, aby rychlosti pfechodu vystupujici v dekoherenénim funkciondlu (5.2.8) byly
vzdy kladné. Plati totiz

&G C (&= poo) = Aws (w3 — Poo (B1) + Poo (E2))

kde méme moznost volby ws. Staci zvolit w3 < peo (F1) — Peo (F2) a dosteneme rychlost
prechodu zapornou. To ukazuje, ze tato naivni konstrukce neni konzistentni.

Resenim predeslého problému, je opustit tuto naivni volbu a pridat k disipaci i dekoherenci.
Vezméme proto dynamiku fizenou matici

A —%AE 0
1
0 0 A

se staciondrn{ distribuci

oo = (07 0,,020) = (0707]900 (El) — Poo (Eg)) .
Nejprve se podivejme na to, co jsme piredeslému modelu vytykali, tj. na rychlosti pfechodu

50 @ poe) =5 (5@ o) + () ).

coz po rozepsani dava
A
2

w.c-(w—poo)=5(1+(w3)2_2w3pgo) =

: (=) 1= ()7

coz je vzdy nezaporné s minimem & = fo.
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Nyni opét provedeme rozbor dané konfigurace a pokusime se ziskat korelacni matici vy-
stupujici ve tvaru Lindbladtovych generatoru (5.1.12). Jako prvni opét uréime podle (5.1.16)
vektor

7= (0,0, =X (Pso (E1) — Poo (E2))) -

Z ného pak s pomoci rovnice (5.1.13) uréime antisymetrickou ¢ast korela¢ni matice

2 (vfs — 1) = 4y =%,

zbylé ¢leny anitisymetrické ¢ésti jsou nulové. Déle pak podle rovnice (5.2.9) dopoé¢itame sy-
metrickou ¢ast a celd korelaéni matice pak nabyvé tvaru

| 1y —2 X (pso (E1) — poo (E2)) 0
y={ A (P (B1) — poc () i 0
0 0 0

Abych mohli lépe zrekonstruovat tvar interakce, tak budeme pro zacatek piedpokladat, ze
v interakeci vystupuji kreaénf a anihilaéni operdtory na dvouhladinovém systému®. Tj.

0 0
N S
Al_a_<1 0)’
0 1
Ag—a—<00>

Pak vzhledem k obecnému tvaru korelaéni matice (5.2.1) ziskdme vztahy

Y11 (AE) + 722 (FAE) = A,
Y11 (AE) = y22 (—AE) = =X (poo (B1) — Poo (E2))

coz po drobné tpravé dava

Y11 (AE) = Apeo (E2)
Y22 (—AE) = )\poo (El) .

Jak je patrné z konstrukce, v interakénim hamiltonidnu mezi rezervoirem a systémem, mame
¢leny typu
Hy = VX (afb+a b)),

kde v/ je sila interakce, a a a jsou kreac¢ni a anihilaéni operatory na hilbertové prostoru
odpovidajici systému a b s b jsou kreaéni a anihilaéni operdtory na termodynamické lazni.
Tento tvar disipace s dekoherenci mé také tu vyhodu, zZe interakéni hamitlonidn mezi systé-
mem a ldzni mé tvar fermion-fermionové/bosonové interakce, bez dalsich ¢lent. Pro méfeni
v energetické bazi, vzhledem k tomu, Ze dekoherence do téchto ¢lenu nepfispivd méa stejné
vysledky jako ¢ista disipace.

5V tomto pFipadé se jednd o systém s fermionovou charakteristikou, nebot’ plati {aT7 a } = 1. D4 se snadno
ukézat, ze neexistuje takova volba matic 2x2, kterd by zajistila, Zze se bude jednat o systém s bosonovou
charakteristikou
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Zbyvé tedy urcit posledni sadu parametru tak, aby platilo (opét na zdkladé rovnice (5.2.1)
a porovnanim s korela¢ni matici)

S s (0) (afy — )" (o — ay) = -2,
a.f

kde je vhodné si vSimnout, ze i v pfipadé, ze budeme uvazovat interakci zprostiedkovanou
vazbou skrze jeden stupen volnosti, je zde nadbytek volnych konstant viz

733 (0) |aty — a§’2|2 = -\
Vhodna volba pak je
v33 (0) = —1,
aty = VA
ady = —5VA

Timto bysme méli probrdano jaky typ interakce dané chovani muze zpusobit. Vysledny tvar
disipatoru pak bude

ri=mema[ (3 )04 3)H( ) o))
e [(8 )2 )44 ) )

po rozepsani do slozek pak mame

¥ Poo (E2) p11 — Poo (E1) p22 1p19 )
D ==\ 2
2 ( 3P21 Poo (E1) p22 — Poo (E2) p11

a snadno se dovtipime, ze dudlni generator ¢asového vyvoje ma tvar

Poo (E2) (X11 — Xa22) 3 X1 >

D [X] =—A < %Xgl Poo (El) (X22 - Xu1)

Nyni se proto budeme vénovat dalsim aspektum této situace.
Opét je snadné nahlédnout, ze pro staciondrni stav plati

D* [Xp] = D[X] p.
A tedy snadno muzeme spocist
Tr [XTD Y] P} = — Aoo (E1) Do (E2) (Y11 — Ya2) (X7 — X39)
A . .
= 5 (Y12X35p0c (B2) + Ya1.X5,p0 (E1))

kde ve specidlnim piipadé dostaneme

Tr [P (E1) D[P (E2)] p] = Apoo (E1) poo (E2)
Tr [P (E2) D[P (E1)] p] = A\poo (E1) poo (E2) -
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Kde vidime, ze samotné rychlosti prechodu jsou

k(Ey, E2) = Apso (Eo)
k(Eq, E1) = Apso (E1)

které pak davaji detailni rovnovdhu ve tvaru

k(E1, Er)  poo (E2)
k(B2 E1)  peo(E1)

Dalsi véc na kterou se budeme sousti"edit je dekoherencéni funkcionél Zde nejprve za-

VVVVVV

v energetické bazi, tj. v nasi notaci
V' >0: &(t) | Goo.

V tomto rezimu spoc¢teme nejprve pravdépodobnost, Ze systém zustane na urcité energetické
hladiné.

o S o 1 1~z
P (W) = 1Poell + XPoe - P [__(t_t ) xlipell > *oo] _
27l 2 | Aol
Pro specidlni ptipad staciondrniho stavu p = p pak mame
1+ 1— 1— 1+
2 ) =[Sm0+ L ) e [a - (55 B0 + 20|

Pokud budeme sledovat prevdépodobnostni miru trajektorii, ve kterych dochézi ke skokum
z jedné energetické hladiny na druhou, dostaneme

D,@(w) |’pOOH+X ZL/O poo ,0 Hd )\|: ( ) (E1)+ 1+X(82)poo(E2):| %

2l AL 2
tfin
1—vy(s 1+ x(s
X exp —)\/ds <%poo (El)‘i‘%poo (E2)> )
to

coz odpovidé fezimu chovani zndmého z klasické mechaniky. Pokud vezmeme stejnou situaci
z pohledu ¢asové inverze, tak podle vztahu (5.2.11) dostaneme

)

DP (w) _ upoou+xto )P 7 H”“pm(EH”X(S)pm(E)
1+X(s

kde v obecnéjsim piipadé by zde byl pomér rychlosti pfechodu typu & - C - (J — poo)-

Vidime, ze tento piiklad m& fadu aspektu klasickych. Kvantové projevy pak opét jako
v predeslém piipadé najdeme v pfipadé mefeni do baze, kterd neni energetickou. Opét se
omezime na speciadlni piipad, kdy pomalu konstantni rychlosti pfechdzim z jedné baze do
dalsi, tj. pro protokol méreni plati

V' >to: F(t') = (sin (0 (¢ —t0)),0,cos (6 (¢ —t0))).
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Dale pak spoc¢teme miru na trajektoriich, kterd ma v tomto konkrétnim piipadé tvar
~ A 2 3
DZ (x; @) = |dty 1 (1 + cos” (0 (t1 — to)) — 2x (t1) cos (0 (t1 — tp)) poo) X

X |:dt2 % (14 cos? (0 (ta — to)) — 2x (t2) cos (6 (t2 — to)) pio)} X

X [dtN % (14 cos® (0 (tn — to)) — 2x (t3) cos (0 (tn — to)) ,0‘20)] X

y 1+X(to)<2(lﬁo)'ﬁ(ltO)><

X exp _% /dt’ (1+cos? (6 (t' —to)) —2x (1) cos (6 (t' —t0)) P3) | »

to

Dosazenim takto charakterizované miry do symetrie (5.2.11), explicitniho tvaru p2, dostaneme

2 (x:P) _ 11 1+ cos? (0 (t1 — to)) — 2x (t1) cos (6 (t — ) (Poo (E1) — Poo (E2))
P (@) L L4cos?(0(t—to)) +2x (1) cos (0 (t — o)) (Poo (E1) — Poo (E2))

z cehoz je patrné, ze k relaxaci nedochazi pokud méiime do baze kolmé k energetické a naopak
dochézi k ni nejrychleji v energetické bazi. Opét tedy dostavame netrividlni vysledky, které
nejsou v klasickém rezimu mozné. Ukazuje se, ze to méfenim v prubéhu ¢asového muzeme
regulovat dynamiku, coz je prvek oproti klasické fyzice novy.

Na piikladech jsme ukéazali, ze pochopeni vlivu méfeni v kvantové mechanice na oteviené
systémy je klicové pro mozné formulovani fluktua¢nich symetrii a pojmu typu préce a teplo,
které v klasické fyzice zaviseji na trajektoriich. Tedy, konzistenéni definice téchto veli¢in (nejen
jejich stfednich hodnot, ale i jejich fluktuaci), zustdva otevienym problémem. V této préci
jsme se nezabyvali systémy, které jsou v kontaktu s vice rezervoary, ackoliv je to v principu
mozné, nebot’ v Blochové reprezentaci je pridani dalsiho rezervoaru ekvivalentni pri¢teni
dalgich ¢lenti k matici casového vyvoje C a ekvivalentnimu upraveni vektoru hustoty pee-
Studium téchto modeli, stejné jako modelu s vyssim spinem, pro néz detailni rovnovaha neni
ekvivalentni podmince stacionarity, by pak umoznilo analyzovat fyzikalné relevantni systémy
popisujici kvantovy transport.
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Kapitola 6
Zaveér

V této préci jsme studovali nékteré modely otevienych kvantovych systému z hlediska jejich
chovani vuédi ¢asové inverzi. Nalezli jsme symetrii dekoherenéniho funkciondlu jako dusledek
obecné formulace detailni rovnovahy pro jistou tiidu trajektorii. Tato symetrie je kvanto-
vym zobecnénim invariance klasické drahové miry pro rovnovazné procesy. Jistou nevyhodou
je, ze jeji platnost je velmi omezend. Tato omezeni jsme se pokusili ¢asteéné odstranit stu-
diem jednoduchych modeld, kde jsme s vyhodou vyuzili Blochovu vektorovou reprezentaci
spinovych systému. Ukézalo se, Ze na rozdil od klasické situace, mira naruseni ¢asové inverze
u kvantovych otevienych systému, nemusi byt v bezprostiedni relaci k piimo méfitelnym
termodynamickym veli¢cindm jako je zména entropie, priace nebo tepla. Podstatnou roli zde
hraje ryze kvantovy proces méfeni. Tato prace odkryva i nékolik otevienych problému:

1. Zatimco tato prace diskutovala vyhradné dynamiku systému v termodynamické rovno-
véze s jednim rezervoarem a relaxaci do této rovnovahy, zajimavéjsim pripadem je inter-
akce systému s vétsim poctem rezervoaru mimo termodynamickou rovnovahu (kvantovy
transport). Tyto procesy také umoznuji diskutovat platnost fluktuaénich relaci ve sta-
cionarnim rezimu.

2. Zbyva taktéz provést detailnéjsi rozbor off-diagonalnich komponent dekoheren¢niho
funkciondlu pro modely studované v kapitole 5. Tento problém je relevantni, protoze
kompletni dekoherenéni funkcional obsahuje informaci o volném vyvoji systému a o
kvantové koherenci mezi jednotlivymi trajektoriemi.

3. Otevienym problémem také zustdva porozumeéni vztahu mezi pfistupem studovanym
v této praci a dalsimi pifstupy jako je metoda tiplné transportni statistiky [FNBT08]
nebo metoda kvantovych subansamblu (viz [ANO04]).

Prestoze se tedy v této praci nepodafilo dojit k definitivnim zévértum, podafilo se ¢astecné
identifikovat kritickd mista branici formulaci fluktuacnich relaci ve stejné obecnosti, jako je
tomu pro klasické oteviené systémy.
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Dodatky
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Dodatek A

Dukaz vztahu mezi Gibbsovou
a Shannonovou entropii

Chceme dokéazat, ze Shannonova entropie, za daného rozdéleni na makrostavech ji nabyva
extrému, pravé tehdy kdyz je rovna Gibbsové entropii. Tedy forméalné, chceme dokazat vztah
(2.2.7) ve tvaru
Se ()= sup S()
viplv]=p
Dukaz se nese v duchu hledani extrému s pouzitim Lagrangeovych multiplikdtora. Hleddme
extrém Shannonovy entropie s vazbou

Vm: v(Qy,)=ia(m), (A.1)
kterou déle prepiseme do podoby integralu pres konfiguracéni prostor nasledujicim zpusobem
N dv
vm: j(m)— [ dp(x) P () xm (x) =0,

Q

kde x,, je charakteristickd funkce mnoziny €2,,,. Variace vazby pak odpovida

5 !ﬂ (m) - / dp () j—p () Xm <x>] — { / 40 (@) T (2) 4
Q Q

Obdobné pak variace Shannonovy entropie (2.2.3) odpovida

0S(v) = =96 |:/ dv (x) lnj—: (:p)]



Slozenim pak dostdvame podminku na extrém v podobé
dv dv dv
- L@ mE@+1 == an @) xm (),
Jao@ 5| L] @ [n L@+ 1] == San [ap@) 0| L) @) @
Q m Q
coz vyjadiime jako

/dp () 0 [j—;] (x) [ln j—; () +1-— zm: AmXm (x)] =0.

Q

Dale pak jiz stac¢i fesit rovnici
Ve e Q: ln—y(az)—l—l—E A (x) =0
. ] me I

kde feSeni se nam nabizi ve tvaru

dv

. _ Am—1
Vo e : d—p(:ﬂ)—;xm(x)e .

Dosazenim do rovnic vazby (A.1) pak dostavame podminku na koeficienty A, ve tvaru

Am—1

Zpétnym dosazenim do vysledku pak shleddvame extrém pro piipad v = & x p dle defi-
nice (2.2.2) a tedy Gibbsova entropie maximalizuje entropii Shannonovu v pfipadé znamého
rozlozeni pravdépodobnosti na makrostavech.
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Dodatek B

Vlastnosti antilinearnich operator.
Casova inverze.

Tento dodatek je rozsitenim dodatku Antilinedrni operdtory v knize [For04] se zaméfenim
na operator ¢asové inverze T. Antilinedrni operator T je takovy, jez pro kazdé X, Y a kazdé
a,b € C splnuje

T(@X +0bY)=a"T(X)+b"T(Y),

kde a* znaci komplexné sdruzené a. Pro takto zavedeny antilinedrni operator pak plati nasle-
dujici sada rovnic

T¢) =T|¢) = mZ (Bltbn) TS0 9m) (B.1)
(€ITe) = mZn’<§rwm> (plpn) TAR, (B.2)
(T8l = 2 ) Gl (752)". (B.3)
<¢\Tx>’= <X\TT¢> = <TT<P’X>*7 (B.4)

kde prvni rovnice vyjadiuje definici maticovych elementu, druhd a tfeti pak reprezentuji
skalarni soucin zleva a zprava a posledni pak vzejde z porovnani predeslych dvou. Tyto vztahy
plati obecné pro antilinearni operator. Pro ¢asovou inverzi T, ktera je antiunitarni pak plati
jesté vztahy

TIT = 1,
T? = 4I,

kde prvni je vySe zminénd antiunitarita a druhy je pak specificky konkrétné pro operator
casové inverze, z kterého pak piimo plyne

TF = £T. (B.5)

Nyni odvodime dal§i uziteény vztah, ktery se tyka hermitovského sdruzeni a casové in-

7



verze. Méjme

i

(vtar)" = (il o] ) )
= 3w (Wl ([T AT )

s vyuzitim vztahu (B.4) pak dostzivém’e

(T1AT)" = 3 ) (bl (Tl AT

Déle piejdeme od béze |¢y,) k bazi |x,) = |Tvy,), coz jde prave diky tomu, ze T je antiunitdrni,
spolu s vyuzitim definice (B.1) pak dostaneme

(3r) = 5[t} a4 ) (o

= ZTTAT |Xm> <TTXm‘

Posledni rovnici pak doplnime o jednotku na konci a pouzijeme (B.3)

(TTAT)T = Z T' Al |Xm) <TTXm|Xn> (Xnl

m,n
*

= > TAT ) (xalxa) (xslxm) (TT)ab (xnl

m,n,a,b
= > THAT |x.n) (TT) nm (Xnl

m,n
Ve vysledku pak po pouziti definice (B.1) dostdvame
T
(TT AT) = TTATT. (B.6)
Nakonec se budeme vénovat chovéni stopy s ¢asovou inverzi, opét s vyuzitim vztahu (B.4)

Te [174T]) = 3 (|17 AT| 6, )

= 3 (Tt ATY,)

n

= > (AT,|Ten)

n

= > (Tu,

AT( szn>,

coz ve vysledku pak vede k
Tr [ThaT| = T [4f]. (B.7)
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Dodatek C

Strukturni koeficienty

C.1 Seznam strukturnich koeficientu

C.1.1 Spin } tj. N =2

Generatory grupy jsou Pauliho matice

0 1 0 —i

Fl_(l o>’ F2_<z' 0 >
Symetrické strukturni koeficienty jsou pak nulové
dijk =0.

A antisymetrické jsou rovny Levi-Civita symbolu tj.

fijk =
Ji2s = fa12 = foz1 =
Jiz2 = fa13= fs1 =
fjinak =
C.1.2 Spinltj. N=3
Generatory jsou Gel-Manovy matice
010 0 —i 0
= 1 0 01, Fy = t 0 0
0 00 0 0 O
0 0 1 0 0 —2
F4 - 0 00 N F5 = 0 0 0
1 0 0 t 0 0
0 0 O 1 1 0 0
Fr=100 —i |, Fg=—| 0 1 0
0 2 O V3 0 0 -2
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1
-1
0
1
) F3_ 0
0
)’ F6<

o O O
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Strukturni koeficienty jsou pak (neuvadime symetrické partnery a nulové koeficinty)

fi23 =1,
V3
fass = fers = =
1
f1a7r = fies = faa6 = fos57 = f345 = far6 = 3
3
dggg = —5
1
daar = dzee = dzr7 = 5
V3
di18 = daog = d338 = 5
V3
dysg = ds58 = deeg = dr7g = — %

di46 = di57 = doasg = d344 = d3s55 =

DO | =

C.2 Struktura matice M

Je zde rozvedena analyza struktury matice M z (5.1.14) studiem strukturnich koeficientt
(repsektive jejich souc¢inu). Matice M je definovand jako

Mnk = Z’Y@? (dikmfmjn - djkmfmin) .
igm
Cilem je rozdélit matici na symetrickou a antisymetrickou ¢ast a pokusit se ziskat maximum
informaci o téchto ¢astech.
Zacneme symetrickou ¢ésti. Vyjdeme z toho, ze soucin koeficientl djy, frim se da zapsat
jako
1 1 1
dijk frim = §dz’jkfklnTr F.F,, = _ZdijkTr ([F, [ F) = ng (HE, Fi}y, ] F)

dosadime za souéin strukturnich koeficientu a pocitame (sumaci ptes dvojici stejnych indexu
implicitné predpokldddme)

dzkmfmyn_d]kmfmm = é[TI" ([{EaFk}vFJ] Fn) —Tr ([{FJ’Fk}’E] Fn)]
— &0 (PR} F) - {F. B}, F) F)
1

= gTr (([FiFy, Fj] + [Fp By, Fy] — [FF, Fy] — [FyFy, Fi]) Fp)

- %Tr ([Fs, Fj] {Fi, Fn}) + éTr (({[Fx, F}, Fi} — {[Fx, Fi], F}}) F)

= 2fijmdmkn - dmmfm]k + djnmfmzk
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Dosazenim do definice matice M pak mame

Mnk =2 Z szjxfzgmdmnk - Mkrw

iym
tj. symetricka ¢ast matice M je pak
My, + M,
# = Fiimdmn-
igm
Vsimnéme si podobnosti s vektorem ¢ a dostavame pak symbolicky M, = N(Z\é_l) Umdmnk+

Ak, kde A, je antisymetrickd matice, kterou specifikujeme vzapéti.
Prvnim krokem k ziskdni antisymetrické ¢dsti je rozepsani strukturnich koeficientii opét
pod stopou do souctu ¢tvefic s tim, ze jiz odecteme symetrickou ¢ést

dikmfmjn - djkmfmzn - fzymdmnk = %TI‘ (([{—Fu Fk} 7F1]] - [{F]a Fk} ) E] - {[E:F}] 7Fk}) Fn)

1
= Eﬁ ((FFpFj — FiFyF;) Fy)

1
Vsimnéme si, ze posledni vztah poukazuje na antisymetrii vic¢i zaméné k a n, kdezto piredpo-
sledni je idealni pro pozorovani antisymetrie v ¢ a j. Vyjdeme z posledniho vztahu a jdeme
upravovat dale

1 1
o (B FpFj By — FiFLFiFy) = o ([F3, Fy] FiFo + [Fy, F] Fi )

_ SLT ([Fs R {Fj, Fu} + [Fy, ) {Fi, Fi})

= fikmdmjn + fjnmdmzk
Srovnanim pocatetniho a koncového tvaru pak dostavame
fikmdmjn = _djkmfmin - fzymdmnk (Cl)

Vysledek dosadime do definice matice M a jesté jednou na zavér upravime.

IN(N —1

iym
Tento tvar matice implikuje vazbu

Vk: Y Mijfir =0. (C.3)
]

Pro prvni ¢len je vazba splnéna automaticky, pro druhy vyuzijeme vysledku [MNGS83]. Plat{
totiz

Z (fikmdmjn - fznmdmjk) fnkp ~ dijp

kmn
a vzhledem k tomu, ze dany vyraz je Uzen pies vyraz antisymetricky v ¢ a j, pak vysledek
musi nutné byt 0.
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