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Téma prace sc tykd moderni teoric mnozin a zabyva se zkoumanim slué¢itelnosti globalnich
kardinalnich funkci popisujicich mohutnosti potence regularnich kardinali a zachovavanim
velkyceh kardinalnich éisel.

Aktuélnost problematiky ukdZeme trochu vice v historickém kontextu. Kratce po rozsifeni
Cantorovy naivni teorie imnozin vznikly pojmy jako nedosazitelny a slabé nedosazitelny kar-
dindl. Paul Mahlo tiidi nedosazitelnad kardinalni ¢isla - vznikd pojem Mahlova kardindlu
[P, Mahlo, 1911]. MoZnost rozsifit Lebesgucovu miru na viechny podmnoziny redluych ¢isel
za soudasné platnosti axiomu vybéru vede k redlné mdéfitelnéimu kardindlu a pfirozena otazka
po o-aditivni dvouhodnotové mife vede k méfitelnému kardinalu.

Pieneseni vlastnosti systéma mnozin, kde hraje dilezitou roli koneénost na analogickou
situaci, kde koneénost (< w) je nahrazena mensi mohutnosti ucz x (< #) vede k pojmu
slabé kompaktniho kardindlu a zobeenéni Ramseyovy véty na n — ()3 a dale pokud kazdy
# centrovany systém na libovolné mmnoziné mi rozsifeni do s-tipluc¢ho ultrafiltru dostavame
silné kompaktni kardinal. Zasluhu na intenzivnim zkoumdni velkych kardindlnich ¢isel ajejich
hierarchie méa Alfred Tarski a jeho Skola. Koncem 50. let minulého stoleti je publikovana
fundamentilni prace A. Tarského a R. Vaughta o clementarnich podstrukturdch. Na pocatku
60. let tuto metodu D. Scott aplikuje na velké kardinaly a ukazuje, Ze existence meéfitelncho
kardinalu je nesluéitelnd s Godelovym axiomem V' — L a to v dobé, kdy jesté neni znamo
zda V = L neni odvoditelné z axioma teorie mnozin, Tento vysledek a shoda dalsich udalosti
jeste dnes v nékterych lidech vzbuzuje nedivéru v existenci metitelného kardinalu.

Scottova metoda piinadi na svétlo clementdrni vnofeni j : V. — A universalni tiidy do
vnitiniho tranzitivnibo modelu M s nejmendim ordindlnim éislem &, pro ktery j(x) > &,
tzv. kriticky bod zobrazeni j. Existence takového elementarniho vnofeni je ckvivalentni s
existenei méritelného kardinalu.

Na vlastnosti zobrazeni j a t¥idy A sc kladou dalsi silungjdi pozadavky, definuji se tak
hypermdéfitelny kardindl, snperkompaktni kardinal atd, ale tyto poZadavky maji svou mez, a
to Kunenovu bariéru. V ZFC neexistuje elementarni vuofeni j : V- — V' s kritickym bodem.
Kardinaly, které jsou spjaty s existenci takovych vnofeni se nazyvaji opravdu velké, ostatnim
se nékdy fika malé velké kardinaly.

V 60. letech nastal bouflivy rozvoj teorie mnozin, P. Cohen v roce 1963 publikuje svoji
metodu forcingu, ukazuje konzistenci ze kontinuum miize byt libovolné veliké a tim také
pochopiteln¢ prokazuje konzistenci V' # L.



Nyni je snadné sestrojit model, kde pro dané » je 2% libovolné veliké. Ale jak porusit
hypotézu kontinna globalné? Jak to udélat pro vsechny regularni kardinalni ¢éisla ukazuje
W. Easton v své disertaci v roce 1970.

Eastonovou funkei se rozumi zobrazeni F definované na regularnich kardinalech s hod-
notami v kardindlnich éislech, takové Ze:

(i) k<A — F(r) < F(N),
(i) » < cf(F(~)).

Easton konstuuje soucinovy typ tfidového forcingu, ktery rozsifuje univerzum V' s GCII do
generického modelu V[G), ktery zachovéva kofinality a realizuje Eastonovu funkei F.

V recenzované prici v éasti 2. jsou hlavni kroky Eastonovy konstrukce srozumitelndé
popséany i s dikazem stézejniho Lastonova lemmatu.

Méfitelné kardindly jsou regularni, v Eastonové rozsifeni ziistanon regularni, ale jejich
métitelnost je zavrazdéna.

Dlouho se nedafilo “naforsovat” poruseni hypotézy kontinua pro singuldrni silné limitni
kardinalni ¢isla. Ukézalo se zahy, Ze pro méfitelny kardindl », pokud plati hypotéza kontinua
pro skoro viechna nedosazitelnd éisla pod nim, plati i pro x. V roce 1972 Silver dokazuje tyz
vysledek i pro viechny singulary s nespocetnou kofinalitou. V roce 1975 R. Jensen a K. Devlin
v Marginaliich zavadéji Covering Lemma a ukazuji, Ze za jeho platnosti neni mozné 2% > «
pro ~ silud limitni se spocetnou kofinalitou. Z neplatnosti Covering Lemmatu plyne existence
clementarnihio vnoreni j : L — L s kritickym bodeni, neboli 0# a z 2% > k pro silné limitni
kardinal plyne existence vnitiniho modelu s meéfitelnym kardinalen.

Dnes se s velkymi kardinaly setkdavame v teorii mnoZin na kazdém kroku. Namatkou

uvedme:

o Deskriptivni teorie mnozin: Borelovskd determinovanost je dokazatelnd v ZFC, Analy-
ticks determinovanost plyne z existence méfitelného kardinalu (faksicky je ckvivalentui
s (Fa*)(Va Cw) ).

o Idealy na w: maximélni p-idedly na w nemusi existovat {(vhodny mnozinovy forcing
[S. Shelah]). Neexistence p-idedlu na w, ktery nema Baircovu vlastnost jakozto podm-
nozina Cantorova diskontinua implikuje konsistenei velkého kardinalu.

o Mnohé disledky PFA (Proper Forcing Axiom), kter¢ neplynou z MA w; ), napf. Kazdd
uplnd cee slabé distributivni Booleova algebra nese striktné positivni spojitou submiru.

o V teorii kategorii se stal popularni Vopénkiv princip. P. Vopénka jej formuloval s virou,
3¢ nckdo brzy dokaze jeho spornost. Nestalo se, a dnes je zasazen do hierarchie velkych

kardinala.

Pro¢ tak dlouhé extempore? Koluji tlusto-spisy, které uadajné dokazuji spornost mefitel-
ného kardinalu s teorii munozin. Nechténd k tomu piispél i R. Jensen, ktery v 70. letech nechal
chvili kolovat mylnon informaci, Ze to dokazal.

Svym mladsim kolegtumn v Praze fikdm, nemusite milovat problematiku velkych kardindld,
ale nemfzete ji ignorovat, nevite kdy mize vas problém s velkymi kardindly souviset. Nevette,



#e nékdo kdy prokéaze spornost méfitelného kardinlu se ZFC a hlavné neplytvejte sami ¢asem
pfi pokusech to ukazat.

Préce je rozdélena do 5-ti ¢asti. Jednostrankova ¢ast 1. lapidarné popisuje o Cem se v
praci pojednava.

Je-li ddna Eastonova funkce F' na regularnich kardinédlech, co musi F' spliovat, aby exis-
tovalo (tfidové) generické rozsifeni Vi,V univerza V' tak aby platilo:

(i) V4 zachové viechny kofinality, realizuje F' (to jiz udélal Easton) a zachoviva méfitelné
kardinaly (to je nové a nesnadné).

(ii) Generické rozsifeni V, zachovava viechny kardinély ve V, realizuje F' a globalné poru-
uje SCH (Singular Continuum Hypothesis).

V &sti 2. je kratce, ale srozumitelné pojednana Easton produkt-style iterace. Je pfipome-
nuta definice extenderu a hyperméfitelného kardinalu, kde misto {V,,} hierarchie je pouzita
{H,} hierarchie. Ctenaf se miize seznamit s liftingem elementarniho vnoreni na odpovidajici
mnozinova generickd rozsifeni.

Clast 3. ukazuje Ze piivodni Easton forcing nemiize pracovat pro cil (i), protoze vrazdi
méfitelnost kardinalt. Navic chceme-li porusit 28 = x* pro méfitelny kardinal musime téz
porusit hypotézu kontinua pro mnoho mensich nedosazitelnych kardinala.

Je zde podana obecna forma forcingu kombinujiciho reverzni Eastonovu iteraci se souci-
novym stylem a dokézano v 3.8 za ptedpokladu GCH, Ze takto definovany forcing zachova
viechny kofinality.

V &asti 4. se ¢tenal seznami se zobecnénym Sacksovym forcingem na nedosazitelném
kardinalu, tvofi jej specidlni perfektni stromy a odvozenym forcingem “side by side” ite-
raci a koneéné vyvrcholeni pfichazi ve vété 4.8 kde se forcingem zvedne 2" na A, pro s
A-hyperméfitelny kardinal.

V &sti 5. je jeden z hlavnich vysledkii prace. Pro Eastonovu funkei F' ve V' F GCH
existuje forcing zachovéavajici kofinality, realizujici F' a zachovéavajici méfitelnost pro “dobré”
kardinly viiéi F, t¥ida dobrych kardinélii se znaci A. Dikaz tohoto tvrzeni zabira 10 stran
textu.

V &sti 6. za stejnych predpokladii se dalsi iteraci zachovaji vSechna kardindlni ¢isla a
viechny kardinaly z A ziskaji spocetnou kofinalitu.

Zavérem, pan Honzik mé piijemné prekvapil hloubkou dosazenych vysledkli a peclivym
zpracovanim. Nasel jsem velmi mélo preklepi.

Otézka: Co se rozumi v préci non-trivial forcing? Znamena to bez atomi?

Nelibi se mi, ze v referencich u publikovanych praci nejsou uvedeny stranky. Pokud je to
nové zavadény trend, ostfe protestuji.

O kvalité prace nemam pochyb. Doporucuji na zdkladé této prace a splnéni da-
18ich nalezitosti udélit Mgr. R. Honzikovi titul Ph.D.




