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Tema prace so tyka inodcrni teoric muozin a zabyva se zkoumam'm sluuteluosti globalnich
kardinalnicll funkci popisujicich mohutnosti poteuce regularnich kardinalu a zachovavauim
velkych kardinalnicll cisel.

Aktualuost probleinatiky nkazeme trochu vice v historickem kontextu. Kratce po rozsifeui
Cantorovy naivni teorie nmoziu vzuikly pojiny jako nedosazitclny a slabe nedosazitclny kar-
dinal. Paul Mahlo tfidi nedosazitelna kardiualni cisla - vzuika pojcin Mahlova kardinalu
[P. Mahlo, 1911]. Moznost rozsffit Lcbc.sgucovu mini na vsechny podmuoziny realnych ciscl
za soucasne platnosti axiomu vyberu vede k realne meritelucmu kardinalu a pfirozcna otazka
po a-ad.itivni dvouhodnotove mire vcdc k mefitelnemu kardinalu.

Pfeneseni vltustnosti systemu mnozin, kde lirajc dulczitou roli kouecnost na analogickou
situaci, kdo konecnost (< uj) je nahrazcna meusi mohutnosti ncz K (< K,} vedo k pojinu
slabe kompaktniho kardinalu a zobccncni Ramscyovy vety ua A,- —*• (K}'* a dale pokud kazdy
K. ccntrovany system na libovome mnozine ma rozsifeui do /-,:-uplucho ultrafiltru dostavanu;
aihie kompaktni kardinal. Zfisliilm ua intonzivnim zkoumani velkych kardinalnicll cisel a jejich
hierarchic ma Alfred Tarski a jeho skola. Konccm 50. let minulcho stoloti je ])ublikovaiia
fimdanicntalni ])raco A. Tarskeho a. R. Vaughta o elementarnich pudstrukturach.Xa ])ocatku
60. let tuto nietodu D. Scott aplikuje ua velke kardinaly a ukazuje, ze existence mefitelneho
kardinalu je neslucitelna a Godelovym axiomem V — L a to v dobe, kdy jeste neni znaiuo
zda V = L neni odvoditelue z axiomu teorie mnozin. Tento vysledek a shoda dalsich udalosti
jeste dues v nckterych lidech vzbuzuje neduveru v existenci mefitelneho kardinalu.

Scottova metoda prindsi na svetlo elementarni vnofeui j : V —> M universalni tridy do
vnitfniho tranzitivniho modelu M .s nejnieusim ordinalnim cislem K, pro ktery J(K) > K,
tzv. kriticky bod zobrazeui j. Existence takoveho elementanuho vnofeni je ekvivalentui s
existenci mefitelneho kardinalu.

Na vlastuosti zobrazeni j a tfidy AI se kladou dalai silnejsi pozadavky, definuji se tak
hyperniefitelny kardinal, yiiperkompaktni kardinal atd, ale tyto pozadavky maji svou mez, a
to Kunenovu barieru. V ZFC ueexistuje elementarni vnofeui j : V —>• V s kritickym bodem.
Kardinaly, ktere jsou spjaty s existenci takovych vnofeui se uazyvaji opravdu velke, ostatiiim
se nekdy fika male velke kardinaly.

V GO. letech nastal bonflivy rozvoj teorie mnozin, P. Cohen v roce 1963 publikuje svoji
metodu forcingu, ukazujo konzisteuci ze kontiuuum muze byt libovoluc velike a tim take
pochopitelue prokazuje kouzistenci V / L.
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Nyni je snadne sestrojit model, kdc pro dane « je 2f; libovolne velike. Ale jak porusit
hypotezn kontinua globalne? Jak to udelat pro vsechny regularni kardinalni cisla ukazuje
W. East on v sve disertaci v roce 1970.

Eastonovou funkci se rozumi zobrazeni F definovane na regular nieh kardinalech s hod-
notaiui v kardinalnich cislech, takove ze:

(i) N- < A — F(K)

(ii) h-<c/(/'»).

Easton konstuuje soucinovy typ tfidoveho forcingu, ktery rozsifuje univorzuni V s GCII do
gcnerickeho modelu V'fG1], ktery /.achovava kofinality a rcalizujc Eiistonovu funkci F.

V rccenzovane praci v ciasti 2. jsou hlavni kroky Eastonovy konstrukce srozuniiteLm'
popyany i s dukazern stezejuiho Eastouova leinniatn.

Mefitelne kardinaly jsou rogularni, v Eaatonuve i-ozsifeni zustanou regulanii, ale jejich
mcfitelnost je zavrazdcua.

Dlouho yc uedafilo "naforsovat" poruseni hypotezy kontinua pro singulariii ailuc liiriitni
kardinalni cisla. Ukazalo Ke zahy, ze pro mcfitelny kardinal K, pokud plati hypotcza kontinua
pro skoro vsochna nodosazitelna cisla ]jod nini, plati i pro H. V roce 1972 Silver dokazuje tyz
vysledek i pro vscchny yingulary s nespocctnou kofinalitou. V roce 1975 R. Jensen a K. Devlin
v Marginaliich zavao'eji Covering Lemma a ukazuji, ze za jeho platnosti neni inozne 2K > K.
pro K silne l imitni se spocetnou kofinalitou. Z neplatnosti Covering Lennnatu plyne existence
clement arniho vnofeni j ' : L — > L s kritiekyin bodem, neboli 0^ a z 2K > K pro silne limitni
kardinal ])lyne existence vnitfniho modelu s inefitclnym kardinalern.

Dues se s velkynii kardinaly setkavame v teorii nmozin na ka,zdem krokn. Namatkou
uved'me:

o Dcskriptivni teoric nmozin: Borelovska determinovanost jc dokazatelna v ZFC. Analy-
ticka determinovanost plyne z existence mefitelneho kardinaln (fa,kticky je ekvivalentni
s (3n#)(Vn C^) }.

o Idealy na LJ: maximalni p-idealy na LJ nemusi exist ovat (vhodny mnozinovy forcing
[S. Shelah]). Neexistence /j-idcalu na u;, ktery nema Baiixwvu vla,stnost jakozto podm-
nozina Cantorova diskontinua impliknje konsistenci velkeho kardinalu.

o Mnoho dusledky PFA (Proper Forcing Axiom), ktere neplyiiou z MA(CJi ) , napf. Kazda
uplna rcc slabe distributivni Booleova algebra nese striktne positivni s])ojitou submiru.

o V tcorii katcgorii se stal popularni Vopenkuv princip. P. Vopenka jej fonnuloval s virou,
ze nekdo brzy dokaxe jeho spornost. Nestalo se, a dues jc z;usazen do hierarchie velkych
kardinalu.

Proe tak dlouhc extempore? Koluji tlusto-spisy, ktere udajne dokazuji s])ornost mefitel-
neho kardinalu s teorii nmozin. Nechtenc k tomn pfispel i R. Jensen, ktery v 70. letech neehal
chvili kolovat mylnou informaci, ze to dokazal.

Svym mladsim kolegum v Praze fikam, nemusitc milovat prol^leinatiku velkych kardinalu,
ale ncnmzete ji ignorovat, nevite kdy nmze vas problem s velkynii kardinaly souviset. Nevefte,



ze nekdo kdy prokaze spornost mefitelncho kardinalu se ZFC a hlavne neplytvejte sami casern
pfi pokuscch to ukazat.

Prace je rozdelena do 5-ti casti. Jednostrankova cast 1. lapidarne popisuje o cem se v
praci pojednava.

Je-li dana Eastonova funkce F na rcgularnich kardinalech, co musi F splnovat, aby exis-
tovalo (tfidove) genericke rozsifeni Vi, V2 univerza V tak aby platilo:

(i) l/i zachova vscchriy kofinality, realizujc F (to jiz udelal Easton) a zachovava mefitelne
kardinaly (to je nove a nesnadne).

(ii) Genericke rozsifeni V2 zachovava vsechny kardinaly vc V', realizuje F a globalne poru-
suje SCH (Singular Continuum Hypothesis).

V casti 2. je kratce, ale srozumitelne pojednana Easton produkt-style iterace. Je pfipome-
nuta definicc cxtendcru a hyp or mefitelncho kardinalu, kdc misto {V(X} hierarchic je pouzita
{^Q} hierarchic. Ctenaf se muze seznamit s liftingem elementarniho vnofeni na odpovidajici
mnozinova gencricka rozsifeni.

Cast 3. ukazuje ze puvodni Easton forcing nemuze pracovat pro cil (i), protoze vrazdi
mefitelnost kardinalu. Navic chcerne-li porusit 2" — K+ pro mefitelny kardinal musime tez
porusit hypotezu kontinua pro mnoho mensich nedosazitelnych kardinalu.

Je zde podana obecna forma forcingu kombinujiciho reverzni Eastonovu iteraci se souci-
novym stylem a dokazano v 3.8 za pfedpokladu GCH, ze takto defmovairy forcing zachova
vSechny kofinality.

V casti 4. se Ctenaf seznami se zobecnenym Sacksovym forcingem na nedosazitelnem
kardinalu, tvofi jej specialni perfektni stromy a odvozenym forcingem "side by side" ite-
raci a konecne vyvrcholeni pfichazi ve vetS 4.8 kde se forcingem zvedne 2K na A, pro K
A-hyper mefitelny kardinal.

V casti 5. je jeden z lilavnich vysledku prace. Pro Eastonovu funkci F ve V 1= GCH
oxistuje forcing zachovavajici kofinality, realizujici -F a zachovavajici mefitelnost pro "dobre"
kardinaly vuci F, tfida dobrych kardinalu se znaci A. Dukaz tohoto tvrzeni zabira 10 stran
textu.

V casti 6. za stejnych pfedpokladu se dalsi iteraci zachovaji vsechna kardinalni cisla a
vsechny kardinaly z A ziskaji spocetnou kofinalitu.

Zaverem, pan Honzik me pfijemne pfekvapil hloubkou dosazenych vysledku a peclivym
zpracovanim. Nasel jsem velmi malo pfeklepu.

Otazka: Co se rozumi v praci non-trivial forcing? Zriamena to bez atomu?

Nelibi se mi, ze v referencich u publikovanych praci nejsou uvedeny stranky. Pokud je to
nove zavadeny trend, ostfe protestuji.

O kvalite prace neinain pochyb. DoporuCuji na zaklade teto prace a splneni da-
Isich nalezitosti udelit Mgr. R. Honzikovi titul Ph.D.


