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Summary

The first chapter introduces the geometric collective model (GCM) of nuclear
physics. The derivations are mostly adopted from Ref. [1]. Dynamical varia-
bles of the model are introduced in general and particularly for the case of a
quadrupole deformation. The most general form of the Hamiltonian is discus-
sed, but the analyses in the subsequent chapters are restricted to the case of
the quadratic kinetic term and quadratic 4+ cubic 4+ quartic potential terms, see
Eq. (1.15).

The second chapter deals with the methods of quantization of the GCM.
There are two natural methods of the quantization in case of zero rotations. The
first method takes into account only the 2 vibrational degrees of freedom (e.g.
variables # and «), with the rotational degrees of freedom avoided already on
the kinematical level. Such a system describes motions in a flat 2-dimensional
configuration space. The quantization of such system is straightforward and
leads to Eq. (2.15). We call this model the 2D GCM. In the second method
of quantization, rotational degrees of freedom (3 Euler angles) are taken into
account together with the vibrational ones. The restriction to the non-rotating
case is performed only after the quantization. The technique of quantization in a
5-dimensional curved space adopted from Ref. [1] is used. This procedure leads
to Eq. (2.18). We call this model the 5D GCM.

Both 2D and 5D versions of the model have a common classical limit.
However, only the 5D GCM represents the standard geometric model of nuclear
physics. Although the interpretation of the 2D GCM is straightforward, the mo-
del does not correspond to real nuclei. We analyze this model along with the
5D GCM to allow for a comparison of quantum measures of chaos obtained in
different quantization schemes.

The third chapter is dedicated to the numerical solutions of the 2D and 5D
models. The bases of 2D and 5D harmonic oscillators are used for a numerical
solution of the eigenproblem in the respective dimension. Matrix elements of the
hamiltonians in the oscillator bases are calculated analytically. Some analytic
expressions for the relevant integrals can be found in Ref. [2], but we have deri-
ved a different integration technique to make the calculations more instructive.
Selection rules for the matrix elements are obtained. It turns out that there are
only seven types of non-zero matrix elements, see Subsec. 3.6.5. The resulting
hamiltonian representation has a band-diagonal form, which allows an effective
diagonalization.

In the fourth chapter we briefly describe some common quantum measures
of chaos [3]. The method of so-called Peres lattices [4] is then discussed in detail.
Selected Peres lattices calculated by the method developed in the third chapter



are presented for the 2D and 5D GCM. A comparison of these lattices with
standard classical and quantum measures of chaos, which are adopted from
calculations of P. Stransky [5, 6, 7], is performed here only for the 5D version
of the model. The comparison reveals a strong correlation of Peres lattices with
the other measures of chaos. The results for the 2D version of the model are very
similar and will be presented in the forthcoming article [7]. Numerical results
presented in this chapter are illustrated by images of selected wave functions.

The appendices contain some more technical supplementary material and
a brief description of numerical programs. Software tools for the calculation
and visualization of the Peres lattices and wave functions in both 2D and 5D
versions of the model are available on the CD attached to this work. These tools,
written in the C# language, enable one to extend the calculations presented in
this work and to display the results obtained in an interactive 3-dimensional
form.



Uvod

Tato prace vznikla na zakladé poznatki, které byly shromazdény béhem vice nez
dvou let pfi studiu kvantového chaosu ve skupiné kolem Doc. P. Cejnara. Pivod-
nim cilem bylo navazat na prace [5, 6, 8|, které se zabyvaji klasickymi mirami
chaosu v geometrickém modelu jadra. Vysledky téchto praci odhalily netrivi-
aln{ zavislost chaoti¢nosti systému na parametrech hamiltonidnu a na energii.
Logickym dal$im krokem bylo pouzit nékterou z metod pro méreni kvantového
chaosu a vysledky porovnat s klasickym protéjskem. Pravé timto tkolem se za-
byvé tato préce, i kdyz s omezenim jen na kvantové stavy s nulovym momentem
hybnosti. Vysledky ziskané ve spolupraci s Mgr. P. Stranskym potvrzuji dobrou
korelaci mezi kvantovymi a klasickymi mirami chaosu. Prvni{ spole¢ny ¢lanek je
jiz v pripravé [7]. Do této diplomové prace byly zafazeny ty vysledky, na kterych
se autor piimo podilel.

Prvni kapitola zavadi geometricky kolektivni model ve shodé s ucebnici [1].
Jsou zavedeny kinematické proménné popisujici jadernou deformaci a obecny
hamiltonian urcujici jejich dynamiku. V préci se omezujeme na popis kvadrupo-
lovych stupiiti volnosti s pouzitim zjednoduSeného hamiltonidnu obsahujiciho jen
kvadratické kinetické ¢leny a potencialni ¢leny nejvyse kvartického radu.

Druhé kapitola se zabyva kvantovanim kapkového modelu jadra, také podle
[1]. Ukazuje se, Ze pro kvantovani je pot¥eba pouzit aparat pro kvantovani v
zakfiveném prostoru. Vezmeme-li klasicky kapkovy model z prvni kapitoly a
polozime rotaci rovnou nule, dostaneme obyc¢ejny hmotny bod v dvoudimen-
zionalnim kartézském systému, ktery se pohybuje v jednoduchém potencialnim
poli. Pti pohledu na klasicky hamiltonién se pfimo nabizi nejjednodussi varianta
kvantovani, kterou v praci nazyvame 2D GCM. Tato varianta neni to, co se ob-
vykle uvadi pod zkratkou GCM. I kdyZ dobra fyzikalni interpretace je ziejma,
nejde o kvantovy model jadra. 2D GCM je zajimavy jako alternativni kvantovy
model, ktery by mél mit stejné chaotické vlastnosti jako jeho klasicky proté&jsek
a jako skuteény kvantovy geometricky model, ktery zde nazyvame 5D GCM.
Tato druha varianta vznikne kvantovanim klasického hamiltonidnu véetné ro-
taci. Teprve po kvantovaci procedufe polozime rotace rovny nule a dostaneme
tak ponékud odlisny vysledek od 2D GCM. Ukazuje se, ze 5D GCM souvisi s
pétirozmérnym harmonickym oscilatorem a pravé tato jeho vlastnost je vyuzita
k volbé vhodné baze pro numerické feseni.

Treti kapitola se vénuje numerickému feSeni 2D i 5D modelu. V obou pfi-
padech je zvolena baze, ktera odpovida harmonickému oscilatoru. V této bazi
je vyjadien hamiltonidn. VSechny maticové elementy hamiltonianu jsou vypodci-
tany analyticky. Postup vSech vypocti je detailné popsan a ilustrovan na dosta-
te¢ném poctu pripadi. Vysledky slouzi nejen pro potfeby této préce, ale vlastné
pro jakékoliv numerické vypocéty v . GCM. I kdyz zptsob vypoctu je naznacen



v [2], véFfim, Ze alternativni vypocet zaloZeny na generujicich funkcich je in-
struktivnéjsi. Dalsi vyhodou je soucasné odvozeni vybérovych pravidel, ktera
umoziuji mnohem efektivnéjsi diagonalizaci hamiltonianu. Po vypoctech, které
kon¢i prekvapivé jednoduchym tvarem, dostavame sedm typi maticovych ele-
mentl. Ukazuje se, Ze matice m& pésovou strukturu. Pro vlastni diagonalizaci
jsou vyuzity rutiny knihovny Lapack.

Odvozené analytické vysledky poslouzily pii numerickych vypoctech popsa-
nych ve ¢tvrté kapitole. Tato kapitola je vénovana studiu kvantového chaosu
[3, 9, 10] v GCM pomoci metody Peresovy miizky [4]. Prace dokumentuje cely
postup konstrukce Peresovych miiZzek, od zakladnich otézek tykajicich se kvan-
tovani, pfes volbu baze pro numerické vypocéty a vypocet netrividlnich mati-
covych elementi, az po vypocet ¢asové stfedni hodnoty Peresova invariantu.
Ziskané numerické vysledky jsou srovnény s prevzatymi vysledky pro klasicky
chaos ekvivalentniho systému [5] a kvantovy chaos méfeny pomoci vzdéalenosti
nejblizsich hladin [7].

Softwareové néstroje pouzité pro numerické vypocty jsou prilozeny na CD.
Pomoci téchto nastroji je mozné spocitat Peresovy miizky a vlnové funkce vyse
uvedenych verzi GCM. Peresovy miizky je mozné vizualizovat jako dvouroz-
mérné, nebo dokonce t¥irozmérné diagramy. PfiloZen je i program pro zobrazeni
vlnovych funkci. Diky témto nastrojim je mozné kdykoliv dopocitat dalsi zaji-
mavé konfigurace.



Kapitola 1

Zavedeni GCM

1.1 Dynamické proménné

Geometricky kolektivni model, (Geometric Collective Model, zkracens GCM),
je tradi¢ni model atomového jadra. K jeho vzniku ptvodné pfispéla predstava,
7e chovani atomového jadra odpovida kapce nestlacitelné kapaliny. I kdyz tato
interpretace se ukazala byt neudrzitelnou, zistava predstava kapky stale dob-
rym intuitivnim voditkem. Kapku budeme pouzivat i v této praci, hlavné pro
odvozeni symetrii, které jsou na kapce dobfe vidét a z nichz pak vyplynou poza-
davky na symetrie vinovych funkei [11]. Klasicky kapkovy model byl A. Bohrem
pouZit odvozeni geometrického (nékdy téz kolektivniho) modelu [12], ktery jiz
je kvantovy. Bohr vzal v tivahu jen nejnizsi fady rozvoje tvaru kapky. Na jeho
model navéazali Gneuss, Mosel a Greiner [13], ktefi vzali v avahu i vySsi fady
rozvoje a zacali systematicky pouzivat formalizmus sférickych tenzort. Tenzo-
rovym operatoriim je mozné pfifadit vyznam rozlozeni hustoty jaderné hmoty,
coz davéa novou realisti¢téjsi interpretaci. Tento model je oznacovan jako GCM.

Jedna z cest, jak odvodit GCM, je odvodit hamiltonidn pro systém klasické
kapky a ten pak kvantovat [1]. Tuto cestu budeme nasledovat i my.! Kolektivni
model vystihuje spole¢né pohyby nukleoni v atomovém jadie. Misto soufadnic
jednotlivych nukleont pouzijeme soutradnice vystihujici deformace a rotace ato-
mového jadra. Jadernd hmota je tak popisovina jako jakési kapka — nékdy se
hovoti o kapkovém modelu jadra. Tvar kapky lze formalné nejlépe popsat po-
moci sférickych funkei Y, (9, ¢), které tvoii uplny ortogonalni systém funkei.
Kazdému bodu na povrchu kapky v daném case ¢ pfifadime vzdalenost R(¥, o, t)
pomoci vzorce

R=Ry [1+ ) o}, (O)Va.(0,9)] . (1.1)
A p

Komplexni koeficienty o, nejsou zcela nezavislé. Pozadujeme, aby polomér R
byl realny. Pro sférické funkce plati

Y/\*M(197 p) = (_1)#5/}\,—#(07 ©)

L Alternativni zptisob odvozeni je vyjit rovnou z rozvoje pomoci sférickych tenzori [13].
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Dosazenim do (1.1) dostavame podminku

05 = (1o . (1.2)

Pro studium vlastnosti modelu je vyhodné prejit od ay, k proménnym, které
by oddéllily popis tvaru kapky od jejiho natoceni v prostoru. Natoceni lze po-
psat pomoci Eulerovych thlt 91, ¥z, ¥3. Budeme studovat, jak se proménné acy,,
chovaji pii rotaci kapky. Prozkouméme zménu «,, ktera nastane pfi pootoceni
os souradné soustavy, které ptvodnim thlim 9, ¢ prifadi nové hodnoty 9, ¢'.
Pozadujeme, aby

R, ¢") = RV, 9),

kde R’ je dano vzorcem (1.1), ale obsahuje koeficienty o ,. Po dosazeni do
predeslé rovnosti mame

Z Qy Y)\u 19 <P Z a;y‘uyku (19) (10) (13)

A

Sférické funkce Yy, tvoii sféricky tenzor fadu A. Diky tomu zname transformaéni
vztah pTi otocCeni soufadnic

Yau (¥, ¢') ZD Yo (9, ).

Dosadime do (1.3) a pfeznacime s¢itaci index na pravé strané rovnosti

> ay, Z DO (0:) Yo (9,0) = > a3 Yau (0, 9).
A

Au!

a diky ortogonalité funkci Y}, vidime, Ze musi platit
* A)
ZO‘//\H ;(W = Q- (1.4)
"

Matice Df:}, je unitarni, nebot prevadi jednu ortogonélni bézi na druhou. Diky
tomu je

ZD DY =60

Tuto relaci vyuzijeme pro dalsi tpravu vztahu (1.4). Obé strany vynasobime
D;g)‘) a provedeme soucet pies p’. Dostavame

Z a¥ Z D(A) D*(A) — ZD*(A)
ZO‘M pv = ZD*(X)

a po komplexnim sdruZeni, dalsi tpravé a preznaceni indexti méame konec¢né

/
i Z Du A -

°5Y

11



Koeficienty oy, se transformuji podobné jako sférické funkce Y, a tvoii prak-
ticky sféricky tenzor fadu A. Je totiz mozné pouzit cely tenzorovy aparat uplné
beze zmény.

Tenzory «, mohou mit riznou interpretaci. V klasickém kapkovém modelu
popisuji tvar povrchu. Pro popis jadra je takovéi interpretace problematicka,
protoze povrch se muze po dosazeni konkrétnich hodnot prolnout sam do sebe.
Takova interpretace je vhodné jen pro malé odchylky od sférického tvaru, coz
neni piipad této prace. Fyzikdlné realisti¢téjsi je interpretovat tenzory jako mo-
menty rozloZeni hustoty jaderné hmoty uvnitf¥ jadra [13].

Dalsi vazbova podminka na koeficienty a, vyplyva z pozadavku na kon-
stantni objem kapky. Pro relativné malé hodnoty ay, plati pro objem vztah

1
V=g RY | 4m+ 3VAman + 3 AZ |aau|®
“w

Nedeformovana kapka, pro kterou je o, = 0, ma objem Vy = %Rg. 7 poza-
davku Vy = V méme podminku

1

4
1332533 dm + 3VAmago +3 ) lol? |
A

3

odkud dostaneme vztah pro agg
g0 = ——— > ol
Vi e a

Dipélové koeficienty oy, se obvykle neuvazuji. Pro malé hodnoty maji totiz

vy

vy

prechodu do soufadnicové soustavy s tézistém kapky v pocatku.

Nyni zanedbame vSechny koeficienty o, vyssi nez kvadratické, tj. budeme
uvazovat jen kvadrupolové vibrace jadra. Pro zjednoduSeni vypoctu také za-
nedbame objemovy ¢len agg. Dostaneme tak nejzakladnéjsi formu kolektivniho
modelu, kterou pouzivame v této praci. Povrch kapky je nyni dan vzorcem

2
R(Y,¢,t) = Ry (1 + Y as, Yo, (0, w)) -

p=—2

Pouzité sférické funkce mtzeme vyjadrit v proménnych z,y, z, kde

r = sindcosyp
= sindsingp
= cos?
a
5 2 2 2
}/QO(xvyaz): ﬁ(2z -z 7y)
15 .
YQ,il(zayvz) =+ g(x + ly)Z
15
}/Q,il(xvyaz) = 37('1 + ly)2

12



Tvar kapky lze po tpravé a zavedeni novych konstant psat jako
R(z,y,2) = Ro(1 + ue®® + ayyty® + 022 2% + 2000y + 200,02 + 200, y2).
Nové zavedené koeficienty lze prehledné zapsat do matice

Qg  Ogy Oy
Qyz Oy Qs | . (1.5)
Az  Qzy Qzy

Ptvodnich pét komplexnich koeficient ap, mé 10 slozek, které jsou vzdjemné
provazané pomoci komplexnich vazbovych podminek (1.2), které mtzeme napsat
také jako pét rovnic
Im Q0 = 0
Im 91 — —Im 921
Re 91 = Re 921
Im a9y = Im a9y
Re 99 — Re a2,
z nichz kazda odebere jeden stupen volnosti. Puvodni koeficienty mély tedy
celkem 5 stupiit volnosti. Nové proménné (1.5) jsou realné (protoze polomér R
musi byt realny) a odpovidaji tedy deviti stupfiim volnosti. PFimym vypoc&tem
koeficientit muzeme zjistit, ze matice (1.5) je symetricka, coz ubere t¥i stupné
volnosti a navic plati
Ozq + Oy + . = 0, (1.6)

coz je ¢tvrta vazbova podminka. Dostavame opét pét stupnt volnosti. Matice
(1.5) se pfi otafeni systému soufadnic transformuje jako tenzor. Zavedeme-li
soufadnice ve sméru hlavnich os tohoto tenzoru, ziskdme diagonalni tvar

o, 0 0
0 a,, 0
0 0 o,
a tvar kapky je pak dan jako
R = Ro(1+ o, 2° + ol y° + o, 2°). (1.7)

Ptechod k této specialni soufadné soustavé budeme charakterizovat pomoci Eu-
lerovych ahla ¥4, ¥, Y3. Diky nulovosti stopy (1.6) mé diagonalizovana matice
jen dva nezavislé prvky. Zvolme o, a a;,. Kapka je nyni v case ¢ popsana po-
moci péti proménnych 1 (t), J2(t), I3(t), o, (t), gy, (t). Piechodem k soustaveé
hlavnich os jsme od sebe oddélili rota¢ni a vibra¢ni souradnice. Vibrace kapky
jsou ovlivnény rotaci diky odstiedivym sildm a naopak rotace je zavisla na mo-
mentu setrvacnosti kapky. I kdyz je popis rotaci a vibraci samostatny, pohybové
rovnice obsahuji jejich netrividlni kombinace.

Pro popis vibraci kapky se pouzivaji Bohrovy soufadnice, které maji dobrou
interpretaci. Nejprve vSak musime definovat pomocné proménné

47
ay = 71/?(0451 Jroz;y)

— 2ﬂ- / /
as = - 1—5(am—o¢yy).

13



Obrazek 1.1: Tvary kapky prolate a oblate pro vy =0 a v = n/3, 8 = 1. Jak je
vidét, pro zvolené hodnoty deformac¢nich parametri dochazi k vytvofeni nerea-
listickych singularit na povrchu kapky. V téchto pfipadech je interpretace GCM
pomoci (1.1) nevhodné a tenzory vy, je tfeba chapat napf. jako multipolové
momenty rozdéleni hustoty jadra.

Bohrovy proménné jsou pak definoviany vztahy

aw = Beosr,
1.
a = —= 0 S1my.
2 \/56 Y

Pro jejich geometrickou interpretaci jsou uzite¢né vyrazy

/5 2
Oy = Eﬂ cos(y — §>
) 27
Py = \/ Eﬁcosﬁ + ?) (1.8)

R T

Je naptiklad okamzité vidét, ze pro 8 = 0 jsou koeficienty o’ nulové a podle (1.7)
je kapka ¢isté sféricka. Proménna # ma vyznam velikosti deformace kapky, za-
timco v urcuje typ deformace ke kterému dochézi. Zakladni dva typy deformace
jsou oblate (disk) a prolate (doutnik). Pro v = 0 se kapka smrstuje ve smérech
x a y, zatimco ve sméru z se rozpina. Dostavame tvar prolate. Pro v = 7/3 se
kapka smrgtuje ve sméru osy y a rozpind ve sméru os x a z. Dostavame tvar
oblate. Je-1li hodnota v nékde mezi 0 a 7/3, mé kapka tvar plynule pfechéazejici
mezi prolate a oblate.

Ze vztaht (1.8) je vidét, Ze transformace v — v+ 27m/3 jen cyklicky prohodi
vyznam os. Odpovida tedy rotaci o tthel 120° podle osy dané vektorem (1,1,1).
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Stejného efektu lze dosahnout i pomoci Eulerovych thla ¢;. Popis je tedy nejed-
noznaény. Dalii transformace, kterd neméni tvar kapky je v — —+v.2 Chceme-li
jednoznalny popis kapky v prostoru, miizeme vzit jen interval v € (0,7/3). Po-
moci vhodné volby Eulerovych thli lze pak stale dosdhnout vSech tvart. Zatim
jsme uvaZovali i hodnotu 38 < 0. Pii transformaci v — ~ + 7 se hodnoty o
zméni stejné jako pii § — —f. Interval (0,7/3) lze zobrazit na (r, 7 + 7/3)
pomoci jiz znamych transformaci
27
Yy — v+ ? (1.9)
v o— = (1.10)

o kterych uz vime, Ze je lze zprostfedkovat i pomoci ;. Diky tomu miiZzeme
uvazovat jen 3 > 0.

1.2 Hamiltonian

V této ¢asti zkonstruujeme klasicky hamiltonian kapkového modelu. Mame k
dispozici sféricky tenzor druhého fadu o = {a, }. Zatneme potencialnim ¢lenem
V(«), ktery mizeme rozvinout pomoci tenzorovych souéint (viz [14])

[e%s) i j
Vo= 3 Ci(laxal) ([[a % a)? x a]o) : (1.11)
i,j=0
Pro jednoduchost vezmeme jen prvni t¥i ¢leny nejnizsiho fadu a mame

V = Cyla x a]® 4+ Cs [[a x al? x a}o + Cy ([ x a]0)2

Potencial V' je skalar, takze se neméni pfi zméné Eulerovych thlua ;. Po pfepisu
do Bohrovych proménnych méa potencial tvar

1 2 1
V(B,7) 202%52 —03\/%63 cos37+04364. (1.12)

Kineticky ¢len T' ziskdme podobné jako potencidlni ¢len. Rozvoj do tenzoro-
vych sou¢int dava

T = Bylé x 6]° + Bsy [ x a]?> x 4]° + Baa [[a x &)2 x a]° + ..., (1.13)
odkud vezmeme jen prvni ¢len, takze

2
L B .
T = BQ[CY X Oé]o = 7% E (—1)“a2ua27_u.

p=—2

Pro konstrukci hamiltonianu potfebujeme misto rychlosti pfidruzené hybnosti,
které jsou definovany jako

oL
¢’

2Tato transformace prohazuje vyznam osy z a y. Pokud by tvar kapky nebyl invariantni
viéi operaci zrcadleni, byla by tato zména podstatna. Z (1.7) je ale vidét, Ze napiiklad p¥i
zrcadleni x — —x se tvar neméni a diky tomu je mozné operaci 7y — —+ realizovat zménou
Eulerovych ahlu.

™
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coz dava
2BQ . 232 s
Top = %(*1)”042,w = 5 Qo
Kineticky ¢len vyjadieny pomoci hybnosti je

= 4—@[# x 7]°. (1.14)

S pomoci (1.12) a (1.14) miZeme napsat hamiltonian

H = T+V=

Q—BQ[W x )% + Cala x ]’ + Cs [[a x a]? x a}o + Cy ([a x a]0)2

V5

(1.15)
nebo po prechodu k Bohrovym proménnym
1 ¢ . A\ K 2,2
H = 5;/k(5,7) (; Vki(§1;ﬂ2,193)79i> + 3(5 + B%%%)
+ AB% + B3 cosy + Cp, (1.16)
kde jsme zavedli konstanty
KE@ AE% BE—C3\/z CE%
NG NG 35 5
a funkce ¢, V, jejichZ vyznam objasnime niZe.
Kineticky ¢len je souc¢tem energie rotaci a energie vibraci
T = Tror + Toiv- (1.17)

Zavedeme laboratorni soufadnou soustavu s jednotkovymi vektory ve sméru os
€;. Kapka, stejné jako kazdé tuhé téleso, ma vyznacné osy, které odpovidaji
hlavnim osdm tenzoru setrvacnosti. Pravé tyto osy se pouzivaji pro popis rotace
kapky. Eulerovy tuhly #; popisuji natoceni laboratorni soufadné soustavy do
soufadné soustavy hlavnich os kapky €}, tzv. vnitini soufadné soustavy.

é’; = R(lea 192) rl93)é;
Rychlost a osu rotace miizeme charakterizovat vektorem E, ktery je rovnobézny

s osou rotace a jeho velikost je rovna thlové rychlosti. Oznaéime slozky tohoto
vektoru vzhledem k vnitini souradné soustavé jako wy,

Energie rotace je pak

3
Trot - %Z/k(ﬁa’)/)wka (118)



pravé diky specialni volbé €; ve sméru hlavnich os tenzoru setrva¢nosti. Funkce
Fi(B,7) jsou momenty setrva¢nosti okolo os k

Ik(B,7) = AK 3 sin®(y — 2k7/3). (1.19)

Pii pohybu kapky, jejiz natodeni je popsano funkcemi ;(t), se vektor rotace
é(t) méni s Casem, a to jak vici laboratorni soustavé, tak i vii¢i vnitini soustavé
soufadnic spojené s télesem. Vektor R(t) lze vyjadrit pomoci Eulerovych uhla
a jejich derivaci (R popisuje rychlost rotace). Lze ukazat (viz [1]), ze slozky R
je mozno vyjadfit pomoci vztahu

3
Wy = kai(ﬂlﬂ%a U3)V;.

i=1
Prvky matice Vy; jsou

—sin¥ycosds sinds 0
Vw‘(ﬁg,ﬁg) = Sinl?Q Sinﬂg COS 193 0 . (120)
cos U9 0 1

S vyuzitim této matice po dosazeni do (1.18) a (1.17) mame kinetickou energii

3

3 2
T:%;/k(ﬁﬁ) (kaiwl,ﬂg,wg)z%) +§(BQ+BW>- (1.21)

i=1

Kvantovani hamiltonianu (1.16) provedeme podrobné v dalgich kapitolach.
Zatim uvedeme jen vysledek

A h 1 0 0 1.
kde A2 je operator seniority
3 .
A2 1 Lj

=—————sindy— .
sini’w@vsm FYGWJFI;Q/%

Operatory Ly jsou komponenty impulsmomentu ve sméru osy k

N . B 0
LkE—IZ(V 1)jkW.
1 J

Tento hamiltonian je nejjednodussi pripad GCM.
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Kapitola 2

Kvantovani GCM

2.1 Kvantovani v zakiiveném prostoru

Pii kvantovani GCM, véetné rotaci, se ukazuje, Ze pétirozmérny prostor odpo-
vidajici péti souradnicim nejjednodussiho GCM modelu je zakfiveny. Zakiiveni
se projevuje tvarem kinetické ¢asti hamiltonidnu a objemového elementu. Oba
tyto projevy zustavaji i pfi nulovych rotacich. V nasledujici kapitole uvedeme
podrobny postup kvantovani v zakiiveném prostoru volné pievzaty z [1].

2.1.1 Nejednoznac¢nost kvantovani

P1i prepisu klasickych operatortt do kvantované podoby musime v nékterych
ptipadech feSit nejednoznacnosti, které vznikaji nenulovosti komutacnich relaci
v kvantové teorii. Napiiklad klasicky GCM hamiltonian s nenulovou rotaci ob-
sahuje ¢len

1 .,
oK
Jak uvidime dale, mizeme takovy ¢len kvantovat jako

2K 305" 05

nebo jako

10 ,0

2K p*ap” 9B

a dalsich moznosti by se dalo najit jesté mnohem vice. Oba kvantované vyrazy
se lisi, ale provedeme-li klasickou limitu, bude jejich hodnota stejni. Posledni
vyraz lze prepsat do tvaru

1 1.0 ,. 0
ﬁ@lh@ﬂ lh%,

kde
R
lﬁ% =Ds

18



je hybnost ve sméru soufadnice 3. Plati komutac¢ni relace
,6] = [pp. ] =
{ 9P ’

ktera v klasické limité pro A — 0 umoziuje komutaci hybnosti a soufadnice.
Diky tomu se v klasické limité faktory 3% a 8%, vykrati a dostavame

L1 s _ P
2K64pﬁﬂ P8 =55

V nasledujicim nejprve vyfreSime kvantovani kinetického élenu. Nejjedno-
dussi situace nastavd, pokud mame klasicky systém v plochém prostoru po-
psany kartézskymi soufadnicemi xy, zo,...,z,. V takovém pfipadé je kineticky
¢len imérny Laplaceové operdtoru

2 0?

T=—-7-Y —. 2.1
2m “— Oa} 21)

Piejdeme-li od kartézskych soufadnic k soufadnicim obecnym, mizeme (stale v
plochém prostoru) studovat formu operatoru kinetické energie vyjadfenou po-
moci obecnych soufadnic. To ndm poskytne voditko pro konstrukci v obecném
zakfiveném prostoru. Nejprve zavedeme zakladni vztahy pro klasicky systém.

2.1.2 Obecné souradnice v klasickém pripadé

Méjme klasicky systém v plochém prostoru popsany kartézskymi souifadnicemi
r1,T3,...,T,. Kvadrat infinitezimalné malého elementu drahy je dan vztahem

2= dat. (2.2)
k=1

Piejdeme-li do systému obecnych soufadnic q1,qo, ..., ¢,, kde
¢ = qi(wk)
Tk = Tk (ql)a

mizeme vyjadrit dzy pomoci vztahu

n

ox
dxr = Z a—ql_cdqi

i=1 1
a dosazenim do (2.2) ziskdme
n

(9:Ck a:L'k a:L'k 8zk
33y >y (z o aqj)dqquj

k=1 1i=1

Pro zjednodusSeni zapisu zavedeme

ack al'k
Gij gzg Ql g a _ (23)
k= a

19



takze

d82 = Z gijdqidqj‘. (24)

ij=1

Vyraz pro ds? souvisi s kinetickym ¢lenem. Plati totiz

odkud po vynasobeni dt? dostdvidme hledanou souvislost

m — m m —
AT = ) Z d:c? = 3d52 = 5} Z 9i;dg;dg;.

i,j=1 1,5=1
Vydélenim dt? méme
n n
m dg;dg; m .
=" iy _:_E 2.5
2 izj_zlg” dt dt 2 e 9N (25)

Na zavér kapitoly poznamenejme, Ze piepis ¢lenu pro potencidlni energii
V(z1,22,...,z,) je mnohem jednodussi. Pozadujeme

V(Qb‘]%-- 7qu) = V(xl,:CQ,- . azn)

2.1.3 Kvantovani v obecnych souradnicich a zakrivenych

prostorech
Necht méme vlnovou funkei 9, (21,22, . .., 2, ). Definujeme funkci kiivocarych
soutadnic 1¥4(q1,¢2, - - -, ¢n) PoZadavkem
’l/)q((]l,(]Q,...,qn)E'l/}z(l'l,l'Q,---,xn)- (26)

Vyraz pro operator kinetické energie T, v kartézskych soufadnicich zname

7 h2 S 62wz
Tx T — T 5
v 2m 21 Ox?

i= g

Pro obecné soutadnice vyjdeme z pozadavku

Tythg = Tuths. (2.7)

Laplacetv operator zapsany v k¥ivocarych souradnicich s metrikou (2.4) je
znamy, viz napi. [1]

N L0 (1 O
AZGéaqz'(G o )”561‘)'

ij=1

Dostavame okamzité feSeni

S R KL 9 (1, Oy
qu/fq**%ij:lgaqi (G (9 )"f)v (2.8)
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kde G je determinant g;; a (g7 ');; je inverzni matice ke g;;. Posledni vztah jiz
nespoléha na ptuvodni kartézsky systém a lze jej pouzit i pro zakfivené prostory.
Stac¢i mit k dispozici obdobu (2.4).

Normalizace funkef 1, a 1, je dana vztahy

/w;(.rl,xg,...,SCn)’L/Jw(.Tl,.’I]Q,...,ZEn)diEld.Tg...dl‘n = 1

|
=

* 1
/wq(qlafha---aQn)wq(qlaQ%---aQn)GquldQQ---dQn

= det (%) ,
8qj

odkud plyne normalizace 1,. DokaZeme, Ze plati kvadrat predchozi rovnosti

Lze snadno dokazat, Ze

=

G

G= det(gij) = (dethkj)2, (29)
kde jsme oznacili
awk
hk* =
J aqj
Podle definice (2.3) je
~ (9£Ck a:L'k ~
det g = det — =det hiihig; =
s e;aqiaqj e;kk]

det (hT -h) = (det hT)(det h) = (det h)> O

2.2 2D kvantovani GCM

V minulé ¢asti jsme vidéli, ze tvar klasického kinetického ¢lenu systému kore-
sponduje s metrikou a urcuje tak zakfiveni prostoru. Vezeme-li klasicky GCM
(1.16) a zanedbame rotace, dostaneme velmi jednoduchy kineticky ¢len T =
(52 + 3242%)/2m, ktery odpovida plochému 2D prostoru. V [5] je spocitan kla-
sicky chaos pro model s timto ¢lenem. Chceme-li porovnat miru chaosu pro
klasicky a kvantovy piripad, vznika prirozené otézka, zda prosté neprovést cely
proces kvantovani v plochém prostoru. Z literatury [15, 1, 14] vime, Ze GCM
nema objemovy element odpovidajici plochému prostoru. Tato cesta, i kdyz je
technicky mozné, nevede smérem k systému, ktery by jakkoliv souvisel s mo-
delem jadra. Jde o ¢isté formalni, nicméné z teoretického hlediska zajimavou,
alternativu ke skuteé¢nému GCM modelu, ktera se nikde nepouziva. V dalsim bu-
jaderny model GCM budeme znacit 5D GCM.
Klasicky hamiltonian GCM (1.16) s nulovou rotaci je dan pfedpisem

1. ,
H= ﬁ(ﬁQ + 6242 + V(8,7). (2.10)
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Souradnice 3 nabyva nezapornych hodnot a urcuje velikost deformace jadra.
Souradnice v urc¢uje typ deformace a nabyva thlovych hodnot 0 aZ 7/3. Nejjed-
nodussi moznost, jak kvantovat tento systém je zavedeni kartézskych souradnic

x = fBcosy
y = Bsiny

a zavést ekvivalentni hamiltonian

_ 1 22 -2

jehoz kvantovy protéjsek je

K2 0?2 02
K ( +—) +V(z,y),

H==g\az "oy

odkud zpétnou transformaci k 3, v ziskame

- 2190 0 1 0?

H=———>"8"+———+V(35 2.11

Alternativni zptsob odvozeni spociva ve vyuziti aparatu odvozeného v mi-
nulé kapitole. Obejdeme se tak bez prechodu ke kartézskym soutradnicim. Vime,
ze

1 .

T:—(2 2'2). 2.12
5z B0 (2.12)

Srovnanim s'

1 ds?
T= 50 (2.13)
mame

ds? = dp? + §2dH?, (2.14)

odkud uréime koeficienty g;;

1 0
g:(w?)

Determinant této matice je G = 32 a inverzni matice ma tvar

= (o 52 )

Dosazenim do (2.8) dostavame

. 1[0 0 0 _ 190
T~z (005 5w -

19 0 1 02

555 83 " o2

1Klademe m = K.
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coZ je shodné s (2.11). Jak uvidime dale, kvantovani, kterému budeme fikat 5D
GCM se lisi vlastné jen determinantem G.
Uplny kvantovy hamiltonian 2D GCM je

. BIr1o o 1 92
Hyp = ——= | 572055 +

9K |3ap 08 " B o2 +V(B,7), (2.15)

kde
V(B3,7) = AB? + Bj? cos 3y + CB*.

Vlnova funkee ¥(3,~) je normalizovana vztahem

/ " as / " dy B (B (B) = 1. (2.16)
0 0

2.3 5D kvantovani GCM

Ve 2D GCM jsme kvantovali klasicky systém s nulovou rotaci. Nyni budeme
kvantovat klasicky systém s nenulovou rotaci a teprve v kvantovém hamiltonianu
polozime rotace rovny nule. Dostaneme odlisny vysledek, ktery je sice slozitéjsi,
ale vykazuje lepsi fyzikalni vlastnosti. Budeme nasledovat postup uvedeny v [1].
Dostaneme tak standardni GCM jaderné fyziky, ktery budeme dél oznacovat
jako 5D GCM.

Zafneme vztahem (1.21). Pfifadime proménnym indexy 8 =1, v =2, 91 =
3, ¥a = 4, ¥3 = 5 a podobné jako v 2D pfipadé s vyuzitim (2.5) zjistime, Ze
matice g;; ma prvky

g = 1
g22 = 52
gik=9gx1 = 0 pro k # 1
gk =gz = 0 pro k # 2
3
Givogrz = Y IeBNVi(@)Viy(9)  prod,j<3.  (2.17)

k=1

Je vidét, ze matice g;; je symetricka. Po dosazeni explicitnich vyrazi pro Vi, (9;)
z (1.20) a _Zi(B,7v) z (1.19) dostaneme matici g;;. Prozatim se spokojime s
obecnym tvarem

0 0 0 0
2 0 0 0
0 933 g3a gss
0 943 Gaa gas
0 953 gsa 955

9ij(¥2,93) =

S oo o+

Spocitame prvek gu5, jehoZ nulovost nam velmi usnadni vypocet determinantu.
Z (2.17) mame

3

Ja5 = Z/k(ﬁﬁ)vm(ﬂzw%(ﬂz)

k=1
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Suma prochézi prvky druhého a t¥etiho sloupce (1.20) a nasobi je mezi sebou.
Na kazdém radku je alesponl jedna nula, takZe gs5s = gs4 = 0 a matice g;; ma
tvar

0 0 0 0
2 0 0 0
0 933 g3sa gss
0 ga3 gas O
0 gs3 0  gs5

gij (V2,93) =

[Nl lall S

Determinant je diky nulovosti nékterych prvki roven

G = 911922(933944955 — 953944935 — 934943955
Zbyvé dosadit do (2.17) a obdrzime

g3z = _Fisin®Uacos? U3+ _Fosin® Posin® I3 + _F3 cos® Ua
gza = (= 71+ F2)sindssinds cosvs
gss = _F3costs

944 Srsin® s + 75 cos® U3
gss = 73

Odtud po pfimocarém vypoctu ziskdme pozoruhodné jednoduchy tvar
G = det(gij) = 28% 71 _Fo_F3sin’ Uo
a po dosazeni ze vztahu (1.19) a zdlouhavém vypoétu dostaneme
=23%(4%)3 sin?(y )sin2(fy — 27/3) sin?(y — 47/3) sin® ¥y =
=23%(4/ ) sm 2(3) sin? ¥y = 8% sin? 3y sin® V.

Diky blokové diagonalnimu tvaru matice g;; mizeme vztah (2.8) pfepsat na

R [10 (a0 10 (.1, 4. 0
7= 1x [gras (10 n75) + grs (1670 )

Rl 1 0 (1, )
Y ij::lga—ﬂl <G (g )i+2’j+28_15‘j)

Na prvnim Fadku jsou derivace Bohrovych soufadnic, na druhém fadku jsou
derivace Eulerovych uhli. Druhy fadek tedy odpovidé kinetické energii rotace.
Od této chvile budeme uvazovat nulovou rotaci, coz odpovida nulovym derivacim
podle Eulerovych thli. Druhy rfadek vypustime a dostavame tak kineticky ¢len
hamiltonidnu 5D GCM s nulovou rotaci. Po dosazeni konkrénich hodnot g;; a
G mame

R h? 1
T= V83" |sin 3y sin )+
2K \/_ﬂ4|s1n3'ysm192|35( 8% sin gy sin 2|35

1 0
9
\/_64|Sln3’)/ Slnﬂ2| a,y <\/_ﬂ |Sln3’}/Sln 2|ﬁ2 ) >
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Po jednoduché upravé kinetického ¢lenu a po doplnéni potencialniho ¢lenu
dostavame hamiltonidn

R [1 0 ., 0 1 1 a]—i—V(ﬁ,'y). (2.18)

A )
H=_—" |24 4+ -~ Z il
5Kk |5795"° 95 " Pamay oy 5y

Vlnova funkce modelu 5D GCM je normalizovana objemovym elementem Gz =
V/83%| sin 3y sin 93|, coz v pivodnim rotujicim modelu vede na normalizaéni pod-

minku
o] 2m 2m ™ 2m
/ dﬂ/ d’y/ dﬂl/ d192/ dis x
0 0 0 0 0
\/§B4|Sin3’YSin792| 1/1*(637)191)1#(6)7’191) =1

Uvazujeme-li nulové rotace, pak funkce v nezavisi na ¥; a integrace pres Eule-
rovy tahly da faktor 872. Dostavame tak podminku

00 2 ] . 1
/0 a3 /0 B s3] 07 (3105 7) = e

Konvenéné se pro zjednoduseni zapisu pouziva jednodussi normalizace

[e'e) 21
/ a3 / v sin 37| 9" (B, 1) (B,7) = 1,
0 0

kterou budeme pouzivat i my.

2.4 Vztah 2D a 5D pripadu

Formalné spociva rozdil mezi 2D a 5D pripadem ve tvaru kinetického c¢lenu
hamiltonianu.

. 1o o 1 0

Foy = L0 g0 107 2.1
2D 2K [585 8ﬂ+62372] (2.19)
. 2ri1o ,0 1 1 0 9

T - _ iy L I S — 2.2
5D 2K [54 25" 93 T @ sy on Sm?’”ay} (2:20)

S tvarem kinetického ¢lenu také tizce souvisi normalizace vinovych funkci. Ob-
jemovy element pro 2D piipad je roven (3, zatimco pro 5D pfipad je roven
(4| sin 3.

Zavedeme transformaci, ktera redukuje objemovy element v 5D pripadé tak,
aby normalizace byla stejna jako ve 2D. Transformované funkce budeme zna-
Cit .

D = 3sin3y (2.21)
©(B,7) = VD sp(B,7)

Operatoru T5D, odpovida operétor Tv, ktery pusobi na transformované funkce

Y1 = Tspiy
Y1 = TQDQ

o1 = VDo = @@D%@wz:@@l}%@.
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Srovnénim poslednich dvou vztahti mame
T = VDl ——
5D 7D
Po dosazeni z (2.21, 2.20) a pfimocarém vypoc¢tu méame
A 1o o 1 8 31\’
T=— |28+ mos 55— ) |
2K (OB 08 B2 0y 2 B sin 3y

takze

A /3 1 2
T="Tw 5 [<§ﬁsin3'y> ] . (2.22)

Vidime, Ze operatory se lisi o ¢len zavisly na soufadnicich. Plati-li sin3vy =
0, rozdilovy ¢len dokonce diverguje. Existuje-li korespondence mezi klasickou
a kvantovou mirou chaosu, pak by tato mira méla davat stejné vysledky pro
2D i 5D kvantovy pfipad. Obé varianty (2.19, 2.20) totiz pro i — 0 vedou
na formalné stejny klasicky systém. Provedeme-li klasickou limitu pro (2.22),
dodateény potencial vymizi, protoze je tmérny kvadratu h.2

V dalsim budeme 2D varianté fikat 2D GCM a 5D varianté 5D GCM. Opét
je potieba zduaraznit, ze 2D GCM neodpovida zddnému jadernému modelu a i
kdyz jeho fyzikalni interpretace (¢astice ve 2D potencialu) je zfejmé, jde jen o
teoreticky zajimavou alternativu k 5D GCM. Pétirozmérny model reprezentuje
standardni GCM.

2.5 Symetrie vlnovych funkci

Symetrie klasické kapky se projevuji i ve tvaru vlnovych funkci. Jak jsme ukazali
v kapitole vénované klasickému kapkovému modelu (viz téz [11]), hodnoty ~
uréuji tvar deformace kapky. Pro hodnoty vy € (0, 7/3) nabyva kapka vSech tvart,
kterych je mozné pomoci zmén  dosdhnout. Pro hodnoty z dalsich intervala v €
(km/3, (k+ 1)7/3) kapka opét zopakuje vSechny své tvary. Ackoliv tvary kapky
se na jednotlivych intervalech nelisi, orientace kapky uz ano. Obecné ma kapka
néjaky vyznacény smér, napiiklad pro v = 0 je kapka ,doutnikovitého” tvaru
(prolate) ve sméru osy z. Pro v = 27/3 a 47 /3 dostaneme kapku protazenou do
sSmért os x a y.

V naSem piipadé uvazujeme nulovou rotaci, coz odpovidéa vlnové funkci ne-
zévislé na Eulerovych thlech ;. VSechna natoceni kapky tedy maji stejnou
pravdépodobnost a rizné hodnoty vlnové funkce pro stejné tvary kapky ne-
maji smysl. Pozadujeme tedy, aby pravdépodobnost uréena kvadratem vlnové
funkce a objemovym elementem byla invariantni vaéi zaménam (1.9) a (1.10).
Tento pozadavek se vSak, striktné vzato, tyka jen 5D piipadu, ktery odpovida
standardni interpretaci kapkového modelu.

2Kineticky ¢len je také tmérny kvadratu h, ale nevymizi diky piftomnosti derivaci. Se
snizovanim A — 0 totiz vlnové funkce osciluji ¢im dal tim rychleji, diky ¢emuZz derivace rostou
nade vSechny meze.
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Kapitola 3

Numerické reseni GCM

3.1 Souvislost 5D GCM s 5D harmonickym osci-
lAtorem

Nejprve zavedeme hypersférické souradnice v pétirozmérném prostoru. Zaéneme
od 2D a budeme postupné piidavat dimenze.

Z1
€2

ds?

Z1
€2
T3

ds?

T
)
z3
Ty

ds?

T
T2
T3
T4
Ts5
ds?

rsin Yy
rcosth
dr?r?dy?

rsin vy sindy

r cos ¥ sin o

7 cos Yo

dr? + r?(d3 + sin? ¥odvI?)

r sin ¥ sin Y5 sin 93

r cos 1 sinJs sin U3

r cos Vo sin ¥3

r cos U3

dr? + r2[d03 + sin® 93 (A2 + sin? ¥odv?)]

7 sin 194 sin Y5 sin 93 sin U4

7 cos 11 sin Y5 sin Y3 sin 94

7 COS 1o sin Y3 sin ¥4

r cos V3 sin ¥4

7 costy

dr? + r2{d0% + sin”® 94[dV2 + sin® ¥3(dv3 + sin? ¥odv?)]}
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V poslednim bloku jsou hledané 5D soufadnice v plochém prostoru. Porovnanim
5D metriky na poslednim fadku s (2.4) ziskdme matici g

Grr = 1
go9,9, = r2sin?0ysin®¥3sin® iy
Go,9, = 712sin?dzsin® vy
G9395 = r2sin? ¥y
99494 = TQ
gi;j = 0 pro i # j.

Matice g ma diagonalni tvar, takze jeji determinant G je roven soucinu prvka
na diagonale

G = r®sin® ¥, sin? U3 sin® 9y
a odtud
1 . . .
G2 = r*|sin vy sin? V3 sin® V).

Nyni mame k dispozici v8echny ingredience k sestaveni kinetického ¢lenu
kvantového hamiltonianu podle formule (2.8), ktera se diky diagonalité g zjed-
nodusi na

LR 1 9 9
T=—oey G2 g i
2m ~G> dq; 0q;
Po dosazeni a jednoduchych tpravach dostaneme
. Rl19 ,0
T = |42
2m lr‘* ar or
L0 1 o
001 72 sin? ¥4 sin® Y5 sin® 9, Oy
n 1 0 . 9 1 0
—— —sing——5——— ——
sin ¥y 095 %12 sin? V5 sin? ¥, 0V
1 0 9 1 0
4+ ———sin“Yyg—F———
sin? 95 093 St s r2 sin® 94 0U3
1 0 3, 1 0
—sin° Y4 —— 3.1
+ sin® 9, 094 s 42 01941 (3.1)

Srovnanim s (2.18) vidime, Ze radialni ¢ast kinetickych ¢lent je stejna. Ac-
koliv tihlova ¢ast se lisi, presto, jak uvidime déale, mizeme snadno vyuzit feSeni
harmonického oscilatoru pro feseni 5D GCM s kvadratickym potencialem.!

1Ve skute¢nosti lze od proménnych 91, ...,94 prejit k souradnicim, které obsahuji thel
a v takové souradné soustavé uz maji kinetické ¢leny stejny tvar. 5D harmonicky oscilator je
ekvivalentni 5D GCM, viz [16].
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3.2 Volba vhodné baze

Hamiltonidny (2.15, 2.18) jsou pfili§ slozité pro analytické feSeni. Budeme je
Fesit numericky. Podobné jako v [14] zvolime vhodnou bézi vinovych funkei |¢)y)
a spocitdme maticové elementy

Hyy = (| H[¢). (3.2)

Diagonalizaci této matice ziskdme energetické hladiny systému. Pro praktické
vypoflty je nutné pouzit jen koneéné mnoho prvki baze |¢;). Dostaneme tak ko-
necnou matici. Nejnizsi vlastni ¢isla této matice aproximuji energetické hladiny
puvodniho hamiltonianu. Cim vetsi je zvolena baze, tim lépe dokaze vystihnout
skutecné vinové funkce a tim pfesnéjsi bude vysledek. Baze by méla byt volena
a aby vypocet maticovych elementt nebyl prilis obtiZzny.

Lze ocekavat, ze vlastni vlnové funkce H budou nabyvat nejvétsich hodnot
v okoli minima potencialu

V(3,7) = AB? 4+ B> cos 3y + C3*

a s rostoucim 3 vymizi, protoZe potencial roste jako 3%.
Zagneme jednodussim 2D piipadem. Uplny 2D hamiltonian (2.15) rozdélime
na dvé casti

HQD = H0 + Vo, (3-3)
kde
. R [10 0 1 9?2
i, - __ |\ 2537 - An 32 A4
o oK | 595 85+62372+ ol (3.4)
Vo = —Aof*+ AP+ BB’ cos3y+ CB". (3.5)

Cast odpovidajici Hy je hamiltonidn dvoudimenzionalniho harmonického oscila-
toru zapsany v polarnich souradnicich. Pravé vlastni stavy tohoto hamiltonianu
zvolime jako béazi. Konstanta Ay urcuje ,tuhost” potencialu harmonického osci-
latoru a ovliviiuje velikost oblasti, na které maji bazové funkce nezanedbatelné
velké hodnoty. Tato oblast je pfiblizné shodna s klasicky dostupnou oblasti.
Mimo klasicky dostupnou oblast hodnoty vlnovych funkci velmi rychle klesaji.
Nabizi se volba Ay = A, ¢imZ by se podafilo odstranit kvadraticky ¢len z po-
tencialu Vo. To viak nenf mozné, protoze hodnota A je typicky zaporna a i v
pripadé kladné hodnoty by takova volba nemusela mit dostateéné dobré vlast-
nosti. Napfiklad celkovy potencial véetné kvartického ¢lenu by mohl byt strméjsi
a vlnové funkce baze by tak klesaly pfili§ pomalu a bylo by jich potfeba zbytecné
mnoho.

Optimalni hodnotu parametru béze Ay urcujeme empiricky. Diagonalizace
kone¢né ¢asti hamiltonianu ndm vzdy d& horni odhad pro skuteéné hodnoty
energif stacionarnich stavi (viz [17]). Teoreticky muzeme vyzkouSet riizné hod-
noty Ag a vybrat takovou, pro kterou jsou energie nejnizsi. Takovy postup je
v8ak velmi narofny na strojovy ¢as. Ukazuje se, viz [18], Ze zavislost vlastnich
energii na Ay ma tvar ,yanovych” funkci, které maji hodnotu blizkou svému mi-
nimu pro pomérné velky interval. Pro praktické ucely stac¢i zvolit hodnotu Ag z
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tohoto intervalu. Nami pouZitd metoda urcuje Ag takto: Pro dostate¢né velky
rozsah hodnot Ag, naptiklad od 0.1 do 10, s malym krokem, napiiklad 0.01,
vzdy zkonstruujeme hamiltonian a spoc¢itdme jeho stopu. Stopa hamiltonianu je
soucet vlastnich ¢isel. Skutecné vlastni energie GCM aproximuji pouze nejnizsi
vlastni ¢isla numerického hamiltonianu, ale pfesto je stopa jakysi odhad souc¢tu
energii stacionarnich stavi, ktery chceme minimalizovat. Vybereme takové Ay,
které dava minimalni stopu a vydélime ho dvéma. Bylo empiricky ovéfeno, ze
tento algoritmus dava dobré vysledky.

Minimalizace energii jeSté neznamené, Ze vypocitané hodnoty dobfe apro-
ximuji skuteéné vlastni stavy. Konvergenci je potfeba ovérit napiiklad zvétse-
nim béaze na dvojnasobek. Pokud i pro dvojnasobnou bazi dostaneme stejné
vysledky, mame pro praktické ucely dostate¢nou jistotu, ze obdrzené vysledky
jsou spravné.

V piipadé 5D GCM (2.18), jehoz kinetickd ¢ast je prakticky ekvivalentni
5D harmonickému oscilatoru, provedeme tplné stejny trik jako ve 2D ptipadé.
Dostavame tak

. h2 19 ,0 1 1 8 d
Hy, = Ao3? .

0 5408 86 T (32 sin 37 87 siu 378 + Ao (3.6)
Vo = —A052 + AB? + B33 cos 3y + CBL. (3.7)

Nyni muzeme pfrikroc¢it k vypocétu bazovych funkeci. Reseni pro 2D harmo-
nicky oscilator je dobfe zndmé, zatimco 5D pfipad v literatuie nebyva. Pro
aplnost uvedme podrobny postup odvozeni obou pripadi.

3.3 ResSeni n-rozmérného harmonického oscilatoru

V této kapitole provedeme spole¢nou ¢ast vypocétu béze pro 2D i 5D model.

Mgjme systém (p + 1)-rozmérného harmonického oscilatoru dany hamiltoni-
anem

- RRl1o ,0
2m rp[??" 87’+ +Aor®. (3:8)

Budeme hledat reseni obdobnym zptisobem jako pro tfirozmérnou variantu (viz
[17]). Operator A piedstavuje tthlovou ¢ast kinetické energie. Jeho konkrétni tvar
zévisi na dimenzi p; viz (3.1, 2.19, 2.20)%. Najdeme stacionarni stavy systému
popsané vlnovou funkci

F(T, 191) = R(T)A(ﬂz)

Predpokladéme, Ze operator A piisobi jen na thlovou ¢ast A(9;) vlnové funkce
F. Ozna¢me a,, vlastni ¢isla operatoru A a A,,(¢;) odpovidajici vlastni funkce.

AAm (191) = amAm (791) (39)
Rovnice pro vlastni funkce F(r, ;)

R T1 aF LOF 1
— P AF Agr’F = EF
Com | 87’ or + + Aot

2T kdyz 5D GCM nema4 kineticky ¢len ve tvaru harmonického oscilatoru, muzeme tuto
podkapitolu vztahnout i na néj, protoze nebudeme pfredpokladat konkrétni tvar operatoru A.
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se po jednoduché upravé a dosazeni z (3.9) zjednodusi na diferencialni rovnici
pro radidlni ¢ast vlnové funkce
h? [pdR d?R 1

—— + —anR| + Ayr?R— ER =0.
2m rdr+d7’2+r2a +Aor

Pokusime se odstranit prvni derivaci transformaci x(r) = r"R(r). Mohli
bysme dosadit do rovnice a po upravach z koeficientu pred prvni derivaci urcit
hodnotu & tak, aby prvni derivace vymizela. Existuje vSak jednodussi metoda.
Po vymizen{ prvni derivace zbyde pouze ¢len d?/dr?, ktery odpovida kinetic-
kému ¢lenu ve sméru soufadnice r v kartézskych sourfadnicich. V kartézskych
soufadnicich neméa normaliza¢ni podminka vlnové funkce objemovy element, tj.

/X*(r)x(r)dr =1.

Neni t&7zké si rozmyslet, Ze normalizace v (p + 1)-dimenzionalnim p¥ipadé ma
normaliza¢ni podminku

/ PR () R(r)dr = 1,

jak potvrzuji objemové elementy 2D a 5D GCM. Srovnanim obou podminek
dostaneme x(r) = 7% R(r), odkud

R(r) =% x(r).

Po provedeni substituce vymizi prvni derivace, coz je diikaz toho, Ze naSe tivaha
vedla ke spravnym zavéram. NaSe rovnice ma nyni tvar

dr2 " 2

7712 {d%{ p(l 12)) 1

(6%
% ﬁXJr T_ZLX:| +A0T2X*EX:O.

Budeme pokracovat substituci, ktera odstrani faktor pred ¢leny d?/dx? a
Apr?x. K cili vede linearni substituce & = Vkr, kde

vV 2mA0

k
h

Po provedeni substituce a vydéleni faktorem —hy/Agp/2m méame

X'+ [1—2) (1—1—2))+am} éx+§2x+kx:0,

kde jsme pro strucnéjsi zapis zavedli oznaceni

1 /2m 2F
=F—/ — = — 1
kde
240
=4/ —. 3.11
w=y/2 (3.11)
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Regen{ budeme hledat ve tvaru x(&) = e w(¢) exp(fg), kde [ je prozatim
libovolny parametr, na jehoZ volbé teoreticky nezalezi. Funkce w(§) je totiz plné
obecné, takze muze obsahovat pfipadné dal$i mocniny £. Parametr [ mtzeme v
budoucnu zvolit tak, aby feSeni bylo co nejjednodussi. Po dosazeni dostaneme
rovnici

W'+ 2+ 1) - €’ +

[l(l—f—l)—i—]—;(1—]—2))+am}£_2w+()\—21—3)w:0

Parametr | volime tak, aby zavorka pted ¢lenem £ 2w vymizela, tj.

l(l+1):—§ (1725’) — am (3.12)

Rovnice se zjednodusi na

w’ + %[(l—i— ) —&w + (A =20 —3)w=0.

Dalgi substituce n = &2 vede na pfidruzenou Laguerrovu rovnici (A.1)

w' + l+§— w' + A_L.3 w=
77 5 1 1 2 1)v~

Pozadujeme-li normalizovatelné feSeni, dostavame pfidruzené Laguerrovy poly-
nomy L%(§) a podminku

kde n je libovolné celé nezéporné &islo. Po dosazeni z (3.10) dostaneme hodnoty
energie

E2M(n+é+g)ﬁw<2n+l+g> (3.13)

Hodnota ! je dana podminkou (3.12) a lisi se podle dimenze systému. Provedeme-
li zpétné substituce, dostavame postupné

w(n) = L),

w(€) = L2,

X(€) = ETLIEE) exp(—€2/2),

x(r) = k(l+1)/2rl+1Li:r1/2(kr2)exp(fkr2/2),
R(r) = k(l+1)/2rl+1_p/2Lﬁl+1/2(er)exp(—kzr2/2).

Funkce R(r) neni normalizovana. Celkem tedy

R(r) = Nyt P22 (kr2) exp(—kr? /2). (3.14)
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3.4 Reseni 2D GCM s kvadratickym potencialem

Odvozeny aparat pro n-rozmérny harmonicky oscilator pouzijeme na 2D GCM

jako jednoduchou ukazku pouziti pfed vypocétem 5D GCM. 2D GCM s kvadra-

tickym potencidlem je Gplné ekvivalentni 2D harmonickému oscilatoru.
Dosadime kvadraticky potencial do (2.15)

- R?2[10 0 1 62
H="om 5os"05 " 7oy

Podle (3.8) mame hodnotu p = 1. Uhlova cast A je

Y
A=—.
Oy?

+ Ao

Vlastni funkce operatoru A jsou
Am () = exp(im7)

0 (7) = —m*Am(v),

02 Am
kde mozné hodnoty m jsou omezeny podminkou periodicity

A (7) = A (v + 27),

odkud vyplyva m = ... —2,—-1,0,1,2,.... Mame tedy o,, = —m? a miZeme
podle vztahu (3.12) najit hodnotu [
1 1
+1) = —=(1-= 2
((+1) 5 ( 2) +m
1+1) = m?— E
N 4
1 1
(l+1 = - = —
((+1) (m 2) <m+ 2)
1
I = —5%m (3.15)

Dosazenim do (3.14) ziskame hledané radialni funkce

Rum(B) = B"LE™(kB?) exp(—kB2/2). (3.16)

Ze dvou moznosti volby znaménka +m pro kazdou hodnotu m vybereme tako-
vou, aby +m = |m|. Laguerrovy polynomy jsou obecné pro f = 0 nenulové a
proto je pro chovani funkce R(3) v okoli nuly uréujici élen 3™ . Kdyby mél tento
¢len zaporny exponent, nebylo by FeSeni normalizovatelné. Pod normaliza¢nim
integralem totiz funkce R(S) vystupuje dvakrat a celkem by pfispéla faktorem
B72™, ktery neni mozné kompenzovat objemovym elementem (3. Mame tedy

1

$(B,7) = NumB™ LI (18%) exp(— kB /2) exp(imy).
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Energie vlastnich stavii oscilatoru jsou podle (3.13) rovny
E = hw(2n+ |m|+1).

Normalizace funkci je dana integralem

oo 2
jg B (8,7 (8, 7)drd = 1,

0

ktery je diky tvaru vlnové funkce (3,7) = Npm Rnm (8) exp(im~y) moZno roz-
délit na sou¢in dvou samostatnych integrali

o) 27
Nﬁm/O ﬁan(ﬁ)an(ﬁ)dﬁ/O exp(—im-y) exp(im~y)dy = 1, (3.17)

Integral ptes v je trividlni a davad hodnotu 27. Budeme se zabyvat druhym
integralem, ktery je po dosazeni roven

/ - BBI™ LM (k3% exp(—kB2/2) 3™ LI (k%) exp(—k5%/2)d3 =
0

:/mﬁ”mﬂwﬂ@&ﬂ%mw%ﬁMB
0

Provedeme substituci

z = kB
s = (@)
ds = %(kx)_idx

a mame
1

L) ] ey ke o =
Wl‘“ /0°° o |2 a)] o) = 2k\il+1 e +7|177| 3,

kde jsme pouzili integral (3.42). Dosazenim do (3.17) ziskdme vztah pro vypocet
normaliza¢nich koeficientt

1 T(n+|m|+1)
2 _
Nio TLCES o 2r =1,

Elml+1n)
Ny = | ——— (3.18)
m(n+ [m|)!

Normalizované feSeni 2D GCM s kvadratickym potenciilem je

odkud po tpravé méme

kn!

o T RO AL ) exp (ki3 /2) explim).

(3.19)

Ego (ﬁa ’Y) =

kde




3.5 Reseni 5D GCM s kvadratickym potencialem

Nyni najdeme vlastni funkce hamiltonianu (2.18) s kvadratickym potenciilem

. Rl1 0 0 1 1 0 0
H=——|==pg*—+ —=———5i — | + App?
2K | B4 656 0B + B2 sin 3y Oy Sm?ﬁ@v +Aof

V tomto pfipadé je p = 4 a thlova ¢ast je rovna

A= 3
sin 37y O STy
Substituci o = 3y dostaneme tvar
i 1 daa 0 . Oa 0
= — —sina——
sin o 9y da 0y da
B 1 90 .
=~ Ysneda " Y8a’

ktery pripominé ¢ast dobfe zndmého operatoru kvadratu impulsmomentu

) 12 ) 1o
P2— 9 (gingl )4 L9 |
[smﬂ 20 (Sm &9) +sin2195902}

Vlastni funkce operatoru L2 jsou

Yim(9,9) = NP (cos?)e™
L%, = 10+ 1Y,
kde Il =10,1,2,.... Vidime, Ze zvolime-li m = 0, funkce Y}y nebude zaviset na ¢
a tedy
~ 1 0 0 1 92
L*Y,, = - — ([ sinv— | NP 9
0 Linﬂ o0 <Sm @19) + sin2196<p2} 0P (cos 1)
1 0

D .
=~ 959 <sm19%) NP (cos ).
Vime jiz, ze

L?Yyo = I(1 4+ 1)Yyo

a diky tomu je

1 0 (. ,0 0 B o
~ im0 99 (smﬂ%) P (cos¥) =11+ 1) (cos¥).

Operator A ma tedy vlastnf funkce dané Lagrangeovymi polynomy P(cosa) =

Py(cosa) s vlastnimi hodnotami —9I(! + 1). Pfezna¢ime [ na p a zavedeme
senioritu A

A = 3pu, (3.20)
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kde A = 0,3,6,...% Vidime, Ze
AA+3) =9u(p+1)=91(1+1).
Po zpétném dosazeni o = 3y muzeme napsat vysledek
AP, (cos37) = —A(\ + 3) P, (cos 37).
Nyni mame vyfesenou thlovou ¢ast hamiltonidnu a zname hodnotu
am = —A(A+3),
kterou dosadime do (3.14) a ziskame

(l4+1)=-21-2)+ XA +3) =M +32+2=(A+1)(A+2),

1 3
l=—-+(A+2).
7= (++3)

Dosadime do (3.14) a po zdméné r — 3 dostavame

odkud

R(B) = Nux B3/ OH2 LIATS2 (k3%) exp(— k57 /2).

Opét musime volit znaménko pred +(A+3/2) tak, aby funkce byla normalizova-
telna. Objemovy element je v tomto piipadé 3*. Pod normaliza¢nim integralem
vystupuje funkce R(3) dvakrat. V pfipadé volby zaporného znaménka by funkce
prispéla minimalné faktorem 1%, co by vedlo k divergenci integralu. Volime
proto kladné znaménko. Podle konvence preznac¢ime n — [. Kompletni vinové
funkce stacionarnich stava jsou

Yia(B,7) = NianF (B3) Py(cos 39), (3.21)
kde
FMNB) = AL (kB2 exp(—kB%/2),
- 277LAO
v 0

Energie stacionarnich stavi je podle (3.13) rovna
)
Ep = hw 2[—1—)\4—5 . (3.22)

Spocitame normaliza¢ni konstanty pro vlnové funkce. Normalizace je déna
integralem

o 27
/O [ B sl (53.2)0(5 )5 = 1,

3Tato definice plati jen pro GCM s nulovou rotaci (bez Eulerovych thli). P¥i zapoditant
rotaci nelze obecné€ z hodnoty g urcit hodnotu A, ktera navic nemusi byt délitelna t¥emi.
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ktery je diky tvaru vlnové funkce (3.21) moZno rozdélit na sou¢in dvou samo-
statnych integrali

0 2w
NZQ)\/O B4Fl,\(ﬁ)Fl)\(ﬁ)dﬁ/0 | sin 3| P, (cos 3y) P, (cos3y)dy =1, (3.23)

Spocitame nejprve integral pres

2m
/ | sin 3| [P, (cos 37))° dy.
0

Provedeme substituci a = 3y

6
d
/ | sin | [P, (cos a))? ==
O 3

Diky 27-periodicité integrandu miizeme integrovat pouze od —7 do 7 a vysledek
vynésobit tfemi. Po tpravé mame

[ lsinal iBy(eos )l do.

—T

Integrand je suda funkce «, takze mtizeme integrovat jen pres kladna « a vysle-
dek vynasobit dvéma. Na intervalu o € (0, 7) je funkce sin o nezaporna, takze
miizeme odstranit absolutni hodnotu

2/ sina[P#(cosoz)]Qdoz.
0

Dalsim krokem je substituce z = cosa, kde x pobézi od 1 do —1 a dz =

da(— sina)
2/11$ina[PH(x)]2 (-Si“’“a) .

Prohodime meze integralu a dostavame integral (B.3) znamy z dodatku B

1
4
2 [ [Pu(2)da = :
[ P e = oo
Spocitame druhy integral, ktery je po dosazeni roven
| B L ) exp( ki /2L (652) exp(— kB /2)d5 =
0
_ 7 pagan TA3/2(1.52 2 a2
=/ B o (RBT)| exp(—kB37)dS
0

Provedeme substituci

x = kB2
Jé; (£)® (3.24)
dg = L(kx) 2dx
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a mame
© ENTA T aiae, 12 1 i
/0 (E) [Ll / (J:)} exp(—ac)§(k:x) 2de =

1 % a2 [pa+3/2, 317 _ 1 TU+A+5/2)
2/<;A+5/2/0 ! {Ll (z)} exp(—2)de = 5557 Il ’

kde jsme opét pouzili integral (3.42). Dosazenim do (3.23) ziskdme vztah pro
vypocet normaliza¢nich koeficient
s, 1 T(U+A+5/2) 4
N3 =1,
2k AT5/2 I! 2u+1

odkud po tpravé méme

EAS/201(20 + 1)
Np=y) o BT ) 3.25
2 \/2F(l+>\+5/2) (3:25)

Normalizovana baze pro feSeni 5D CCM modelu je

5D _ Ell(2u+ 1)
LR Y e v oy ey
(k2D N2 (15%) exp(— kB2 /2) Pulcos 37),  (3.26)
kde
o 2mA0
k= P

3.6 Vybérova pravidla a maticové elementy pro
2D GCM

Nyni zname konkrétni tvar vlnovych funkci, pomoci kterych miizeme najit ener-
getické hladiny 2D GCM. Cilem této prace je mimo jiné provést srovnani miry
chaosu 2D a 5D modelu. Aby takové srovnéni mohlo byt relevantni, musime 2D
béazi ponékud zredukovat.

3.6.1 Redukce 2D baze

Zakladnim voditkem pro redukci budou vlastnosti 5D baze (3.26). Uhlova ¢ést
P, (cos3v) ma periodu 27/3 a navic je suda v . Tato periodicita je pozistatek
symetrii geometrické interpretace (1.9,1.10).

Zatimco thlova ¢ast vypodetni baze 5D GCM je prirozené 2w /3-periodicka,
u baze 2D GCM musime tuto periodicitu zavést uméle. Budeme uvazovat jen
hodnoty m, které jsou nasobkem tii. Od této chvile budeme vSude psat 3m misto
m. Uhlova ¢ast bude mit tvar exp(i3my) a radialni funkce budeme znadit

Rom(r) = r3™L3™ (kr?) exp(—kr?/2) (3.27)

Vidime, ze m p¥ipominé kvantové &islo u, viz (3.20).

38



Hodnoty m pro 2D mohou byt kladné i zaporné. To je dalsi nezadouci rozdil
mezi 2D a 5D, kde p > 0. Zbavime se ho pfechodem do béze sinti a cosini.
Misto béaze (3.19) vezmeme funkce

VEbn(r @) = NpuRom(B)sin(3my) — prom=1,2,...
w]%I\)/EN(Tv 90) = N’rI;]man(ﬂ) COS(3m’y) prom = 07 15 27 ceey

kde jsme provedli nahrazeni (r, ) — (5,7). Tyto funkce jsou ekvivalentni pii-
vodni bazi, protoze

exp(i3my) = isin(3m~y) + cos(3m~y)
exp(—i3my) = —isin(3my) + cos(3m~y)

a lze snadno ukazat, ze jsou Vzajemné ortogonalni.
Normalizaéni koeficienty N, jsou dany vzorcem

[e’e) 2
0 )2 Ry (B3) Ry (3)d in(3m~) sin(3m~y)de = 1.
>A BRom(5) w>@é sin(3my) sin(3my)d

Srovnanim s (3.17) vidime, Ze

N,?m _ f027r exp(—i3mep) exp(i3me)dy Novom =

fo% sin?(3m~y)dy

2
T Npsm = V2Np 3. (3.28)
iy

Obdobné pro NE = ziskdme
NE | Npam prom =20
- angm rom=1,2,...
p 3 )

Nyni mame jen nezaporné hodnoty m, ale zato mame bazi sestavajici ze
dvou sad funkci. Ukadzeme, Ze tyto dvé sady tvori v podstaté dva nezavislé
systémy. Maticové elementy mezi funkcemi ze sudé a liché baze jsou totiz nulové.
Vezmeme-li maticovy element (3.2) a dosadime za Hop z (3.3), dostavame

Hig = (il H|yu) = (b Holvr) + (| Volwn), (3.29)

kde index k a [ zna¢i dvojice kvantovych &isel nm a n'm/. Prvni ¢len je diago-
nalni. Pavodni baze (3.19) vznikla hleddnim vlastnich stavii Hy

How(LHO - nml/] (LHO)nm>
kde
Epm = hw(@2n+ |m|+1).

Sudé a liché funkce jsou stale vlastnimi stavy ﬁo, jak se muZzeme piresvédéit
primym vypoctem

ﬁo7/1(28DD)nm = (7/’(LH0)n 3m 1/’(25}10)11(_3“1))
_ 212 (HO%HO)H,SH] — Hlom(am)
- 2% (E”’gmw(?&o)nﬁm - Enﬁm?/’(QIPHO)n(fgm))
- Envgm’l/)(QIO)DD)nmv (3.30)
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kde jsme vyuzili zndmy vztah
1
sin 3my = g[exp(i?)m) — exp(—i3m)].
i
Obdobné muzeme postupovat i pro sudou bazi

ﬁow(QIO)DD)nm = E",3mw(2gDD)nm‘ (331)

Odtud plyne diagonalita prvniho ¢lenu. Druhy ¢len neni diagonalni, ale je ale-
spon nulovy mezi sudou a lichou funkci. Potencial V) mé tvar

Vo(B,7) = (A — Ao)B* + BB cos 3y + C3* (3.32)

Druhy ¢len maticového elementu mezi sudou a lichou funkci je dan integralem

<1/’(ODD)nm|VO|1/J EVEN)n’m’ )=

27
/0 ; BNC  Rpm(B) sin(3my)Vo(8,7)NE, /Ry (3) cos(3m’~)dyds.

Pro nulovost sudo-lichych maticovych elementii je podstatny integrél z predcho-
ziho vyrazu

2m
/ sin(3m~)Vo (8, 7) cos(3m’~)dy,
0

ktery je nulovy. Funkee V5 (53,7) je totiz suda v v. Meze integralu lze diky 27-
periodicité integrandu posunout a integrovat od —m do 7. Vidime, Ze pod inte-
gralem je soucin dvou sudych a jedné liché funkce, coz opét dava nulu. Celkem
tedy

<1/’(ODD)nm|H|7/’(EVEN)n m’ > =0.

statistické vyhodnoceni energii stacionarnich stavi. V pfipadé, ze bysme vy-
hodnocovali energetické hladiny pfislusné celé bazi, tj. sudym i lichym funkcim,
vyhodnocovali bysme vlastné statistiku danou sjednocenim hladin dvou nezéa-
vislych systémi. Pripadné korelace ve vzdalenostech hladin by se tak vytratily
a systém by vychézel regularni. Cilem této prace neni statistické vyhodnocovéani
hladin, pfesto je tato tivaha dobry argument pro vyhodnoceni chaoti¢nosti (tj.
v naSem piipadé provedeni vypo¢tu miizky) bud jen se sudou bézi, nebo jen s
lichou. Zaroven tak vyfesime problém se zdpornym m.

V dalsim budeme pracovat se tfemi systémy: 5D GCM, 2D ODD a 2D EVEN.
Pro prehlednost uvedeme explicitni tvar 2D bazovych funkci

VO(By) = Ny Ly (kB) exp(—kp2/2)sin(3my) prom =1,2,...
kde
NO _ 2k3m+1nl
i m(n+ 3m)!
E3m+in|
NE = o =0
nm m(n+ 3m)! prom
2k3m+1p!
NE = - 0.
nm w(n+3m)! pro m >

40



3.6.2 Uhlova &ast maticovych elementti

Rozklad hamiltonianu H = Hy+ Vi ndm opét usnadni praci. Vyjdeme ze vztahu
(3.29). Prvni ¢len je ¢isté diagonalni, viz (3.30) a (3.31).

Druhy ¢len muZzeme rozepsat jako dvojity integral. Opét rozlisime sudou a
lichou bazi. Zactneme s lichym piipadem

W22 [Volp2D,) =

e’} 27
/0 ; BNy Ry (8) sin(3m)Vo (3, 7) Normr Ry (8) sin(3m’ ) dryd 5.
(3.33)

Uhlova ¢ast integralu pro maticovy element je v liché bazi dana jako
2m
/ sin(3my) Vo (B3, 7) sin(3m'~)dy. (3.34)
0
Dosadime za Vj z (3.32) a po apravé mame
2
/ sin(3my) [(A — Ag)3? + BB cos 3y + Cﬁﬂ sin(3m’v)dy =
0
2m
[(A— Ag)B* + CB] / sin(3m~y) sin(3m/~)dy
0
2m
+Bﬁ3/ sin(3m~y) cos 3y sin(3m’~y)dy =
0

(A= A0)8 + CB*] wdmmr + BB (=3 ) b1 (3.35)

Obdobné pro sudou bazi dostaneme pro m,m’ > 0

27
/ cos(3m)Vo(3,7) cos(3m/y)dy =
0
2 4 3(T
(A= A0)8* + CB*| 70 + BE* (5) momer, (3:36)
prom =0 a m’ = 0 je integral roven
27
/ cos(3m)Vo(B,7) cos(3m/y)dy =
0
[(A— Ag)B? + CB] 2r
aprom=0,m =1nebom =1, m =0 mame
2m
/ cos(3my) Vo (3, ) cos(3m’y)dy = BB3*r.
0

Maticové elementy pro sudou i lichou bazi mohou byt nenulové jen pro

= m/

m 3
m = m +1. (3.37)
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3.6.3 Vypocet integralt s Laguerrovymi polynomy

Pred vlastnim vypoctem maticovych elementti uvedeme vypocty netrivialnich
integrali, které v nich vystupuji. Zaroven odvodime vybérova pravidla, ktera
se uplatni i pro maticové elementy. Na§ postup vypoctu je zalozen na generuji-
cich funkcich Laguerrovych polynomt. V [2] je pouZit jiny postup zaloZeny na
komplexni analyze. Pouziti generujicich funkeci je zfejmé piimocarejsi. Vysledky
jsou samoziejmé nezivislé na zptsobu vypoctu.

Spocitame integral

Il kp) = [ 2 ML) L e, (3.38)
0

kde k je celé nezaporné ¢islo. Hodnoty integrala I,,,,(k, «, p) budou koeficieny
v Taylorové rozvoji funkce

FRox) = Y Tum(k,a,p)&™"x™,

n,m=0

kterou spocitame pomoci vytvorujici funkce (A.2).

FEEx) = Y / 2R LR () L ()" da €7y
n,m=0

o0

= [ Y L@ Y e da
0 n=0

m=0

__z& '
/ =
0

N (e

1 < € X
- (1*§>a+1(1*X)a+pH/o ””k“p{‘(ls*lx“)””}d””

Pro vyraz v kulatych zavorkach zavedeme oznaceni A

RS TX B 1—&x
R e S T

Integral 1ze snadno spocitat pomoci gama funkci

e r k+1
/ 2°TF exp(—Az)dz = M’
0

A

)\aJrkJrl
coz dava
1 1 a+k+1
P60 = g (3) Tt

Dosadime za A

Dla+k+1).

o . a+k+1
P (6) = 1 [ECIEY

(1= &tt(l — x)orrtt 1—-¢x
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Upravime zlomky a méme

Fp€x) = (1= (1 —x)*? T(a+k+1). (3.39)

(1= Ex)oth+t

Potfebujeme najit Taylortv rozvoj funkce F(a,k,p), ktery by obsahoval
pouze kladné celoéiselné mocniny ¢ a x. Rozvineme vyrazy pomoci binomické
véty

(1+2)" = i (:;)x"

n=0

Ve specidlnim ptipadé, kdy r je celé nezaporné ¢islo, tj. r =1 € Ny, se suma v
binomické vété redukuje na koneény soucet

l
l
14 2) = m,
ey =3 (1)
n=0
I kdyZ bysme mohli rozvinout mocniny (1 — &) a (1 — x) pro obecné hodnoty
exponentii, budeme radéji predpokladat, ze
k,peNpak—p>0.

Diky kone¢nosti binomickych sum budeme schopni zformulovat vybérova pravi-
dla pro nenulovost integrali.

Dostavame
Fe(6x) = fﬁ;()( ) &) io( a+k+1>>(§x)"F(a+k+1)~

Dale budeme predpokladat, ze o + kK + 1 > 0. Pro dalsi apravu pouzijeme
nasledujici vypocet:

<_(O‘ e 1)) (-1)" = % Tli—(a+k+1)—l(-1 =
=0

n

n—1
1 a+k+n
Hlu)(ourkﬂﬂ):( . )

a diky zndmému vztahu pro gama funkce I'(z 4+ 1) = 2T'(z) miizeme psat

r 1
F(a+k+1)(a+s+n) _TDlet+k+n+1)

n!

)

(kN [k — o Tla+k4+n+1) .
B ()7 estzmeten

Uréime koeficient I, (a, k, p), ktery stoji v rozvoji funkce Fy, u élenu £ xH.
Musi platit

= n+1
po= n+j
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Pro dané n mtzeme jednoznaéné dopocitat indexy 7 a j. Hodnoty n, pro které
miuze mit £ mocninu rovnou v jsou v —k az v. Pro tyto hodnoty n je vzdy mozné
najit takové i z intervalu 0,1,...,%, aby bylo £&"t* = ¢¥. Pro malé hodnoty n
mize byt v — k zaporné, v takovych pfipadech vezmeme jako spodni mez pro
n nulu. Celkem tedy n = max{0,v — k},...,v. Obdobna tvaha pro hodnoty n,
které prispéji ke ¢lenu x" 7 = x* dava n = max{0,u — k + p}, ..., u. Prinik
obou intervali je celkem

n=max{0,v —k,u—k+p},...,min{v, u}.
Koeficient u & x* je

L k,p) = minzw < k ><’fp)(1)u+uf(a+k+n+1)_

v—n/\u—n n!
n=max{0,v—k,u—k+p}

(3.40)
Oznac¢ime horni a dolni mez sumy

Nmin = max{0,v—k,u—k+ p}

Nmax = min{v, u}.

Suma da nulu vzdy, kdyZ je splnéna podminka nmyin > nmax. V opa¢ném piipadé
je integral obecné nenulovy. Vybérové pravidlo uréime z inverzni podminky

max{0,v —k,p—k+p} < min{y,u}.

Tato nerovnost je splnéna, plati-li souc¢asné vSechny tyto podminky:

0 < v,

0 < g
v—k < v,
v—k < p,
p—k+p < v,
p—k+p < p

Vzhledem k predpokladim k& —p > 0, k£ > 0 je netrividlni pouze ¢tvrta a pata
podminka. Jejich kombinaci dostaneme vybérové pravidlo

—k+p<v—pu<k. (3.41)

Vidime, Ze pro k = p = 0, je nutnou podminkou pro nenulovost I, (c, 0,0)
rovnost v = u. Dosazenim ziskdme integral ¢asto uvadény v literatute

Pla+n+1)

In(a,0,0) = / 2 Ly(x) Ly (z) exp(—z)dx = dp.n ;
0 n!

(3.42)
Dalsi klasicky specidlni piipad je

Inn(@1,0) = / o L (@) exp(—a)de = ATVt 2t 1)

n!
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3.6.4 Radialni ¢ast maticovych elementa

V kapitole 3.6.2 jsme integrovali pfes v v ¢lenu maticového elementu (3.33).
Budeme se zabyvat jen témi pripady, kdy maticovy element spliiuje vybérova
pravidla (3.37), v ostatnich p¥ipadech je nulovy.

Nejprve spoéitame p¥ipad m = m'. Ze vzorct (3.35, 3.36) vidime, Ze pro
m > 0 je prispévek integrace pres vy

m[(A—Ao)B* +CpY]
pro sudou i lichou bazi. Pro m = 0 v sudé béazi mame
2m [(A — Ap)B% + Cﬂﬂ .
Dale budeme pro stru¢nost pokracovat jen s lichou bazi. Postup pro sudou bazi

je stejny, jen je potieba odligit pfipad m = 0. Dosadime do (3.33) a upravime
integral do tvaru vhodnéjsiho pro vypodcet

WO Vol uCn) = NO,NC,. /O B [(A = A0)3 + CB] R (B) R (B)d5.

(3.43)
Spocitame obecnéjsi typ integralu
| 88 B () Born(9)35. (3.44)
0
kde k£ =0,1,2,..., pomoci kterého lze puvodni integral snadno vyjadrit. Dosa-

dime za R, z (3.27)
/ - BR* EM LA™ (kB%) exp(—kB%/2) 33 L3 (kG?) exp(—kB3%/2)dS =
0
| L e L () expl )5
0

a provedeme substituci (3.24). Dostavame

1

YR /o R L3™ () L3 (1) exp(—x)da.

Integral ma stejny tvar jako (3.38) s parametry I(3m,k,0) a pro konkrétni
k miZeme jeho hodnotu uréit pomoci vzorce (3.40). Na integral se vztahuji
vybérova pravidla (3.41), v tomto piipadé

—k<n-—-n<k.

Pro ilustraci spoc¢itame maticové elementy pro piipad n’ = n + 1. Postupy pro
dalsi pfipady jsou obdobné. Za¢neme piipadem k = 1. Vzorec (3.40) dava

Inns1(3m,1,0) zn:( 1 )( 1 l)(_l)n+n+1F(3m+l1!+l+1):

P n—01/\n+1-
'n+3m+2) (n+3m+1)

n! n!
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Integral (3.44) ma tedy pron’ =n+1 a k = 1 hodnotu

1
2k3m+2

1 (2n+3m+1)!

/0 g E3mELL3m () 37 (1) exp(—z)da = ST o
Pro pfipad k = 2 a n > 0 dostaneme z (3.40) sumu pfes dva prvky

n

A e

In,nJrl (3m, 1, 0)

l=n—1
_ 721“ n+ 3m + 2) 72F(n+3m+3)
(n—1)! n!
_ 72(n+3m+ Din 72(n+3m+ DY(n+3m+2)
n! n!
B 72(n+3m+1)!(2n+3m+2)
n! '

Je-li n = 0, prvni ¢len sumy vypadne. Jeho pFispévek je ale nasobkem n, takze
odvozeny vyraz pro n > 0 plati i pro n = 0. Integral (3.44) ma pron’ =n +1
a k = 2 hodnotu

1
2k3m+3

1 (n+3m+1)l(n+3m+2)
 3m+s n!

/ gFE3mELE3m (3™ (1) exp(—x)da =
0

Po dosazeni do (3.43) s vyuzitim (3.18) a (3.28) méame

N 2k3m+1p) 2k3m+1(n 4+ 1)!
WO [Tty ) = V \/ (1L,

m(n+3m)!'\ m(n+ 14 3m)!
1 (n+3m+1) 1 (n+3m+1!(2n+3m+2)
™ |(4 = 4o) 2k3m+2 n! © T gBm+s n! -

V(n+1)(n+3m+1) [(A —AO)% — 2C%(2n+3m+2)} .

Tento vyraz uz je hodnota maticového elementu. Prvni ¢len na pravé strané
(3.29)) je diky ortogonalité baze a (3.31) roven nule. Celkem tedy

WO H S ) =V (n 4+ 1)(n+3m + 1) [kH(A — Ag) — 2k72C(2n + 3m + 2)] .

Suda baze se lisi hodnotou integralu pies thlovou ¢ast a také hodnotou nor-
maliza¢nich elementii. Tyto dvé zmény se navzajem kompenzuji, takze uvedeny
maticovy element v tomto pfipadé plati i pro sudou bazi. Pro m = m/ jsou
maticové elementy sudé a liché béaze totozné.

Druh4 moZnost, kterou dava (3.37) je m’ = m £ 1. Ze vzorci (3.35) a (3.36)
uréime hodnotu integrace pres thel v. Opét budeme demonstrovat postup jen
pro lichou bazi. Pro sudou bazi je postup obdobny. Lisi se jen v jinych hodnotach
integralu pfes v a v normalizaénich koeficientech. Z (3.35) mame integraci pres
thel v rovnou

e
—-B3=..
62,
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Postup je podobny jako v pfipadé m = m’. Prozatim budeme predpokladat
m’ = m + 1. Dostavame vzorec pro hodnotu maticového elementu

(ol Vol my1) = NN 1 / B (=B S| Rum (8) o m1(8)dB,

ktery vede na integral
/ T B B L (kB2 exp(— k5 /2) B3 LD (152 exp(— k52 /2)d B =
0
/ T oM L (15 LD (62 exp(—k6%)dB.
0

Opét provedeme substituci (3.24) a dostavame

1 > m m m
W/o a3 L3 () L33 (1) exp(—x)da.
Z predchozi kapitoly vime, Ze tento integral je typu I(3m,3,3) (viz (3.40)).
Parametry jsou

a = 3m,
= 3’
p = 3

Podle (3.41) mame vybérova pravidla
0<n-n'<3.

Tento vysledek na prvni pohled budi dojem, Ze maticové elementy nejsou syme-
trické vici zaméné indexi. Pokud vSak prohodime soucasné obé& kvantova cisla
n a m, tj.

(n,m) «— (n'm’),

tak se hodnota maticového elementu nezméni. Diky této vlastnosti, ktera pro
realné maticové elementy musi platit diky hermiticité H, miZzeme urc¢it hodnotu
maticového elementu i pro p¥ipad m’ =m — 1

<1/}7?m|‘70|1/}7?/,m—1> = <1/)79,m—1|%|1/}7?m> = <1/)79m’|‘70|1/}7?,m’+1>'

Vyéisleni integralu je pfimocaré a nebudeme ho uvadét. Hodnoty vSech matico-
vych elementii jsou shrnuty v néasledujici kapitole. Zatimco pro m = m’ maticové
elementy nezavisely na parité baze, v pfipadé m = m’ & 1 tomu tak jiz neni.
Normaliza¢ni konstanty nezkompenzuji rozdilné hodnoty integrace ptes . Diky
tomu se maticové elementy pro sudou a lichou bézi lisi.
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3.6.5 Priehled vybérovych pravidel a maticovych element
Maticové elementy budeme pro prehlednéjsi zapis znacit
<nm|f{|n/m/> = <"/)nm|f{|"/)n’m’> (345)
Pro obé baze plati

(nm|Hnm) = hw(2n+3m+1)+ (A — Ag)k~ " (2n+3m + 1)
+ Ck?[n(n—1)+ (n+3m+ 1)(5n + 3m + 2)],

(n+1,m|Hnm) = —(A— Ak '/ (n+1)(n+3m+1)
— 2Ck™ 2/ (n+1)(n+3m+1)(2n + 3m + 2),

(n + 2, m|H|nm) Ck™2/(n+1)(n +2)(n +3m + 1)(n + 3m + 2),

kde k je

vV 2mA0
h

k=

Zbyvajici nenulové elementy se ve 2D modelech vzajemné lisi o multiplika-
tivni konstantu

- B
(n,m+1|H|nm) = agk/’*gm\/(n+3m+3)(n+3m+2)(n+3m+1),
A 3B
(n—1,m+1/H|nm) = —aTkJ_?’/Q\/n(n—i—i’)m—i—Q)(n—i—?)m—i—1),

~ B
(n —2,m+ 1|H|nm) a%k73/2¢n(n71)(n+3m+1),

B

(n—3,m+1|H|nm) = —a;kzig/Q\/n(n —1)(n—2).

Hodnota « je dana predpisem

—1 pro lichou bazi
a= 1 pro sudou bazi, kde m > 0
V2 pro sudou bazi, kde m = 0

Zbylé maticové elementy, které nelze ziskat pouhou zdménou indext nm «—
n’m’, jsou nulové.
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3.7 Vybérova pravidla a maticové elementy pro
5D GCM

Vypoéty v 5D modelu jsou jednodussi, nez ve 2D. I kdyz 5D model vypad4a na
prvni pohled slozitéjsi, postrada specialni pfipady a pracujeme pouze s jednou
bazi. Maticovy element pro 5D model rozepiSeme tplné stejné jako ve 2D piipadé
pomoci (3.29). V tomto pfipadé viak indexy k a [ znadi dvojici kvantovych &isel
(I\). Béazové vektory jsou vlastnimi vektory operatoru H,, takze prvni ¢len je
diagonalni a jeho hodnoty jsou rovny energiim (3.22)

R 5
(Yix|Holtw ) = hw <21 + A+ 5) O Oan -

Druhy ¢len je podle (3.21) roven

(WixVoltbw ) =
oo 2
NixNy / B*|sin 3v| F(8) Py (cos 37) Vo (B,7) ) (B) Py (cos 3v)dyds,
o Jo
(3.46)
kde A = 3pu. Spoéitame dhlovou ¢ast vyrazu.
3.7.1 Uhlova ¢ast maticovych elementt
Vztah (3.46) obsahuje integral
27
Ay = / | sin 3| P, (cos 37)Vo(B,v) P (cos 3y)dy. (3.47)
0

Po rozepsani V5 (5, v) podle (3.32) dostaneme pro kvadratickou a kvartickou ¢ast
integral

2m
[(A- Ag)B* + Cﬁﬂ / | sin 3| P, (cos 3v) P, (cos 37v)dy.
0
Integral muzeme spocitat iplné stejné jako pii vypocétu normaliza¢nich konstant

pro 5D GCM v kapitole 3.5. Nakonec dostaneme integral (B.3) z dodatku B,
coz dava

4

P —— 3.48
s 2M+1 ( )

2w
/ | sin 3| P, (cos 3v) Py (cos 3y)dy = ¢
0
Vypocet kubického ¢lenu je slozitéjsi. Potfebujeme spocitat integral

2
B3? / | sin 3| P, (cos 37) cos 3y P, (cos 3v)d,
0

Provedeme substituci a = 3y

6m da
/0 | sin | P, (cos o) cosa Py (cos a)?.
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Cely integrand je funkci sin o a cos a, takze je 2m-periodicky. Budeme podcitat
jen prvni periodu integréalu a vysledek vynésobime tfemi

2m
sin « P COS (x) COS P, COS «x dOé
o “w
0

Integrand je sudy okolo 7 na intervalu (0, 27), protoZe je funkei cos« a |sina/,
které maji tuto vlastnost. Budeme integrovat jen do 7 a vysledek vynasobime
dvéma

2/ | sin | P, (cos ) cosa Py (cosa)da.
0

Na intervalu (0, 7) je funkce sin kladn4, takZe muZeme vynechat absolutni hod-
notu

2 / sinaP,(cosa) cosa P, (cosa)da.
0

Provedeme substituci z = cos a:

r = cosaq,

dxr = —dasina.

2/17 Pu(2) @ Pu(a)(~1)da.

Prohodime integraéni meze a zménime znaménko

2 / 1 Pu(z) @ Py (z)dz.

-1

PouZijeme vztah pro Legendreovy polynomy (B.2) a mame

2/71 2M1+ 1 (1 + 1) Py (z) + pPu1(z)] Py (x)da.

Rozdélime integréal na dva samostatné integraly

nf Py (@) P )

1
1
G+ 1) [ Pun(@)Pula)de + 25
—1 —1

2
a pouZzijeme relaci ortogonality (B.3)

i+ 2— 25
2t 1) + Lo T T e ) e

2 1
2u+1(“+ )

takze po apravé mame

M2 s pa—
u+Du+3) " TR -1 T

(3.49)
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Déame-li dohromady vysledky (3.48) a (3.49), ziskdme hodnotu (3.47)

27
Ay (B) = / | sin 3| Py (cos 3v)Vo (B, 7) P (cos 3y)dy =
0

(4= 40)3 + €3 oy +
59 [ o o e 00
Vidime, Ze vybérova pravidla z integrace thlové ¢asti jsou
—1<p—p <1,
nebo pro A = 3u
—-3<A-)N <3

Vybérova pravidla (3.37) pro m a pro p jsou stejné.

3.7.2 Radialni ¢ast maticovych elementa

Zajima nas hodnota vyrazu (3.46), jehoZ zapis zjednodusime pomoci (3.47).

(bia|Vo v a) = Nl/\Nl’/\’/O 5414;1“’(5)171“5)1’?/ (B)dg,

Postup je prakticky stejny jako pro 2D piipad. Dokonce i vysledky jsou si po-
zoruhodné podobné. Uvedeme nyni jiz velmi stru¢né vypocet a budeme se sou-
stfedit na srovnani s 2D pripadem.

Provedeme substituci (3.24) a mame

1

NuNox sromTa

/ s D24 (@) L () 1 () exp(—a)da
0

Obdobou funkce A,/ pro 2D piipad je funkce A, ktera se lisi podle parity
2D béze a je dana vzorci (3.35) a (3.36). Odpovidajici integral pro 2D je

1
2D aA72D
NnmN 'm/ 2k(3m+3m/)/2+1

o0
/ gBmE3m2 A ()L (@) L3 (2) exp(—x)da.
0
Typ integralu (3.38) je dan hornimi indexy Laguerrovych polynomu (3m, resp.
A+ 3/2) a mocninou =, ktera je rovna a + k. Clen A, (), resp. A, (z), v
obou pfipadech obsahuje obecné druhé, tieti a ¢tvrté mocniny 4. Sudé mocniny
se diky tvaru funkei Ay, (z) a Ay, (x) uplatni jen pro p = ' a m = m/, pro
které je

Auu(ﬂ) [(A - A0)62 + 064} ma
Amm(8) = [(A - A0)62 + 054} .

Pro piipad m = m/, resp. A = X' dosadime za A(() a za normaliza¢ni konstanty
(3.25) a (3.28). Pouzili jsme normaliza¢ni konstanty pro lichou bazi, takze dalsi
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srovnani se tyka jen 2D ODD. Pro 5D pfipad mame

EAMS/200(2 4 1) RS20 (2 + 1) 1 4
201+ A+5/2) \| 2D(1 + X\ +5/2) 2kM5/2 2 + 1

o) 2
/0 372 [(A _ Ao)% LC (%) } LM () LI (1) exp(—a)de

Pro 2D pfipad dostavame
2k3m+1p] Qk3m+1pn/1 1
w(n 4+ 3m)!'\| ©(n’ + 3m)! ofBmrL "

T [ — a1 o (5)] ) () exp(—a)da
el agee(q)]

Dosadime-li do pfedchozich dvou vyrazi za p = A + 3/2 pro 5D a p’ = 3m pro
2D, ziskdme po jednoduchych dpravach

Il i
\/F(l+p+1)\/F(l’+p+1) x

/ooo a {(A ~Ao)p+C (%)Q] 1§ (@)L, () exp(—z)da

pro 5D a

n! n'l
\/F(n Yo +1) \/F(n’ NS e
/000 z [(A — AO)% +C (%)1 Ly (x)LZ/, (z) exp(—z)dz

pro 2D. Vidime, ze vyrazy se lis{ jen zaménou (n,n’,3m) «— (1,1, A+ 3/2). Po
provedeni zamény ve ¢lenech amérnych (A— Ap) a C v kapitole 3.6.5 a nahrazeni
¢lenu

hw(2n +3m +1) — hw(2n+ A +5/2)

podle (3.22), dostaneme maticové elementy 5D pro A = X.

Zbyvaji elementy, pro které je m =m’ +1 a u = p' + 1. Opét vezmeme pro
srovnani lichou bazi a budeme uvaZovat jen piipad m = m’ 4+ 1. Funkce A(f)
jsou podle (3.35) a (3.50) rovny

4p
2 +1)(2p—1)
Amm’ (ﬁ) = 353 (_g) .
Zopakovanim piedchoziho postupu méme po zavedeni p = X' 4+ 3/2 a p’ = 3m/
integraly

AHH' (ﬁ) = Bﬁg

X

ko3t (2u+ 1) [ketHN(2W +1) 1 4
(I +p+3+ 1)\ 200 +p+1) 2607 2u+ D)(2p—1)

/000 "B (%)3 L{™ (x) Ly (x) exp(—x)dx
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2kF'+3+1n] 2kP'+1n!! 1 T
ml(n+p +3+1)\ al(n +p/ + 1) 2k¢'+1 (7) 8
*© 3 /

/ z’ B (%) L3 (2)LE, (x) exp(—z)da.
0

Kromé zamény (n,n’,3m) «— (,I', A + 3/2) se integraly lisi o dalsi ¢len. 5D
pripad je oproti 2D vynasoben faktorem

2uy/Cu+ 124 +1)
(2p+1)(2u—1)

S vyuzitim p = p/ 4+ 1 po apravé mame

24 +1)
Ve +3)2n + 1)

Chceme-li tedy pfevést vysledky z kapitoly 3.6.5 na 5D piipad, musime provést
nahrazeni?

24+ 1)
Ve +3)2 + 1)

Tim ziskAme vSechny maticové elementy pro 5D GCM.

45D GCM srovnavame s lichou bazi, kde a = —1, odtud pochazi znaménko u « pro 5D.
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Kapitola 4

Chaos v GCM

4.1 Statistické vlastnosti spekter

Zakladnim kriteriem pro miru kvantového chaosu je pozadavek dobré korespon-
dence s nékterou klasickou mirou. Nejrozsifenéjsi metodou je statistické vyhod-
noceni distribuce energetickych hladin. V této praci tuto metodu nepouzivame,
takZe uvedeme jen strucny piehled.

Vychodiskem pro statistické vlastnosti hladin je teorie nahodnych matic stu-
dovana v 50. letech 20. stoleti Wignerem. Wigner predpokladal, Ze hermitovské
matice s ndhodnymi elementy budou odpovidat hamiltonianim velmi slozitych
systémil. Pravdépodobnostni rozdéleni v prostoru matic musi byt invariantni
vGdi ortogonalnim (pro reélné matice), resp. unitarnim (pro komplexni matice)
transformacim. Kromé je uplatnén pfedpoklad statistické nezévislosti jednotli-
vych maticovych elementi. Oba zminéné typy souborti ndhodnych matic nazy-
vame GOE (gaussian orthogonal ensemble), resp. GUE (gaussian unitary en-
semble).

Vezmeme-li vzdalenosti po sobé jdoucich vlastnich ¢isel ndhodné matice (v
piipadé hamiltonidnu vzdalenosti sousednich energetickych hladin),! mtzeme
urc¢it pravdépodobnostni rozdéleni vyskytu jednotlivych vzdalenosti. Pro sou-
bory GOE a GUE se daji stanovit limitni rozdéleni pro nekone¢nou dimenzi
matic. Wignerovo rozdéleni je vysledek pro GOE matice velikosti 2x2, ale z
numerického hlediska je prakticky ekvivalentni asymtotickému rozdéleni GOE.?

Aby bylo mozné statisticky vyhodnotit energetické spektrum, je potieba
provést unfolding, coz je zjednodusené fe¢eno pieskalovani energie pomoci néjaké
hladké funkce tak, aby primérna vzdalenost hladin byla stejna v celém spektru.
Tuto proceduru je tfeba provést jak v pFipadé ndhodnych maticovych soubori,
tak v pripadé jednozna¢né zadaného hamiltonianu, kde se spektralni statistika
vyhodnocuje z chovini velkého po¢tu hladin.

Ukazuje se, ze pravdépodobnost vzdéalenosti mezi hladinami odpovidajici né-
hodnym maticim se vyskytuje i u jednoduchych systémi, které maji chaoticky
klasicky protéjsek. Konkrétni hustota pravdépodobnosti se miize pro rtizné sys-

LV anglické literatufe se Gasto pouziva zkratka NNS, nearest neighbour spacing.

2Rozdéleni vlastnich &isel nahodnych matic zavisi na jejich fadu. Wignerovo rozdéleni je
pro matice fadu 2, GOE je limita rozdéleni pro matice jejichz fad jde do nekone¢na. Obé&
rozdéleni se sice lisi, ale odliSnosti jsou fadové velikosti procenta. Wignerovo rozdéleni lze
snadno vyjadfit analyticky, narozdil od pravého GOE.
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témy lisit, typicky jde o rozdéleni GOE, nebo GUE. Obecné maji tyto hustoty
pravdépodobnosti nulu v poc¢atku, coz znamené, ze hladiny v tésné blizkosti se
vyskytuji s velmi malou pravdépodobnosti. Nékdy se hovori o odpuzovéani hla-
din u chaotickych systému. Pro regularni klasicky protéjsek kvantového systému
postradaji vzdalenosti hladin jakoukoliv korelaci a jejich rozdéleni je exponenci-
alni. V tomto pripadé méa hustota pravdépodobnosti v nule své maximum. Pro
aplnost dodejme, ze popsané vlastnosti spekter kvantovych systému sice uréuji
obecné regularitu ¢i chaoti¢nost, ale jsou znamé vyjimky, naptiklad linearni har-
monicky oscilator. Numerické vysledky ukazuji, Ze pro ,typicky” systém funguje
tato metoda spolehlivé.

V praxi nastava situace, kdy systém neni Gplné regularni ¢i chaoticky, ale
chova se jen ¢astecné chaoticky. Tomu odpovida postupny pirechod rozdéleni od
exponencidlniho ke GOE ¢i GUE. Prikladem je Brodyho rozdéleni

P(s;w) = (w+ 1)ass Aexp(—a,s* ™), (4.1)

w+1
- r(555))
w41

Parametr w nabyvé hodnot z intervalu (0, 1). Pro w = 0 dostavame exponencialni
rozdé€leni, pro w = 1 Wignerovo.

Statistické vyhodnoceni vzdalenosti nejbliz§ich hladin neni jediny zptsob,
jak ur¢it m9ru chaosu ze spektra systému. Dalsi moznost je napiiklad pouziti
Ags statistiky, kterd vyhodnocuje korelace na mnohem vétsich vzdélenostech.
Zajemce odkazujeme na ucebnice [3, 9].

kde

4.2 Peresovy mrizky

Metodou, ktera je pouZita v této praci, je tzv. Peresova miizka, viz [4]. Vybe-
reme si libovolnou klasickou veli¢inu, naptiklad moment hybnosti, a spocitame
jeji stfedni hodnotu pro kazdy vlastni stav. Kazdému vlastnimu stavu pak pfi-
fadime bod, jehoZz soufadnice z je energie vlastniho stavu a soufadnice y je
stfedn{ hodnota nasi veli¢iny. V pripadé, Ze je systém chaoticky, maji body
nahodné pozice. Pro regularni systém body vytvoii miizku. Je-li systém jen
Gastecné chaoticky, bude diagram obsahovat ¢ast boda srovnanych do miizky
a Cast bodt umisténou ndhodné. Nevyhoda této metody spociva hlavné v tom,
7e je potfeba subjektivné vyhodnotit, zda body tvoii mfizku, nebo zda jsou
umistény nahodné. Vyhodnoceni chaoti¢nosti musi provadét ¢lovék. Vyhodou
je mozZnost urcit pro jednotlivé kvantové stavy, zda jsou regularni ¢i chaotické.
Metoda je principialné velmi jednoduché, coz je dalsi vyhoda.

4.2.1 Integrabilni pripad

Souvislost Peresovy miizky s regularitou systému je mozné odvodit na zakladé
tzv. EBK aproximace [19, 20], ktera je struéné vyloZena v dodatku C. Mé&me
klasicky systém s n stupni volnosti, ktery je integrabilni (tj. je v principu moZzno
najit n nezavislych integrala pohybu). Integrabilni systém je vzdy regularni.
Jeho trajektorie ve fazovém prostoru lezi na povrchu n-rozmérného toru. Na
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povrchu toru je mozné zavést n nezavislych uzavienych kifivek Cy, pro které
definujeme veli¢iny

T, = g,
k jik;p q

Hodnoty Ji odpovidaji nezavislym integralim pohybu. Jakakoliv zachovavajici
se veli¢ina A je proto funkei Ji. Funkei A(Jy, Ja, . .. J,) miZeme rozvinout podle

Ay, Ja o dn) = AL TS, T+ 0 (Jx — J). (4.2)
= 9k

Podle EBK aproximace plati kvantovaci podminka
Ji = ag + 2mmyh,

kde aj, jsou konstanty dané systémem a my jsou cela &isla. Dosadime do (4.2) a
dostavame rozvoj

"L 0A
A(my,ma,...my,) = A(J?,JS,...JS)+Z§—h(ak+2wmkhf<],8):
k=1

Ay + QWHZ MgV,
k=0

kde jsme zavedli

_ 04
U= a0
" 9A
Ay = AW+ S A o,

J
=1 "k

Predpokladejme nyni, Ze méme systém se dvéma stupni volnosti n = 2 a ze
energie systému se zachovava, ¢ili

E = E(Jy,J5).

7 ptfedchoziho vime, Ze

E = Ey + mvf + myof

a pro libovonou dalsf zachovavajici se veli¢inu je

A= Ay +mvit + movd

Pritadime-li ke kazdému vlastnimu stavu systému bod se sourfadnicemi z, y
definovanymi predpisem

E E
r = FEy+mivy + movy
A A
y = Ap+mivy + mavy,
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vidime, Ze vznikne m¥izka, ktera je afinni transformaci sité boda (my, ms). Para-
metry transformace jsou zavislé na hodnotach Jy, takze se zvolna méni. Miizka
se diky tomu zobrazi nelinearné deformovana.

Operator A predstavoval libovolnou zachovavajici se veli¢inu. Co vsak délat
v piipadé, kdy neumime takovou veli¢inu najit a nejsme si ani jisti, zda existuje?
Tj. zda je systém integrabilni? V takovém piipadé vezmeme tplné libovolnou
(nezachovavajici se) veli¢inu A a pro konstrukci miizky pouZijeme jeji asovou
stfedni hodnotu Ap, tzv. Peresiv invariant. Casové stiedni hodnota se s ¢a-
sem neméni, takze mize poslouzit jako zachovavajici se veli¢ina. Je-li systém
integrabilni, dostaneme opét miizku. Peresova metoda je tak pouzitelna i pro
slozité systémy, které sice mohou byt integrabilni, ale neumime pro né integraly
pohybu najit.

Neni-li systém integrabilni, EBK aproximace selhavid. NemuZeme predem
védét, jak bude diagram s body vypadat. Ukazuje se, Ze pro chaotické systémy
jsou body ndhodné rozmistény, zatimco pro regularni systémy opét tvori m¥izku.
Tato prace piinasi dalsi ovéreni tohoto empirického pravidla.

4.2.2 Obecny pripad: vypocet ¢asové stifedni hodnoty

Mgéjme kvantovy systém dany hamiltonidnem H , ktery je nezasvisly na case.
Necht je systém v case ¢t = 0 popsany vlnovou funkei [tp). Stfedni hodnota
pozorovatelné veliiny odpovidajici operatoru A je (y|A|y). St¥edni hodnota
operatoru A v case t je

A= (e (e ) Aex () o)

Chceme-li ¢asovou stFedni hodnotu, budeme primérovat veli¢inu A; od ¢asového
pocatku ¢t = 0 do ¢asu T" a provedeme limitu 1" — oc.

T—o00

1 (" I
ATE lim f/o AtdtTlgnoo?/o <1/)0|eﬁHtAe*EHt|wO>dt

Definujeme operator Ar, pro ktery plati Ay = <1/)0|AT|1/)0>.

1 T
Ar = i 7 /
Definice (4.3) neni vhodna pro praktické vypocty. Pro Ay najdeme vhod-

néjsi vyjadreni. Zavedeme bézi |¢g) vlastnich vektorti operatoru H. Budeme
predpokladat, ze index E je diskrétni, coz je v pifipadé GCM splnéno.

Hlyg) = ElYp)
(YElWE) = 0p,B/
> lwe) (sl =1
E

At gy (4.3)

m\s

Ht fo~

m\s-

Do definice (4.3) vlozime dvakrat identitu 1.

A= Jim 25 [ o) e Al e P

EE’

—m LY / e+ E By (| Alys) (Y|t

T—oo T
E,E'
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Integral na poslednim fadku lze pro E' — F # 0 snadno spocitat

T
[ ek
0

Vidime, Ze absolutni hodnota integralu je omezena

T | ,
/ eﬁ(E —E)tdt
0

hoiE—pn]"

_h 1 +T(E'—E)
i F-E | (eh *1)'

i E —F

o1
e e —
= E - B

takze pro E' # E je

. 1h 1 iT(E' - E) _
TlgI;oTiE’—E(eh *1)*0'

Pro E' = E je integral trividlni a limita je rovna 1. Celkem tedy limita funguje
jako delta funkce 0/ g, kterou dosadime do vyrazu pro operator Ar

Ar =) dp plbe) (el AlYe) (¢n| =

E,E'

=" ) (WelAlbEs) sl
E

Je pozoruhodné, ze ackoliv obecné pivodni operator A nemusel komutovat s
hamiltonianem, operator Az uz komutuje vzdy. Z predchoziho vyjadieni je vidét,
7e operatory Ar a H maji spole¢né vlastni podprostory, takze

[AT,H] =0

a diky tomu je pozorovatelna operatoru Ar nezavisla na case.
Pri vypocdtu mrizky se budeme zajimat o stfedni ¢asovou hodnotu Ar

Ar = (ol Arltho) = Y (Wolvm) (el Alpe) ($rlvo).

E

Ve specialnim piipadé, kdy je systém ve stacionarnim stavu, tj. |[¢o) = |[¢¥g,),
plati nijak prekvapivy vysledek

Ar = 25E07E<"/)E|A|1/}E> = <"/)E0|A|"/)Eo>
E

4.3 Numerické vysledky

Nyni vyuzijeme vysledky tykajici se diagonalizace obecného GCM hamiltoni-
anu, odvozené v kapitole 3. Konkrétni motivaci je vypocet Peresovych miizek a
vlnovych funkci GCM pro L = 0 a srovnéni vysledkt pro regularni a chaotické
Gésti spekter.
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Obrazek 4.1: Peresova miizka 2D GCM ODD pro i = 0.02, A = —1, B = 1.09,
C =1, K =1, 800 nejnizsich hladin.

4.3.1 Peresovy mrizky

Pro vypocet Peresovy miizky je potfeba zvolit vhodnou veli¢inu pro konstrukeci
Peresova invariantu. V nasem piipadé€ se prirozené nabizi

(a) kvadrat momentu hybnosti s vlastnimi hodnotami h?m? pro 2D GCM,
(b) operator seniority A% s vlastnimi hodnotami A2A(\ + 3) pro 5D GCM.

Chaotické vlastnosti kvantovych spekter a Peresovych miizek modeli 2D
GCM EVEN, 2D GCM ODD a 5D GCM by mély byt vzhledem ke spolecné
klasické limité stejné. Ukazuje se, ze Peresovy mfizky jsou skutecné velmi po-
dobné, jak je vidét z obrazkid 4.1, 4.2 a 4.11. Vzhledem k tomu, Ze se miizky
jednotlivych modelid 1i8i jen minimélné i pro ostatni hodnoty parametri, bu-
deme se déle soustfedit vyhradné na model 5D GCM. Dodateéné vysledky pro
2D GCM budou soudasti pfipravované publikace [7].

Pro B = 0 je klasicky systém integrabilni. Zachovava se moment hybnosti a
energie systému. Na obrazku 4.3 je piislusna Peresova miizka. Je zajimavé, ze i
malé naruSeni potencialu (B = 0.005) zpisobi ¢asteéné zborceni mizky, jak je
vidét na obréazku 4.4.

Peresovu miizku budeme srovnavat s klasickou mirou chaosu free spocita-
nou v [5]. freg(E) nabyva hodnoty od 0 do 1. Udava jaka ¢ast trajektorii ma
chaoticky priibéh pro danou energii. Hodnota 1 odpovida tuplné reguldrnimu
systému, hodnota 0 odpovida plné chaotickému systému. Kromé toho méame k
dispozici vysledky statistické analyzy spekter [7], ve kterych je fitovan Brodyho
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Obréazek 4.2: Peresova miizka 2D GCM EVEN pro i = 0.02, A = —1, B = 1.09,
C =1, K =1, 800 nejnizsich hladin.
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Obrazek 4.3: Peresova miizka 5D GCM pro h = 0.01, A= -1, B=0,C =1,
K =1, 800 nejnizsich hladin.
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Obrazek 4.4: Peresova miizka 5D GCM pro A = 0.01, A = —1, B = 0.005,
C =1, K =1, 800 nejnizsich hladin.

parametr w z Brodyho rozdéleni (4.1). Vysledky pro 5D GCM s potencialem
parametrizovanym A = —1, B = 0.62, C' =1 a K = 1 jsou na obrazku 4.5.

V kvantovém piipadé mame navic parametr . Jeho velikost urcuje celkovou
hustotu spektra. Pro malé & jsou hladiny bliz u sebe. Vypocetni moznosti jsou
omezené jen na urcity pocet hladin®, takze h vlastn& uréuje horni mez energie
spo¢itaného spektra. Vzhledem k povaze statistického vyhodnoceni je mozné
uréit miru chaosu jen pro interval hladin obsahujici minim&lné desitky hladin.
Proto jsou kfivky s vétsi Planckovou konstantou hladsi. Mensi Planckova kon-
stanta sice neumoznuje zkoumat spektrum pro vyssi energie, ale zato je mozné
odhalit detaily pribéhu chaosu pro malé hodnoty energii. Mensi hodnoty A by
také mély lépe odpovidat klasické limité i — O.

Vysledky v ¢asti (¢) obrazku 4.5 srovnéavaji obé varianty 2D GCM s 5D
GCM. Celkove se kiivky prilis nelisi. Korespondence mezi free a 1 —w je spiSe
kvalitativni, protoze jde o odlisné miry chaosu a neni divod predpokladat, ze
Brodyho parametr w je pfimo podil chaotickych trajektorii.

Podivejme se nyni na srovnani fyeg s Peresovymi miizkami pro 5D GCM na
obréazcich 4.6, 4.7, 4.8, které byly spocitany v ramci této prace. Jako Peresiv
invariant byla pouzita vlastni hodnota seniority A(A + 3), vynasobena h2, aby
bylo mozné obrazky srovnavat. Kazdy obrazek obsahuje 800 bodtu. Obrazky se
lis{ rzné velkymi hodnotami 4. Na obrazku 4.6 je vidét regularita pro zaporné
energie, kterd u nuly za¢ind postupné piechézet v chaos. V grafu pro fies je

tésné pod nulou vidét zavinéni, jehoz Spicka je mirné patrna i v Peresové miizce

3Vypodcetni doba na b&zném PC je fadové hodiny pro ~ 1000 hladin, ale roste siln& neli-
nearné.
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---- k=910°
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---- 2D odd

Obrazek 4.5: Klasicka mira chaosu (a) je porovnéana se statistickym vyhodnoce-
nim hladin (b), (¢) pomoci Brodyho rozdéleni. Parametry systému jsou A = —1,
B =0.62,C =1a K = 1. Parametr x = h?/K. Na obrazku (b) jsou porov-
nany vysledky pro rtzné velké hodnoty h. Obrazek (c) srovnava vysledky pro
2D GCM ODD, 2D GCM EVEN a 5D GCM. Pievzato z |7, 5].
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Obrézek 4.6: Peresova mfizka 5D GCM pro A =0.01, A= -1, B=10.62,C =1,
K =1, 800 nejnizsich hladin.

pro E = —0.05 a h?A(A + 3) = 0.1. Obréazek 4.7 nenf piili§ zajimavy, ukazuje
pokracujici chaotické chovani systému. Pro hodnoty E = 2 je patrné vydéleni
t¥1 ,Fetizk®” pravidelné mfizky z jinak chaotického shluku bodt. To dobie ko-
responduje s freg, jehoz hodnoty pro tuto energii zvolna rostou. Tento trend
pokracuje i na obrazku 4.8, i kdyz tplné pravidelnd m#izka podobné té pro za-
porné energie uz se neobjevuje. To také dobfe odpovid4d hodnotam fieg, které
jsou rovny fadové 0.3 az 0.4.

Druhé hodnota B, pouZitd pro srovnani s ostatnimi mirami chaosu, je B =
1.09, ostatni parametry se neméni. P¥islusné grafy jsou na obrazku 4.9. I v tomto
pripadé nastava v okoli nulové energie prudky pokles regularity, ktery je velmi
dobfe vidét v Peresové mfizce na obrazku 4.10. Po prudkém poklesu nastane
Castecné obnoveni pro hodnoty téné nad nulou, coz je v Peresové miiZzce dobie
patrné. Pravidelna struktura se pak s rostouci energii vytraci a pro F = 1 mizi
aplné, coz opét dobfie koresponduje s obrazkem 4.11. Podle klasickych vysledki
je v oblasti E = 1 az F = 3 systém zcela chaoticky. Od EF = 3 dochazi k
pomérné rychlému nartstu regularity, ktery ale nedosahuje takovych hodnot,
aby vytvoril Gplné pravidelnou mfizku. I tak je na obréazcich 4.12 a 4.13 vidét,
7e se néco dé&je. Minimum pro £ = 11 neni moc dobie vidét. Pro vyssi hodnoty
energif je dominantni kvarticky ¢len a systém se zacina chovat jako integrabilni.
Tomu odpovida postupny néruast regularity, ktery je pro nejvyssi energie vidét
i na obrazku 4.13.

Interaktivni trojrozmérné vizualizace Peresovych mfizek lze nalézt na pfilo-
zeném CD. V téchto vizualizacich se kromé energie a Peresova invariantu zob-
razuje také osa Fidiciho parametru B, coz je vhodné pro znazornéni dynamiky
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Obrazek 4.7: Peresova miizka 5D GCM pro h =0.02, A= -1, B=0.62,C =1,
K =1, 800 nejnizsich hladin.
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Obrazek 4.8: Peresova miizka 5D GCM pro h =0.04, A= -1, B=0.62,C =1,
K =1, 800 nejnizsich hladin.

64



m (a) B=1.09

reg

—— Classical regularity

0 T T T 1
0 10 20 E 30

—— x=0.25-10
---- k=1-10"
------- x=410"
20 g 30

Obrazek 4.9: Klasickd mira chaosu (a) je porovnana se statistickym vyhodno-
cenim hladin (b) pomoci Wignerova rozdéleni. Parametry systému jsou stejné
jako na obrazku 4.5 s vyjimkou B = 1.09. Prevzato z [5, 7].
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Obrazek 4.10: Peresova miizka 5D GCM pro A = 0.01, A = —1, B = 1.09,
C =1, K =1, 800 nejnizsich hladin.
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Obrazek 4.11: Peresova miizka 5D GCM pro A = 0.02, A = —1, B = 1.09,
C =1, K =1, 800 nejnizsich hladin.
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R2(A(X + 3))

Obrazek 4.12: Peresova miizka 5D GCM pro A = 0.04, A = —1, B = 1.09,

C =1, K =1, 800 nejnizsich hladin.
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Obrazek 4.13: Peresova miizka 5D GCM pro A = 0.08, A = —1, B = 1.09,

C =1, K = 1, 800 nejnizsich hladin.
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zmén vinovych funkci odpovidajicich jednotlivym vlastnim stavim. Mj. se zde
daji studovat pfipady odvréicenych kiiZzeni hladin, p¥i kterych dochazi k velmi
rychlym strukturnim zménam zacastnénych stavi. Popis programi je uveden v
dodatku D.

4.3.2 VlInové funkce

Na zavér uvedeme nékolik zobrazeni kvadratu vlnovych funkei, které jsou v pii-
padé 5D GCM vynasobeny objemovym elementem. SpiSe nez o kvantitativni
vysledky ndm jde o nazornou predstavu jak vinové funkce vypadaji v jednotli-
vych modelech a jak se vizuélné 1isi vinova funkce z chaotické oblasti Peresovy
miizky od chaotické funkce z regularni oblasti. VSechny vinové funkce maji pa-
rametry A=—1,C =1, K =1, h = 0.04 a lis{ se jen hodnotou B.

Na obrazku 4.14 jsou vinové funkce pro modely s parametrem B = 0. Inte-
grabilita systému se projevuje pravidelnymi tvary. Objemové elementy v pripadé
5D GCM a lichost baze 5D GCM ODD se projevi uz pro zakladni stavy. I kdyz
vypocetni baze 2D GCM EVEN je o néco podobné&jsi 5D GCM (thlové ¢asti v
obou pi¥ipadech zavisi na cos 3), pravé lichost objemového elementu 3%|sin 3+|
u 5D GCM zptusobi, ze vyobrazeni vinovych funkci 5D GCM je podobné&jsi mo-
delu 2D GCM EVEN.

Pro nenulovou hodnotu B mé& potenciél t¥i minima, ve kterych se da apro-
ximovat pomoci dvourozmérnych kvadratickych potenciéli. Vinové funkce na
toru? a jsou regularni (viz obr. 4.9).

Pfi zvySujici se energii se hranice klasicky dostupnych oblasti sliji. Pro ur-
¢ity obor hodnot B je klasicky dostupné oblast nekonvexni, tj. mé& nékteré ¢asti
hranice vypouklé dovniti oblasti. Systémy s touto vlastnosti jsou obecné na-
chylné ke vzniku chaosu. Piiklady regularniho a chaotického stavu jsou vidét na
obrazku 4.16.

4Polarni soufadnice se v okoli daného minima chovaji podobn& jako kartézské. Funkce
vypadéa jako FeSeni oscilatoru v bazi hermitovych polynomd.
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Obrazek 4.14: Vlnové funkce nejnizsich stavi pro A = —-1,B=0,C =1, K =

1,hA = 0.04. 5D GCM je na la), 1b), 1c), 1d), 2D GCM ODD na 2a), 2b), 2c),
2d) a 2D GCM EVEN na 3a), 3b), 3c), 3d). Suda baze ve 2D GCM EVEN
zpusobi ,,jeden stav navic” na obr. 3a). K¥ivky na obrazcich vyznacuji klasicky
dostupné oblasti.
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Obrézek 4.15: Vlnové funkce prvnich ¢tyt stava 5D GCM pro A = —1,B =
0.62,C =1,K = 1,h = 0.04. Krivky na obrézcich vyznacuji klasicky dostupné
oblasti.
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b)

Obrazek 4.16: VInové funkce 59. a 75. stavu 5D GCM pro A = —1,B = 0.62,C =
1, K =1, = 0.04. K¥ivky na obrézcich vyznacuji klasicky dostupné oblasti. Ob-
razek a) ukazuje typicky chaotickou funkci, zatimco obréazek b) funkci regularni.
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Shrnuti a zavéry

V této préaci jsme zavedli geometricky model jadra a provedli dukladny roz-
bor jeho kvantovani. Pfipadny zdjemce o tuto problematiku méa v této praci k
dispozici pfirucku, kterd obsahuje mnohé technické detaily.

Pozornost byla vénovana pfedevs$im staviim s nulovym momentem hybnosti,
pro néz mame k dispozici piedchozi vysledky tykajici se klasického chaosu. S
omezenim na tyto stavy existuji dva pfirozené zptsoby kvantovani: (a) kvanto-
vani dvou vibra¢nich stupiid volnosti pfi zmrazenych Eulerovych thlech (tuto
moznost jsme oznadili jako 2D GCM) a (b) kvantovani vSech péti kinematic-
kych proménnych s naslednym vybérem stavi s nulovym momentem hybnosti
(tato moZznost predstavuje standardni GCM pro L = 0, my jsme ji v zajmu
piehlednosti oznadili jako 5D GCM). Ackoliv obé tyto verze kvantového geo-
metrického modelu vychéazeji ze stejného klasického zakladu, jim odpovidajici
kvantova spektra se mirné 1isi. Tato nejednoznacnost skyté zajimavou moznost
srovnani korespondence mezi klasickymi a kvantovymi mirami chaosu pfi riz-
nych zptsobech kvantovani.

Byly odvozeny analytické vyrazy pro vypoclet maticovych elementi GCM
hamiltonidnu v bazi 2D a 5D harmonického oscilatoru. Jejich pouziti bylo de-
monstrovano na Peresovych mfizkach, které predstavuji alternativni a dosud
ne plné standardni nastroj pro analyzu kvantového chaosu. Ukazali jsme velmi
dobrou shodu Peresovych miiZzek s mirami chaosu zaloZenymi na spektralnich
korelacich a na Poincarého fezech. Analytické vyrazy odvozené v této praci a
nékteré numerické vypocty jsou soucésti pfipravované publikace [7], ve které je
provedeno systematictéjsi srovnani klasickych a kvantovych mér chaosu pro oba
zpusoby kvantovéni.

Odvozené vyrazy pro maticové elementy a numerické programy na priloZe-
ném CD mohou poslouzit k vypocétum pro dalsi konfigurace GCM, k dvojroz-
mérné i trojrozmérné vizualizaci Peresovych mfizek a vlnovych funkei.
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Dodatky

A Pridruzené Laguerrovy polynomy
Polynom L& (x) je p¥idruzeny Laguerriiv polynom®. Index n = 0, 1,2, ... je nezé-

porné celé ¢&islo, které uréuje stupenn polynomu. Parametr o miize byt libovolné
realné ¢islo. Polynomy jsou definované pomoci vztahu

1 /d\"
e Tx*LY(x) = (d_) [e= 2™,
T

n!
Prvni dva polynomy jsou

Lg@) = 1
LY (z) = 14+a—=a.
Dalsi se daji ziskat pomoci rekurentni relace
(n+1)L5 1 (x) = (2n+a+1—2)L3(z) + (n+a)Ly ,(z) = 0.
Pfidruzena Laguerrova rovnice ma tvar
2y’ + (a+1—x)y +ny=0. (A.1)
Je-li n je nezaporné celé ¢islo, redukuje se feSeni na polynom. Neni-li takto pod-
minka splnéna, chova se feSeni jako e”. Laguerrovy polynomy jsou polynomial-

nim feSenim p¥idruzené Laguerrovy rovnice s okrajovou podminkou y(0) # 0.

Pro vypocet integrali je uzite¢na generujici funkce
1 x€ ) >
———exp|——= | = Lo(x)E™. (A.2)
o () %

B Legendreovy polynomy

Legendreovy polynomy jsou definovany jako

_ L a
~2up! dae

Pu(x) (e~ 1)" (B.1)

5Nekdy téz zobecnény Laguerritv polynom
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Prvni dva polynomy jsou

PQ(,CE) =1
Pi(z) ==z

a dalsi se daji spocitat napiiklad pomoci rekurentniho vztahu

1

zP(z) = 2+ 1

(1 + 1) P (2) + pPys ()] (B2)

Pro vypocet normalizac¢nich koeficienti a maticovych elementia je uziteény
vzorec

/1 Po(@) Py (2)dr = 5, — (B.3)

. T,

C EBK aproximace

EBK aproximace je pojmenovana po Einsteinovi, Brillouinovi a Kellerovi, viz
[19]. Autorem zakladni myslenky je Einstein, ktery v jiz roce 1917 zobecnil tehdy
znamé Bohr-Sommerfeldovo kvantovaci pravidlo

T
dg
/p q /0 pdt ™

Toto pravidlo ve své zakladni varianté neumozinovalo kvantovat slozitéjsi sys-
témy, které maji vice nez jeden stupeni volnosti. Zobecnéni na vice stupna vol-
nosti je v8ak pomérné primocaré. Pokud ma systém vice stupnt volnosti, které
na sebe nejsou nijak vazany, tj. systém v podstaté vykonava nékolik jednoroz-
mérnych nezavislych pohybi, pak je moZzné systém kvantovat pomoci Bohr-
Sommerfeldova pravidla. Sta¢i pravidlo pouzit na kazdou dvojici p;, ¢; zv1ast.
V piipadé systému, kde jednotlivé pohyby nejsou separovatelné, nelze Bohr-
Sommerfeldovo pravidlo pouzit. Nepii{jemnou vlastnosti této aproximace je za-
vislost formulace na volbé souradnic, protoZe integral pfes p;dg; neni invariant.

Einstein pro systémy, které dnes oznacujeme jako integrabilni, naleznul for-
mulaci kvantovacich podminek, ktera je nezavisla na pouzitych soutradnicich.
Vygel ze znamého faktu, ze veli¢ina [ > p;dg; je nezavisla na volbé souradnic,
nebot je aZ na konstantu rovna akci

tf n tf n
/ pidg; = / mg;dt =
ti =1 ti =1

7 7

ty ty
t t

7 tvaru integralu f >~ pidg; na levé strané lze formalné spocitat gradient akce
VS = p(r).

Tento vztah uz na prvni pohled nemiZze obecné platit, protoze hybnost neni
funkei souradnice. Napiiklad u linearniho harmonického oscilatoru je pro danou

hodnotu energie hybnost uréena predpisem p(x) = £4/2m[E — V(x)]. Vidime,
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Ze pro nékteré systémy je sice funkce p(r) nejednozna¢nd, ale pocet hodnot
je konec¢ny. Einstein omezil platnost svého postupu pravé na takové systémy.
Pokud ma funkce p(r) kone¢ny pocet hodnot pro kazdy bod, je mozné zavést
topologicky slozitéjsi prostory, na kterych uz je nejednoznacnost odstranéna.
Pro harmonicky oscilator muZzeme zavést kruZnici v roviné (p, x). Kvantovaci
podminka se ted vztahuje na kruznici a plati

7{ pdq = 2mnh.
c

O integrabilnich systémech je znamo, Ze je mozné zobrazit jejich pohyb na n-
rozmérny torus. Pravé timto smérem postupoval dale Einstein. Na n-rozmérném
toru lze nalézt pravé n topologicky nezavislych uzavienych smycek a kvantovaci
podminku pozadovat pro kazdou z nich

jé pidq; = 2mn;h.
C.

i

Pro podrobnéjsi informace o EBK a historickych souvislostech odkazujeme na
souhrnny ¢lanek [20].

D Programy pro vypocty v GCM

Na pfilozeném CD jsou programy a jejich zdrojové kody, které byly pouzity k
vypo¢tum numerickych vysledki. VSechny utility byly naprogramovany v pro-
stfedi Microsoft Visual C#. Zéakladni program je Diplomka.eze, ktery spocita
energie, vektory vlastnich stavii a Peresovy miizky pro zadané parametry hamil-
tonianu. Kromé obvyklych parametra A, C', K a h umoziuje volit i poZzadovany
pocet stavii a model. Parametr B je mozné zadat jako interval rozdéleny na
nastavitelny pocet kroki. Program pak diagonalizuje postupné pro vSechny pa-
rametry B z tohoto intervalu. Vysledek je ulozen do jednoho souboru ve formétu
XML. Format souboru je Citelny v bé&zném textovém editoru. Vyznam dat je
zfejmy z jmen XML tagt.

S vystupem programu Diplomka.exe pracuji ostatni utility. Mrizky.exe zob-
razi Peresovy mfizky ulozené v souboru a umoziuje sledovat vliv zmény pa-
rametru B. Pro kvalitativni posouzeni vlivu B na Peresovu mfizku se miize
hodit program OpenGL.eze, ktery hodnoty B pouzije jako tfeti osu a zobrazi
sadu miizek jako trojrozmérny model.® Posledni program je WaveFunctions.eze,
ktery umoznuje prohlizet a ukladat hustotu pravdépodobnosti vinovych funkei.

6 Je potieba volit velkou Planckovu konstantu a nizky podet stavil, jinak je trojrozmérny
model zna¢né neprehledny. Takova data obsahuje napiiklad soubor vizualizace.xml.
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