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Uvod

Tato bakalarska prace seznamuje ¢tenare s komplexni projektivni primkou
a pojmy, které s ni souvisi, jako naptiklad kocirkularitou bodi, mébiovymi trans-
formacemi nebo stereografickou projekci. Prace vychazi predev§im z knihy][I],
ktera je publikovana pouze v anglickém jazyce. Jednou z motivaci pro tuto préci
bylo seznamit ¢tenare s danou problematikou v cestiné.
tkali. Jedna se o rozsiteni redlného na komplexni projektivni prostor dimenze
jedna. Text predpoklada znalost nékterych netrividlnich pojmi, jako napiiklad
vlastnosti a definice dvojpoméru, zakladni poznatky o komplexnich ¢islech nebo
projektivnich transformacich. Prace slouzi predevsim k Sirsimu seznameni s kom-
plexnim projektivnim prostorem pro zajemce o tuto tématiku.

Prace je ¢lenéna na tii kapitoly, které jsou dale rozdéleny na kratsi podkapi-
toly. V prvni kapitole se stru¢né seznamime s historii projektivni geometrie a do-
zvime se, jaka byla motivace jejiho vzniku. Ve druhé kapitole narazime na pojmy
realna projektivni primka, rovina, projektivni tranformace a dvojpomeér, abychom
si pripomnéli jejich definice, zakladni vlastnosti a geometrické interpretace.

Ve treti kapitole se jiz vénujeme komplexni projektivni primce a tématim
s ni souvisejicim, jako naptiklad Mobiovym transformacim, stereografické pro-
jekci nebo kocirkularnim bodim. Poznatky jsou c¢asto ilustrovany pomoci nazor-
nych obrazki. Vétsina tvrzeni je uvedena s ditkazy, avSak nékteré kroky dikazi
nejsou podrobnéji rozepsany. Vétsinou se jedna o primé disledky vyse uvedenych
poznatkl nebo o ovéreni spocivajici v algebraickych tpravach vyrazu.

Prace je vysazena pomoci systému IXTEX. Nékteré obrazky byly vytvoreny
v grafickém softwaru Inkscape, obrazky Mobiovych transformaci byly vytvoreny
pomoci MATLABu.



Kapitola 1

Strucna historie projektivni
geometrie

V této uvodni kapitole se jen struc¢né seznamime s historii projektivni geo-
metrie. Zminime motivaci jejiho vzniku a uvedeme nékolik jmen s ni spojenych.
Cela tato kapitola vychazi z [2].

Nékteré problémy a véty projektivni geometrie byly zndmé uz okolo roku 300
pf. n. L. starym Rekt@im. Byli to v8ak az renesan¢éni umélci na pocatku 14. stoleti,
kteri priméli matematiky zabyvat se problémy projektivni geometrie. Stredovéké
malby a portréty byly vSechny malovany v podobném stylu, ktery je od redlného
pohledu a vidéni svéta velice vzdaleny.

S prichodem renesance se lidé snazili zachytit svét kolem sebe realisticky.
Pouzivali rizné metody, jak toho dosdhnout. Pii jedné z nejznameéjsich metod
malif pozoruje malovany objekt pres desticku s otvorem pouze na jedno oko. Co
pozoruje, zakresluje na platno pred sebou.

Spojeni mezi geometrii a vznikajicimi obrazy muzeme popsat takto: Z kaz-
dého bodu malovaného objektu vede do oka svételny paprsek. V misté, kde tento
paprsek protne platno, se nachézi obraz daného bodu. Mnozinu vsech téchto sveé-

Obréazek 1.1: Metoda kresby v perspektivée
Zdroj:
http://www.kenneymencher.com/2015/04 /how-linear-perspective-works.html



telnych paprskt mizeme nazvat promitacimi paprsky.

Jeden z nejznameéjsich matematiki, ktery je svétu znam spise jako umélec,
zabyvajici se timto problémem, byl Albrecht Direr (1471-1528). Diky své praci
je nékdy Diirer povazovan za skute¢né prvniho zakladatele deskriptivni geometrie.
Zalozeni této védni discipliny je vsak prisuzovano francouzskému matematikovi
Gaspardu Mongeovi (1746-1818).

Velice dilezitym matematikem pro geometrii obecné byl Girard Desargues
(1591-1661), ktery byl zndm predevsim jako francouzsky architekt. Jeho préce
byla motivovana problémy, se kterymi se umélci setkévali v perspektivé. Jeho
dilo vzbudilo zdjem u jiného Francouze, Blaise Pascala (1623-1662), ktery se
jako prvni zabyval problémy projektivni geometrie bez aplikace ve vytvarném
ument.

Kv1li novym objeviim analytické geometrie se po téchto zacatcich projektivni
geometrie dostala do tstrani. Az do 19. stoleti nikdo o jeji studium nejevil zajem.
Diky uceni Gasparda Monge na Ecole Polytechnique se dostala do povédomi jeho
zéka, jimz byl Jean-Victor Poncelet (1788-1867). Béhem ruského zajeti za na-
poleonskych valek napsal knihu ,Traité des propriétés projectives des figures“
vydanou v roce 1822. Od této chvile byla projektivni geometrie znovu zkoumana,
jak analyticky, tak synteticky.



Kapitola 2

Zakladni poznatky projektivni
geometrie

Tato kapitola slouzi jako strucné pripomenuti poznatktu projektivni geomet-
rie, které bude ¢tenar potrebovat. Pripomeneme naptiklad redlnou projektivni
primku a rovinu, dvojpomér a projektivni transformaci na realné projektivni
primce. Kapitola vychazi z prednasek Projektivni geometrie I, konanych na MFF
UK v akademickém roce 2020/2021.

2.1 Realna projektivni primka

Predtim, nez vyslovime definici projektivni realné primky, zminme zavedeni
homogennich soufadnic. Je-li v = (x1,22) nenulovy vektor v R?, potom oznacme
(v) pfimku generovanou vektorem v a plati

(v) = ((x1,22)) = ((az1,ax2)),Va € R — {0}.

V kontextu projektivni geometrie oznacujeme (v) jako geometricky bod a vek-
tor v je jeho aritmeticky zastupce. Geometricky bod ma nekonecné mnoho arit-
metickych zastupctl, vSechny se lisi nenulovym A nasobkem.

() = (A-v) (A #0)

Je-li v = (x1,79) nenulovy vektor v R? potom (v) = [x1 : 23] jsou homogenni
soutradnice geometrického bodu, které jsou urceny jednoznacné az na nenulovy
nasobek. Napiiklad body [—2 : 2] a [-3 : 3] po vydéleni hodnotou A reprezentuji
ten stejny bod [—1 : 1].

Na redlné projektivni pfimce chceme umét rozlisit body vlastni a nevlastni.
Pokud je souradnice x5 = 0, fikame, Ze se jedna o nevlastni bod. Nevlastni bod
také nékdy oznacujeme jako bod v nekonec¢nu.

Definice 1.1: Projektivni primkou rozumime mnoZinu vsech primek v rovine
prochdzejicich pocatkem.

RP' = {{v),v € R? — (0,0)}

Moznost reprezentovat vektor v nekonec¢né mnoha homogennimi souradnicemi
ve tvaru [z : xo] nés privadi k alternativni definici projektivni piimky.
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Definice 1.2: Rekneme, e bod a je ekvivalentni bodu a’ prave tehdy, kdys:
ANA£0;a=X\-d
Formélné mtzeme projektivni primku popsat jako

R* — {(0,0)}

O

2.2 Projektivni transformace

Zobrazeni, které kazdému bodu (z',y") pritadi bod (z,y) vztahem

(-0 (2)

nazyvame projektivni transformace. Je dana regularni matici s koeficienty a,b,c,d €
R, urcenou az na nenulovy nasobek. Uvazujeme-li bod v homogennich souradni-
cich [\ : 1], kde X € R, potom pro A plati:

__a)X+b
A= N +d

2.3 Realna projektivni rovina

Definice 1.3: Projektivni rovinou rozumime mnoZinu vsech primek v prostoru
prochdzejicich pocatkem.

Zvolme v R? rovinu o soufadnicich z = 1. VSechny pifmky prochézejici po-
¢atkem (kromé piimek s touto rovinou rovnobéznych) protnou z v pravé jednom
bodé. Vezmeme-li libovolny bod na piimce o souradnicich (z,y, z) a vydélime-li
tyto soutradnice z, dostavame prusecik dané primky s rovinou. Pokud z # 0, kazdéa

v ; - . . .Y oy .
pfimka se d& reprezentovat homogennimi souradnicemi (—,=,1). Oznacime-li
z' z

N
Il
~

Obrazek 2.1: Realna projektivni rovina
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T = = a 1o = =, vidime, ze kazdy vektor o soufadnicich (z1,72) € R? je re-
z z

prezentovan homogennimi souradnicemi ve tvaru [z : x5 : 1].

Pokud z = 0, pak soutfadnice vSech takovych bodt reprezentuji nevlastni
primku.

2.4 Dvojpomér

Dvojpomérem ¢tyt rtznych kolinedrnich bodi A, B, C, D rozumime podil je-
jich délicich poméru a znac¢ime jej (A,B;C,D).

(A.B.C.p) = B
(A,B; D)
kde (A,B;C) je délicf pomér bodu C vii¢i bodiim A, B[]
Vyse uvedena definice vsak neni projektivni, jedna se o definici dvojpoméru
v eukleidovské roviné. Pripomenme si nyni projektivni definici dvojpoméru.
Necht a,b,c,d jsou ¢tyti vektory v R2, kazdé dva linedrné nezavislé. Potom
existuji ¢isla aq,a,51,02 takova, ze plati

c=ao1a+ 51()
d= Qo0 + ﬂzb

Pak definujeme dvojpomeér (a,b; ¢,d) = a 5
02

nulovém nasobku zadného z vektort a,b,c,d. Zvolme napriiklad (a,b; cr,d). Potom
hodnota tohoto dvojpoméru bude

. Hodnota dvojpoméru nezavisi na ne-

P (s ed)

a,b; cr,d) = =
( ) a1rBs

Oznaéime-li A = (a), potom dvojpomér (A,B; C,D) je definovan jako dvojpo-
mér jejich aritmetickych zastupcu.

Pro nas bude pozdéji dilezité, ze dvojpomér je invariantni vici projektivni
transformaci, tzn. projektivni transformace zachovavaji dvojpomeér.

Ztotoznime-li kazdy vlastni bod s jeho souradnici, tj. A = [A : 1], plati
pro dvojpomér ¢tyt vlastnich bodt

(A.B;C.D) = (5@

IDélicim pomérem v eukleidovské roviné rozumime redlné &slo, které zapisujeme (A,B; C)
a plati |(ABC)| = |AC|/|BC].



Kapitola 3
Komplexni projektivni primka

Déle se jiz budeme zabyvat komplexni projektivni primkou. Na zacatek strucéné
pripomenme komplexni ¢isla a jejich geometrickou interpretaci, ikdyz predpo-
kladame, Ze Ctenar je jiz s timto pojmem obeznamen. Poté zavedeme pojem
komplexni projektivni piimka a budeme se vénovat tématiim s ni souvisejicim,
jako napriklad kocirkularité bodt, Moébiovym transformacim a na zavér stereo-
grafické projekci. Celd tato kapitola vychazi z knihy [1], kapitola 16,17. Obrazky

az byly vytvoreny v MATLABu.

3.1 Komplexni cisla

Historie komplexnich ¢isel je tzce spjata s hledanim feseni polynomialnich
rovnic. Zajimavosti je, ze byla poprvé objevena jako koreny kubické, a ne kvad-
ratické rovnice.

Komplexnimi ¢isly C = R [i] rozumime ¢isla tvaru = + iy, kde i oznac¢uje ima-
gindrni jednotku, pro kterou plati i> = —1. Komplexni ¢sla maji tedy 2 slozky,
jednu redlnou a druhou imaginarni.

Pro nas bude pozdéji velice dilezita geometricka interpretace komplexnich
¢isel. Kazdé komplexni ¢islo a+i-b je sdruzené s bodem (a,b) v redlném prostoru
R2.

Scitanim komplexnich cisel tvaru z; = a1 + i - by a 29 = as + i - by rozumime
séitani jejich imaginarnich a realnych jednotek. To vSak neni nic jiného nez s¢itani
vektori. S¢itani komplexnich ¢isel se da tedy interpretovat jako s¢itani vektori.

vvvvvv

¢isla z = a + bi rozumime vyraz
la + ib| = va? + b?
C[i]

21

R[z]

Obrazek 3.1: S¢itani komplexnich ¢isel
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Obrézek 3.2: Nasobeni komplexnich ¢isel

Argumentem tohoto nenulového komplexniho ¢isla rozumime orientovany tihel
Y, ktery svira vektor (a,b) s vektorem (1,0). Kazdé nenulové z tedy mizeme zapsat
ve tvaru (jednoduse vyplyvajicim z trigonometrie)

z =r(cos(v) +isin(vy)), kde r = va? + b2, ¢ € [0,27) .
Vynéasobime-li mezi sebou dvé nenulova komplexni ¢isla z a 2/, kde

2" = s(cos(¢) + isin(¢)),

dostaneme ¢islo

22 =r(cos(¢) +isin(v)) - s(cos(¢) + isin(¢p)) = rs(cos(¢ + @) + isin(y + ¢)).

Pozorujme, co se stane, pokud nasobime komplexni ¢islo z; = a + bt s kom-
plexnim ¢islem zy, které je definovano svou velikosti a orientovanym tthlem ).

21+ 25 = (a + bi)(r(cos(yp) + irsin(v)))
= (ar cos(vp) — brsin(y) 4 i(br cos(¢) 4+ arsin(y))))

Zestrucnime-li vysledek z; - 2z = a/ + b/, potom se vysledek predchozi rovnice
da zapsat pomoci nasobeni matic jako

al cos(y)) —sin(v) a
v T sin(y))  cos(y) | \b)"

Nésobit komplexnim ¢islem o velikosti 7 a 1thlu ¢ tedy znamena otacet vektor
kolem pocatku o thel ¢ a nésobit r.

Posledni pojem, jehoz geometrické znazornéni nas bude zajimat, je ¢islo kom-
plexné sdruzené. Oznacime-li z = a + b, potom z = a — ib, kde 2z je komplexné
sdruzené k ¢islu z. Toto tvrzeni se da geometricky chéapat jako osova soumérnost
podle vodorovné osy. Pro zakladni aritmetické operace plati:

e 2z+2z=2a
e z—2z=2b

z-z=a+ b =1r?



C[i] A

Obrazek 3.3: Cisla komplexné sdruzend

Treti rovnice implikuje, Ze pro absolutni hodnotu komplexniho ¢isla také plati
|zl =vz-z.

Protoze jsou komplexni ¢isla algebraicky uzaviend (kazda polynomickd rovnice
mé nad télesem komplexnich ¢isel Feseni), kazdé dva objekty budou mit obecné
prusecik. Naptiklad vzdy bude existovat prisecik kuzelosecky a primky.

Pozdéji budeme potiebovat znat Fuleriv vzorec komplexniho ¢isla, ktery re-
prezentuje vztah mezi komplexnimi ¢isly, trigonometrickymi funkcemi a exponen-
cidlnimi funkcemi. Tento vzorec muzeme napsat takto

e = cos(x) + 1 - sin(z).

Pokud bychom se snazili tento vzorec néjakym zptisobem interpretovat, mu-
sime se zaméfit predevsim na to, co to vlastné znamend €. K tomu, abychom
dany vzorec pochopili, musime vyuzit Taylorovych polynomi.

Taylorovy polynomy funkei e, sin(x), cos(z) jsou definovany jako

2 .773 1'4 1’5

z xT
e —1+l‘+5+§+ﬂ+a...

3 ab
sm(x):x—g—l—a...

2 ot
COS($)21—§+E

a da se ukéazat, ze konverguji pro vSechna komplexni ¢isla.
Vsechny cleny rozvoje e® se postupné, az na znaménka, objevuji v rozvoji
cos(x) nebo sin(z). Rozepiseme-li si, jak vypadd rozvoj e'*, cos(z) a isin(x)

. N2 . N3 . N4 . N5
(iz) N (1z) (1z) N (1z)

2! 3! 4! 5!
R 2 x xt 2P

" =1+ix+

w3 ad
zsm(x):z;v—zg%—zg...

r? !
COS(.T):l—a—i—]
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muzeme pozorovat, ze plati
e’ = cos(x) + 1 - sin(x).

Dalsi dilezitou aplikaci tohoto vzorce je moznost vyjadrit komplexni ¢islo
primo jeho délkou r a tihlem . Nenulové komplexni ¢islo z potom mutzeme psat
ve tvaru

z2=r- e,

Kdybychom chtéli nasobit komplexni ¢isla z a 2/, kde 2’ = s - €', dostaneme
komplexni ¢islo ve tvaru

22 = (r-e¥)(s-e?) = rse!¥e).

3.2 Zavedeni komplexni projektivni primky

Komplexni projektivni primka je nejjednodussim pripadem komplexniho pro-
jektivniho prostoru. Podobnym zptisobem, jako jsme zavedli realnou projektivni
primku, muzeme zavést i primku komplexni.

Meéjme bod z € C. Kazdému takovému bodu z priradime homogenni sourad-
nice ve tvaru [z; : 23] pro 2o # 0. Pokud z5 = 0, potom bod [z; : 0] reprezentuje
bod v nekoneénu. Celkem vzato ziskdme prostor CP' definovany jako

C* —{(0,0)}

R e ()

Tento prostor se da ztotoznit se vsemi komplexnimi ¢isly a bodem v neko-
necnu, piseme C U {oc}.

Z pohledu realnych ¢isel je téleso komplexnich ¢isel dvoudimenzionalni, jelikoz
k popisu jednoho komplexniho ¢isla jsou potfeba dva redlné parametry. Mohli
bychom tedy Fici, Ze i CP' je 2D objekt, jelikoz se lisf od C piidanim pouze
jednoho bodu.

7 pohledu komplexnich ¢isel je vsak C pouze jednodimenzionalni, obsahuje jen
jeden komplexni parametr. Jestlize R je redlna ¢iselna osa, potom C je komplexni
¢iselnd osa a C je tedy 1-dimenzionalni. Prostor CP' oznacujeme jako komplexni
projektivni pfimku, i pres to, ze k popisu jednoho bodu jsou potteba dva realné
parametry.

3.3 Kocirkularni body

Také v CP' zavadime dvojpomér étyt bodit s obdobnymi vlastnostmi jako v
RP'. Za zminku stoji, ze v CP' je definovan pro libovolnou &tvefici bodi, ne
jen pro body kolinearni. Pozorujme, co plati pro dva body 2; a zo v komplexni
roviné, lezi-li v jedné primce.

Méjme 2z, = 71€%" a 2y = ree’? vektory v komplexni roviné v poldrnich
souradnicich. Pokud tyto vektory ukazuji stejnym smérem, musi platit, ze 1; = 1,
a podil z; a 25 je kladné redlné ¢islo. Ukazuji-li smérem opacénym, potom v =

11
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R(z]

Obrézek 3.4: Kolinearni body

7+ 1)9, a protoZe e~ = —1, je pomér z; a 2o zadporné realné &islo. Z predchoziho
pozorovani tedy plyne nasledujici tvrzeni.

Necht A, B, C' jsou tri rizné body reprezentované souradnicemi v komplexni
roviné. Rekneme, Ze tii body A, B, C jsou kolinearni, pokud podil (B—A)/(C—A)
je redlny. VSimnéme si, Ze vyraz

(B —A4)

(C—4)

je délici pomér bodt (B,C; A). Tti body v komplexni roviné jsou kolinearni, pokud
je jejich deélici pomeér realné ¢islo.

To, zZe jsou ¢tyti body kocirkuldrni znamena, Ze vSechny lezi na jedné kruz-
nici. Abychom dokéazali urcit, zda ¢tyti body lezi na kruznici, si budeme muset
uvédomit nékolik véci.

Na zacatek pripomenme jednu ze zakladnich planimetrickych vét o obvodovém
uhlu.

Véta 2.1: Vsechny obvodové ihly prislusné k dané secné v jedné poloroving,
urcené touto secnou, jsou shodné.ﬂ

Lze tici, ze soucet libovolnych dvou tuhli na pravé a levé strané od dané
secny je m. Pokud tedy pro ¢tyri body A,B,C,D v roviné plati, ze soucet velikosti

Z(A,C,B) + Z(A,D,B) = 7, jsou kocirkuldrni.
Zformulujme nyni analogickou vétu pro ¢isla komplexni.

«

«

Obrazek 3.5: Véta o obvodovém thlu

'Dikaz zde vynechdme, 1ze dohledat napt. v [4]

12
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Obrazek 3.6: Véta 2.2

Véta 2.2: Necht A, B, C, D jsou 4 body lezici na kruznici v komplexni rovine.
Potom rozdil velikosti orientovanych ihli Z(A,C,B) a £(A,D,B) je ndsobek .

Pokud C a D lezi ve stejnych polorovinach uréenych primkou AB (to znamena
ve stejné ¢asti kruznice, vymezené secnou AB), uhly jsou shodné a jejich rozdil
je tedy roven 0. Kdyby lezely v polorovinach opac¢nych, rozdil velikosti by byl +
nebo —m, v zavislosti na poradi danych bod.

Z geometrickych vlastnosti komplexnich ¢isel plyne, ze |£(A,C,B)| se da spo-
¢itat jako argument v cisla

C—-A

c—p N
Podobné |Z(A,D,B)|

D—A .

p-p "

Rozdil velikosti téchto thli miizeme ziskat vydélenim

C—A

c-B _ Llei(ilil —12)
D—A T

D—B

7 véty 2.2 plyne, ze toto ¢islo bude realné, pokud body A, B, C, D lezi na jedné
kruznici, protoze e’ € R. Cislo na levé strané rovnice neni nic jiného nez dvojpo-
mér danych bodu (A,B; C,D). Z toho plyne, zZe ¢tyfi body lezi na kruznici, pokud
je jejich dvojpomér roven realnému cislu. Obracend implikace také plati, musime
se vSak vyporadat s piipadem, kdy se jednd o zobecnénou kruznici (viz strana
16, odstavec 6). Pokud jsou body A, B, C, D kolinearni, potom jejich dvojpomér
je také realné ¢islo. Je roven oo, pokud C' = B nebo D = A.

Ihned ziskavame nasledujici tvrzeni:

Véta 2.3: Body A,B,C,D € CP' jsou kolinedrni nebo kocirkuldrni prdvé
tehdy, kdyz (A,B;C,D) € RU {oo} .

13



(A,B,C,D) >0 (4,B,C,D) <0
Obrazek 3.7: Lemma 2.4

Pozdéji budeme potirebovat nasledujici lemma.

Lemma 2.4: Pokud pro ¢tyri rizné kocirkuldrni body v CP' dvojice (A,B)
oddéluje dvojici (C,D), potom (A,B; C,D) < 0. Pokud dvojice (A,B) dvojici (C,D)
neoddéluje, potom (A,B;C,D) >0

3.3.1 Ptolemaiova véta

Véta Ptolemaiova: Je ddan tetivovy ctyrihelnik A, B, C, D. Oznacime-lia, b, c,d
poporadé délky jeho stran a e, f délky jeho uhlopricek, potom

ac+bd =ef.

Ptolemaiova véta je jedna ze zakladnich vét planimetrie a jeji planimetricky
dikaz je mozno nalézt napiiklad v [5].Podivejme se nyni na netypicky dikaz této
véty.

Nez provedeme diikaz Ptolemaiovy véty pomoci kocirkularnich bodi, musime
se podivat na zajimavou vlastnost determinantt. Necht a,b,c,d jsou ctyti vektory
v C2.

Ozna¢me [a,b] determinant matice ( Lo

¢ . Tvrdime, ze plati nasledujici
by bo
véta.

Véta 2.5: Pro a,b,c,d € C? platif]
[a7b] [Cad] - [a,c] [b7d] + [(l,d] [b,C] = 0.

Tuto vétu nazyvame Grassmannuv-Pliickeriv vztah a mé nékolik uziteénych
interpretaci. Da se ji naptiklad rozumét jako rozvoji determinantu podle sloupce,
resp. podle radku, nebo jako vypoctu délek tsecek, ve vyssi dimenzi i rovno-
béznosténi. V posledni fadé pomoci ni muzeme znazornit napriklad Cramerovo
pravidlo. [

Ozna¢me |AB| vzdalenost bodu A od bodu B v eukleidovském prostoru.

Véta 2.6: Necht A,B,C,D jsou ctyri body v eukleidovské roviné, potom plati
|AB||CD| + |AD||BC| > |AC||BD|.

2Diikaz lze provést pouhym dosazenim a dopo¢itanim, je mozno jej nalézt v [I], strana 103.
3Vice v [1], kapitola 6.
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Obrazek 3.8: Ptolemaiova véta
Rovnost nastavd prdve tehdy, kdyz tyto ctyri body leZi na kruznici.

Dukaz:

Nejprve si vSimnéme podobnosti mezi danou nerovnosti a Grassmann-Pliickerovym

vztahem. Pokud bychom danou nerovnost prepsali do tvaru
|AB||CD| - |AC||BD| = |ADI|BCY,
a porovnali se vztahem
[AB][CD] — [AC][BD] + [AD][BC] = 0, kde A, B,C, D € CP*,

vidime jistou podobnost. Sou¢in [AB][C'D] neni nic jiného nez komplexni ¢islo,
které mizeme v polarnich soufadnicich napsat jako roe™ .Jsou-li A, B € CP', A =

B = [b: 1], pak [AB] = 61L 11) = a — b, a délka tohoto komplexniho ¢isla
je la—b| = |AB|. Oznacme «, 3,y komplexni ¢isla a jejich velikost 74,74, 7,

v tomto poradi. Muzeme tedy psat, ze r, = |AB||CD|. Podobné bychom mohli
napsat r3 = |AC||BD| a r, = |AD||BC|. Predchazejici rovnost mtzeme tedy
zapsat ve tvaru

o — B +'}/ = 07
neboli
a+v=0.

Komplexni ¢isla interpretujeme jako tsecky v roviné a pro jejich velikosti plati
trojuhelnikova nerovnost.

To+Ty27g,

¢imz dostavame pozadované tvrzeni. Rovnost nastavé, pokud |AB||CD|+|AD| |BC| =

|AC||BD|. Tedy pokud vsSechna tii ¢isla «, 8, jsou kolinedrni,a + v = [ a maji
stejnou orientaci. To plati, pokud délici poméry

2 cRtal e R

Y vy

To nastava prave tehdy, kdyz body A,B,C,D lezi na kruznici v tomto poradi,
podle Lemmatu 2.4. O

Je-li ¢tyrihelnik tvoreny body A, B, C', D obdélnikem, pravé dokazané tvrzeni
neni nic jiného, nez Pythagorova véta.

15
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3.4 Mbobiovy transformace

Méjme vektor (z},25) € C?, ktery reprezentuje bod (je aritmetickym zastup-
cem bodu) v CP' homogennimi soufadnicemi. Projektivni tranformaci rozumime
zobrazeni 7 : CP' — CP', které kazdému vektoru (2},z5) piifadi vektor (z1,25)

vztahem
z1\ _ (a b) [z
z)  \c d 2 )

kde a,b,c,d mohou byt jak realna, tak komplexni ¢isla a matice transformace musi
byt regularni. Protoze matice transformace ma Ctyri komplexni parametry a je
urc¢ena az na nenulovy nasobek, mame tii stupné volnosti.

To znamend, 7e projektivni transformace v CP' je déna tfemi pary odpovida-
jicich si bodi. Tato transformace zachovava dvojpomeér, jinak feceno, dvojpomeér
je invariantni vuci této transformaci. Z predchoziho plyne, ze pokud (A,B; C,D)
je redlné ¢islo, potom i (7(A),7(B); 7(C),7(D)) bude redlné ¢islo.

Véta 2.7: Necht T je projektivni transformace CP' a necht A, B,C, D jsou
body na kruznici nebo primce. Potom jejich obrazy 7(A),7(B),7(C),7(D) také lezi
na kruznici nebo primce.

Diikaz: To, zda dané body lezi na kruznici nebo ptrimce, urcujeme pomoci
dvojpoméru téchto bodi. Z predchozich iivah ale vime, ze pokud dvojpomeér bodt
(A,B;C,D) € RUoo, lezi tyto body na kruznici nebo primce. Dvojpomér je inva-
riatni vici projektivni transformaci, a tedy i obrazy danych bodu lezi na kruznici
nebo primce.

O

Zobecnénou kruznici budeme rozumét kruznici s nekone¢nym polomérem, re-
spektive primku. Predchazejici vétu mtzeme formulovat takto:

Véta 2.8: Projektivni transformace zobrazuje kaZdou zobecnénou kruznici na zo-
becnenou kruznici.

Necht z je komplexni ¢islo. Zobrazeni, které kazdému ¢islu z priradi ¢islo

,_az+b
cz+d’

se nazyva Mdbiova transformace. V homogennich soutfadnicich mtzeme ¢islo
7' zapsat tvarem

[az+b

cz+d:11 =laz+b:cz+d.

Nevlastnimu bodu [1 : 0] je pfifazen bod [a : ¢], nebot
a b) (1\ (a
c d)\0) \c

16



d
Bodu z = —— prifadi tato transformace bod o soutradnicich [1 : 0], tedy bod

nevlastni. Mobiovy transformace tedy nejsou nic jiného nez projektivni transfor-
mace v CP'. Jsou dany &sly a,b,c,d, kterd mohou byt jak realnd, tak imaginarni.
Je-li ¢ =0 a d =1, potom obrazem bodu z je az + b. Pokud navic a = 1, jedna
se o posunuti o dany vektor b. Pokud b = 0 a a € R, jedna se o stejnolehlost.
Na nésledujicich obrazcich uvedeme nékolik prikladi Mobiovych transformaci.

6+ Vzor

Obrazek 3.9: Specialni pripad tranformace; posunuti o vektor b

17



6+ Vzor
Obraz

Obréazek 3.10: Obraz kruznice £([0,0],r = 1)

4t

6+ Vzor

Obraz

8t | | | ‘
-10 -5 0 5 10

Obrazek 3.11: Transformace primky rovnobézné s osou x prochézejici bodem [0,1]

18



6r a
b=2
4 + c=1
=0
2»
0»
2+
-4+
6+ Vzor
Obraz
1 1 1 1
-10 -5 0 5 10

Obrazek 3.12: Transformace kruznice k([0,0],r = 1)

-10 -5 0 5 10

Obrazek 3.13: Tranformace dvou primek p,r
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Dilezitou vlastnosti projektivniho zobrazeni, a tedy i Mobiovych transfor-
maci, je zachovani orientace. Abychom mohli porozumét orientované kruznici,
musime nejprve tento pojem ur¢itym zpusobem zavést.

Necht je kruznice dana tremi body A, B,C. Potom orientovanou kruznici
O(A,B,C) rozumime takovou kruznici, kde zalezi na potadi, v jakém proché-
zime body A, B, C.

Sestrojime v kazdém z téchto tii bodt smérovy vektor teény a oto¢ime o 90°
proti sméru hodinovych rucicek. Pokud tento vektor pfislusny k danému bodu
sméruje do vnitini ¢asti kruznice, fikame, Ze je tato strana kladnou stranou kruz-
nice. Pokud vektor smétuje do vnéjsi ¢asti kruznice, oznac¢ime vnéjsi stranu jako
kladnou.

Driive jsme si rozmysleli, ze pokud jsou body A, B, C, D kocirkularni, je ima-
ginarni slozka jejich dvojpoméru rovna 0. Pokud bod D na kruznici nelezi, je
imaginarni slozka dvojpoméru bud zaporna, nebo kladné. Zalezi na tom, zda bod
D lezi ve vnéjsi, nebo vnitini ¢asti kruznice. Tato geometricka predstava ma jed-
noduchou algebraickou interpretaci. Miizeme ji tedy zapsat jako formalni definici.

Definice 2.9: Necht A, B, C jsou tii body v CP' leZici na kruznici. Kladnou
stranou kruznice O(A,B,C) definovanou body A,B,C' rozumime mnoZinu

{D € CP'| imagindrni ¢ést(A,B; C,D) je kladné }

Imaginarni ¢ast daného dvojpomeéru je tedy kladnd na kladné strané kruznice,
zaporna na zaporné strané kruznice a rovna nule primo na kruznici.
7 predchézejici tivahy plyne nasledujici tvrzeni:

Véta 2.10: Necht A, B, C jsou tri body v CP' a necht T je projektioni tran-
formace. Potom T zobrazi kladnou stranu kruznice O(A,B,C) na kladnou stranu
kruznice O(1(A),7(B),7(C)).

Diikaz:

Protoze projektivni transformace zachovavaji dvojpomér, imaginarni ¢ast to-
hoto dvojpoméru se nezméni.

O

Kladna strana

C

B

Obrazek 3.14: Orientovand kruznice
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Neexistuje projektivni transformace, kterda by ménila strany kruznice, tedy
takova, kterd by zaménovala vnéjsi a vnitini body kruznice.

Mobiovy transformace zachovavaji vnitini a vnéjsi body kruznice. Zobrazeni,
které zobrazuje kruznice na kruznice, ale méni jejich vnéjsi a vnitini body, se
nazyvaji anti-Mobiovy transformace. Prikladem takového zobrazeni je z — Zz,
tedy komplexné sdruzend ¢isla. Dalsim prikladem takového zobrazeni je z — % :
Toto zobrazeni se nékdy nazyva kruhova inverze. Obé tato zobrazeni jsou invo-
lutorni, tzn. slozeni tohoto zobrazeni samo se sebou je identita.

3.5 Priusecikové uhly

Necht ¢; a ¢, jsou dvé orientované kruznice v CP', které maji dva priseciky.
Prisec¢ikovym thlem téchto dvou kruznic rozumime ten z thlu (¢p,cq), ktery do-
staneme rotaci tecného vektoru kruznice ¢; do polohy tecného vektoru kruznice
co tak, ze tyto vektory maji poté stejnou orientaci.

Na obrazku si lze povsSimnout, ze tato definice nezalezi na volbé daného
pruseciku. Nyni ukdzeme, jak souvisi prisecikové thly s dvojpomérem.

Budte P, a P, pruseciky zadanych orientovanych kruznic ¢; a cy. K urceni
orientace nam poslouzi body @1 € ¢; a Q2 € cy. Definujme tedy orientované
kruznice ¢; = Q(P1,Q1,P) a ¢ca = O(P1,Q2,P,). Potom prisecikovy thel muze
byt snadno spocitan podle nasledujici véty.

Véta 2.11: Méjme orientované kruznice ci,co a body QQ1,Q2,P1,Ps definované
vyse. Necht re® = (Q1,Qq; P, ) je dvojpomér ctyr bodii. Potom 1) je prisecikovy
whel kruznic ¢; a cs.

Diikaz:

Uhel, pod kterym vidime body P, a Py z bodu Q; € ¢1, je podle Véty 2.1
konstantni. Podil 81 2 = 1" je komplexni éislo a v, dany obvodovy thel.
To samé plati pro ()9, ze kterého vidime body P;,P, pod stale stejnym tihlem
1o, kde Q9 € . Proto dvojpomér bodu (Q1,Q2; Pi,P») nezavisi na volbé bodu
Q1,Q)2, zavisi pouze na orientaci danych kruznic.

Pro dvojpomeér (Q1,Q9; P1,P») plati

QI_PI‘QZ_P2:Q1_P1.Q2_
QI_P2 Q2_P1 Q2_P1 Ql_

Obrézek 3.15: Prisecikovy thel

21



Obrazek 3.16: Dikaz Véty 2.8

Q1 — P
, N g Q2= ,
jako je thel prusecikovy, nebof jmenovatel i ¢itatel daného zlomku reprezentuji

komplexni ¢islo, které ma stejny smér jako orientovany vektor teény v bodé P;.
Q2 — P,

V limitnim pripadé, kdy se ()1 blizi Py, popisuje vyraz stejny uhel,

Vyraz mé thel nulovy, jelikoz bod P, je rizny od bodu Py, ke kterému

se limitné bli jak bod Qs, tak bod Q.
Dvojpomeér (Q1,Q2; P1,Ps) tedy nezavisi na volbé @1 a @y a zaroven thel,
ktery reprezentuje, je shodny s prusec¢ikovym thlem.
OJ
Protoze Mobiovy transformace neméni dvojpomeér, ziskavame okamzité nasle-
dujici tvrzeni.

Disledek 2.12: Mdbiovy transformace zachovdvaji prusecikové uhly. Anti-

Mobiovy transformace vsechny prisecikové ihly zobrazi na opacné (meéni orientact
tecnych vektori,).
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3.6 Stereograficka projekce

Dalsi zajimavou geometrickou vlastnosti CP! je jeji ekvivalence se sférou. Kaz-
dému bodu na komplexni projektivni pfimce muzeme jednoznacné priradit bod
na sfére. Nejprve ztotoznime komplexni projektivni piimku s rovinou zy ve tii-
rozmérném realném vektorovém prostoru tak, ze kazdému bodu x + iy priradime
vektor (z,y,0)T.

Predpokladejme, ze dana sféra ma polomér 1 a dotyka se pocatku soustavy
soufadnic v redlném vektorovém prostoru. Rovina xy je tedy teénou rovinou této
sféry. Takovd sféra je ddna rovnici 22+3?+(2—1)? = 1. Severni p6l m4 soufadnice
N = (0,0,2)T. Zvolme tento bod jako stfed projekce roviny xy na sféru. Protoze
promitaci paprsek, neboli pfimka spojujici N s kazdym bodem CP', protne sféru
pravé v jednom bodé, je toto zobrazeni jednoznacné (bijekce).

Analyticky se da toto zobrazeni vyjadrit nasledujicim zpiisobem. Vezmeme
p = (21,41,0)T, libovolny bod v roviné xy, a hleddme prusecik piimky [ = A\p +
(1 — AN s danou sférou. Parametricky muzeme primku [ zapsat takto

r=0(1—-X)+ Ay
y=0(1—-X\)+ Ay
2=2(1-A)+0\AER

a dosadit tyto hodnoty do rovnice sféry. Potom dostavame rovnici
M2+ A2+ (2(1-2) - 1)2=1

Kdyz tuto rovnici upravime a vyjadiime A\, dojdeme ke dvéma reSenim. Bud
A =0, coz je feseni odpovidajici severnimu pélu. Druhé teseni je
4
- Y
3+ yi+4
coz je TeSeni, odpovidajici druhému priseciku dané primky [ a sféry. Dosadime-li
prislusné A do parametrického vyjadreni primky, ziskdme hledany prisecik. Cim

vice je bod v roviné vzdaleny od jizniho pdlu, tim blize se zobrazi k severnimu
polu. V limitnim pripadé se tedy bod oo zobrazi na severni pol, a tedy plati

CP' ~ CU {o0} ~ S2.

Obrézek 3.17: Stereografickd projekce
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Protoze je dané zobrazeni bijektivni, mizeme pozorovat zajimavé vlastnosti
tohoto zobrazeni. Bez diikazu uvedeme jen nékteré z nich.

e KruZnice v CP! se zobrazi na kruZnice na S2.
o KruZnice na S? se zobrazi na kruznice v CP*.

o Stereografickd projekce zachovava prisecikové thly.

Mobiovy transformace muzeme interpretovat pomoci stereografické projekce
nasledujicim zptisobem. Zobrazime CP' na sféru, tu oto¢ime, zvétsime a posu-
neme tak, ze dana rovina zy je stale jeji tecnou rovinou, a potom takto upravenou
sféru zobrazime ze severniho pélu zpatky do CP'.

Kruznice na sfére zobrazi Mobiovy transformace opét na kruznice. Prochézi-li
kruznice bodem N, ktery se zobrazi do bodu nevlastniho, zobrazi se tato kruznice
na primku.

Je-li ddna kruznice na sfére, anti-Mobiovy transformace ji zobrazi na jinou
kruznici na sfére, zaméni vSak vnéjsi body za vnitini a obracené.
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Zaver

Ukolem této bakaldiské préace bylo rozsifeni realné projektivn{ p¥{mky na p¥imku
komplexni. V tvodni kapitole jsme se pouze strucné seznamili s historii pro-
jektivni geometrie. Dale jsme si ve druhé kapitole pripomnéli nékteré poznatky
projektivni geometrie, které jsme potiebovali znat. V posledni kapitole jsme de-
finovali kompleni projektivni pifimku a nékteré pojmy s ni souvisejici, jako napii-
klad kocirkularitu bod, mobiovy transformace, prisec¢ikové tihly a stereografic-
kou projekeci.

Tato préace jisté zcela nepokryva problematiku komplexni projektivni primky
a celkové rozsiteni redlného projektivniho prostoru na komplexni. Nékteré od-
borné ¢lanky se vénuji komplexnimu projektivnimu prostoru a zaméruji se na jeho
vlastnosti (napf. [6]). Pro zdjemce doporuc¢uji k precteni zbyvajici kapitoly v knize

1.
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