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Abstrakt: Zatimco poloprostorovy median jakozto robustni odhad stfedni hod-
noty ziskava v poslednich letech ¢im dal vice na popularité, regresni hloubka se
i pres to, ze je zalozena na podobném konceptu, stale fadi mezi relativné ne-
znamé metody. Hlavnim cilem této prace bylo tak pfedevsim c¢tendri priblizit
koncept robustni hloubky, ilustrovat jeji geometrickou interpretaci, a poskytnout
alespon zakladni prehled poznatki, ke kterym v ramci jednotlivych vyzkumi do-
slo. Na zavér byla pak provedena mald simulacni studie, ktera srovnava odhad
metodou regresni hloubky s vybranymi, v praxi bézné pouzivanymi odhady, a to
konkrétné s odhadem metodou nejmensich absolutnich odchylek a s odhadem
metodou nejmensich ¢tverci.
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Abstract: While the halfspace depth has gained more and more popularity in
the recent years as a robust estimator of the mean, regression depth, despite
being based on a similar concept, is still a relatively unknown method. The main
goal of this paper was therefore to introduce the concept of robust depth to
the reader, illustrate its geometric interpretation, and provide at least a basic
overview of the findings that occurred within the individual researches. Finally,
a small simulation study was conducted comparing the deepest regression method
with other selected methods commonly used in practice, namely the method of
least absolute deviations and ordinary least squares method.
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Uvod

Jak jednou ekl George Box: “Vsechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uzi-
tecné.” Toto réeni se ve statistice nese jiz nékolik desitek let, i presto je vsak stéle
pravdivé. Statistické modely maji za kol co nejvice zjednodusovat popis realného
svéta, za coz ale v nékterych pripadech platime vysokou dan v podobé silnych
predpokladii. Nevyrcéena prani, ze pouze malé odchyleni od téchto predpoklada
bude mit za disledek zaroven malé odchyleni od hledanych vysledki, se vsak
bohuzel ¢asto ukazuji jako mylné (viz Tukey (1960)). Z tohoto divodu se ¢asem
oddélilo odvétvi tzv. robustni statistiky, které se zabyva prevazné metodami se
zeslabenymi predpoklady. Odhady ziskané témito metodami tak sice nedisponuji
témi nejlepsimi teoretickymi vlastnostmi, zato ale 1épe odrazeji chovani realného
svéta. Jednim z hlavnich predpoklad u vétsiny metod je, aby vsechna pozoro-
vani pochazela z rozdéleni, jehoz charakteristiku odhadujeme. V praxi se vsak
ukazuje, ze vétsina datovych souboru obsahuje 1-10 % pozorovani, ktera pochdzi
z néjakého jiného rozdéleni, a tato pozorovani jsou tedy v néjakém sméru chybnd.

Pro linearni regresni modely existuji dva zakladni pristupy, jak se s chybnymi
pozorovanimi mtzeme zkusit vyporadat. Prvni z nich je zalozen na detekci pode-
zielych pozorovani, kterd pak dale zkoumame, a pokud jsou uznana za chybna,
z datového souboru je vyradime. Tento pristup se nazyva regresni diagnostika a
dodnes je povazovan za jeden z prvnich krokt k ziskani robustnéjstho odhadu.
Samotné pouzivani tohoto pristupu vsak s sebou nese fadu problémi. V prvni
radé se nejedna o ryze matematicky aparat na jaké jsme zvykli z klasické sta-
tistiky. I kdyz se totiz néktera pozorovani mohou na prvni pohled skutecné jevit
jako chybnd, vétsinou neexistuje zptsob, kterym bychom mohli ovérit, zda tomu
tak skutecné je. Velmi lehce se proto muze stat, ze kromé chybnych vyradime
z datového souboru i spravna pozorovani (anebo tam naopak néjaka chybna po-
nechame), coz muze vést ke znehodnoceni naseho modelu.

Kritéria zalozend na regresni diagnostice jsou sice odvozena pouze za platnosti
predpokladii metody nejmensich ¢tverci, tési se vSak velké oblibé i pri pouzi-
vani celé Tady dalSich metod. Jejich pouziti pro tyto metody vSak neni nijak
podlozeno, a neni tedy jasné, co presné dana kritéria rikaji. I z toho divodu se
postupem casu ¢im dale vice statistikii zacalo klonit ke druhému pristupu, a tim
je oslabeni predpokladt pouzivanych metod v tom smyslu, ze pfimo néjaké pro-
cento chybnych pozorovani ve vybéru pripustime. To vedlo k vytvoreni celé tridy
novych metod, jejichz zédklady polozil Huber v roce 1964 a nazval je robustni re-
gresni metody. Jednou z takovych novéjsich takovych metod je pak i tzv. metoda
regresni hloubky, ktera je hlavnim tématem této prace.

Metoda regresni hloubky byla poprvé predstavena v ¢lanku Regression Depth
(Rousseeuw a Hubert, 1999). Jeji zavedeni bylo inspirovano konceptem Tukeyho
poloprostorové hloubky, a to konkrétné pojmem zanoreni. Hlavnim cilem této
prace je tak predevsim c¢tenari priblizit koncept robustni hloubky, ilustrovat jeji
geometrickou interpretaci, a poskytnout alespon zakladni prehled poznatkt, ke
kterym v ramci jednotlivych vyzkumt doslo. V prvni ¢asti si nejprve zavedeme
zakladni pojmy, se kterymi budeme pracovat, a dale si podrobnéji rozebereme
vlastnosti odhadu, které budeme pozdéji porovnavat (a to s dirazem na vlast-



nosti popisujici robustnost, tj. chovani odhadu v situaci, kdy jsou v datovém sou-
boru obsazena chybné pozorovani). Ve druhé ¢ésti se pak zaméfime na jednotlivé
metody, kde nejvétsi prostor bude vénovany metodé regresni hloubky, jakozto steé-
zejnimu tématu této prace. Na zavér bude provedena mald simulac¢ni studie, ktera
porovna vysledky vybranych metod pfi riznych typech a stupnich kontaminace
datového souboru.



1. Linearni model

V celé této praci budeme predpokladat, ze mame k dispozici ndhodny vybér
zZ, = Y, X', ..., Z, = (Y, X)) z rozd&leni uréeného generickym vek-
torem Z = (Y, X")T s distribu¢ni funkei H € H, kde H zna¢i mnoZinu vsech
distribu¢nich funkei, Y je jednorozmérna ndhodn4 veli¢ina a X je (p—1)-rozmérny

ndhodny vektor X = (Xy, ..., X, 1)"; peN.

Pozndmka. Zkracend budeme psat Y := (Y1, ..., Y,) ", X:= (X1, ..., X,,)", kde
Xi=Xi1,.. ., Xip1)' aZ=(2y,...,2,)".

Definice 1. Nahodnou velicinu Y budeme nazyvat odezvou, ndhodny vektor
X7 = (Xij.., Xnj)', kde j = 1,...,p — 1 j-tym regresorem, matici X
regresni matici a matici X = (1,,X) regresni matici s absolutnim cle-
nem.

Pozndmka. Vektor 1, = (1,...,1)" € R™ se nékdy také nazyva absolutni clen a
casto byva automaticky zaveden jako 0-ty regresor. Kvuli zachovani standardniho
znaceni u regresni hloubky v kapitole 5 vsak nebudeme tento zpiisob pouzivat,
i kdyz koeficient prislusny absolutniho ¢lenu v linearnim modelu budeme vzdy
predpokladat.

Predpoklad 1. Predpoklady linedrniho regresniho modelu budeme rozu-
met nasledugjici podminky:

(1) n>p,
(2) rank (X) =p,

(3) Z, = (Y1, X)',....Z, = (Yo, X)) jsou nezdvislé, stejné rozdélené nd-
hodné vektory (zkr. i.i.d.),

(4) rozdélent vsech regresori je ordindlni a
(5) podminéné rozdéleni Y| X je absolutné spojité.
Kazda z vyse uvedenych podminek ma svoji specifickou roli:

o Podminky (1) a (2) jsou nutné podminky k tomu, aby odhad hledané cha-
rakteristiky existoval a byl uréen jednoznacné.

o Podminka (3) ndm fiké, Ze vSechna pozorovani jsou nezavisla a pochézeji
ze stejného rozdéleni. VétSinou se jednd o konkrétni typ rozdéleni, jejiz
charakteristiku chceme dale zkoumat, resp. odhadnout.

o Podminka (/) nam tikd, Ze napozorované hodnoty kazdého z regresort je
mozné uspordadat. (Jedna se o nutnou podminkou pro smysluplnou definici
regresni hloubky, viz kapitola 5).

o Podminku (5) neni nezbytné nutné uvazovat, takové zobecnéni vsak jiz
znacné presahuje rozsah této prace.



Regresni modely se sestavuji za jednim ze dvou ucelt1, budto na zakladé hodnot
regresorii chceme predikovat hodnoty odezvy, anebo je nasim cilem piimo urcit
a popsat vztah mezi nimi. Pokud bychom pozorovani nepovazovali za nahodné
veli¢iny, ale pouze za deterministické konstanty, odpovidal by druhy kol nale-
zeni takového zobrazeni g: R™(®P=1) — R" pro které by platilo Y = ¢(X). Zde
ale vyvstavaji dva zasadni problémy. Prvnim problémem je viibec existence tako-
vého zobrazeni, protoze se v praxi miize velmi lehce stat, ze pro stejné hodnoty
regresori dostaneme rizné hodnoty odezvy. Tento problém je vsak mozné vytesit
prave prechodem k ndhodnym veli¢inam. Druhy problém je pak urceni hledaného
zobrazeni, protoze bez jakéhokoliv omezeni muze takovych zobrazeni existovat
nekonecné mnoho. Tomu se ale lze také vyvarovat, a to napriklad omezenim se
pouze na soustavy linedrnich rovnic:

Definice 2. Necht jsou splnény podminky z predpokladu 1, linedrnim (regres-

nim) modelem budeme rozumét vztah, kdy je pro viechna i € {1,...,n} splnéno
Y =B+ X, Bx + &, (1.1)
kde By € R je nezndmy parametr, Bx = (Bi, ..., Bp-1)" € RP™L je nezndmy

vektorovy parametr prislusny regresorum a €; € R je nahodnd velic¢ina.

Pozndmka. Parametry 5y a Bx nejsou dle definice 2 urceny jednoznacné, jejich
jednoznacnost zajistime vzdy pro konkrétni metodu pozdéji, a to pomoci pridani
dalsiho predpokladu (viz predpoklad 2 v sekci 3.1 a predpoklad 3 v sekei 4.1).

Poznamka I. Pokud nebude explicitné uvedeno jinak, budeme vzdy predpokladat
platnost linearniho modelu.

Pozndmka II. Casto budeme pouzivat znaceni B := (By, B%)'. Ve vektorovém
zépisu je pak mozné soustavu (1.1) psat jako
Y = Byl, + XBy + &£ =XB +e¢, (1.2)

kde e = (e,...,6,) , X = (1, X )aX=(X1,...,X,)".
Pozndmka III. Vektor B budeme nazyvat vektor koeficienti, resp. By bude koefi-
cient prislusny absolutnimu clenu a Bx vektor koeficienti prislusny regresorum.

Definice 3. Ndhodnou velicinu e; = Y; — 3y — X, Bx z definice 2 budeme nazjvat
i-tym chybovym clenem a vektor € = (q,...,g,)" chybovym vektorem.

Predpokladejme nyni, Ze jiz mame nejaky odhad vektoru koeficient 8 k dispozici
a uvazujme nasledujici definice:

Definice 4. Necht B = (By, (Bx)T)T € R? je néjaky odhad vektoru koeficienti B,
a predpoklddejme, Ze existuje zobrazeni T = (Ty,...,T,—1)": (R",R™*P) — RP
takové, Ze plati B := T(Y,X). Pak pro vsechna i € {1,...,n} budeme odhad

}A/Z(B) = Bo + XZTBX
nazyvat i-tou predikovanou hodnotou a

U(B) =Y = Yi(B)

nazyvat i-tym reziduem.



2. Vlastnosti odhadu

Volba vhodné metody zalezi vétsinou na tom, s jakym typem dat pracujeme a
jaké vlastnosti od daného odhadu pozadujeme. Povaha problému a typ dat nas
tedy v prvni fadé donuti omezit se pouze na urcitou skupinu metod, které se hodi
k feseni daného problému, a az z nich nésledné vybrat tu nejvhodnéjsi podle toho,
jaké vlastnosti od daného odhadu pozadujeme.

Vlastnosti odhadi si rozdélime do dvou hlavnich skupin:

1. Prvni skupinu budou predstavovat vlastnosti teoretického charakteru.
Predevsim se tedy bude jednat o ty vlastnosti, které popisuji, co, a jak
dobre, dany odhad vlastné odhaduje. Mezi tyto vlastnosti budeme radit
nestrannost, rozptyl/eficienci, konzistenci, a pripadné (pokud je zndmé)
asymptotické rozdéleni odhadu.

2. Druhou skupinu vlastnosti pak budeme vnimat jako spise praktického
charakteru, a budeme je dale délit do dvou samostatnych skupin:

o Prvni skupinu budou tvotit pripustné transformace pozorovani, tj. jaké
operace muzeme s daty provadét (zména méfitka, centrovani dat, atd.),
aniz by se nas odhad néjak zasadné zménil.

vvvvvv

robustnost odhadu. Tyto vlastnosti popisuji urcitou stabilitu odhadu
v situaci, kdy pracujeme s kontaminovanym datovym souborem, t;j.
v datovém souboru jsou pritomna néjaka chybna pozorovani.

Definice vlastnosti jako nestrannost, rozptyl/eficience, konzistence a asymptotické
rozdéleni jsou dobfe znamé z klasické statistiky, a nebudeme si je zde proto po-
drobnéji uvadét (pro podrobné definice viz napt. Andél (2007)). Prejdeme proto
nyni piimo k definicim praktickych vlastnosti.

2.1 Transformace pozorovani

Stejné jako v definici 4 budeme i nyni predpokladat, ze jiz mame néjaky odhad
vektoru parametru 8 k dispozici, a ze existuje zobrazeni T': (R, R"*P) — R?
takové, 7e plati B = T(Y, X) =T(Y,(1,,X)). Nasledujici definice jsou prevzaté
z knihy Rousseeuw a Leroy (1987), str. 116:

Definice 5. Rekneme, Ze odhad B je regresné invariantnt, pokud plati
T(Y +Xh,X) = T(Y,X) + h,
kde h € RP je libovolny p-rozmérny vektor.

Definice 6. Rekneme, %e odhad B je Skdlové invariantni, pokud plati
T(cY,X) = cT(Y,X),

kde ¢ € R, c # 0 je libovolnd redlnd konstanta.
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Definice 7. Rekneme, Ze odhad B je afinné invariantni, pokud plati
T(Y,XA) = A T(Y,X)
kde A € RP*P je libovolnd requldrni matice.

Pozorovdni. Pokud je odhad afinné invariantni, pak libovolna afinni transformace
regresoril vektor predikovanych hodnot neovlivni:

Y =XB=XAA"'T(Y,X) =XAT(Y,XA) = X* T(Y,X*),

kde X* := XA.

Pozndmka. Vyse uvedené vlastnosti se oproti vlastnostem jako nestrannost ¢i
konzistence nemusi na prvni pohled zdat jako prilis dilezité, presto vsak nékdy
muzou hrat zasadni roli. Napriklad regresni invariance byva casty predpoklad pro
mnozstvi dikazl, které implicitné predpokladaji moznost posunu hledaného pa-
rametru do pocatku (tj. predpoklad BUNO S :=0,,). Skalova ¢i afinn{ invariance
odhadu se pak ukazuji jako uzitecné vlastnosti do praxe, kde napt. afinni invari-

ance odhadu miize vyrazné zredukovat mnozstvi potfebnych vypocti v situacich,
kdy konstruujeme vice model, které si lisi pouze v afinni transformaci.

2.2 Robustnost

Predpokladejme nyni, Ze jsme v situaci, kdy je datovy soubor kontaminovany, t;.
obsahuje urcité procento pozorovani, ktera jsou v urcitém sméru chybna. Tato
pozorovani se mohou v datovém souboru vyskytovat z nékolika rtznych divodii:

e byla do datového souboru zahrnuta omylem,

e byla u nich Spatné umisténd desetinnd carka,

o doslo k chybé pri jejich prepisu,

o doslo k chybé pri jejich méreni v dusledku necekanych vlivi, atd.

Robustnost v takovém pripadé predstavuje soubor vlastnosti, které popisuji, jak
moc se muze odhad zménit (resp. vychylit) praveé v pripadé, kdy jsou v datovém
souboru takova chybna pozorovani obsazena. Kontaminace vybéru chybnymi po-
zorovanimi totiz znamena, ze je porusen predpoklad i.i.d. z predpokladii lineér-
niho modelu, a neni tedy na prvni pohled jasné, jak se odhad v takovém pripadé
zachova.

Jak jiz bylo zminéno v iivodu, pokud jsou v datovém souboru chybna pozorovani
pritomna, mame dvé moznosti, jak se s nimi zkusit vyporadat:

o V prvni fadé se muzeme pokusit tato pozorovani detekovat. Jak se vsak
ukazuje, to muze byt v nékterych pripadech naro¢né, nékdy i takika nepro-
veditelné (viz obrazek 2.1). Pokud se ndm vsak chybné pozorovani nepodaii
odhalit, tak v lepsim pripadé hrozi, ze budeme odhadovat charakteristiku
nikoliv spravného, ale kontaminovaného rozdéleni. V takovém pripadé vsak
narazime na prvni problém, a tim je interpretace odhadu. V horsim pfti-
padé se pak muze stat, ze diky poruseni predpokladii metody nebudeme
ani schopni urcit, co vlastné odhadujeme.
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e Druha moznost je pripustit, ze budeme primo odhadovat charakteristiku
kontaminovaného rozdéleni. V takovém pripadé pokud zajistime, aby se
charakteristiky zalozené na spravném a kontaminovaném rozdéleni od sebe
prilis nelisily, pak tento ptristup nabizi vychodisko pro ziskani smyslupiného
odhadu i pro kontaminované datové soubory, a to bez nutnosti detekce
chybnych pozorovani.

Kontaminace riznymi typy rozdéleni.

5.0

254

0.0~ Typ rozdéleni:

exponencialni

® normalni

Studentovo

-2 - t-rozdéleni

-5.0 -2.5 0.0 25 50

Obrazek 2.1: Kontaminace datového souboru riznymi typy rozdéleni. Na obrazku
vidime smés pozorovani pochazejici ze 3 riznych typu rozdéleni, kde pozorovani
z normalniho rozdéleni predstavuji spravna pozorovani, a pozorovani pochazejici
z exponencidlniho/Studentova t-rozdéleni dvé rtuzna rozdéleni chybnych pozo-
rovani. Protoze se vSak nosice vSech rozdéleni silné prekryvaji, nejsme schopni
chybnd pozorovani odhalit.

Co znamena nelisit se prilis neni v tuto chvili jasné, protoze neklademe zadné
podminky na hodnoty chybnych pozorovani. Pokud vsak predem vylouc¢ime ex-
trémni situace, kdy samotnd konstrukce odhadu nedava smysl (napr. kdyz je pocet
chybnych pozorovani vétsi nez pocet spravnych), nabizi se uvazovat ty odhady,
které nam o hledaném parametru vZdy poskytnou alespon néjakou informaci.

Definice 8 (Neformélni). Rekneme, Ze B je smysluplng odhad vektorového
parametru B, pokud existuje konstant 0 < k < oo takovd, Ze pri konstrukci odhadu
B na zdkladé kontaminovaného vybéru plati

1E(B—B)ll2 <k, (2.1)
kde || - ||2 znaci euklidovskou normu.

Kdyz mame tedy nyni alespon néjakou predstavu, které odhady bychom mohli
povazovat za smysluplné, nabizi se hledat odpovédi na nésledujici otazky:

1. Jaké maximalni procento chybnych pozorovani mtze byt ve vybéru obsa-
zeno, abychom i tak stale dostali smysluplny odhad?



2. Jsme schopni néjakym zpiisobem popsat vztah mezi odhadem a hodnotou
chybného pozorovani, tj. jak moc se bude konkrétni odhad ménit v zavislosti
na jeho hodnotach?

Odpovédi na predchozi otazky nam poskytuje tzv. infinitezimdlni pristup, do
kterého spadaji pojmy jako breakdown-point ¢i influencni funkce. Obecné neni

vvvvvv

z nich totiz popisuje chovani odhadu v jiném smyslu. Zatimco breakdown-point 1ze
povazovat za globdlni charakteristiku, influencni funkce je charakteristika lokdlni.
Vzdy je tedy potfeba zamérit se na obé z nich.

2.2.1 Breakdown-point

wJaké maximdlni procento chybnych pozorovdni muze byt ve vybéru obsazeno,
abychom i tak stdle dostali smysluplngy odhad?“

Definice 9. Oznacme si Y,,, X,, nahodny vektor/matici Y , X, kde doslo k na-
hrazeni m-pozorovdni libovolnymi hodnotami. Breakdown-pointem (zkrdcené

pouze BP) odhadu T pri ndhodném vybéru Z, ..., Z, pak rozumime statistiku
ey = n(T, Z) = (T, Y, X) = min {m; A(m,T,Y,X) = oo}, (2.2)
me n
kde

A(m, T,Y,X) := sup ||T(¥,,Xn) = T(Y,X)|,. (2.3)

Yin Xim 2

Pozorovdni I. Pokud bychom méli k dispozici nestranny odhad parametru 3, pak
hodnota funkce A odhaduje vychyleni odhadu 8 pri nejhorsim mozném scénéri.

Pozorovdni II. Rozdéleni pozorovani na odezvu a regresory muze byt pro zapis
rovnice (2.2) velice vyhodné, v takovém pripadé je totiz mozné pii zafixovani
druhé slozky zkoumat robustnost odhadu jak vzhledem k odezvé, tak vzhledem
k regresorim samostatné. Velké mnozstvi odhadt tak sice neni robustnich, ale
jsou robustni alespon vzhledem k odezvé.

Pozndmka I. Definice 9 je prevzata od Donoho a Huber (1983), nékdy se vsak
muzeme také setkat i s mirné odlisnymi definicemi BP. V prvni fadé miize dojit
k malé upravé v rovnici (2.2), a to snizenim hodnoty BP o 1/n (viz Hampel
(1997), str. 98). V takovém piipadé pak hodnota BP predstavuje maximélni pii-
pustné pomérné zastoupeni chybnych pozorovani v datovém souboru, pti kterych
jesté dostavame smysluplny odhad, tj.

m

e = (T, Y, X) = max {; A(m,T,Y,X) < oo}. (2.4)
meN n

Dalsi obména miize spocivat ve zptisobu zatazeni chybnych pozorovani. Oznac¢me

si Y, 1m, X,m ndhodny vektor/matici po pridani m chybnych pozorovani k jiz

existujicim pozorovanim ve vybéru. V takovém pripadé BP definujeme jako

er=cr(T,2)=¢,(T,Y.X) = min{

n meN

AmTY.X) =oof,  (25)
n+m
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kde

Am,T,Y,X):= sup HT(n+m,§§n+m)—T(Y,§§)H (2.6)

Yn+71L7Xn+m 2.
Mezi definici pomoci nahrazeni a pomoci pridani existuji piimé vztahy (viz Zuo
(2001)), a vybér konkrétni z nich se pak ¢asto odviji od toho, se kterou definici

se autorovi 1épe pracuje.

Pozndmka II. V neposledni tadé je dobré si povsimnout, ze BP dle definice 9
je zalozen na ndhodném vybéru, a proto se také nékdy nazyva BP pro konecny
rozsah viberu. Existuje vsak i jeho obecnéjsi definice, ktera je zalozena na distri-
buc¢ni funkei a Lévy-Prochorovové metrice (viz Prohorov (1956)). Tato definice je
vSak vyrazné komplikovanéjsi (viz Hampel (1997), str. 97), a protoZe v rozumnych
pripadech plati

x SJ _x
Ep, —7 &,

kde * je hodnota BP z obecnéjsi definice, rozhodli jsme se zde tuto definici
neuvadeét.

Nase definice BP tedy predstavuje minimalni pomérné zastoupeni chybnych po-
zorovani v ndhodném vybéru, pii kterém muze dojit ke zméné odhadu koefici-
entli regresni pifmky libovolnym zptisobem. Cim vy$si je jeho hodnota, tim je
metoda vici chybnym pozorovanim odolnéjsi. Minimalni mozna hodnoté BP je
1/n, maximélni pak 1/2. Bohuzel, pro mnozstvi bézné pouzivanych metod plati,
ze BP = 1/n (viz Rousseeuw a Leroy (1987)), a tak jediné chybné pozorovani
muze zpusobit, ze se ziskany odhad stane zcela bezcennym.

Pozorovdni. Jak je vidét z predchozi c¢asti, terminologie v oblasti BP je znacné
nejednoznacnd, a je tedy dobré si vzdy predem ujasnit, s jakou definici autor
zrovna pracuje.

2.2.2 Influenéni funkce

»Jsme schopni néjakym zpisobem popsat vztah mezi odhadem a hodnotou chyb-
ného pozorovani, tj. jak moc se bude konkrétni odhad ménit v zavislosti na jeho
hodnotdch?*

Definice vznikla kombinaci definic z knihy Hampel (1997), str. 84 a 226.

Definice 10. Necht H je distribucni funkce ndhodného vektoru Z = (Y, X T)T
a predpoklddejme, Ze existuje funkciondl T(H) = (To(H),..., T,_1(H))" takovy,
ze plati B = le“(H) Influencéni funkci funkciondlu T pak budeme rozumét
zobrazeni

IF(z) = IF(z,T,H) = (IF(2, Ty, H), ..., IF(z,T, 1, H)), (2.7)

v téch bodech z € RP, ve kterjch pro vsechna j € {0,...,p — 1} existuje limita

IF(z, T H) = Tim Ty((1 — h) H+ hé,) — T;(H)

h—s 0t h

: (2.8)

kde 0 < h <1 a d, oznacuje vicerozmérné Diracovo rozdeleni v bodée z € RP.
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Poznamka. Soucet (1 — h) H+ hé, oznacuje distribu¢ni funkei prislusnou pravdeé-
podobnostni mite Pj_, kde Pj, je definovana jako

Ps.(B) = (1 — h)Pu(B) + hI(Z € B)

pro vSechny borelovské mnoziny B C RP a Py znac¢i pravdépodobnostni miru
prislusnou distribuc¢ni funkci H.

Pozorovdni. Na rozdil od BP (dle definice 9) predstavuje influenéni funkce pouze
teoreticky koncept, a nemusi tak pro nékteré typy odhadu vibec existovat.

Influencni funkce (ptvodné nazyvana influen¢ni kiivka, viz Hampel (1974)) tak
popisuje velikost zmény odhadu pri ,,nekonec¢né malé kontaminaci® v bodé z € RP.

Vztah mezi influencni funkci a asymptotickym rozdélenim M-odhadu

Tvar influen¢ni funkce lze kromé teorie robustnich odhadii nalézt i v jiné ob-
lasti statistiky, a to konkrétné ve vzorci asymptotického rozdéleni nékterych typt
odhadt. Diky tomu je pak mozné odvodit tvar influencni funkce i jinym zptso-
bem nez piimo z definice 10. Pro nés bude dtlezity predevsim vztah pro tzv.
M-odhady (mezi které patii jak metoda OLS, tak metoda LAD).

Definice 11. Rekneme, Ze B je M-odhadem vektorového parametru 3, pokud
existuje funkce p: R x RP x RP — R takova, Ze plati

N 12 ~
/8 = argmin—Zp(Y;,Xi,ﬁ).

Berr T

Pozorovdni. Pokud E p(Yi,Xvi, B) existuje a je koneénd, pak ze silného zikona
velkych ¢isel vyplyva, ze

n .

> (Y, X3, B) =5 E p(V;, X, B),

1
ni3

a (za urcitych podminek) tedy i

]- " ~ 8.J. <~
argmin — > p(V;, X;, B) == argmin € p(Y;, X5, B).

BERP n i=1 BERP

Pozndmka. Casto plati, ze p je mozné pifmo zapsat jako funkci chybovych ¢lent ¢;.
V takovém pripadé existuje funkce p*: R x R? — R takova, ze plati

p*(e:) = p(Yi, X, B),

a proto se také nékdy funkce p nazyva ztratova funkce.

Poznamka II. Pokud budeme navic déle predpokladat, Zze p méa druhou derivaci
podle B, a stredni hodnota této derivace existuje a je konec¢nda, mizeme si zavézt
znaceni

Y, X;, B) = e ) pg) = el
Vektoru 1(Y;, X;, B) = (‘%(Yaifﬂ) o %@)T se pak ik vektor skérti.

11



Tvrzeni 12. Predpoklidejme, Ze jsou splnény predpoklady regularity (Omelka
(2020), str. 44) a T(Y,X) z definice 11 je konzistentnim odhadem vektorového
parametru B =T(H), pak

VAT(Y )~ T(H) = = S IF((V, X,), T. H), (2.9)

kde
IF((Y;, X,), T, H) = =T (B)¢(Y;, Xi, B), (2.10)

a plati, Ze

VA(T(Y,X) = T(H)) =3 N (0,,T7(8)S(8)T7(8))

n—oo

kde

¥(B) = var(@b(}Q,Xvi,B)) = Ey(Y;, Xi,5)¢(K7Xi75)T-

Poznamka. Tvrzeni 12 plati kromé M-odhada napr. také pro L-odhady nebo R-
odhady (Rousseeuw a Leroy, 1987), a jak jiz bylo zminéno, ¢asto se tak vyuziva
k ziskani influenc¢ni funkce. Bohuzel existuji ale i takové typy odhadti, pro které
tvrzeni 12 neplati (viz regresni hloubka, Van Aelst a Rousseeuw (2000)), a pro ty
je pak nutné odvodit tvar jejich influencni funkce primo z definice 10.

Pozorovdni. Dikaz tvrzeni 12 lze nalézt napr. ve skriptech Omelka (2020) s tim
rozdilem, ze influen¢ni funkce je jiz primo definovana pouze pro M-odhady pomoci
rovnice (2.10). Vztah mezi influenéni funkei dle definice 10 mizeme tedy alespon
zkusit nahlédnout z nésledujici aproximace (Hampel, 1997):

Diikaz (ndznak). Piedpokladejme, Ze je mozné zkonstruovany odhad piepsat jako
funkcionél do tvaru T(Y,X) = T'(H,,), kde H, Je empirickd distribu¢ni funkce H.
Z rovnice (2.8) pak pomoci von Misesova rozvoje! prvniho faddu dostavame apro-
ximaci

T(Y,X)=T(f,) ~T(H) +/IF (2, T, H)d A ,(2),

A

a protoze H, je empiricka distribuc¢ni funkce, je mozné aproximaci prepsat do
tvaru

VA(T() = T(H) ~ <=3 IF (2, 7. 1),

coz odpovidd vyjadreni rovnice (2.9).

Viz Tayloriiv rozvoj pro funkcionaly, Hampel (1997).
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3. Metoda OLS

Metoda nejmensich ctverci, zkrdcené pouze OLS (z a.j. ordinary least squares) je
jednou z nejstarsich metod pouzivanych k ziskani odhadu parametru 8 v linear-
nich modelech. Jeji pouziti se datuje az do roku 1805, a Casto byva také chybneé
oznacovana jako prvni pouzitd metoda vibec (tou byla vSak metoda LAD). Za-
roven neni prehnané tvrdit, Ze se jedna i o metodu nejznaméjsi a nejpopularné;jsi,
a to z toho divodu, ze na rozdil od jinych metod existuje jeji presné analytické
reseni.

Metoda OLS sice nepatii mezi robustni metody, presto si ji zde vsak uvedeme,
protoze je bézné pouzivana jako benchmark k porovnavani vysledka ziskanych
pomoci metody regresni hloubky (a pouZijeme ji tedy pro porovnani s metodou
regresni hloubky v simulacni studii, viz kapitola 6). Pokud totiz pracujeme se
spravnymi daty (tj. datovy soubor neobsahuje chybna pozorovani), odhad ziskany
metodou OLS disponuje témi nejlepsimi teoretickymi vlastnostmi.

Definice 13. Odhadem vektoru koeficienti B8 metodou OLS budeme ro-
zumeét odhad ziskany na zdkladé nasledujicitho minimalizacniho kritéria:

BLS .= argmin SS(B) = arg min zn:(Y; — Bo— X, Bx)% (3.1)

BERP BeRP ;1

kde funkce SS(B) : R? — Ry se nazjvd soudet étverci modelu.

Pozorovdani. Uvazujme definici 11, pak zfejmé odhad OLS je M-odhadem pokud
jako ztratovou funkci p zvolime

p(y, @, B) = (y—x'B)’=(y— b —x Bx)"

Tvrzeni 14. Nechl jsou splnény podminky z predpokladu 1 (tj. predpoklady line-
drniho modelu), rovnice (8.1) md pak prdvé jedno tesent, a lze jej psdt ve tvaru

BLS = (XTX)'XTY. (3.2)

Diikaz. Soucet ¢tverct modelu z rovnice (3.1) lze zapsat ve vektorovém tvaru
jako B B

SS(B) = (Y —XB)' (Y - XB).
Minimum pak mutzeme nalézt pomoci parcidlnich derivaci vzhledem k g3, které
viechny poloZzime rovny 0. Ze se skutecné jednd o minimum vyplyva z druhych
parcidlnich derivaci, protoze matice XX je pozitivné definitni. Z predpokladu
o plné hodnosti matice X nakonec vime, ze k matici X' X existuje matice inverzni
a TFeSeni je tedy mozné vyjadrit ve tvaru z rovnice (3.2):

955(8) _
W =0,
—2X'(Y -XB8) =0,
X'Xg=X"Y.
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3.1 Teoretické vlastnosti odhadu OLS

Piedpoklad 2. Rekneme, Ze je spinén predpoklad linearity ve stiedni hod-
noté, pokud plati rovnost

E(Y|X)=XTpHeAr, (3.3)

kde ,BMEAN — (ﬁé\/[EAN ( A])\(/[EAN)T)T'

Poznamka. Aby bylo v budoucnu jasné, o jakém parametru zajmu B mluvime
(tj. jestli predpokladdme linearitu ve stfedni hodnoté nebo v medidnu), budeme
parametr zajmu odlisSovat hornim indexem dle daného predpokladu.

Dikaz nasledujictho tvrzeni lze nalézt naptiklad ve skriptech Komérek (2019):

Tvrzeni 15. Necht je spinén predpoklad linearity ve stredni hodnoté z definice 2,
pak odhad B je nestrannygm odhadem vektorového parametru zdjmu BMEAN .

Tvrzeni 16. Necht je splnén predpoklad linearity ve stredni hodnoté, jsou splnény
predpoklady regularity pro M-odhady (Omelka, 2020) a B je konzistentni
odhad parametr zdjmu BMEAN | pak plati, Ze

Vn(BLS — gMEANY By N (0, TS, (3.4)

n—oo

kde
. D:=T(gMEAN) = HE(XXT))
o N:i=X(BMEANY —4E(cX(X)XXT), kde 0*(X) = var(Y|X).
Diikaz. 7 pozorovani za definici 13 vime, Ze se jedna o M-odhad, k dikazu

tedy vyuzijeme tvrzeni 12. Vyjadreni vektoru skori a matice I' ziskdme piimo z
parcialnich derivaci:

- Iply, =, B I
v2.8) = P2 oy —5Tp)z, () ~
7 piedpokladu linearity ve stfedni hodnoté vyplyva, ze E ¢ (Y, X, BMEANY = 0,,,
a tedy

(Y, X, B)

—E2XX".
0BT

var ((Y X, BMEANYY = 4var (Y — XVT,BMEAN)XVT)
— AE (X/(Y . X/TIBMEAN)QXVT).

Matici ¥ v rovnici (3.4) ziskdme po dosazeni BMEAN do vyjadieni X(8), které
dostaneme na zakladé podminéni nahodnym vektorem X z rovnosti

EEX(Y -X"8)'(Y -X"8)X"|X)) =E(XE(Y -X"8)°1X)X "),

a z oznaceni 02(X) := var (Y|X) = E((Y — X TgMEAN)2| X)),
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Pozndmka. Pokud bychom dale predpokladali, Ze 0?(X) =: 02 > 0 je neznamy
parametr (tj. predpokladdme homoskedasticitu), a ze podminéné rozdéleni Y|X
je normalni, tj.

Y]X: ~ N (X’T,BMEAN702) 7

pak je mozné ukézat, ze odhad BLS je dokonce eficientnim odhadem parame-
tru zajmu BMEAN (ditkaz vychdzi z ekvivalence odhadu ziskaného na zakladé
rovnice (3.2) a odhadu ziskaného pomoci metody maximélni vérohodnosti, viz
Komarek (2019)). Pt splnéni téchto podminek tedy neexistuje odhad parametru
zéjmu BMEAN g lepsimi teoretickymi vlastnostmi, diky ¢emuz se i metoda OLS
pouziva jako jiz zminény benchmark.

3.2 Praktické vlastnosti odhadu OLS

Skalova a regresni invariance odhadu OLS vyplyva ptfimo po dosazeni transformo-
vanych veli¢in do rovnice (3.2), afinni invarianci pak dostaneme po malé tpraveé:

(XA)TXA)HXA)TY = (ATXTXA)IXATY = A 'XTX) 14 TAX Y,
kde A=T := (AT)~L.
Tvrzeni 17. Odhad OLS je regresné, skalove, i afinné invariantni.

Jak uz jsme poznamenali, odhad OLS ma velmi dobré teoretické vlastnosti, neni
vSak robustni, a to ani vzhledem k odezvé, ani vzhledem k regresorum (vyplyva
ptimo z tvaru odhadu z rovnice (3.2)). Tvar influen¢ni funkce pak vyplyva primo
z tvrzeni 12 a z vyjadreni vektoru ¢ a matice I' z tvrzeni 16.

Tvrzeni 18. Influencni funkci pro odhad ziskany metodou OLS je mozné
psat ve tvaru

/F((%w),BLS’ H) _ (E X’X’T)—l(y . /Bé\/[EAN o mTﬁé\gEAN)(l’mT)T‘

Pozorovdni. 7 regresni invariance OLS odhadu mézeme BUNO piedpokladat, Ze
BMEAN .— 0, v takovém pifpadé se influen¢ni funkce redukuje do tvaru

IF((y,z), B, H)=(EXX")y(L,z")",

a ziejmé tedy neni omezend ani vzhledem k odezvé, ani vzhledem k regresortim.

Pokud jsou tedy splnény potiebné predpoklady, disponuje odhad OLS nejlepsimi
teoretickymi vlastnostmi. Pokud je vSak datovy soubor kontaminovany, pak miize
odhad OLS v zévislosti na typu kontaminace davat velmi odlisné vysledky (viz
kapitola 6).
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4. Metoda LAD

Metoda nejmensich absolutnich odchylek, zkracené pouze LAD (z a.j. least abso-
lute deviation) byla viubec prvni pouzitou metodou k ziskani odhadu parametru 3
v linearnich modelech. Poprvé ji predstavil fyzik Roger Joseph Boscovich v roce
1757, coz bylo cca o 50 let diive nez byla publikovana metoda OLS.

Metodu OLS jsme si vybrali k porovnani z divodu nejlepsich teoretickych vlast-
nosti v pripadé nekontaminovaného datového souboru. Metoda regresni hloubky
vsak na rozdil od metody OLS nepredpoklada linearitu ve stfedni hodnoté, ale
v medidnu (viz predpoklad 3), a pro asymetricka rozdéleni tak odhaduje jiny para-
metr zdjmu. Chceme-li tedy vysledky ziskané metodou regresni hloubky posoudit
i pro jind nez symetricka rozdéleni, bylo potieba kromé metody OLS zvolit i dalsi
metodu, ktera by stejné jako metoda regresni hloubky predpokladala linearitu
v medidnu, metodu LAD.

Definice 19. Odhadem vektorového parametru 8 metodou LAD budeme
rozumeét odhad ziskany na zdkladé ndsledujictho minimalizacniho kritéria:

n
BLAP .= arg minz
BERP  —1

Yz‘—ﬁo—XiTBX‘- (4.1)

Pozorovdni. Odhad LAD je opét ziejmé M-odhadem se ztratovou funkei

p(y.@,B)=ly—& B|l=|y—fo—x Bx|.

Pozndmka. Na rozdil od ztratové funkce OLS nema vsak ztratova funkce LAD
ve vSech bodech derivaci, a neni tak mozné zkonstruovat presné analytické feseni
(proto se také v historii, kdyz jesté nebyly pocitace, preslo na metodu OLS).
Reseni optimaliza¢ni tilohy uréené rovnici (4.1) je véak mozné ziskat na zakladé
simplexového algoritmu (viz napt. Dupacova a Lachout (2011)).

4.1 Teoretické vlastnosti odhadu LAD

Piedpoklad 3. Rekneme, Ze je splnén predpoklad linearity v medidnu, po-
kud plati rovnost N N
med (Y | X) = X ' gMEP, (4.2)

kde BMED = (BMED (BMEDYINT o med(-) znaci medidn podminéného rozdélend.

Pozndamka. Jak jiz bylo zminéno ivodem, metodu LAD jsme si vybrali primarné
z toho divodu, ze odhaduje stejny parametr zajmu jako metoda regresni hloubky.
Pokud je vSak podminéné rozdéleni Y| X symetrické s kone¢nou sttedni hodnotou,
pak plati - -

E(Y|X)=med(Y]|X),

a vSechny uvazované metody tak odhaduji stejny parametr, tj. MFAN = gMED,

Stejné jako v pripadé OLS odhadu si i nyni odvodime tvar asymptotického roz-
déleni (nésledujici naznak odvozeni je prevzat ze skript Omelka (2020)):
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Tvrzeni 20. Necht je splnen predpoklad linearity v medidnu, jsou splnény pred-
poklady regularity pro M-odhady (Omelka, 2020) a B*4P je konzistentni odhad
parametr zdjmu BMEP | pak plati,

VR(BEAD — BMED) 2y N7 (0, TT), (4.3)

kde
e L=X(BMEPY = EXX"
o I':=T(BMED) = {2 E(XXT)fE(O)}_l, kde f. je hustota chybovijch clenii.

Diikaz (ndznak). Opét vime, Ze se jedna o M-odhad, a k dikazu tak muzeme
vyuzit tvrzeni 12. Vyjadieni vektoru skéri je mozné vyjadrit ve tvaru:

op(y, z, B)
B

Problém vsak nastava pii vyjadieni matice I'(3). Predpoklddejme proto, ze mi-
zeme zaménit derivaci a stfedni hodnotu, tj.

Yy, x,B) = = —sgn(y — &' B)z.

_OEY(Y,X,B)
-

[(B) =1(8) :

Oznacme si F' := Fy|x podminéné rozdéleni Y| X a f := fy|x jeho piislusnou
hustotu, pak z predpokladu absolutni spojitosti dostavame, ze

E¢(Y,X,8)=-E((I(Y-X"8>0)-I(Y - X8 <0)X)
=—E(E((Y >X"B8)—IY < X'B)X|X))
= —E(1-2F(X"B)X).

Pokud nyni tuto stfedni hodnotu zderivujeme podle 8", z pfedpokladu linearity
v medianu dostavame, ze

[(BMEP) = 2E (F(XTBMEP)X X T) = 2E (f.(0)X X ).

7 predpokladu linearity v medianu déle také vyplyva, ze E ¢ (Y, X, BMEP) = 0,,
a tedy
S(BMEP) = var ¢(Y, X, BMED)
= E(—sgn(Y — X "BM*P) X)(—sgn(Y — X 'gMFP)X)"
=EXX'.

O

Poznamka. Je nutno poznamenat, ze se jedna pouze o naznak dikazu. Ztratova
funkce nema derivaci v 0, a stejné tak nebyla nikde ospravedlnéna zaména derivace
a stfedni hodnoty.
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Pozorovani I. Hustota chybovych clenu f. stdle mize zéviset na regresorech (ni-
kde jsme neptedpoklddali nezavislost, resp. stejné rozdéleni).

Pozorovani II. Pokud je podminéné rozdéleni Y| X symetrické, pak jsme schopni
z vyjadreni asymptotického rozptylu urcit, za jakych podminek bude odhad LAD
lepsi volbou nez odhad OLS. Z tvrzeni 16 a 20 totiz vyplyva, ze pokud je rozdéleni
Y| X symetrické, a navic je splnén i predpoklad homoskedasticity, pak

var (BHAP) < var (BYS) = ——— < o2

A 44

Pokud by rozdéleni Y| X bylo navic i normélni, pak by platilo f.(0) = 1/v270?,
a nerovnost (4.4) by tedy nebyla splnéna nikdy.

4.2 Praktické vlastnosti odhadu LAD

Diikaz nésledujiciho tvrzeni bychom provedli analogicky, jako tomu bude v pri-
padé regresni hloubky:

Tvrzeni 21. Odhad B™AP je regresné, skdlové a afinné invariantni.

Tvar influencéni funkce pak opét primo vyplyva z tvrzeni 12 a z vyjadreni vektoru
1 a matice I' z tvrzeni 20:

Lemma 22. Influenéni funkci pro odhad ziskany metodou LAD je
mozné psdat ve tvaru

IF (g, ), BAAP, H) = (E XX 7)Y = g;j”D(O_) =B 12Ty s

Pozorovdni. Opét mtzeme z regresni invariance LAD odhadu BUNO pfedpokl4-
dat BMEP = 0,. V takovém pripadé se influencni funkce redukuje do tvaru

IF ((y, ), B“AP, H) = (E X’X’T)—lzifgé/; 1,207

7 vyjadreni influencéni funkce vidime, ze at uz zménime hodnoty odezvy libovol-
nym zpusobem, tato zména bude mit vzdy pouze omezeny vliv. To ukazuje, ze
odhad LAD bude robustnéjsi nez odhad OLS, alespon tedy vzhledem k odezvé.
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5. Metoda regresni hloubky

Metodu regresni hloubky, zkracené pouze RD (z a.j. regression depth) jako jednu
z novéjsich robustnich regresnich metod poprvé predstavili Rousseeuw a Hubert
v roce 1996. Hlavni myslenka této metody stoji na konceptu tzv. ,zanofeni“,
kterym se autofi inspirovali u Tukeyho poloprostorové hloubky (Tukey, 1975).
I presto, ze se tomuto tématu v poslednich letech vénovalo i nékolik dalSich sta-
tistika (Van Aelst, S., Struyf, A., etc.), se regresni hloubka na rozdil od hloubky
poloprostorové nikdy nestala prilis popularni. Pro¢ se tomu tak nestalo bude,
spolu s jejimi vlastnostmi, podrobnéji rozebrano v této kapitole.

Jesté nez prejdeme k samotné definici regresni hloubky, je potfeba upozornit na
par dulezitych poznatk:

« [ kdyz byla teorie regresni hloubky poprvé predstavena pred vice nez 20 lety,
nebyla doposud publikovana zadna prace shrnujici zakladni poznatky, ke
kterym v ramci jednotlivych vyzkumu doslo. Bohuzel, tato skute¢nost ma
neblahé dopady. V prvni radé tak nikdy nedoslo k zavedeni jednotného zna-
¢eni, coz znamena, ze znaceni pouzivané v jednotlivych pracich je znac¢né
nekonzistentni, a v nékterych pripadech ma za dusledek dokonce mirné od-
lisné definice zdkladnich pojmi (napf. i samotné regresni hloubky). Protoze
v ramci této prace ¢erpame hned z nékolika riznych zdroji, bylo v nékte-
rych pripadech nutné upravit definice tak, aby byl celkovy text konzistentni.
Pokud k néjakym takovym tpravam v ramci dané definice dochazelo, jsou
tyto upravy vzdy vyse/nize uvedeny, a pokud to bylo uznéno za nutné, tak
i podrobnéji rozebrany jejich dusledky.

o Za druhé je nutné zduraznit, ze nékteré dikazy nebyly pravdépodobné do-
statecné ovéreny, a mohou tak obsahovat skryté chyby. Bohuzel, ve vét-
siné pripadt uroven narocnosti téchto ditkazii znacné presahuje troven této
préace, a nejsou proto podrobnéji rozebrany. Rozhodné by vsak bylo vhodné,
aby tvrzeni, ktera jsou v této praci uvedena bez ditkazu, byla dale peclivéji
prozkoumana a ovérena.

5.1 Motivace

Cilem regresni hloubky je podobné jako poloprostorové hloubky zobecnit pojem
medianu, tentokrat vsak do linearnich regresnich modelt. V pripadé volby p =1
(tj. kdyz nemame k dispozici zadny regresor) bychom tedy mohli ocekavat, ze se
definice regresni hloubky bude s definici medianu shodovat.

Z predpokladu absolutné spojitého rozdéleni odezvy vyplyva, ze mizeme uvazovat

uspofddany vybér Yy < --- < Yj,,! na jehoz zékladé pak mizeme definovat
odhad parametru g = 3, jako

A Y’I’L Y’I’L 2 d,7
By = {( in/2) + Yinsas1))/ pro n sudé 6.1

YL(n+1)/2j pron liché.

Tkde Y] znaci i-tou poradkovou statistiku
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Pro jednoduchost nyni predpokladejme, ze n je liché. V takovém ptipadé je mozné
odhad 3, ekvivalentné definovat jako feSeni rovnice

n n

DY = P> 0) = 1(Yi— B <0), (5.2)

i=1 i=1
tj. poCty pozorovani, jejichz rezidua maji kladné/zaporné znaménko, se rovnaji.

Priklad 1. Nyni se podivejme, jak se situace zméni, pokud budeme navic uvazovat
jeden (netrividlni) regresor. Na obrazku 5.1 je zndzornén ndhodny vybér a k nému
dva odhady regresni pifmky, v = (0,0)" (vlevo) a § = (0,1)" (vpravo). Pokud
bychom nyni aplikovali analogii podminky (5.2), zjistime, ze oba tyto odhady
podminku splnuji. Takové kritérium tedy nebude postacujici, protoze odhad &
predstavuje vyrazné lepsi odhad nez «. V ¢em se ale navic od sebe tyto odhady
lisi je to, Ze zatimco na obrazku vlevo jsou vsechna pozorovani s kladnymi rezidui
koncentrovana na pravé strané a se zapornymi na levé strané, na obrazku vpravo
jsou vsechna rezidua viceméné ,,rovnomérné® rozprostiena podél celé osy x. Jinak
receno, at uz rozdélime pozorovani do dvou skupin libovolnou nadrovinou rovno-
béznou s osou y, bude zastoupeni znamének rezidui v obou skupindch vyvdzZené.

Nevyvazena rezidua vzhledem k regresoru. Vyvazena rezidua vzhledem k regresoru.

. w.JMI
bt

Obrézek 5.1: Rozlozeni znamének rezidui pro dva vybrané odhady regresni primky
splnujici analogii podminky (5.2). Na obrazku mizeme vidét, ze pro horsi odhad
dochézi ke kumulaci znamének rezidui (vlevo), zatimco pro lepsi odhad jsou zna-
ménka rezidui ,rovnomérné“ rozprostiena podél osy x (vpravo).

Pozndmka. Pravé urcéita ,,vyvazenost“ znamének rezidui bez ohledu na volbu délici
nadroviny pro nas bude v budoucnu predstavovat zakladni myslenku pro definici
regresni hloubky.

Pozorovani. Povsimnéme si, ze ¢im lépe jsou pozorovani kolem odhadu regresni
primky rozlozena, tim vice je mezi né piimka ,zanorena‘“, a koncept tedy skutecné
v nécem pripominéd Tukeyho poloprostorovou hloubku.
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5.2 Nonfit

Nez prejdeme k samotné definici regresni hloubky, formalizujeme si myslenku
z motivace, a definujeme tak pojem, na jehoz zakladé byla teorie regresni hloubky
vybudovéna (Rousseeuw a Hubert, 1999).

Definice 23. Necht B € RP. Rekneme, Ze B je nonfit, pokud existuji uw € RP~1,
v € R takovd, Ze pro vsechna i € {1,...,n} plati u' X; —v # 0, a zdrover je pro
vSechna i € {1,...,n} splnéna jedna z nasledujicich dvojic podminek:

u' X, —v< 0= Ui(B) <0, a zdroven

. (5.3)
u X, —v>0= U;(B) >0,

nebo

u'X; —v< 0= Ui(B) >0, a zdrover

u' X, —v>0= Ui(B) <0. (5:4)

Pozndmka I. Necht a € RP~1 b € R, ¢ € R takovd, Ze vVa'a + b2 > 0 a uvazujme
obecnou rovnici nadroviny v prostoru RP ve tvaru

pra'x+by+c=0. (5.5)

Omezme se nyni pouze na nadroviny, které jsou rovnobézné s osou y. Rovnice (5.5)
musi byt v takovém pifpadé pro pevné & € RP~! splnéna pro libovolné y € R,
z ¢ehoz vyplyva, ze b = 0. Pokud ale trochu poupravime znaceni a zvolime si
u := a, c := —v, pak pfimo dostdvame rovnici nadroviny pouzivané v definici 23.
Definice 23 tedy 1ika, ze B je nonfit pravé tehdy, pokud existuje délici nadrovina
rovnobéznd s osou y takova, ze vsSechna pozorovani, kterd lezi v jednom z ji
urc¢enych poloprostorii, maji stejnd znaménka rezidui.

Pozorovdni I. Vratme se zpét k obrazku 5.1 vlevo a zvolme si jako délici nadrovinu
xr = —0.2, pak je zfejmé ~ v tomto pripadé nonfit.

Pozorovdni II. Pokud bychom v definici nonfitu ndhodou uvazovali situaci kdy
u = 0,_1,v = 0, tj. byl by porusen pfedpoklad va'a + 4> > 0, pak by byl B

nonfit praveé tehdy, pokud by vsSechna pozorovani méla stejnd znaménka rezidui.

Definice nonfitu na zakladé geometrické interpretace

Vy$e uvedend definice nonfitu pomoci znamének rezidui se ukaze pozdéji jako
stéZejni pro zavedeni regresni hloubky (viz definice 25 nize). Nonfit 1ze ale de-
finovat i jinym zpusobem, a to na zakladé geometrické interpretace (ktera se
ukaze pozdéji jako uzitecnd pro nékteré z dikazi). Nez si geometrickou definici
predstavime, vratme se jesté naposledy k obrazku 5.1:

Pozorovani. Na obrazku 5.1 provedme ,rotaci“ nadrovinou urc¢enou vektorem =
po sméru hodinovych rucicek (okolo pruseciku s nadrovinou z = —0.2). V tako-
vém pripadé neni tézké nahlédnout, Ze na rozdil od ,rotace* nadrovinou uréenou
vektorem d, ktery neni nonfit, pri ,rotaci“ nonfitem ,neprojdeme* zadnym z po-
zorovani.

Geometricka definice nonfitu formalizuje predchozi pozorovani spolu s pojmy ,,ro-
tace nadrovinou®/, projit pozorovanim* a zobecnuje je do p-rozmérného prostoru:
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Definice 24 (Geometricka). Vektor koeficienti B je nonfit pravé tehdy, pokud
existuji u € RP1\{0,_1}, v € R takovd, Ze pri oznaceni nadrovin p;: w'x —v =
0, pa: By —y+ Po = 0 a jejich prislusnijch normdlovijch vektorin, = (u',0)7,

ny = (B, —1)" pro viechna i € {1,...,n}, A € [0,1] plati

Z; ¢ p(P,n(}),
kde
1. P € RP? je libovolny bod takovy, Ze P € py N po,
2. n(A)=n;+(1—-XA)ny, a
3. p(P,n(\)) je nadrovina prochdzejici bodem P s normdlovym vektorem n(\).

Pozndmka. Vektor koeficientt B také predstavuje nadrovinu dle rovnice (5.5) pri
volbé b= —1,a = Bx,c= [o.

Poznamka 1. Na rozdil od definice 23 nebereme do tvahy situace kdy u = 0,_1,
v takovém pripadé totiz neni mozné délici nadrovinu zkonstruovat.

Pozorovdni I. Protoze nadrovina urcena vektorem koeficienti 8 nikdy nebude
rovnobéznd s osou y, plati, Ze p1 N ps # 0, a bod P tedy vzdy existuje.

Priklad 2. Pro ilustraci se podivejme, jakou mnozinu tvoii nadroviny p(P,n()))
v prostoru R2. Nadroviny pi, po se v R? redukuji pouze na p¥imky, a plati tedy,
7e p1 N py =1 P € R? (tj. prinik tvoil prdvé jeden bod). MnoZina piimek
{p(P,n(N)), A € [0,1]} pak vzdy tvoii jednu ze dvou oblasti (viz obrazek 5.2),
a to v zavislosti na sméru norméalového vektoru ny (resp. na tom, jestli uvazujeme
nadrovinu urc¢enou rovnici p; nebo —py, podle toho totiz dostaneme normélovy
vektor ny nebo —n;). Volba normélového vektoru ny se da zaroven interpretovat
i jako volba sméru ,rotace” vektoru koeficient 3.

Pozorovdni II. Protoze uvazujeme viechny mozné volby w € RP-'\{0,_1},v € R,
je vzdy mozné zvolit u* = —u,v* = —wv, a ,rotovat” tak vektorem koeficientt 8
i v opacném smeéru. Z definice nonfitu 24 pak vyplyva, ze pokud ma byt vektor
koeficientt B nonfit, pak pfi rotaci v nékterém ze sméria nesmi ,projit* zadnym
7z pozorovani.

Pozndmka II. Pro zjednoduseni budeme v praci pozdéji pouzivat dva neformalni
pojmy, a to rotovat nadrovinou a prochdzet pozorovinim. Rotaci nadrovinou bu-
deme chépat prechod od regresni nadroviny k nonfitu (nebo jiné nadroviné v R?)
ve smyslu definice 24 pres vSechny mozné volby A € [0, 1]. Projit bodem Z; pak
bude znamenat, ze existuje A € [0, 1] takové, ze plati Z; € p(P,n()\)).

Pozndmbka III. V prostoru R? budeme vzdy rotovat pfimku kolem bodu. Pokud
ale budeme uvazovat prostor o obecné dimenzi p, nebude se jiz déle jednat pouze
o rotaci kolem bodu, nybrz kolem (p — 2)-rozmérného podprostoru p; N po. Plati
totiz, ze pokud existuje bod P € RP takovy, ze plati P € p; N py, pak jiz nutné
(p1 N p2) C p(P,m(N)).
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Nonfit - rotace po sméru Nonfit - rotace v protisméru
' 1

2.0-

0.5-

0.0-

Obrazek 5.2: Geometricka definice nonfitu. V obou ptipadech uvazujeme stejnou
volbu regresni primky B a délici nadroviny x = 1, které se protinaji v bodé P =
[1,1]. Na obrazku vlevo je pak vyznacena oblast vSech piimek jejichz norméalovy
vektor je konvexni kombinaci vektorti n; = (1,0)" a my = (1,—1)". Na obrazku
vpravo je naopak vyznacena oblast vSech primek jejichz normalovy vektor je
konvexni kombinaci vektorit —mn; = (—=1,0)" any = (1, —1)" (tj. misto nadroviny
p1 jsme uvazovali nadrovinu —pq, které jsou sice shodné, ale v nasem zapisu davaji
opacné normélové vektory).

5.3 Regresni hloubka vzhledem k nahodnému
vybéru

Nyni mtizeme konecné prejit k definici regresni hloubky. Jeji definice je spojena
s definici nonfitu, a byla tak spolecné s ni poprvé predstavena v praci Rousseeuw
a Hubert (1999) v néasledujicim znéni:

»Regresni hloubkou vektoru koeficienti B budeme rozumet nejmensi
pocet pozorovdani, ktery musi byt z datového souboru odebran, aby se
z B stal nonfit. Ekvivalentné, regresni hloubka urcuje nejmensi pocet
pozorovani, kterd musi v takovém pripadé zménit znaménko rezidua.*

Poznamka. 1 kdyz se autori pravdépodobné snazili o co nejvice intuitivni pojeti,
ukazala se bohuzel pivodni definice jako prilis vagni. Definici regresni hloubky
si totiz nékteri autori mirné upravili, napf. opomenutim situaci, kdy néktera
z pozorovani lezi primo na regresni piimce (Bai a He, 1999).

Definice 25. Regresni hloubkou vektoru koeficienti B € RP wvzhledem
k ndhodnému vgbéru 7 budeme rozumét funkci rdepth(-,-): RP x R™P)

{0,...,n}, kterd splriiuje ndsledujici definici
rdepth(B, Z) = inf >_ I(Ui(B)(u X; —v) > 0), (5.6)
s

kde infimum je uwvaZované pres u € RP~L v € R takovd, Ze pro vSechna i €
{1,...,n} je splnéna podminka u' X; — v # 0.

23



Poznamka k dprave. Puvodni definice regresni hloubky v ¢lanku Bai a He (1999)
byla ve tvaru

rdepth(B, Z) :=

n n

inf min HU;B)(u"X; —v)>0), Y I(U:(B)(u'X; —v) <0)},

infmin {3 7(U(8)(u" X —v) > 0), 3 I(Ui(B)(u X —v) < 0)}
a ve srovnani s nasi definici tak nezohlednovala ptipady, kdy pozorovani ptimo
lezi na regresni piimce, tj. U;(B) = 0. Navic, pokud zvolime u* := —u,v* := —v
je mozné nerovnost v prvni sumeé obratit, a dostat tak vzorec pro druhou sumu
s opacnou nerovnosti. Zapis je tak mozné zjednodusit pouze na jednu sumu,
protoze druhou miizeme vzdy ziskat volbou u, v s opa¢nym znaménkem.

Pozorovdni. Z definice regresni hloubky vyplyva, ze hodnota regresni hloubky se
meéni pouze v pripadé, kdy nadrovinou 8 rotujeme takovym zplisobem, aby doslo
ke zméné znaménka alespon u jednoho rezidua. Ke zméné znaménka ale muze
dojit pouze v momenté, kdy regresni nadrovina danym pozorovanim prochdzi.

Priklad 3. Na obrazku 5.3 miizeme vidét dva rizné datové soubory a pro kazdy
z nich 4 ruzné regresni primky «, 3,4 a 8. Na obrazku vlevo je pak znazornén
degenerovany datovy soubor, kdy vSechna pozorovani lezi na piimce 3, a regresni
hloubka zde tak nabyva svého maxima n. VSechny ostatni primky maji pak nutné
hodnotu regresni hloubky 1 nebo 0, a to v zavislosti na tom, zda nékterym z po-
zorovani prochéazi. Na obrazku vpravo pak miizeme vidét nedegenerovany datovy
soubor, kde na prvni pohled existuje linearni zavislost mezi regresorem a ode-
zvou. Piimka ~ je zfejmé nonfit, stejné tak ale i pirimka & (jako délici nadrovinu
zvolme z = 0.5). Pfimka a mé v tomto pifipadé hodnotu regresni hloubky 2,
protoze dvéma z pozorovani primo prochazi, zatimco regresni hloubka ptimky 3
je dokonce 3 (jako délici nadrovinu zvolme x = 0).

Degenerovany datovy soubor. Nedegenerovany datovy soubor.

a(0

Obrazek 5.3: Grafické zndzornéni degenerovaného (vlevo) a nedegenerovaného
(vpravo) datového souboru se ¢tyfmi riznymi typy regresnich piimek (hodnota
regresni hloubky kazdé z primek vzhledem k danému datovému souboru je pak
vzdy uvedena za oznaCenim piimky v zavorce).
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Definice 26. Odhadem parametru B metodou regresni hloubky budeme
rozumeét odhad ziskany na zdkladé ndsledujictho mazximalizacniho kritéria:

BRD .= arg max rdepth(8, Z.). (5.7)
BeRP

Pozndmka. Odhad dle definice 26 budeme nazyvat odhadem regresniho me-
dianu, zkracené pouze odhad RD.

Pozorovdni. Odhad regresniho medidnu nemusi byt urcéen jednoznacné, tj. mize
existovat hned nékolik argumentt (kandiddti), ve kterych funkce regresni hloubky
svého maxima nabyva.

Definice 27. Uroviiovou mnoZinou hloubkyl € {0,...,n} budeme rozumet
mnozinu

D|(Z) = {B € R”: rdepth(B, Z) > l}.

Pozorovani. Oznacme si [* := maxgere rdepth(B, Z), pak D;«(Z) je mnozina prave
téch argumentti, ve kterych funkce regresni hloubky svého maxima nabyva.
Otéazkou tedy zustava, jak v pripadé vétsiho mnozstvi kandidati odhad regres-
niho medianu definovat. Prvni varianta je uvazovat jejich prameér. To lze ale
pouze v pripadé, kdy je pocet kandidati konecény, coz nemusi byt vzdy splnéno
(viz obrazek 5.4). Pokud je pocet kandidatt nekoneény, mizeme bud nékterého
z kandidatt nahodné zvolit, nebo jej zvolit na zdkladé jedné z nasledujicich dvou
moznosti:

1. Prvni moznost je uvazovat na kandidatech rovnomérné rozdéleni a defino-
vat odhad jako jejich stfedni hodnotu, stejné jako tomu bude v pripadé
regresni hloubky zalozené na distribu¢ni funkci (viz sekce 5.4, pozorovani
u definice 31). Tento zpusob se vSak prilis nepouziva (pravdépodobné z
vypocetnich divodi).

2. Druha moznost je pak vybrat z mnoziny D;«(Z) pouze konecny pocet kan-
didati, a pro ty opét spocitat jejich prumér. Predpokladejme nyni, Ze po-
zorovani X,..., X, jsou v obecné pozici’ a uvazujme vybér kandidath
nasledujicim zptsobem: Z predpokladu plné hodnosti regresni matice vy-
plyva, ze existuje alespon jedna kombinace p pozorovani takova, ze tato
pozorovani jiz jsou v obecné pozici. Protoze se hodnota regresni hloubky
muze zvysit pouze v pripadech, kdy regresni nadrovina pri rotaci nékterym
z pozorovani prochdzi (viz pozorovani za prikladem 3), a protoze zaroven
vime, ze kazda nadrovina je jiz v p-rozmérném prostoru p pozorovanimi
v obecné porzici jednoznaéné uréena (z predpokladu obecné pozice regre-
sortl navic plyne, ze tyto nadroviny nebudou rovnobézné s osou y, a tedy se
bude jednat o regresni nadroviny), sta¢i pro uréeni maximalni hodnoty re-
gresni hloubky uvazovat pouze ty regresni nadroviny, které prochéazi alespon
p pozorovanimi. Tyto nadroviny tak budou predstavovat nasi vybranou sku-
pinu kandidati, a protoze pocet takovych nadrovin je vzdy maximalné (2),

bude kone¢ny (Van Aelst a kol., 2002).

Pozorovdini. Konstrukce odhadu regresnitho medidanu v pripadé nékolika kandi-
dat nam zaroven dava navod, jak maximalni hodnotu regresni hloubky spocitat.

2Pozorovani v RP jsou v obecné pozici pravé tehdy, pokud Zadnjch p 4+ 1 pozorovani nelezi
v jedné nadroviné.
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Obréazek 5.4: Priklad nespocetné mnoziny Dj(Z). Uvazujme datovy soubor o péti
pozorovanich s hodnotami [1,—0.5],[2, 2], [3,0.5], [4, 2.5], [5, 0]. Hodnota regresni
hloubky vsSech pfimek prochazejicich bodem [3,0.5] lezicich ve vyznacené oblasti
je pak 2, coz je ale zaroven maximalni mozna hodnota regresni hloubky. Z toho
vyplyva, zZe jsou soucasti mnoziny kandidatl, ktera tim padem ale nemiize byt
konecna.

Odhad na zdkladé priméru ma oproti ndhodnému zvoleni nékterého z kandidati
nékolik vyhod:

1. Jednoznacnost.
2. Vyssi eficience.

3. Dobré robustni vlastnosti, konkrétné hodnota BP, ktera je pri pouziti tohoto
typu odhadu stejna jako v pripadé, kdy by existoval pouze jeden kandidéat
(viz tvrzeni 42).

Pozorovdni. Je tu vSak jedna nepriijemnd skutecénost, a to ta, ze mnozina D« (Z)
neni obecné konvexni, a neni tedy nikde zaruceno, ze prumér prvki z D;«(Z) opét
néalezi do Dy«(Z) (viz obrazek 5.5). Odhad regresniho medidnu definovany timto
zpusobem tak jiz nadédle nemusi regresni hloubku maximalizovat.

5.4 Regresni hloubka vzhledem k distribucni
funkci

Zatim byly vSechny definice regresni hloubky konstruovany pouze na zédkladé na-
hodného vybéru Z1, ..., Z,, a jednalo se tedy pouze o odhad. Nyni se podivame,
co ve skutecnosti tento odhad vlastné odhaduje. Uvazujme distribu¢ni funkci H
generického vektoru Z = (Y, X")T a definujme si regresni hloubku vzhledem
k distribuéni funkei jakozto na funkcional (Van Aelst a Rousseeuw, 2000):
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2.5

2.0

5=1/2p+1/2y

05-

Obrazek 5.5: Nekonvexita mnoziny D;(Z). Uvazujme datovy soubor o tfech po-
zorovanich, [1,1],[3,1],[2,2] a k nému tii regresni pfimky 8 = (0,1)7, v = (1,0)"
a d = (0.5,0.5)". Regresn{ hloubka pifmek B8 a v je v takovém pifpadé maxi-
malni, tj. 2, v obou ptipadech totiz prochazime pravé dvéma ze tii pozorovani,
které jsou v obecné pozici. Regresni hloubka piimky 6 je ale pouze 1 (zvolme jako
délici nadrovinu = = 2.5), a to i presto, zZe se jednd o jejich konvexni kombinaci.

Definice 28. Regresni hloubkou vektoru koeficienti B € RP wvzhledem
k distribucni funkci H s pravdépodobnostni mirou Py budeme rozumét funk-
ciondl rdepth(-,-): R? x H — [0, 1] spliujici ndsledujici definici

rdepth(B, H) = inf Py ((Y = Bo — X Bx)(u' X —v) >0),  (5.8)
kde infimum je uvaZované pres vsechny w € RP~Y v € R spliujici podminku
Py(u'X =) =0.

Pozndmka. Stejné jako v pripadé definice regresni hloubky zalozené na ndhodném
vybéru byla i definice 28 v ¢lanku Bai a He (1999) pouze s ostrou nerovnosti.

Pozorovdni I. Pokud budeme predpokladat, ze H € HC, kde H® zna¢i mnozinu
vsech distribu¢nich funkei s absolutné spojitym rozdélenim s kladnou hustotou,
pak je podminka Py(u' X = v) = 0 splnéna automaticky.

Pozorovani II. Pokud budeme naopak predpokladat, ze rozdéleni H je diskrétni
a rovnomérné na mnoziné Zi, ..., Z,, pak plati rdepth(8,Z) = nrdepth(B, H).
Regresni hloubka zalozena na nahodném vybéru tedy predstavuje pouze specialni
typ regresni hloubky zalozené na distribuc¢ni funkci.

Lemma 29. Necht H € HY, pak je hodnota regresni hloubky mazimdiné 1/2.
Diikaz (viastni). Zvolme u € RP~! v € R tak, Ze plati
Py((Y = Bo— X" Bx)(u' X —v) > 0) > 1/2.
Protoze H € HC dostévame, ze
Py (Y =po—X"Bx)(u' X —v) > 0)+Pu((Y—Bo— X "Bx)(u' X —v) <0) = 1.
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Obrazek 5.6: Rovnomérné rozdéleni na kruhu. At jiz zvolime délici nadrovinu
libovolnym zptisobem, napt. z = 0.5 (vlevo) nebo x = 1 (vpravo), pravdépodob-
nostni masa, kterou ,,projdeme* bude vzdy 1/2.

*

Zvolme tedy u* := —u, v* := —v, pak

Py((Y = o= X" Bx)(uw X —v") > 0)
= Pu((Y = fo— X Bx)(u' X —v) <0)
<1/2.

Protoze regresni hloubka je definovana jako infimum pres vSechny mozné volby
u € RP1 v € R, Ize je vidy zvolit takovym zpiisobem, aby jeji hodnota byla
mensi nebo rovna 1/2.

]

Pozorovdni. 7 predchoziho ditkazu vyplyva, ze pokud H € HC a pro né&jakou
volbu u, v je hodnota regresni hloubky vektorového parametru 1/2, pak na volbé
délici nadroviny nezalezi (viz obrazek 5.6).

Definice 30. Regresnim medianem budeme rozumét

BHP .= arg max rdepth(B, H).
BERP

Stejné jako v pripadé regresni hloubky zalozené na nahodném vybéru, je potieba
definovat regresni median v pripadé, kdy existuje vice argumentti, které regresni
hloubku maximalizuji. Pokud je rozdéleni distribuc¢ni funkce H diskrétni a rov-
nomeérné, muzeme regresni median definovat stejnym zptsobem, jako v pripadé
jeho odhadu.

Definice 31. Uroviiovou mnoZinou hloubky l € [0, 1] budeme rozumét mno-
Zinu

D,(H) :={B € RP: rdepth(B, H) > l}.
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Pozorovani. Oznacme si [* := maxgegre rdepth(8, H), pak Di«(H) je mnozina
prave téch argumenti, ve kterych funkce regresni hloubky svého maxima nabyva.

Pozndmka. Predpokladejme, ze H € HC s hustotou h > 0 skoro v&ude, a navic je
trovnova mnozina Dj«(H) omezend a vzhledem k prostoru R? ma neprazdny
vnitrek, pak na ni mizeme uvazovat rovnomérné rozdéleni a regresni median
definujeme na zakladé rovnice

g =( [ )" [ Bas. (5.9)

Dy« (H) Dy« (H)

5.5 Teoretické vlastnosti odhadu RD

V nésledujici sekci se omezime pouze na H € HC.

5.5.1 Vztah mezi %’ a pMEP

Stejné jako v pripadé metody LAD predpokladejme i nyni, ze je splnén predpoklad
linearity v medianu, tj. pfedpokladdme, Ze existuje BMEP € RP takové, ze

med (Y | X) = X gMED (5.10)

Z lemmatu 29 pak vime, ze pro H € HY nabyva regresni hloubka pouze hodnot
z intervalu [0, 1/2]. Pokud je vSak navic splnén i pfedpoklad linearity v medidnu,
pak je mozné ukazat, ze jednim z argumenti maximalizujicich regresni hloubku
je pravé parametr zajmu BMEP.

Lemma 32. Necht He HE, a zdrover je spinén predpoklad linearity v medidnu,
pak plati

rdepth(BMEP  H) = rdepth(B™P, H) = 1/2.
Diikaz (vlastni). Bud libovolné u € RP~!, v € R a vyuzijme skutecnosti, Ze plati

Pu(..)=EzI(...),

kde E z(-) znadi stfedni hodnotu vzhledem k rozdéleni ndhodného vektoru Z.
7Z predpokladu H € H® a z vlastnosti podminéné stfedni hodnoty dostdvame:

PH((Y — BMED _ X TBMED) (T X _ ) > 0)
_ Ezf((Y — BMED _ X TBMED) (4T X — p) > 0)
=EzEyx (I((Y =B = XYY (u X —v) > O)) (5.11)

—Ey (EYX (1(y = 8)""P = X TBYEP > 0)I(w' X — v > 0))

T+ Evx (I(Y = 3PP — XTBYPP < 0)I(uTX — v < 0))).
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Protoze ndhodné veli¢iny I(u' X —v > 0) a I(u' X —v < 0) jsou o(X)-méfitelné,
je mozné rovnici (5.11) psat ve tvaru

E, (I(uTX 0> 0)Eyx [(Y — BYED _ XTRYED > ()
(5.12)
FI(uTX — v < 0)Eyx I(Y — BMED — X TgMED < 0)>.

Navic piedpoklddame, ze H € HC, coz nadm zaroven s piredpokladem linearity
v medianu dava rovnost

Evix (Y = 5™ = XTBY"P 2 0) = Pe(Y 2 3PP + XTBY"P) = 1/2,
a stejné tak
E i I(Y — A1ED — XTYUED < 0) = Pp(Y < G0 + XTAYE) < 172,
z ¢ehoz ziskdme rovnici (5.12) ve tvaru
Ez(I(w'X —v>0)1/2+I(u' X —v<0)1/2).

Piedpoklad H € HC ale zaroveii i zarucuje, 7e E z(I(u' X —v = 0)) = 0, a re-
gresni hloubka vektoru BMFP tak skutecné bude vzdy nabyvat hodnoty 1/2.
[

V piedchozim tvrzeni jsme tedy ukézali, ze BMFP je jednim z argumenti maxima-
lizujicich regresni hloubku. Nyni budeme chtit ukazat, Ze je zaroven i argumentem
jedinym.

Nésledujici lemmata a tvrzeni jsou z velké ¢asti prevzata (i s dikazy) z ¢lanku

Rousseeuw a Hubert (1999), jednotlivé kroky jsou vsak podrobnéji rozebrany a
doplnény o grafické znazornéni.

Definice 33. UvazZujme distribucni funkci H s pravdépodobnostni mirou Py a
libovolné vektory koeficienti B, 8% € RP, pak definujme funkci

du(B', B°) == Pu(A(B', B?)),
kde A(B', B?) je oblast definovdna jako

A", B%) = {(,y) :z e Ry € [a,0]},

. a:=a(B', B’ z) = min{f + =" B, 55 + ' B},
o bi=b(B', 8% @) = max{f} +a Bk, 55 +x B},
Pozndamka. Vybrané typy oblasti A(8 L 62) jsou znazornény v obrazku 5.8.

Lemma 34. Pro libovolnou distribucni funkci H € HE je dg metrika na RP.

Diikaz. 7 definice metriky potfebujeme ukazat, ze pro libovolné vektory koefici-
entit B, B2, B2 € RP jsou splnény ndsledujici podminky:
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Obrazek 5.7: Grafické zndzornéni oblasti A(B', 8%), resp. A(B?%, B'), pro tii rizné
volby B!, 8% v prostoru o dimenzi p = 2.

1. du(B', B%) >0,

2. du(B', B*) = du(B? B"),

3. dy(B',8%) =0 <= p'=p%a

4. dy(B', ) < du(B', B?) +du(B?, B%).

Bod 1 plyne piimo z definice funkce dy na zakladé distribuéni funkce, bod 2
ze symetrie mnoziny A, bod 3 z piedpokladu, ze H € HY, a bod 4 nakonec ze
skutecnosti, Ze pro kazdé & € RP~! plati inkluze

(8, 8°,2), b(B, B, )] C
[a(B', B @), b(B', B% =) U [a(B? 8% x), b(B B° x)].

0

Lemma 35. Necht H € HE, p = 2, a zdroven je splnén predpoklad linearity
v medianu, pak pro libovolny vektor koeficienti B € RP plati, Ze

rdepth(B, H) = 1/2 — du (B, B). (5.13)

Diikaz (podrobné rozepsino). Rovnost (5.13) budeme dokazovat pomoci dvou
nerovnosti. Nejprve si dokdZeme nerovnost rdepth(B, H) < 1/2 — dx(B%P, B):
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Obrazek 5.8: Grafické zndzornéni rozdéleni oblasti v lemmatu 35.

Uvazujme libovolny vektor koeficientti B8 € R2. Z pozorovani za lemmatem 29
vime, 7e pii vypoctu regresni hloubky B%” nezalezi na volbé v, tj. nezalezi, okolo
kterého bodu regresni primkou rotujeme. Zvolme tedy za v hodnotu z-ové slozky
priseéiku pfimek uréenych vektory koeficienttt B a B%P, a provedme rotaci prim-
kou uréenou vektorem koeficienttt B8P okolo tohoto priiseciku takovym zptiso-
bem, abychom ziskali ptimku 6 := {(v,y)": y € R} (ta je rovnobé&Znd s osou v,
viz obrazek 5.8). Z lemmatu 32 vime, ze rdepth(B7P, H) = 1/2, tj. pravdépo-
dobnostni masa, kterou jsme pii rotaci prosli je rovna 1/2 (a to jak pri rotaci po
sméru, tak v protisméru hodinovych rucicek). Pti jedné z rotaci jsme tedy museli
,projit” primkou totoznou s primkou B, z ¢ehoz jiz vyplyva nerovnost

1/2 > dy(B"P, B) + rdepth(8, H). (5.14)

Nyni si dokazeme opac¢nou nerovnost. Predpokladejme pro spor, ze vektor koefi-
cientii 8 nabyva regresni hloubky v libovolném bodé v* € R takovém, ze v* # v,
a stejné jako v predchozi ¢asti si oznacme 0* := {(v*,y)" : y € R} pfimku rovno-
béznou s osou y prochazejici bodem v*. Provedme opét rotaci primkou urcenou
vektorem koeficientit 3, tentokrat okolo priseciku B a 6*, a uvazujme pritom
nasledujici znaceni (na obrazku 5.8 plati D = Dy U Ds):

C ={(z,y): x € [min(v,v"), max(v,v")], y € [min(a, b), max(a,b)|},

D = {(z,y): © ¢ [min(v,v"), max(v,v")], y € [min(a,b), max(a, b)|}.

kde a := a(B,x) = By + xB1, b:= (B, x) = BIP + xBFP. V zévislosti na sméru
rotace pak vzdy nastane jedna ze dvou moznosti:

1. Pfi rotaci cestou ,,projdeme“® pifmkou uréenou vektorem koeficientt 3%
(na obrazku 5.8 odpovida rotaci v protisméru).

3Tj. béhem rotace dostaneme piimku, kterd je s ni rovnobézna.
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2. Pii rotaci cestou ,neprojdeme* pfimkou uréenou vektorem koeficientts %P
(na obrazku 5.8 odpovida rotaci po sméru).

V obou pifpadech viak vime, Ze k vypocétu regresni hloubky B je mozné vyuzit
rotaci okolo bodu v*, a plati rdepth(B%P, H) = 1/2. Pokud tedy nastane situace 1,
pak jsme b&hem rotace ,prosli“ oblast M!, kde

Py(M') =1/2+ Py(D) — Py(C) =1/2 — (Py(C) — Py(D)).
Z predpokladi, Ze v* # v a H € HC pak vyplyva Py (D) > 0, a tedy
Py(M') > 1/2 — (Py(C) + Py(D)) =1/2 — Pg(C U D). (5.15)
Pokud naopak nastane situace 2, pak jsme béhem rotace prosli oblasti M?, kde
Py(M?) =1/2+ Py(C) — Py(D) = 1/2 — (Py(D) — Py (C)).

Stejné jako v predchozim pifpadé tak z predpokladt v* # v a H € HE vyplyva,
ze Pg(C) > 0, a tedy

Py (M?) >1/2 — (Py(D) + Pg(C)) =1/2 — Py(DUCC). (5.16)
7 rovnic (5.15) a (5.16) nakonec dostavime, 7e
min{ Py (M"), Py(M?)} > 1/2 — Py(C U D),
a protoze A(B,B%P) = C U D, také
min{ Py (M"), Pr(M?)} > 1/2 — du (B8, B"7).

To je ale ve sporu s nerovnosti (5.14), z ¢ehoz vyplyva, regresni hloubky musi 8
nabyvat v bodé v. V takovém pripadé vsak Py(C) = 0, z ¢ehoz vyplyva rovnost
O

Pozndmka. Tato kapitola ilustruje hlavni problém regresni hloubky, a tim je for-
malizace nékterych pojmu pro vyssi dimenze. Protoze se koncept regresni hloubky
ve velké mife opird o grafické znazornéni a geometrii, mnozstvi diikaz je vedeno
timto zptusobem, a stejné tak je tomu i v pripadé lemmatu 35. V origindlnim
¢lanku Van Aelst a Rousseeuw (2000) je dukaz sice uveden i pro p > 3, autori
vsak pracuji s pojmem rotace v intuitivnim smyslu bez jakékoliv formalni definice.
Myslenka dikazu tak sice zustava stejna, zatimco ale pro p = 2 je mozné vyuzit
malni dikaz by tak mohl spocivat ve vyuziti normalovych vektora a nonfitu dle
definice 24, bohuzel toto zobecnéni presahuje rozsah této prace.

Tvrzeni 36. Necht H <€ HC, a zdroven je splnén predpoklad linearity v medidnu,

pak plati
BRD — gMED.

33



Diikaz. Necht p = 2. Z lemmatu 32 vime, Ze plati rdepth(B8MEP H) = 1/2. Pokud
viak BMED dosadime do rovnice (5.13), pak z lemmatu 35 dostavame, Ze zaroven

rdepth(8"FP, H) = 1/2 — dyy (B7°, BMEP).

ProtoZe dle lemmatu 34 je dy metrika, plati dy(8%P, BMEP) = 0 pravé tehdy,
kdyz BfP = BMED Dikaz pro p > 3 by pak byl analogicky, pokud se spoleh-
neme na platnost lemmatu 35 pro vyssi dimenze z ptvodniho ¢lanku Van Aelst
a Rousseeuw (2000).

]

Dtisledek 1. Pokud tedy H € HC, a zdroven je splnén predpoklad linearity v me-
didnu, pak je parametr BRP urcen jednoznacné a je roven parametru zdjmu BMEP .

5.5.2 Konzistence

Dikaz konzistence muzeme nalézt napiiklad v élancich Bai a He (1999) nebo Zuo
(2020), v obou pripadech se vSak dikaz opird o teorii stochastickych procesi,
kterd znacné presahuje troven této prace. V nasem pripadé jsme se proto rozhodli
vychézet z dikazu z ¢lanku Bai a He (1999), na zdkladé kterého alespori:

1. Dokazeme ekvivalentni tvar regresni hloubky (5.19) (ktery byl v puvodnim
¢lanku pouze uveden bez dukazu) a rozsifime jej i pro pozorovani, kterd
primo nélezi regresni pfimce.

2. Dokéazeme ekvivalentni tvar regresni hloubky (5.24) (ktery v puvodnim
¢lanku nebyl ani uveden).

3. Na zakladé predchozich dvou odvozeni nahlédneme tvrzeni 39 o konzistenci
z puvodniho clanku.

Nasim cilem bude tedy nyni ukazat, ze odhad BRD je pro H € HY za predpokladu
linearity v medidnu konzistentnim odhadem parametru B, tj. Ze plati

arg sup rdepth(3,Z) BN arg sup rdepth(3, H). (5.17)
BERP BERP

V prvnim kroku bude tedy potieba ukazat, ze plati

depth(B,7Z) -
rdepth(B, Z) = rdepth(B, H),
n
tj.
sup rdepth(B,Z) _ rdepth(B, H)| =% 0. (5.18)
BERP n
a ve druhém kroku pak dokazat konvergenci argumenti. K tomu si vsak budeme
muset vyjadrit jak regresni hloubku zaloZzenou na nahodném vybéru, tak regresni

hloubku zalozenou na distribuc¢ni funkci, trochu jinym zptisobem:
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Lemma 37. Regresni hloubku zaloZenou na nahodném vybéru z definice 25 lze
psat ve tvaru:

n 1 =T
rdepth(B, Z) = 5—1-5 ;I(Ui(ﬂ) ) 5 nglsfp ngn B))sgn(X,' ~v), (5.19)
kde infimum je uvazované pres v € SP takové, Ze pro vsechna i € {1,...,n} je

splnéna podminka X, ~v # 0.

Diikaz (vlastni). 7 definice 25 predpokladdme, Ze pro vsechna i € {1,...,n}
je splnéna podminka u'X; — v # 0, regresni hloubku je tedy mozné piepsat
nasledujicim zpiisobem:

> 1(U8) (T X, ) > 0) =
Lr}gilf(sgn(Ui(,B)) = sgn(u' X; — v)) + i](sgn(Ui(ﬂ)) = O))

Zavedme si déle nasledujici znaceni:

d(B,u,v) := En:l [(sgn(Ui(B)) =sgn(u' X; — v)),

+ o(B) = X I(sen(Ui(B8)) = 0)) = X I(Ui(B) =),
a prepisme regresni hloubku do zkraceného tvaru

rdepth(B, Z) = c¢(B) + inf d(B,u,v). (5.20)

Nyni se podivime na pravou stranu rovnice (5.19) a ukazme, ze odpovida pravé
strané rovnice (5.20). Za predpokladu, ze pro vSechna i € {1,...,n} je splnéna
podminka X" # 0, z vlastnost{ funkce signum vyplyva, ze
sen(Ui(B))sen(X,'v) =1 < sen(Ui(B)) = sen(X,' ),
sgn(Ui(B)) sen(X'y) = =1 <= sgn(Ui(B)) = —sgn(X, 7).

Pokud si tedy opét zavedeme zkracené znaceni

(5.21)

a(B.7) = Y- I(sen(Ui(8)) = sen(X 7))
= B (5.22)
b(B,7) = Y_ I(sen(Ui(B)) = —sgn(X; 7)),
i=1
je mozné pravou stranu rovnice (5.19) psat ve tvaru:
1 1
5 +5c8) + 5 inf {a(B.7) — b(8,7)}. (5.23)

Pti vyjadreni b(B8,7) z rovnosti n = a(B,7y) + b(B,7v) + ¢(B) a dosazeni do
rovnice (5.23) dostavame pravou stranu rovnice (5.19) ve zjednoduseném tvaru

c(B) + infa(B,).
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Abychom konecné ziskali ekvivalenci s rovnici (5.20), je jesté potieba ukazat, ze
plati:

Vy € SPTIuc R 3w e R:a(B,v) =d(B,u,v),
Vu e RP 'V e RIy € SP: d(B,u,v) = a(B,7).

Bud u € RP~!,v € R pevné. Z predpokladu, Ze u'X; — v # 0 dostavame, Ze
u'u +v? > 0, a miZzeme tedy definovat v € SP jako

(_U7 uT)T

v VuTu + 02

Naopak, bud v € SP pevné, pak definujme u € RP~ v € R jako

wi= (Yo, Y) |, U= =
Tim jsme dokazali, ze
infmin (d(8. . v). c(u,v)} = inf a(B.),
coz zaroven dokazuje ekvivalenci rovnic (5.8) a (5.19).

]

Lemma 38. Regresni hloubku zaloZenou na distribucni funkci z definice 28 lze
za predpokladu H € HC psdt ve tvaru:

rdepth(B, H) = ; + ;A}gsfp Ezsgn(U(B)) sgn(X '), (5.24)
kde U(B) =Y — X 8.

Diikaz (vlastni).

rdepth(B, H)
= inf Pu(sgn(U(8)) = sen(X Tu - v))

= inf Pu(sen(U(8)) = sen(X 7))

=5+ §$£§p<PH<sgn<U<ﬁ>> = sgn(X 7)) = 1+ Pr(sgn(U(8)) = sgn(X 7))
= 5 3 00, (Pu(sen(U(8)) = sgn(X ) ~ Palsen(U(8) = ~ sen(X )
= 5+ 3.8, (E2 T (U(8) = son(X ) B Hom(U(B) = ~sen(X )
- ; * ;3&& E zsgn(U(8)) sen(X '),

kde pfechod od parametrtt u € RP~!, v € R k v € SP probéhne analogicky jako
u lemmatu 37.

]
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Protoze z predpokladu H € HC také vyplyva, ze pozorovani Z,, ..., Z, jsou s.j.
v obecné pozici, dostavame, ze
1 & J-

sup | = S 1(U(8) = 0)] <

BeRr | TV 5

»

n—,oo
0,

L

S

z ¢ehoz vyplyva, Ze pomoci lemmat 37 a 38 lze rovnici (5.18) prepsat do tvaru

~ESP n

inf — ngn B))sgn(X,"~) — inf E zsgn(U(B)) sgn(XvT'y)’ =1y,
6€RP YESP

K dikazu konvergence (5.18) tedy bude stacit ukézat, ze plati

n

ap L3 sen(U.(8)) sen(XT v)—Ezsgn<U<ﬂ>>sgn<XTv>| 5,0, (5.29)

BERP yeSP | TV ;5

Poznamka. Nésledujici tvrzeni bylo i s podminkami prevzato z ¢lanku Bai a He
(1999). Je zde vsak jeden problém, a to ten, zZe tvrzeni 39 bylo v ptivodnim ¢lanku
dokazano pouze pro fixni hodnoty regresoru. Autori ¢lanku pouze poznamenali,
ze ,vse by probehlo stejné ve smyslu s.j., pokud bychom wvaZovali regresory nd-
hodné“. Bohuzel, jak jiz bylo diive zminéno, naroc¢nost tohoto diikkazu znacné
presahuje troven této prace, a proto jej nebylo mozné ovérit. Urcité vsak dopo-
rucujeme dukaz tvrzeni 39 podrobnéji prozkoumat a ovérit, zda z ného skutecné
vyplyva rovnice (5.25) i pfi ndhodnych regresorech.

Ptedpoklad 4. BUNO predpoklddejme, Ze BMEP .= 0, (viz regresni invariance
turzeni 40). Predpoklady pro konzistenci odhadu B%P budeme pak rozumét
ndsledugjici podminky:

(1) 30 < b < 00: maxi<i<y || Xi|l2 = O(nb) s.4.,
(2) V{an}2 : ay — 0 = Qnlan) =L 1,

S {1 - Fi(n?) + F(-nt)} 25 0

< Supyex(Fi(y +n~4) = Fily —n™) 5 0

(3) 3A < oo {

(4) ¥r > 0:n(r) = inf<;c, min{|1 — 2F,(—r)|, |1 — 2F(r)]} = 0
kde F; znaci distribucni funkci podminéné nahodné veliciny Y| X = X; a

Qn(c) := inf n IZI (Jw, 1] > ¢).

lesr

Poznamka. Podminka (/) nam tika, Ze vSechna podminénd rozdéleni F; maji
okolo 0 (tj. okolo medidnu) ,dostatecny nosi¢ (viz obrazek 5.9).

Tvrzeni 39. Necht H € HC, a zdroven je splnén predpoklad linearity v medidnu
spolu s podminkami 1 az 3 z predpokladu konzistence 4, pak plati, Ze

1 & =~ -

sup (= > (sen(Ui(B8)) sen(X,'v) — Ezsen(Ui(B8)) sgn(X,' 7)) ‘ =50

BERP, ~veSP I N ;5

a pokud je navic splnéna i podminka (4), pak i BRP =L >y gRD,
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Rozdéleni nespliuje predpoklad Rozdéleni spliuje predpoklad

0.0-

M=

0 1

[

i
[
'y

0 1

i
M=
=Y

Obrazek 5.9: Graficki ilustrace podminky (4). Na obréazku vlevo muzeme vidét
hustotu podminéného rozdéleni, které predpoklad nespliuje, na obrazku vpravo
pak rozdéleni, které predpoklad spliuje vzdy.

5.5.3 Eficience

Odhad RD nemd bohuzel na rozdil od vétsiny pouzivanych odhadu (M-odhady,
Z-odhady, atd.) asymptoticky normaln{ rozdéleni (viz Bai a He (1999)). Odvozeni
skuteéného asymptotické rozdéleni je sice mozné nalézt v jiz zminéném clanku,
odvozeni vsak relativné komplikované, a opét tak znacné presahuje troven této
prace (a nebude zde proto uvedeno).

Kromé toho bylo provedeno nékolik simulaci porovnavajicich hodnoty rozptylu
odhadii regresnich koeficienti metodou RD a LAD pro dvourozmérné normalni
rozdéleni (Van Aelst a Rousseeuw, 2000). Jak pro odhad absolutniho ¢lenu, tak
pro odhad smérnice regresni primky dava metoda RD horsi vysledky. Relativni
eficience ji ziskanych odhadu vychazi v porovnani s metodou LAD cca 82 %
pro absolutni ¢len a cca 87 % pro smérnici regresni primky. I presto jsou vsak
tyto hodnoty mnohem lepsi, nez se z poc¢atku usuzovalo. Ze predpokladu, ze by
totiz rozdéleni odhadu RD bylo stejné jako rozdéleni LAD odhadu asymptoticky
normalni, by hodnota relativni eficience vychazela jesté mensi, a to konkrétné
pouze cca 75 % pro smérnici regresni primky (hodnoty pro absolutni ¢len nebyly
v ¢lanku uvedeny).

Pozorovdni. Rozdilné vysledky jsou zptsobeny tim, ze skutecné limitni rozdéleni
RD odhadu se zda mit kratsi chvosty, coz vysvétluje jeho mensi rozptyl (Van Aelst
a Rousseeuw, 2000).

Pozndmka. Je nutné podotknout, ze vypocty eficience se provadéji na sprdavnych
datech. V pripadé, kdy pozorovani pochazi ze spravného rozdéleni, bude tedy
metoda LAD vzdy lepsi volbou. Hlavni cil regresnich metod je ale konstruo-
vat odhady, které davaji smysluplné vysledky i pii kontaminovangch datech (viz
sekce 2.2). Na rozdil od metody LAD metoda RD disponuje BP v hodnoté 1/3
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(viz tvrzeni 42 nize), pokud bychom tedy pracovali s kontaminovanym datovym
souborem, pak nés relativné maly pokles v eficienci mtze ochranit pred celkovym
znehodnocenim naseho odhadu.

5.6 Praktické vlastnosti odhadu RD

Nésledujici tvrzeni 40 dokazuje vlastnosti invariance pouze pro odhad RD, a
to z divodu zachovani konzistentniho znaceni v celé praci. Dikaz invarian¢nich
vlastnosti pro regresni hloubku jakozto funkci a parametr %P by byl obdobny.

5.6.1 Transformace

Tvrzeni 40. Odhad BTP je regresné, skdlové i afinné invariantni.

Diikaz (vilastni). Bud h € RP libovolny p-rozmérny vektor, pak

M=

rdepth(B, (Y + Xh,X)) = in

, U

—

I((Yi+ X h = X B)(u' X; = v) > 0)

e

(2

I
=

M=

=inf> I((Yi = X (B~ h)(u' X; —v) > 0)
_ g}gzﬂ:f((yi ~ X7 B)(uTXi —v) = 0)

(2

I
_

kde B8 = B* + h, tj. odhad BRD je regresne invariantni dle definice 5.
Bud ¢ € R, ¢ # 0 libovolna konstanta, pak

rdepth(B, (Y, X)) = ‘HEZ[((CYZ- - X'B)(u"X; —v) > O)
= inlf)Z[(sgn(c)(Yi ~ X, B/c)(u"X; —v) > O)
= inEiI(sgn(C)(Yi - X, B8 (u"X; —v) > O)

kde B = ¢B*. Protoze volbou u* := —u,v" := —v muzeme vzdy ziskat Cleny
s opac¢nou nerovnosti, na znaménku c regresni hloubka nezavisi, a plati tedy, ze
predchozi rovnici lze psat ve tvaru

n

rdepth(B, (cY,X)) = inf 3 I((V; = X, B)(w" X; — v*) > 0),

u*,v* “
T og=1

tj. odhad BRD je skdlové invariantni dle definice 6.

Bud A € RP*? je libovolna regularni matice, z vlastnosti skalarniho soucinu vy-
plyva, ze muzeme psat

WX, —v=—v+ X u= (LX) (~v,u")T,
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a tedy

rdepth(B, (Y, XA)) . I((Yi = X AB)(1, X,)A(~v,u")" > 0)
=1

n

*ZI( - X871 X)) (= w )T 2 0)

=1

= inf znjf( Yi— X8 (T X; —v") > 0)
=1

:D—‘

Z

u

kde B = A718* u = A 'u* v = A~1v*, a protoZze u* (resp. v*) nabyvd stejné
jako u (resp. v) libovolnych hodnot z RP™! (resp. R), je moZné substituci za-
nedbat. Tj. odhad BTP je afinné invariantni dle definice 7.

O

5.6.2 Robustnost

Jednim z hlavnich divodd pro zavedeni odhadu RD jsou jeho dobré robustni
vlastnosti, proto se na né nyni blize podivame. Nasledujici tvrzeni je i s diikazem
prevzato z ¢lanku Van Aelst a kol. (2002):

Breakdown-point

Tvrzeni 41. Predpoklidejme, Ze X4,..., X, jsou v obecné pozici, pak hodnota
breakdown-pointu definovaného na zdkladé pridavani novych pozorovdni (viz rov-
nice (2.5)) spliiuje ndsledujici nerovnost:

RD
en(B0.2) 2 np+1)—p2+1 ~ p+1

(5.26)

Diikaz. Odhad regresniho medianu jsme si definovali jako primér téch nadrovin
s maximalni hloubkou, které prochazeji alespon p pozorovanimi a jsou témito
pozorovanimi jiz jednozna¢né urceny. (Z predpokladu obecné pozice X7, ..., X,
vime, ze tyto nadroviny nejsou rovnobézné s osou y, a je tedy mozné je jako
kandidéaty uvazovat). Jejich pocet je tedy vzdy ohrani¢en hodnotou (Z), a pokud
chceme, aby se odhad stal ,zcela bezcennym®, je nutné, aby se do této mnoziny
dostal alespor jeden ,nesmyslny* kandidat (viz sekce 2.2).

Uvazujme definici breakdown-pointu pomoci priddavani novych pozorovani (viz
rovnice (2.5)) a pfidejme k nasemu nadhodnému nejmensi mozny pocet m pozo-
rovani tak, aby existoval vektor n € RP, ktery

1. prochdzi alespon p pozorovanimi (a je jimi tedy jednoznacné urceny),
2. rdepth(n, Zyp+m) = I*, kde I* = maxgegre rdepth(B, Zpim), & zaroven
3. rdepth(n,Z) < p— 1.
V takovém pripadé jiz mame totiz zaruceno, ze v pivodnim vybéru Z vektor n

mezi kandidaty nepattil, a bude se tak jednat o naseho ,,nesmyslného® kandidata
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v novém vybéru. Na zékladé ¢lanku Amenta a kol. (2000) pak vime, Ze je splnéna
nerovnost rdepth(n, Zptm) > [(n +m)/(p + 1)], coz dohromady s podminkou

rdepth(n,Z) < p — 1 dava nerovnost

[n—i—m

e | < rdepthin. Zom) <p =14 m.

Po tpravé této nerovnosti dostdvdme nerovnost m > (n — p* + 1) /p, z ¢ehoZ po
dosazeni do rovnice (2.5) jiz plyne dokazovand dolni mez

m_ n—p>+1

“(BRP,Z) > :
(BT 2) n+m ~ np+1)—p2+1

]

Poznamka. Tvrzeni 41 nemé na rozdil od predchozich tvrzeni zadné predpoklady,
nevyzadujeme absolutné spojité rozdéleni pozorovani, ani nedegenerovany datovy
soubor. Jedna se tedy o dolni mez pfi ,nejhorsi mozné varianté®. Pokud je ale
v takovém pripadé pocet regresorti blizky poc¢tu pozorovani, odhad RD se prilis
nelisi od nerobustnich odhadi.

Pokud ale budeme opét predpokladat, ze H € HE s hustotou h > 0, pak je
jiz odhad RD robustni. Dikaz tohoto tvrzeni je mozné nalézt napt. v ¢lanku
Van Aelst a kol. (2002):

Tvrzeni 42. Necht H € HC s hustotou h > 0, a zdroven je splnén predpoklad
linearity v medianu, pak plati

en(BRP,2) ~5

Wl =

kde EZ(BRD,Z) je hodnota breakdown-pointu ziskaného na zdkladé priddvdni no-
vijch pozorovdni (viz rovnice (2.5))

Influencéni funkce

Uvazujme libovolny funkciondl T = T'(H) = T(Z) = T((Y, X ")"). Z konstrukce
influenén{ funkce z definice 10 pak vyplyvé, Ze pro libovolné T = (T}, T, )", kde
TheR, T, € RP—1 plati

IF(2,T,H) = (IF (2, T\, H),IF (2, To, H)")".

Nyni pfedpoklddejme, ze H = H,, . € H je distribu¢ni funkce s elipticky syme-
trickym rozdéleni s hustotou h, x, kterou je mozné vyjadrit ve tvaru

9((y,2")" =)' ((y,2")" — )

hus(y, ) = o) , (5.27)

kde p € RP je vektor polohy, ¥ € RP*P je pozitivné definitni matice a funkce g
m4 striktné negativni derivaci (z ¢ehoz vyplyva, ze H, s, je unimodalni). Po malé
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upravé Choleského dekompozice (viz Priloha 1) dostavame, ze matici ¥ lze po
fadé rozlozit na horni a dolni trojihelnikovou matici, tj. ¥ = UU ", kde

U= <Ocp i) : (5.28)

A € RP=Dx(P=1 "det(A) # 0 je horni trojihelnikovd matice, c € R\{0},v € RP~L.
Déle uvazujme transformovany nahodny vektor

Y, X)) =0, X") —p),

kde rozdéleni tohoto vektoru je dle rovnice (5.27) urceno distribuéni funkci Ho y,
tj. p =0, a ¥ = I, je jednotkova matice. Rovnéz zifejmé plati, Ze

Y, X =0, X")" +p,
a pokud si oznac¢ime p = (py, py) ', mizeme psit

Y:c}~/+vTXv—|—,uy

_ (5.29)

Pozorovini. Vektor X v rovnici (5.29) vznikl pomoci afinni transformace X,
zatimco Y vznikl pomoci skdlovdni Y a nasledné aplikace regresni transformace.

Pozndmka. Pokud bychom navic predpokladali, ze (Y, X ) € £y,* pak p je vektor
stfedni hodnoty a ¥ je kladnym nasobkem rozptylové matice.

Tvrzeni 43. Necht T je regresne, afinné a skdalové invariantni funkcional, pak
za predpokladu, Ze H, s, € HC je distribucni funkce eliptického rozdélent, je influ-
encni funkce T v H, 5, jiZ jednoznacné urcena jeho influencni funkci v Ho 1, a to
pomoci nasledugjicich rovnosti:

IF((y,x")", o, Hux) = cA"TIF((§, @")", T, Hoy) + A~ v
/F<<y7 wT>T7 T17 Hu,Z) = CIF((§7 ‘%T>T7 T17 HO,I) - CI'L;(AiT IF((gv %T)u T27 HO,I)
- H;(A_T'v + Hy

kde A77 = (AHT a A € Re=Dx—1) o ¢ RP! ¢ € R pochdzi z upravené
Choleského dekompozice matice ¥ z rovnice (5.28).

Diikaz. 7 rovnice (5.29) vyplyva, ze
T((Y,X") =T((Y +v"X + py, (AX + px)")),
a stejné tak tedy
T((Y, (1, X)) = T((cY + 0" X + ), (1, (AX + px) 7))

V takovém pifpadé viak miizeme psat (1, (AX + px)) = (1, X T)B, kde

(1 px
B_<0p AT).

4kde L5 znaéi mnozinu ndhodnych vektorii jejichz rozdéleni ma koneéné druhé momenty
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Z afinni invariance dle definice 7 tedy vyplyva, ze plati
T((Y,(1,X")B)) = B T((Y,(1,X ")),
a z regresni a skalové invariance déle vyplyva (dle definic 5 a 6), Zze mizeme psat

B'T((1,X"),Y) =B 'T((¢Y +v' X + iy, (1, X))
= B T((cY + (1L, X ) (py, o), (1L, X))
= B'T((¢Y, (1, X)) + B (uy,v")"
= B leT((Y, (1, X))+ B (uy,0")".

Konecné tedy, pokud si predchozi rovnici rozepiseme pomoci inverzni matice

-1 1 —M;{A_T

a samostatné si vyjadiime T a Ty, dostavame, ze

(Y, X ) =cA (Y, X")+A v
(Y, X)) = cTh((Y, X)) — epx A TT((Y, X 7)) — px A Tv + py.

Dohromady s definici influencni funkce z rovnice (2.8) jiz dostavame pozadované
tvrzeni.

]

Protoze regresni medidn je dle tvrzeni 40 regresné, skalové i afinné invariantni,
je mozné vyuzit predchoziho tvrzeni k urceni jeho influencéni funkce pro vsechna
eliptickd rozdéleni pouze na zakladé odvozeni influen¢ni funkce pro Hy ;. Dikaz
nasledujictho tvrzeni nalezneme v praci Van Aelst a Rousseeuw (2000):

Véta 44. Nechtp =2 a H € HC je elipticky symetrické rozdélend, pak influencni
funkci regresniho medidanu B®P pro H = Hg 1 lze po sloZkdch zapsat ndsledujicim
zpusobem:

o pro absolutni clen:

IF (). 5, 1) =12
(f(HXW:o(lJfI) <2/3)  I(Hxpy=o(lz]) = 2/3)>
Hxy—o(|z|) 22Hxy=o(|2]) = 1) )’
(5.30)
o pro smernici regresni primky:
IF((y,x), 3", H) =sgn(x) sgn(y)
(f(G(|3?|) < 2G(0)/3) | 1(G(|z]) = 2G(OO)/3)>
4(G(o0) = G(|])) 2G(00) — G([])
(5.31)
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kde pravé jeden z indikdtori v zdvorce je vzdy menulovy, G(t) := ff g(u)du,
G(00) = lim oo G(t), hy(0) je margindlnig hustota Y v bodé 0 a Hx)y—o(|z|)
je podminénd distribucni funkce X za podminky Y =0 v bodé |x|.

Disledek 2. Bud H = N5(0, ), pak influencni funkci regresniho medidnu B%P
lze po cdstech zapsat nasledujicim zpiusobem:

e pro absolutni clen:

IF((x,y), B8P, H) =1/2 sgn(y)

¢(0)
(I(\w! < ®7'(2/3)) | I(e| > <I>‘1(2/3))>
O([z) 220(|2) = 1) )~

o pro smeérnici regresni primky:

IF (2, y), 872, H) = 1/2 280(@) senly)

¢(0)
<1(¢(I) = #(0)/3) | 1(¢(2) < ¢(0)/3)>
49(x) ¢(0) +¢(z) )

kde ¢ je hustota a ® je distribucni funkce normdlniho rozdéleni N'(0,1).

Diikaz. Za predpokladu (Y, X)T ~ N3(0y, ) jsou Y a X nezavislé ndhodné veli-
¢iny, a tedy Hx|y—o = Hx. Z pfedpokladu normality pak dostavame, ze Hy = ®
a hy(0) = ¢(0). V neposledni fadé po dosazeni za p = (0,0)", 2 = L, dostavame
i vyjadfeni funkce g ve tvaru

1 2 2
9(u) = g(2* +y°) = —exp (—x iR ) :

a tedy po substituci u 1= 22 + y? ziskdvidme vyjadieni
1
G(1) = 5 [ exp(~u/2)du = 26(0)(6(0) ~ 6(0)).

™
0

Ze symetrie hustoty normélniho rozdéleni dostavame, ze ¢(t) = ¢p(—t), a tedy

G([t]) = 2¢(0)(6(0) — ¢(1)).

Pozadované vyrazy pak dostaneme po dosazeni do rovnic (5.30) a (5.31).
]

Pozorovdni. Influencni funkce regresniho medidnu B%P je pro H = N5 (09, I)
omezena, a to jak v x, tak v y, nasledujicim zptsobem:

e pro absolutni clen:
1 1
IF ((y,z), P, H)| < 1/2 — max{2,3/2} = — ~ 2.51,
IF ((y,2), 7, H)| < 1/2 s mae{2,3/2) = S
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e pro smérnici regresni primky:

RD Lmax 3 1 = Lz
[IF (v 2). 6%, H) < 1/2 s {4¢() ¢()} 1/2 57 = 314

Pro obecné, elipticky symetrické rozdéleni H pak vychazime ze symetrie rozdéleni
Hxy—o a z nerovnosti Hxy—o(|z|) > Hx|y=0(0) = 1/2, z ¢ehoz dostavame pro
influen¢éni funkci nasledujici omezeni:

e pro absolutni clen:

[1F (g 2), 5™, H)| < 1/2 hylm) max{2,3/2} = hyl(O)

 pro smérnici regresni piimky (protoze funkce G je kladné a rostouci):

[IF (. 2). 877, D) < mae{ ot = s} = s

5.7 Vypocetni aspekty™
Algoritmus vypoctu regresni hloubky

Uvazujme situaci v dimenzi p = 2. Pak pro dany vektor koeficienti B8 € R?
spocteme regresni hloubku nésledujicim zptisobem:

1. Z predpokladu ordinalniho rozdéleni regresorti vime, ze je muzeme uspo-
faddat tak, aby X < --- < X, V pripadé, Ze mezi regresory existuji
shody, budeme tyto shody ignorovat, tj. budeme uvazujme jejich podvybeér

X[*l] < < Xf;*], kde 2 < n* <n.
2. Oznacme si nyni
Xfg — X -
vy =X =1, = — 5 Pro i e{2,...,n"},
kde = = v; budou predstavovat pomocné délici nadroviny. Regresni hloubku
parametru B vzhledem k nahodnému vybéru Z1, ..., Z, pak spocteme jako

rdepth(B,7) = 1?};%*(min{[’_(vi) + RT(vy), Lt (vy) + R (vy)}),

kde
L7(0) = S I(U(B) < O)I(X; < v), R¥(0) 1= S I(T(B) 2 0)I(X; > v)
LH(v) = i](Ui(ﬁ) > 0)I(X; < v), R (v) = iI(Ui(ﬁ) < 0)I(X, > v).

Maximalni vypocetni slozitost ¢asti 1 je O(nlogn) a vypocetni slozitost ¢asti 2
je linedrni, tj. O(n), celkova vypocetni slozitost regresni hloubky pro konkrétni 8
je tedy O(nlogn).

Pozorovani. Bohuzel se ukazuje, ze vypocetni slozitost algoritmu roste n-nasobné
s kazdym dalsim (netrividlnim) regresorem, tj. v piipadé p — 1 regresoru je
O(n?~*logn) (Rousseeuw a Hubert, 1999). Aproximativni algoritmus s vypo-
cetni slozitosti O(np + nlogn) je vSak mozné nalézt napt. v clanku Rousseeuew
a Struyf (1998).
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Vypocetni slozitost odhadu regresniho medianu

Pokud chceme spocitat maximalni hodnotu regresni hloubky vzhledem k nahod-
nému vybéru (tj. odhadnout regresni medién) je potieba uvazovat vSechny piimky
prochézejici alesponi p pozorovanimi (tedy alespon zatim nebyl objeven jiny, rych-
lejsi zpusob). Pocet takovych primek ale vzdy muze byt az (;), z ¢ehoz vyplyva,
ze vypocetni slozitost maximalni hodnoty regresni hloubky je v piipadé p — 1
regresortt O(n?**~1logn).

Pozorovdni. Jednim z hlavnich dvodi, pro¢ se regresni hloubka prilis nepouziva,
je pravé jeji vysoka vypocetni slozitost. Pro p < 3 si totiz casto jesté vysta¢ime
s regresni diagnostikou, a neni tedy nezbytné nutné pouzivat robustni metody.
V pripadé vétsiho poctu regresortt bychom naopak metodu regresni hloubky vice
vyuzili, rychlost vypoc¢tu je ale v takovém pripadé velice pomald (viz kapitola 6).

Pozndamka. Funkce regresni hloubky (rdepth) je naprogramovana v programu R
v balicku mrfDepth, stejné jako odhad regresniho medianu (rdepthmedian).
Presny vypocet probihd v pripadé regresni hloubky pouze pro dimenzi p < 4
(tj. maximélné pro 3 regresory), v pripadé odhadu regresniho medidnu dokonce
pouze pro dimenzi p = 2 (tj. pouze pro 1 regresor). V obou pripadech se pak pro
vyssi hodnoty p pouzivaji aproximativni algoritmy.

Poznamka I. Pokud bychom chtéli pouze odhad regresniho medianu, pak je mozné
vyuzit jesté funkci deepReg2d z balicku DepthProc. V tomto ptipadé nejsou
uvedena zadna omezeni a pouziva se pouze originalni algoritmus, ktery byl uveden
v této sekci.
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6. Simulacni studie

Tato simula¢ni studie byla inspirovdna studiemi v praci Rébek (2021) a v knize
Rousseeuw a Leroy (1987), str. 208-214 a provedena za pomoci analytického soft-
waru R verze 4.0.1 s vyuzitim balickti quantreg a mrfDepth.

Cilem této studie je porovnat odhad ziskany metodou regresni hloubky s odhady
ziskanymi pomoci metod LAD a OLS. Abychom zajistili, ze vSechny tii metody
budou odhadovat stejny parametr zajmu, budeme volit takova pocatecni rozdéleni
(tj. rozdéleni spravnych pozorovani), aby platilo

E(Y]|X)=med (Y|X)=X'3. (6.1)

To muzeme zajistit napiiklad tak, ze pro vSechna ¢ € {1,...,n} zvolime F; := F
kde distribuc¢ni funkce F' ma symetrické rozdéleni. Kromé toho se také omezime
pouze na pripad p = 2, a to z toho divodu, Ze jsme se urcitymi vlastnostmi
regresni hloubky zabyvali vyhradné v tomto pripadé (viz véta 44, resp. tvrzeni 36).

Provedeme dvé nezavislé studie, prvni pro poc¢atecni volbu normdlniho rozdéleni
a druhou pro Studentovo t-rozdéleni. V obou pripadech budeme predpokladat
platnost modelu - N

E(Y|X)=med(Y|X) =X, (6.2)

tj. odhadovanymi parametry zajmu jsou 3y := 0 a 31 := 1. Abychom byli schopni
metody dostatecné mezi sebou porovnat, vygenerujeme si z kazdého pocatecniho
rozdéleni ng;,, = 200 ndhodnych vybéru (simulact), a pro kazdy z nich nasledné
spocteme vsechny 3 typy odhadu. Celkovou kvalitu odhadu (resp. metody) pak
budeme posuzovat na zdkladé odhadu stfedni ¢tvercové chyby, zkracené pouze
MSE (z a.j. mean squared error), kterou si pro dany koeficient definujeme jako

MSE(B) = — 3 (B

sim f—1

- 6j)27

kde j € {0,1} a B;k) je odhad koeficientu §; v k-té simulaci. Hlavnim cilem je vSak
porovnavat robustni vlastnosti vybranych odhad, proto hned ve druhém kroku
vygenerované nahodné vybéry kontaminujeme, a porovname mezi sebou nové
vzniklé odhady na zakladé kontaminovanych vybért. V ramci kazdé simulace
budeme pak déale uvazovat jesté 3 ménitelné parametry, a to rozsah ndhodného
vybéru, stupen a typ kontaminace.

Poznamka. Kvili vypocetnim aspektiim regresni hloubky jsme se rozhodli volit
relativné malé rozsahy vybéri, stejné jako relativné maly pocet simulaci. Jiz pti
rozsahu vybéru n = 500 trva vypocet odhadu regresntho medidnu (pri jedné
simulaci) 11 sekund, pfi rozsahu n = 700 je to 26 sekund, a pti rozsahu n = 1000
dokonce 54 sekund.

Typy kontaminace*

Jak jiz bylo naznaceno diive, ke kontaminaci miize dochézet riznymi zpiisoby,
kde kazdy zptsob muze mit za nasledek zaneseni jiného typu chyby do datového
souboru. Podivejme se pro ilustraci na soubor grafi v obrazku 6.1, kde na kazdém
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z nich je znazornén trochu odlisny typ kontaminace, a k nému prislusné odhady
regresni primky. Na zakladé tohoto obrazku mizeme usuzovat, ze nékteré typy
kontaminace budou ovliviiovat odhad regresni primky vice nez jiné.

Pozndmka. 1 kdyz by kontaminace na prvni pohled pfimo neovliviiovala odhady
koeficientt regresni primky, muze kompromitovat nékteré jiné charakteristiky,
jako je naptiklad rozptyl odhadu. Nas vsak bude zajimat predevsim jeho vychy-
leni, a proto se timto typem vlivu nebudeme v této praci zabyvat.

Pozndmka. Oblast statistiky, kterd se zabyva posuzovanim vlivu konkrétniho
(nebo néjaké skupiny) pozorovani na odhad regresni piimky se nazyva regresni
diagnostika (viz napt. skripta Komarek (2019)).

Pro tcely nasi studie jsme se rozhodli zvolit nasledujici 4 typy kontaminaci:

1. Kontaminaci chybovych clenti pozorovanimi, které pochéazi z jiného typu
rozdéleni, a to konkrétné z rozdéleni s tézkymi konci (tj. kontaminujeme
pouze hodnoty ).

2. Kontaminaci hodnot regresorti pozorovanimi, které pochazi ze stejného typu
rozdéleni, ale s jinymi parametry (tj. kontaminujeme pouze hodnoty z).

3. Kontaminaci chybovych ¢lent pozorovanimi, které pochazi ze stejného typu
rozdéleni, ale s jinymi parametry (tj. kontaminujeme pouze hodnoty ¥).

4. Provedeni kontaminace typu 2 a 3 soucasné (tj. kontaminujeme hodnoty x
i y soucasné).

Pozorovdni. Kontaminace typu 2, 3 a 4 presné odpovidaji kontaminacim v grafech
v obrazku 6.1.

Bez kontaminace. Kontaminace v x.

A Odhadovana
regresni
pfimka

Metoda odhadu
LA

D
/OS

L
RD

Obrézek 6.1: Rizné typy kontaminace datového souboru.
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Vytvoreni datového souboru

V nasledujici ¢asti si popiseme, jakym zptsobem vznikla konkrétni sada pozoro-
vani pro jednu simulaci, kde kazda simulace zavisi na 3 volitelnych parametrech:

e Rozsah vybéru: n = 20, 50, 100,

o Stupen kontaminace: h = 0%, 5%, 10 %, 25 %,

o Typ kontaminace: t = 1, 2, 3, 4 (viz déleni na predchozi strance).

Pozndmka. Protoze je algoritmus pro obé volby pocatecniho rozdéleni velmi po-
dobny, budeme rozdilné kroky odliSovat pouze pomoci nasledujicitho znaceni:

(i) Krok byl proveden pii poc¢ateéni volbé normdlniho rozdélent,

(ii) Krok byl proveden pfi pocateéni volbé Studentova t-rozdélent.

Algoritmus
1. Zvolime si rozsah ndhodného vybéru n = 20,/50/100.
2. Vygenerujeme nahodny vybér Xi, ..., X,, z rovhomérného rozdéleni na in-
tervalu [—5, 5].
3. Vygenerujeme ndhodny vybér €q,...,¢, z
(i) normdlnfho rozdéleni, a to konkrétné N (0,1),
(ii) Studentova t-rozdéleni, a to konkrétné ¢s.
4. Zvolime si stupen kontaminace k = 0,5, 10, 25 na zakladé kterého ndhodné
vybereme ny :=n - k/100 indext iy, ..., i, z mnoziny {1,...,n}.
5. Zvolime jeden z typti kontaminace a dle zvolené varianty postupujeme jed-
nim z nasledujicich zptisobii:
« Pri kontaminaci typu 1 nahradime vybér ¢;,,...,¢; , ndhodnym vybé-
rem o rozsahu ny z
(i) Studentova t-rozdéleni, a to konkrétné ¢,
(ii) Cauchyho rozdéleni.
« Pr1i kontaminaci typu 2 nahradime vybér X, ,..., X, ndhodnym vy-
bérem o rozsahu ny z rovnomérného rozdéleni na intervalu [5, 10].
« Prii kontaminaci typu 3 nahradime vybér ¢; , ..., ¢; , ndhodnym vybé-
rem o rozsahu ny z
(i) normélniho rozdéleni, a to konkrétné N (5,1),
(ii) posunutého Studentova t-rozdéleni, a to konkrétné t; se stfedni
hodnotou rovnou 5.
(V obou priipadech tedy doslo oproti puvodnimu rozdéleni pouze k
posunu ve stfedni hodnoté, rozptyl zistava zachovan.)
o Pri kontaminaci typu 4 nejprve provedeme krok jako pri kontaminaci
typu 2, a nasledné pak krok jako pti kontaminaci typu 3.
6. V neposledni fadé hodnoty odezvy zkonstruujeme jako Y; := X; + &; (tj.

predpokladdme 5y = 0, 51 = 1).
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6.1 Shrnuti vysledka - NV (0,1)

Vysledky jsou v nasledujici ¢asti uvedeny pouze pro n = 50, a to jak v pripadé
normalniho rozdéleni, tak Studentova t-rozdéleni se 3 stupni volnosti. Je to z toho
dtivodu, zZe pti ménicim se rozsahu vybéru se sice méni MSE jednotlivych odhadi,
poradi metod vsak zustava zachovano. Presné hodnoty lze pak pripadné nalézt v
tabulce v ptiloze.

Absolutni ¢len

V pripadé normalniho rozdéleni nemé kontaminace tézkymi chvosty na odhad
absolutniho ¢lenu velky vliv (viz obrazek 6.2). Oproti tomu se zdé, Ze nejvétsi
vliv na odhad absolutniho ¢lenu méa kontaminace v y-ové slozce. Zde si nejlépe
vede metoda LAD, za ni je metoda regresni hloubky (ktera dava o trochu horsi
vysledky), a nejhure je na tom metoda OLS, kterd v tomto piipadé jiz znacné
selhava. K ponékud zvlastni situaci dochéazi v pripadé soucasné kontaminace v
x-ové i y-ové slozce, kdy i pres to, ze metoda OLS v obou pripadech vychazi
vyrazné horsl nez metoda LAD, se pri vysoké kontaminaci (25%) poradi metod
otaci. Nejlepsi vysledky v tomto ptripadé vsak jednoznacéné dava metoda regresni
hloubky, ktera i pri vyssim stupni kontaminace dava relativné (v poméru k meto-
ddm LAD a OLS) malé hodnoty MSE. Jednoznac¢né nejlepsi chovani také regresni
hloubka vykazuje v ptipadé kontaminace v x-ové slozce, kdy na rozdil od metod
OLS a LAD jsou hodnoty MSE malé pii libovolném stupni kontaminace.

Tezké chvosty. X-ova slozka. Y-ova slozka. X/Y-ova slozka.
1.5-
Kont. (%)
1.0-
25
L
n 10
=
5
0.5-
0
0.0-
OLS LAD RD OLS LAD RD OLS LAD RD OLS LAD RD

Obrézek 6.2: MSE absolutniho ¢lenu pro normalni rozdéleni pro volbu n = 50 pri
riznych typech a stupnich kontaminace datového souboru.

Smérnice

Jak mtuzeme nahlédnout z obrazku 6.3, na vychyleni odhadu smérnice regresni
primky se ukazuje mit nejvétsi vliv kontaminace v z-ové slozce, kde si opét vede
nejlépe metoda regresni hloubky. Hodnota MSE je u 10% kontaminace cca polo-
viéni oproti metodé LAD, a dokonce ptiblizné 15krat mensi nez v pripadé metody
OLS. Stejné tak si opét metoda RD vede nejlépe i v pripadé soucasné kontami-
nace v x-ové i y-ové slozce, coz je opét nejspisSe zptisobeno tim, ze je vyrazné
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robustnéjsi v z-ové slozce. Pti kontaminaci v y-ové slozce naopak opét zaostava
za metodou LAD, a pro tento pripad se tedy nejevi jako dobra volba.

Tezké chvosty. X-ova slozka. Y-ova slozka. X/Y-ova slozka.
0.4 -
0.3- Kont. (%)
25
% 10
s 0.2-
5
0.1- 0
0.0-

OLs LAD RD OoLs LAD RD OLs LAD RD OLs LAD RD

Obrézek 6.3: MSE smérnice pro normalni rozdéleni pro volbu n = 50 pfi riznych
typech a stupnich kontaminace datového souboru.

6.2 Shrnuti vysledkt - #3

Absolutni ¢len

Na rozdil od normalniho rozdéleni pozorujeme u Studentova t-rozdéleni velké
vychyleni odhadu OLS pfi kontaminaci rozdélenim s tézkymi chvosty, coz je nej-
spise zptsobeno vyrazné tézsimi chvosty rozdéleni chybnych pozorovani. Stejné
jako v predchozim pripadé se vSak ukazuje, ze metoda regresni hloubky si vede
nejlépe v situaci, kdy dochazi ke kontaminace v x-ové, resp. soucasné kontami-
naci v x-ové i y-ové slozce, zatimco metoda LAD si vede nejlépe pti kontaminaci
pouze v y-ové slozce.

Tezké chvosty. X-ova slozka. Y-ova slozka. X/Y-ova slozka.
15- 3-
Kont. (%)
10- 2-
25
L
n 10
=
5- 1- 5
0
0- 0-
OLS LAD RD OLS LAD RD OLS LAD RD OLS LAD RD

Obrézek 6.4: MSE absolutniho ¢lenu pro Studentovo rozdéleni o 3 stupnich vol-
nosti pro volbu n = 50 pri raznych typech a stupnich kontaminace datového
souboru.
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Pozndmka. Znovu pozorujeme, ze vzhledem k odezvé se metoda LAD zda ro-
bustnéjsi nez metoda regresni hloubky. Jak jiz vsak bylo diive poznamenano,
robustnost metody LAD vzhledem k odezvé zavisi na jejim vztahu k regresortim.
Neni tedy mozné vyloucit, ze pfi jiném zpusobu kontaminace bychom dostali
vyrazné odlisné vysledky.

Smérnice

Stejné jako v pripadé absolutniho ¢lenu, i u smérnice regresni primky pozoru-
jeme vyrazny nartst hodnoty MSE pii kontaminaci tézkymi chvosty. Jinak je
chovani odhadi obdobné jako u normalniho rozdéleni, nejvétsi vliv se ukazuje
mit kontaminace v x-ové slozce, kde si nejlépe vede metoda regresni hloubky.
Vliv tohoto typu kontaminace je opét velice vyrazny i pri soucasné kontaminaci
v x-ové a y-ové slozce, zatimco v pripade kontaminace pouze v y-ové slozce je vliv
na vychyleni odhadt podstatné mensi.

Tezké chvosty. X-ova slozka. Y-ova slozka. X/Y-ova slozka.
1.25-
0.4-
1.00 - 0
03- Kont. (%)
0.75- 25
7 10
= 0.50- o
: 5
d 0
0.25- 01
0.00- 0.0-
OLS LAD RD OLS LAD RD OLS LAD RD OLS LAD RD

Obrazek 6.5: MSE smérnice pro Studentovo rozdéleni o 3 stupnich volnosti pro
volbu n = 50 pfi rtznych typech a stupnich kontaminace datového souboru.
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Z.aver

V ramci této prace byla predstavena metoda regresni hloubky jakozto jedna z no-
véjsich a méné znamych robustnich metod. Prace byla rozdélena na nékolik steé-
zejnich ¢asti: V prvni ¢asti prace (kapitoly 1 a 2) byly poloZeny zaklady v podobé
zavedeni pouzivaného znaceni a predstaveni nékolika zdkladnich pojmu (linedrni
model, robustni vlastnosti odhadu, atd.). Ve druhé éasti (kapitoly 3 a 4) byly pak
ve strucnosti predstaveny vybrané metody, a to konkrétné metoda OLS a LAD,
se kterymi jsme pozdéji metodu regresni hloubky porovnavali.

Treti ¢ast prace (kapitola 5) pak predstavuje nejobsahlejsi a nejdilezitéjsi ¢ast,
a byla celd vénovana pouze metodé regresni hloubky. Na tivodni motivacni ¢ast,
kde bylo popsano, jakym zptisobem autori pii konstrukci regresni hloubky v mi-
nulosti postupovali, navazuje ¢ast ilustracni. Ukazalo se totiz, ze kromé ptivodni
definice ma regresni hloubka i jinou interpretaci, a to geometrickou. Ta se pro nas
pozdéji ukazala jako stézejni, kdyz jsme chtéli dokazat, ze regresni median (tj.
vektor koeficienti maximalizujiciho regresni hloubku) za ur¢itych predpokladu
primo odpovidda podminénému medianu odezvy pri znalosti hodnot regresort.
Dalsi podstatna ¢ast této kapitoly se pak zaobirala diikazem konzistence odhadu
regresniho medianu, ktery puvodné pochazi z ¢lanku Bai a He (1999). Pojeti
diikkazu v ptivodnim ¢lanku je vsak velice strucéné, a bylo tak potteba jej doplnit
o nemalé mnozstvi odvozeni a souvislosti, které dohromady tvori jeden z podstat-
nych prinosu této prace. Zavér kapitoly pak pattil robustnim vlastnostem regresni
hloubky, breakdown-pointu a influencni funkci, kde bylo ukézano, ze za urcitych
predpokladit mnozstvi chybnych pozorovani, kterda mohou byt ve vybéru obsazena
aniz by se odhad stal ,nepouzitelnym®, je pro odhad metodou regresni hloubky
33 %, a v pripadé, kdy pracujeme pouze s jednim regresorem, je influen¢ni funkce
omezena jak vzhledem k odezvé, tak vzhledem k hodnotam regresorti.

Na zavér prace byla vyhotovena mala simulac¢ni studie pro dvé rtizné volby poca-
tecniho rozdéleni, a to konkrétné normdiniho rozdéleni a Studentova t-rozdéleni
o 3 stupnich volnosti. Na zakladé této studie se odhad metodou regresni hloubky
skutecné ukazal byt robustni, a to predevsim pfi kontaminaci vzhledem k hodno-
tam regresort, kde daval vyrazné lepsi vysledky nez metody LAD i OLS. Pokud
jde o kontaminaci vzhledem k hodnotam odezvy, ukazalo se, ze chybna pozoro-
vani mohou mit na odhad metodou regresni hloubky vétsi vliv nez jsme ocekavali,
a proto doporucujeme v tomto pripadé zustat u standardnich metod.

Metoda regresni hloubky se tedy celkové ukézala jako vhodna volba pri vybéru
robustni metody, a to predevsim pii kontaminaci hodnot regresorti. Bohuzel, vy-
pocetni slozitost této metody roste exponencialné s poctem regresorti, a neni tedy
vhodna pfi jejich vétsim poctu. S pokrocilejsimi technologiemi se sice jeji pouziti
stava ¢im dale vice dostupnéjsi, porad vsak tato skutecnost predstavuje v praxi
podstatny problém. V pripadé mensiho mnozstvi regresori si totiz casto vysta-
¢ime pouze s regresni diagnostikou, a neni tak potreba vyuzivat robustni metody.
Aproximativni algoritmy jsou vsak neustale predmétem dalsich studii, viz napri-
klad clanek Rousseeuew a Struyf (1998), a proto urc¢ité nedoporucujeme metodu
regresni hloubky do budoucna zavrhovat.
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Seznam zkratek a symboli

Zkratky

BUNO .. bez Gjmy na obecnosti

MSE .... stfedni ¢tvercova chyba (z a.j. mean squared error)
OLS ..... metoda nejmensich ¢tvercu (z a.j. ordinary least squares)
LAD .... metoda nejmensich absolutnich odchylek
(z a.j. least absolute deviation)
RD ...... metoda regresni hloubky (z a.j. regression depth)
BP ...... breakdown-point
IF ....... influenc¢ni funkce
Symboly
1, ....... n-rozmérny jednotkovy vektor
0, ....... n-rozmérny nulovy vektor
Ly ........ jednotkova matice typu n x n
S$.v. ...... skoro vsude
$.J. ...... skoro jisté
S konvergence skoro jisté
Ly konvergence v pravdépodobnosti
| RIP— euklidovskd norma
[ R hustota normalniho rozdéleni N(0,1)
o ... distribuéni funkce normélniho rozdéleni (0, 1)
o) ..... notace velkého O
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A. Prilohy

A.1 Pomocné lemma

Lemma 45. Libovolnou pozitivné definitni matici A € RP*P p € N lze po radé
rozloZit na horni a dolni trojuhelnikovou matici, tj. existuje vyjadrent

A=UUT,
kde U € RP*P je horni trojuhelnikovd matice.

Diikaz. Bud A € RP*? libovolnd pozitivné definitni matice, z Choleského dekom-
pozice (viz napiiklad Jurjen (2012), str.101) vyplyva, Ze existuje dolni trojihel-
nikova matice L € RP*P takova, ze

A=LL".

Uvazujme nyni permutacni matici P € RP*P definovanou jako

0 0 01
00 .10
Pi=|: 0 o],
01 00
10 0 0

tj. matice P ma jednicky na diagonale. Protoze P je ortogonalni a symetricka,
muzeme psat

A=LL" = (PU)(PU)" = PUPPU'P"T = PUU'P,

a tedy pro matici A := PAP =UUT existuje po radé rozklad na horni a dolni
trojuhelnikovou matici. Vysledek lemmatu nakonec vyplyva ze skutecnosti, ze
matice P je reguldrni a A je pozitivné definitn{ pravé tehdy, kdyz A je pozitivné
definitni.

O

A.2 Vystupy ze simulacni studie

Nasledujici tabulka obsahuje vystupni hodnoty ze simulac¢ni studie, kde sloupec
MSE 1 odpovida primérné hodnoté MSE absolutniho clenu a sloupec MSE 2
odpovida prumérné hodnoté MSE smernice regresni primky (v obou piipadech
se jednd o prumér z ng;,, = 200 simulaci).
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MSE

Distribuce Typ kontaminace Kontaminace (%) Metoda Abs. élen Smérnice
normalni Tezké chvosty. 25 oLs 0.082 0.009
LAD 0.092 0.010
RD 0.140 0.015
10 oLs 0.066 0.010
LAD 0.100 0.012
RD 0.130 0.014
5 oLs 0.053 0.009
LAD 0.086 0.011
RD 0.116 0.015
0 oLs 0.050 0.009
LAD 0.089 0.011
RD 0.119 0.015
X-ova slozka. 25 oLs 0.692 0.455
LAD 0.731 0.295
RD 0.228 0.071
10 oLs 0.338 0.217
LAD 0.142 0.043
RD 0.122 0.025
5] oLs 0.189 0.103
LAD 0.105 0.018
RD 0.130 0.018
0 oLs 0.050 0.009
LAD 0.089 0.011
RD 0.119 0.015
Y-ova slozka. 25 oLs 1.633 0.040
LAD 0.360 0.030
RD 0.530 0.056
10 oLs 0.334 0.030
LAD 0.137 0.018
RD 0.161 0.022
5 oLs 0.122 0.016
LAD 0.090 0.013
RD 0.138 0.018
0 oLs 0.050 0.009
LAD 0.089 0.011
RD 0.119 0.015
X/Y-ova slozka. 25 oLsS 0.363 0.182
LAD 0.515 0.191
RD 0.321 0.092
10 oLs 0.195 0.084
LAD 0.150 0.041
RD 0.130 0.021
5 oLs 0.107 0.040
LAD 0.103 0.017
RD 0.113 0.016
0 oLsS 0.050 0.009
LAD 0.089 0.011
RD 0.119 0.015

Tabulka A.1: Tabulka odhadt regresnich koeficientt pro p = 2 pii ruznych stup-
nich a typech kontaminace pro pocatecni volbu normdlniho rozdéleni a rozsahu
ndhodného vybéru n = 20.
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MSE

Distribuce Typ kontaminace Kontaminace (%) Metoda Abs. élen Smérnice
normalni Tezké chvosty. 25 oLs 0.035 0.004
LAD 0.036 0.004
RD 0.047 0.006
10 oLs 0.033 0.003
LAD 0.034 0.004
RD 0.043 0.006
5 oLs 0.024 0.002
LAD 0.036 0.003
RD 0.047 0.004
0 oLs 0.022 0.002
LAD 0.034 0.004
RD 0.044 0.005
X-ova slozka. 25 oLs 0.564 0.409
LAD 0.448 0.209
RD 0.066 0.053
10 oLs 0.266 0.176
LAD 0.070 0.024
RD 0.045 0.012
5] oLs 0.098 0.061
LAD 0.039 0.006
RD 0.047 0.006
0 oLs 0.022 0.002
LAD 0.034 0.004
RD 0.044 0.005
Y-ova slozka. 25 oLs 1.487 0.014
LAD 0.230 0.009
RD 0.278 0.012
10 oLs 0.270 0.007
LAD 0.058 0.004
RD 0.073 0.006
5 oLs 0.063 0.004
LAD 0.039 0.004
RD 0.050 0.005
0 oLs 0.022 0.002
LAD 0.034 0.004
RD 0.044 0.005
X/Y-ova slozka. 25 oLsS 0.280 0.165
LAD 0.361 0.167
RD 0.076 0.059
10 oLs 0.132 0.076
LAD 0.071 0.027
RD 0.043 0.012
5 oLs 0.054 0.024
LAD 0.040 0.006
RD 0.046 0.006
0 oLsS 0.022 0.002
LAD 0.034 0.004
RD 0.044 0.005

Tabulka A.2: Tabulka odhadt regresnich koeficientt pro p = 2 pii ruznych stup-
nich a typech kontaminace pro pocatecni volbu normdlniho rozdéleni a rozsahu
ndhodného vybéru n = 50.
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MSE

Distribuce Typ kontaminace Kontaminace (%) Metoda Abs. élen Smérnice
normalni Tezké chvosty. 25 oLs 0.016 0.002
LAD 0.015 0.002
RD 0.023 0.003
10 oLs 0.012 0.002
LAD 0.015 0.002
RD 0.021 0.003
5 oLs 0.012 0.001
LAD 0.014 0.002
RD 0.020 0.003
0 oLs 0.011 0.001
LAD 0.016 0.002
RD 0.022 0.003
X-ova slozka. 25 oLs 0.468 0.413
LAD 0.352 0.208
RD 0.037 0.061
10 oLs 0.204 0.173
LAD 0.040 0.020
RD 0.018 0.009
5] oLs 0.089 0.075
LAD 0.018 0.006
RD 0.019 0.004
0 oLs 0.011 0.001
LAD 0.016 0.002
RD 0.022 0.003
Y-ova slozka. 25 oLs 1.584 0.006
LAD 0.212 0.004
RD 0.243 0.005
10 oLs 0.261 0.004
LAD 0.038 0.003
RD 0.042 0.004
5 oLs 0.074 0.003
LAD 0.020 0.003
RD 0.029 0.003
0 oLs 0.011 0.001
LAD 0.016 0.002
RD 0.022 0.003
X/Y-ova slozka. 25 oLsS 0.255 0.169
LAD 0.327 0.173
RD 0.038 0.056
10 oLs 0.105 0.072
LAD 0.047 0.021
RD 0.019 0.009
5 oLs 0.048 0.030
LAD 0.023 0.006
RD 0.021 0.004
0 oLsS 0.011 0.001
LAD 0.016 0.002
RD 0.022 0.003

Tabulka A.3: Tabulka odhadt regresnich koeficienti pro p = 2 pii ruznych stup-
nich a typech kontaminace pro pocatecni volbu normdlniho rozdéleni a rozsahu
ndhodného vybéru n = 100.
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MSE

Distribuce Typ kontaminace Kontaminace (%) Metoda Abs. élen Smérnice
Studentovo Tezke chvosty. 25 oLs 31.084 3.680
LAD 0.122 0.022
RD 0.164 0.027
10 oLs 301.984 39.301
LAD 0.112 0.016
RD 0.165 0.022
5 oLs 14.627 2.527
LAD 0.111 0.016
RD 0.166 0.020
0 oLS 0.137 0.020
LAD 0.113 0.018
RD 0.148 0.020
X-ova slozka. 25 oLs 0.705 0.470
LAD 0.635 0.329
RD 0.359 0.138
10 oLs 0.409 0.229
LAD 0.188 0.058
RD 0.146 0.031
5 oLs 0.250 0.112
LAD 0.122 0.027
RD 0.154 0.021
0 oLs 0.137 0.020
LAD 0.113 0.018
RD 0.148 0.020
Y-ova slozka. 25 oLs 3.216 0.115
LAD 0.589 0.062
RD 0.854 0.090
10 oLS 0.794 0.075
LAD 0.165 0.021
RD 0.212 0.027
5 oLs 0.372 0.044
LAD 0.126 0.018
RD 0.201 0.023
0 oLS 0.137 0.020
LAD 0.113 0.018
RD 0.148 0.020
X/Y-ova slozka. 25 oLs 0.814 0.331
LAD 0.610 0.196
RD 0.333 0.107
10 oLs 0.431 0.171
LAD 0.181 0.048
RD 0.164 0.034
5 oLs 0.502 0.714
LAD 0.132 0.021
RD 0.147 0.025
0 OoLS 0.137 0.020
LAD 0.113 0.018
RD 0.148 0.020

Tabulka A.4: Tabulka odhadt regresnich koeficienti pro p = 2 pii ruznych stup-
nich a typech kontaminace pro pocatecni volbu Studentova t-rozdéleni o 3 stup-
nich volnosti a rozsahu nahodného vybéru n = 20.
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MSE

Distribuce Typ kontaminace Kontaminace (%) Metoda Abs. élen Smérnice
Studentovo Tezke chvosty. 25 oLs 14.766 1.224
LAD 0.036 0.006
RD 0.055 0.009
10 oLs 0.950 0.105
LAD 0.038 0.006
RD 0.058 0.008
5 oLs 0.234 0.010
LAD 0.036 0.006
RD 0.058 0.008
0 oLS 0.059 0.008
LAD 0.038 0.006
RD 0.056 0.009
X-ova slozka. 25 oLs 0.576 0.417
LAD 0.464 0.231
RD 0.123 0.077
10 oLs 0.281 0.186
LAD 0.089 0.034
RD 0.057 0.019
5 oLs 0.122 0.062
LAD 0.045 0.009
RD 0.054 0.010
0 oLs 0.059 0.008
LAD 0.038 0.006
RD 0.056 0.009
Y-ova slozka. 25 oLs 2.934 0.041
LAD 0.311 0.014
RD 0.381 0.020
10 oLS 0.659 0.029
LAD 0.067 0.008
RD 0.086 0.010
5 oLs 0.172 0.015
LAD 0.041 0.006
RD 0.065 0.009
0 oLS 0.059 0.008
LAD 0.038 0.006
RD 0.056 0.009
X/Y-ova slozka. 25 oLs 0.586 0.338
LAD 0.371 0.177
RD 0.113 0.069
10 oLs 0.320 0.188
LAD 0.091 0.034
RD 0.062 0.017
5 oLs 0.153 0.065
LAD 0.050 0.010
RD 0.057 0.010
0 OoLS 0.059 0.008
LAD 0.038 0.006
RD 0.056 0.009

Tabulka A.5: Tabulka odhadt regresnich koeficienti pro p = 2 pii ruznych stup-
nich a typech kontaminace pro pocatecni volbu Studentova t-rozdéleni o 3 stup-
nich volnosti a rozsahu nahodného vybéru n = 50.
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MSE

Distribuce Typ kontaminace Kontaminace (%) Metoda Abs. élen Smérnice
Studentovo Tezke chvosty. 25 oLs 134.850 21.420
LAD 0.019 0.003
RD 0.027 0.004
10 oLs 2.444 0.112
LAD 0.021 0.003
RD 0.025 0.003
5 oLs 0.832 0.143
LAD 0.022 0.002
RD 0.030 0.003
0 oLS 0.037 0.005
LAD 0.020 0.002
RD 0.028 0.003
X-ova slozka. 25 oLs 0.491 0.414
LAD 0.358 0.225
RD 0.053 0.084
10 oLs 0.234 0.178
LAD 0.052 0.024
RD 0.028 0.010
5 oLs 0.114 0.070
LAD 0.027 0.006
RD 0.026 0.005
0 oLs 0.037 0.005
LAD 0.020 0.002
RD 0.028 0.003
Y-ova slozka. 25 oLs 2.948 0.027
LAD 0.285 0.007
RD 0.309 0.010
10 oLS 0.588 0.013
LAD 0.048 0.003
RD 0.059 0.004
5 oLs 0.155 0.008
LAD 0.027 0.003
RD 0.036 0.003
0 oLS 0.037 0.005
LAD 0.020 0.002
RD 0.028 0.003
X/Y-ova slozka. 25 oLs 0.541 0.319
LAD 0.343 0.166
RD 0.057 0.085
10 oLs 0.225 0.145
LAD 0.058 0.027
RD 0.031 0.011
5 oLs 0.115 0.062
LAD 0.029 0.007
RD 0.027 0.005
0 OoLS 0.037 0.005
LAD 0.020 0.002
RD 0.028 0.003

Tabulka A.6: Tabulka odhadt regresnich koeficienti pro p = 2 pii ruznych stup-
nich a typech kontaminace pro pocatecni volbu Studentova t-rozdéleni o 3 stup-
nich volnosti a rozsahu ndhodného vybéru n = 100.
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