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Uvod

Otazka, kolik barev je potieba k obarveni oblasti na libovolné mapé tak, aby
zadné dvé sousedni oblasti nemély stejnou barvu, byla poprvé vyslovena v po-
loviné 19. stoleti. Soudilo se, ze by mohly stacit ¢tyti barvy, ale tuto domnénku
se dlouho nedarilo dokazat. Postupem casu byla dokazana véta o péti barvach,
tedy tvrzeni, ze k obarveni vzdy staci pét barev. Takzvany problém c¢tyt barev
vsak jesté dlouho odolaval a dokéazat jej se podarilo az K. Appelovi a W. Hake-
novi v roce 1976 za pouziti pocitacového programu, ktery umoznil rozbor velkého
mnozstvi pripadi. Jelikoz se vSak nejedna o ¢isté matematicky dikaz, ktery by
bylo mozné provést a ovérit bez pomoci pocitace, stale existuji snahy nalézt jed-
nodussi a snaze uchopitelny ditkaz. Jeden z nejznaméjsich problémi teorie grafii
tak zustava stale v jistém smyslu ,,otevienym*® problémem.

V této praci si predstavime a podrobné vysvétlime nékteré c¢astecné vysledky,
které v tomto smeéru byly publikovany, konkrétné dveé ekvivalentni reformulace
problému ¢tyr barev. Prvni z nich, kterou dokazal ve své préci |[Kauffman| (1990))
a jiz se budeme zabyvat ve druhé kapitole, dava do souvislosti barveni graft
a vektorovy soucin. Na tuto reformulaci se pak odkazuji Cooperova, Rowland
a Zeilberger ve svém ¢lanku (Cooper, Rowland a Zeilberger, 2012) a odvozuji z ni
dalsi ekvivalentni tvrzeni, které ukazuje spojitost mezi problémem c¢tyt barev
a vlastnostmi urcité formalni gramatiky a jemuz je zde vénovana treti kapitola.

Cilem této préace je nejen podat prehledny souhrn téchto poznatki, ale také
doplnit nékteré kroky, které v ditkazech uvedenych ve vyse zminénych ¢lancich
chybi nebo nejsou dostatecné vysvétleny. To se tyka napriklad témér celé jedné
implikace Kauffmanova tvrzeni, jejimuz dikazu neni v Kauffmanové ¢lanku ve-
novan prilis velky prostor a kterou podrobné rozebereme v sekci 2.3. S tim souvisi
i snaha o vétsi formalizaci nékterych pojmt a postupti, které jsou ve vychozich
clancich pouzivany spise intuitivné nebo jsou definovany pouze zjednodusené.
V prvni kapitole proto pripomeneme nékteré zékladni definice z teorie grafti a za-
vedeme pojmy, které vyuzijeme v dalSich dvou kapitolach.



1. Zakladni definice

Na zac¢atku pro uplnost pripomenme nékolik zakladnich pojmi z teorie grafii.
Mnohé z nasledujicich definic nebo jejich ¢asti jsou ve velmi podobném znéni ob-
sazeny v knize Matouska a Nesettila Kapitoly z diskrétni matematiky (Matousek
a Nesetril, 2009). Témér doslovné nebo jen s drobnymi dpravami jsou zde pou-
zity zejména definice grafu, isomorfniho grafu, orientovaného grafu, korenového
stromu, oblouku, nakresleni a stény grafu. Nékteré pojmy naopak pro tucely této
prace definujeme trochu jinak, nez je bézné zvykem; jednd se predevsim o defi-
nici bindrniho stromu, ktery, tak jak jej zde budeme chapat, je ve skutec¢nosti jen
specialnim pfripadem obecného binarniho stromu.

Definice 1.1. Graf G je uspordadand dvojice (V,E), kde V' je neprdzdnd mnozina
a E je mnoZina dvouprvkovych podmmnozZin mnozZiny V. Proky mnoZiny V se na-
zyvagi vrcholy grafu G a prvky mnozZiny E hrany grafu G, hrana mezi vrcholy
u a v md tvar {u,v}. Dva vrcholy u,v € V' se nazyvaji sousedni, pokud mezi nimi
vede hrana, tj. {u,v} € E. Dvé hrany e,f € E se nazgvaji sousedni, pokud maji
pravé jeden spolecny vrchol, tj. e # f a zdroveri e N T £ ().

Definice 1.2. Rekneme, Ze dva grafy G = (V,E) a G' = (V',E') jsou isomorfni,
pokud existuje bijekce f 'V — V' takovd, Ze pro kaZdé dva vrcholy u,v € V' plati
{u,v} € E, pravé kdyz {f(u),f(v)} € E'.

Definice 1.3. Orientovany graf G je usporddand dvojice (V.E), kde V je ne-
prazdnd mnozina a E je podmnozina kartézského soucinu V- x V. Prvky V se na-
zyvaji vrcholy, proky E nazgvime orientované hrany. Orientovand hrana, kterd
vychdzi z vrcholu u a konc¢i ve vrcholu v, md tvar (u,v). Rikdme, Ze vrchol u je
otec wvrcholu v a vrchol v je syn vrcholu u.

Definice 1.4. Symetrizace orientovaného grafu G = (V,E) je neorientovany graf
G' = (V,E'), kde {u,v} € E' prdvé tehdy, kdyz (u,v) € E nebo (v,u) € E.

Definice 1.5. Stupen vrcholu v v grafu G je pocet hran grafu G obsahujicich
vrchol v. Vrchol stupné 1 se nazyvad list.

Definice 1.6. Kubicky graf je graf, jehoz kaZdy vrchol md stupen 3.

Definice 1.7. Sled v grafu, resp. orientovaném grafu G = (V,E) je posloup-
nost (vo,e1,V1,€2, . . . en,Vp), kde vo,vi,....v, € V, e,....e, € E a pro kaZdé
i €{1,...,n} plati e; = {v;_1,v;}, resp. e; = (v;_1,v;).

Cesta v (orientovaném) grafu G je sled, ve kterém se kazZdy vrchol vyskytuje nej-
vyse jednou (tedy v; # v; pro kazdé i,j € {0,...,n}, i # j).

Kruznice v (orientovaném) grafu G je sled, ve kterém plati vo = v, a v; # v,
pro kazdé i,j € {1,...n},i # j.

Definice 1.8. Graf G je souvisly, pokud v nem mezi kaZdymi dvéma vrcholy
existuje cesta. Orientovany graf G je (slabé) souvisly, pokud jeho symetrizace je
souvisly graf.

Definice 1.9. Strom T je souvisly graf, ktery neobsahuje kruznici. Orientovany
strom T' je orientovany graf, jehoZ symetrizace je strom.
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Definice 1.10. Korenovy strom je dvojice (T,r), kde T je strom a r je jeden
zvoleny vrchol T', zvany koten.

Predchozi definice umoznuji zavést klicovy pojem bindrni strom, ktery pro
nase ucely definujeme timto zptsobem:

Definice 1.11. Orientovany binarni strom je orientovany korenovy strom. Jeho
ortentaci budeme volit dvéma zpusoby:

o Kladné orientovanym bindrnim stromem nazveme takovy orientovany ko-
renovy strom, z jehoZ korene existuje cesta do vsech vrcholi stromu, kaZdy
vrchol ma bud Zadného, nebo dva syny a kazdy vrchol s vijjimkou korene md
prdavé jednoho otce; koren Zddného otce nemd.

e Zaporné orientovanym binarnim stromem nazveme takovy orientovany ko-
renovy strom, z jehoz kazdého vrcholu existuje cesta do korene stromu, kazdy
vrchol ma bud Zadného, nebo dva otce a kazdy vrchol s vyjimkou korene md
prave jednoho syna; koren Zddného syna memd.

Neorientovanym bindrnim stromem budeme rozumét strom, ktery je symetrizaci
néjakého orientovaného bindrniho stromu.

Kladnou orientaci 1ze tedy jinymi slovy popsat jako orientaci ,od kotene k lis-
tim“, zapornou potom ,od listii ke koreni“. Binarni stromy budeme vzdy zob-
razovat tak, aby jejich orientace odpovidala sméru ,shora doli“, tedy kladné
orientované stromy budou znazornény s kofenem nahote a listy dole a zaporné
orientované stromy opacné.

V této praci budeme pracovat predevsim s rovinngmi grafy. Abychom je mohli
definovat, je nutné zavést jesté nékolik pomocnych pojmi.

Definice 1.12. Oblouk je podmnozina roviny tvaru v = f([0,1]) = {f(z);z €
0,1}, kde f : [0,1] — R? je spojité a prosté zobrazeni uzavieného intervalu [0,1]
do roviny. Body f(0) a f(1) se nazjvaji koncové body oblouku . Eekneme, Ze
mnoZina A C R? je obloukové souvisla, pokud pro Va,y € A existuje oblouky C A
s koncovymi body x a .

Definice 1.13. Nakreslenim grafu G = (V,E) rozumime zobrazeni b, které

o kaZdému vrcholu v € V' prirazuje bod b(v) roviny, pricemzZ pro kazdé dva
vrcholy u,v € Vou # v, plati b(u) # b(v)

o kazdé hrané e = {u,v} € E prirazuje oblouk v(e) v roviné s koncovymi body
b(u), b(v), pricemz Zddny z bodi tvaru b(v) neni nekoncovym bodem Zddného
z obloukii ~(e)

Nakresleni se nazgva rovinné, pokud pro kazdé dve hrany ef € E,e # f, maji
oblouky ~y(e),y(f) spolecné nejuyse koncové body (tj. hrany se ,nekrizi“).

Definice 1.14. Rovinny graf je graf, pro ktery existuje rovinné nakreslend.

vvvvv
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Definice 1.15. Necht G = (V,E) je rovinng graf s danym rovinnym nakresle-
nim a oznacme X = Uscpy(e) sjednoceni vsech oblouki tohoto nakresleni. Pak
stény grafu G (pri daném nakreslent) jsou komponenty obloukové souvislosti mno-
Ziny R*\ X, tj. mazimdini (vzhledem k inkluzi) obloukové souvislé podmmoziny
mnoZiny R*\ X.

KazZdy rovinny graf md jednu meomezenou sténu, tuto stenu nazveme vnéjsi
sténou. Ostatni stény nazveme vnitinimi sténami.

Rekneme, Ze hrana e € E je incidentni se sténou S, pokud oblouk v(e) tvori
cast hranice stény S. Stupném stény S budeme rozumeét pocet hran incident-
nich s S. Dvé stény Sy,55 nazveme sousednimi, pokud ,sdileji hranu, tedy pokud
existuje hrana e € E incidentni s obéma stenami Sy,55.

Definice 1.16. Necht G = (V,E) je rovinny graf s danym rovinngm nakreslenim
a X je mnoZina jeho stén. Dudlnim grafem grafu G nazveme graf G* = (X,E*),
kde {S1,S2} € E* prdvé tehdy, kdyz S1,S2 € ¥ jsou sousedni stény grafu G.

Zrejmeé plati, ze dudlni graf rovinného grafu je vzdy rovinny. Nyni jesté for-
malné definujeme obarveni grafu.

Definice 1.17. Necht k € N a mé&jme barvy by, . .. b,. Radné obarveni vrcholt
grafu G = (V,E) k barvami je zobrazeni x, : V. — {by,...,by}, kde pro kazZdé
dva sousedni vrcholy u,v € V' plati x,(u) # x,(v), tj. Zddné dva sousedni vrcholy
nemaji stejnou barvu.

Rédné obarveni hran grafu G = (V,E) k barvami je zobrazeni x. : E —
{b1,...,bx}, kde pro kazdé dvé sousedni hrany ef € E plati x.(e) # x.(f), t.
zZadné dve sousedni hrany nemaji stejnou barvu.

Necht G = (V,E) je rovinng graf s danym rovinngm nakreslenim a 3 je mno-
Zina jeho stén. Radné obarveni stén grafu G k barvami je zobrazeni y, : ¥ —
{b1,...,bx}, kde pro kaZdé dvé sousedni stény S1,52 € ¥ plati xs(S1) # xs(S2),
tj. Zadné dve sousedni stény nemaji stejnou barvu.

Nakonec uvedme formélni znéni problému ¢tyt barev. Protoze s nim budeme
pracovat jako s tvrzenim, jehoz platnost chceme dokazat, budeme pro néj pouzivat
mozna o néco presnéjsi nazev Véta o ctyrech barvach.

Véta 1.1 (o ¢tytech barvach). Pro libovolny rovinng graf existuje radné obarveni
jeho vrcholu 4 barvami.

Ekvivalentni znéni této vety tikd, Ze pro kazdy rovinny graf s danym rovinnym
nakreslenim existuje radné obarveni jeho stén 4 barvami. Tato ekvivalence je
ziejma — staci prejit k dudlnim graftm.

V nésledujicim textu budeme c¢asto pro struénost pouzivat vyraz obarvent
vrcholii grafu ctyrmi barvami. Vzdy tim budeme rozumét radné obarveni ¢tyfmi
barvami ve smyslu Definice [I.17] Analogické vyjadieni budeme pouzivat také pro
barveni hran ¢i stén grafu.



2. Kauffmanova reformulace

Cilem této kapitoly je reformulovat problém ¢tyt barev pomoci vektorového
soucinu v tiidimenzionalnim eukleidovském prostoru. Jeji obsah vychazi z Kau-
fimanova ¢lanku Map Coloring and the Vector Cross Product (Kauffman) [1990))
a velké ¢asti této kapitoly jsou jeho parafrazi, pripadné je v nich castecné vyuzit
preklad znéni nékterych definic a vét.

2.1 Motivace a zakladni pojmy

Abychom mohli formulovat Kauffmanovo tvrzeni, je nutné nejprve zavést né-
které pojmy a struktury, které nasledné prochazeji i celym diikazem. Na nich také
nejlépe uvidime souvislost vektorového soucinu s barvenim grafu, ktera na prvni
pohled neni prilis patrna. Prvni z téchto struktur je algebra s vektorovym souci-
nem, kterou Kauffman! (1990) v ivodu druhé sekce svého ¢lanku definuje takto:

Definice 2.1. Oznacme 1,5,k vektory kanonické baze 3-dimenziondlniho euklei-
dovského prostoru (R?). Pak algebra s vektorovym soucinem je definovdna ndsle-
dugjicimi rovnostmi (spolu s distributivitou a skaldrni linearitou):

00=0

00 =0 =0k =0=10=350=k0

=737 =kk=0

ij =k, ji=—k
ik =i kj=—i
ki=j,ik=—j

Jedna se o bé&zné vlastnosti vektorového soucinu v R?. Vzhledem k tomu, Ze
bude z kontextu vzdy jasné, ve které strukture pracujeme a o jaky soucin se
jednd, budeme v celé kapitole znacit vektorovy soucin dvou vektort v,w stejné
jako v definici vyse, tedy jednoduse vw namisto obvyklého v x w. Toto znaceni
je prejaté z Kauffmanova c¢lanku. Dodejme, Ze znaceni bazovych vektori, které
bylo pouzito, ukazuje nejen urcitou podobnost s kvaterniony, ale také prvni moz-
nou souvislost s barvenim grafi, totiz ¢tyrprvkovou mnozinu zakladnich symboli,
které v rovnostech vystupuji: ¢,7,k,0. Touto myslenkou se budeme podrobné za-
byvat pozdéji; nyni jde jen o to, upozornit na spojitost, ktera se v dalsim postupu
ukaze byt podstatnou. V této chvili je vSak dilezitéjsi jesté jedna vlastnost vek-
torového soucinu: neasociativita. Ta je zfejma uz z nésledujiciho jednoduchého
piikladu, ktery |[Kauffman| (1990)) uvadi ve svém clanku.

Priklad. Plati napt. (i1)j = 0j = 0, i(ij) = ik = —j, tedy vektorovy soucin neni
asociativni.

Praveé neasociativita vektorového soucinu je zakladni motivaci Kauffmanovy
reformulace a vede k nasledujicim definicim. Klicova je Definice 2.3, kterd vychazi
z Kauffmanovy definice ostrého reseni rovnice (viz Kauffman, (1990, Definition
2.1). Oproti Kauffmanovi vsak vice formalizujeme pojmy souvisejici s uzavorko-
vanimi vektorového soucinu a rovnicemi, ve kterych budou uzavorkované souciny
vystupovat. K tomu nam bude slouzit znaceni, které zavedeme v Definici 2.2.



Definice 2.2. Necht n € N a mejme uspordadanou n-tici po dvou riznych pro-
mennych (X1,...,X,). Ddle necht S = (sy,...,s,) € {i,7,k}" je libovolnd uspo-
rddand n-tice hodnot z mnoZiny {i,j,k} a L je néjaké uzdvorkovdini vektorového
soucinu X1 -+ X, (¢ili libovolné korektni umisténi levych a pravijch zdvorek mezi
proménné X1, ..., X, v jejich soucinu). Zavedeme ndasledujici znaceni:

o Vigrazem L(X) budeme rozumét soucin X --- X, uzdvorkovany uzdvorko-
vanim L.

o Vigrazem L*(X) budeme rozumét vyraz, ktery je zrcadlovym obrazem vy-
razu L(X), tedy soucin X, --- X1 uzdvorkovany uzdvorkovanim, které je
zreadloveé prevrdcené oproti uzdvorkovani L.

o Vgrazem L(S) budeme rozumét hodnotu uzdvorkovaného soucinu L(X) v al-
gebre s vektorovym soucinem (viz Definici[2.1]) po dosazeni hodnot sq, . . . sy,
za promenné Xq, ..., X,.

o Symbolem S* oznacime zrcadlovy obraz n-tice S, tedy S* = (sp,...,51).

Zrcadlovy obraz uzavorkovaného soucinu je konstrukce prevzata z Kauffma-
nova ¢lanku, kterou Kauffman (1990) definoval pouze neformélné a ilustroval ji
nasledujicim prikladem, ktery je zde zapsan pomoci nami zavedeného znaceni:

Priklad. Pro uzévorkovany soucin L(X) = (X1(X2(X3X4))) X5 mé jeho zrcadlovy
obraz nasledujici tvar: L*(X) = X5(((X4X3)X2)X1).

Definice 2.3. Necht n € N a méjme usporddanou n-tici po dvou rizniych promeén-
nych (X1,...,X,). Necht L,R jsou libovolnd dvé uzdvorkovdni soucinu Xy --- X,
a S je usporddand n-tice hodnot z mnoziny {i,j,k}. Rekneme, Ze S je ostré feSeni
rovnice L(X) = R(X) (v algebre s vektorovym soucinem), pokud L(S) = R(S)
a zdroven L(S),R(S) # 0.

Nyni jiz také mizeme uvést onu Kauffmanovu reformulaci problému ¢tyt barev
(viz Kauffman, 1990, Theorem A), jejiz diikaz je predmétem Kauffmanova clanku
a cilem této kapitoly:

Véta 2.1. Véta o ctyrech barvdach je ekvivalentni tvrzent, Ze pro kaZdé n € N a li-
bovolnd dvé uzavorkovini L,R soucinu Xy --- X, (kde (Xi,...,X,) je usporddand
n-tice po dvou riznijch proménnych) existuje ostré reseni rovnice L(X) = R(X).

2.2 Souvislost mezi uzavorkovanim a grafem

Abychom mohli Vétu [2.1|dokazat, musime jesté dale rozvinout souvislost mezi
uzavorkovanimi vektorovych soucint a konkrétnimi grafy. Zakladem je reprezen-
tace daného uzavorkovani pomoci binarniho stromu. Ve zbytku kapitoly budeme
uvazovat pouze n > 2, protoze pro n = 1 trividlné existuji praveé 3 ostra reseni
(1,j a k), cili tento pripad neovlivni platnost Véty , a konstrukce, které budeme
zavadét, by pro n = 1 nemély smysl.

Je vidét, ze kazdy uzavorkovany soucin n proménnych lze popsat pomoci
zaporné orientovaného binarniho stromu s pravé n listy tak, ze kazda vstupujici
proménnd odpovida jednomu listu, vysledny produkt jeho kofeni a kazdy jiny



vrchol odpovida soucinu jeho dvou otcii. V tomto pripadé jsme zvolili zdpornou
orientaci binarniho stromu, protoze prirozenéji vystihuje strukturu postupného
nasobeni a je také vhodnéjsi pro dalsi upravy, které budeme s grafy provadét.
Orientaci vsak vyuzijeme pouze pri postupném néasobeni a prifazovani hodnot
vrcholtim, poté jiz vétsinou budeme pracovat se symetrizaci téchto stromi.

Reprezentace uzavorkovani pomoci binarniho stromu je jednou z hlavnich mys-
lenek Kauffmanova ¢lanku (Kauffman) [1990)), ovsem s tim rozdilem, ze Kauffman
pouziva pouze neorientované stromy. Nam zde bude orientace slouzit jako po-
mocna konstrukce, kterd umozni hovorit o mezisoucinech uvnit stromiu formal-
néjsim zpusobem. Nasledujici ilustracni priklad je rovnéz prevzat z Kauffmanova
clanku a grafické znazornéni binadrniho stromu je inspirovano prislusnym Kauff-
manovym obrazkem (Kauffman, (1990, Fig. 2).

Priklad. Pro n = 5 a proménné X;,..., X5 mizeme jejich uzavorkovany soucin
(X1X2)((X3X4)X5) reprezentovat nasledujicim binarnim stromem:

X1 Xo X3 Xy X5

~

Je ztejmé, ze pro kazdy takovy binarni strom s n listy naopak existuje néjaky
uzavorkovany soucin, ktery je timto stromem popsan. Ve skutecnosti existuje
pravé jeden a zaporné orientované binarni stromy o n listech jsou v bijekci s uza-
vorkovanymi souc¢iny n proménnych (a tedy i samotnymi uzavorkovanimi).

Nyni mame pripraveno vse potiebné, abychom mohli zavést konstrukei, ktera
nam umozni propojit existenci ostrych feseni s barvenim konkrétnich grafia. Méj-
me tedy n € N, n-tici proménnych (X,...,X,) a dvé libovolna uzavorkovani
L,R sou¢inu X; --- X,,. Ozna¢me T'(L) binarni strom, ktery reprezentuje uzavor-
kovany soucin L(X) (tak, jak bylo popsdno vyse), a T(R*) strom reprezentujici
R*(X). Jedna se o znaceni, které Kauffman| (1990) pouzivd pro neorientované
verze (Cili symetrizace) stromu reprezentujicich dand uzévorkovani. Konstrukee,
ktera nasleduje, je potom stézejni myslenkou Kauffmanova clanku.

Oznac¢me ki, resp. k, kofen stromu T'(L), resp. T(R*) a pro kazdéi=1,....n
oznac¢me [;, resp. r; list stromu T'(L), resp. T'(R*), ktery v ném zastupuje promén-
nou X;. Necht dale u;, resp. v; je syn listu [;, resp. r;. Graf, pro ktery Kauffman
(1990) zavadi znaceni M(L,R), vznikne tak, Ze umistime symetrizace stromu
T(L),T(R*) vedle sebe a ,propojime* je nasledujicim zptsobem. P¥idame hranu
{ki,k.}, cili spojime hranou jejich koreny, a pro kazdé ¢ priddme hranu {l;,r;}, ¢ili
spojime dvojice listi zastupujicich tutéz proménnou. Zde je vidét, pro¢ chceme
T(L) propojit s T(R*) namisto T'(R): vyhneme se tim kiiZzeni hran spojujicich
jejich listy a graf M (L,R) bude vzdy rovinny. Poté jesté pro kazdé i ,smazeme*
vrcholy I;,r; (coz jsou v tuto chvili jediné vrcholy stupné 2) a misto tii hran
{uwi,l;i},{li,ri},{ri,v;} vznikne pouze jedna (,delsi“) hrana {w;,v;}. Nyni uz jsou
vSechny vrcholy takto vytvoreného grafu M(L,R) stupné 3, a graf M(L,R) je
proto kubicky.



Nésledujici priklad vychazi z dalsiho Kauffmanova ilustra¢niho obrazku (Kau-
fiman/ 1990, Fig. 3), kterym Kauffman definuje graf M (L,R).

Priklad. Méjme proménné X, ..., X, a dvé uzavorkovani L,R jejich soucinu ta-
kovd, ze L(X) = (X1X2)(X3Xy) a R(X) = X1((X2X3)X4). Potom ze symetrizaci
stromu T'(L) a T(R*) sestrojime graf M (L,R) nésledujicim zptsobem:

X, Xy X3 Xy Xy X3 X9 Xy

symetrizace T'(L) symetrizace T'(R*)

graf M (L,R)

Spolecné s touto konstrukei zavadi Kauffman! (1990) jesté jednu strukturu,
kterou pri barveni grafti rovnéz vyuzijeme:

Definice 2.4. Méjme prvky E,1,J,K. Na nich definujeme algebraickou strukturu
ndsledugjicimi rovnostmsi:

EFE=F

EI=1FJ=J FK =K

II1=JJ]=KK=F

1J=K

Kauffman dodéva (a je snadno vidét), ze se jednd se o komutativni a asocia-
tivni systém, ktery je bézné oznacovan jako Kleinova ¢tyiprvkova grupa. Vsim-
néme si také, ze pro souciny dvou ruznych prvki z mnoziny {I,J,K} plati v této
struktufe podobné rovnosti jako v algebfe dané Definici[2.1] zde pouze ,ignoruji*
znaménko.

Nyn{ se miizeme pfesunout k samotnému diikazu Véty [2.1]



2.3 Implikace <

Nejdiive se zamérime na diikaz implikace zprava doleva, tedy tvrzeni, Ze z exis-
tence ostrého Feseni rovnice L(X) = R(X) pro libovolna dvé uzdvorkovani L,R
plyne platnost Véty o ¢tyfech barvach pro libovolny obecny (rovinny) graf. Pravé
tato implikace je dtlezitym krokem v pokusu o alternativni diikaz Véty o ¢tyrech
barvach. Kauffman (1990) se ve svém ¢lanku vice zabyva dikazem opacné im-
plikace a této vénuje jen nékolik zbéznych poznamek. Dikaz, ktery bude uveden
v této sekci, tedy volné pracuje s konstrukcemi a obecnymi myslenkami zavede-
nymi Kauffmanem a doplnuje chybéjici ¢lanky dikazu Kauffmanovy reformulace.

Predpoklddejme tedy, ze pro n-tici proménnych (Xj,...,X,) a libovolna dvé
uzavorkovani L,R jejich sou¢inu existuje ostré feseni rovnice L(X) = R(X).
Ozna¢me S uspordadanou n-tici hodnot z mnoziny {i,5,k}, kterd po dosazeni
do n-tice proménnych (X, ...,X,,) di néjaké ostré reseni této rovnice. Plati tedy
L(S) = R(S), kde hodnoty na obou stranich jsou nenulové.

Nyni uvazujme stromy 7'(L) a T(R*) reprezentujici uzavorkovani L a R*.
Jejich listy oznac¢ime symboly 7,7,k podle toho, jaké hodnoty nabyva prislusna
proménnd v n-tici S (resp. S* pro T'(R*)). Déle budeme postupovat ve stromech
smérem doli a kazdy vrchol ozna¢ime souc¢inem (ve smyslu Definice hodnot
pritazenych jeho dvéma otctim. Koren pak ponese hodnotu vysledného produktu.

Priklad. Vrchol, jehoz dva otcové nesou hodnoty i a k (v tomto poradi), oznacime
hodnotou ik = —j.

—J

Podobné schéma uvadi Kauffman v obecnosti pro dvé proménné a jejich soucin
(viz [Kauffman| 1990, Scheme 1).

Pro stromy T'(L) a T(R) by kofen nutné musel mit stejnou hodnotu, pro-
toze L(S) = R(S). Jak tomu vSak bude pro stromy T'(L) a T(R*)? Dokazeme
nasledujici jednoduché lemma:

Lemma 2.2. Plati R*(S*) = R(S) nebo R*(S*) = —R(S).

Diikaz. 'V uzavorkovani R* nasobime postupné mezisouciny stejnych promén-
nych jako v uzavorkovani R, pouze kazdou dvojici mezisoucinii nasobime v opac-
ném poradi. V pripadé, ze alespon jeden ze dvou takovych ¢initelt je roven 0,
je jejich soucin rovnéz nulovy (nezdvisle na potadi ¢initel) a tvrzeni plati, pro-
toze R(S) = R*(S*) = 0. Necht se tedy jednd o soucin dvou hodnot z mnoziny
{#i,+ j, £ k}. Zména poradi ¢initelt pak implikuje zménu znaménka jejich sou-
¢inu (Definice [2.1)), ale absolutni hodnota kazdého mezisoucinu ziistane stejnd
jako absolutni hodnota odpovidajiciho mezisouc¢inu v uzavorkovani R. Z toho
plyne R*(S*) = £R(S5).

O

Disledek. Specidlné plati, ze R(S) # 0, pravé kdyz R*(S*) # 0.
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V obou stromech T'(L), T(R*) ozna¢me kazdou hranu absolutni hodnotou hod-
noty vrcholu, ze kterého vychazi. Kdyz poté symetrizace obou stromt spojime
do grafu M(L,R), mame jiz oznacené vSechny hrany této mapy kromé spojnice
korenti a hran obsahujicich listy vychozich stromt. Hranu vedouci mezi kotreny
oznacime absolutni hodnotou hodnot ptirazenych kotrentim. To Ize udélat, protoze
podle Lemmatu plati L(S) = R(S) = £R*(S*), a proto |L(S)| = |R*(S")|.
Hrany obsahujici listy oznac¢ime absolutni hodnotou hodnot téchto listl, coz je
mozné vzhledem k tomu, ze tyto hrany spojuji listy reprezentujici stejné pro-
ménné, a listy obsazené v téze hrané proto musi mit stejnou hodnotu.

Priklad. Vratme se k prikladu ze sekce 2.2. Mame-li L(X) = (X;X5)(X3X}y)
a R(X) = X1((X2X3)Xy), pak ostré feSeni rovnice L(X) = R(X) je napf.
¢tvetice S = (k,i,j,0), protoze plati (ki)(ji) = j(—k) = —i a také k((ij)i) =
k(ki) = kj = —i. Tuto ¢tverici ,dosadime* do stromua 7'(L),T(R*) tak, jak bylo
popsano na zacatku této sekce, a dopocitame hodnoty vSech vrcholi (na obrazku
nize zapsany ¢erné). Nédsledné aplikujeme postup popsany vyse — oznac¢ime hrany
obou stromu pfislusnymi absolutnimi hodnotami (zapsany ¢ervené) a vytvorime
obarveny graf M(L,R).

graf M(L,R)

Nyni tedy muzeme ¥ici, Ze jsme ,obarvili“ hrany grafu M (L,R) tfemi barvami
1,7,k. Toto obarveni je navic takové, ze zadné dvé sousedni hrany nemaji stejnou
barvu — to plyne pifmo z vlastnosti ndsobeni v algebie z Definice 2.1} Jak jiz
bylo feceno, M (L,R) je kubicky graf. Jedna z hran vedoucich z daného vrcholu
je vzdy obarvena absolutni hodnotou soucinu ostatnich dvou hran, které tento
vrchol obsahuji. Tyto dvé hrany nemohou byt obarveny stejnou barvou, jinak
by jejich souc¢in byl nulovy, coz je ve sporu s nenulovosti vysledného produktu
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(ostrého feseni L(X) = R(X)). Jedna se tedy o dvé rizné hodnoty z mnoziny
{i,5,k} a podle Definice 2.1]je jejich soucinem (v absolutni hodnoté) t¥eti hodnota
z této mnoziny. Tedy v kazdém vrcholu spolu sousedi pravé jedna hrana barvy ,
jedna hrana barvy j a jedna hrana barvy k. Nakonec provedeme jesté jeden krok,
ktery nam dale umozni s barvami hran snaze pracovat: vSsechny hrany barvy ¢
,prebarvime® na I, hrany barvy j na J a hrany barvy k na K.

Toto hranové obarveni pouzijeme k tomu, abychom obarvili stény tohoto grafu
¢tyrmi barvami E,1,J,K. Protoze libovolna permutace téchto barev neovlivni rad-
nost obarveni (tj. odliSnost barev sousednich stén), mizeme bez Gjmy na obecnosti
obarvit vnéjsi sténu barvou E. Ostatni stény potom obarvime tak, aby platilo, ze
kazda hrana nese hodnotu rovnou souc¢inu hodnot stén, které tuto hranu sdileji.

Algoritmus, kterym vytvorime takové obarveni, je velmi jednoduchy. Staci
zaCit od vnéjsi stény a postupovat shora doli, kdy pri kazdém , prechodu“ hrany,
puvodneé vzniklé ze spojnice listi, prifadime dalsi sténé soucin hodnoty predchozi
stény a hodnoty dané hrany.

O néco formélnéji miazeme barvici algoritmus popsat takto:

1. Pro i = 1,...,n ozna¢ime h; hranu grafu M(L,R), kterd odpovida pro-
meénné X; ve vychozich stromech T'(L),T(R*). Barvu hrany h; (pfislusny
prvek Kleinovy grupy) oznac¢ime B(h;).

2. Déle oznacime Sy vnéjsi sténu grafu M(L,R) a pro i = 1,...,n induktivné
oznacime S; sténu, ktera sousedi se sténou S,_; pres hranu h;.

3. Sténé Sy pritadime barvu B(Sy) = E a pro kazdé i = 1,...,n prifadime
sténé S; barvu B(S;) = B(S;-1) - B(h;).

Priklad. Vysledné obarveni stén pro graf M (L,R) z predchoziho prikladu bude
vypadat takto (Cervené jsou popsany preznaCené hodnoty hran, ¢erné obarveni
stén vygenerované algoritmem):

Podobny obrazek 1ze najit v Kauffmanové ¢lanku (viz|Kauffman, 1990, Fig. 4),
kde vsak ma ilustrovat spise opacnou implikaci, totiz ze fadné obarveni stén urcuje
néjaké ostré reseni prislusné rovnice. My naopak potiebujeme ukazat, ze obarveni
stén, generované ostrym resenim za pouziti postupu uvedeného vyse, je skutecné
fadnym obarvenim grafu M (L,R).
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Tvrzeni 2.3. Barvici algoritmus popsany vyse generuje radné obarveni sten grafu
M(L,R) ctyrmi barvami EI,J K.

Diikaz. 7 vlastnosti nasobeni v Kleinové grupé (viz Definici je zfejmé, ze
pro kazdé i € {1,...,n} plati B(S;) # B(S;-1), protoze B(h;) # E pro kazdé i.
Nyni uvazujme dvé sousedni stény S,S;, kde k,l € {0,...,n},k <1 — 1. Tyto
stény tedy nesdileji zadnou z hran h;. Potfebujeme ukazat, ze i v tomto pripadé
plati B(Sy) # B(S)).
Hrana h, pres kterou sousedi stény S,S;, odpovida mezisouc¢inu proménnych
X; pro k41 <i <. Nésobeni v Kleinové grupé je asociativni, takze barva B(h)
hrany h je rovna [I._, ., B(h;). Algoritmus dava B(S;) = B(Sk) - [T} 41 B(hi),
tedy B(S;) = B(Sk) - B(h). Protoze B(h) # E (barvy hran jsou prvky mnoziny
{I,J,K}), plati B(S;) # B(Sk).
O

7, asociativity nasobeni v Kleinové grupé tedy plyne i to, ze pokud bychom

barvicim algoritmem obarvili stény v jiném poradi nez shora doli a ptres hrany
odpovidajici spojnicim listti, dostali bychom stéale stejné obarveni (pti pevné dané
barveé vnéjsi stény B(Sp) = E).
Priklad. Na obrazku vyse spolu sousedi stény 55,54 a mdme B(Sy) = J, B(Sy) =
I. Dle barviciho algoritmu plati B(Ss) = B(S3) - B(hy) = B(Ss) - B(hs) - B(hy).
Sou¢in B(hs) - B(hy) = JI = K odpovidd barvé hrany, pres kterou spolu stény
Ss,S4 sousedi (jde o hranu barvy K v levé ¢asti grafu). Barvu stény S; bychom
tedy ekvivalentné mohli dostat primo prechodem ze stény S, pres tuto hranu.

Zatim jsme dokazali, Ze pro kazdy rovinny kubicky graf vznikly spojenim dvou
binarnich stromu do grafu M(L,R) lze jeho stény rddné obarvit ¢tyfmi barvami.
K dokonceni diikazu této implikace Kauffmanovy reformulace budeme potiebo-
vat vétu, ktera je jednim z vysledki Whitneyho prace A Theorem on Graphs
(Whitney, |1931)). Kauffman (1990) na tento Whitneyho ¢ldnek odkazuje v jedné
z poznamek na konci druhé sekce své prace, kde uvadi, ze se jedna o vétu nutnou
k dokonceni dikazu Véty . Vztah této véty ke grafim typu M (L,R), které jsou
stézejni myslenkou Kauffmanova diitkazu, vSak naznacuje jen velmi strucné. My se
pokusime tuto souvislost rozebrat podrobnéji, ackoli samotnou Whitneyho vétu
dokazovat nebudeme; jeji dikaz je mozné nalézt ve vyse zminéném Whitneyho
¢lanku.

Nez vsak budeme moci tuto vétu formulovat, je tfeba zavést jesté jednu kon-
strukei, kterou |Whitney| (1931) nazyva normdini forma grafu nebo také polygo-
ndlni konfigurace. My pro ni budeme pouzivat oznaceni polygondlni triangulace,
které jeji podstatu vystihuje mozné o néco presnéji. Definice, kterou zde uvedeme,
vychazi z Whitneyho popisu normélni formy a prislusného ilustracniho obrazku
(viz|Whitney|, 1931, Fig. 2), ale zavadi tuto konstrukei trochu odlisnym zpusobem
a doplnuje ji o nékolik dalsich pojmi, které dale vyuzijeme.

Definice 2.5. Necht n € N,yn > 3. Necht G je souvisly rovinny graf na n vr-
cholech, ve kterém existuje kruznice na vSech n vrcholech (¢ili je hamiltonovsksy).
Necht ddle pro graf G existuje rovinné nakresleni takové, Ze tato kruznice na n vr-
cholech je reprezentovdna pravidelngm n-thelnikem v roviné a navic stupen kazdé
stény grafu (véetné vnéjsi stény) je pri tomto nakresleni roven 3. Graf G spolu
s timto jeho nakreslenim nazveme polygonalni triangulaci na n vrcholech.
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U kazdé polygondlni triangulace budeme rozlisovat 3 typy hran. Hrany repre-
zentované stranami n-uhelniku nazveme zakladnimi hranami, hrany reprezento-
vané oblouky uvnitr n-uhelniku nazveme vnitinimi hranami a hrany reprezento-
vané oblouky vneé n-uhelniku nazveme vnéjsimi hranami.

Priklad. Polygondlni triangulace na 7 vrcholech mize vypadat napriklad takto:

Rozmyslime si néasledujici vlastnost polygonalnich triangulaci:

Tvrzeni 2.4. Pocet vnitrnich hran polygondlni triangulace P na n vrcholech je
stejny jako pocet jejich vnejsich hran a je roven n — 3.

Dikaz. Uvazujme polygonalni triangulaci P’ na n vrcholech, jejiz vnitini hrany
jsou tvoreny vnéjsimi hranami P a vnéjsi hrany naopak vnitinimi hranami P.
Hrany téhoz typu (vnitini nebo vnéjsi) se v P navzajem nekiizi a tato vlastnost
se nezméni, kdyz vnitini hrany zaménime za vnéjsi a naopak. P’ je tedy stejné
jako P rovinny graf a obé polygonalni triangulace jsou navzajem isomorfni. Pokud
ukazeme, ze kazda polygonalni triangulace ma n — 3 vnitinich hran, pak pocet
vnéjsich hran P, ktery se rovna poctu vnitinich hran P’; je také roven n — 3.

Staci tedy urc¢it pocet vnitinich hran P. Budeme postupovat indukci podle n.

Pro n = 3 tvrzeni ziejmé plati, protoze polygonalni triangulace na 3 vrcholech
je tvorena pouze trojuhelnikem a kromé hran tvorenych jeho stranami zadné dalsi
(vnitini ani vnéjsi) hrany nema.

Pro n > 4 plati, ze P musi mit alespon jednu vnitini hranu (oznac¢ime ji e),
jinak by v P existovala sténa stupné vice nez 3. Hrana e déli n-thelnik na dva
mensi mnohothelniky, které sdileji tuto hranu, tedy na k-tthelnik a [-thelnik, kde
El>3k+1l=n+2.

Pocet vnitinich hran P je o 1 vétsi (hrana e) nez soucet pocti vnitinich hran
obou mensich mnohouhelnikt. Pouzijeme-li induk¢ni predpoklad na pocet vnitt-
nich hran k-thelniku a [-thelniku, dostaneme, Ze pocet vnittnich hran P je roven
(k—=3)+(1—-3)+1=k+1—-5=n+2—-5=n— 3, coz jsme chtéli dokazat.

m
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Nyni jiz mtzeme uvést Whitneyho ekvivalentni reformulaci Véty o ¢étyrech
barvach, kterou pouzijeme k dokonceni ditkazu. Jedné se o upravené znéni véty,
kterd se nachézi na konci prvni sekce Whitneyho ¢lanku (viz [Whitney, 1931}
Equivalent Statement of the Four Color Map Problem).

Véta 2.5. Veéta o ctyrech barvdch plati pravé tehdy, kdyz vrcholy kazdé polygo-
ndlni triangulace lze obarvit ctyrmi barvams.

To znamend, ze Vétu o c¢tyrech barvach staci dokazat pro tento specidlni
typ grafii. Zbyva tedy ukézat, jak souvisi polygondlni triangulace s grafy tvaru
M (L,R), které jiz obarvit umime. Ve skutecnosti dokdzeme, ze kazda polygonalni
triangulace tvori dudlni graf néjakého grafu tvaru M(L,R).

Meéjme libovolnou polygonalni triangulaci P na n vrcholech. Myslenkou na-
seho dukazu bude, ze hrany P téhoz typu (vnitini ¢i vnéjsi) lze urcitym zptusobem
reprezentovat binarnim stromem s n — 1 listy. Pro kazdy typ hran potom dosta-
neme jeden takovy binarni strom a spojenim obou téchto stromu vznikne graf
tvaru M (L,R) (s n sténami). Nejlépe je to zfejmé z nasledujictho piikladu.

Priklad. Na obrazku nize je jednoducha polygonalni triangulace na 4 vrcholech
a graf tvaru M (L,R), ktery je jejim dudlnim grafem. Ten sestava ze dvou propo-
jenych binarnich stromi, z nichz levy reflektuje vztahy dané vnitinimi hranami
(v tomto pripadé jednou hranou) polygondlni triangulace a pravy vztahy dané
vnéjsimi hranami (hranou). Vrcholy a stény oznacené stejnym ¢islem si navzajem
odpovidaji.

Duélni graf polygonalni triangulace P na n vrcholech musi mit n stén. Je
snadno vidét, ze graf tvaru M (L,R) mé n stén pravé tehdy, kdyz se skldda ze dvou
bindrnich stromu s n — 1 listy. Déle plati, ze kazdy (zaporné orientovany) binarni
strom s n — 1 listy mé pravé n — 2 dalsich vrcholi véetné kofene (to plyne primo
z definice — vSechny vrcholy kromé listh maji pravé dva otce a vsechny vrcholy
kromé korene maji pravé jednoho syna). Tedy takovy graf M(L,R) mé 2n — 4
vrcholi.

Podle Tvrzeni2.4mé P n—3 vnitinich a n—3 vnéjsich hran. Oblouky vnitinich
hran tedy déli vnittek n-tthelniku na n — 2 oblasti — stén grafu P. Totéz plati
pro vnéjsi hrany a oblasti vné n-ithelniku. Dohromady tedy mame, ze pocet stén P
je roven poctu vrchola grafu M (L,R) o n sténach, coz je nutnou podminkou, aby
takovy graf M (L,R) mohl byt dudlnim grafem polygonélni triangulace P. Dulezité
je také to, ze graf M (L,R) je kubicky, protoze v triangulaci P sousedi kazda sténa
prave se tfemi jinymi sténami.

Kazdé sténé P musi odpovidat jeden vrchol grafu M (L,R). Jak uz jsme nazna-
¢ili vyse, budeme se snazit zobrazit stény ,uvniti“ n-tthelniku na vrcholy jednoho
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z bindrnich strom, tvoricich graf M(L,R), a stény ,,vné“ n-thelniku na vrcholy
toho druhého stromu. Bez jmy na obecnosti mizeme pro stény ,uvniti* n-
uhelniku zvolit levy binarni strom.

Déle si uvédomme, ze staci zkonstruovat jen jeden z binarnich stromi, napr.
ten levy. Pro pravy strom pak sta¢i prejit k polygondlni triangulaci P’ (jako
v dikazu Tvrzeni , kterd vznikne z P zaménénim vnitfnich a vnéjsich hran,
a zkonstruovat pro ni levy strom. Pravy strom pro P bude odpovidat zrcadlovému
obrazu levého stromu pro P'.

Nyni si tedy odmyslime vSechny vnéjsi hrany P a vnitini stény zbylého grafu
se budeme snazit prevést na vrcholy té ¢asti grafu M (L, R), kterd je tvorena levym
binarnim stromem. Vrcholy P oznac¢ime postupné po obvodu n-thelniku (v libo-
volném sméru) ¢isly 1, ... ,n. Stény grafu M (L,R) o¢islujeme rovnéz 1, ... n, a to
opét vzestupné smérem ,shora doli“ (tedy ¢islo 1 ndlezi vnéjsi sténé). Vztahy
dané zakladnimi hranami P jsou tak v M (L,R) obsazeny trivialné.

Predstavime si jakousi ,,osnovu“ levého binarniho stromu, kde jsou pevné dané
pouze listy, kofen a spojnice kotfene a krajnich listi a zbytek tvori ,souradnicovy
systém*, kde soutadnicemi jsou jednotlivé ocislované stény. Do tohoto souradni-
cového systému se nyni budeme snazit doplnit zbyvajici vrcholy tak, aby vztahy
mezi sténami M (L,R) odrazely vztahy mezi vrcholy P dané vnitinimi hranami P.

Pokud budeme uvazovat stejné nakresleni stromu, jaké jsme pouzivali v celé
této kapitole pro reprezentaci uzavorkovani pomoci binarnich stromu, vidime, ze
z kazdého listu musi vést hrana smérem Sikmo dolt jednim ze dvou smért —
doleva nebo doprava. Totéz potom bude platit pro kazdy dalsi umistény vrchol.
Vezmeme postupné vsechny stény vytvorené uvnitt n-thelniku vnitinimi hra-
nami P. Kazdy z téchto ,trojihelniki“ jednoznacné urcuje jeden vrchol M (L,R)
v tom smyslu, ze ,,vybird“ jeden ze dvou sméri, kterym musi vést néktera hrana
v M(L,R). Pouze jeden smér totiz umoznuje, aby se v nékterém vrcholu M (L,R)
setkaly 3 stény prislusné vrcholiim daného trojihelniku v P.

Je dilezité si uvédomit, ze i koren, ktery je pevné dany, odpovida jednomu
z trojuhelniki, a sice tomu s vrcholy 1 a n. Pokud bychom méli naznacit algo-
ritmus, jakym je mozné urcit vSechny vrcholy M (L,R) co nejjednodussim zpuso-
bem, pak poznamenejme, zZe je vyhodné zacit trojuhelniky, jejichz vrcholy tvori
tfi po sobé jdouci vrcholy n-tthelniku. Tyto trojuhelniky totiz predstavuji syny
listti v binarnim stromu, a tedy umozni postupovat ve stromé shora dolt od nej-
vice zfejmych vztaht k tém méné ziejmym. Pokracovat pak mizeme trojihelniky,
které s témi predchozimi v P sousedi, a odpovidaji tedy synum vrchola M (L,R),
které byly vytvoreny v predchozim kroku.

Alternativnim pristupem je induktivni algoritmus, kdy naopak budeme postu-
povat smérem od kotene k listiim. Jak bylo fec¢eno, koreni odpovida trojuhelnik
tvaru Ink (kde k € {2,...,n—1}). Vnitiek P lze rozdélit na dvé mensi polygonalni
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triangulace (resp. jejich vnitiky) s vrcholy {1,...,k} a {k,... n}, které sousedi
pres trojihelnik 1nk (ten nepatii ani do jedné z nich). Ve specidlnim pripadé,
kdy k = 2 nebo k = n — 1 bude jedna z téchto mensich triangulaci ,prazdna“.
Kofeny binarnich stromu, prislusné dvéma mensim triangulacim, pak budou tvo-
rit dva otce puvodniho kofene (reprezentovaného trojihelnikem 1nk). Déle tedy
staci zkonstruovat binarni stromy pro obé mensi polygonalni triangulace. Ty lze,
dokud je to mozné, v dalsich krocich délit na jesté mensi triangulace a postupné
tak urcit vSechny vrcholy stromu pro P jako koreny stale mensich c¢asti P. Miuze
byt také vyhodné kombinovat tento zptisob s tim, ktery byl popsan v predchozim
odstavci.

Priklad. Pro n = 7 a polygonélni triangulaci P z prikladu za Definici muzeme
vnitini hrany P reprezentovat pomoci (symetrizace) levého bindrniho stromu zpt-
sobem ukdzanym na obrazku niZe. Strom je znazornén jako ¢ast grafu M(L,R),
tj. listy jsou vynechany a $ipky ukazuji propojeni se zbytkem grafu. Cerné jsou
o¢islovany vrcholy P a odpovidajici stény M (L,R). Plnou ¢arou je znazornéna
,osnova“ stromu, te¢kovanou ¢arou je naznacen ,soufadnicovy systém®. Cervené
jsou zakresleny postupné pridané vrcholy a hrany, cervené trojice ¢isel oznacuji
vrcholy P tvorici trojihelnik, ktery je danym vrcholem M (L,R) reprezentovan.

Pozndmka. Je vidét, ze jedné polygonalni triangulaci mize odpovidat vice riz-
nych grafa typu M (L,R), resp. dvojic uzavorkovani, protoze zalezi na tom, jak
o¢islujeme vrcholy triangulace (kterym smérem a kterému vrcholu pfifadime
¢islo 1). Polygondalni triangulace tedy nejsou v bijekci s dvojicemi uzavorko-
vani. Nam vsak staci, ze pro kazdou triangulaci existuje alespon jeden graf typu
M(L,R), ktery je jejim dualnim grafem.

Tim je dikaz této implikace dokoncen. Pokud obarvime stény grafu typu
M(L,R), ktery je dudlnim grafem P, ¢tyfmi barvami a vrcholy P nasledné obar-
vime stejnou barvou jako piislusné stény M(L,R), dostaneme tadné obarveni
vrcholi P ¢tyfmi barvami. Podle Véty tedy plati Véta o ¢tyrech barvach.

2.4 Implikace =

Nyni dokazeme opacnou implikaci, ktera tika, ze za predpokladu, ze plati Véta
o ¢tyTech barvach, existuje pro libovolna dvé uzavorkovani L, R ostré feseni rovnice
L(X) = R(X). Dukaz této implikace je v ¢lanku (Kauffman| [1990) rozepsén
pomérné podrobné, proto se v této sekci budeme vétsinou drzet myslenky dikazu,
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jak ho provedl Kauffman, a pouze doplnime chybéjici podrobnosti ¢i vysvétleni
neékterych souvislosti.

Méjme tedy n-tici proménnych (Xi,...,X,) a libovolnd dvé uzévorkovani
L,R jejich soucinu. Sestrojme graf M(L,R) tak, jak bylo popsano v sekci 2.2.
Graf M(L,R) je rovinny, a tedy podle predpokladu lze jeho stény obarvit ¢tyrmi
barvami F,I,J, K. Navic je kubicky, takze v kazdém jeho vrcholu se setkévaji pravée
tii stény (navzajem ruzné barvy), a pritadime-li kazdé hrané soucin hodnot dvou
stén, které tuto hranu sdileji, ziskame radné obarveni hran tfemi barvami I,J K.
Rédnost obarveni a to, Ze se v ném nebude vyskytovat barva E, plyne pfimo
z vlastnosti nasobeni v Kleinové grupé (viz Definici [2.4)).

Kazdy vrchol je obsazen pravée ve trech hranéch, z nichz jedna nese hodnotu I,
jedna hodnotu J a jedna hodnotu K. Pokud si do grafu M (L,R) dosadime orien-
taci, ktera platila ve vychozich stromech T'(L) a T'(R*) (tedy zadpornou orientaci
shora doli1), muzeme fici, Ze hodnota hrany vychazejici z daného vrcholu je sou-
¢inem hodnot dvou hran, které v ném kon¢i (ve smyslu Definice . Nyni na-
hradime symboly I,J,K odpovidajicimi hodnotami i,j.k (I — i, J — j, K — k).

Pozndmka. Tento postup barveni hran grafu M (L,R) pouziva i Kauffman a dopl-
nuje jej obrazkem, ktery jsme uvedli v minulé sekei (s. 12) jako ilustraci barviciho
algoritmu (Kauffman| 1990, Fig. 4).

Kauffman (1990)) dale popisuje, jak toto obarveni hran generuje ostré reseni

rovnice |L(X)| = |R(X)]|, coz si uvedme o néco podrobnéji. Hodnota hrany,
kterd v grafu M (L,R) spojuje kofeny vychozich stromt, odpovida hodnoté feseni
rovnice |L(X)| = |R*(X)|. Toto Teseni je nenulové (v algebraické strukture dané

Definici|2.4Jodpovida 0 prvku E, ktery se v obarveni hran grafu M (L,R) nevysky-
tuje) a podle Lemmatu[2.2] je to rovnéz hodnota Tesen rovnice |L(X)| = |R(X)|.
Nakonec hodnoty hran, které vznikly spojenim a naslednym smazanim lista vy-
chozich stromil, mizeme provizorné priradit danym listim ve vychozich stro-
mech. Kdyz néasledné prec¢teme hodnoty listi stromu 7'(L), resp. T(R*) zleva
doprava, dostaneme n-tici S, resp. S*, ktera dosazenim do uzavorkovani L, resp.
R* generuje zminéné ostré feseni rovnice |L(X)| = |R*(X)|, a tedy i rovnice
|L(X)| = [R(X)].

Méame tedy n-tici S, kterd reprezentuje ostré feseni rovnice |L(X)| = |R(X)|,
jinymi slovy se jedna bud o ostré feSeni rovnice L(X) = R(X), nebo o ostré
reseni rovnice L(X) = —R(X). Zbyva ukazat, Ze toto znaménko bude vzdy
kladné, tedy nastane prvni moznost a skutecné jsme dostali hledané ostré reseni
rovnice L(X) = R(X). Tomu se budeme vénovat ve zbytku této sekce a stejné
jako Kauffman pfi tom vyuZijeme pojem formace (Kauffman ve spojeni s timto
pojmem odkazuje na praci Spencer-Browna). Jesté predtim vsSak pro tdplnost
pridame i definici krivky v roviné a souvisejicich pojm.

Definice 2.6. Necht a,b € R,a < b. Kiivka v roviné je spojité zobrazeni uzavre-
ného intervalu [a,b] do R?. Obrazem kiivky rozumime jeji obor hodnot.

Pocatetnim bodem krivky ¢ : [a,b] — R? rozumime bod ¢(a), koncovym bo-
dem bod ¢(b). Tyto dva body budeme nékdy oznacovat souhrnngm ndzvem krajni
body. Krivka ¢ se nazjvd uzaviend, pokud ¢(a) = ¢(b), a jednoducha, pokud je
zobrazeni ¢ prosté.

Jednoduchd uzaviend kiivka je tedy (zjednodusené feceno) kiivka, jejiz obraz
s vyjimkou krajnich bodii neprotind sam sebe a jejiz pocatecni a koncovy bod
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jsou totozné.
Nésledujici definice vychazi z definice formace, uvedené v Kauffmanové ¢lanku
(viz [Kauffman|, 1990, Definition 3.1).

Definice 2.7. Formace F' je sjednoceni RU B dvou mnozin R,B jednoduchijch
uzavrenych krivek v roviné s nasledugjicimi vlastnostmi:

1. Obrazy krivek nalezejicich do téZe mnoZiny jsou po dvou disjunktni.

2. Krivky ¢, takové, Ze ¢ € R a ¥ € B, mohou sdilet cdst obrazu. V takovém
pripadé bud jedna krivka druhou protne (kiizeni), nebo se ji pouze dotkne,
aniz by ji prekrizila (odraz).

Jinymi slovy, nazveme-li R mnozinou c¢ervenych kiivek a B mnozinou modrych
krivek, pak plati, Ze krivky stejné barvy se navzajem nedotykaji ani neprotinaji,
zatimco krivky odlisné barvy mohou sdilet ¢ast obrazu jednim ze dvou zptsob,
které jsou schematicky znazornéné na obrazku nize. Totéz znazornéni spolu s pri-
kladem formace lze nalézt v Kauffmanové ¢élanku (viz Kauffman, |1990 Fig. 5).

krizeni odraz

Kauffman déle uvadi, ze z kazdé formace mizeme vytvorit kubicky graf tak,
ze oba krajni body kfizeni ¢i odrazu dvou kfivek budou predstavovat vrcholy
grafu a casti obrazu krivek mezi kazdymi dvéma vrcholy budou predstavovat
jeho hrany. U vsech sdilenych ¢asti obrazu slou¢ime obrazy obou krivek (Cervené
a modré), které ho tvori, v jednu hranu, kterou obarvime néjakou treti barvou,
naptiklad fialovou. Dohromady dostaneme graf, jehoz hrany jsou obarveny tfemi
barvami tak, ze barva kazdych dvou sousednich hran se lisi.

kiizeni odraz

Kauffman také zminuje, ze naopak kazdy kubicky graf s hranami obarve-
nymi tfemi barvami urcuje néjakou formaci — staci fialové hrany zpétné rozdélit
na dvojice paralelnich hran, modré a cervené. Pridejme struc¢né vysvétleni, pro¢
takto vzniklé kiivky skutec¢né tvoii formaci. Kazda fialova hrana na obou koncich
sousedi s pravé jednou cervenou a pravé jednou modrou hranou, takze vzniklé
krivky v zddném vrcholu nekonéi, a museji byt tudiz uzaviené. Vysledné dvé
mnoziny ¢ervenych a modrych kiivek budou kazda obsahovat kiivky s po dvou
disjunktnimi obrazy, protoze hrany grafu se nekfizily (jedna se o rovinny graf).
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Z toho zaroven plyne, ze vsechny vzniklé krivky jsou jednoduché, a jedna se tedy
skutecné o formaci.

Vezméme nyni libovolny kubicky graf G spolu s obarvenim C' jeho hran tfemi
barvami I,J,K, kde I odpovida ¢ervené, J modré a K fialové barvé v puvodnim
znaceni. V kazdém vrcholu se stykaji pravé tfi navzajem riaznobarevné hrany.
Kdyz zacneme u hrany I a precteme hodnoty téchto tii hran po sméru hodinovych
rucicek, mizeme dostat pouze dvé mozna poradi: I,J,K nebo I,K,J. V prvnim
piipadé ozna¢ime dany vrchol hodnotou ++/—1, v druhém piipadé hodnotou
—+/—1. Sou¢in hodnot vsech vrcholii grafu pro dané obarveni C' potom ozna¢ime

P(C).

Postup popsany v predchozim odstavci je prevzaty z Kauffmanova c¢lanku,
kde lze nalézt i schéma podobné obrazku vyse (viz Kauffman, (1990, Scheme 2).
Kauffman v souvislosti s oznac¢ovanim vrcholt hodnotami ++/—1 zmifiuje, Ze se
jedné o Penrosovu metodu.

Budeme chtit ukazat, ze vzdy musi platit P(C') = 1. Dikaz vyuziva Jordanovu
vétu pro kiivky, jejiz znéni zde pro tiplnost uvedeme.

Véta 2.6 (Jordanova véta pro kiivky). Necht ¢ je jednoduchd uzavrend krivka
v roviné. Pak jeji doplnek (ve smyslu mnoziny bodi v roviné, které nendlezZeji
krivee ¢) sestdvd pravé ze dvou souvislych komponent, z nichz jedna je omezend
(vnitrni) a jedna neomezend (vnéjsi). Krivka ¢ tvori hranici obou komponent.

Poznamka. Souvislymi komponentami se zde rozumi vzajemné disjunktni mno-
ziny bodi, které jsou souvislé v topologickém smyslu, tedy zadna z nich neni
sjednocenim dvou disjunktnich neprazdnych otevienych mnozin.

Nasledujici véta a jeji diukaz témér presné odpovidaji tomu, jak je uvadi Kau-
ffman (viz Kauffman, 1990, Theorem 3.2). Stejné tak ilustraéni obrazek zahrnuty
v dikazu odpovida prislusnému obrazku v Kauffmanové clanku (Kauffman), {1990,

Fig. 7).

Véta 2.7. Necht C je obarveni hran kubického grafu G tremi barvami. Pak soucin
P(C) imagindrnich hodnot pritazengjch vrcholim G je roven 1.

Diikaz. Necht F' je formace urcend grafem G pri obarveni C'. Kazdy vrchol je
soucasti pravé jedné interakce (kiiZeni nebo odrazu) dvou kiivek odlisné barvy
— vede z néj pravé jedna fialova hrana (hrana hodnoty K) — a kazda interakce
zahrnuje pravé dva vrcholy grafu G. (To odpovida skutecnosti, ze graf G ma sudy
pocet vrcholl, coz plyne napriklad i z principu sudosti, jehoz dusledkem je, zZe
v libovolném grafu je pocet vrcholi lichého stupné sudy. V kubickém grafu G maji
vSechny vrcholy stupen 3.) Soucin imaginarnich hodnot dvou vrcholi nalezejicich
jedné interakci nazveme prispévkem dané interakce. Je vidét, ze u kiizeni maji
oba vrcholy stejnou hodnotu, a ptispévek je tedy —1. U odrazu maji vrcholy
opac¢né hodnoty, ¢emuz odpovida ptispévek +1. P(C') je sou¢inem prispévki vsech
interakci.
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krizeni odraz

Formace F' sestava ze dvou mnozin jednoduchych uzavienych kfivek v roviné.

Z Jordanovy véty pro kiivky vyplyva, Ze mezi nimi je sudy pocet kiizeni (kiivky

jsou uzaviené). Z toho plyne, ze soucin piispévki vsech kiizeni je roven 1, a proto
také P(C) = 1.

[

Nyni se jiz mizeme vratit ke grafu M (L,R) a dokoncit dikaz Véty [2.1] Budeme
postupovat stejné jako Kauffman v dukazu posledni véty svého ¢lanku (viz Kau-
ffman, 1990, Theorem 3.3). Ozna¢me m pocet vrcholu vychoziho stromu 7'(L),
tedy i pocet vrchola stromu T'(R*) a T'(R). Hrany grafu M (L,R) byly obarveny
tfemi barvami I,J,K, jedna se tedy o kubicky graf spolu s néjakym obarvenim C'
a v souladu s postupem uvedenym vyse lze kazdému jeho vrcholu prifadit hodnotu
++v/—1 nebo —v/—1.

Podle Véty plati P(C) = 1. Zaroven muzeme psat P(C) = ZW*, kde Z,
resp. W* je soucin hodnot vsech vrchola M (L,R), které puvodné nédlezely stromu
T(L), resp. T(R*). Mame tedy ZW* = 1.

Plati, Ze ve stromu 7'( R) méa kazdy vrchol hodnotu s opa¢nym znaménkem, nez
jaka je jeho hodnota ve stromu T'(R*), jinymi slovy hodnoty vrchola stromu T'(R)
jsou komplexné sdruzené s hodnotami ve stromu 7'(R*). Toto tvrzeni je pomérné
ziejmé a Kauffman je pouziva bez diikkazu, ale je dobré si uvédomit, pro¢ tomu
tak musi byt. Strom 7'(R*) je zrcadlovym obrazem stromu 7T'(R), a proto poradi
hodnot hran (I,J,K nebo I,K,J) okolo vrcholi po sméru hodinovych rucicek
vychézi opa¢éné. Dostéavame tedy, ze W* = W, kde W je soucin hodnot vrcholt
stromu T'(R) (a W zna¢i hodnotu komplexné sdruzenou s W).

Méme nyni ZW = 1. Z tohoto vztahu Kauffman pifmo vyvozuje, ze Z = W.
Opét pridejme struéné objasnéni této rovnosti. Souc¢in Z muze nabyvat hodnot
z mnoziny {#1, & /—1}. Pro Z = £1 dostaneme W = Z, a tedy W = W,
protoze W mé nulovou imaginérni slozku. Pro Z = ++/—1 dostaneme W = —Z,
a tedy W = —W, protoze W ma nulovou realnou slozku. Ve viech pifpadech plati
Z=W.

Zbyva jesté objasnit souvislost soucint Z,W se znaménkem v rovnici |L(X)| =
|R(X)|. Tuto souvislost Kauffman naznacuje v zavéru dikazu jen velmi struéné
a trochu nejasné, proto se zde pokusime o podrobnéjsi vysvétleni. Uvazujme, ze
graf M(L,R) zpétné ,roztrhneme“ na vychozi stromy 7T'(L) a T(R*) a listim
pritadime symboly ¢,7,k odpovidajici barvé I,J, K hrany, jejiz soucasti byl dany
list v grafu M(L,R). Kazdému dalsimu vrcholu potom pfitadime soucin hodnot
jeho dvou otcti, zatimco hrany ponechdme obarvené puvodnimi barvami I,J K.
Barva kazdé hrany tedy bude rovna absolutni hodnoté odpovidajictho symbolu
1,7,k u vrcholu, z néjz hrana vychazi.

Hodnoty listh maji kladné znaménko, ale hodnoty ostatnich vrcholi jiz mo-
hou nabyvat vsech hodnot z mnoziny {+i, 7, +k}. Na znaménko souc¢inu hodnot
dvou vrcholit maji vliv dva faktory: znaménka vstupnich ciniteli, kterd se nasobi
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béznym zpusobem, a poradi ¢initeli, protoze systém je antikomutativni (Defi-
nice . Lze si vSimnout, ze tato ,antikomutativni“ slozka znaménka primo
koresponduje s poradim barev hran okolo vrcholu, ktery reprezentuje dany sou-
¢in. Bude kladnéa praveé tehdy, kdyz hrany obklopujici dany vrchol budou po sméru
hodinovych ruci¢ek obarveny v poradi /,J,K, a zaporna pravé tehdy, kdyz toto
poradi bude I,K,J. Tedy prispévek antikomutativni slozky znaménka u kazdého
mezisou¢inu (vrcholu) ve stromech T'(L), T (R*) je stejny jako znaménko hodnoty
(£4/—1) téhoZ vrcholu v grafu M(L,R).

Znaménko vysledného produktu kazdého stromu, tedy souc¢inu odpovidajiciho
jeho koteni, je rovno soucinu znamének vSech mezisoucint (vrcholt). Pritom prvni
slozka znaménka, ovlivnéna znaménky jednotlivych postupnych ¢initelt, nezavisi
na poradi téchto ¢initeltt uvniti kazdé dvojice, a proto bude nutné u obou stromu
stejna vzhledem k tomu, Zze do obou stromu vstupuji stejné kladné hodnoty listti.
Tim, co by mohlo zpuisobit opa¢né znaménka vyslednych produktii u stromia 7'(L)
a T'(R), je antikomutativni slozka. Z predchoziho vSak vyplyva, Ze tato slozka je
u produktu stromu T'(L), resp. T(R) rovna znaménku soucinu Z, resp. W. Jak
jsme jiz ukazali, plati Z = W, a proto také L(S) = R(S). Tedy skutecné existuje
ostré feseni rovnice L(X) = R(X) a dukaz Véty [2.1] je dokonéen.
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3. Reformulace pomoci formalni
gramatiky

Nyni se presuneme k dalsi ekvivalentni reformulaci problému ¢tyt barev, ktera
ukaze jeho souvislost s formalnimi gramatikami. Tato ekvivalence a jeji dikaz se
nachazeji v ¢lanku Cooperové, Rowlanda a Zeilbergera s nazvem Toward a langu-
age theoretic proof of the four color theorem (Cooper, Rowland a Zeilberger, |2012)
a jsou vychozim bodem pro snahy dokazat problém ¢tyi barev pomoci binarnich
stromlt a s nimi sdruzenych slov, podléhajicich pravidlim zvolené jednoduché
gramatiky.

3.1 Formalni gramatika

Nejdrive zavedeme nékolik definic, tykajicich se formélnich gramatik a jejich
souvislosti s bindrnimi stromy. V samotném vychozim ¢lanku (Cooper a kol.,
2012) tyto definice uvedeny nejsou a s nékterymi pojmy jeho autofi pracuji vol-
néji, zde se vsak budeme snazit prizptisobit postupy, predstavené v jejich clanku,
formalnim definicim. Teorie souvisejici s gramatikami je zpracovana napt. v knize
Automaty a gramatiky (Chytil, 1984).

Definice 3.1. Abeceda je libovolnd konecnd mnozina, jeji proky nazjvdme znaky.
Slovo nad abecedou A je libovolnd konecnd posloupnost znaki abecedy A. Délka
slova w je pocet znaki posloupnosti w (slovo délky 0 se nazyjvd préazdné slovo.)

Definice 3.2. Gramatika G je ctverice (N,T,P,S), kde
o N je libovolnd abeceda; jeji prvky se nazyvaji netermindly
o T je libovolnd abeceda takovd, ze NNT = (; jeji proky se nazjvaji termindly

e P je konecnd mnozina prepisovacich pravidel tvaru u — v, kde u,v jsou
slova nad abecedou N UT a pro u plati, Ze obsahuje alespon jeden neter-
mindl. 'V libovolném slové nad abecedou N UT, které obsahuje slovo u jako
podposloupnost, nahradi prepisovaci pravidlo uw — v posloupnost u posloup-
nosti v.

o S je libovolny prvek N ; nazyvd se pocatecni symbol.

Definice 3.3. Gramatika G = (N,T,P,S) se nazjvd bezkontextova, pokud pro
kazdé prepisovaci pravidlo (u — v) € P plati, Ze slovo u obsahuje prdvé jeden
netermindl a neobsahuje Zadny termindl.

Jinymi slovy, bezkontextova gramatika je takova gramatika, u které 1ze neter-
mindl obsazeny v néjakém slové vzdy nahradit néjakou posloupnosti znaku (dle
prepisovacich pravidel) bez ohledu na kontext, tedy to, jaké znaky neterminalu
ve slové predchazeji nebo po ném nasleduji.

Nyni zavedeme jednoduchou bezkontextovou gramatiku, se kterou budeme
déle pracovat.
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Definice 3.4. Gramatiku G* definujme jako gramatiku ({I1,J,K,S},0, P*,S), kde
P ={(S = 1),(S— J),S — K),I— JK),I— KJ),(J = IK),(J —
KI),(K — 1J),(K — JI)}.

Jednd se o tutéz gramatiku, s niz pracuji Cooperova a kol. (Cooper a kol.|
2012), kteri vSak prvky jeji abecedy znaci 0,1,2. My jsme zde oznaceni netermi-
nala gramatiky G* pismeny I,.J, K schvalné zvolili proto, aby prepisovaci pravidla
v ur¢itém smyslu odpovidala vztahtim pro nasobeni prvka Kleinovy grupy. Ve sku-
tecnosti by bylo mozné zadefinovat gramatiku G* i bez symbolu S jako gramatiku
se tfemi pocatecnimi symboly I,J,K. To je také definice, kterou pouzivaji autori
¢lanku (s pocatecnimi symboly 0,1,2.). Abychom se vsak drzeli formdlni definice
gramatiky, kterd pripousti pouze jeden pocatecni symbol, rozsitili jsme abecedu
netermindl o symbol S, ktery nemé jiny nez inicializa¢ni vyznam. Dalsi odlis-
nosti od bézného pojeti gramatiky je to, ze zatimco obvyklé je zkoumat jazyk
vznikajici z terminali, my zde budeme pracovat pouze se slovy nad abecedou
neterminalt a abeceda termindli je u gramatiky G* prazdna.

Nyni definujeme, co znamend, ze néjaky bindrni strom je rozborem slova nad
abecedou {I,J,K}. Cooperova a kol. tento pojem zavadéji spiSe intuitivné a ilu-
struji jej nékolika priklady, my se s vyuzitim pojmi zavedenych predchozimi de-
finicemi pokusime o trochu formalnéjsi popis.

Definice 3.5. Necht n € Nyn > 2, a w je slovo délky n nad abecedou A =
{I,J,K}. Rekneme, Ze kladné orientovany bindrni strom T s n listy je rozbo-
rem slova w, pokud lze jeho vrcholy oznacit pruky abecedy A tak, Ze jsou splnény
ndsledujici podminky:

1. Oznacent vrcholi je kompatibilni s prepisovacimi pravidly gramatiky G*. To
znamend, Ze pro kaZdou trojici vrcholi x1,x4,x3 0znacenych znaky ay,as,a3 €
A, kde vrcholy xa,x3 jsou synové vrcholu x4, plati, Ze (ay — asas) € P*.

2. Pokud ocislujeme listy stromu T zleva doprava a shora doli (v daném na-
kresleni stromu T') a ndsledné vytvorime posloupnost délky n z prvki A,
které prislusi listum v takto vytvoreném poradi, tato posloupnost se rovnd
slovu w.

Pro n = 1 definujeme strom T, ktery je rozborem slova w = a, a € A, délky 1
jako kladné orientovany bindrni strom, ktery md pouze jeden vrchol (jenz je nutné
jeho kotenem) a tento vrchol je oznacen znakem a.

Kladné orientovany bindarni strom T, ktery spliuje podminku 1. (a tedy exis-
tuje slovo, jehoz je T rozborem), nazveme odvozujici strom (v gramatice G*).

Pozndmka. Duvodem pro specialni definici rozborového stromu pro n = 1 je
fakt, Ze neexistuje kladné orientovany binarni strom s pravé jednim listem, nebot
v souladu s nasi definici kladné orientovaného binarniho stromu musi mit jeho
koren bud zadného, nebo dva syny.

Priklad. Naptiklad oba nasledujici stromy jsou rozborem slova JK JI K, protoze
1ze zvolit oznaceni jejich vrcholi vyhovujici Definici [3.5;
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Sekci zakon¢ime definici (dplné) nejednoznacnosti gramatiky, kterd odpovida
definicim uvedenym v ¢lanku Cooperové a kol. (Cooper a kol., [2012).

Definice 3.6. Gramatika G* je nejednoznacna, pokud existuji alespon dva rizné
stromy, které jsou rozborem téhoZ slova. Gramatika G* je iplné nejednoznacni,
pokud pro kaZdou dvojici odvozujicich stromi se stejnym poctem listi existuje
alespon jedno slovo takové, Ze oba tyto stromy jsou jeho rozborem.

3.2 Souvislost s Kauffmanovym tvrzenim

Cilem této sekce bude dokazat nasledujici vétu, kterd ukazuje ekvivalenci
mezi nejednoznacnosti gramatiky G* a vektorovym soucinem a jeho uzavorkova-
nim ve smyslu predchozi kapitoly. Cooperova a kol. (Cooper a kol., 2012), aniz
by tuto vétu explicitné formulovali, vénuji dikazu této ekvivalence druhou sekci
svého ¢lanku. Nyni uz se vratime ke klasickému znaceni vektorového soucinu sym-
bolem X, abychom jej odlisili od bézné operace nasobeni, se kterou zde budeme
vice pracovat.

Véta 3.1. Gramatika G* je uplné nejednoznacnd, prave kdyz pro kazZdé n €
N a libovolnd dvé uzdvorkovani L,R soucinu X; X --- x X, (kde (X1,...,X,)
je usporddand n-tice po dvou riznijch proménnich) existuje ostré reseni rovnice

L(X) = R(X).

V predchozi kapitole jsme pouzivali dvé struktury — algebru s vektorovym
soucinem, omezenou na mnozinu {0, & 4, & j, £ k} (viz Definici 2.1)), a Kleinovu
¢tyrprvkovou grupu, definovanou na mnoziné { E,I,.J,K } (viz Definici[2.4). V této
sekci budeme navic potiebovat grupu kvaterniont @, pro jejiz prvky zde pouzi-
jeme ponékud neobvyklé znaceni ijk, abychom se vyhnuli kolizi se znac¢enim jiz
zavedenych struktur.

Definice 3.7. Grupa kvaternionti je grupa Q = (Q, -, ',1), kde Q = {£1, £ 1, +
J, £k} a operace ndsobeni splriuje ndsledujici vztahy:

(1) =

(D) -i=i-(-1)=~f (=1)-j=j-(-1)=—), (-1)-h=hk-(-1)= -k
i2:12:k =1

i-j=h j-i= k

j-h=1 h-j=—

hi=j, 1-h=—

Poznamka. V praci Cooperové a kol. jsou kvaterniony znaceny béznym zptisobem
pismeny i,j,k, zatimco pro prvky algebry s vektorovym soucinem jsou pouzity
symboly 2,7,k.
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Dilezitym rozdilem oproti nasobeni v algebie s vektorovym soucinem je to,
ze v grupé kvaterniont je soucin asociativni.

Cooperova a kol. ddle uvazuji zobrazeni ¢ : {+i,+j, £k} — {&i, + J, + k},
které prevadi nenulové prvky algebry s vektorovym soucinem na prvky @ radu 4
nasledujicim pfimocarym zptsobem:

o(1) =1, o(—i) = —I

o) =3, o(=j) =

(b(k) = B7 (b(_k) = —h

Snadno lze vidét, ze pro vektory w,v € {+i,+j, +k} takové, Ze u # +w,
plati ¢p(u x v) = ¢(u) - p(v) (Cooperova a kol. zminuji tuto vlastnost a v této
souvislosti nazyvaji zobrazeni ¢ ,éasteénym homomorfismem*).

Nyni muzeme uvést nasledujici dilezité tvrzeni, které lze nalézt i v ¢lanku
Cooperové a kol., stejné jako jeho dikaz (viz Cooper a kol 2012, Proposition 3).
Zde jejich znéni pouze prizpusobime nami zavedenému znaceni.

Tvrzeni 3.2. Necht n € N, (X1,...,X,,) je usporddand n-tice po dvou riznych
promeénnych a L je libovolné uzdvorkovani soucinu X1 X --- X X,,. Ddle necht
S = (s1,...,8,) € {i,j,k}" je usporddand n-tice proki (vektori) z mnozZiny {i,j,k}
takovd, Ze L(S) # 0. Pak L(S) = ¢~ (¢(s1) - d(sn))-

Diikaz. Protoze L(S) # 0, plati, ze také kazdy mezisoucin musi byt nenulovy.
V Zadném kroku postupného nasobeni tedy nedojde k souc¢inu u X v, kde u = v
nebo u = —wv. V kazdém kroku tedy plati ¢(u xv) = ¢(u)-¢(v) a postupné, s vy-
uzitim asociativity nasobeni - v @, dostaneme rovnost ¢(L(S)) = ¢(s1) - - - ¢(sn).
Z toho, ze L(S) # 0, navic plyne, ze ¢(L(S)) # £1, protoze nenulovost kaz-
dého mezisoucinu v algebre s vektorovym soucinem je ekvivalentni tomu, ze kazdy
mezisouéin je ruzny od +1 v Q. Proto musi platit také ¢(s1) - - ¢(s,) # £1, tedy

inverz ¢~ (p(s1) - -+ d(sy)) existuje a mizeme psat L(S) = ¢~ (o(s1) -+ d(sn))-
O

Cooperova a kol. jako dtsledek tohoto tvrzeni uvadeéji, ze existence ostrého
reseni rovnice L(X) = R(X) pro libovolnad dvé uzévorkovani L,R soucinu X; x
- x X, je ekvivalentni existenci usporadané n-tice S = (s1,...,8,) € {i,5,k}"
prvkd mnoziny {i,j,k} takové, ze L(S) # 0 a zaroven R(S) # 0. Z nenulovosti
L(S) a R(S) totiz ptimo vyplyva, ze L(S) = R(S) = ¢ (d(s1) - - - d(s0)).
Zaroven je zajimavé si uvédomit, ze toto tvrzeni nam vlastné dava alternativni
dikaz implikace = z predchozi kapitoly (sekce 2.4), lépe Teceno jeji velké ¢asti,
kde jsme dokazovali, Ze znaménko hodnot na obou stranéch rovnice vyjde stejné.
Zatimco dukaz podle Kauffmana, vyuzivajici formace, vice zvyraznuje souvislost
s obarvenim a reprezentaci uzavorkovani pomoci binarnich stromu, predchozi tvr-
zeni nabizi bezesporu mnohem kratsi a velmi elegantni feseni tohoto problému.

Nyni se vratime k odvozujicim stromim v gramatice G*. Nejdrive definujeme
jesté jeden pomocny pojem, ktery ndm umozni snaze hovorit o oznacovani vrchola
téchto strom.

Definice 3.8. Nechtn € Nyn > 2, a S = (s1,...,5,) € {i,5,k}" je usporddand n-
tice proki mnoZiny {i,j,k}. Necht T' je libovolny kladné orientovany bindrni strom
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s n listy. Vyhodnocenim stromu 7" nad S budeme rozumeét oznaceni jeho vrcholi
hodnotami z mnoziny {0, £i, + j, £ k}, které vznikne ndsledujicim zpisobem:

1. Vytvorime posloupnost listi stromu T podobné jako v Definici tedy
ocislujeme listy stromu T zleva doprava a shora doli (v daném nakresleni
stromu T'). Ndsledné pro kazdé k = 1,... n oznacime k-ty list hodnotou s.

2. Kazdy vrchol stromu T, ktery neni listem, oznacime hodnotou soucinu jeho
dvou syni (v poradi ,levy syn, pravy syn“) v algebre s vektorovym soucinem.

Je vidét, ze se jedna o postup podobny tomu, ktery jsme pouzivali v minulé ka-
pitole. Zde pouze provadime postupné souc¢iny ,,proti orientaci“ stromu 7'. Koren
stromu i v tomto piipadé nese hodnotu L(S) souéinu v uzévorkovani L popsa-
ném danym stromem. V praci Cooperové a kol. se pojem ,,vyhodnoceni stromu“
rovnéz vyskytuje, ale neni primo definovan a je jim minén spise az vysledny sou-
¢in plynouci z daného uzavorkovani a prislusného stromu (¢ili hodnota korene).
Nam se zde bude hodit mit zaroven oznacené vsechny vrcholy daného stromu
prislusnymi mezisouciny.

Definujme zobrazeni 7 : {0,+i,+j, £k} — K, kde K je Kleinova grupa,
nasledujicimi vztahy:

7(0) =FE

(1) =7(—i) =1
T(j) =7(=j) = J
T(k)=1(-k)=K

Definice zobrazeni 7 vychazi z definice dvou pomocnych zobrazeni, ¢ a T,
v druhé sekei ¢lanku Cooperové a kol. (Cooper a kol., [2012]).

Cooperova a kol. v samotném zavéru druhé sekce pouzivaji dilezitou souvislost
mezi nenulovosti souc¢inu a rozborovymi stromy, kterou formulujeme v nasleduji-
cim tvrzeni a k niz pridame podrobny dikaz.

Tvrzeni 3.3. Nechin € Nyn>2, a S = (sq,...,8,) € {i,j,k}" je usporadand n-
tice prvki mnoziny {i,j,k}. Necht T je libovolny kladné orientovany bindarni strom
sn listy. Pak hodnota korene stromu 'l ve vyhodnoceni T nad S je nenulovd, prdave
kdyz strom T je rozborem slova w = 7(s1)...7(Sy).

Diikaz. Méjme vyhodnoceni stromu 7" nad S.

Pokud je koren oznacen nenulovou hodnotou, pak také kazdy mezisoucin musi
byt nenulovy, a tedy hodnoty vsech vrcholi stromu 7' v tomto oznaceni jsou
z mnoziny {+i,+j, +k}. Pfeznacenim hodnot vrcholi na jejich obrazy pii zob-
razen{ 7 dostaneme znaceni, vyhovujici Definici 3.5 Strom T je tedy rozkladem
slova 7(s1)...7(sn).

Naopak pokud koren nese hodnotu 0, pak alespon pro jeden vrchol musela
nastat situace, ze oba jeho synové jsou oznaceni nenulovymi hodnotami vy,vs,
kde v; = Fwvy. Pokud jejich hodnoty nahradime prislusnymi obrazy 7(v;),7(vs),
dostaneme se do rozporu s prepisovacimi pravidly gramatiky G*, kde se na pravé
strané nikdy nevyskytuje dvojice stejnych neterminalti z mnoziny {I,.J,K}. Navic
plati, Ze znaménko hodnot z mnoziny {+i, £ j, £+ k} neovlivni absolutni hodnotu
jejich soucinu, a tedy ani obraz jejich soucinu pti zobrazeni 7. Z tohoto divodu
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neexistuje zadné vyhovujici oznaceni vrchola znaky I,J,K (které jsou v bijekci
s absolutnimi hodnotami prvka z mnoziny {£i, + j, £ k}) a strom 7" nemuze byt
rozborem slova w.

]

Cooperova a kol. uzaviraji dikaz ekvivalence uvedené ve Vété formulaci
nasledujici bijekce mezi n-ticemi a slovy. K tomuto poslednimu kroku zde jesté
pridame strucné vysvétleni.

Z Tvrzeni |3.3| pro kazdé n > 2 vyplyva, Ze pro kazdy kladné orientovany
binarni strom T s n listy jsou n-tice S, pro které je hodnota kotene ve vy-
hodnoceni 7" nad S nenulova, v bijekci se slovy, jejichz rozborem strom 7T je.

Staci si uvédomit, ze kazda n-tice S = (sy,...,8,) € {i,7,k}" uréuje pravé jedno
slovo w = 7(s1)...7(s,) a naopak kazdé slovo w = vy...v,, kde vy,... v, €
{I,J,K}, jednoznacné urcuje n-tici S = (77*(vy),...,7 ' (v,)), protoze hodnoty
77 (vy),...,7Y(v,) volime pouze z mnoziny {i,j,k}.

Pro n = 1 toto plati trividlné, protoze kofen (a zaroven jediny vrchol) kladné
orientovaného binarniho stromu mutzeme oznacit pouze tfemi hodnotami, 7,7k,
které jsou zirejmé v bijekci se znaky I,J,K.

Tim jsme dokazali Vétu 7 predchoziho totiz plyne, Ze pokud vezmeme
libovolné dva odvozujici stromy v gramatice G*, pak existence slova, jehoz rozbo-
rem jsou oba tyto stromy, je ekvivalentni existenci ostrého feseni rovnice L(X) =
R(X), kde L,R jsou uzévorkovani popsana témito stromy.

Zaveéreénym dusledkem je nasledujici véta, ktera nam umozni nahliZet na pro-
blém ¢tyt barev opét z jiné perspektivy:

Véta 3.4. Veéta o clyrech barvdch je ekvivalentni tvrzeni, Ze gramatika G* je
uplné nejednoznacnd.

Tato reformulace je hlavni motivaci autoru ¢lanku (Cooper a kol., 2012]), kteri
se ve zbytku své prace zabyvaji moznostmi dikazu tuplné nejednoznacnosti gra-
matiky G*, ktery by znamenal nalezeni alternativniho dikazu Véty o c¢tyrech
barvach. V této préaci vsak jiz tyto dalsi snahy rozebirat nebudeme a skonc¢ime
u tohoto uceleného vysledku, ktery je jejich vychozim bodem.

28



Z.aver

Po formalnim tvodu, ktery tvoril prvni kapitolu, jsme si ve druhé kapitole
ukazali ekvivalenci mezi vétou o ¢tyrech barvach a existenci ostrého feseni rov-
nice pro kazdou dvojici uzavorkovani vektorového soucinu. Vychazeli jsme pti tom
z Kauffmanovy préace (Kauffman) 1990) a podrobné popsali a formalizovali jeho
myslenku reprezentace uzavorkovani pomoci binarnich stromi, rovnice mezi uza-
vorkovanymi souciny pomoci grafi typu M (L,R) a nakonec Teseni téchto rovnic
pomoci barveni hran prislusného grafu.

Pro ptipadny alternativni dikaz véty o ¢tyfech barvach je dilezita pouze ta
implikace Kauffmanovy reformulace, jejimz diikazem jsme se zabyvali v sekci 2.3.
Pravé u této implikace bylo nutné vétsinu kroka dikazu doplnit, zejména vysvét-
lit souvislost graft typu M(L,R) s Whitneyho ekvivalentni formulaci problému
¢tyt barev, kterou Kauffman (1990) pouzil k dokonceni dikazu. V sekci 2.4 jsme
potom uvedli i diitkaz druhé implikace, ktery jiz byl ve vychozim ¢lanku rozepsan
pomeérné podrobné. Vétsina sekce 2.4 byla tedy parafrazi Kauffmanovy prace s ob-
casnym doplnénim detailii ¢i souvislosti. Pouze v zavéru této sekce jsme pridali
delsi vysvétleni vztahu mezi souc¢iny imaginarnich hodnot vrcholi a hledanymi
znaménky v rovnici dané uzavorkovanimi. Ackoli se pozdéji v priubéhu treti ka-
pitoly ukazalo, ze celou problematiku znaménka je mozné resit jednodussim zpi-
sobem, uvedli jsme i tento rozsahlejsi dikaz, ktery vyuziva nékolika zajimavych
konstrukei a na némz je lépe vidét souvislost s obarvenim grafu.

Treti kapitola pattila formalnim gramatikam a ekvivalenci mezi Kauffmano-
vou reformulaci a iplnou nejednoznacnosti zvolené jednoduché gramatiky, kterou
jsme oznacili G*. Tato ekvivalence ve svém diisledku prinesla druhou reformulaci
problému ¢ty barev. Vychézeli jsme z prvnich dvou sekci ¢lanku Cooperové a
kol. (Cooper a kol., [2012) a formalizovali jejich myslenku odvozujicich binarnich
stromu pro slova v této gramatice. Binarni stromy tak meély v celé praci klicovou
roli. Dlikaz této reformulace je opét z velké ¢asti parafrazi druhé sekce vychozi
prace (Cooper a kol 2012)), doplnéné o dikazy ¢i vysvétleni nékolika tvrzeni.

Forméalni gramatika jako takova byla v této pocatecni fazi tivah o odvozuji-
cich stromech trochu upozadéna; v predvedenych dikazech bychom ve skutecnosti
snadno mohli vztahy mezi vrcholy binarnich stromii popsat i jinym zptisobem nez
prostfednictvim prepisovacich pravidel gramatiky G*, naptiklad vyuzitim podob-
nych konstrukei jako ve druhé kapitole. V praci Cooperové a kol. (Cooper a kol.|
2012) vsak na tyto uvodni vysledky navazuji slozitéjsi uvahy o odvozujicich stro-
mech, kde se jiz vice uplatnuje postupné generovani slov na zakladé vztahtu po-
volenych prepisovacimi pravidly.

Kazda z predstavenych reformulaci nabizi jeden nezavisly smér, kterym je
mozné se vydat pfi hledani alternativniho ditkazu problému ¢tyt barev. Obé re-
formulace vsak navic samy o sobé implikuji zajimava tvrzeni o rovnicich s vekto-
rovym sou¢inem nebo odvozujicich stromech v gramatice G*, protoze ackoli jsme
o nich hovorili v rdmci snahy o nalezeni dikazu véty o ¢tyfech barvach, vime za-
roven, ze tato véta plati. To je také diivod, proc¢ bylo u obou reformulaci uziteéné
uvést diikaz obou implikaci jejich ekvivalence s vétou o ¢tytech barvach, prestoze
pro ditkaz problému ¢tyt barev je podstatna pouze jedna z implikaci.
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