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Uvod

Bodovy proces Ize jednoduse popsat jako nahodnou lokalné koneénou mno-
zinu. Muzeme pomoci nich modelovat napriklad polohu stromiu v lese nebo mista
hlaseni néjakych udalosti ve mésté.

Vlastni prinos prace najdeme hlavné ve ¢tvrté kapitole s ndzvem Koétované
bodové procesy na sfére, avsak je potfeba vybudovat teorii a zakladni intuici
s dostatecnym pochopenim pojmiu v zakladnich pripadech, kterymi se budeme
postupné zabyvat v prvnich tfech kapitolach. Tedy dalsim pfinosem je shrnuti po-
tfebnych vlastnosti a poznatki jednotlivych druhtt bodovych procesti potiebnych
k polozeni zakladt pro ¢tvrtou kapitolu a celkové seznameni s timto tématem.

V prvni kapitole zavedeme bodové procesy v euklidovském prostoru, kde se se-
znamime se zakladnimi pojmy a vysvétlime si zakladni myslenky zkoumani bo-
dovych procest.

Nésledné v druhé kapitole rozsitfime nase znalosti o kétované bodové procesy,
kdy jednotlivé body nesou netrivialni informaci o sobé, tedy bodové procesy nam
v takovém pripadé umi poskytnout mnohem vice informaci a miizeme provadét
pokrocilejsi zkoumani.

Treti kapitola bude tvorit teoreticky prechod mezi bodovymi procesy v eukli-
dovském prostoru a vlastni praci autora, kétovanymi bodovymi procesy na sfére.
Tato kapitola bude konkrétné zahrnovat adaptaci (nekétovanych) bodovych pro-
cest na sféru.

Ve ¢tvrté kapitole vybudujeme zéklady pro kétované bodové procesy na sfére.
Vyslovime hypotézu o nezavislych kotach, kde budeme testovat hypotézu pomoci
simulaci. Testovou statistikou bude kétami prevazena K-funkce, proto si v prv-
nich trech kapitoldach zavedeme jeji analogické verze (v prvni a tieti kapitole
se nepracuje s kétami, proto se funkce nazyva pouze K-funkce).

Prace se zaméruje na vybudovani vétsiho porozuméni bodovych procest a za
timto tcelem se zde nachazi casto velice podrobné odstavce a vice ptrikladii i s ilu-
stracemi. Je tedy urcena i ¢tenari bez vétsich predchozich znalosti bodovych pro-
cesu.



1. Bodové procesy
v euklidovském prostoru

1.1 Motivace

Nez si uvedeme definici bodovych procesti, zacneme s motivaci a nékolika pri-
klady. Pfedstavme si ndhodnou lokélné kone¢nou mnozinu v euklidovském pro-
storu, pro jednoduchost v R%. At si vybereme libovolnou kompaktni podmnoZinu
této roviny, vzdy tam najdeme konecny pocet bodi, kde kazdy bod mize za-
stupovat urcitou véc z realného zivota. U takového seskupeni nas muze zajimat
né¢jaka celkova charakteristika, jako je nejmensi vzdélenost k dalsimu bodu, zda
dochazi nékde k seskupovani bodu a jinde naopak existuje vyznamné velka ob-
last bez bodt a podobné. Nez se budeme zabyvat pouze pripady v euklidovském
prostoru, uvedeme si pro ilustraci nékolik prikladu z redlného zivota, které lze
resit nebo zkoumat pomoci bodovych procest. Ilustrativné zde uvedeme i situ-
aci bodového procesu na sfére, i kdyz se bodovym procesim na sfére budeme
podrobnéji vénovat ve 3. kapitole:

Priklad 1.1: V kalifornském parku rostou sekvoje obrovské a jejich poloha
je zobrazena na obrazku pomoci jednotlivych bodi. Jedna se o realna data
verejné dostupna v baliku spatstat u programu R, u kterych vidime, ze doslo
k vytvoreni skupinek stromi. V takovém pripadé budeme fikat, Ze dochazi ke
shlukovani. K nému dochazi v prirodé velice ¢asto uz jen z principu rozmnozovani
nékterych rostlin, kdy se dceriné rostliny nachazi v blizkosti materské rostliny.

Priklad 1.2: Na Mésici si lze vSimnout mnoha kratert rtiznych velikosti. Pri-
rozenou otazkou miize byt, zda jsou kratery na povrchu Mésice rozlozeny rovno-
mérné, ¢i zda na nékterém misté dochazi k néjaké anomadlii. Ve ¢étvrté kapitole
muzeme zkoumat i pokrocilejsi otazky tykajici se velikosti kratert, napriklad zda
velikost krateru zavisi na poloze krateru.

Priklad 1.3: Predstavme si mésto, ve kterém kazdé rano vyrazi pouli¢ni ob-
chodnici do ulic vyhlizejici vhodné misto pro postaveni stanku. Vybirani mista
obchodnik postavi na stejné misto jako predesly den, nemusi to pro ného byt
vyhodné bud z diivodu malych ziski v dané lokalité, ¢i ze se v blizkém okoli toho
dne nachazi uz dostatek jinych konkurencnich stanka a pro dalsiho stankate je
tak naldkani zakaznikt pravé ke svému stanku znatelné obtiznéjsi. Polohy vsech
stanki se tak kazdy den mohou ménit. Nelze pritom ocekavat néjaké rovnomérné
rozprostieni po meésté, nebot jsou ve meésté ulice, kterymi proudi velké mnoz-
stvi lidi, a mize se tam uzivit vétsi pocet stankait nez v mistech, kde intenzita
pohybu lidi je citelné tak mald, Ze pritomnost jiného obchodnika v okoli by prak-
ticky znamenala nedostatecny denni vydélek. Zahusténi jednotlivych casti mésta
stankafi bude znatelné zaviset na intezité pohybu lidi danymi misty.
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Obrazek 1.1: Poloha sekvoji obrovskych v kalifornském parku nam poukazuje
na shlukovani, tedy vytvareni mist s vétsi hustotou bodu nez v jinych castech
obrazku.

1.2 Definice a vlastnosti

Po motivacni ¢asti si nyni zavedeme bodovy proces, k ¢emuz ovsem budeme
potiebovat nékolik pomocnych definic. Déle si vysvétlime dilezitou vlastnost né-
kterych bodovych procest, kterou je stacionarita, protoze ji budeme v dalsSich
¢astech prace potrebovat. Pomoci ni dojde k zjednoduseni funkce intenzity, dalsi
z vlastnosti bodovych procesti, na nezaporné redlné ¢islo a bude nasim dulezitym
nastrojem pro zavedeni Palmova rozdéleni a stfedni hodnoty vzhledem k Palmovu
rozdéleni, které pottebujeme v dalsi podkapitole. Ovsem nez ukonc¢ime tuto pod-
kapitolu, budeme muset jesté probrat, co je to okrajovy efekt a uvedeme jednu
z moznych korekci, konkrétné minusovou korekci. Nyni pojdme zavést bodové
procesy.

3

V této a v 2. kapitole vétsinu definic a tvrzeni prejimame ze zdroje (1) a (2).
Budeme pracovat s euklidovskymi prostory R?, proto v téchto kapitoldch budeme
uvazovat d jako prirozené cislo.

Méjme tplny separabilni metricky prostor (Y, p). Pro borelovské mnoziny bu-
deme pouzivat znaceni B(Y") a pro omezené borelovské mnoziny budeme pouzivat
znaceni By(Y'). Pokud bude zfejmé, o jaky prostor se jednd, budeme zkracovat
znaceni na B, respektive By.

Definice 1. Mira p na (Y, B) je lokdlné konecénd, jestlize je konecnd na By.
Symbolem M = M(Y) budeme znacit mnoZinu vsech lokdlné konecngch meér na
(Y, B) a symbolem My, = My(Y) mnozZinu vsech konecnijch mer na (Y, B). Ddle
oznacme

N=NY)={peM: uB)eNU{0,o00} pro kaZdou B € B}



mnozinu vsech lokdlne konecniych mér nabjvagjicich pouze celociselnych hodnot.

Definice 2. Zavedme ndsledujici o-algebry na M a N :

M = o{u — p(B) méritelné, B € B},
N={MnNN:MeMm}

M je nejmensi sigma-algebra mér na borelovskych mnozinach, pro kterou
plati, Ze vSechny projekce p — u(B) jsou méfitelnd zobrazeni. Jeji stopa v mno-
ziné vsech lokalné konecnych mér nabyvajicich pouze celo¢iselnych hodnot je dru-
hou zadefinovanou o-algebrou 1.

Definice 3. Bud (2, X, P) pravdépodobnostni prostor. Bodovy proces na'Y je
meéritelné zobrazeni

X:(Q,%,P)— (N,M).
Bodovy proces je jednoduchyj, jestlize P(X eN *) =1, kde
N ={veN:v{z}) <1 prokaidé z€Y}.

Poznédmka: V celé praci budeme mlcky uvazovat jednoduché bodové procesy
(nejen u téch dosud zavedenych, ale analogicky lze tuto vlastnost definovat i u poz-
déjsich typu bodovych procesit). Tedy bez explicitniho vyjadieni budeme pred-
pokladat nulovou pravdépodobnost, ze dva body bodového procesu budou mit
naprosto shodnou polohu v R? (respektive na sféfe pro 3. a 4. kapitolu).

Nyni mame zavedené bodové procesy a miizeme si zavést dilezitou vlastnost,
stacionaritu. Vysvétlime si rozdil mezi stacionarnim bodovym procesem a situaci,
kdy neni stacionarni.

Definice 4. Bodovy proces X nazveme staciondrnim, pokud jeho rozdéleni je
invariantni vzhledem k translaci v R?, to znamend rozdéleni posunutého bodového
procesu X +y = {z+y:x € X} je stejné jako rozdéleni X pro vsechna y € R%.

Pokud bodovy proces nebude stacionarni, budeme ho v této praci oznacovat
jako nestacionarni. Pro porozumeéni rozdilu mezi stacionarnim a nestacionarnim
bodovym procesem nam pomuze nasledujici text a ilustrace.

Jeden z Casto pouzivanych prikladi stacionarniho bodového procesu jsou re-
alna data vefejné dostupna v balicku spatstat obsahujici polohu stred 42 bunék
pozorovanych mikroskopem v histologickém tezu. Pozorovaci okno dané pozoro-
vanim pres mikroskop bylo na nasem obrazku preskalovano do jednotkového
¢tverce. Mizeme si v§imnout pravidelné struktury, nikde nedochézi k vyraznému
shlukovani ani k jinym nepravidelnostem. Predstavme si, ze mame jisty bodovy
proces v euklidovském prostoru. Pokud bude tento bodovy proces stacionarni, tak
i kdyz bychom jakkoliv posunuli pozorovaci okno, stale bychom méli vidét stejné
vlastnosti, jaké jsme pozorovali u ptivodniho pozorovaciho okna. Nemusime tedy
resit jakou cast bodového procesu pozorujeme, protoze pii posunuti pozorovaciho
okna by se nase informace o bodovém procesu neméla zménit, pokud je opravdu
stacionarni.



Obrézek 1.2: Poloha stfedt bunek pozorovanych pod mikroskopem.

Jina situace nastane u nestacionarniho bodového procesu. Vlastnosti bodo-
vého procesu se budou ménit v zavislosti na poloze. Jednoduchym ptikladem miize
byt libovolny vétsi les. Pokud se postavime ke stromu na tplném okraji lesa, tak
v okoli 50 metrta od tohoto stromu napocitame zfejmé mnohem méné sousednich
stromi nez u stromu, ktery se nachézi nékde uprostied lesa (bez pritomnosti my-
tiny ¢i jiné okolnosti omezujici pocet stromt v jeho okoli), nebot strom na kraji
lesa bude obklopen stromy typicky jen z nékterych svétovych stran.

Jiny priklad obsahujici pfimo data z redlného zivota (opét balicek spatstat)
je ponékud tsmévny, ale 1ze na ném krasné ilustrovat nestacionarni bodovy pro-
ces. Jednoho slunec¢ného dne ve 3 hodiny odpoledne byla zaznamenéna poloha
lidi usazenych na travnika ve verejném parku Gordon Square v Londyné. Lze
si jednoduse predstavit, ze pokud se dostavi do parku skupinka lidi, ktera se
spolu zna, budou mit tendenci si sednout blizko k sobé, typicky do krouzku. Po-
kud ale do parku prijde navstévnik, ktery nikoho jiného v parku nebude znat,
nejspise si radsi sedne s dostatecnym odstupem od ostatnich v ramci moznosti
volného prostoru. Poloha stavajicich lidi tedy ovliviiuje polohu dalsich novych
lidi a dostavame tak bodovy proces, kde body jsou v néjaké zavislosti viici sobé.
Situace s redlnymi daty je vyobrazena na obrazku [1.3] kde lze vidét nepravidelny
tvar travniku, protoze je vymezen cestami vedoucimi parkem. Dva ostrivky na
obrazku jsou ve skutec¢nosti okrasné zdhony.

Predstavme si rozsiteni parku do celé roviny. V takovém ,nekoneéném parku
budeme mit plno raznych objektd, nebot parky nejsou na celém tzemi mono-
tonni a uz na tom malém tzemi zobrazeném na obrazku se nachazi zahony, které
ovliviuji polohu, kam si lidé sednou. Také byl slunny den a nékteti lidé davaji
prednost si sednout na misto, které je zastinéné okolnimi stromy. Dalsimi faktory,
které ovlivni v nekonecném parku mista usazeni, budou ostatni objekty obvyklé
v parku jako cesty, poticky, jezirka (kterd ale naopak mohou prildkat za slun-
ného dne do svého okoli vice lidi) a podobné. Kdyz tedy budeme mit pozorovaci
okno v tomto nekonec¢ném parku, rozlozeni lidi v ném bude zaviset pravé na tom,
jaké objekty v pozorovacim okné zrovna budou, nebot jiné rozdéleni bude v okoli
jezera a jiné ve vice zalesnéné casti parku. Takovy bodovy proces bude kvili



Obrazek 1.3: Mista usazeni lidi v Gordon Square.

takovymto objektiim ziejmé nestacionarni.

Jind situace bodového procesu je na obrazku [1.4] Tato realizace vznikla cile-
nou volbou rozdéleni bodového procesu za pomoci programu R. Zde mame jasnou
predstavu ocekavani, jak bude vypadat bodovy proces mimo uvedené pozorovaci
okno. Cim vice bychom pozorovaci okno posunuli doprava, tim vétsi ,hustotu®
bodi bychom vidéli. Zminénou ,hustotou” ve skute¢nosti myslime pojem funkce
intenzity, ktera se u bodovych procesi hojné vyuziva a je zakladnim néstrojem,
jak pracovat s bodovymi procesy. Intuitivné vime, co si predstavit za timto po-
jmem, zavedeme si ji obecné pro bodové procesy v definici || (ale také si uvedeme
specidlni tvar pro staciondrni bodové procesy v definici [6] nebot v této praci bu-
deme v euklidovskych prostorech pracovat zejména se stacionarnimi bodovymi
procesy). Tedy ¢im vice posuneme pozorovaci okno doprava, tim vétsi hodnoty
funkce intenzity lze pozorovat a budeme dostavat zcela jiny pohled na bodovy
proces. Ovsem bez znalosti vlastnosti daného nestacionarniho bodového procesu
nemtuizeme obecné Fici nic o ¢asti bodového procesu mimo pozorovaci okno, mii-
zeme pouze pracovat s tim, co vidime v pozorovacim okné.

Shrnme si predchozi odstavce. Pokud bude bodovy proces nestacionarni, jed-
notlivé vlastnosti bodového procesu se budou ménit napti¢ euklidovskym pro-
storem, zatimco ve stacionarnim pripadé muzeme pracovat s libovolnou casti
prostoru diky invariantnosti vzhledem k translaci, aniz by dochazelo k néjaké
zmene.

Poznédmka: V dalsich ¢astech prace, ve kterych se budeme vénovat bodovym
procesum v euklidovském prostoru, pokud nefekneme jinak, budeme predpokla-
dat stacionaritu.

Zadefinovali jsme si stacionarni bodové procesy. Muzeme tak nejen zadefinovat
funkci intenzity, ale rovnou uvést i specialni pripad pro stacionarni bodové procesy
s pojmem intenzita, kterou budeme pozdéji v praci potirebovat.
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Obréazek 1.4: Nestacionarni bodovy proces - funkce intenzity roste smérem do-
prava.

Znaceni: Necht X je bodovy proces na RY. X(A) znaéi pocet bodt procesu
obsazenych v A, kde A je podmnozinou RY.

Definice 5. Necht X je bodovy proces na RY. Mira intenzity A je mnoZinovd
funkce spliiujici rovnost EX (A) = A(A) pro vSechny borelovské mnoziny A. Pokud
mira intenzity ma Radon-Nikodymouvu derivaci vzhledem k Lebesqueove mire na
R, definujme funkei intenzity jako mezdpornou méritelnou funkci \(x) spliujici
rovnost EX (A) = A(A) = [, AM(z) dz pro vsechny borelovské mnozZiny A.

P1i predpokladu stacionarity se nam definice funkce intenzity zjednodusi, ne-
bot intenzita bude konstantni.

Definice 6. Necht X je staciondrni bodovy proces na RY. Intenzita je nezdporné
redlné cislo X spliujici EX (A) = N A| pro vsechny borelovské mnoziny A, kde |A|
je Lebesqueova mira mnoziny A.

Poznamka: Intenzita je tedy stfedni hodnota poc¢tu bodtt na mnoziné o veli-
kosti rovné 1 a pro stacionarni bodovy proces je konstantni.

Pro dalsi ¢ast prace potiebujeme zavést Palmovo rozdéleni. Nez se dostaneme
k definici prevzaté z (2)) ze strany 178, uvedeme motivaci, pro¢ podminéné rozdeé-
leni zavadét. Pri préaci s velicinami charakterizujicimi stacionarni bodovy proces
budeme pracovat se zkouméanim okoli néjakého ,typického“ bodu. Nejsikovnéjsi
volba takového bodu je pocatek, ktery nam zjednodusi zapisy a praci s velicinami
popisujicimi bodovy proces. Nicméné pravdépodobnost jevu ,,Stacionarni bodovy



proces X ma bod v poc¢atku® je nulova a vznika tak problémova situace, jak vy-
jadrit prislusnou veli¢inu z divodu podminovani jevem s nulovou pravdépodob-
nosti. Z tohoto divodu vyuzijeme stacionaritu bodového procesu X a definujeme
Palmovo rozdéleni jako pravdépodobnostni miru P, spliujici rovnost

MAIP(X € V) =E( Y 1v(X - 1)), (1.1)
reXNA

kde A je méritelnd a konecnd podmnozina euklidovského prostoru, V' je mno-
zina lokalné konecnych mér, ktera muze spliovat néjakou vlastnost, a z € X N A
znacCi body bodového procesu X, které lezi v podmnoziné A a X — z znaci bo-
dovy proces, kde jsou vSechny body posunuty o —z (tedy X —x je bodovy proces
obsahujici bod v pocéatku).

Rovnost nam rika, ze stfedni hodnota vyrazu, ktery znaci kolik bodovych
procesi X — z, kde z € X N A, (vzniklych z posunuti celého bodového procesu
X tak, aby konkrétni bod x ptivodniho bodového procesu X lezici v podmnoziné
A byl nové v poc¢atku) ma vlastnost X — x € V', vydélena intenzitou a velikosti
podmnoziny A, je rovna podminéné pravdépodobnosti jevu X € V pri znalosti
,pocatek je bodem v X“.

Obdobné lze zavést stiedni hodnotu funkce f vzhledem k Palmovu rozdéleni,
kde funkce f priradi posunutému bodovému procesu X — x pro z € X N A
realné c¢islo, naptiklad pocet bodu rozdilnych od pocatku, které jsou od bodu
v pocatku vzdéleny nejvyse r (budeme pozdéji vyuzivat u K-funkce, kde pfi
oznaceni posunutého bodového procesu jako Z muzeme tuto funkci zapsat jako
(Z(b(0,r)\{0})) s vyuzitim vyse zavedeného znaceni Z(A) znacici pocet bodu v Z
lezicich v A C RY). Tedy stfedni hodnotu vzhledem k Palmovu rozdéleni
s vyuzitim zminéného znaceni vyse definujeme pomoci rovnice

MNAIE,(F(X) =E( > f(X —a)). (1.2)

zeXNA

V praxi ovSem nepracujeme s celym bodovym procesem, ale pracujeme pouze
s mnozinou W C R?, ve které pozorujeme realizaci procesu a kterou nazyvime
spozorovaci okno“. Pro d = 2 méa pozorovaci okno typicky obdélnikovy ¢i dokonce
¢tvercovy tvar a na tomto tvaru budeme v nasledujici ¢asti ilustrovat okrajovy
efekt. Tento efekt tvori problém pii odhadovani funkci bodového procesu. Pred-
stavme si situaci, kdy chceme odhadnout funkci pocitajici pocet bodi v okoli
néjakého bodu procesu s argumentem r > 0, kde r urcuje nejdelsi vzdalenost,
kterou body mohou mit, abychom je jesté zapocitali. Pokud ale vychozi bod, je-
hoz okoli o poloméru r» budeme zkoumat, je k okraji pozorovaciho okna W blize
nez je dana velikost 7, miize ndm nastat situace, kdy do tohoto okolicka nezapoci-
tame vsechny body, nebof mtzou lezet mimo pozorovaci okno, a dojde k $Spatnému
odhadnuti této funkce. Na ilustraci tohoto pripadu se miizeme podivat na obrazek
[1.5] kde si jako pozorovaci okno predstavme ¢ast ohrani¢enou modrym obrysem
¢tverce. Pokud si vezmeme fialovy bod a budeme se chtit podivat na pocet jeho
sousedu v jeho okoli o nenulovém pevné daném poloméru r vyznaceném fialovou
kruznici, v pozorovacim okné neuvidime zadny bod procesu, zatimco mimo pozo-
rovaci okno bychom nasli 3 sousedy. Odhadovani nékterych vlastnosti by se tedy
razantné zménilo pfi znalosti, ze v okoli danych bodt neni prazdné okoli, natoz
kdyby byl zndmy pocet sousedi.



[¢)
o o
o
o
o © ° o
[¢)
o) o]
O| o
o o
o o
° o
o
o o
o o ©
o
o
o
o
o
° o
[e) o)
o
o

Obrazek 1.5: Okrajovy efekt a minusova korekce.

Abychom mohli funkce charakterizujici bodovy proces odhadnout lépe, exis-
tuji razné typy korekci okrajového efektu. V této praci budeme zédsadné vyuzivat
minusovou korekci, kdy pro dané r ztizime oblast W na jeji podmnozinu We,.,
ktera ma vsSechny body od hranice W ve vzdélenosti alespon r a zaroven lezi
stale v mnoziné W. Podobné ztzeni by se provadélo i pro dalsi hodnoty r. Bu-
deme ovSem pracovat pouze s takovymi r, pro kterda Wy, vychazi jako neprazdna
mnozina. Pii odhadovani funkci budeme pak zkoumat okolicka bodu pouze lezi-
cich v Wy, a tak zabranime tomu, aby nastal problém s okrajovym efektem. Pti
opétovném nahlédnuti do obrazku [1.5| si mizeme vsimnout vyznaceni zmense-
ného pozorovaciho okna W, pomoci ¢erveného obrysu mensiho ¢tverce, zatimco
pozorovaci okno je stale znadzornéno modrym obrysem ¢tverce. I kdyz zeleny bod
je pri okraji zmenseného pozorovaciho okna Wg,., jeho okoli o poloméru r je celé
v pozorovacim okné W, a tak napocitdme spravné misto 1 vSechny 3 sousedy.
Pomoci této korekce lze vytvaret nékteré nestranné odhady.

1.3 K-funkce

1.3.1 Definice

V praxi se ndm u bodovych procesi ¢asto mize hodit charakteristika, ktera
bude odhadovat primérny pocet bodu v okoli néjakého typického bodu procesu.
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Takova myslenka je jen kricek od zavedeni K-funkce, ve které je tato charak-
teristika jeji soucasti. K-funkci je pro tucely tohoto textu dulezité zavést, nebot
ji budeme pouzivat jako testovou statistiku u hypotézy, kterou formulujeme ve
ctvrté kapitole, konkrétné ji vyuzijeme pro vyhodnoceni jednotlivych simulaci
potiebnych k testovani dané hypotézy.

Protoze kétami prevazenou K-funkci na sfére potfebujeme zavést, budeme
v kazdé kapitole uvadét jeji modifikaci pro danou situaci. Kétami prevazenou
K-funkci pak dostaneme jako primou analogii predchozich pripadi. Na tomto
misté uvedeme jeji nejzdkladnéjsi podobu, tedy bez kot, které zavedeme v druhé
kapitole, a v euklidovském prostoru.

Zavedeme nyni zakladni podobu a to K-funkci pro stacionarni bodové procesy
v euklidovském prostoru. Protoze pracujeme se stacionarnim bodovym procesem,
tak za typicky bod mizeme vzit libovolny bod bodového procesu a presunout
cely bodovy proces tak, aby tento typicky bod byl v poc¢atku, cemuz jsme se
vénovali v predchozi podkapitole pti zavadéni stfedni hodnoty vzhledem k Pal-
movu rozdélenf pomoci rovnice (I.2). Bude nés zajimat podminéna stfedni hod-
nota poctu sousednich bodi v jeho okoli o poloméru r. To mizeme zapsat jako
Eo (X (b(0,7)\{0})). Pokud toto vydélime intenzitou, tak dostavame K-funkci, kte-
rou chapeme jako funkci o argumentu r urcujici velikost okoli daného typického
bodu. Tedy K-funkce pro stacionarni bodové procesy je definovana nasledujici
rovnosti:

K(’f’) — w) T 2 0.

Ve ¢tvrté kapitole nebudeme ovsem pracovat primo s jeji teoretickou podobou,
ale budeme vyuzivat jeji odhad.

1.3.2 Odhad

K-funkci budeme odhadovat pomoci poc¢tu pozorovanych dvojic bodt, které
jsou k sobé blize, nez je kladné vzdalenost r. Protoze nepracujeme s celym bodo-
vym procesem, ale mame typicky jen néjakou cast bodového procesu danou po-
zorovacim oknem, tak budeme vyuzivat minusovou korekci. Pro kazdy bod lezici
ve zmenseném pozorovacim okné napocitdme pocet bodii v jeho okoli o poloméru
r bez zapocitani toho bodu samotného. Protoze intenzitu typicky nezname a pro
nase ucely ani nepotiebujeme presné znat, bude pro nas dostatecné odhadnout
A2K a to pomoci odhadu

— Zw#y

Lwewg, le—yl<
NK(r) = z’yemww[;e”& S r=>0.

D4 se ukazat, ze jde o nestranny odhad.
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2. Kétované bodové procesy v
euklidovském prostoru

2.1 Motivace

Nasledujici pifklad neni piikladem bodového procesu v R?, ale jedné se o bo-
dovy proces na linearni siti, kde se situace koncepcéné lisi od nasi teorie, avsak
dobte nam to poslouzi pro ilustraci, co jsou to koty a jak je lze pouzivat i v redl-
nych situacich.

. .
[ ]
s ® g
bl o o2 e Fyzicky utok
[ o o 0w e e o o
o3 ® . . Vloupani
®

Odcizeni auta

o0 Y )
L o
: JE e Vandalismus
80.00
; o ° ®  loupez
{ 2 , ~
'Y e Kradez
$§ o 3
o ° o Neopravnéné vniknuti
b4 L g

Obrézek 2.1: Pouli¢ni zloc¢iny ve mésté Chicago.

Na obrazku vidime pouli¢ni zlo¢iny v jedné z ¢asti mésta Chicago, ktera je
v okoli mistni univerzity. Zloc¢iny byly hlaseny v obdobi od 25. dubna do 8. kvétna
v roce 2002. Pivodni mapa s témito zloc¢iny byla publikovana v chicagském ty-
deniku. Data jsou v balicku spatstat.

Mapa nezobrazuje pouze polohu uskutecnéného zloc¢inu, ale pomoci tvaru
a barvy symbolu mtzeme zjistit i druh zlo¢inu. Mizeme se tak dozvédét, zda
se na daném misté udala loupez, odcizeni auta, fyzicky ttok, nebo napriklad
vloupani do domu, ktery stoji u vyznaceného mista na mapé, tedy nejednd se
¢isté jen o zloc¢iny, které se po celou dobu odehravaji primo na ulici, ale i o ty
v jeji naprosté blizkosti. Lze tak nejen zkoumat, kde se odehravaji néjaké zlociny,
ale také, co se stava v jednotlivych oblastech za zlocin, zda se zlocin stejného
charakteru odehrava ¢asto na podobnych mistech, jako vidime shlukovani u zele-
nych puntikt zastupujici vandalismus, dokonce miizeme zkoumat, zda dany druh
zlo¢inu muze zaviset na poloze, napriklad odcizeni auta v daném casovém obdobi
bylo hldseno bud uprostied pozorované ¢asti mésta, nebo v jeho severovychodni
casti. V nékterych jinych prikladech bychom si zase mohli pokladat jiné otazky
typu, zda objekty s danou vlastnosti v néjakém smyslu ovliviiuji jiné objekty s jis-

12



tou vlastnosti. V pripadu se zlo¢iny bychom si tak mohli polozit otazku, jestli je
vyskyt vloupani ovliviiovan zloc¢iny, pii kterych dochéazi ke vandalismu.

Jak jsme vidéli u ivodniho ptikladu, bodovy proces v takovém pripadé nese
o sobé mnohem vice informaci, nez jsou polohy bod, nebot kazdy bod ma pomoci
koty v sobé uchovanou dalsi netrividlni informaci a mizeme se toho dozvédét
mnohem vice. Proto mé smysl zavadét bodové procesy s kotami, kterym budeme
fikat k6tované bodové procesy.

2.2 Druhy két

Podobné jako v minulé kapitole budeme chtit polozit teoretické zaklady tak,
abychom ke konci kapitoly mohli modifikovat K-funkci pro situaci, kdy chceme
pracovat i s kotami. Nejdiive se podivame na zavedeni kétovanych bodovych
procesu a na typy kot.

Definici prejimame z (3) [strana 20].

Definice 7. Kétovany bodovy proces na prostoru S s kétami v prostoru © je
bodovy proces M na prostoru S x © takovy, Ze pocet bodu M v mnoziné K x © je
konecny skoro jisteé pro vsechna kompaktni K C S. To znamend, Ze odpovidajici
podkladovy proces (bodovy proces, ktery vznikne z M, kdyZ odstranime kdty) je
lokdlne konecny.

Zavedeni kotovaného bodového procesu si lze predstavit nasledovné: méjme
bodovy proces X a sefadme jeho body do posloupnosti {x, },en. Prifadime-li
kazdému bodu z, redlné ¢islo m(x,), které budeme nazyvat kétou bodu z,,
dostaneme kétovany bodovy proces M = {[z,; m(z,)]}.

I kdyz jsme o koté mluvili jako o redlném cislu, typicky kota nabyva neza-
pornych hodnot (obvykle se jednd o velikost objektu: velikost krateru, tloustka
stromu v lese, rozloha mésta, nadmorska vyska vrcholku sopky a podobné) nebo ji
dokonce zZime na prirozend ¢isla (pocet obyvatel mésta) ¢i dokonce na konecény
vycet kategorii, kde kazdé ¢islo z mnoziny hodnot zastupuje konkrétni katego-
rii (druhy stromt v lese, typy zlo¢inu ve mésté). Pridélovani kéty bodu muze
byt zavislé na poloze bodu, pro ilustraci si mizeme predstavit situaci, kdy kota
bude méfitelnou funkei normy ||z||, ¢i si predstavme realnéjsi situaci, kdy mnoho
rostlin na stejném misté znamend vétsi boj o ziviny, a tak jejich vzrist bude ty-
picky mensi, zatimco vice osamocené rostliny se nemusi o ziviny s ostatnimi délit
a jejich velikost miize byt vyrazné vétsi. V obou pripadech dochazi ke korelaci
kot a bodt. Ve zcela jiném pripadé muze byt kéta pritazena nezavisle na poloze
bodu, kdy kéty jsou navzajem nezavislé a pochazi ze stejného rozdéleni (budeme
pouzivat zkratku i.i.d., pokud kéty budou nezavislé a stejné rozdélené), jinymi
slovy jednd se o kotovany bodovy proces s i.i.d. kétami. Velice jednoduchym pfi-
kladem bodového procesu s i.i.d. kdtami je situace, kdy u kazdého bodu si hodime
spravedlivou kostkou a vysledek zapiseme pomoci kéty. V takovém pripadé veli-
kost koéty opravdu nezavisi na poloze bodu, na velikosti jinych két a kazda kota
pochazi ze stejného rozdéleni. Situace s i.i.d. kétami je nejjednodussim typem
kétovanych bodovych procest.
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Obrazek 2.2: Rozmisténi stromt v lese Lansing.

Bodové procesy mohou mit vicerozmérné koty, kdy kazda slozka koty bude
popisovat urcitou vlastnost daného bodu, respektive objektu v realném sveté. Mi-
zeme mit napiiklad nejen polohu mést v Ceské republice danou polohou bodu,
ale kota muze obsahovat informace o poctu obyvatel, rozloze mésta, roku zalozeni
a podobné. V nasi praci budeme pracovat pouze s jednorozmérnymi kétami. Bu-
deme tedy mit dva zakladni typy kot. Bud bude kéta nabyvat konecného vyctu
hodnot, tedy kéta bude pochézet z diskrétniho rozdéleni, nebo bude pochézet ze
spojitého rozdéleni.

Situaci, kdy kéta nabyva konecného vyctu hodnot, mizeme vidét na obrazku
2.2] Jedna se o data z balicku spatstat obsahujici polohu stromi v Lansing
Woods ve statu Michigan (USA) ve vytezu 924 stop krat 924 stop. U kazdého
stromu mame navic informaci, o jaky z 5 nejcastéjsich druhi stromt se jedna,
pripadné ho mame zarazeného do kategorie ,Ostatni“. Muzeme tak zkoumat
slozeni lesa z pohledu druhti stromii.

Druhou situaci jsou kéty pochézejici ze spojitého rozdéleni. Opét si mizeme
uvést priklad z lesa, avsak misto druhového slozeni lesa nas tentokrat budou za-
jimat velikosti jednotlivych stromt. Opét vyuzijeme data z balicku spatstat,
tentokrat mame vytez 100 metrta krat 100 metrii z ndrodniho parku Waka v af-
rické zemi Gabon. U kazdého stromu je zmérena vycetni tloustka ve vycetni
vysce, to znamend ve vysce 1,3 metru je zmérena tloustka stromu a mame ji
uvedenou v centimetrech. Koty jsou zvétsené oproti poloze stromu tak vyrazné,
ze na obrazku dochazi k prekryvu symbolti, i kdyz stromy ve skute¢nosti nemusi
byt v primém dotyku. Na obrazku vidime, Ze v celém pozorovacim okné lze
najit stromy rtznych velikosti, nikde neni absence malych stromt a i velké stromy
najdeme skoro vsude.

Ukazali jsme si hlavni typy kot. Nyni mizeme zavést dilezitou vlastnost,
a tou bude stacionarita. Definice stacionarnich kétovanych bodovych procest je
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Obrazek 2.3: Rozmisténi a velikosti stromu v lese Waka.

zcela analogickd, odpovidajici definici [] v prvni kapitole. Opét pozadujeme, aby
rozdéleni bylo invariantni vzhledem k translaci.

Definice 8. Kdtovany bodovy proces M nazveme staciondrnim, pokud jeho
rozdélend je invariantni vzhledem k translaci v RY, t.j. rozdéleni posunutého kéto-
vaného bodového procesu M, = {[x, + x;m(x,)|} je stejné jako rozdéleni M pro
vsechna x € R?.

I kdyz nam intuitivné muze byt jasné, co si predstavit pod pojmem stacio-
narita, v praxi mize byt velice obtizné odhadnout, zda lze u dané situace pred-
pokladat stacionaritu. Hned u nasledujiciho ptikladu uvidime, Zze podle obrazku
bychom tipovali, Ze se jedna o nestacionarni bodovy proces, nicméné ve skutec-
nosti cela zalezitost muze byt velice obtizna z divodu mnoha rtznych faktort,
které z obrazku uz nevypozorujeme. Avsak u druhého prikladu naopak uvidime,
ze se zcela zfejmé jedna o nestacionarni kétovany bodovy proces.

Podivejme se opét na obrazek dat z Lasing Woods (obrazek . Z&visi po-
loha stromu na tom, jakého druhu je? Ekvivalentné, ovliviiuje polohu stromu
jeho kdta? Situace na obrazku je ponékud neprehledna z divodu velkého mnoz-
stvi bodli. Pokud si ale rozdélime bodovy proces na vicero riiznych procest, kde
v ramci jednoho procesu budou jen body se stejnou kétou, miizeme lépe vidét roz-
prostfeni jednotlivych stromi v lese, jak lze vidét na obrazku 2.4 Dub sametovy
se v pravé dolni ¢asti nachazi velice tidce, javor se v pravé horni ¢asti a zejména
v levé horni ¢asti moc nenachazi. Méné zastoupené stromy v kategorii ,,Ostatni®
se nachazi prakticky priblizné jen na poloviné tizemi. Naopak u orechovce vi-
dime velice jednoznacnou dominanci hlavné v levém hornim rohu pozorovaciho
okna. Jedna se o oblast 924 stop krat 924 stop, kde muze rozmisténi jednotlivych
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Obrazek 2.4: Rozmisténi stromii v lese Lansing podle druhii.

druhu ovliviiovat mnoho rtznych faktort, od chemického slozeni pudy az po me-
zidruhové interakce, navic dochézi k vliviim i v rdmci stejného druhu (napiiklad
shlukovani zapticenéné zpusobem rozmnozovani, které jsme vidéli jiz na obrazku
. Obecné nelze vibec jednoduse vyvodit zavéry bez komplexnéjsich informaci
o okoli a jejich vlivu na stromy konzultovanych s odbornikem.

Dalsi typ nepravidelnosti struktury kétovaného bodového procesu muze byt
kréasné vidén na obrazku kde zéavislost kéty na poloze bodu je zcela oci-
vidna. Smérem doprava se velikost koty zvétsuje. Jedna se pritom o data, kdy
se zaznamenala poloha a velikost ¢astic po procesu postupného usazovani ¢astic
bronzového prasku rtznych velikosti a sintrovani. Pozorovaci okno mé na Sitku
17 milimetri, na vysku 7 milimetri. Vice informaci o daném procesu lze najit
v baliku spatstat, jednd se o data bronzefilter.

Stacionarita je i v této kapitole velice dulezita a budeme ji potfebovat pri
budovani zékladni teorie, abychom mohli zformulovat modifikaci K-funkce pro
kétované bodové procesy, kterou budeme nazyvat kétami prevazena K-funkce.
Ovsem nez se k ni dostaneme, musime polozit néjaké teoretické zaklady:.
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Obrézek 2.5: Podélny rovinny fez ¢asticemi pti filtrovani.

2.3 Budovani zakladni teorie

Pro definici kétami prevazené K-funkce budeme potfebovat obdobné jako
v prvni kapitole Palmovo rozdéleni a stfedni hodnotu vzhledem k Palmovu roz-
déleni. Nez se k nim ale dostaneme, potifebujeme polozit par nejzakladnéjsich
teoretickych poznatkl, abychom byli schopni pracovat se stfedni hodnotou pro
kétované bodové procesy. Tyto poznatky budeme prejimat z paté kapitoly (2).

Pokud stacionarni bodovy proces M s intenzitou A bude mit koty z diskrétniho
rozdéleni, bez ijmy na obecnosti 1ze kazdy typ koty ocislovat prirozenym cislem,
tudiz hodnotu kéty muzeme oznacit jako T, a pravdépodobnost, ze kéta nabude
hodnoty ¢ € N, oznac¢ime

pi = P(T =1).

Protoze bodovy proces s kotami z diskrétniho rozdéleni mizeme rozdélit na
jednotlivé bodové procesy obsahujici pouze kéty stejného typu, dostavame neko-
tované bodové procesy se zmensSenou intenzitou Ap;. Z prvni kapitoly vime, ze
o¢ekdvany pocet bodl s kétou i pro mnozinu B C R? u bodového procesu M je

E(M(B x {i})) = Api| Bl,  i€N,

kde |B| je velikost mnoziny B. Stfedni hodnota bodi se stejnou kétou je
primou analogii situace z prvni kapitoly, nicméné k bodovym procestim s kétami
ze spojitého rozdéleni musime pristupovat zcela jinak.

Meéjme kétovany bodovy proces M s intenzitou A, kde koty pochazi ze spoji-
tého rozdéleni T'. Zavedme si distribu¢ni funkci kéty Fr jako pravdépodobnost,
ze napozorujeme hodnotu koty mensi nebo rovnou m, to znamena

Fr(m) = P(T <m), m € R.

S vyuzitim zavedené distibuéni funkce kéty lze vypocitat stfedni hodnotu
po¢tu bodii s kétou mensi nebo rovnou m v mnoziné B C R¢

E[M(B x (—oo;m])] = AFp(m)|Bl,  meR,
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respektive pokud néas bude zajimat stfedni hodnota bodii v mnoziné B s ko-
tami vétsimi nez m; € R, ale ne vétsimi nez ms € R pro m; < msg, lze to s vyuzitim
predeslého vztahu vyjadrit nasledovné

E[M (B x (my;ma] )] = AB|(Fr(mz) — Fr(my)).

U kot ze spojitého rozdéleni nas samoziejmé casto zajima stfedni hodnota
koty p. K jejimu vypocteni zavedme hustotu koty, ktera je derivaci distribuéni
funkce, pokud jeji derivace existuje, tedy fr(m) = Fr(m).

Palmovo rozdéleni a stfedni hodnotu vzhledem k Palmovu rozdéleni pro ko-
tované bodové procesy lze zavést podobné jako jsme to udélali u a pro
nekétované bodové procesy. S vyuzitim strany 305 z (2) uvedeme rovnou vysledny
tvar. Predpokladame, Ze pro kétu typického bodu (opét posuneme bodovy proces
o —x tak, aby se tento bod nachdzel v poc¢atku) plati, Ze pochézi z podmnoziny
hodnot L. U kot z diskrétniho rozdéleni mizeme vzit L = {i} pro libovolnou hod-
notu z mnoziny hodnot kot, zatimco pro koty ze spojitého rozdéleni mizeme vzit
napiiklad ( —oo;m], kde m je libovolnd hodnota z nosice rozdéleni, nicméné lze
L polozit rovnu celé mnoziné hodnot, kterych nabyvaji koty. Za této situace de-
finujme Palmovo rozdéleni jako pravdépodobnost P, (pokud takova existuje)
spliiujici pro vsechny borelovské podmnoziny B C R?

AMB|P,(M eV)=L ( > 1p(x)ip(m(z))Lly (M — $)) )

[z;m(z)]eM

kde | B| znamené velikost mnoziny B a V' je mnozina lokalné koneénych mér,
kterd muze splnovat néjakou vlastnost.

Obdobné stredni hodnotu vzhledem k Palmovu rozdéleni pro funkci
kétovaného bodového procesu f(M) (kde funkece f prifadi posunutému bodovému
procesu M — x pro x € M N B realné cislo, napriklad pocet bodt rozdilnych od
pocéatku, které jsou od bodu v pocatku vzdaleny nejvyse r) definujeme pomoci
rovnice

AIBIEL(f(M)) = E ( > Ap(a)Li(m(x))f(M — x)) :

[x;m(z)]eM

Timto mame polozen potiebny teoreticky zaklad pro zavedeni kdétami preva-
zené K-funkce.

2.4 Koétami prevazena K-funkce

Z prvni kapitoly vime, ze K-funkce pro nekétované bodové procesy a pror > 0
je definovana jako

K (r) = BX0ON0D)
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Nyni bychom chtéli modifikovat K-funkci tak, aby pracovala i s velikosti kot.
Zacneme trivialni apravou Citatele, ktery chceme prepsat pomoci sumy, ale aby se
stale pracovalo s poctem sousednich bodi pocatku za predpokladu, ze v pocatku
mame bod procesu, tedy

E x#0 1 '
K(r) = 0> ix /[\OS\\szr](w)’ r>0

)

coz je stale ekvivalentni piivodni formulaci. Nyni modifikujme tvar. Uz ne-
pracujeme se stacionarnim bodovym procesem X, ale se stacionarnim kétovanym
bodovym procesem M, ktery ma koty stejné rozdélené (ale nepredpokladdme ne-
zavislost). Oznacme si p = Egm(0). K-funkce pracovala s pocty dvojic, ve kterych
vystupuje typicky bod a které jsou od sebe vzdalené méné nez r € R. Ty chceme
prevazit jejich kétami, tedy kazdy indikator pro dvojici prendsobime velikosti je-
jich kot. Abychom funkci normalizovali, vydélime ji kvadratem stfedni hodnoty
kot. Po takovéto upravé ziskavame kétami prevazenou K-funkci pro r > 0
definovanou

z#0
Eo . m(0)m(z)Ljo< |z <r]
K (r) = [zim(@)] e .

Kdybychom pridali predpoklad nezavislosti kot, kétami prevazena K-funkce
se zredukuje ,zpét* na K-funkci. Pro bodovy proces M s i.i.d. kotami totiz plati

By Sy mO)m(@) o< m<r)  Egm(0)Eo S0 0y (%) Lo <o

Kmm -
(r) IV IV
x#£0 x40
BB X ey M) o<gal<r  Bo X ey M) Ljo< alj<r)
B Ap? N Al
#£0 x#0
B Xy mO0)Logie<r)  Eorn(0)Eo X1 ) Lo all<r]
AL AL
B0 Sy Loliel<n) _ o Xy Loslal<r _ K@), r>0,
AL A

kde jsme postupné vyuzili toho, ze koty jsou i.i.d., nezavislosti kot s identifika-
torem, zda dana dvojice kot je k sobé blize nez pevné r, a u posledni rovnosti jsme
vyuzili toho, ze u kétovaného bodového procesu M vyuzivame pouze informaci
o poloze bod1, tedy pracujeme pouze s nekétovanym bodovym procesem X.

Koétami prevazena K-funkce je modifikace K-funkce, ktera je vyznamné blizsi
k podobé testové statistiky, kterou budeme vyuzivat na konci ¢tvrté kapitoly.
Opét si uvedeme odhad a podobné jako v prvni kapitole, nebudeme potrebovat
zvlast odhadnout intenzitu A a stfedni hodnotu kéty u, postacéi nam spolecny
odhad

TF#yY
D wexnwe, 2oyexaow M@M)L a—y)<r]

N2 Kym(r) = o ., r>0.
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3. Bodové procesy na sfére

3.1 Motivace

Jak bylo pomoci ptikladu 1.2 zminéno, bodovy proces v redlném svété ne-
musime hledat pouze v roviné nebo v prostoru, ale miizeme zkoumat i bodové
procesy na sféte, jako byla poloha kraterti na Mésici. Uvedme si nékolik dalsich
prikladi pro ilustraci, co lze na sféte zkoumat.

Priklad 3.1: Zkoumani okolniho vesmiru je pro mnohé lidi velice zajimavé.
Avsak pri obvyklém pozorovani no¢ni oblohy nelze jednoduse rici, jak daleko je
které téleso vzdaleno od pozorovatele bez netrivialnich znalosti o konkrétnim té-
lesu nebo néjakych vétsich vypocti. Proto se nékdy pracuje s takzvanou nebeskou
sférou. Jde o myslenou sféru o dostatecné velikém poloméru, kde ve stiedu stoji
pozorovatel a télesa, které pozoruje, jsou zobrazeny pomoci projekce na sféru tak,
aby mezi nimi byla zachovana tthlova vzdalenost takova, jakou pozorovatel osobné
pozoruje. Kdyz si vezmeme pozorovaci okno napriklad kolem Polarky, miizeme
zkoumat, zda jsou hvézdy v této oblasti rovnomérné rozmisténé.

Priklad 3.2: Zemi bézné aproximujeme kouli, a tim se nabizi spousta situ-
aci, které mizeme zkoumat pomoci bodovych procest na sfére. Mizeme zkou-
mat epicentra zemétieseni, mista dopadu meteoritii ¢i napriklad polohu sopek.
U posledniho pripadu nas muze zajimat situace, kdy v bodovém procesu budou
pouze body zastupujici polohu sopek, které byly aktivni v pevné daném obdobi,
naptiklad v poslednich mésicich, a muzeme zkoumat, zda nékde dochazi k vy-
znamnému shlukovani aktivnich sopek, a tedy zvazit, zda zintenzivnit mapovani
situace v této oblasti.

Priklad 3.3: Bodové procesy na sféfe se nemusi tykat pouze vesmirnych téles.
Sféra muze mit i relativné malé rozméry, napriklad mizeme uvazovat detektor
¢astic zaznamenavajici odkud castice priletély. V takovém pripadé nés opét miize
zajimat, zda jsou polohy smért, odkud priletély ¢astice, rovnomérné rozmistény
po sfére, pripadné miizeme zkoumat, zda dochazi k vyznamnému shlukovani.

3.2 Definice a vlastnosti

Tato kapitola je adaptaci prvni kapitoly na pripad sféry. Budeme prebirat
definice a tvrzeni z (4)). Za¢neme zavedenim a popsanim sféry.

Sféra v R? se stiedem v pocatku [0, 0, 0] a s kladnym polomérem p je mnoZina
S2 = {u € R®: ||lul| = p}, kde ||ul| je norma vektoru u v R*.

Oznac¢me si bod [0,0, p] severnim pélem a [0,0,—p] jiznim pdSlem. Pro

udavani polohy bodu na sféfe se pouzivaji obvykle sférické souradnice s transfor-
maci
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Obrazek 3.1: Zobrazeni sféry a kulového vrchliku - mnoziny bodt na sfére majici
sférickou vzddlenost od pevné daného bodu sféry nejvyse r € [0,7p], kde p je
polomeér sféry.

x = psinécos ¢,
y = psinfsin ¢,

2z = pcos,

kde 0 < 6 < 7 urcuje tthel mezi danym bodem sféry a severnim podlem,
zatimco 0 < ¢ < 27 odpovida az na preskalovani tomu, ¢emu fikame zemépisna
délka (mista se stejnou zemépisnou délkou tvoii poledniky, tedy nejkratsi spojnice
severniho a jizniho pélu lezici na sfére). Pti takovéto transformaci bude mit severni
pdl souradnice [#,¢] = [0, 0], proto tento bod byva oznacovan pocatkem sféry.
Nazveme sférickou vzdalenosti d(u,v) bodt u,v € Sf) délku nejkratsi spojnice
bodi u a v lezici na sfére. Tato vzdalenost lze vypocitat pomoci vzorce d(u,v) =
parccos([u - v]/p®) pro u,v € S s kartézskymi soutadnicemi, kde u - v je skalarn
sou¢in vektord v R3.

Na obrazku|3.1|vidime zobrazeni sféry s vyznac¢enymi nékolika poledniky a rov-
nobézkami (rovnobézka je mnozina bodi na sféfe majici stejnou hodnotu 6). Za-
roven zde miizeme ilustrovat okoli bodu, které se na sfére nazyva kulovy vrchlik.
Vybereme-li libovolnou rovnobézku, bude to hranice kulového vrchliku se stredem
v pocatku sféry, nebot vSechny body jsou stejné vzdalené od pocatku sféry (maji
stejnou hodnotu ) a vSechny body sféry majici mensi sférickou vzdélenost od
pocatku maji mensi hodnotu 6. Jedna se vlastné obecné o prinik koule (majici
stfed na sféfe a s polomérem Teykridovske < 2p) se sférou. Upozornéme, ze uzaveér
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Obrazek 3.2: Bodovy proces na sféte. I kdyz jsou body rozmistény rovnomeérné,
pri kolmém prameétu do roviny vidime ,zhusténi“ na okrajich kruhu.

dopliku kulového vrchliku je opét kulovy vrchlik. Kulovy vrchlik budeme ozna-
¢ovat symbolem C'(u,s), kde u je stfed kulového vrchliku a s < 7p je sféricka
vzdalenost libovolného bodu hranice kulového vrchliku a jeho stiredu.

Na obrazku vidime, Ze pri kolmém primétu do roviny vidime ,zhusténi*
bodi pti okrajich obrazku. Musime si tedy pii prohlizeni obrazka bodovych pro-
cest na sfére uvédomovat tuto ,deformaci“ a neziskat neopravnéné pocit, ze by
se mohlo jednat o bodovy proces s nerovnomérné rozmisténymi body.

Dalsi upozornéni se tyka pozorovaciho okna. V prvnich dvou kapitolach jsme
pracovali s posouvanim pozorovaciho okna a zkoumali, zda se nam pritom méni
vlastnosti pozorované ¢asti bodového procesu. Na zdkladé toho jsme zadefinovali
pojem stacionarniho bodového procesu, u kterého jsme mohli pracovat s libovol-
nou ¢asti prostoru, aniz by dochazelo ke zménam vlastnosti bodového procesu.
Néco podobného bychom chtéli zavést i u bodovych procest na sfére, avsak na
sfére nelze posouvat bodové procesy tak, jak jsme dosud provadeéli. Analogii k to-
muto na sféfe je rotace, kdy rotace R bodového procesu X je RX = {y :y =
R(z),x € X} a nové polohy bodu lze vypocitat podle (4) na strané 31 pomoci
vztahu (3.17), ktery je oznacovan jako ,Rodrigues’ rotation formula“. Podle to-
hoto autora, ktery se odkazuje na (5)), tvori jednotlivé rotace dohromady grupu
rotaci na sféfe, kterd se oznacuje symbolem SO(3). Toto znaceni budeme vyuzi-
vat napriklad pri budovani analogické vlastnosti ke stacionarité, kdy jsme bodové
procesy posouvali v R?, d € N, kterym bude izotropie, kdy bude dochézet k rota-
cim bodového procesu na sféte. Nejdiive ale musime zadefinovat samotné bodové
procesy.

22



Protoze sféra je kompaktni, lze na ni to, co jsme si na zacatku prvni kapitoly
odvodili pro uplné metrické prostory, aplikovat. Jednotlivé definice jsme si formu-
lovali pro tplny separabilni metricky prostor Y s borelovskymi mnozinami B(Y)
na Y znacenymi zkracené B. V nasi situaci tyto definice vyuzijeme pro sféru S/%
a mnozinu borelovskych mnozin na sfére, kterou budeme znacit Bsg- Dosazenim
do definice [1| dostaneme mnozinu vsech lokdlné konec¢nych mér na sfére nabyva-
jicich pouze celociselnych hodnot Ng%, obdobné z definice [2| ziskame o-algebru
MNsz, coz hned vzapéti vyuzijeme pro definovani bodového procesu na sfére.

Definice 9. Bodovy proces na sfére Sf, je méritelné zobrazeni
X:(Q,%P)— (./\fgg,’)’tgg).
Nyni mtzeme uvést definici vyse zminéného pojmu izotropie.

Definice 10. Bodovy proces X na sfére Si nazveme tzotropnim, pokud jeho
rozdélent je invariantni vzhledem ke grupé rotaci SO(3). To znamend, Ze rozdélend
bodového procesu po rotaci RX ={y :y = R(x),x € X} je stejné jako rozdéleni
X pro vsechna R € SO(3).

Definice nam tika, ze pokud mame izotropni bodovy proces na sfére, pak po-
zorovacim oknem W uvidime stejné vlastnosti, jako bychom vidéli v pozorovacim
okné RW, kde bychom pozorovaci okno premistili libovolnou rotaci R € SO(3).
Tedy v takovém pripadé miizeme pracovat s libovolnou c¢asti sféry, aniz by do-
chazelo k néjakym zménam.

Tustraci izotropniho bodového procesu muzeme vidét na obrazku [3.3] Pokud
bodovy proces na sféfe nebude izotropni, budeme ho nazyvat neizotropnim. Na
obrazku vidime realizaci neizotropniho bodového procesu, kde dochézi k vy-
raznému shlukovani bodu v okoli severniho pélu.

Analogii stacionarity pro bodové procesy na sféfe mame nyni vybudovanou.
Nicméné k definici K-funkce na sfére pottebujeme obdobné jako v prvni kapitole
zavést funkcei intenzity, Palmovo rozdéleni a stfedni hodnotu viiéi Palmovu rozdeé-
leni. Opét budeme prebirat definice z (4), kde nékteré definice jsou formulované
obecné, avsak my je budeme uvadét pouze pro sféru. Nez zadefinujeme funkci
intenzity, pfipomenime znaceni X (B) pro pocet bodi procesu X v mnoziné B.

Definice 11. Necht mdame bodovy proces X na sfére 8/2) a B € Bg%. Definujme
mnozinovou funkci A vztahem A(B) = EX(B). Pokud je A konecna pro vsechny
omezené borelovské mnozZiny na Sz, pak A nazveme mirou intenzity.

Pokud bude bodovy proces X na sfére Sf) izotropni, pak mira intenzity bude
konstantni a bude A-nasobkem velikosti kulové plochy odpovidajici mnoziné B,
pro kterou pocitame A. Nezapornou konstantu A nazveme intenzitou bodového
procesu na sfére.

Palmovo rozdéleni je v (4) odvozeno jinak, nez jsme k nému pristupovali
v prvni a v druhé kapitole, vyzaduje Campbellovu miru, kterou musime nejprve
zadefinovat. Za pripominku stoji, ze takto odvozené Palmovo rozdéleni lze nalézt
iv (1) a to v sedmé kapitole.
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Obrazek 3.3: Izotropni bodovy proces.

Definice 12. Necht mdame bodovy proces X na sfére Si. Definujme mnozinovou
funkei C vztahem C(Bx N) = E[X(B)Ln(X)] pro B € Bsz a N € By, . Pokud je

C konecnd pro vsechny omezené borelovské mnoziny B € Bg% a v§echnypN € Br, ;
pak C nazveme Campbellovou mirou. ’

Déle zavedeme Palmovo rozdéleni a redukované Palmovo rozdéleni. Pozdéji
budeme mit pomoci stfedni hodnoty vzhledem k redukovanému Palmovu rozdé-
leni zadefinovanou K-funkci. P¥ipomernime, ze Ny je mnozina vSech lok4lné ko-

necnych mér nabyvajicich pouze celo¢iselnych hodnot pro dany prostor Y. Toto
znaceni vyuzijeme i pro sféru SZ v nasledujici definici.

Definice 13. Necht mdme bodovy proces X na sfére Si s funkci intenzity A
a Campbellovou mirou C'.

a) Pravdépodobnostni mira P pro x € 8,23 se nazyva Palmovo rozdéleni X,

pokud plati soucasné

(i) pro vSechna x € S5 (skoro vsude vzhledem k A) je Py pravdépodob-
nostni mira na (Nsz, By, ),
)

(ii) pro vsechna B € Bg% a vsechny N € By, lze hodnoty Campbellovy
miry X vyjadrit jako ’
C(Bx N)= [z P{(N)A (du).
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Obrézek 3.4: Neizotropni bodovy proces.

b) Pro vsechna x € Si je redukované Palmovo rozdéleni P¥ definovino
vztahem

P¥(N) = P¢(X\{z} € N),
pro vsechny N € By, .

Pokud bude bodovy proces na sfére Si izotropni, pak podle lemmatu 3.1 v (4))
je Palmovo rozdéleni invariantni vici vsem rotacim z SO(3). To je v souladu
s intuici, co bychom oc¢ekavali. Nyni uz jen uvedme minusovou korekci a budeme
mit vse pripraveno pro K-funkci a jeji odhad.

Problém okrajového efektu a jak ho vyTesit pomoci minusové korekce jsme
diskutovali v prvni kapitole. Na sfére Si je myslenka stejnd a minusova korekce
principové funguje stejné. Je pouze potieba dat si pozor, Ze uz nepracujeme s eu-
klidovskou vzdalenosti, ale se sférickou vzdélenosti, kterou budeme v této i v na-
sledujici kapitole jednoduse oznacovat jako 7.

Uvedme si jednoduchy piiklad pomoci obrazku [3.5] Mame realizaci bodového
procesu na sféfe a zajima nas primérny pocet sousednich bodu v okoli bodu pro-
cesu. Ovsem typicky nemusime mit informace o realizaci bodového procesu na
celé sfére, ale vidime jen néjakou ¢ast a to pozorovaci okno W, které jsme si na
obrazku ohranicili modie. Pokud si vezmeme okoli néjakého bodu o dostatecné
velkém r, tak ¢ast okoli bude lezet mimo pozorovaci okno W. Proto provedeme
minusovou korekci, kdy si pro dand r kladna, pro ktera to méa smysl, vezmeme
podmnozinu pozorovaciho okna W takovou, ze obsahuje pouze body, které jsou
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Obrazek 3.5: Minusova korekce na sfére.

od hranice W vzdaleny alespon r. Tu pojmenujeme jako zmensSené pozorovaci
okno Wg, (pokud by byla tato mnozina prazdnd, tak pak pro dané r nema minu-
sovéa korekce smysl). Zmensené pozorovaci okno Wy, jsme na obrazku ohranicili
cervené. Nyni pokud budeme brat pouze body z Wy, tak uz ndm nebude hrozit
okrajovy efekt a uvidime vSechny jejich sousedy do vzdalenosti r.

Na obrazku jsme si zelené zvyraznili bod, pro ktery pocitame pocet sousedii
v jeho okoli. Takto jsme spravné napocitali 5 sousedii, které jsme barevné ozna-
¢ili. Pokud bychom ale neprovedli minusovou korekci a pozorovacim oknem by
byla pravé jen ¢ervené ohranicena oblast, tak bychom pak dva modfe vyznacené
body nevidéli a nespravné bychom pocet sousedit pomoci pouze ¢ervenych bodu
odhadli 3.

3.3 K-funkce

Definice K-funkce na sféfe je analogickd té z prvni kapitoly, pouze prizptiso-
bena tomu, ze bodovy proces je nyni na sfére. Opét se jednd o stiedni hodnotu
poctu sousednich bodi v okoli typického bodu (coz jsou vlastné body nachazejici
se v kulovém vrchliku se stfedem ve vySe zminéném typickém bodé) vydéleny
intenzitou. Nez si uvedeme definici, pripomenme, ze kulovy vrchlik oznacujeme
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symbolem C'(u,s), kde u je stied kulového vrchliku a s < 7p je sférickd vzdalenost
libovolného bodu hranice kulového vrchliku a jeho stiedu. Pak X (C(u,s)) bude
znacit pocet bodu v kulovém vrchliku C(u,s).

Definice 14. Necht X je izotropni bodovy proces na sfére Si s intenzitou A > 0.
K-funkci pro bod u € 82 definujeme vztahem

K(r) = 52w g < <,

kde B¢ je stiedni hodnota vzhledem k redukovanému Palmovu rozdéleni Py
Dle lemmatu 4.2 z (4) lze K-funkci vyjadfit i jinym zptsobem, ktery bude na

pohled podobnéjsi s pozdéji zminénym odhadem K-funkce. Dle tohoto lemmatu
plati pro kazdou neprazdnou B € Bg% vztah

B, X(C(z,r)\{z})
K(r)= by =D ], 0<r<mp.

Pouzijeme odhad K-funkce z definice 5.4 (a) v (4), ktery bude souviset s po-
slednim vyjadrenim K-funkce. Upozornéme, Ze tento odhad nebude odhadovat
spolecné s K-funkef i Gtverec intenzity jako v prvni kapitole, tedy A\2K(r), ale

bude odhadovat AK (r).

Definice 15. Necht X je izotropni bodovy proces na sfére Sf, s nenulovou inten-
zitou X a W je pozorovaci okno. Pak pro vSechna r, pro kterd plati 0 <r < 7p a
W, je neprazdnd mnoZina, je odhad NK (r) roven

MK () = Srexawe, Sykew Lon(d(z.y))
X(WQT) .

Jak vidime, odhad souvisi vice s upravenym tvarem K-funkce, nebot pokud
za mnozinu B zvolime zmensené pozorovaci okno We,., pak stiedni hodnotu bodi
lezicich v mnoziné Wg, odhadneme pozorovanym poctem bodi v této mnozineé.
Dale v citateli odhadu pro kazdé z lezici v mnoziné Wy, spocteme pocet sousedii
majici sférickou vzdalenost od x nejvyse r, a tyto pocty secteme, coz je vlastné
odhad stfedni hodnoty sumy, kdy v jednotlivych s¢itancich mame veli¢inu udava-
jici po¢et bodt v kulovém vrchliku C(x,r) (které jsou rtzné od stiedu kulového
vrchliku), coz je jinymi slovy pocet sousednich bodu majicich sférickou vzdélenost
od bodu x nejvyse r.

Nyni mame vse pripraveno, abychom se mohli vénovat kétovanym bodovym
procesum na sfére.
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4. Kétované bodové procesy na
sfére

4.1 Motivace

V této kapitole chceme pracovat u bodovych procesti na sféfe s vice informa-
cemi, nez je poloha bodi. Checeme vyuzivat dalsi netrivialni informaci o bodech,
a proto mé smysl zavadét kotované bodové procesy na sfére. Uvedme si pro ilu-
straci par situaci z realného svéta, které lze pomoci nich zkoumat.

Priklad 4.1: Jedna ze situaci, kterou lze modelovat pomoci bodovych procesii
na sfére, jsou dopady meteoriti na Zemi a jejich velikost v momenté dopadu.
Jedna se o situaci, kdy bez néjakych vétsich informaci nemame divod predpo-
kladat, ze bude néjaka oblast s vyrazné vétsim vyskytem dopadt meteorit a ani
nemame zadny diavod ocekavat, ze by mensi meteority mély dopadat spise na
jedno lzemi, zatimco vétsi na jiné. Tedy ocekavali bychom rovnomérné rozlo-
zeni poloh dopadt meteoritii a nezavislost velikosti meteoritu na poloze dopadu
a na velikosti jinych meteoriti. Zminénou situaci jsme simulovali a vykreslili na

obrazku [4.1]

Obrazek 4.1: Polohy dopadti meteoriti jsou zaznamenany pomoci polohy stredu
krouzku a velikost meteoritu v okamziku dopadu (tedy proporcionalni velikost
kéty) odpovidd poloméru krouzku.
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Obdobné mizeme postupovat i u prikladu 1.1, tedy mtzeme se nejen ptat
a zkoumat, zda rozmisténi kraterti na Mésici je v néjakém smyslu rovnomérné,
ale i zda velikosti kraterti jsou nezavislé a stejné rozdélené. Hypotéze a testovani,
zda jsou kéty nezavislé a stejné rozdélené (zkracené i.i.d.), se budeme vénovat na
konci kapitoly.

Priklad 4.2: Mtuzeme navazat na priklad 3.1 s nebeskou sférou a zkoumanim
bodt zastupujici objekty ve vesmiru, pripadné jen hvézdy. Z povrchu Zemé vidime
vzdy jen ¢ast noc¢ni oblohy a uz parkrat jsme si mohli polozit otazku, zda je
nektera ¢ast oblohy jasnéjsi nez jind. Muzeme si tedy vzit napriklad néjaké okoli
Polarky na nebeské sfére a zkoumat, zda ma takovy bodovy proces na sfére mista
s vetsimi velikostmi két nez je obecné obvyklé na jinych oblastech sféry.

Priklad 4.3: Zemétieseni je dalsi situaci, kterou lze zkoumat pomoci koto-
vanych bodovych procesti na sféfe a zaroven nés u ni nezajima jen poloha, ale
hlavné i velikost koéty, v tomto pripadé magnitudo zemétteseni, které se muze
merit pomoci skaly zndmé pod nazvem Richterova stupnice. Na obrazku vi-
dime zemétreseni zaznamenand USA v roce 1985, vyuzili jsme data ze zdroje (6]).
Poloha vykreslenych boda urcuje polohu epicenter odpovidajicich zemétreseni,
zatimco velikost symboli urcuje magnitudy danych zemétieseni. Pro lepsi ori-
entaci, na kterych mistech byla jak silna zemétteseni, jsme obarvili zelené body
zastupujici epicentrum zemétieseni s magnitudou do 3, zluté jsou zemétieseni
s magnitudou mezi 3 a 4, ¢ervend je pro magnitudu od 4 do 5 a tmavym plnym
puntikem jsou zemétieseni s magnitudou vétsi nez 5. Nejsilnéjsi tehdy zazname-
nané zemeétieseni podle dostupnych dat mélo magnitudo 6,6, coz je povazovano
za silné zemétieseni. Na obrazku vidime nejen, Ze se vétsina zemétieseni odehra-
vala na zadpadnim pobrezi USA a okoli Aljasky, ale pravé zde byla zaznamenana
nejvetsi zemétiesend.

4.2 Definice a vlastnosti

Tato kapitola je primou adaptaci druhé kapitoly, ktera je vénovana kotovanym
bodovym procesim v euklidovském prostoru, a treti kapitoly, kterd je vénovana
bodovym procesim na sféfe. Budeme proto pii odvozovani a vytvareni definic
vychazet z teoretickych poznatki téchto dvou kapitol.

Nejprve zadefinujme kétované bodové procesy na sféte.

Definice 16. Kétovany bodovy proces na sfére SZ s kotami v prostoru © je
bodovy proces M na prostoru S;Q) X O takovy, Ze pocet bodu M v mnozZine K X © je
konecny skoro jisté pro vsechna kompaktni K C sz,. To znamend Ze odpovidajici
podkladovy proces (to je bodovy proces, ktery vznikne z M, kdyz odstranime kdty)
je lokdalne konecny.

Koty mohou byt vicerozmérné, tedy v kazdé slozce vektoru mohou nést néja-
kou jinou informaci. Napriklad v ptrikladé 4.3 kdybychom se neomezili pouze na
polohu epicentra (= poloha bodu) a na magnitudo daného zemétreseni, které ndm
davalo jedinou dalsi informaci o daném zemétreseni, ale vyuzili i dalsi informace
z dat a neomezili se pouze na rok 1985, mohli bychom tak mit jako kétu vektor,
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Obrézek 4.2: Zemétreseni zaznamenand USA v roce 1985.

ktery by v dalsich slozkach mohl mit c¢as, kdy pfesné zacalo zemétreseni, hy-
pocentrum (presnéji jak hluboko pod epicentrem se nachéazi hypocentrum, tedy
mistum, ktery je skuteénym stfedem zemétieseni) nebo i kategoridlni veli¢inu,
ktera svou hodnotou urcuje zdroj informaci o daném zemétteseni, jak je uvedeno
v ().

V nasi praci budeme prevazné pracovat pouze s jednorozmérnymi kdétami,
u kterych jsme v druhé kapitole uvadeéli nejzakladnéjsi druhy, se kterymi se mii-
zeme setkavat. Pouze v jednom ilustra¢nim prikladé pozdéji zminime situaci,
kdy kétovany bodovy proces na sfére bude mit vicerozmérnou kotu, jinak obecné
mlcky budeme predpokladat jednorozmérnou kotu.

Koty se mtizou navzajem ovliviiovat nebo byt dokonce zavislé na poloze bodu.
Jednoduchym prikladem, kdy poloha bodu a kéta tohoto bodu budou zavislé, je
naptiklad sledovani mezistatni dopravy. Poloha kazdého dopravniho prostredku
bude v bodovém procesu na sfére zastoupena polohou bodu, typ dopravniho pro-
sttedku bude zaklicovan prostirednictvim koty. Pak se body s kétami, které odpo-
vidaji vlakové dopraveé, budou nachazet nutné na pevniné, zatimco body s kotami
odpovidajici ndAmorni dopravé se typicky budou nachédzet mimo pevninu nebo na
okraji pevniny, pokud lod bude v ptistavu. Poznamenejme, ze i kdyz se body s ké-
tami odpovidajici vzdusné dopravé mohou nachazet béhem letu jak nad pevninou,
tak nad motem, tak ¢ast dopravnich prosttedkti nebude v danou chvili v provozu,
ale bude na letistich, tedy bude dochazet ke shlukovani bodi se stejnou kétou.

Jesté jednodussim prikladem pro zavislost kéty a polohy bodu je bodovy pro-
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Obrazek 4.3: Body nemaji stejné rozdélené koty - velikost zavisi na poloze.

ces s kétami pochazejicimi ze spojitého rozdéleni, kdy velikost kéty je méritelnou
funkef polohy bodu, jak to miiZzeme vidét i na realizaci na obrazku [£.3] kdy body
v jiznim Atlantickém ocednu jsou vizualné opravdu malé, na severu Afriky se na-
chéazi body se stfedné velkou kétou a v okoli severni ¢asti Asie je velikost symbolt
na pohled opravdu velké. Jedna se o simulovana data, kterd nemaji v redlném zi-
voté zadnou skutecnou interpretaci, pouze nam slouzi jako jednoduchy ilustracni

priklad.

Dilezitou vlastnosti kdétovanych bodovych procest na sfére je izotropie. Pri-
pomenme, Ze kétovany bodovy proces lze zapsat jako M = {[z,;m(z,)]}, kde
m(z,) je kéta bodu z,.

Definice 17. Kotovany bodovy proces M na sfére Si nazveme tzotropnim, pokud
jeho rozdéleni je invariantni vzhledem ke grupé rotaci SO(3), to jest rozdélent
bodového procesu po rotaci RM = {[R(x,);m(x,)]} je stejné jako rozdéleni M
pro véechna R € SO(3).

Definice je analogickd k definici ve treti kapitole, avsak pro kétované bodové
procesy nam implikuje stejné rozdéleni két. Intuitivné pokud mame libovolné
pozorovaci okno W a po jeho rotaci RW se neméa zménit rozdéleni bodového pro-
cesu, které pomoci RW pozorujeme, tak by se mély vlastnosti rozdéleni zachovat
véetné rozdéleni kot, které bychom v novém pozorovacim okné RW ocekavali.
Naopak, jestli rotaci pozorovaciho okna oc¢ekdvame vyznamnou zménu velikosti
kot, pak zde zjevné nebude stejné rozdéleni jako v ptvodnim okné a neni tak
splnéna definice izotropniho kétovaného bodového procesu. Déle, pokud by koty
nebyly stejné rozdélené, pak by kétami prevazena K-funkce zavisela na tom, jaky
bod bychom zvolili jako ,typicky“, nebot jak uz jsme vidéli u kétami prevazené
K-funkce v druhé kapitole, tak citatel plné zavisi na hodnoté koty typického
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Obrazek 4.4: Cervené body jsou nerovnomérné rozlozené po sfére, modré body
jsou rovnomeérné rozdélené na sfére.

bodu. Coz uz by nebyla tak vhodna funkce, kterda by méla v néjakém smyslu cha-
rakterizovat izotropni (pro druhou kapitolu staciondrni) bodovy proces, kdyz by
zévisela na misté, kde ji pocitdame, zatimco rotaci (respektive v druhé kapitole po-
sunutim) se vlastnosti bodového procesu v pozorovacim okné nemaji ménit, tedy
ma zustat stejna rozdélenost. Implikace stejné rozdélenosti kot pii predpokladu
izotropie je tedy plné v souladu s nasi intuici.

Na obrazku [4.4] jsme nasimulovali situaci, na kterou se mtizeme divat ze dvou
pohledt. Prvni pohled popisuje pifimo nasi ,konstrukci® obrazku. Provedli jsme
realizaci izotropniho bodového procesu, kde jsme body na sfére zobrazili modre.
Nezavisle na procesu s modrymi body jsme simulovali neizotropni bodovy proces
s cervenymi body, kde dana realizace ma vyrazné shlukovani v oblasti severniho
polu. Pti tomto pohledu miizeme porovnavat izotropni a neizotropni bodové pro-
cesy. Pokud bychom ovsem neznali postup simulovani, pak bychom mohli na celou
situaci pohlizet jinym pohledem, kdy bychom obrazek vnimali jako realizaci koto-
vaného bodového procesu, kde koéty mohou nabyvat jedné ze dvou hodnot. Tento
pohled podporuje v rozvoji nasi intuice necekat, ze pokud kétovany bodovy pro-
ces nebude izotropni, tak bychom stale mohli oc¢ekavat neprilis odlisné vlastnosti
u bodu se stejnou kétou. V tomto prikladé je rozdil v povaze natolik extrémni,
ze koty jednoho druhu tvori izotropni bodovy proces, zatimco kéty jiného typu
velice razantné porusuji pravidelnost, dochézi k vyraznému shlukovani do jedné
oblasti. Dalsi kétovany bodovy proces, pti kterém body se stejnou kétou mohou
mit jiné vlastnosti nez body s jinym typem kéty, jsme uvadéli vyse v prikladu
s dopravnimi prostredky.
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Obrazek 4.5: Kétovany bodovy proces s vicerozmérnou kétou.

Ne vzdy lze u kétovaného bodového procesu jednoduse poznat, zda 1ze predpo-
kladat izotropie nebo ne. Je obecné potreba znat okolnosti, které ovliviuji body
i kéty. Bez hlubsich znalosti o kétovaném bodovém procesu nelze obecné délat
zadné zavéry, napriklad u realizace na obrazku bychom tézko odhadovali, zda
izotropii lze predpokladat. Jedna se o realizaci slozitéjstho bodového procesu s vi-
cerozmérnou kétou, kde v jedné slozce mame informaci do jaké kategorie bod
patii (na obrazku rozliseno barevné, pro prehlednost modré a cervené body jsou
vyobrazeny plnym puntikem) a v druhé slozce je spojité veli¢ina (na obrazku roz-
liseno velikosti symbolu). Slozky kéty jsou piitom vzajemné zévislé. Cervené body
dosahuji vétsich velikosti nez modré a cerné dosahuji obecné mensich velikosti nez
modré a cervené. Také vidime rtznou ¢etnost bodu. Pritom je to realizace bodo-
vého procesu, ktery spliuje definici izotropniho bodového procesu. Tento proces
lze simulovat tak, Ze pri vygenerovani polohy se nejdiive uréi kategorie bodu bez
zavislosti na poloze (u kazdé kategorie budeme mit pravdépodobnost s jakou se
vyskytne, jednd se tedy o multinomické rozdéleni), pak se urci velikost symbolu,
ktera bude pochazet ze spojitého rozdéleni prislusného k dané kategorii bodu.
Z4dna slozka kéty tedy nijak nezévisi na poloze.
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4.3 K-funkce

Pripomenme, ze upraveny tvar K-funkce pro izotropni bodové procesy na sfére
ma pro kazdou neprézdnou B € Bz tvar

E>pexnp X(Cn)\{z})
K(r)= by X ) ], 0<r<mp.

Obdobné jako ve druhé kapitole budeme opét chtit tuto funkci upravit tak, aby
pracovala i s velikostmi két. Prepisme citatel, ktery pracuje s poc¢tem sousednich
bodi na kulovém vrchliku. Pripomenme znaceni pro sférickou vzdélenost bodu x
a y na sféfe pomoci d(z,y).

zF#
E {ZIGXQB Zye)y(mB 1[0,7‘] (d(z,y))

K(r) = NEX(B) )

0<r<mp.

Nyni uz tento tvar modifikujeme pro kétovany bodovy proces na sfére, kde
kazdy indikator prevazime souc¢inem hodnot kot v bodech, pro které vyhodnocu-
jeme dany indikator. Jmenovatel prendsobime kvadratem stfedni hodnoty koty p.
Definujme pro izotropni kétovany bodovy proces s kvantitativnimi kétami (kéty
maji konkrétni numericky vyznam, hodnoty lze smysluplné usporadat a rozdily
hodnot maji redlnou interpretaci) a pro kazdou neprazdnou B € ng kétami
prevazenou K-funkci bodového procesu na sfére Sf) predpisem

E [ S (@) )0, ()]
Ko (1) = M2EX(B) , 0<r<mp.

Pokud bychom pridali predpoklad nezavislosti kot, analogicky jako v druhé
kapitole lze ukazat, ze se kdétami prevazena K-funkce bodového procesu na sféte
zjednodussi na K-funkci bodového procesu na sfére uvedené v treti kapitole.

Obdobné jako v tieti kapitole odhadneme A?u?K,,,, piimocafe s vyuzitim
minusové korekce pro pozorovaci okno W a r, pro které plati 0 < r < 7p a W,
je neprazdnd mnozina, pomoci odhadu

Sty iy M@ m(y) Lo (d(,y))
X (Wer) '
Od zacatku prace jsme budovali teorii abychom se mohli dostat pravé k tomuto

odhadu, nebot s timto budeme pracovat pri testovani hypotézy, zda kdtovany
bodovy proces na sfére ma nezavislé koty.

(MK (1)) =

(4.1)

4.4 Testovani nezavislosti kot

4.4.1 Hypotéza a testova statistika

Uvazujme model, ve kterém mame izotropni kétované bodové procesy na sfére
8/2)' Nasi nulovou hypotézou je nezavislost kot proti alternativeé, ze koty nejsou ne-
zavislé. V modelu, ve kterém uvazujeme pouze izotropni kdétované bodové procesy
na sfére, bude platit, ze koty jsou stejné rozdélené. Nase nulova hypotéza je tak
ekvivalentni s hypotézou i.i.d. kot.
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Podotknéme, ze velikost koty muze zaviset na velikosti jiné koty a pritom
stale byt ze stejného rozdéleni. Predstavme si nahodnou velicinu U, ktera po-
chézi z normalniho rozdéleni se stredni hodnotou rovnou nule. Pak ndhodné ve-
licina —U pochézi ze stejného rozdéleni, avSak s nahodnou veli¢inou U je zavisla
dokonce linearné. Za alternativy bychom tedy mohli ¢ekat ovliviiovani velikosti
kot napriklad velikosti kéty sousedniho bodu. Muze dochazet ke kladné kore-
laci k6t blizkych bodu (uvidime hned u nésledujictho prikladu se zemétresenimi)
a nebo naopak muze dochézet k zaporné korelaci két blizkych bodi (v okoli bodu
s velkou kotou budou spise body s malymi kotami a obdobné v okoli bodu s malou
kétou budou spise body s velkymi kotami).

Jak bylo zminéno diive, testovou statistikou bude odhad kdétami prevazené
K-funkee pro kétované bodové procesy na sféfe definovany rovnici ([4.1). Pokud
koty nebudou i.i.d., mize dochazet k néjaké nepravidelnosti, naptiklad ¢astéji bu-
dou u sebe koty podobné velikosti jak jsme vidéli na obrazku[4.2] Na Aljasce zcela
jasné dochazelo k situaci, kdy vedle sebe byly velice silnd zemétieseni, zatimco
ve vychodni ¢asti USA mély jednotlivé body za ,sousedy“ body zastupujici epi-
centra méné silnych zemétreseni. V nasem odhadu se tak budou casto potkavat
velké hodnoty kot s dalsimi velkymi hodnotami kot a dojde k vyraznému preva-
zeni dané dvojice bodu (dany s¢itanec bude typicky mnohem vétsi pro stejnou
hodnotu parametru r nez bychom dostali pro i.i.d. body, v extrémnim ptipadé,
v zavislosti na moznych velikosti kot, by dokonce vétsina séitanct mohla byt za-
nedbatelnd oproti témto velkym sé¢itancim). Odhad by v takovém piipadé mohl
nabyvat vétsich hodnot, nez bychom bézné ocekavali. Na druhou stranu, odhad
muze dosahovat i mensich hodnot. Nastane to u kétovanych bodovych procest
na sfére, které maji zdporné korelované koty (v okoli bodt s velkou kétou budou
spise body s malymi kétami a v okoli bodl s malymi kétami uvidime spise body
s velkymi kétami). Za extrémni hodnoty testové statistiky bereme tedy velmi
malé i velmi velké hodnoty, které zkracené nazveme extrémnimi hodnotami.

Rozdéleni testové statistiky za nulové hypotézy nezname. Je velice slozité,
nebot testova statistika je funkcionalni. Proto k testovani musime pristupovat
jinak. Nevime z jakého rozdéleni data pochazi - neumime vygenerovat nové polohy
bodii ani nové velikosti kot, protoze ani u téch nevime, z jakého rozdéleni pochézi.
MiZzeme ale permutovat koty a budeme tak testovat pomoci permutacniho Monte
Carlo testu.

4.4.2 Testovani hypotézy

Meéjme realizaci bodového procesu, ktera ma celkovy pocet boda pravé n € N,
a pro kazdé i = 1,..., n zndme polohu bodu z; a jeho kétu m(z;). Mame tedy
data {[z;;m(x;)]} a oznacme si To(r) = A%@(T),r € (0,R), kde R < mp je
vhodné zvolené kladné realné ¢islo tak, aby zmensené pozorovaci okno W, bylo
stale neprazdnou mnozinou.

Méjme s ndhodnych permutaci na mnoziné {1,... n} a oznacme je 7y, ... ;.

Pro permutaci 7, j = 1, ..., n ziskdvaime permutovana data {[z;;m ()]}

Pro kazda permutovand data spocteme 7T}(r) = )\2/127(;” (r),r € (0, R).

35



Nyni kdyz mame vyhodnocenou testovou statistiku pro vSech s nahodnych
permutaci i pro ptuvodni data, budeme chtit popsat, jak typickd ¢i extrémni je
To(r) v populaci {To(r), T1(r), ..., Ts(r)}.

K tomu potiebujeme ranking (neboli poradi), napiiklad v prostorové statistice
bézné ,erl“ poradi, které se pouziva v obélkovych testech uvedené v (7). Pokud
funkce bude mit poradi nizké, pak se bude jednat o extrémni funkci, zatimco
vysoké poradi bude odpovidat typickym funkcim.

Pokud Tp(r) odpovidajici nasim ptvodnim dattum bude pattit mezi 5% nejex-
trémnéjsich pripadi, pak jsme pozorovali data natolik extrémné odlisna od toho,
co bychom ocekavali za nulové hypotézy, ze zamitneme ve prospéch alternativy.
Prokazali bychom tak, ze koty nejsou nezavislé.

4.4.3 Realizace
Testova statistika

Pro testovani hypotézy bylo potieba odhad kétami prevazené K-funkce im-
plementovat v programu R. Kdod je soucasti prilohy. Kétami prevazenou K-funkci
vyhodnocujeme celkové v 512 ekvidistantnich bodech. Nejmensi hodnota argu-
mentu je 0 a nejvyssi hodnotou je 5. Rozhodli jsme se pro tuto volbu z toho
divodu, zZe je to tak i u nekdtované verze Ksphere z balicku spherstat, kterou
budeme porovnavat nejen s nasi kétami prevazenou K-funkci, ale pti vyhodno-
ceni testovani hypotézy tyto dvé funkce od sebe odecteme. Nyni je porovname
pro Poissontiv bodovy proces.

Vime, ze v pripadé bodového procesu s nezavislymi kétami se kétami pre-
vazend K-funkce redukuje na K-funkci definovanou ve treti kapitole. Pro ové-
reni spravnosti nasi implementace vyuzijeme teoretickou hodnotu K-funkce Po-
issonova bodového procesu pomoci funkce Ksphere a budeme sledovat, zda nas
implementovany odhad kétami prevazené K-funkce bude pro Poissontiv bodovy
proces s nezavislymi kotami konvergovat k této teoretické hodnoté s rostoucim
poctem pozorovanych bodi.

Pro Poissontiv bodovy proces s argumentem A plati, ze stfedni pocet bodl na
mnoziné o velikosti 1 bude roven \. Na sféfe o poloméru 1 vygenerujeme 10 Poisso-
novych bodovych procesti postupné pro kazdou hodnotu A, které polozime rovno
5, 10, 20 a 40. Bodim budeme nezavisle na sobé pritazovat kéty rovnomérné na-
byvajicich hodnot z intervalu [0; 100]. Dame-li do spole¢ného grafu vSechny krivky
odpovidajici odhadim se stejnym parametrem Poissonova bodového procesu A,
muzeme posoudit, jak moc graficky se blizi nase odhady k teoretické hodnoteé.
Na obrazku vidime, ze pro A = 20 dochézi k vérnému kopirovani teoretické
hodnoty, pro A = 40 odhady uz vizualné nelze rozlisit od teoretické hodnoty. Nas
implementovany odhad se chova tak, jak ocekavame.

Data

K testovani hypotézy vyuzijeme data zemétieseni ze zdroje (8]) EL kde mame
informaci o polohach a sile zemétieseni, ktera byla zaznamenand v obdobi od

1Je potfeba u Event Type zaskrtnout Earthquake, jinak ve vybéru budou zahrnuty i jiné
udalosti
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Obrézek 4.6: Odhadovani kotami prevazené K-funkce pro Poissonovy bodové pro-
cesy s parametrem A a nezavislymi kdtami. Cervené je vyznacend teoreticka hod-
nota nekdétované verze K-funkce.

1. dubna do 7. dubna roku 2022 a zaroven magnitudo zemétteseni bylo alespon 2,5.
Celkem mame 515 bodt. Nejvétsi dosazené magnitudo v nasem vzorku je rovno
presné 6 (hodnoty magnituda byvaji zaokrouhlovany na desetiny, v nékterych
pripadech na setiny).

Na obrazku [4.7]si mizeme prohlédnout polohy epicenter zemétieseni z naseho
vzorku. Vétsina bodu lezi na okrajich litosférickych desek, zejména na okrajich
Pacifické desky a podél jihovychodni ¢asti Euroasijské desky. Naopak v oblasti
Atlantického oceanu a jeho okoli v téchto sedmi dnech témér nebyla zaznamenana
zemétTeseni s magnitudem alespon 2.5.

Velikost bodu odpovida velikosti magnituda, pro lepsi grafickou prehlednost
jsme body rozdélili do nékolika kategorii a dle toho body obarvili. Svétle zelené
body maji hodnoty v intervalu [2,5;3), tmavé zelené body odpovidaji intervalu
[3;4). Vidime, Ze prakticky vSechny body lezi podél pobtezi Severni Ameriky,
obzvlasté u Aljasky se nachéazi vyznamné velky shluk. Oproti zelenym bodum
jsou body ostatnich kategorii vice roztrousené po povrchu Zemé. Treti skupinu
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Obrazek 4.7: Polohy a magnituda zemétfeseni zaznamenand za obdobi 1. az
7. dubna 2022.

tvori bézové body s intervalem [4;4,5), ¢ervené body odpovidaji intervalu [4,5;5)
a ¢erné body jsou epicentry nejsilnéjsich zemétteseni, jejich magnituda jsou ale-
spon 5.

Pokud bychom se chtéli vice podivat na hlavni charakteristiky kot, mimo zmi-
néného minima a maxima je pozoruhodné zminit prvni kvartil, ktery je 2,9. Tedy
vice nez ¢tvrtina dat nalezi prvni kategorii, i kdyz diky zakryti svétle zelenych
bodu tmavé zelenymi body to muze byt pri pohledu na obrazek zprvu mirné pre-
kvapujici. VSech zelenych bodu je dohromady 189, coz je zhruba 36,7 %. Témér
300 bodu spada do intervalu [4; 5), proto taky byl vyse rozdélen do dvou kategorii
a lze zde najit median, ktery je 4,2. Pouze 33 bodi je obarveno ¢erné. Prumeér 3,9
napovidd o vyznamném vlivu zelenych bodi, které nam mohou vyrazné ovlivnit
i testovou statistiku.

Vyhodnoceni

Vzhledem k casové narocnosti byla testova statistika vyhodnocena pro pii-
vodni data a pravé 999 permutaci, nebof vyhodnocovani jedné permutace dat
0 515 bodech trvalo okolo 90 sekund.

Jak jsme zminili dfive, vyuzijeme globdlni obalkovy test implementovany v R

v balicku GET, zaméteny na ,erl® poradi. Testujeme na hladiné o« = 0,05 s vyuzi-
tim 1000 vyhodnocenych testovych statistik v 512 bodech, pficemz jedna z téchto
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Global envelope test: p = 0.002
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Obrézek 4.8: Obalkovy test - nulovou hypotézu zamitame.

statistik odpovidd ptivodnim dattim a zadava se jako samostatny argument. Za-
jima nas celkové extrémnost, tedy nebudeme se vymezovat pouze na poruseni
dané velkymi hodnotami nebo pouze malymi, ale vybereme si oboustrannou verzi
testu.

Grafickym vystupem testu je obrazek 4.8 V tmavé Sedivé oblasti obsahujici
puvodnim datiim je spojité vykreslena cerné, avsak pokud v nékterém z bodu
bude hodnota testové statistiky lezet mimo Sedivou oblast, tak v daném misté
bude vykreslen cerveny bod (na dal$im obrazku bude mozno vidét, ze Cervené
obarveni kfivky neni spojité). Vyhodou takového vystupu je nejen to, ze vime,
ze naSe data patii k 5% nejextrémnéjsich pripadu, ale také vidime pro které
hodnoty argumentu je testova statistika ptvodnich dat nejen extrémni, ale také
zda je netypicky prilis velka, ¢i mala. Thned lze spatfit tfi vyznamné intervaly
argumentu, ve kterych je nase testova statistika prilis mala.

Lze si vsimnout, Ze pro nas ptripad bodového procesu mame uz tolik bod1, ze
i pri permutovani két vyrazné zmény hodnot nenastavaji a obalka tvorena typic-
kymi kfivkami je vizudlné velice uzka. Pro ztetelnéjsi graficky vystup jsme tedy
od vsech statistik odecetli odhad nekoétované verze K-funkce vypocteny pomoci
prikazu Ksphere. Dostaneme tak ,vycentrovany“ graficky vystup, ktery vidime
na obrazku[d.9 Zde lze mnohem lépe usoudit, jak moc netypicka je kiivka odpovi-
dajici puvodnim datim oproti 95% nejtypic¢téjsim kiivkam. Celkové v 248 z 512
bodi lezi body testové statistiky mimo Sedivou obélku, navic p-hodnota testu
je 0,002, proto muzeme na hladiné 0,05 zamitat nulovou hypotézu ve prospéch
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Global envelope test: p = 0.002
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Obrézek 4.9: Obalkovy test pri odecteni nekétované K-funkce.

alternativy, ze koty nejsou nezavislé.

Zamitnuti hypotézy v situaci se zemétresenimi neni prekvapivé, slo to ocekavat
a také kvili tomu byla takova data vybrana jako ilustrac¢ni priklad, u kterého by
mohlo nastat zamitnuti nulové hypotézy ve prospéch alternativy. Prekvapivejsi
muze byt zamitnuti prave kvili nizkym hodnotam. Uvedeme tedy nékteré faktory,
diky kterym byla testova statistika ptvodnich dat netypicky mald pro veétsinu
hodnot argumentu.

Pripomenme, Ze vice nez polovina két byla v pomérné tzkém intervalu [4; 5),
zatimco mensich hodnot mimo tento interval bylo vyrazné vice nez hodnot vel-
kych alespon 5, konkrétné ¢ernych bodi bylo pouze 33 oproti 189 zelenym, které
celkové tvorily vice nez tietinu celého vzorku. Podle prvniho kvartilu s hodnotou
2,9 vime, ze vice nez ¢tvrtina bodi je svétle zelenych a také celkovy primeér byl
pouze 3,9. To vSsechno v kombinaci s polohami bodu uz vysvétluje, proc¢ jsme po
permutovani kot dosahovali typicky vétsich hodnot testové statistiky, nebot za-
timco nezelené skupiny ptivodnich bodi byly relativné hodné roztrousené po stére,
zelené body se nachdzely prakticky jen u Severni Ameriky a to hlavné s obrov-
skym shlukem u Aljasky, kde bylo celkové kolem 100 bodt, tedy priblizné pétina
celého vzorku. Staci, aby permutace kot dala ¢ast vétsich kot k Aljasce, pak kazdy
bod, ktery bude mit ve svém okoli o poloméru r ¢ast tohoto koncentrovaného se-
skupeni u Aljasky, s sebou prinese néjaké zvétseni kétami prevazené K-funkce
oproti situaci s puvodnimi daty. Je sice par mist okolo Australie, kde jsou mensi
shluky bodu s vétsimi kotami, avsak velikosti k6t nejsou tak drasticky velké (kéty
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jsou shora omezené 6), aby s¢itance testové statistiky, ve kterych nastava soucin
pouze malych hodnot kot, byly zanedbatelné (koty jsou zdola omezeny 2,5). Je to
tedy velice zajimavy pripad, kdy dosahujeme v ptivodnich datech mensich hod-
not testové statistiky nez u permutovanych dat, aniz by muselo ptivodné dochézet
k zaporné korelaci kot pro sousedni body. Upozornéme, ze cela situace i nasledné
testovani pri vybéru jinych dat by se mohly zménit. A to nejen volbou sledova-
nych bodi podle velikosti kot (napriklad jingm nastavenim spodni hranice), ale
zejména nastavenim casového obdobi, ze kterého pochazi sledované body. Stacilo
by mit obdobi, ve kterém by se odehral vétsi pocet silnéjsich zemétreseni v oblasti
Aljasky, a celd situace by se mohla zménit.
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Z.aver

V préci jsme zavedli bodové procesy v euklidovském prostoru, seznamili jsme
se s realnymi situacemi, které lze modelovat pomoci bodovych procesii a polozili
jsme teoreticky zaklad pro odvozeni K-funkce, kterd nam pomaha analyzovat
bodové procesy.

V druhé kapitole jsme rozsitili uzitecnost bodovych procest pridanim koét,
které nesou o bodech netrivialni informaci, kterda nas zajima. Zadefinovali jsme
tedy koétované bodové procesy a zkoumali nékolik zédkladnich vlastnosti. Celou
kapitolu jsme zavrsili modifikovanim K-funkce, aby pracovala s kétami. Nasledné
jsme ukazali ze kotami prevazena K-funkce se za predpokladu i.i.d. kot zredukuje
na puvodni K-funkei.

Ve treti kapitole jsme nejprve uvedli zakladni vlastnosti sféry od popisovani
polohy na sfére, pres sférickou vzdalenost a okoli bodii v podobé kulovych vrch-
likt1, az po rotace na sfére. Vzapéti jsme zavedli bodové procesy na sfére, objasnili
jsme pojem izotropni bodovy proces a vénovali jsme se podobé K-funkce pro bo-
dové procesy na sfére.

Ve c¢tvrté kapitole jsme zavedli kétované bodové procesy na sfére, probrali
jsme nékolik zakladnich situaci a vlastnosti, se kterymi se mizeme u kétovanych
bodovych procest setkat a zadefinovali jsme kotami prevazenou K-funkei pro bo-
dové procesy na sfére a uvedli jsme jeji odhad, ktery jsme vyuzivali jako testovou
statistiku pro testovani hypotézy nezavislosti kot.

V celé praci jsme dbali na vybudovani intuice a sezndmeni daného tématu
i ¢tenaftim, kteri s bodovymi procesy nemaji zkusenosti. Za timto ucelem se zde
nachézi ¢asto velice podrobné odstavce a vice prikladi i s ilustracemi.

Vlastni prinos prace najdeme hlavné ve ¢tvrté kapitole s ndzvem Koétované
bodové procesy na sfére, avSsak bylo potfeba vybudovat teorii a zakladni intu-
ici s dostatecnym pochopenim pojmu v zakladnich pripadech, kterymi jsme se
postupné zabyvali v prvnich tfech kapitolach. Tedy dalsim piinosem je shrnuti
nejpottebnéjsich vlastnosti a poznatki jednotlivych druhtt bodovych procest po-
ttebnych k polozeni zdklad pro ¢tvrtou kapitolu a celkové seznameni s timto
tématem.
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A. Prilohy

Zde uvadime kod vypoctu kétami prevazené K-funkce pro bodové procesy na
sfére, pomoci kterého jsme testovali hypotézu o nezavislosti kot.

NULL, correction = c("un"
TRUE)

MWKsphere = function (X, win = sphwin(), r
ratio = FALSE, lambdavalues = NULL, update
{
stopifnot (inherits(X, c("sp2", "sp3", "matrix")))
if (!inherits(X, "matrix")) {

win <- X$win

mX <- X$X$marks

X <- X$X[1:2]

}
stopifnot(inherits(win, "sphwin"))
if (is.null(r)) {
rmax <- rmax.rule.sphwin(win)
r <- seq(0, rmax, length = 512)

}
correction.given <- !missing(correction)
correction <- match.arg(correction, c("un"), several.ok = TRUE)

if ('is.null(lambdavalues) && inherits(lambdavalues, "sphppm")) {
model <- lambdavalues
if (update) {
XX <- sp2(X, win)
model <- update(model, XX)
}
lambdavalues <- fitted(model)
}
rad <- win$rad
nrX <- nrow(X)
1r <- length(r)
areaX <- area.sphwin(win)
if (is.null(lambdavalues)) {
lambda <- nrX/areaX
lambda2 <- nrX * (nrX - 1)/areaX”2
denom <- lambda2 * areaX
}
else {
denom <- areaX
}
W <- unname (X)
Wm = data.matrix(W)
Dmat <- pairdistsph(Wm)
Kdf <- data.frame(r = r, theo = 2 * pi * rad * (1 - cos(r/rad)))

desc <- c("sféricka vzdalenost r", "theoretical Poisson %s")
K <- ratfv(Xdf, NULL, denom, "r", quote(K(r)), "theo",
~ r, range(r), c("r", "%s[pois](xr)"), desc,
fname = "K", ratio = ratio)
if (any(correction == "un")) {

mdij <- matrix(rep(0, nrX*lr), nrow = nrX)
for(i in 1:nrX){
for(j in 1:1r){
for(l in 1:nrX){
if (Dmat[1,1] <= r[jI){
if (i 1= 1){
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mdijli,j] <- mdijli,j] + mX[i] * mX[1]
}

}
}
Em <- mean(mX)~2

Kraw <- data.frame(r = r, un = colSums(mdij) * areaX /(nrX * (nrX - 1)
* Em))

Kraw <- fv(Kraw, "r", quote(hat(X(r))),

"un", NULL, range(r), c("r", "%s[odhadl(z)"),

desc = c("sférickad vzdalenost r", "odhad kétami prevaZené K-funkce"),
fname = "K")

K <- bind.fv(K, Kraw)

fvnames (K, ".y") <- "un"

}
return(K)

3
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