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poli) je dobfe znamo. Pfitomnost vodice vytvaii silové plisobeni, které vyvola pohyb
volného bodového néboje. Reseni tohoto elektrodynamického problému je viak véno-
vana jen velmi mala pozornost, a proto je i pfedmétem naseho studia. Konkrétné se
zam¢fujeme na studium pohybu bodového naboje umisténého v pfitomnosti vodice,
ktery neni obecn¢ idedlni (mé jisty nenulovy elektricky odpor). Ve vétsing pripadia
feSime dany problém v kvazistatickém piiblizeni (v ramci klasické fyziky). Pouze u
jednoho piipadu, a tim je bodovy naboj umistény nad idealné vodivou rovinou, se po-
kusime nalézt relativistické feSeni. Ziskan¢ poznatky o chovani soustavy pohybujici
se bodovy naboj v pfitomnosti vodice se pokusime rozsitit na ptipad pohybujiciho se
vodice. Neboli nasim poslednim pfedmétem studia bude interakce bodového ndboje a
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Uvod

Clovek prichazel do styku s elektrickymi jevy jiz od nepaméti. Avsak elektrické jevy
byly systematicky zkoumany teprve az v 17. a 18. stoleti. K prvnim zkoumanym je-
vum patfilo 1 chovani vodice v elektrickém poli.

4

seph Priestley (1733-1804) experimentalné potvrdili, ze volny elektricky ndboj se zdr-
zuje pouze na povrchu vodiCe. Charles August Coulomb (1736—1806) nezavisle na
Cavendishovi proméfil rozloZeni naboje na povrchu vodice a urcil vztah mezi ploSnou
hustotou nédboje na povrchu vodice a elektrickou intenzitou v blizkosti povrchu vodice,
ktery je dnes oznacovan jako Coulombova véta. Coulomb rovnéz zméfil silu pisobici
na naboj v blizkosti povrchu nabitého vodice. Dale, kdo se zabyval elektrickymi jevy
souvisejici s vodici, byl anglicky fyzik Michael Faraday (1791-1867). Chovéanim vo-
dict v elektrickém poli se zabyval i1 ¢esky fyzik a katolicky knéz Prokop Divis (1698—
1765).

Elektrické jevy souvisejici s vodivymi télesy byly zkoumdany i fadou jinych fy-
zikl. V podstaté veskeré poznatky o jevech tykajici se vodict umisténych v elektro-
statickém pole jsou jiz zavrSeny.

Jevy tykajici se vodi¢l umisténych v elektrickém poli maji velky vyznam pro
praxi. Pfikladem mtzeme uvést Faradayovu klec nebo bleskosvod. Kromé technic-
kého uplatnéni hralo chovani vodice v elektrostatickém poli dulezitou roli k nepfi-
mému diikazu Coulombova zakona, ktery mizeme povazovat za jeden z nejfundamen-
talnéjSich zakont elektrostatiky.

V nasi praci budeme jako zdroj elektrického pole uvazovat bodovy naboj, ja-
kozto nejjednodussi mozné rozlozeni ndboje a hmoty. Zaméiime se tedy na soustavu
bodovy ndboj umistény v blizkosti vodic¢e. Mezi vodi¢em a bodovym nébojem existuje
vzajemné silové pisobeni. Pokud chceme, aby se dand soustava nachazela v klidu,
musime bodovy néboj a vodi¢ urcitym zptisobem ,,zafixovat“. Pfedpokladame, ze vo-
di¢ je pevné zafixovan. Ale co se bude dit, pokud bude bodovy naboj volny? Jinymi
slovy, co se stane, kdyz bodovy naboj pustime? Jak se bude pohybovat?

Zodpovézeni téchto otazek je stézejni téma této prace. PiiCemz piesné feSeni
pohybu bodového naboje v pfitomnosti vodice neni znamo. V literatuie je tomuto pro-
blému vénovana pouze mald pozornost. Ve vétSiné piipadl se fesi ulohy o pohybu
bodového naboje vyvolanym silovym plisobenim idedlniho vodice — vodice s nulovym
elektrickym odporem (napf. [8]). AvSak kazdy redlny vodi¢ ma jisty nenulovy odpor
— konec¢nou elektrickou vodivost (elektrickd vodivost je pfevracena hodnota elektric-
kého odporu). Proto se pokusime dany problém fesit i pro neidedlni vodi¢e navzdory
tomu, ze se dany problém pak stane matematicky vyrazné slozit¢jSim. Nejprve se bu-
deme zabyvat interakci bodového naboje a vodice, ktery je v klidu. Poté se pokusime
rozsifit feSeni daného problému na ptipad pohybujiciho se vodice.
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V prvni kapitole shrneme jiz zndmé poznatky o chovani vodice vloZzené¢ho do
elektrostatického pole v ptipad¢, ze jiz nastal rovnovazny stav. Zaroven predstavime
nekteré postupy feSeni dané ulohy a pro lepsi pfedstavu si ukazeme i feSeni pro nékteré
vybrané soustavy bodového naboje umisténého v blizkosti vodice. Konkrétné mame
na mysli, ze danou tlohu budeme fesit pro rtizné tvary vodicu.

Ve druh¢ kapitole se budeme zabyvat chovanim systému pohybujici se bodovy
naboj v pfitomnosti vodice. Pfedevsim budeme studovat pohyb volného néboje, ktery
je vyvolan v dtsledku silového plisobeni vodice. Pfedmétem naseho studia bude jak
klasické, tak i relativistické feseni. I zde pro lepsi pochopeni dané problematiky spo-
¢itame nekteré priklady.

Ve tteti kapitole se pokusime poznatky z druhé kapitoly rozsifit na ptipad po-
hybujiciho se vodice. Konkrétné se zaméfime na piipad pohybu vodice, ktery respek-
tuje symetrii daného vodice. Pro lepsi ndzornost si danou problematiku opét ukazeme
na nékterych vybranych ptikladech. V podstaté budeme uvazovat ptipad, kdy se u po-
hybujiciho se vodi¢e nachazi klidovy bodovy ndboj a nasim tkolem bude dikladné;si
studium tohoto systému. PfedevS§im se zamétime na proud tekouci vodic¢em, ktery je
vyvolan samotnym pohybem vodice a zdroveil budeme zkoumat silové plisobeni na
bodovy ndboj. Na zavér se zamyslime, jak by se choval volné pohybujici se vodic¢
v elektrostatickém poli bodového naboje.



Kapitola 1. Chovani vodicu v elektrostatickém poli
1.1. Pojem vodice, elektrostaticka indukce

Elektrickym vodi¢em rozumime téleso, které je vyplnéné latkou obsahujici volné elek-
tricky nabité Castice (napiiklad kovovy vodi¢ obsahuje volné elektrony). Vodi¢e mu-
zeme rozdélovat jednak podle jejich vnitinich vlastnosti — vlastnosti vodivé latky (na-
priklad kovovy vodic¢, polovodi¢) a jednak podle jejich tvaru. V nasi praci se budeme
konkrétn¢ zabyvat objemovym vodicem — vodi€ tvoreny trojrozmérnym télesem, jehoz
vodiva ¢ast zaujima urCity objem a plosnym vodicem — vodic tvoteny urcitou plochou.
V reéalné situaci je kazdy vodi¢ objemovy. Plosné vodice jsou jistou matematickou
idealizaci. Avsak existuje mnoho ptipadl, kdy je mozné pouzit model plosného vo-
dice. Prikladem mizeme uvést velmi tenky plech.

Vlozime-li izolované vodivé téleso do elektrostatického pole ve vakuovaném
prostiedi, bude na kazdého volného nositele naboje ptsobit elektricka sila, ktera zpt-
sobi makroskopicky pohyb téchto volnych nositelti naboje. Kladné volné naboje se
budou pohybovat ve sméru intenzity vné&jsiho elektrického pole a zaporné volné néboje
se zas budou pohybovat proti sméru intenzity vnéjsiho elektrického pole. Volné naboje
budou postupné putovat smérem k povrchu vodice a po ustanoveni rovnovazného
stavu se na povrchu vodice urCitym zplisobem rozlozi. Tedy na povrchu vodice se
objevi separované kladné a zaporné makroskopické naboje. AvSak celkovy elektricky
naboj piivodné nenabitého izolovaného vodice je roven nule (vodi¢ zlstane elektricky
neutralni). Tato skutecnost trividlné vyplyva ze zadkona zachovani elektrického néboje.

Uvedeny jev, kdy vlivem vnégjSiho elektrického pole vzniknou na povrchu vo-
dice makroskopické naboje, nazyvame elektrostaticka indukce.

Obr. 1.1. K vykladu elektrostatické indukce. Vodi¢ K
je vlozen do vnéjsiho elektrostatického pole, které ge-
neruje kladné nabita ty¢ T. Pfevzato z [1].



Nyni si polozme otazku, jak se v piipad€¢ rovnovazného stavu rozlozi naboje
na povrchu vodice. Aby mohl nastat rovnovazny stav, kdy nedochazi k Zzadnému po-
hyby volnych nositelti ndboje, nesmi na volné nositele ndboje ptsobit Zadna sila. Pied-
pokladame-li, Ze na volné nositele naboje plisobi pouze elektrostatické sily, musi pak
celkova elektricka intenzita vSude uvnitt vodice byt nulova. Zaroven k dosazeni rov-
novazného stavu je nutné, aby te¢na slozka intenzity vysledného elektrického pole
(tecné k povrchu vodice) byla nulova v kazdém bod¢ na povrchu vodice.

Elektrostatické pole je potencidlni, a proto mtizeme elektrickou intenzitu vy-
jadrit jako zaporné vzaty gradient potencialu. Z toho vyplyva, je-li vysledné elektrické
pole uvnitf vodice nulové, je pak uvniti vodic¢e konstantni potencidl. Z nulovosti te¢né
slozky elektrické intenzity na povrchu vodice vyplyva, zZe i na povrchu vodice je kon-
stantni potencial, ktery v disledku pozadavku spojitosti potencialu ma stejnou hodnotu
jako potencidl uvniti vodice. Jinymi slovy, cely objem vodivého télesa zaujima ekvi-
potencialni objem a povrch vodice tvoti ekvipotencialni plochu.

Pokud uvnitt vodice je elektrickd intenzita nulova, vyplyva z Gaussova zakona,
ze celkova hustota naboje uvnitt vodice je nulova. Dané vzniklé makroskopické néboje
se tedy objevuji pouze na povrchu vodice. Pfi¢emz makroskopické naboje se rozlozi
tak, ze jejich elektrické pole vykompenzuje uvniti vodice vnéjsi elektrické pole — cel-
kova elektricka intenzita v celém objemu vodice je nulova. (Nulové jsou i tené slozky
elektrické intenzity na povrchu vodice.)

Vysledné elektrické pole je nenulové pouze vné vodice, pficemz z nulovosti
te¢nych slozek celkové elektrické intenzity na povrchu vodice vyplyva, Ze tésn€ u po-
vrchu vodice je vektor celkové elektrické intenzity kolmy k povrchu vodice.

Zabyvejme se nyni otdzkou, jak se bude chovat vodi¢ umistény do vnéjsiho
elektrického pole v ptipadé, ze je uzemnény — vodive spojeny se zemi. Rovnovazny
stav nastane ve chvili, kdy celkovy potencidl uvnitt i na povrchu vodice se vyrovna
s potencidlem zem¢. V tuto chvili je napéti mezi vodiCem a zemi nulové, a proto jiz
neteCe zadny proud mezi zemi a vodi¢em, tudiZ nastdva rovnovazny stav. Vzhledem
k tomu, Ze potencidl zemé je nulovy, vysledny potencial uvnitt 1 na povrchu uzemné-
ného vodice je rovnéz nulovy.



1.2. Metody reSeni vysledného elektrostatického pole

Nyni nas mize zajimat, jak bude vypadat elektrostatické pole soustavy bodovy naboj
nachazejici se v blizkosti vodice. Dale se mizeme ptat, jaka bude plosna hustota na-
boje naindukovaného na povrchu vodice anebo jakou silou je bodovy naboj pfitahovan
k danému vodici.

Pro zodpovézeni téchto otdzek je nejprve nutné nalézt elektrostatické pole vo-
dice. Pfedpokladejme, ze se vodic i bodovy naboj nachdzeji ve vakuu. Potom intenzita
elektrostatického pole vodice E,, splituje nésledujici rovnice

o
divE, = —d, (1.1)
0

rotE, =0, (1.2)

kde o oznacuje ploSnou hustotu naboje naindukovaného na povrchu vodice, &, je per-
mitivita vakua, g oznacuje Diracovu delta distribuci a Q je povrch vodice (Iépe fe-
¢eno, mnozina vSech bodi lezicich na povrchu vodice.)

Z rovnice (1.2) vyplyva, ze elektrostatické pole vodice je potencialni, jak jsme
se jiz zminili, potom vektor elektrické intenzity pole vodice je uren vztahem

E, = —grad ®,. (1.3)

Po dosazeni vztahu (1.3) do rovnice (1.1) dostavame Poissonovu rovnici

o
A, = ——4,. (1.4)
€o
Z ptedchozi rovnice (1.4) vyplyva, ze v kazdém bod¢ kromé bodti na povrchu vodice
je splnéna Laplaceova rovnice

Ad, =0, (1.5)

V1,2

kde index 1 a 2 oznacuje oblasti, které oddéluje povrch vodice. Oblasti 1 a 2 jsou ur-
ceny tak, ze normélovy vektor k povrchu vodi¢e mifi z oblasti 1 do oblasti 2. V pii-
pad¢ objemového vodice oblast 1 odpovida vnitini a oblast 2 odpovida vnéjsi oblasti
vodice. Takto definované ¢islovani danych oblasti vodice budeme uzivat i nadéale. Na
povrchu vodice neni elektricka intenzita definovéana. Pfi prichodu povrchem vodice
ma elektrickd intenzita jisty skok.

Poznamenejme, Ze potencial pole vodice je néjakd harmonicka funkce, jak je v
matematice oznaceno feSeni Laplaceovy rovnice. Potencial, ktery ziskdme feSenim
Laplaceovy rovnice, je jednozna¢né urcen az po zadani jisté okrajové podminky, kte-
rou lze zadat n¢kolika zplisoby. Okrajova podminka se zpravidla zadavéa dvéma zpi-
soby.



Prvni zplisob je zadani konkrétni konstantni hodnoty vysledného potencialu na
povrchu vodice. VétSinou uvazujeme piipad, ktery je po matematické strance vy-
hodny. Jedna se o uzemnény vodic¢, na jehoz povrchu je vysledny potencial nulovy.

Druhy zpiisob zadéani okrajové podminky spociva v tom, Ze na povrchu vodice
ma vysledny potencidl nezndmou konstantni hodnotu a celkovy naindukovany naboj
je roven konkrétn¢ zadané hodnoté. NejCastéji se tato okrajova podminka formuluje
pro ulohu s izolovanym vodi¢em, kdy nedochazi ke zméné hodnoty celkového nain-
dukovaného naboje. Typickym piikladem je neutralni izolovany vodic, na jehoZz po-
vrchu je celkovy naindukovany néboj nulovy.

V nasem obojim zadéni okrajové podminky vystupuje vysledny potencial.
Proto je nutné znat i prubeh potencidlu bodového ndboje — elektrostatické pole bodo-
vého nédboje urcuje elektrostatické pole vodice. Potencial bodového naboje spliiuje na-
sledujici Poissonovu rovnici

AD, = —Sgoa(r -79), (1.6)

kde & (r — rQ) oznacuje Diracovu delta distribuci. Obecné feSeni rovnice (1.6) je
dano vztahem

Q

4me, |r — 1|

y(r) = (1.7)

jako funkce polohy r. Polohovy vektor r oznaCuje misto, kde sidli bodovy naboj Q.

V matematice se feSeni diferencidlni rovnice, na jejiz pravé strané se nachazi
Diracova delta distribuce, nazyva Greenova funkce. Avsak v nasi terminologii budeme
feseni rovnice (1.6) neustale oznaovat pojmem potencial bodového naboje.

1.2.1. ReSeni Laplaceovy rovnice

Nyni nastinime postup feSeni Laplaceovy rovnice. Konkrétné predstavime postup fe-
Seni Laplaceovy rovnice podle metody separace promennych [2], ktera je v podstaté

vvvvvv

Zvolme ortogonalni soufadnicovy systém (&1, &2, &3) takovy, Ze jedna z jeho
soufadnicovych ploch bude kopirovat povrch vodice. Avsak zdiraznéme, ze se jedna
o piedpoklad, ktery neni splnén pro kazdy povrch vodice. (Napftiklad nelze timto zpii-
sobem vyjadrit povrch krychle). Predpokladejme, Ze soutadnicova plocha odpovidajici
povrchu vodice je é1 = a = konst. Tato volba soufadnic nam umoZiiuje nejjedno-
dussi matematické vyjadieni hrani¢ni oblasti — oblasti, na niZ je zaddna okrajova pod-
minka.

Nasledné¢ separujeme Laplaceovu rovnici. Ale musime si uvédomit, ze Lapla-
ceovu rovnici nelze separovat uplné€ ve vSech moznych soufadnicovych systémech.
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Pokusme se stanovit podminky, za jakych je mozné separovat Laplaceovu rovnici.
Laplaceova rovnice ma v ortogonalnich soufadnicich (é1, €2, &£3) nasledujici tvar

3
9 (70D,
ZT<Q .“) =0,  Jg=hhhs, (1.8)

kde hq , hy , hs jsou Lamého (Laméovy) koeficienty. Vychdzejme z predpokladu, ze

Lamého koeficienty spliiuji podminku

V7

F = M;H,(§)H,(§*)H5(&3) . (1.9)
i

U koeficientu M; pozadujeme, aby nezavisel na proménné &¢, ale miize zaviset na

ostatnich proménnych.

Predpokladejme, Ze potencial vodice v jeho vnitini 1 vnéj$i oblasti lze vyjadrit
jako soucin tfi funkci jedné proménné

(I)vl_2 = F1(51)F2(§2)F3 (53) . (1.10)

Potom lze Laplaceovu rovnici (1.5) zapsat ve tvaru

i%%(”ig—g) =0. (1.11)

Pokud jsou koeficienty M; racionalni funkce, 1ze pfedchozi rovnici (1.11) separovat
na tfi obycejné diferencialni rovnice druhého fadu

LF,—A2F,=0, i=123, (1.12)

kde A; je urcita ¢iselna konstanta a L; znaci linedrni operator zahrnujici vSechny deri-
vace podle ' a vSechny funkce proménné '. V obecné piipadé muze operatoru L;
obsahovat i konstantu 4; , i # j.

Konstanta A; odpovida vlastnimu ¢&islu operatoru L; . Konstanty A; jsou na
sobé zavislé (soucet vsech tii konstant 4; je roven nule — to vyplyva piimo z rovnice
(1.11)). Jedno A; Ize vyjadtit pomoci dvou 4; (i # j). Konstanty A; Ize pak vyjadfit

pomoci dvou parametrt k a n, které Ize oznacit jako separacni konstanty.

Vyse uvedené podminky, za jakych je mozné separovat Laplaceovu rovnici,
nejsou sice nejobecnéjsi, ale na druhou stranu zahrnuji vSechny bézné pouZzivané sou-
fadnicové systémy. TakZe uvedené podminky mizeme povazovat za zcela dostacujici
k ur€eni kritéria separovatelnosti Laplaceovy rovnice.

Funkce F; jsou vlastni funkce operatoru L;. Vlastni &isla operatoru L; nemusi
nabyvat jediné hodnoty. Konkrétné hodnoty vlastnich ¢isel, a tedy 1 separacnich kon-
stant tvoii bud’ diskrétni spektrum nebo spojité spektru. (Pfipadné se muze jednat o
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spektrum casten¢ diskrétni a ¢astecné spojité.) Zda je spektrum separacnich konstant
diskrétni nebo spojité, zalezi na konkrétni situaci.

Potencidl vodice mizeme tedy zapsat jako linearni kombinaci soucinil tii
funkei F; (k, EV)F,(n, §2)F;(k,n, &3). Do argumentu funkci jsme piidali i separa¢ni
konstanty, ¢imz chceme zdiraznit, Ze vlastni funkce pochopitelné zavisi i na hodnoté
separacni konstanty.

Nase feseni potencialu pole vodice vyjadiené pomoci funkei, které generuje
feSeni Laplaceovy rovnice pomoci metody separace proménnych, ozna¢me jako roz-
voj do bdze harmonickych funkci. Takto zavedené oznaceni vyjadiuje tu skutecnost,
ze zminény postup feSeni generuje bazi funkci, které fesi Laplaceovu rovnici — tedy
generuje bazi harmonickych bazi.

Nyni nastinime postup feSeni rovnice (1.6) v daném soufadnicovém systému
(&1,&2,&3). Pro feseni daného problému je vhodné vyjadiit potencial bodového naboje
pomoci baze harmonickych funkei ziskané feSenim Laplaceovy rovnice. To, Ze poten-
cial bodového naboje 1ze vyjadiit vzhledem k bazi harmonickych funkci vyplyva ze
skuteCnosti, ze pro hodnoty r # 1, potencial bodového naboje fesi Laplaceovu rov-

nici. Nejprve musime vhodné vyjadrit distribuci & (r - rQ) v daném soufadnicovém

systému (&1, &2, £3), ve kterém mame [5]:

1
6(r =) = =(6 = )o(6* - ale* - ) (113
Necht f(&1) = F; a g(€2,&3) = F,(§%)F;(&3). Potom ze vztahu (1.5) vyplyva
Af—f + A?g =0. (1.14)

Z ptedchoziho vztahu je patrné, Zze miizeme psat
kde A (ptedpokladejme A > 0) oznaduje koeficient, ktery miize byt i funkci &

Uvazujme, Ze spektrum operatoru —A je diskrétni. Jelikoz operator —A je her-
mitovsky, feSenim rovnice (1.15) jsou funkce gy (£2,&3), které tvoii ortogonaini
system. Specialnim piipadem ortogonalniho systému je ortonormdlni systéem, kdy
norma funkce g, (£2,&3) je rovna jedné. V piipadg, ze funkce gy x(£%,&3) tvoii

liplny ortonormdini systém mizeme 8(&2 — £3)6(&3 — £3) vyjadtit jako

5(8 = 3)8(8° —88) = ) > i (3.68)9ns 6%, (116)
k n



kde gy, , 0znacuje komplexné sdruzenou funkci k g, x . Funkce g, , mtze byt v obec-
ném piipadé i komplexni (piesnéji feceno, komplexni funkce redlné proménné). Vztah
(1.16) vyjadiuje tzv. relace uplnosti.

Relace Gplnosti zapsané ve tvaru (1.16) plati za predpokladu, kdy v argumentu
funkce gy, (€2, &3) vystupuji pouze proménné é2 a &3. Tim mame na mysli, Ze se ne-
jedna o slozenou funkci. V ptipadé€, ze bychom ziskali slozenou funkci ve tvaru
i (U2 (€2),u3(€3)), tak by na levé strané rovnosti (1.16) vystupoval vyraz
5 (u2 (§%) — ug (ES)) ) (uz (3 —uy (ES)) . Postup feSeni v pripadé slozené funkce
zustava stejny jako v ptipadé, kdy funkce neni slozenda. V podstat¢ miizeme provést
substituci ¢, = u,(£2?) a {3 = u3(&3), ¢imz prejdeme k novym proménnym ¢, a (5 .
Potom rovnost (1.16) si zachova svoji platnost pravé v téchto nové zvolenych pro-

ménnych ¢, a (5 .

Vratme se k postupu feSeni rovnice (1.6). Dosad’'me vyjadieni (1.16) do
(1.13) a nasledné (1.13) dosad'me do (1.6). Pak dostavame

Q1 .
M= === gin (5,3)0nk (268G - 63).  (L17)
0 ‘/a k n
Piedpokladejme, Ze potencial bodového naboje 1ze zapsat ve tvaru
D=2 fenlE) Gion (68 83) 9 (€%, (1.18)
k n

Dosad'me (1.18) do (1.17) a piedpokladejme, ze po dosazeni je mozné provést
upravu vedouci na tvar

Lfin = —f—oa(s‘é)S(&l — &), (1.19)

kde operator L, ktery obecné zavisi na k a n, zahrnuje vSechny derivace podle ! a
viechny funkce proménné &1. Navic pozadujeme, aby koeficient pred druhou derivaci
byl roven jedné. Funkce a; (5(1)) je vyplyva z matematickych tGprav rovnice (1.17).
Ulohu (1.19) budeme feit na dvou oblastech: §* < &} (oblast 1) a &* > &7 (oblast
2). Pro &t +# fé ptejde rovnice (1.19) na tvar

Lifin=0. (1.20)

Rovnice (1.20) predstavuje linedrni diferencidlni rovnici druhého tadu, ktera
ma dv¢ linedrn€ nezavisla feSeni, kterd oznacme jako fy 1 afy n2. Potom obecné feSeni
rovnice (1.20) lze zapsat ve tvaru

fen = A1fin1 + Axfinz (1.21)

kde A; a A, jsou ¢iselné konstanty.



Piedpokladejme, Ze funkce f »1 jsou omezené na oblasti § < 5(12 (fknz2 Jsou
na této oblasti neomezené, potom A, = 0) a fj, ,, jsou omezené na oblasti &1 > fé

jsou na této oblasti neomezené, potom A; = 0). Pak pro obé zminéné oblasti
knil p 1 p
muzeme psat

fin(ED) = Aok, 1) fina(E8) e G, & <&, (1.22)
fin(ED = Aok, 1) fin1(E8) fima G, &> &, . (1.23)

Takto zvolené funkce (1.22) a (1.23) spliuji podminku spojitosti potencialu bodo-
vého naboje. Tedy dany potencial musi byt spojity i na oblasti £ = fé (kromé bodu
T = T, kde potencial bodového néboje diverguje.)

Hodnota koeficientu A, (k,n) je urCena rovnosti

e e 1
00 Fena(62) Lem @) _ g (e Loz YD) @)L, aze
flzgé 0

ktera vyplyva ze skutecnosti, Ze prvni derivace funkce f, je nespojita v bod¢ 5(12. Jed-
nostranné derivace maji v bod¢ fé skok (rozdil pravostranné a levostranné derivace),

ktery je roven koeficientu (v bodé £3) vystupujici pred distribuci (& — &3).

Vyraz v kulaté zavorce predstavuje Wronského determinant funkci f,(&1),
f1(&1) spocteny pro hodnotu é = fé. Wronského determinant budeme pro stru¢nost

oznacovat jako wronskian. Pro dany wronskian pouzijeme znaceni
W[fk,nz (51)’ fk,nl (51)] (51 = 55)

flcnl(‘>I ) afknz(f )
G R >51 -

Z rovnosti (1.24) pro koeficient A, (k,n) ziskdvame

1
W fin2a W, fim GD](§1 = &)

Po dosazeni vyjadfeného koeficientu A, (k,n) do (1.18) pak pro potencial bodového

Ag(k,n) = a(fQ)— (1.25)

naboje (rozlozeného do baze harmonickych funkci) dostavame

@0 = ) D Aglhm) fina (88 iums ()0in (83, 80)0ns 6263, &1 < 8
k n
(1.26)
Po= ZZAQU@ 1) fion1 (§8) fionz €D G (€3, €3) g (62,63, & > &
k n
(1.27)
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Rozklad potencialu do baze harmonickych funkci je v mnoha bézné pouziva-
nych soufadnicovych systémech dobfe znamy. AvSak budeme-li mit vodi¢ ponékud
specifického tvaru, jehoz povrch budeme nuceni popsat pomoci specidlniho, nepfilis
znamého, soufadnicového systému, musime vyse uvedené rozklady potencialu (1.26)
a (1.27) v danych specidlnich soutadnicich najit podle vySe uvedenych postupi.

Pro jednoduchost jsme predpokladali diskrétni spektrum vlastnich ¢isel opera-
tort L;. Samoziejmé pokud bychom ziskali spojité spektrum vlastich ¢isel, sumy by se
nahradily dvojitym integralem. Dokonce miZe nastat pfipad, Ze spektrum vlastnich
¢isel jednoho operatoru je diskrétni a druhého operatoru je zas spojité. To potom zna-
mena, ze ve vztazich (1.26) a (1.27) by se jedna suma nahradila integraci. Sumu jsme
zvolili jako specidlni ptiklad, na kterém se pokusime vysvétlit konstrukci feSeni elek-
trostatického pole nasi soustavy bodovy naboj v pfitomnosti vodice daného feSeni. Ale
samotnd podstata feSeni nezavisi na tom, zda mame diskrétni ¢i spojité spektrum vlast-
nich ¢isel nebo dokonce jejich kombinaci. Totiz neexistuje pfimé znaceni, které by
zahrnovalo sumaci i integraci. Proto jako ptiklad uvddime sumace a vzhledem ke
stejné podstaté problému, miizeme podle potteby sumaci vyskytujici se v obecném fe-
Seni nahradit integraci.

Predpokladejme, Ze se bodovy naboj nachdzi v oblasti 2 (5(1) > a ). Potom na
zékladé tvaru rozlozeného potencialu bodového naboje ptedpokladejme potencial pole
vodice ve tvaru

Py, = ZZA(k, 1@ fin2(@fiont €)Gin (63 €2) 9k 62,6, (128)

@, = ZZA(R. 1,@) fin1 (@) fenz (D) Gin (82,8 gnic (62,63, (1.29)

Takto zvolené vyjadreni potencialu vodice v obou jeho oblastech vyhovuje jak
pozadavku spojitosti potencidlu (na povrchu vodice se @, rovna @, ), tak i poza-

davku konstantnosti celkového potencialu na povrchu i uvnitt vodice.

Diivod, Ze funkce proménné &2 je jina pro kazdou oblast vodic¢e, ma kromé
svého matematického opodstatnéni (omezenost funkce proménné & na kazdé oblasti
vodice) i fyzikalni podstatu. Na povrchu vodice se indukuje naboj s urcitou plosnou
hustotou. To potom znamena, ze te¢né slozky elektrické intenzity pole vodice jsou pii
pruchodu povrchem vodice spojité, kdezto normalové slozky elektrické intenzity jsou
pii prichodu povrchem vodice nespojité. Prave tato skutecnost je skryta v takto zvo-
lenych vztazich (1.28) a (1.29). MiZeme nahlédnout, Ze gradient potencidlu, jehoz
zaporn¢ vzata hodnota odpovida elektrické intenzité, je ve sméru tecném k povrchu
vodice spojity pti prichodu povrchem vodice, kdezto v normélovém sméru k povrchu
vodice je nespojity pii prichodu povrchem vodice.
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Nyni miizeme urcit neznamé koeficienty A(k,n, a), dale jen Ay ,,. Koeficienty

Ay ur¢ime z okrajové podminky, kterou jsme zadali dvéma zpiisoby.

1) Na povrchu vodice je celkovy potencial znamé konstantni hodnoty. Pro jednodu-
chost uvazujme, zZe vodic je uzemnén, tedy na jeho povrchu je nulovy celkovy poten-
cial. Ze vztahii (1.26) a (1.28) vyplyva, Ze pro uzemnény vodic je koeficient Ay ,, ro-
ven

_AQ (k,n)
f2(a) '

2) Na povrchu vodice je naindukovan celkovy ndboj znamé hodnoty q a zaroven cel-

Agn = (1.30)

kovy potencial na povrchu vodi¢e dosahuje konstantni nezndmé hodnoty. Naboj nain-
dukovany na povrchu vypocitdme ze vztahu

Qina = fn ods, (1.31)

kde Q oznaduje povrch vodice. Plosna hustota o = (€2, &3) naboje rozlozeného na
povrchu vodice je rovna [1]

g =& (EZ_El)Q'n, (1.32)
kde n = e oznaCuje normalu k povrchu vodice. (Bazovy vektor e;1 oznacuje jed-
notkovy vektor ve sméru soufadnicové osy &, e g1 =grad§ D). Index 1 respektive 2

urcuje elektrickou intenzitu v oblasti 1 respektive 2. Poznamenejme, Ze dany vztah
(1.32) ptimo vyplyva z rovnice (1.4). Pokud se bodovy ndboj nachéazi v oblasti 2, je
E, = 0 avztah (1.32) pfejde na tvar

g =& (Ez)ﬂ n (133)
znamy jako Coulombova véta.

Elektricka intenzita vodic¢e neni na povrchu vodi¢e definovana. Tedy i cel-
kova elektrickd intenzita E neni definovana na povrchu vodice. Zapis (E 12 ) q cha-
peme jako limitu

E = lim E, E = lim E.
(Ev)a = Jim_ (E2)a = Jim,

Elektricka intenzita pole bodového néboje je spojita pii prichodu povrchem vodice,
a tedy nepfispiva k plosné hustoté naindukovaného naboje. Proto mizeme psat

o=¢ (E,, - Ey, )ﬂ ‘n. (1.34)

Vyjadiime-li elektrickou intenzitu pomoci potencialu, dostaneme

oD, 0D
o=20 (v 7 _ (1.35)
o\ 0T 08 ),
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Po dosazeni za potencial pole vodice ziskdvame plosnou hustotu ve tvaru

fknl(f) afknz(f)
o= hlzzA"”<f""2() 9E1 = frn1(@) o1 >51=a X

X Gien(85,65) gni(§2.83). (1.36)

Vyraz v kulaté zavorce opét predstavuje wroskian funkei f,(&1), f1 (1), tentokrat
spocteny pro hodnotu £ = a. Potom pro plo$nou hustotu méame vztah

= Z_:Z Z Ak,n W[fk,nz (fl)r fk,nl (El)](fl = a)g?;,n(fé, fg)gn,k(fz, 53) .

(1.37)

Pokud ma byt na povrchu vodice konstantni celkovy potencial, musi se na po-
vrchu vodice vyrusit ty ¢leny, které zavisi na dvou proménnych &2 a &3, Tim padem
jsou koeficienty Ay, u €lent zavislych na proménnych &2 a &3 uréeny vztahem
(1.30). Aby na povrchu vodice mohl vysledny potencial nabyvat konstantni obecné
nenulové hodnoty, nesmi jeden ¢len zaviset na proménnych é2 a £3. Tento ¢len na-
zvéme jako konstantni ¢len (ale uvédomme si, Ze zavisi na proménné &, konstant-
nim se stava az po dosazeni é* = a) a jeho koeficient 4y ,, uréime ze vztahu (1.31).

Z relaci ortogonality vyplyva, Ze integral z funkei g, , (§2,&3) pies povrch
vodice je roven nule. Pouze jediny nenulovy integral z konstantniho ¢lenu ndm s po-
moci vztahu (1.31) urc¢i posledni neznamy koeficient Ay, ;, (zakomponovany v kon-
stantnim ¢lenu). Tim padem budeme znét i hodnotu ptedtim neznamého celkového
potencialu na povrchu vodice.

Na bodovy naboj nachazejici se v elektrostatickém poli vodice plisobi elek-
tricka sila

F = —Q(grad c1>V2)T=rQ : (1.38)

Vyse uvedeny postup nalezeni elektrického pole bodového néboje a vodice je
pomérné abstraktni. Proto pro hlubsi pochopeni si pozdéji ukdzeme postup feseni na
konkrétné vybranych ulohéch. Zaroven jsme vyslovili mnoho ptedpokladi. Takze te-
Seni konkrétnich tloh miize podpofit spravnost ndmi stanovenych piedpokladii.

1.2.2. Jiné postupy pri reSeni naSeho elektrostatického problému

Elektrostatické pole vné vodice, které generuje samotny vodic, 1ze vyjadrit i jako elek-
trostatické pole, které generuje nabojové rozlozeni ve vnitinim prostoru vodice. Jedna
se o fiktivni rozloZeni naboje, nebot’ ve vodici se Zadné volné naboje nenachazeji. To
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znamena, ze nékdy miizeme hledat takovy zdroj elektrostatického pole, ze vysledny
potencial na povrchu vodic¢e nabyva konstantni hodnoty. Této metodé¢,

kdy elektrostatické pole generované vodi¢em nahrazujeme elektrostatickym polem od
rozlozeni ndboje umisténého uvniti vodice, se tika metoda elektrostatického zobra-

zeni.

Existuji 1 jiné metody, jak nalézt elektrostatické pole vodic¢li umisténych ve
vngjSim elektrostatickém poli. Jedna z metod vyuziva skutecnosti, ze v ptipadé elek-
trostatické rovnovahy je energie vysledného elektrostatického pole vodi¢e minimalni.
Toto znéni vystihuje Thomsonova véta. Hledani minimalniho elektrostatického pole
vede na variacni pocet a po matematické strance se jednd o naro¢nou disciplinu. Hle-
déani potencialu pomoci variacniho poctu je vhodné v ptipad¢ numerickych problémd.

Dalsi metoda vyuziva vlastnosti holomorfnich komplexnich funkci, jejichz re-
alna 1 imaginarni ¢ast splituje Laplaceovu rovnice. To ptimo vyplyva z Cauchy-Ri-
emannovych podminek. Zaroven vime, ze funkce splilujici Laplaceovu rovnici popisuji
potencial elektrostatického pole. Miizeme tedy zavést tzv. komplexni potencial jako
holomorfni komplexni funkci. Redlnd ¢ast bude popisovat ekvipotencidlni kiivky a
imaginarni ¢ast bude popisovat silo¢ary. Bude-li dany komplexni potencial konformné
zobrazovat tvar daného vodice na piimku, bude jeho redlna cast popisovat ekvipoten-
cidlni kiivky, z nichz jedna ekvipotencialni kiivka odpovida tvaru vodice.

Vyse uvedenou metodu konformniho zobrazeni lze pouzit v ptipad¢ dvojroz-
mérnych problému. Avsak lze i1 tuto metodu pouzit pro trojrozmérné problémy v pii-
pad¢, Ze potencial vysledného elektrostatického pole a vodi¢ jsou translacné syme-
trické. Tim mame na mysli, ze elektrostatické pole je symetrické vici posunuti v jed-
nom konkrétnim sméru. Potom vysledné elektrostatické pole zavisi pouze na dvou
prostorovych soutradnicich a Ize dany ptivodné trojrozmérny problém pievést na dvoj-
rozmérny problém. Typickym piiklad soustavy, u které 1ze pouzit metody konform-
niho zobrazeni, je homogenn¢ nabitd piimka umisténd v blizkosti uzemnéného valce.
Protoze se vyhradné zabyvame soustavami bodovy naboj umistény v blizkosti vodice,
neni mozné v tomto piipadé metodu konformniho zobrazeni pouzit.

1.2.3. Duty vodi¢

Dosud jsme uvazovali vodice, které byly v celém svém objemu vyplnény vodivou lat-
kou. Co se ale bude dit, kdyby vodi¢ nebyl plny, tedy kdyby byl duty?

Zajimava situace nastane, pokud se uvniti dutiny nenachazeji volné naboje. To
potom znamena, Ze pro dosaZeni rovnovazného stavu, je nutna nulovost vysledného
elektrostatického pole pouze tam, kde se nachéazeji volné naboje. Z ¢ehoz vyplyva, ze
povrch vodice musi tvofit ekvipotencialni plochu a oblast, kde se nachéazeji volné na-
boje, tvoii ekvipotencialni objem. Avsak pro dosazeni rovnovazného stavu neni nutné,

14



aby uvnitt dutiny bylo elektrostatické pole nulové. Piestoze neni nutné nulovost elek-
trostatického pole uvnitt dutiny vodice, tak v ptipad¢ konstantni velikosti celkového
potencialu na povrchu vodice je elektrostatické pole uvnitf dutiny vodic¢e vzdy nulové.
Tato zajima skuteCnost ma své matematické opodstatnéni, které piimo vyplyva z
Laplaceovy rovnici. Resenim Laplaceovy rovnice je spojita funkce, ktera nikde nena-
byva lokalniho extrému. To potom znamena, Ze jediné mozné feSeni vysledného po-
tencidlu uvnitt vodice, které nenabyva zadného lokalniho extrému a spojité se napojuje
na hodnotu vysledného potencialu na vnitinim povrchu vodice, je konstantni potencial,
ktery je roven hodnoté€ vysledného potencialu na vnitinim povrchu vodice. Z toho vy-
plyva, ze elektricka intenzita i uvnitf dutiny vodice je vzdy nulova.

Zjisténi nulovosti vysledného elektrostatického pole uvniti dutiny vodi¢e ma
zasadni prakticky vyznam. Casto se setkavame se situaci, kdy chceme napiiklad né-
jaky citlivy pristroj chranit pred ucinky vnéjSiho elektrostatického pole. Nejjedno-
dusSim zptsobem, jak ochrénit néjaky pfistroj pied nezddoucimi uCinky elektrostatic-
kého pole, je jeho ulozeni do dutiny vodice. V praxi to znamena, ze dany piistroj vlo-
zime napiiklad do kovového kontejneru. (Jedna se o princip Faradayovy klece.)

Miuzeme i rozebrat situaci, kdy mame duty vodi¢, do jehoz dutiny umistime
bodovy naboj. Podminka rovnovazného stavu, kdy nedochézi k piesunu volnych na-
bojii je potad stejna. Vysledné elektrostatické pole v celém objemu vodivé latky musi
byt nulové. Uvnitt dutiny mame urcité nenulové elektrostatické pole. V prostoru mezi
vnitinim a vnéj$im povrchem dutého vodice je elektrostatické pole nulové. Ale jaké
elektrostatické pole je vné vodice, uvazujeme-li, Ze ve vnéj$im prostoru se nenachazeji
z4dné elektrické naboje?

Nejprve predpokladejme, ze duty vodic€ je izolovan. V disledku elektrostatické
indukce se na vnitinim povrchu dutého vodice indukuje naboj velikost bodového na-
boje, ale opacného znameni. (To piimo vyplyvéa z Gaussova zdkona.) Jelikoz je duty
vodi€ izolovany, musi se na jeho vnéjSim povrchu objevit ndboj velikosti bodového
naboje. Z toho potom vyplyva, Ze je-1i uvniti dutiny vodi¢e umistén bodovy naboj, pak
elektrostatické pole vné¢ tohoto dutého vodice neni nulové. Tudiz v tomto ptipad¢ neni
mozné chrénit prostifedi vné vodice pted ucinky elektrostatického pole bodového na-
boje umisténého uvniti dutiny vodice.

Ovsem jina situace nastava v ptipad¢ uzemnéného dutého vodice, kdy v jeho
vodivém objemu (a 1 na jeho vnitfnim a vnéjSim povrchu) je vysledny potencial nu-
lovy. Snadno 1ze odhadnout, ze potencial vysledného elektrického pole klesa v neko-
necnu k nule. Ze spojitosti a neexistence lokalniho extrému vyplyva, ze vysledny po-
tencial vSude vné vodice musi byt nulovy. Potom elektricka intenzita vné vodice je
nulova a naboj se indukuje pouze na vnitini stran¢ dutého vodice. Pak je mozné chranit
prostiedi vné vodice pred ucinky elektrostatického pole bodového naboje umisténého
v dutin€ uzemnéného vodice.
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1.3. ReSené piiklady

Nasledn¢ se pokusime fesit ilohu o bodovém naboji nachazejicim se v blizkosti pte-
dem vybraného tvaru uzemnéného vodice. Volime uzemnény vodi¢ z divodu pocetné
vyhodné okrajové podminky — nulovosti vysledného potencidlu na povrchu vodice.
Konkrétné predstavime feSeni pro nasledujici Ctyfi vodice: nekonecna rovina, koule,
rotacni elipsoid a nekonec¢né dlouhy valec. K samotnému vypoctu vyuzijeme metodu
elektrostatického zobrazeni, kdy se pokusime nalézt takové fiktivni rozlozeni naboje,
které nam zaruc¢i nulovost vysledného potencialu na povrchu vodice. Nebo pokud ne-
bude jednoduché dané rozlozeni fiktivniho ndboje uhodnout, pouzijeme metodu sepa-
race proménnych. Rovnéz spoc¢itame plosnou hustotu ndboje naindukovaného na po-
vrchu vodice a silu, kterou je dany bodovy naboj k uzemnénému vodici ptitahovan.

1.3.1. Bodovy naboj umistény v blizkosti uzemnéné vodivé roviny

M¢éjme v rovin€ z = 0 uzemnénou nekonecnou vodivou rovinou (dale jen vodiva ro-
vina). Umistéme bodovy naboj velikosti Q na osu z do vysky h od vodivé roviny. A
ptame se, jak bude vypadat vysledny potencial elektrostatického pole této soustavy
v prostoru, kde je umistén bodovy naboj velikosti Q, tedy v oblasti z > 0 .

Pomérné jednoduse Ize uhadnout, ze kdyz do bodu [0,0, —h] umistime bodovy
naboj velikosti —Q, ziskdme takové vysledné elektrostatické pole, jehoz potencial na
povrchu vodivé roviny je nulovy. Neboli elektrostatické pole soustavy bodového na-
boje umisténého v blizkosti uzemnéné vodivé roviny (v oblasti z > 0) odpovida elek-
trostatickému poli soustavy bodového néboje velikosti Q a bodového naboje velikosti
—(Q umisténého zrcadlové soumérné k vodivé roviné€. K nalezeni vysledného potenci-
alu dané soustavy jsme vyuzili metody elektrostatického zobrazeni. Konkrétné se
v tomto piipad¢ dand metoda nazyva zrcadleni naboje, nebot’ povrch vodivé desky se
chova jako zrcadlo. V pfedmétovém prostoru se nachazi naboj Q a v obrazovém pro-
storu se nachazi ,,zrcadleny* naboj —Q. Avsak toto ,,zrcadlo* ma takovou vlastnost,
ze prevraci znaménko naboje.

Celkovy potencial pro z > 0 je tedy dan vztahem

_Q 1 B 1
A [\JpZ+ (z-h)?  JpP+ 2 - 2l

D, = Dy + Dy, (1.39)

kde p? = x? + y2.
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Obr. 1.2. Bodovy naboj umi- Obr. 1.3. K metod¢ zrcadleni néboje.
stény nad vodivou rovinou. Prevzato z [1].

Pievzato z [1].

Plo$nou hustotu naboje naindukovaného na povrchu vodivé roviny nejjedno-
duseji ziskame ze vztahu (1.33):

9D
6=, E,(z=0) e, = —&, (a—:) . (1.40)
z=0

Po dosazeni dostavame
h
o= —Q—3 ) (1.41)
2r(p? + h?)2

Nasledné spocitame silu, kterou je bodovy naboj k vodivé roviné ptitahovan.
Ze symetrického rozlozeni plo$né hustoty naindukovaného néboje lze usoudit, Ze na
bodovy naboj plsobi sila pouze ve sméru opacném k ose z. Ze vztahu (1.38) piimo

vyplyva

0Dy, Q*?
k= _Q( 0z ) T 16meggh? (142)
p=0 h

Vsimnéme si, Ze sila pisobici mezi bodovym nébojem a vodivou rovinou od-
povida vzajemnému silovému plisobeni dvou ndboji Q a —Q umisténych ve vzajemné
vzdalenosti 2h. To ptimo vyplyva ze skutecnosti, ze elektrostatické pole vodivé desky
pro z > 0 odpovida elektrostatickému poli fiktivniho bodového néboji —@Q.
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1.3.2. Bodovy naboj umistény v blizkosti uzemnéné vodivé koule

Uvazujme uzemnénou vodivou kouli o poloméru R, jejiz stied lezi v pocatku soutad-
nic. Na osu z do vzdalenosti r = h (h > R) opé&t umistime naboj velikosti Q. Nyni nas
bude zajimat vysledné elektrostatické pole vn¢€ uzemnéné vodivé koule.

Danou ulohu Ize fesit rovnéz metodou elektrostatického zobrazeni. Na osu z
umistéme naboj velikosti Q" a to do vzdélenosti ¥ = a mens$i nez polomér vodivé
koule. Nas fiktivni naboj Q" se tedy nachazi uvnitf vodivé koule. Vysledné elektrosta-
tické pole na povrchu koule je potom déno vztahem

1 Q @
D, =D, +P =—<—+—,>. 1.43
z Q V2o Ame,\r T (143)

Pficemz r znaci vzdalenost mezi bodovym nabojem velikosti Q a vybranym
bodem A lezicim na povrchu koule, r” oznacuje vzdalenost mezi bodovym néboje Q°
a vybranym bodem A. V libovolné bodé na povrchu koule musi byt vysledny potencial
roven nule. Odtud pro velikost bodového nédboje Q" dostdvame

__r
Q = rQ- (1.44)

Pomér r’/r musi byt na celém povrchu koule konstantni. Toho Ize dosdhnout, pokud
trojuhelniky SQA, AQQ” a SAQ” budou podobné (viz obr. 1.4). Z podobnosti danych
trojuhelnikt vyplyva

R a

_T_ 1.45
h r R’ (1.45)

Odtud pro velikost bodového naboje Q” a vzdalenost a dostavame

) R R?
Q __ZQ' a=—. (1.46)

Metodu elektrostatick¢ho zobrazeni, kdy umistujeme fiktivni bodovy naboj
dovniti uzemnéné vodivé koule, nazyvame kulovéa inverze.

Obr. 1.4. Kulova inverze.
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Vyjadifeme celkovy potencial vné vodivé koule ve sférickych soufadnicich
(r,9, ). Pro tento problém je nejsnadnéjsi pouZit cosinovu vétu, kdy uhel sevieny
mezi polohovym vektorem 7, a polohovym vektorem zkoumaného mista  odpovida
azimutalnimu hlu 9. Podobné pro uhel sevieny mezi 1 (polohovy vektor vyjadiu-
jici polohu fiktivniho néboje) a r je rovnéz uhel 9, nebot’ oba bodové naboje Q a Q°
lezi na ose z. Na zaklad¢ cosinovy véty dostdvame:

(1.47)

= =
CI)Z = + .
4mey \Wr2 + h2 — 2rhcos 9  Vr? + a? — 2racos ¥
Plosnou hustotu ndboje naindukovaného na povrchu vodivé koule nejjednodu-

Seji ziskdme opét ze vztahu (1.33):

0P
o= SO (EZ)rzR . er = —80 (a—rz) . . (148)
r=
Po dosazeni ziskavame

1

Q(R — h cos?) Q’'(R — a cosV)
0 =-— +
4r

- 3] . (1.49)
(R? + h? — 2Rh cos9)2 (R? + a? — 2Ra cos?)?

Dosadime-li za velkost fiktivniho naboje Q" a vzdalenost a z (1.46), dostaneme vztah

_1
0_477

R —hcosV h? — Rh cos 9
Q( )« ) ] (150)
(R?+ h? —2Rhcos9)2 R(R?+ h? —2Rh cos )2

ktery lze upravit na tvar

o=-— Q(h” — k%) . (1.51)

3
4mR(R? + h? — 2Rh cos 9)2

Sila, kterou je bodovy ndboj ke kouli pfitahovan, je rovna sile, kterou na sebe
vzajemné plisobi bodovy néboj Q a fiktivni naboj Q°. Jelikoz dané plosné rozlozeni
naboje naindukovaného na povrchu vodivé koule je axialné symetrické, bude vysledna
sila pasobici na dany bodovy naboj Q mit smér opacny ke sméru osy z:

Q*? hR

E, =— . 1.52
z 4mey (h% — R2)2 (1.52)

Bodovy naboj se nachazi uvnitf duté koule

Muzeme rovnéz uvazovat ptipad, kdy uzemnéné vodiva koule je duta. Uvazujme, ze
dutina ma tvar soustfedné koule. Pokud bodovy néboj umistime do dutiny vodivé
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koule, 1ze pro feSeni daného problému pouzit rovnéz kulovou inverzi. Dokonce mii-
zeme piimo vyuzit predchozi feseni. Tentokrat se bodovy naboj Q" nachazi na ose z
ve vzdalenosti a uvniti koule a fiktivni naboj Q se nachazi na ose z ve vzdalenosti h.
Pro vypocet plosné hustoty naboje naindukovaného na vnitinim povrchu duté vodivé
koule miizeme pouzit vztah (1.32). Ale uvédomme si, Ze vysledné elektrické pole je
uvnitt dutiny nenulové a vné duté vodivé koule nulové, pak mizeme pouzit vztah
(1.48), ktery musime jesté vynasobit minus jednickou.

Vzhledem k tomu, Ze mame bodovy naboj Q" umistény ve vzdalenosti a, mu-
sime plosnou hustotu danou vztahem (1.51) vyjadfit pravé pomoci Q" a vzdalenosti
a. Pokud chceme zachovat ptivodni znaceni — bodovy naboj Q se nachazi ve vzdale-
nosti h, ptezna¢ime vzdalenost a jako h a naboj Q" jako Q. Potom plos$na hustota na-
boje naindukovaného na vnitinim povrchu koule bude dana vztahem

2 2
o=-— QR"~ ) -, (1.53)
4mR(R? + h? — 2Rhcos 9)2

kde R tentokrat zna¢i polomér kulové dutiny.

Nyni se podivejme na specialni ptipad, kdy se bodovy naboj nachazi ve stfedu
koule (h = 0). Potom pro plo$nou hustotu naboje naindukovaného na vnitinim po-
vrchu kulové plochy dostavame

Q

o= (1.54)

V tomto piipadé je naboj rozloZen rovnomérné po celém vnitinim povrch vo-
divé kulové plochy.

Postup FeSeni pomoci rozkladu potencialu

Pokud bychom neznali kulovou inverzi, mizeme danou ulohu bodovy nédboj nachaze-
jici se v blizkosti uzemnéné vodivé koule mizeme fesit pomoci nasi metody pifimého
nalezeni potencidlu uzemnéného vodice, ktera vychazi z feSeni Laplaceovy rovnice
pomoci separace promeénnych.

Nejprve je potiteba zvolit vhodny systém soufadnic. Zajimame-li se o vodic¢
tvaru koule, zvolime sférické soufadnice (7,9, ¢). Nasledné potencial bodového na-
boje vyjadreny ve sférickych soufadnicich rozlozime:

=4 z —rPlcos®),  r<h  (155)
Q v A
o, = Tmeg L P,(cos ), r>h (1.56)
n=0
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kde P, (x) oznacuje Legendreovy polynomy. Protoze k samotnému vypoctu nas za-
jima potencial v blizkosti povrchu vodivé koule, vyuzijeme pouze rozvoj (1.55).

Poté, co jsme nalezli rozklad potencidlu bodového néboje, jsme jiz schopni vy-
jadrit potencial pole vodice v jeho vnéjsi oblasti. Ze vztahi (1.28) a (1.29) vyplyva:

Q N,
o, = yr 0 n vt b ——P,(cos V) . (1.57)
n=
Q N, R
b, = 4HEOZAnmPn(cos 9) . (1.58)

n=0

Neznamé koeficienty A, nalezneme z okrajové podminky nulovosti vysled-
ného potencidlu na povrchu koule. Ze vztahu (1.30) obdrzime

R n+1

A, = — (E) . (1.59)

Nalezené koeficienty A,, dosadime do vztaht (1.57) a (1.58). Po dosazeni dostavame

e Z hn+1p (cos 9) . (1.60)
n=0
OR ~ (R?\" 1
o, = Er— s n+1P (cos V). (1.61)
0 n=0
Zavedeme nasleduji substituce
R B R?
Q - hQ ’ a= h .

Rada (1.60) se lisi od fady (1.55) pouze znaménkem a jeji seéteni odpovida
zéporn¢ vzaté hodnoté potencidlu bodového naboje. To bychom ocekévali, nebot” vy-
sledny potencial uvniti koule je nulovy. Secteme-li fadu (1.61), ziskdme ocekavany
potencial @, (potencial fiktivniho ndboje Q°), ktery vystupuje ve vztahu (1.47). Jed-
noduse feceno, feseni pomoci rozkladu potencidlu bodového naboje ptinasi stejné vy-
sledky, jaké jsme ziskali feSenim kulovou inverzi.

Kdybychom chtéli fesit tllohu, kdy je bodovy naboj umistén uvniti duté koule,
pomoci metody pfimého nalezeni potencialu uzemnéného vodice, pouzili bychom pro
potencial bodového naboje vztah (1.56).

21



1.3.3. Bodovy naboj umistény v blizkosti vodivého rota¢niho elipsoidu

M¢jme uzemnény vodivy rotacni elipsoid, jehoz osa symetrie je totozné s osou z. Ro-
tacni elipsoid vnikne rotaci elipsy kolem jedné z jeji os. Rotujeme-li elipsu kolem jeji
hlavni osy, na niz lezi jeji ohniska, ziskame tzv. protahly rotacni elipsoid. Rotujeme-
li elipsu kolem jeji vedlejsi osy, ziskdme tzv. zplostely rotacni elipsoid.

Nasi tlohu budeme feSit pouze pro protahly rotacni elipsoid. Méjme tedy
uzemnény vodivy protdhly rotacni elipsoid (dale jen vodivy rota¢ni elipsoid), jehoz
osa symetrie je totozna s osou z . Hlavni poloosu daného vodivého rotacniho elipsoidu
oznac¢me jako a a jeho vedlejsi poloosu ozna¢me jako b (a > b).

Rotacni elipsoid je axialn¢ symetrické téleso. Proto pro zjednoduseni situace
umistime bodovy naboj na osu z do vzdalenosti z = h (h > a), ¢imz ziskame jedno-
dussi axialn¢ symetrické elektrostatické pole vodice.

Reseni daného problému nebudeme provadst pomoci metody elektrostatického
zobrazeni. Nalézt takové fiktivni rozlozeni ndboje, jehoz elektrostatické pole by na-
hrazovalo elektrostatické pole rota¢niho elipsoidu, je v podstaté nemozné. Proto se po-
kusime zkonstruovat feseni na zaklad¢ nalezeni rozkladu bodového naboje v protah-
lych sféroidnich soufadnicich (&,1, @), které jsou definovany

x=eJ(E*—1)(1—n?) cosg,
y=e/(E-1)(1-n?) sing, (1.62)

z=¢eén,

§=21, ne(-11), ¢@€(02m).

Konstanta e ma rozmérovy charakter délky, nebot’ soufadnice (&,7, @) jsou bezroz-
mérné. Soufadnicové plochy ¢ = konst. odpovidaji povrchu rota¢niho elipsoidu a
soufadnicové plochy n = konst. odpovidaji povrchu hyperboloidu.

Nas zajima takova soutadnicova plocha & = &, , ktera bude odpovidat povrchu
naseho vodivého rotacniho elipsoidu, ktery je ur¢en délkou hlavni poloosy a a délkou
vedlejsi poloosy b. Délky kazdé z obou poloos a a b pak jednozna¢né urcuji neznamé
hodnoty konstanty e a soufadnice &,.

Poloosy a a b jsou urCeny vztahy

a=eé,, b=e /(502 -1). (1.63)

Ze vztaht (1.63) pro e a &, vyplyvaji vztahy

e=Ja?—b?, f=—mnr (1.64)

a? — b2
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Nyni kdyz vime, jak vyjadtit povrch vodivého elipsoidu v protdhlych sféroid-
nich soufadnicich, miizeme piistoupit k rozkladu potencialu bodového néboje v pro-
tahlych sféroidnich soutadnicich [3]:

Z(Zn +1) Qn< )P EP,(n), e <h (1.65)

27r£0

Z(Znﬂ)P () e@rm, et>n  66)

27‘[0

kde B, (x) oznacuje Legendreovy polynomy, které esi Legendreovu diferencilni rov-
nici a jiz jsme se s nimi setkali pfi feSeni lohy bodovy néboj umistény v blizkosti
vodivé koule. Druhym linearné nezavislym feSenim Legendreovy diferencidlni rov-
nice jsou funkce Q,,(x). Nékdy se zavadi nasledujici terminologie. Funkce B, (x) se
oznacuji jako Legendreovy funkce prvniho druhu a funkce Q,(x) se oznacuji jako Le-
gendreovy funkce druhého druhu.

1. Bodovy naboj se nachazi vné rotacniho elipsoidu

Pokud se bodovy naboj nachazi vné rota¢niho elipsoidu, k vypoctim vyuzijeme vztah
(1.65). Jelikoz zname rozklad potencialu bodového ndboje, mizeme rovnou vyuzit
nami sestavenych postupli obecného feseni (vychazejici z metody separace promén-
nych). Podle vztahii (1.28) a (1.29) pro potencial pole vodic¢e dostdvame nasledujici
vztahy

oy, =

Z(2n+ 1) Ay Qn(€6) P(E)Pa(1), (1.67)

L 2mee

Vz

Z(2n+ D Ay B60) Q@) . (168)

2mege

Neznamé koeficienty A,, ur¢ime z nulovosti vysledného potencialu na povrchu rotac-
niho elipsoidu. Potom pro koeficienty 4,, dostavame

@ (5)

A, =— . 1.69
" Qn(fo) ( )
S jiz znamymi koeficienty A, maji potencialy @, a ®,, nasledujici tvar
T Z<2n +1) 0, () R OB, (1.70)
&l
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PaGo)
Z(z +D0(2) 2B e®ORm. a7

27r£0

Nyni kdyz zname potencial pole vodivého rotacniho elipsoidu, mizeme spoci-
tat ploSnou hustotu naboje naindukovaného na jeho povrchu. K samotnému vypoctu
pouzijeme vztah (1.37). Potom ale musime ur¢it Lamého koeficient h; a wronskian
funkei Q,,(¢); B,(¢), oboje pro & = &,. Lamého koeficient hy pro & = &, je uren
vztahem [2]

2_ 2
o= [0, (1.72)
$o” —1

a dany wronskian je pro & = &, roven [4]
1
WIQn (&), R(DI(E = &o) = 7. (1.73)
$o”—1

Po dosazeni vyjadieného Lamého koeficientu h; a dané¢ho wronskianu do vztahu
(1.37) a nasledné upraveé dostavame

o h
o=- ¢ ! (2n+1)Q()

2 n\So
we? \/(fo )5 —n2) 5 Q&) ™

B.(n) . (1.74)

Nyni spoc¢teme silu, kterou je bodovy naboj ptitahovan k rota¢nimu elipsoidu.
Dana sila je ur¢ena vztahem (1.38). Z axialné symetricky naindukovaného naboje na
rota¢nim elipsoidu vyplyva, Ze sila, ktera ptsobi na bodovy naboj, ma smér opacny ke
sméru osy z:

E, = _Q(%) . (1.75)
e\ 0¢ L

Vsimnéme si, Zze Lamého koeficient hy v piipadé n = 1 je roven e. Po dosa-
zeni za @, ze vztahu (1.71) as pouzitim vlastnosti B, (1) = 1 pak pro z-ovou slozku
sily ptisobici na bodovy naboj dostavame

Z(z +1) 280, (22 Qn(f)] (1.76)

E 27‘[80

Poznamenejme, Ze pro B,(1) = 1 a derivace funkce Q,,(¢) v bodé & = h/e muzeme
vyjadtit pomoci vztahu [4]

2

f0c0],-pomlon ()20 (). am
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2. Bodovy naboj se nachazi uvniti dutého rotac¢niho elipsoidu

Muizeme rovnéz uvazovat situaci, kdy mame uzemnény duty rotacni elipsoid. Pfedpo-
kladejme, ze dutina ma tvar souosého (protdhlého) rotac¢niho elipsoidu & = &,. Do du-
tiny rota¢niho elipsoidu umistime bodovy naboj. Miizeme se potom ptat, jakd bude
plo$na hustota ndboje naindukovaného na vnitinim povrchu dutého rotacniho elipso-
idu?

Postup vypocti bude podobny jako v ptipadé, kdy se bodovy ndboj nachazi
vné rotacniho elipsoidu. V ptipad¢, ze se bodovy naboj nachéazi uvniti rota¢niho elip-
soidu, pouzijeme pro rozklad potenciadlu bodového naboje vztah (1.66). Potencial pole

rota¢niho elipsoidu bude urcen opét vztahy (1.70) a (1.71). Ale tentokrat jsou koefi-
cienty A, urCeny vztahem

R (5)

A== plE)

Plosnou hustotu ndboje naindukovaného na vnitini povrchu rota¢niho elipsoidu

(1.78)

ziskame opé&t pomoci vztahu (1.37). Po dosazeni koeficientl (1.78) do (1.37) pak
pro plosnou hustotu ndboje naindukovaného na vnitini stran¢ vodivého rota¢niho elip-
soidu dostavame

Q 1 Z )
0==5 (2n + 1) P e, —=PB,(n). (1.79)
ST A

1.3.4. Bodovy naboj umistény v blizkosti uzemnéného vodivého valce

M¢jme uzemnény vodivy nekonecné dlouhy vélec (dale jen vodivy valec) o poloméru
R dany tak, aby jeho osa symetrie byla totozna s osou z. Bodovy naboj umistime ten-
tokrat na osu x do vzdalenosti x = h (h > R).

Reseni dané tlohy pro vodivy valec bychom teoreticky mohli ziskat i z feSeni
pro vodivy protahly rotacni elipsoid tak, ze by se hlavni poloosa rota¢niho elipsoidu v
limité protahla do nekonecna, ¢imz bychom ziskali nekone¢né dlouhy valec. Avsak
takovyto postup zde provadét nebudeme. Danou ulohu vyieSime pfimo pomoci jiz po-
uzivaného postupu, kdy nalezneme rozklad potencialu ve vhodné zvoleném soutadni-
covém systému, z n¢hoz jsme potom schopni pomoci ndmi stanovenych kroki zkon-
struovat samotné feseni dané ulohy.

Nejprve zavedeme vhodnou soustavu soufadnic. Jelikoz feSime tlohu, v niz
vystupuje valec, zvolime valcové soufadnice (p, ¢, z). Dale vhodné rozlozime poten-
cial bodového néboje vyjadieny v téchto soutfadnicich:
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_ 1 Q
4meg \[p2 + h2 — 2ph cos ¢ + 22 '

(1.80)

@

Potencial bodového naboje vyjadiime jako Fourierovu transformaci modifikované
Besselovy funkce druhého druhu K, [5]:

Q

=52
2m4eg

N

f Ky (k\/p2 + h? — 2ph cos (p) cos(kz) dk . (1.81)

0

Vyraz Ko(k+/p? + h% — 2phcos ¢) = Ky (ku) Ize rozlozit do fady modifikovanych
Besselovych funkci prvniho druhu I, a druhého druhu K, [5]:

Ky(ku) = Ky(kh)I,(kp) + 2 Z K, (kh)I,(kp) cos ng, prop < h (1.82)

n=1

Ko (ku) = Io(kh)Ky(kp) + 2 Z I,(kh)K, (kp) cos ng . prop > h (1.83)

n=1

1. Bodovy naboj se nachazi vné vodivého vialce

Nejprve se zabyvejme feSenim ulohy, kdy se bodovy ndboj nachazi vné vodivého
valce. Vzhledem k tomu, Ze nas zajima elektrostatické pole vné vélce v blizkosti jeho
povrchu, pouzijeme vztah (1.82). Potencial pole vodice pro jeho dvé oblasti zapiSme

ve tvaru
@, = 5o [ Ao (kp) +2 ) A, (IR (kp) cos o | x
0 0 n=1
x cos(kz) dk . (1.84)
O, = o [ A0 R ko) + 2 Y A4, 0L (eRIK (k) cos mp | x
0 0 n=1
x cos(kz) dk . (1.85)

Neznamé koeficienty A,, (k), které jsou funkcemi proménné k, uré¢ime z nulovosti vy-
sledného potencialu na povrchu valce. Potom pro koeficienty A, (k) dostavame

Ky (kh)
Kn(kR) ’

A, (k) =— pron=>0. (1.86)

Nyni kdyZ zname potencial pole vodi¢e, mizeme spocitat ploSnou hustotu na-
boje naindukované¢ho na povrchu viélce. K samotnému vypoctu opét pouZzijeme
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vztah (1.37). Jak asi tus$ime, musime pro vypocet plosné hustoty urcit Lamého koefi-
cient h; a wronskian funkci K,,(kR), I,,(kR), oboje pro p = R. Lamého koeficient h;
je v tomto ptipad¢ roven jedné a dany wronskian je pro p = R roven [4]

1
WK, (kp), I,(kp)](p = R) = 7 (1.87)

Po dosazeni vyjadifeného wronskianu do vztahu (1.37) dostavame

0 [[Kekh) <& K, (kh)
_2712R0 Ko (kR) L1 Ky (kR)

cos ng | cos(kz) dk . (1.88)

Nasledné spocteme silu, kterou je bodovy naboj piitahovan k valci. Dana sila
je rovna soucinu velikosti naboje a elektrické intenzity pole generovaného samotnym
valcem. Ze symetrie plosSné hustoty naboje naindukovaného na valci vyplyva, ze sila,
ktera plisobi na bodovy néboj, ma smér opacny ke sméru radialy p (v nasem piipade
sila proti sméru osy x):

0Dy, Q?
F’):_Q<6p> ~ 2n2e %
p=h, z=0 0

[ lo(kR) 3 In(kR) 9
x f Kalh) 2 ey 5 Kok) +2 Z Knllh) s = Knlep)eosmg | dle
0 p=h
(1.90)
Derivaci funkci K,, (kp) 1ze vyjadtit piimo pomoci funkci K, (kp) [4]:
0
a_pKO(kp) = — kK, (kp)
0 .k
a_pK"(kp) =(-1) 3 [Kn_1(kp) + K1 1(kp)], pron>1 (1.91)

Po tprave pro silu, kterou je bodovy naboj pfitahovan k valci, dostdvame vztah

f [Mo(k hR) + Z M, (k, b, R)cos ng|dk,  (1.92)

27T2 o
kde M,,(k, h, R) definujeme vztahy

Iy(kR)

My(k,h,R) = X, (kR)

— 7o Ko(kh)K; (kh)
n In(kR)

M,(k,h,R) = (—1) K (kR)

K, (kh)[K,,_1(kh) + Ko 1 (KR)], pron>1.
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(1.93)

Miuzeme rovnéz uvazovat situaci, kdy mame duty valec. Pfedpokladejme, Ze
dutina mé tvar souosého valce. Do dutiny valce umistime bodovy naboj. Jaké bude
plosna hustota ndboje naindukovaného na vnitinim povrchu valce?

2. Bodovy naboj se nachazi uvniti vodivého valce

Postup vypocti bude podobny jako v ptipadé, kdy se bodovy naboj nachazi
vn¢ valce. V pripadé€, ze se bodovy naboj nachazi uvniti valce, pro rozklad potencial
bodového naboje vyuzijeme vztah (1.83). Potencial pole rotacniho elipsoidu bude ur-
¢en opét vztahy (1.84) a (1.85). Ale tentokrat jsou koeficienty A,, uréeny vztahem

I (kh)

Ap(k) = — I.(kR) )

pron > 0. (1.94)

Plosnou hustotu naboje naindukovaného na vnitini strané povrchu vodivého
valce ziskame opét pomoci vztahu (1.37). Po dosazeni koeficientd (1.94) do (1.37)
pak pro plosnou hustotu ndboje naindukovaného na vnitini stran€ vodivého valce do-
stavame

[oe)

I(kh) _~ I(kh) cos

Q
o (kR) " * £uT,(kR)

 2m2

o= cos(kz) dk, (1.95)

0

kde R tentokrat znac¢i polomér valcové dutiny.

Miuzeme se jeste podivat na jeden specialni ptipad, kdy bodovy naboj umistime
na osu valce (konkrétné do pocatku soutradnic). Potom se vztah (1.95) vyrazné zjed-
nodusi, nebot’ [,(0) = 1al,(0) =0, pron = 1. Pro plo$nou hustotu naboje nain-
dukovaného na vnitini povrchu v pfipadé, Ze se bodovy naboj nachéazi na ose valce,
dostavame

_Q ‘ cos(kz) dk
o=—57) Tan (1.96)
0

Lze pokracovat v hledani vysledného elektrostatického pole pro riizné tvary
vodici, ale to neni nas hlavni zdmér. Nasim cilem bylo na uvedenych piikladech uka-
zat ,,silu“ a predevsim hlubsi pochopeni metody ,,separace proménnych* ¢i ,,rozkladu
potencialu bodového naboje. Uvedené metody umoziuji fesit dany problém pro mno-
hem $ir$i tfidu tvarti vodic¢l, neZ je pouze vodiva rovina a koule, u kterych si vystacime
s fiktivnimi néboji. Pfedstaveny ,,rozklad potencidlu je opravdu velmi silnd metoda
umoznujici feSeni tlohy bodovy néboj v blizkosti vodice pro jeho rizné tvary, a to
analyticky!

28



Kapitola 2. Bodovy naboj pohybujici se v pritomnosti
nepohybujiciho se vodice

2.1. Obecné uvahy

V prvni kapitole jsme podrobné rozebrali chovani vodic¢e vlozeného do elektrostatic-
kého pole. Konkrétné jsme se zabyvali interakci vodi¢e a bodového naboje. Zjistili
jsme, ze mezi bodovym nabojem a vodi¢em existuje piitazlivé silové piisobeni, které
je disledkem elektrostatické indukce. Jak jsme jiz zjistili, aby mohl nastat rovnovazny
stav, musi se bodovy naboj nachéazet v klidu. Proto musi na bodovy néboj piisobit jina
vnéjsi sila (neelektrostatické povahy), kterd je v rovnovaze se silou, kterou na dany

v

bodovy naboj pisobi vodi¢. Co se stane, kdyZ tato vné¢jsi sila prestane plisobit?

v

Ptestane-li piisobit vnéjsi sila, pocne se bodovy naboj pohybovat smérem k vo-
dic¢i, nebot’ mezi vodi¢em a bodovym nabojem existuje pfitazlivé silové piisobeni. Je-
likoz se bodovy naboj pohybuje smérem k vodici, objevi se na povrchu vodice i nenu-
lové te¢né slozky elektrické intenzity. Dokonce se objevi i nenulové elektrické pole
uvniti vodice. Existence nenulového elektrického pole v objemu i1 na povrchu vodice
zpusobi makroskopicky pohyb naboje.

Na jedné stran¢ mame bodovy nédboj, ktery se v obecném ptipad¢ pohybuje po
n¢jaké kiivce a pro jeho popis pohybu si vystacime s mechanikou hmotného bodu. Na
druh¢ stran¢ mame vodic, v némz dochazi k slozitym makroskopickym pohybim na-
boje, na které miizeme nahlizet jako na pohyb kontinua.

Situace se komplikuje 1 skutecnosti, ze elektrické pole vodice, s nimz intera-
guje bodovy naboj, je zavislé na poloze bodového naboje. Jedna se o ptipad, kdy
zména polohy bodového ndboje vyvola zménu rozlozeni naindukovaného néboje. Tato
zména zas vyvola zménu elektrického pole vodice, které interaguje s bodovym nabo-
jem.

Dale si miizeme uvédomit, Zze bodovy naboj pohybujici se s nenulovym zrych-
lenim vyzatuje elektromagnetické viny. Energie bodového néboje je odnédsena v po-
dobé¢ elektromagnetického vinéni, z ¢ehoz vyplyva, ze vyzafovani se projevuje jako
brzdna sila, ktera ptsobi na dany bodovy nabo;j.

Navic uvazujeme, ze v disledku silového ptisobeni se pohybuje pouze bodovy
naboj. Polohu vodi¢e madme pevné fixovanou. Miizeme se i ptat, jak se bude pohybovat
bodovy naboj, v ptipad¢ pohybujiciho se vodice, nebo kdyz bude vodi¢ volny. Ale
zatim se problematikou pohybujiciho se vodic¢e zabyvat nebude. NaSe poznatky se po-
kusime rozsifit pro pfipad pohybujiciho se vodi€e az v nasledujici kapitole.

Vyfesit problém pohybu bodového ndboje v dusledku pifitomnosti vodice se
zapoctenim veskerych odehravanych procesi neni viibec jednoduché. Nalézt naptiklad
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¢asovou zavislost polohy bodového néboje pomoci analytickych metod je v nejobec-
n¢jSich situaci témeéf nemozné a nezbyva nam nic jiného nez pouzit u¢inné numerické
metody.

Polozme si alespon otazku, jak dany systém bodovy ndboj umistény v blizkosti
vodice popsat. Konkrétné se pokusime nalézt rovnice, které by popisovaly ¢asovy vy-
voj daného systému.

2.2. Pohyb bodového naboje v blizkosti vodice

2.2.1. Casovy vyvoj soustavy pohybujici se bodovy naboj v blizkosti
vodice

Nyni se budeme zabyvat pohybem bodového ndboje vyvolanym v disledku silového
ptisobeni vodice. Uvazujeme piipad, kdy se vodi¢ nachdzi v klidu. V ptipadé pohybu
bodového ndboje se generuje elektromagnetické pole, na rozdil od elektrostatického
pripadu, kdy je magnetické pole nulové. U dynamickych problémt je jiz nutné mluvit
o elektromagnetické interakci.

Casovy vyvoj elektromagnetického pole vodice poté, co do jeho blizkosti umis-
time pohybujici se bodovy ndboj, je popsan Maxwellovymi rovnicemi.

Necht index 1 oznacuje elektromagnetické pole uvnitt vodice a index 2 ozna-
Cuje elektromagnetické pole vné vodice. Pouzivame stejné znaceni jako jsme pouzili
v ptipad¢ elektrostatické ulohy. Potom pro elektromagnetické pole vodice (souhrnné
v jeho obou oblastech) dostavame nasledujici rovnice

divE,, =0, 2.1
divB,,, =0, 2.2)
0B
rotE, ,=— a‘;l’z , (2.3)
o 1 aEVLZ
rot By, , = Uoj12 +— (2.4)

c2 ot '’
kde Ey

tického pole vodice. Konstanty py a €, oznacuji permeabilitu a permitivitu vakua.

opét znadi intenzitu elektrického pole vodice a By, , znaci indukci magne-

Uvazujeme, ze dany vodi€ neni dielektrikum ani magnetikum a pfipomenme, ze dany
vodi€ se spolu s bodovym nabojem nachézeji ve vakuu. Soucin permitivity a permea-
bility vakua je roven pievracené druhé mocniné rychlosti svétla c.

Vsimnéme si, Ze uvazujeme nulovou objemovou hustotu volného néboje uvnitt
vodice v kazdém Case (div E,, = 0). Za jakych podminek je moZné splnit tento pied-
poklad, si ukazeme v podkapitole 2.2.3.
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Hustoty objemovych proudi j; , jsou uréeny nasledujicimi vztahy
jl =j(t,r), (25)

Jj2=0. (2.6)

Elektromagnetické pole bodového néboje pohybujicitho se rychlosti v je
popsano rovnicemi

divE, = 826(1" -79), (2.7)
0
divBy =0, (2.8)
rot By = — 202 (29)
Q at
1 0E
rot By = tovQ8(r —1y) +— > atQ . (2.10)

Vysledné elektromagnetické pole mizeme vyjadfit jako superpozici elektro-
magnetického pole vodice Ey, , B, a bodového naboje E , Bj. Tedy miizeme psat:

E,,=E,  +Eg, (2.11)

V1,2

B,,=B, +B,. (2.12)

V1,2

2.2.2. Elektromagnetické pole pohybujiciho se bodového naboje
1.Pfesné reSeni

Rovnice popisujici elektromagnetické pole bodového naboje mizeme vyfesit samo-
statn€ na rozdil od feseni elektromagnetického pole vodice, které praveé zavisi na elek-
tromagnetickém poli bodového naboje.

Dany problém miZeme s vyhodnou fesit pomoci skalarniho potencidlu @, a
vektorového potencialu Ay, ktery spliiuje rot A, = By, . Pro takto zvoleny vektorovy

potencidl z rovnice (2.9) dostdvame

04,
rot (EQ + W) =0. (2.13)

Z predchozi rovnice vyplyva, ze miZeme zavést skalarni potencial @, vztahem

94,

E, = —grad ®, — Frak

(2.14)
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Vyjadieme rovnici (2.7) a (2.10) pomoci zavedeného skalarniho a vektorového
potencialu:

oA
div (grad &g +—2) = L=y, (2.15)
Jt &

10 d4,
rot( rot AQ) = uOVQ5(r - rQ) ~ 23 <grad D, + W) . (2.16)

Po tprave dostadvame

J . Q
Ay +—divAdy = ——8(r—r1,), (2.17)
ot &
1024, . 1 9%,
A, -S>z = 1ovQS8(r — 1) + grad (leAQ +C—2W> . (2.18)

Zavedeme nasledujici podminku, kterou nazyvame Lorentzova kalibracni podminka,

div 4, + =222 _ 2.19
ivAg+5—5-=0. (2.19)

Po zavedeni takto zvolené kalibra¢ni podminky se rovnice (2.17) a (2.18) vy-
razn¢ zjednodusi na nasledujici tvar

1 9%®, Q

A(DQ — C—ZW = —55(1” — TQ) , (220)
1 924,

My———57 = —pevQS(r—1y) . (2.21)

Resenim piedchozich rovnic (2.20) a (2.21) jsou takzvané Liénardovy-Wie-
chertovy potencidaly, jejichz podrobné odvozeni je uvedeno napiiklad v [6]. Liénar-
dovy-Wiechertovy potencidly maji nasledujici tvar

_ 1 Q
®oltm) = dmeg[1—mng - B(E)] |r —ro(er)|’ (2.22)
Ay(t,T) = Hov(tr) ¢ (2.23)

4n[1 —ny - B(t,)] |T - rQ(tr)| .

Vsechny ¢asové proménné veliiny vystupujici na praveé strané jsou vyjadieny v retar-
dovaném &ase t, =t — |r — ro(t,) |/c . Dale jsme zavedli
_ r-— rQ (tr) V(tr)

ﬂ(tr) = .

B |r—ro(er)| c

ny

Elektrickou intenzitu E;, mizeme vypocitat ze vztahu (2.14) a magnetickou in-

dukci ze vztahu B, = rot Ay . Po dosazeni dostavame
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. Q 1 (1-pH(n—-B) nx|[(n—p)xp|
E, = dme, [(1 —n-B)3{ |T—rQ|2 + p—— } t , (2.24)
1

kde B8 oznaluje Casovou derivaci B a jedna se tedy o pomér zrychleni a rychlosti
svétla.

Vidime, Ze magnetické pole je urceno elektrickou intenzitu. Staci se tedy zaji-
mat pouze o pribeh elektrické intenzity. Mzeme si vSimnout, ze elektricka intenzita
pohybujiciho se bodového naboje zavisi krom na vzdalenosti od bodového naboje 1 na
jeho pohybovém stavu — na jeho rychlosti 1 zrychleni.

Vzhledem k tomu, Ze Maxwellovy rovnice jsou zcela konzistentni s teorii re-
lativity, ziskané feSeni elektrické intenzity a magnetické indukce pohybujiciho se bo-
dového naboje plati i pro rychlosti blizké rychlosti svétla. Zaroven se objevuji i retar-
daéni efekty, které jsou disledkem Sifeni rozruchli konecnou rychlosti, konkrétné
rychlosti svétla. Podle teorie relativity se kazdd zména mize projevit az za urcitou
dobu. Pficemz ,,informace® o tom, Ze néjaka zména nastala, se mlze §ifit nanejvys
rychlosti svétla. Napiiklad kdyz se bodovy néboj zacne pohybovat, projevi se zména
elektrického pole (vnikla disledkem zmény polohy bodového néboje) v né¢jakém misteé
az za dobu rovnou poméru vzdalenosti daného mista od vychozi polohy bodového na-
boje a rychlosti svétla.

Vztah (2.24) je pomérné slozity, sklada se ze dvou ¢lenl. Prvni Clen, ktery
ubyvé s druhou mocninou vzdélenosti se oznacuje jako Heavisidovo elektrické pole a
druhy clen, ktery ubyva s prvni mocninou, oznacujeme jako akceleracni elektrické
pole. Soucet obou zminénych elektrickych polich ozna¢me jako elektrodynamické
pole.

Préave akceleracni Clen je zodpoveédny za vyzatovani elektromagnetickych vin.
V ptipadé pohybu bodového naboje s nulovym zrychlenim (bodovy naboj rovnomérny
piimocary pohyb) nedochazi k elektromagnetickému zatfeni. Tedy nesiii se zddna in-
formace o ,,zméné* elektrického pole, a tudiz dynamické elektrické pole odpovida
Heavisidovu elektrickém poli, které 1ze ziskat i pomoci Lorentzovy transformace.

2. Kvazistatické pribliZeni

Elektromagnetické pole bodového naboje je v obecném ptipadé slozité. AvSak vztah
(2.24) pro elektrickou intenzitu lze vyrazné zjednodusit v limité malych rychlosti a
zrychleni, kdy mazeme zanedbat &leny B a B. Potom ziskame elektrické pole, které
neni zavislé na rychlosti 1 zrychleni bodového naboje. Elektrické pole pomalu pohy-
bujiciho se bodového naboje ma v aproximaci nasledujici tvar
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Q r— rQ (tr)
-
4o |1 — 1o (t,)]

Ey(t,T) = (2.26)

Ve vztahu (2.26) vystupuje retardovany €as t,. , ktery zavisi na vzdalenosti od
bodového nédboje. Retardovany cas t, lze ztotoznit s asem t za predpokladu, kdy
vzdalenost mezi zkoumanym mistem popsanym polohovym vektorem r a polohou bo-
dového naboje 1, je dostate¢n€ mala. Piesn&ji feCeno, pomér vzdalenosti |r — rQ| a

rychlosti svétla je v porovnani s ¢asem t zanedbatelny.

Ukazme, Ze ztotoznéni retardovaného €asu t, s Casem t vyplyva piimo z limit-
niho pfipadu malych rychlosti a zrychleni. Pro jednoduchost budeme pracovat se ska-

larnim potencialem, ktery v ptipad¢ zanedbani ¢lenti f a f ma nasledujici tvar

Q
Ames [r—ro(6)]

Gy (t, 1) = (2.27)

Ur¢ime relativni chybu potencialu § @, které se dopustime, kdyZ misto retar-
dovaného Casu t, pouzijeme aktudlni Cas t. Konkrétné¢ stanovime rozdil potencidlu
D, (rQr), kde o = 1y (t;), spocteného podle vztahu (2.27) a potencidlu @ (rQ)
opét spocteného podle vztahu (2.27), kde misto retardované polohy bodového naboje
1 (t,) dosadime jeho polohu ry = 14 (t) v aktualnim Case t:

_ I ®@g(rg) = @o(rg)l _ [Ir=ral = Ir=rol| _ [rg -,
®q(rq,) [r —1q] |[r—7q]

O . (2.28)
Polohovy vektor rq_ vyjadiime pomoci Taylorova rozvoje okolo Casu t. Pfi-
pomenme, Ze retardovany cas je dan vztahem t — |r — rQT| /c. Potom pro polohovy

vektor , mame nasledujici rozvoj

ro, =To(ty) =1o() —v

[r—74,] 1.<|r—rQ;| i
—+_V —_—
C

. - >+03 (2.29)

S pomoci vztahu (2.29) lze pro vzdalenost |r — rer psat

N
—_ 1 —_
L P = vu +5v <@> + 03 (2.30)

Po dosazeni vyjaditenych vzdalenosti |r — rQT| a |rQ — rQr| do vztahu (2.28)

mame pro relativni chybu potencidlu odhad
vlr=ry| v |r—r |2 A

_ B Qr B Qr ~ — _ _ 3

§Dq < - [ ro] T2 ] ~+53 |r—r | +0%. (231)
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V limitnim ptipad¢ nizkych rychlosti a zrychleni bodového néboje spolu s nizkou hod-
notou rozdilu |r - rQT| lze relativni chybu potencialu definovanou vztahem (2.28)
zanedbat. To potom znamena, ze pro malé rychlosti a zrychleni bodového naboje je
mozné ztotoznit retardovany Cas t, s Casem t a pro potencial bodového naboje mii-
Zeme psat

Q

4 |r — rQ(t)| '

Dy (t, 1) = (2.32)

Potencial bodového naboje urceny vztahem (2.32) ma formalné shodny tvar
jako potencial elektrostatického pole bodového néaboje, téZ oznacovany jako Coulom-
bitv potencial. V tomto aproximativnim piipadé je elektrickd intenzita rovna zédporné
vzatému gradient skalarniho potencialu (2.32). Nelze vSak vztah (2.32) piimo ztotoz-
nit s Coulombovym potencidlem bodového néboje, nebot’ obé pole maji jinou pod-
statu. Coulombovo elektrické pole odpovida elektrickému poli bodového naboje, ktery
se nachazi v klidu. Avsak vztah (2.32) udava elektrické pole pomalu se pohybujiciho
se naboje, které se méni s Casem. Na zaklad¢ odliSnosti v podstaté obou poli oznacme
elektrické pole pomalu pohybujiciho se bodového naboje jako kvazistatické elektrické
pole. Pro shrnuti, elektrostatické pole je generované klidovym bodovym ndbojem,
kdezto kvazistatické elektrické pole je nevirové pole generované pomalu pohybujicim
se bodovym nébojem.

Podobné i pro vektorovy potencial dostdvame v kvazistatické aproximaci vztah

o Qv (t)

Atr) =22
o(t,1) 1 fr —1o(6)]

(2.33)

Vzhledem k tomu, Ze v kvazistatickém piiblizeni pfipoustime existenci mag-
netického pole, je na misté mluvit o kvazistatickém elektromagnetickém poli.

2.2.3. Ohmiiv ziakon a jeho meze platnosti
1. Objemovy vodié

V piedchozi podkapitole jsme nalezli rovnice popisujici elektromagnetického pole po-
hybujiciho se bodového naboje. To znamena, Ze nyni mizeme piistoupit k feSeni elek-
tromagnetického pole vodice. Pro jednoznacné feSeni rovnic popisujici elektromagne-
tické pole vodice je nutné urcitym zpiisobem vyjadiit proudovou hustotu vystupujici
v Ampérové zdakoné — rovnici (2.4).

Uz v kapitole vénované elektrostatice jsme se zminili, Ze pficinou pohybu vol-
nych nositelti ndboje uvniti vodice (i na jeho povrchu) je vnéjsi elektrické pole. Proto
1ze ptedpokladat, ze proudova hustota zavisi na elektrickém poli. Podivejme se nejprve
na objemovy vodi¢. Nejjednodussi zavislost proudové hustoty na elektrickém poli
udava Ohmuiv zakon
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j=vE, (2.34)

kde y zna¢i mérnou objemovou vodivost. Jedné se o linedrni zavislost hustoty obje-
moveého proudu na elektrické intenzité pole pritomného uvnitt vodice. Ohmiv zédkon
spliyje Siroka tfida vodich. Piikladem mtzeme uvést kovovy vodi¢, vodi¢ zhotoveny
z polovodivého materialu, a dokonce i elektrolyt (elektricky vodivy kapalny roztok).

Miizeme namitat, ze v ptipadé elektromagnetického pole ma na pohyb volnych
nositeld ndboje vliv 1 magnetické pole. V nasem piipad¢ je vnéjsi elektromagnetické
pole generované pohybujicim se bodovym nabojem. Pomér velikosti magnetické a
elektrické sily plisobici na nositele naboje pohybujiciho se rychlosti v, (téZ oznaco-
vana jako driftova rychlost) je dan vztahem

Fm _ |Vd XBQ'

—_—=——, 2.35
P (2.35)
Pouzijeme-li vztah (2.25), dostaneme
F_m:|vdx(nXEQ)|<ﬁ (2.36)

F, cEq c

V piipadé malych rychlosti pohybu nositelit naboje je pomér (2.36) zanedbatelny.
Rychlost pohybu volnych nositelti naboje rozhodné neni relativisticka. Jak vyplyva
z Ohmova zékona, rychlost pohybu volnych nositelt ndboje je imérna elektrické in-
tenzité¢. Ohmuv zakon ptestava platit az pro velmi silna elektricka pole. Pii jak velkém
elektrickém poli za¢ind Ohmtiv zdkon selhdvat, zde nebude néjak urcovat. Strucny
rozbor platnosti Ohmova zakona v silnéjsich elektrickych poli je naptiklad uveden v
[1]. To potom znamend, ze Ohmiv zdkon muzeme pouzit v ptipad¢ ,,slabsiho* elek-
trického pole, ve kterém volni nositel¢ naboje dosahuji malé hodnoty driftové rych-
losti, tudiz vliv magnetickeho pole B, na proudove rozlozeni ve vodici je zanedba-
telny. Tedy Ohmilv zékon ve tvaru (2.34) je platny pln€ ve svém obsahu. Pozname-
nejme, ze jev vlivu magnetického pole na proudové rozlozeni ve vodi¢i se nazyva
Halluv jev.

Magnetické pole je generovano i samotnym vodi¢em, nebot’ v jeho objemu
(pfipadné i na jeho povrchu) tece elektricky proud. Avsak vliv tohoto ,,vlastniho Hall-
ova jevu‘ je tak maly, Ze jej mizeme zanedbat.

I kdyz predpokladame, ze mérna vodivost nezavisi na vnéjSim elektromagne-
tickém poli (vztah mezi proudem a elektrickou intenzitu je linearni), miize byt mérna
vodivost funkei jinych fyzikalnich veli¢in. Napiiklad miize byt funkci polohy, coz zna-
mena, ze meérna vodivost neni ve vSech mistech vodiCe stejnd. Podivejme se, jak se
projevi prostorova proménlivost mérné vodivosti. Mérna vodivost jako funkce polohy
nam totiz nezaruci splnéni piredpokladu nulovosti hustoty naboje uvnitt vodice. O tom
se muze piesvedcit z rovnice kontinuity
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ap+d' j =0 2.37
kR ivj=0. (2.37)

Ptedpoklad neustalé nulovosti hustoty ndboje p by byl splnén pouze tehdy, po-
kud by byla splnéna podminka div j = 0, jak vyplyva z rovnice kontinuity (2.33). Po
dosazeni za j z Ohmova zakona (2.34) dostavame

divj =div(yE) =grady-E+ydivE. (2.38)

Predpokladejme, Ze na pocatku je hustota ndboje nulova, tedy div E = 0. Po-
tom je na pocatku splnéna rovnost div j = grad y - E . Pokud neni grad y kolmy na
vektor E, pak z rovnice kontinuity vyplyva, Ze na pocatku je casova derivace hustoty
naboje nenulova. To ma za nésledek, Ze v priabehu casu se bude hustota naboje uvniti
vodice ur€itym zpltisobem vyvijet. Tedy v piipad¢ prostorové proménné mérné vodi-
vosti miize v prubéhu asu dochéazet ke shromazdéni naboje uvnitt vodice a nelze pred-
pokladat neustdlou nulovost hustoty naboje.

V ptipadé, ze mérna vodivost je konstantni funkce polohy, 1ze rovnici kontinu-
ity (2.37) zapsat v nasledujicim tvaru

dp v
E+gp=0, (239)
jejiz feseni je ureno vztahem
_Y,
p(t,r) =pye & . (2.40)

Pokud je pocatecni hodnota hustoty p, = p(t = 0,7) vSude nulova, pak ze vztahu
(2.40) vyplyva i nulovost hustoty naboje v kazdém pozd&j$im case.

V dutsledku prachodu proudu uvniti vodi¢e dochazi k jeho zahtivani. Teplo
uvolnéné vlivem prachodu elektrického proudu oznacujeme jako Jouleovo teplo.
Uvolnéné Jouleovo teplo je projevem zvyseni vnitini energie vodice, které je disled-
kem neustalych srazek pohybujicich se volnych nositelti ndboje s vnitini strukturou
vodice. Napiiklad u kovového vodi¢e dochéazi k neustdlym srazkam elektront s krys-
talovou miizi. Pohybujici se elektron pfi srazce s miizi vodice pieda Cast své kinetické
energie miizi vodiCe. Tato ¢ast odevzdané kinetické energie elektronu se projevi prave
zvysenim vnitini energie vodice.

Ale pro¢ se o tom zminlujeme? M¢ernd vodivost zavisi 1 na teploté vodice, a
pokud pfi prichodu proudu dochazi k zahtivani vodi¢e, musi se ménit mérna vodivost.
Avsak kvuli proménné mérné vodivosti neni vztah mezi proudovou hustotou a elek-
trickou intenzitou jiz linearni.
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Vlivem termoelektrickych jevl se situace zacind velmi komplikovat. Pro jed-
noduchost ptedpokladejme, ze vliv uvolnéného tepla na mérnou vodivost je zanedba-
telny — uvazujeme ,,slabé‘ elektrické pole, které nevyvola tak velké proudy, které by
zpusobily vyrazné zahiivani.

Shriime si nase pozadavky ¢i predpoklady.

1. Pfedpokladame, Ze se vodic nachazi v elektromagnetickém poli, které je natolik
slabé, Ze 1ze ptedpokladat platnost Ohmova zakona ve tvaru (2.34). (Vliv magne-
tického pole zanedbavame.)

2. Uvazujeme, ze mérna vodivost je konstantni funkci polohy. Potom pfi pocatecni
nulové hustoté naboje je hustota nulova i v pozdé€jsim Case. Tedy za ptredpokladu

vvvvvvvvvv

hustoty naboje, a tedy je splnéna rovnice (2.1).

3. Zanedbavame vliv zahtivani vodice na hodnotu mérné vodivosti. Vliv zahfivani
vodice lze zanedbat v souladu s ptedpokladem 1 a zaroven neproménlivost hod-
noty vodivosti zaruci splnéni predpokladu nulovosti hustoty naboje.

Zkratka uvazujeme, ze meérna vodivost je konstanta nezavisla na vSech fyzikalnich ve-
li¢inach. Tedy uvazujeme linearni vztah mezi proudovou hustotou a elektrickou inten-
zitou. Tento predpoklad vyrazné zjednodusuje nas problém, jak uvidime pozdéji.

2. Plo$ny vodi¢

Teoreticky lze uvazovat ptipad, kdy tloustka vodice je velmi mala. Pak mizeme mlu-
vit o ploSném vodici (vodic je tvofen néjakou plochou) a je na misté mluvit o plosném
proudu tekoucim po povrchu plosného vodice. Pokud by byl vodic teoreticky neko-
necné tenky, nemé smysl mluvit o proudu, ktery by tekl ve sméru kolmém k povrchu
vodice. Elektricky naboj je vazany k povrchu vodice a za zadnych okolnosti neni
mozné, aby volné elektrické naboje opoustély povrch vodice. (Ionizaci vodice vlivem
elektrického pole neuvazujeme — uvazujeme ,,slaba* elektromagneticka pole.) Piedpo-
kladame-lIi, ze tloust’ka plosného vodice je nulova, nemtze dochdzet k presunu naboje
ve sméru kolmém k povrchu vodice. Naboj se tedy miize piesouvat pouze po povrchu
vodice — tece plosny proud. V podstaté miizeme fict, ze ndboj u vodicti nulové tloustky
ma pouze dva stupné volnosti.

To potom znamena, ze vodivost ve smeru kolmém k povrchu vodice je nulova
a ve sméru tecném k povrchu vodice je vodivost nenulova. Miize nam pfijit podivné,
a to zcela opravnéné, ze vodivosti pfifazujeme né&jaky smér. S vodivosti, konkrétné s
mérnou vodivosti, totiz pracujme jako se skalarni veli¢inou. Mluvit o tom, ze vodivost
je v ur¢itém sméru nulova ¢i nenulova, se zda byt nekonzistentni.
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Ve skutecnosti mérna vodivost je tenzorova veli¢ina (pfedstavuje tenzor dru-
hého tadu). V piipadé€ izotropnich vodicl, které jsme doposud uvazovali, je mozné
s vodivosti pracovat jako se skalarni veli¢inou. Ale v piipadé anizotropnich vodict je
nutné mérnou vodivost chépat tenzorove.

Uvazujme velmi tenky vodi¢, jimz ve sméru jeho normdaly neteCou zadné
proudy. Povrchem naseho uvazovaného tenkého vodice prochéazi pouze plosny proud.
Pfi¢emz uvazujeme, ze vodivost ve vSech smérech te¢nych k povrchu vodice je kon-
stantni. Potom mérnd vodivost naseho tenkého vodicCe piedstavuje tenzor druhého
fadu, vyjadieny v maticovém tvaru

¥ =ys(I'—nn"), (2.41)

kde y; je konstanta s rozmérem mémé vodivosti, I zna¢i jednotkovou matici a n”
oznacuje transponovany normalovy vektor k povrchu vodice ( n je sloupcovy vektor).

Protoze v plo$nych vodi¢ich vyhradné tecou plosné proudy, je na misté mluvit
o0 plo$né hustoté proudu a méré plosné vodivosti. Pojem mémé plosné vodivosti yg
1ze chépat jako limitu Al}n’b YAl. Pochopitelné pti kone¢né hodnoté mérné plosné vodi-

vosti ¥s musi byt méma vodivost ¥ nekoneéna. V aproximaci vodi¢ velmi malé
tloustky 1ze mémou plosnou vodivost definovat vztahem YAl, kde Al znaéi tloustku
vodice. Pochopitelné v aproximaci tenkych vodict, kdy je jejich tloustka nenulova, je
mérna vodivost ¥ konec¢na.

I plosné proudy splituji Ohmiiv zakon, ktery mizeme zapsat ve tvaru

Js = VsEt, (2.42)
kde ys = Al%£n>0 y+Al a jg oznacuje hustotu ploSného proudu a E; znaci teCnou slozku

vektoru elektrické intenzity k povrchu vodice. Vztah (2.42) 1ze formalné ziskat ze
vztahu (2.34). Staci pouze rovnost (2.34) vynasobit Al, misto mérné vodivosti y do-
sadit jeji ,,tenzorovy ekvivalent* ¥ a provést limitu Al - 0 .

2.2.4. Rovnice elektromagnetického pole v kvazistatickém priblizeni
a se zapoCftenim Ohmova ziakona

Nyni kdyz jsme stanovili vyjadieni proudové hustoty v podobé Ohmova zékona, jsme
schopni fesit rovnice popisujici elektromagnetické pole vodic¢e. Uz n€kolikrat jsme
zduraziovali, Ze pro feSeni rovnic popisujicich elektromagnetické pole vodice musime
znat elektromagnetické pole pohybujiciho se bodového naboje. Avsak nalezené elek-
tromagnetické pole bodového naboje je po matematické strance pomérné kompliko-
vané. PiredevSim nejvétsi ,,potizi® jsou veliCiny vyjadiené v retardovaném cCase. Na
druhou stranu se nam podaftilo nalézt aproximacni kvazistatické feseni elektromagne-
tického pole pomalu pohybujiciho se bodového naboje, které¢ ma vyrazné jednodussi
matematické vyjadieni.
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Jelikoz elektromagnetické pole vodice zavisi na poli bodového ndboje, Ize
usoudit, ze v ptipadé¢ pomalého pohybu bodového naboje je elektromagnetické pole
vodi¢e v aproximaci rovnéz kvazistatické.

Ptredpokladem pro kvazistatickou aproximaci pole vodice je zanedbani ¢asové
derivace indukce magnetického pole vodice vystupujici ve Faradayové zakoné — rov-
nice (2.2.3). Povazujeme-li ¢asovou derivaci magnetické indukce za nulovou, je po-
tom 1 (v aproximaci) nulova rotace intenzity elektrického pole vodice. To potom zna-
mena, ze elektrické pole vodi¢e miizeme piiblizné povazovat za potencialni. Pficemz
potencial kvazistatického elektrického pole splituje Laplaceovu rovnici, a tudiz elek-
trickou intenzitu miizeme vyjadfit jako zdporn€ vzaty gradient tohoto potencidlu.

Na rozdil od elektrostatického pole existuje v piipad¢ kvazistatického elektric-
kého pole 1 magnetické pole, ale s vlastnosti, ze jeho ¢asova derivace je prakticky nu-
lova.

Za povSsimnuti stoji si uvédomit, Ze pro ptipad kvazistatického elektromagne-
tického pole neni nutné néjakym zptisobem omezovat hodnotu casové derivace elek-
trické intenzity.

Na druhou stranu vime, Ze elektricky proud je umérny elektrické intenzité.
Zaroven magnetické pole je umérné elektrickému proudu. Z toho Ize usoudit, Ze Ca-
sova derivace magnetického pole je imérnd ¢asové zméné elektrického pole. Pokud
pozadujeme, aby ¢asova zména magnetického pole byla zanedbatelna, musime i ome-
zit velikost ¢asové zmeény elektrického pole. Do jaké miry musi byt ¢asova derivace
elektrické intenzity velikd, abychom mohli pouZit kvazistatické ptibliZeni, zalezi na
velikosti konstanty imérnosti mezi ¢asovou zmeénou obou poli.

Podat kvantitativni kritérium o tom, kdy mizeme elektrické pole vodice pova-
zovat za kvazistatické, neni v obecném piipadé jednoduché. Prakti¢tési postup je uve-
domit si, Ze je viibec mozn¢ zkonstruovat takovou aproximaci. Po nalezeni aproximac-
niho feSeni je mozné se zpétné podivat, za jakych podminek s dostatecnou presnosti
plati dané aproximacni feSeni.

Na kvazistatické piiblizeni se mizeme podivat i z jin¢ho pohledu. Pfedstavme
si, Zze v jistém okamziku se zacne ménit elektrického pole. Jak vyplyva z Ampérova
zékona, zména elektrického pole vyvola magnetické pole, které se ovsem rovnéz méni
v Case. Z Faradayova zakona vyplyva, ze Casova zména magnetického pole generuje
virové elektrické pole. Tato vlastnost elektromagnetického pole nés ptivadi na nasle-
dujici konstrukei feSeni elektromagnetického pole. Vyvolana zména elektrického pole
vyvola magnetické pole (Ampériv zakon). Zména tohoto magnetického pole vyvola
dalsi elektrického pole, jehoz zména zas vyvola dalsi magnetického pole. Pficemz
dany proces se neustéle ,,opakuje* a tim padem ziskavame feSeni elektromagnetické
pole ve formé tady, kde kazdy nasledujici ¢len odpovida ,,nové vzniklému* elektric-
kému ¢i magnetickému poli.
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Praveé prvni Clen takto zkonstruovaného rozvoje elektrického pole odpovida
kvazistatickému feSeni a ma 1 nejvétsi vyznam. Pfi¢emz vyznam prvniho ,,kvazistatic-
kého ¢lenu* je tim vétsi, ¢im jsou zmény elektromagnetického pole mensi. Jinymi
slovy, kvazistatické feSeni elektrického pole generuje prvni ¢len vyse popsaného roz-
voje ¢asove proménlivého elektrického pole.

Na zéklad¢ predchozich ivah mtizeme kvazistatické elektromagnetického pole
vodice popsat rovnicemi

AD,,, =0, (2.43)
E; ,=—grad @y ,, (2.44)
divB,,, =0, (2.45)
. 1 aEVLz
rot BV1,2 =J12 t+ 2 5; (2.46)

Velikost hustoty j; , objemové hustoty zavisi na typu vodice. Pro objemovy vodic je
proudova hustota urc¢ena Ohmovym zdkonem (2.34) a v ptipadé plosného vodice je
hustota objemovych proudt nulova.

Z rovnic popisujici kvazistatické elektromagnetické pole vodice lze nahléd-
nout, ze elektrické pole je nezavislé na magnetickém poli, a tudiZ je mozné elektrické
pole vodice tesit nezavisle na znalosti magnetického pole. Elektrické pole je ur¢eno
skalarnim potencialem splilujici Laplaceovu rovnici.

Jak jsme si uz fekli, pro jednoznacné feseni Laplaceovy rovnice je potieba za-
dat n¢jakou okrajovou podminku. Ale jak v tomto ptipad¢ zadat okrajovou podminku?

Pti pohybu bodového néboje totiz dochazi k ¢asové proméenlivosti vysledného
potencialu. Navic v pfipad¢ daného elektrodynamického problému neni potencial uv-
nitf ani na povrchu vodice konstantni v prostorové (ani v casové) proménné. V tomto
piipad€ neni mozné zadat potencial na povrchu vodice jako okrajovou podminku, ne-
bot’ v tuto chvili se jedna o nezndmou.

Okrajova podminka ptirozené vyplyva ze zadkona zachovani naboje. Pro jedno-
duchost uvazujme, ze nas vodic je izolovan a v obecném piipad¢ nese naboj q. Jinymi
slovy, uvazujeme trvale nabity izolovany vodi¢. Na rozdil od elektrostatického pii-
padu, kdy jsme uvazovali uzemnény vodi¢ s matematicky vyhodnou okrajovou pod-
minkou — nulovosti vysledného potencidlu, tak v pfipad¢ elektrodynamického pro-
blému se tloha o uzemnéném vodic¢i komplikuje existenci proudu tekouciho mezi vo-
dicem a zemi. Je-li vodi€ izolovén, pak ze zdkona zachovani naboje vyplyva, ze cel-
kovy naboj v objemu i na jeho povrchu ziistdva v ¢ase konstantni. ProtoZe uvnitt vo-
dice je objemova hustota naboje nulova v kazdém case, je naboj uvniti vodice neustale
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nulovy 1 v pfipadé existence proudl ve vodi¢i. Naboje se shromazd’uji pouze na po-
vrchu vodice. Z tohoto zjisténi vyplyva, ze okrajova podminka pro izolovany vodic je
dana casovou konstantnosti celkového naindukovaného naboje na povrchu vodice.
Tedy na povrchu vodice je splnéna rovnice kontinuity.

Zvolme urcitou oblast w na povrchu vodice (w < Q). Potom rovnice kontinu-
ity pro tuto oblast w ma tvar

fa dS+1=0 2.47
dt ’ (247)
)

kde I je elektricky proud, ktery oznacuje objemovy proud tekouci z nebo do oblasti w.
Rovnici kontinuity (2.47) uvadime v ponékud nepraktickém integralnim tvaru z da-
vodu, abychom odvodili jeji Iépe pouzitelny diferencialni tvar. AvSak rovnice konti-
nuity vyjadiend v diferenciadlnim tvaru ma pro objemovy vodic jiny tvar nez pro plosny
vodi¢. Na rozdil od elektrostatiky mé okrajova podminka pro elektrodynamické pro-
blémy jiné vyjadieni pro kazdy z obou ptipada vodice.

1. Objemovy vodic

Nejprve vyjadiime elektricky proud I vystupujici v rovnici kontinuity (2.47). Opét
piedpokladejme, Ze povrch vodice je tvoren soufadnicovou plochou & = a. Necht
jsou dany dvé plochy é = a + Ah a &' = a — Ah, kde Ah > 0 a Ah < a. Ur&itou
oblast w na povrchu vodic¢e zvolme jako pranik povrchu vodice a valce, jehoz osa je
kolma k povrchu daného vodice. Zaroveil ziskavame dvé nasledujici plochy. Prvni
plochu Q, ziskdme jako priinik onoho valce s plochou é* = a + Ah a druhou plochu
Q, ziskame jako prinik onoho vélce s plochou é* = a — Ah. Tim ziskdme geome-
trické téleso tvorené podstavami (), , (1, a plastém, jehoz Sitka je 2Ah.

Proud I odpovidé toku vektorového pole proudové hustoty povrchem naseho
vytvofeného geometrického télesa v limité Ah — 0. Tok proudové hustoty plastém
ziskaného geometrického télese je v limité Ah — 0 nulovy. Tedy proud I je urcen
pouze tokem obéma podstavami 1 a Q, :

I= lim f .Gl = a+Ah) —j.(El=a—AR)]-ndS.  (248)
w

Znaménko minus vyjadiuje skutecnost, ze smér normaly ke ,,spodni* podstave ; ma

opacny smér né¢Z ma normala n k povrchu vodice. Tok ,,vrchni* podstavou ), valce

je nulovy (i v limité¢ Ah — 0), nebot’ vné vodi¢e neteCou zadné proudy. Potom proud

I je ur€en vztahem
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Iz—fjl-ndS. (2.49)

Vyjadteny elektricky proud I dosadime do rovnice (2.47) a po upravé dostdvame

9 _; =0 2.50
at ]1 n= ' (' )

Ptedchozi rovnici 1ze dohledat 1 v [2]. PloSna hustota je dana 1 v pfipad¢ elek-
trodynamického problému vztahem (1.34). Hustota plosného proudu j; je dana
Ohmovym zakonem (2.34). Po dosazeni vyse uvedenych veli¢in do vztahu (2.50) a
po nasledné tipravé dostavame

OoE,, OE,, y
[( o —S—O(EV1+EQ) n=0. (2.51)

Zduraznéme, Ze za elektrickou intenzitu, kterd vystupuje v Ohmové zdkoné, je nutné

dosadit celkové elektrické pole uvnitt vodice, jak jsme také ucinili.

Protoze elektrickou intenzitu pole vodice a bodového naboje mizeme vyjadrit
pomoci skaldrniho potencialu, mizeme pro feSeni dané¢ho problému opét vyuzit roz-
klad potencialu ve vhodné zvolenych ortogonalnich soutradnicich. Pfedpokladejme, ze
potencial bodového néboje je uréen vztahem (1.26) a potencial pole uvnitf, respektive
vne vodice je urcen vztahem (1.28), respektive (1.29). Elektricka intenzita je uréena
jako zaporné vzaty gradient potencidlu. Potom plo$né hustota naindukovaného naboje
je dana vztahem (1.37). Dosad'me do vztahu (2.51) plo$nou hustotu vyjadfenou vzta-
hem (1.37). Vyslednou elektrickou intenzitu pole uvniti vodi¢e uréime pomoci poten-
cialu (1.26) a (1.28). Po tpraveé dostaneme

dAy 1 dfkn
ZZ{ i Vi) A+ s (68) A (G2 |

X Gin(85,65)9ni (%63 =0, (2.52)

kde W(a) = W|fin2(EY), fin1 (D] (! = a). Ziskavame tedy soustavu linearné ne-
zéavislych obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

dAk,n Y

+ dfk,nl
dt goW(a

5 na@) A + e (88 Aol (ge) =0, (@53)

jejimz feSenim dostaneme neznamé koeficienty Ay ,, . Zdlraznéme, Ze pro feSeni dife-
rencialni rovnice prvniho fadu je nutné zadat jednu pocatecni podminku. V nasem pfi-
padé se jedna o hodnotu koeficientu Ay ,, v ¢ase t = 0, coZ znamen4, ze musime zadat
pocatecni hodnotu potencialu pole vodice.
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Obecné feseni soustavy diferencidlnich rovnic (2.53) lze nejsnaze ziskat
z Laplaceovy transformace. Podrobnou teorii a nékterymi zdkladnimi vlastnostmi
Laplaceovy transformace se zde zabyvat nebudeme. Pro hlubsi pochopeni pottebné
matematické teorie a s pfimou aplikaci na elektrodynamické problémy mutzeme cte-
nafe odkézat na [2]. Konkrétné zaptisobime Laplaceovou transformaci na levou a pra-
vou stranu soustavy rovnic (2.53). Pro obraz Laplaceovy transformace koeficientu
Ay n potom dostavame

Aine = 0) ~ LG8 (1) £ (850)] 0

ka,nz (a) (dfk,nl) ,
gW(a) \ dé?

L[4 (®)](s) =

(2.54)

s+

kde s oznacuje parametr dané transformace. Inverzni transformaci vyrazu (2.54) zis-
kame koeficient Ay ,,(t) jako funkci asuprot > 0 :

Aien
An(8) = A (0) €7 = b= eV fi, (83®), (255

kde jsme zavedli substituci

_ka,nz(a) dfk,nl
b= oW (a) ( dét ) '

Konvoluci et « f; ., (fé (t)) miiZeme piimo vyjadfit vztahem

e 5 fionz (§5(0)) = finz (£3(8)) e ] fenz (£3() @D dr . (256)

Ve vztahu (2.56) poukazujeme na komutativnost konvoluce. Po dosazeni vyjadiené
konvoluce do vztahu (2.55) pak pro koeficienty Ay, ,(t) ziskdvame obecné feSeni

an

b f fim (50(0) e dr. (257)

Ak,n(t) = Ak,n(o) e bt

2.Plo$ny vodi¢

Okrajovou podminku pro plosny vodi¢ rovnéz odvodime z rovnice kontinuity ve tvaru
(2.47). Protoze v piipadé plosného vodice v jeho povrchu tece plosny proud, je hod-
nota proudu / v ur¢ité vymezené oblasti w na povrchu vodice urcena jako tok vekto-
rového pole hustoty plosného proudu pies uzavienou kiivku dw, jakozto hranici ob-
lasti w. Proud I je tedy dén vztahem
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I = fjs'ns dl = f diVSjS dS, (258)
Jw

w

kde ng oznacuje normalu k hranici dw a zarovei dané znaceni zohlediiuje skute¢nost,
ze normala ng lezi na povrchu vodi¢e. Ve vztahu (2.58) je predstavena ,,dvojroz-
mérna verze* Gaussova zdkona. Operatorem divg rozumime dvojrozmérnou diver-
genci na povrchu vodie. Zvolime takovou soustavu ortogonalnich soufadnic
(&1,&2,&3), aby jedna soufadnicova plocha £ = a odpovidala povrchu vodice. Vek-
tor plosného proudu Ize vyjadrit v dané ortogondlni soustave ve tvaru

Js =Js. €2+ Js
Potom dvojrozmérné divergence hustoty plosného proudu je definovana vztahem [7]

o1 [Msisy) 0usy) -
AT I (59
=a

Lze vSak misto operatoru divg pouzit ,klasicky* trojrozmérny operator, ale pak je
nutné zavést distribuce.

Proud I vyjadteny jako plosny integral (2.58) dosadime do rovnice (2.47) a
po upraveé dostaneme rovnici kontinuity na povrchu plosného vodice:

do

ot + diVS js =0. (260)

Rovnice kontinuity ve tvaru (2.60) je pfiblizné¢ splnéna i ve vnitini oblasti
velmi tenkého vodice. Predpokladejme, ze velmi tenky vodi€ je tvofen dvéma blizko
u sebe umisténymi plochami §* = a + Ah a é* = a — Ah,kde Ah > 0 a Ah < a. Na-
sledn¢ vyuzijeme podobného postupu jako u objemového vodice. Tentokrat nase geo-
metrické téleso tvofené podstavami Q, , (), a plastém, jehoz Sitka je 2Ah, predstavuje
objemovou ¢ast velmi tenkého vodice. Tok objemové hustoty proudu pies plochu Q4
a ), je dohromady pfiblizn€¢ nulovy, nebot’ elektrickd intenzita na ploSe (), je prak-
ticky shodna s elektrickou intenzitou na plose 0, . Jediny nenulovy tok mtize byt ptes
plast’ o malé tloust’ce 2Ah. Protoze tloustka vodice je velmi mald, 1ze soucin tloustky
2Ah a objemové proudové hustoty nahradit hustotou plosného proudu. Potom tok ob-
jemového proudu ptes dany plast je urcen kiivkovym integralem v (2.58), ¢imz jsme
struéné dokazali, ze rovnice kontinuity ve tvaru (2.60) lze pouzit i v piipadé velmi
tenkého vodice.

Do rovnice kontinuity (2.60) za hustotu plosného proudu dosad'me (1.34) a
za hustotu plosného proudu dosad'me z Ohmova zakona (2.42). Po dosazeni a upravé
ziskame rovnici
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J0E,  OE y
2 Vi S 5.
—— ———|'n+—divg E; =0. 2.61
< ot ot g ot (2.61)
I v tomto piipadé se miizeme pokusit nalézt obecné feSeni pomoci potencialu
rozlozeného do baze funkci fesici Laplaceovu rovnici. Avsak oproti objemovému vo-
padé ,,nevypadne” Lamého koeficient h;, ktery obecné miize zaviset na poloze.
Obecna zavislost Lamého koeficient hy na £2 a &3 vyrazné komplikuje feSeni rovnice
(2.61), a proto jenom tuto rovnici upravme tak, aby v ni vystupoval pouze potencial
pole vodice.

Nejprve se pokusme vyjadiit divg E;. S pouzitim skutecnosti, ze
E, = — grads ®,({* = )

muzeme psat
divg Ey = —(As @)g1-q, (2.62)

kde Ag = divg gradg a operator gradg je definovan jako [7]

e, 0 e; 0

Ty 0% T hy 988 (2.63)

gradg =

Vyraz Ag @, je definovan na povrchu vodice, na rozdil od vyrazu A®, a to
diky spojitosti te¢nych slozek elektrické intenzity pii prachodu povrchem vodice. Jeste
poznamenejme, ze

(cpvl)flza = (¢V2)51=a = (CDV)$1=G. *
Potom je jedno zda pracujeme s potencidlem pole vodice z jeho vnitini nebo vnéjsi
oblasti.

Do rovnice (2.61) za ploSnou hustotu dosad’'me vztah (1.34) a za divg E, do-
sad'me ze vztahu (2.62). Po dosazeni a tipravé dostavame

1 ach)"1 GZCI)VZ Vs
[h_l <at I agl) B g_OAS ‘I’lea =0. (2.64)

2.2.5. Idealni vodic

Navzdory nalezeni matematicky jednodussich rovnic, které popisujici elektromagne-
tické pole vodice v kvazistatickém ptibliZeni, se stale jedna o pomérné slozity problém.

Avsak existuje jesté¢ jeden piipad (i priblizeni), kdy se dané situace vyrazné
zjednodusi. Konkrétné se jedné o piipad, kdy vodivost roste nad v§echny meze. Vodic,
jehoz vodivost je nekonecna, je oznacovan jako idedlni vodic. V ptipad¢ idealniho ob-
jemového vodice je mérna objemova vodivost nekonecnd a v piipade idealniho plos-
ného vodice je mérna plosna vodivost nekonecna.
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Ve skute¢nosti neexistuji vodice s nekonecnou vodivosti, jinymi slovy s nulo-
vym elektrickym odporem. Mozné lze podotknout, Ze existuji tzv. supravodice, jejichz
elektricky odpor je témét nulovy. Ale 1 kdyby dany vodi¢ mél nulovy elektricky odpor,
tak diky nenulové hmotnosti volnych nositeli naboje bude vodi¢em protékat proud
kone¢né hodnoty. V pfipad¢ vodice s nulovym elektrickym odporem bychom m¢éli
mluvit spiSe o konvencnim proudu, kdy zrychleni volnych nositeli nabojem je itmérné
elektrické intenzité.

Ptipad idealniho vodice chapejme jako matematicky model, ktery pfinasi vy-
razné zjednoduseni a 1ze jej pouzit pro vodice s velmi vysokou hodnotou mérné vodi-
vosti.

Protoze vodivost idealniho vodice je nekonecnd, musi byt elektrické pole nu-
lové uvniti vodice a zaroven musi byt nulové i te€né slozky elektrické intenzity na
povrchu vodice (proudova hustota je konecnd). Z Maxwellovych rovnic potom dosta-

vame:
9B, _ 0 2.65
at - ) ( " )
rotB, =j. (2.66)

Z rovnice (2.65) vyplyva, ze celkova magneticka indukce je konstantni funkce
Casu. Pokud se dany systém na pocatku nachazi v rovnovaze, kdy neteCou zadné
proudy, je vysledna magnetickéd indukce nulova. Pocate¢ni nulova hodnota vysledné
magnetické indukce zarucuje nulovost vysledné magnetické indukce i v pozdéjSim
Case. Z rovnice (2.66) potom vyplyva, Ze proudova hustota j je v kazdém okamziku
nulova. Pii pohybu bodového naboje se elektrické ndboje mohou pohybovat pouze po
povrchu vodice. Na povrchu vodice se tedy objevuje plosny proud. Existence plosného
proudu, v tomto ptipad¢€ i u objemového vodice, vyplyva ptimo z nekone¢nosti mérné
vodivosti.

Pro jednoznacné feSeni rovnic elektromagnetického pole idealniho vodice staci
zadat pocatecni hodnotu elektrické intenzity v kazdém bodé& a zaroven na povrchu vo-
di¢e musi byt splnéna nulovost te¢nych slozek celkové elektrické intenzity v kazdém
case. Hustota plosného proudu je pfimo ddna nespojitosti magnetické indukce, kon-
krétné podle vztahu [1]

j —i[nx(B - B,, )] (2.67)
]S - HO Vo VA1 fl=a . .

U plosného vodice pozadujeme pouze nulovost te¢nych slozek vysledné elek-

trické intenzity na povrchu plosného vodice.

2.2.6. Pohybova rovnice
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Podatilo se ndm nalézt rovnice popisujici elektromagnetické pole vodice. Podrobné;ji
jsme se danymi rovnicemi zabyvali v kvazistatickém pfiblizeni. Ale pro jejich jedno-
znacné fesSeni je potfeba znat i prib¢h elektromagnetického pole bodového naboje.
Jinymi slovy, musime znat prubéh pohybu bodového néboje. Budeme-li mit tlohu o
bodovém naboji, ktery vykondva znamy pohyb v blizkosti vodice, jsme schopni na
zéklad¢ nasich poznatkl najit elektromagnetické pole této soustavy.

Pokud je bodovy néboj volny, pak se na jeho zpiisob pohybu ptadme. Proto pro
jednoznacné feSeni ulohy volny bodovy naboj nachéazejici se v pritomnosti vodi¢e mu-
sime k rovnicim elektromagnetického pole piidat jesté jednu rovnici popisujici pohyb
bodového naboje v elektromagnetickém poli. Danou ptfidanou rovnici neni jina nez
nasledujici pohybova rovnice

dp

= Q[Ey,(t,1g.vq) + VX By (t, 79, vg)] - (2.68)

Elektricka intenzita a magnetickd indukce vodice je funkci Casu, polohy a rychlosti
bodového ndboje. Na pravé strané pohybové rovnice se nachdzi casovd zména hyb-
nosti bodového néboje a na levé stran€ pohybové rovnice vystupuje Lorentzova sila
pusobici na pohybujici se bodovy nabo;j.

Pro jednoznacné feSeni pohybové rovnice je nutné zadat pocatecni polohu a
rychlost bodového néboje.

Maxwellovy rovnice jsou konzistentni s teorii relativity, a jejich feSeni obecné
dava relativistické elektromagnetické pole. Potom hybnost bodového néboje p vystu-
pujici v rovnici (2.68) mize byt urcena relativistickym vztahem

mv
p=—, (2.69)

1Y
C2

kde m znaci klidovou hmotnost bodového naboje.

Musime si uvédomit, Ze bodovy naboj pohybujici se s nenulovym zrychlenim
emituje elektromagnetické zateni, které se projevuje jako brzdna sila ptisobici na bo-
dovy naboj. Tato brzdna sila neni vSak zahrnuta v rovnici (2.68). Pro malé hodnoty
zrychleni, a pfedevsim v kvazistatické aproximaci je vliv zafeni na pohyb bodového
naboje zcela zanedbatelny. Proto v naSem pfipad¢ vliv této brzdné sily nemusime vi-
bec uvazovat, a tedy pohybovou rovnici zapsanou ve tvaru (2.68) mizeme povazovat
Za spravnou.

Vzhledem k tomu, ze nas problém feSime predevsim v kvazistatickém piibli-
zeni, uved'me pohybovou rovnici bodového naboje 1 v této aproximaci. V kvazistatic-
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kém pftibliZeni jsou silové ucinky magnetického pole oproti silovym ucinkiim elektric-
kého pole zanedbatelné. Miizeme tedy v pohybové rovnice (2.68) zanedbat magnetic-
kou silu a v pfipadé kvazistatického pfiblizeni mizeme psat

d*rg
7z = —Q[grad o, (¢, r)]rer , (2.70)

m

kde elektrickou intenzitu jsme vyjadiili pomoci potencialu pole vodice a pro hybnost
jsme pouzili znamy vztah z klasické mechaniky.

Budeme-li pracovat v soufadnicich (1, &2, &3), u kterych jedna ze soutadnico-
vych ploch odpovida povrchu vodice, je v nékterych situaci vyhodné popsat pohyb
bodového naboje pomoci Lagrangeova formalismu, kde Lagrangian bodového naboje
pohybujiciho se v kvazistatickém elektromagnetickém poli je dan vztahem

L(t,§E) = %mvz —Qd,,, (2.71)

kde & = (&1, 2,&3) a & znadi Gasovou derivaci & . Zdtraznéme, Ze vektor rychlosti v
neodpovida vektoru &. Avsak existuje mezi nimi jisty vztah. Pfedpokladejme, Ze rych-
lost v je vyjadiena v kartézskych soufadnicich jako v = i = (x1, %2, %3). Uvazujme,
ze jednotlivé slozky kartézskych soufadnic x; jsou urceny jako funkce §, tedy
xk = xk(&1,&2,£3). Potom rychlost v je ddna vztahem

B o(xt, x%,x3) .

V= Wf (272)

Zname-li Lagrangeovu funkci bodového néboje, je jeho pohyb urcen rovnicemi

d (0L oL
E(T{") — ﬁ =0, prok =1,2,3. (2.73)

Na zavér poznamenejme, Ze v piipad¢ kvazistatického ptiblizeni neni nutné pro
feSeni ulohy o pohybu bodového naboje v pfitomnosti vodic¢e znat magnetické pole!
To, jestli chceme magnetické pole znat, zalezi ¢isté na tom, co chceme spocitat. V na-
Sem piipad¢ se primarné o magnetické pole nezajimame, a proto jej také nebudeme
pocitat.

2.3. Re$ené piiklady

Jako v elektrostatice i zde v ptipadé¢ elektrodynamickych problému jsme do jisté miry
zkonstruovali obecny postup. Proto bude vhodné si dany postup ukazat na konkrétnich
piikladech. Tentokrat se zaméfime na pohyb volného bodového naboje v ptitomnosti
vodice. Vysetiovat pohyb bodového néboje v kvazistatickém elektrickém poli (o mag-
netické pole se nezajimame) je pomérné naroné. Uz v elektrostatice pole nékterych
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vodici byla pomérné slozita. A co teprve, kdyz se elektrické pole vodi¢e méni v di-
sledku ¢asové proménlivosti vnéjSiho elektrického pole. To vSe nasvédcuje tomu, ze i
pii feSeni pohybu bodového naboje se dopustime jistych aproximaci.

Prvné spocitdme volny pad bodového naboje nad vodivou rovinou. Zde si jako
jediny ptiklad predstavime i relativistické feSeni, nebot’, jak si ukdzeme pozdéji, 1 v
pripadé¢ relativistického feSeni budeme moci pouzit metodu elektrického zobrazeni.

Jako druhy ptiklad se pokusime nalézt pohyb bodového naboje umisténého nad
izolovanou vodivou kouli. Pro srovnani budeme dany problém fesit pro plnou kouli a
kulovou skofepinu.

2.3.1. Pohyb bodového naboje umisténého v blizkosti idedlné vodivé
roviny

Nejjednodussim moznym piipadem je bodovy naboj umistény nad nekonecnou vodi-
vou rovinou. Podobné¢ jako v elektrostatickém ptipadé¢ méjme v roviné z = 0 uzemné-
nou idedlné vodivou rovinu. Umistéme bodovy naboj velikosti Q a hmotnosti m na
osu z do vysky h, od vodivé roviny. Po dosazeni rovnovazného stavu rovinu oduzem-
nime (je vSak stale nabita).

Nasledné pustime bodovy néaboj, pfipadné mu doddme maly impulz rovno-
bézné se smérem osy z. Tento okamzik oznacme jako t = 0. ProtoZe dand rovina je
idealn¢ vodiva, tecné slozky vysledné elektrické intenzity na povrchu vodivé roviny
jsou v pribéhu pohybu bodového néboje neustale nulové. Tim se situace vyrazné zjed-
nodusi, nebot’ mame casoveé neménnou okrajovou podminku. Danou okrajovou pod-
minku spliiuje takové elektrické pole, které je dano superpozici elektrického pole bo-
dového naboje Q nachazejiciho se vysce h(t) a bodového naboje velikosti —Q umis-
téného zrcadloveé soumérné k vodivé roving. Takto ziskané vysledné elektrické pole se
nachazi v oblasti z > 0. V oblasti z < 0 je vysledné elektrické pole nulové.

V podstaté se jedna o stejnou situaci jako v elektrostatickém piipad¢€, jenom
s tim rozdilem, Ze v tomto pfipad¢ se oba bodové naboje pohybuji. Poloha fiktivniho
bodového naboje —Q je uréena polohou bodového naboje Q. Vzdalenosti bodového
naboje Q a fiktivniho bodového naboje —Q od vodivé roviny jsou si v kazdém caso-
vém okamziku rovny. Jedna se o pohyb podrobeny vazbé, pohyb fiktivniho naboje —Q
je ur¢en pohybem bodového naboje Q. Dany systém staci popsat pouze jedinou sou-
fadnici a to vyskou h bodového naboje Q.

Nasledné budeme fesit pohybovou rovnici popisujici casovy vyvoj vzdalenosti
bodového naboje od vodivé roviny. Na pohybujici se bodovy naboj ptsobi v obecném
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piipad¢ Lorentzova sila. AvSak v kvazistatickém pfiblizeni je sila ptsobici na bodovy
naboj dana vztahem (1.42). Mlizeme si vSimnout, ze sila pusobici na bodovy naboj je
v blizkosti vodivé roviny obrovska. Dokonce pro h — 0 dana sila roste nad vSechny
meze. Tato skuteCnost nas mize piekvapit. Ale uvédomme si, ze kdyz se bodovy naboj
nachazi na povrchu vodivé roviny, odpovida to situaci vzajemného silového plisobeni
dvou bodovych naboji opacnych znamének, jejichz vzajemna vzdalenost je nulova.
Proto sila ptsobici na bodovy naboj lezici na vodivé roviné je nekonecna.

Bodovy néaboj je jistou fyzikalni idealizaci a nikde v piirodé se snim nese-
tkdme. S bodovym nabojem pracujeme z diivodu, Ze se jedna o nejjednodussi mozné
rozlozeni naboje — vSechen néboj je soustiedén v jednom bod¢. Ale i elektrické pole
bodového naboje ma své uplatnéni. Naptiklad elektrické pole vné homogenné nabité
koule odpovida elektrickému poli bodového naboje umisténého do sttedu koule. Po-
kud by se nam nelibilo, ze elektricka sila piisobici na bodovy naboj, ktery lezi na vo-
divé roviné, diverguje, miizeme si misto bodového naboje predstavit malou nabitou
kuli¢ku. Pokud malé nabit4 kulicka dopadne na povrch vodivé roviny, bude pfitaho-
vana jiz konec¢nou silou, nebot’ to odpovida situaci vzajemného silového plisobeni vo-
divé roviny a bodového naboje umisténého ve vzdalenosti od vodivé roviny rovné po-
loméru kulicky.

Hlavni diivod, pro¢ se zminujeme o rostouci elektrické sile, spo¢iva v tom, ze
pii padu bodového ndboje smérem k vodivé rovin€ roste jeho rychlost. A v urcité
velmi blizké vzdalenosti od vodivé roviny dosdhne bodovy ndboj témét rychlosti
svétla.

Proto je potieba si rozmyslet, za jakych podminek 1ze pouzit k popisu pohybu
bodového naboje klasickou fyziku a kdy je nutné pouzit teorii relativity. Ukazeme si
jak klasicke, tak 1 relativistické feSeni. V obou ptipadech zanedbame retardacni jevy
vniklé v disledku kone¢né Sifeni zmén elektromagnetického pole a také zanedbame
vliv vyzatovani elektromagnetického pole pfi urychleném pohybu bodového naboje.

1) Kklasické reSeni

Ze symetrie dan¢ho problému vyplyva, Ze se bude bodovy naboj pohybovat pouze po
ose z. Potom bodovy ndboj kona pfimocary pohyb a jeho rychlost (z-ovou slozku)
oznac¢me jako v.
Pohybova rovnice popisujici ¢asovy vyvoj polohy bodového naboje ma nasle-
dujici tvar
v _ Q" 2.74
e 16megh? - 274

Ptedchozi rovnici integrujeme podle proménné z a dostaneme
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P 2.75
2™ T Temegh (275

kde E je integracni konstanta, kterda ma vyznam celkové energie (plati zakon zacho-
vani energie). Celkova energie je dana vztahem

1 ) Q*

E== .
MY T T emeghy

> (2.76)

Z rovnice (2.75) vyjadiime rychlost.

_ dh j 0>  2F
" + 22 2.77)

T de 8megmh  m

Znaménko plus pied odmocninou udava pohyb bodového naboje ve sméru osy z a
znaménko minus pfed odmocninou udavé pohyb bodového naboje proti sméru osy z.

Z predeslé rovnice 1ze pomoci separace promeénnych vyjadrit ¢as t jako funkci h:

. ,/87160 f , 167T£0E 278
1+AZ Q* (2.78)

Konstanta A je imérna celkové energii E, ktera mize mit zapornou, nulovou i kladnou

hodnotu. Proto i1 konstanta A miize mit zdpornou, nulovou i kladnou hodnotu. Budeme
tedy fesit tii ptipady podle toho, zda konstanta A je zaporna, nulova, ¢i kladna. Roz-
borem dané situace lze ukazat, ze A > —1.

1.A<O

Pro zapornou hodnotu konstanty A mizeme vztah (2.78) vyjadiit ve tvaru

Wf

2.79
1-— |A|Z ( )
Zavedeme nasledujici substituci
1 .,m
z= (1 — cosn) = —sin? 5 2.80
2 YT (2:80)

Po dosazeni do (2.70) dostavame
3 ,/87150
t =+|A| 2 f sin —dn , (2.81)

kde integracni meze 1, a 1y jsou uréeny vztahy
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hy = —-sin“"— , h=—-sin“—. (2.82)
Po integraci dostavame
3 \/8megm

t==%|A| 2
+4172 =0

Cas t vyjadiime pomoci vysky h a hy :

(n, —n, —sinn, +sinn,) . (2.83)

t=+]A]2 —V&TQEOm [arcsin (/14TR) - arcsin (TAThg ) — /TATR(T — [ATR)

+/ATho(1 = 14lho)] (2.84)

Podatilo se nam vyjadfit ¢as, ve kterém se bodovy ndboj nachazi ve vysce h. Pokud
bychom chtéli znat naopak casovou zavislost polohy bodového naboje, museli bychom
polohu h vyjadfit z rovnice (2.84), ktera je vsak transcendentni. Vysku h tedy nelze
vyjadfit pomoci elementarnich funkci a rovnici (2.84) je nutné feSit numericky.
Nicmén¢ zavislost vysky h na Case t bude ukazana v grafu 2.1.

22A=0

Pro ptipad nulové hodnoty se vztah (2.78) vyrazné zjednodusi na

h
\/8megm
t=iTof\/Edz. (2.85)
ho
Po integraci dostdvame
2./8megm 3 3
£ = iT<h2 - h02> . (2.86)

V tomto piipad¢ Ize vyjadfit vysku h jako funkci ¢asu:

2

h (h 2 + —3Q >§ (2.87)

= 2 4+ t . .
° 2 ,/8megm

32.A>0

Ze vztahu (2.78) dostavame

h
t—+“8ng°mf/ 4 2.88
) 1+4z (2.88)
ho

Tentokrat zvolime substituci
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1 1 n
- (1 — cinh2d
z=—> (1 — coshn) y sinh 5 (2.89)
Po dosazeni do (2.88) obdrzime
\r N2
3 TEYM
t==xA2 TO j sinhzgdn : (2.90)
URt
Kde integracni meze 74 a 74 jsou ureny vztahy
1 M 1 2
hy = Xsmh2 5 h = Xsmh2 - (2.91)
Po integraci dostdvame
3 \/8megm
t=+A42 —O(nz — 1, — sinhn, + sinhn,). (2.92)

2Q

Cas t vyjadiime pomoci vysky h a hy .

\/8
t = $A_% % [argsinh(m) — argsinh(y/Ah,) — VAR(1 + Ah) +

+\Aho(1 + Ahy)| (2.93)

Podafilo se nam vyjadfit ¢as jako funkci polohy bodového ndboje. Jsme tedy schopni
vypocitat Cas, ve kterém se bodovy naboj nachazi ve vysce h.

Maéme celkem tii ptipady podle toho, zda celkova energie bodového naboje je
zéporna, nulova ¢i kladna.

Zaroven jsme do vypoctu zahrnuli 1 smér pohybu bodového naboje. Pokud bo-
dovému naboji ud€élime pocatecni rychlost smérem k vodivé roving, bude se k ni vzdy
priblizovat. Avsak udélime-li bodovému néboji rychlost smérem od roviny, bude se
jeho pohyb pro rizné piipady celkové energie lisit.

Pokud ma bodovy naboj zapornou celkovou energii, jednad se o vazany stav.
V tomto piipad¢ se bude bodovy néboj od vodivé roviny vzdalovat, v jisté vysce se
zastavi (bod obratu, vSechna jeho kineticka energie se pfeméni na potencialni energii)
a nasledné¢ se bude pohybovat smérem k vodivé roving.

Pokud ma bodovy naboj nulovou nebo kladnou celkovou energii a je urychlen
ve sméru osy z, bude se trvale vzdalovat od vodivé roviny. V tomto pifipadé se nestaci
pfeménit veskera kineticka energie bodového néboje na potencialni energii v urcité ko-
necné vzdalenosti od vodivé roviny.

V nésledujicim grafu 2.1 je uvedena zavislost vySky bodového néboje na Case
v ptipad¢, Ze se bodovy naboj pohybuje smérem k vodivé roving. Pro srovnani je dany
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prabéh vykreslen pro rtizné hodnoty konstanty A uvedenych reciprokych metrech. Pro

3
jednoduchost jsme zvolili hg = 1ma/8megm /Q = 1 m z-s. Pro lepsi predstavu
v tabulce 2.1 uvadime hodnoty pocatecni rychlosti bodového néboje (v absolutni hod-

not¢) piislusici urc¢ité hodnoté konstanty A.

A[m™1]

[vol [m - s™']

-1,0

0,00

-0,5

0,71

0,0

1,00

0,5

1,22

1,0

1,41

1,5

1,58

Tabulka 2.1. poc¢atecni rychlost bodového

naboje v zavislosti na konstanté A.

A=-1 ——A=-05 ——A=0

1.2 -

0 T T T

A=05 —A=1 ——A=15

0 0.2 0.4 0.6

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

t[s]

Graf 2.1. Zavislost vysky bodového néboje na ¢ase pro rtizné hodnoty A .

2) relativistické FeSeni

Nyni budeme fesit stejnou tlohu, ale relativisticky. Nas postup vypocta bude v pod-

stat¢ stejny jako je uvedeny v [8]. Pohyb bodového néboje bude nyni popsan relativis-

tickou pohybovou rovnici (2.68). Elektricka sila ptsobici na bodovy néboj bude i

v pripad¢ relativistického feSeni odpovidat vzajemnému silovému piisobeni dvou na-

bojlii opacnych znamének. V relativistickém piipadé je elektrické pole bodového na-
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boje popsano vztahem (2.24). Velikost rychlosti fiktivniho ndboje (v absolutni hod-
not¢) je shodna s velikosti rychlosti bodového néboje. Dané rychlosti se 1i§i pouze
znaménkem.

Bodovy naboj se pohybuje po ose z. Potom indukce magnetického pole, které
generuje pohybujici se bodovy naboj, je na ose z nulova. Z toho vyplyva, ze magne-
tickd sila piisobici na pohybujici se bodovy naboj je rovnéz nulova. To potom zna-
mena, Ze na zpusob pohybu bodového nédboje ma vliv pouze elektrickd sila, a to 1 v pfi-
padé relativistického feseni!

Normalovy vektor vystupujici ve vztahu (2.24) ma smér shodny se smérem
osy z, proto n = e, . Rychlost fiktivniho naboje v ma opacny smér oproti rychlosti
bodového naboje v, tedy vy = —v = —ve, . Po dosazeni vySe zminénych velic¢in bude
mit pohybova rovnice v ptipad¢ relativistického feseni nasledujici tvar

Q* (1 —B
dmeg|ro(t) — T (t)| L+ B

dv (1 2)—% —
LT B B

) . (294)

kde |rQ (t) — er(tr)| = h(t) + h(t,). (VSimnéme si, Ze v tomto piipadé je akcele-
racni ¢len nulovy.) Leva strana piedeslé pohybové rovnice (2.94) je vyjadiena v ak-
tudlni Case t, avSak jeji prava strana je vyjadiena v retardovaném case t,.. Oznacenim
h rozumime retardovanou vysku, tedy vySku bodového naboje v retardovaném case,
h,. = h(t,). My chceme nalézt feSeni vyjadiené pomoci aktudlniho ¢asu t. Tak ale
potom musime pravou stranu vyjadfit pomoci aktualniho Casu t.

Pokusme se nalézt vztah mezi veliCinami vyjadfenymi v retardovaném case t,
a vyjadfenymi v aktualnim Case t. Vztah mezi aktudlnim ¢asem t a retardovanym ca-
sem t,. je dan nésledujici rovnici

c(t —t,) = |rot) —ro(t)], (2.95)

ktera v podstat¢ fika, ze zménu elektrické intenzity pole fiktivniho bodového naboje
vyvolanou v ¢ase t, ,,pociti” bodovy ndboj az v ¢ase t. Neboli draha urazend elektro-
magnetickym vinénim (,,nesoucim informaci o zmeéné*) je rovna souctu urazené drahy
fiktivnim nabojem a vzajemné vzdalenosti obou bodovych nébojl v Case t. Zaroven

vzdalenost |rQ (t) — rQI(tr)| je urCena vztahem

t

[ro(©) — 1o ()| = 2h() - fv(t')dt'. (2.96)

tr

Rovnice (2.96) predstavuje integralni rovnici, jejiz feSeni a jeji feSeni je po matema-
tické strance narocné. Pro jednoduchost pifedpokladejme, ze rozdil t — ¢, je dostatecné
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maly na to, abychom mohli provést aproximaci: v(t) = v(t,). Potom integral vystu-
pujici v rovnici (2.96) lze aproximovat jakou soucin rychlosti v = v(t) a rozdilu
t—t,:

[ro(©) —ro(t)| # 2h—v(t —t,.) . (2.97)
Spojenim rovnosti (2.95) a (2.97) pro vzdalenost |rQ (t) — rQI(tr)| dostaneme

2h

m . (2.98)

|rQ ) — rQ’(tr)l ~
Podatilo se nam pfiblizné vyjadtit vzdalenost |rQ (t) — rQI(tr)| pomoci vysky h(t)
bodového naboje.

Ze vztahu (2.98) vyjadiime retardovanou polohu bodového naboje a néasledné
dosadime do pohybové rovnice (2.94). Po dosazeni dostdvame ptibliznou rovnost

(1- 22 v _ ¢ (1— B2 2.99

m A dt  16meyh? 7). (299
Po tpravé dostdvame

(1 2)‘g v _ Q" 2.100

m =B 2 = T Tomen? (2.100)

Ptedchozi rovnici integrujeme podle proménné h a dostaneme

3

mc? 2\ 2 02
—\|1-=] - =F. 2.101
3 ( c2> l6meyh ( )
Integra¢ni konstanta ma opé€t vyznam celkové energie a je dana vztahem
2 2 -3 2
mc Vo) 2 Q
E= 1l—-— ———. 2.102
3 < c? > 16meyh, ( )

Z rovnice (2.100) vyjadiime rychlost bodového naboje

2
dh < 16meymc?h >§
_C —

v (2.103)

o 48meoEh + 302

Zaporné znaménko vystupujici ve vztahu (2.103) jsme zvolili z divodu zdmérné vy-
brané¢ho pohybu bodového naboje smérem k vodivé roving, nebot’ relativistické efekty
jsou pobliz vodivé roviny jiz nezanedbatelné. Po separaci proménnych a integraci
podle Casu dostavame
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dz
t= —j . (2.104)
2
h 1— ( lémeymc?z >§
48meyEz + 3Q%

Predesly integral nelze fesit analytickymi metodami. Proto ¢as t vyjadieny vztahem
(2.104) nechame v integralnim tvaru.

Nami nalezené relativistické feSeni mizeme graficky porovnat s klasickym fe-
Senim. Pro jednoduchost uvazujeme ptipad, kdy bodovy naboj nechame voln¢ padat
z klidu. Déle volime 3Q?/(16msymc?) = 10712 m . Grafické srovnani obou feseni je
uvedeno v grafu 2.2. Mlizeme si v§imnout, Ze na zac¢atku pohybu bodového naboje se
relativistické feseni témét shoduje s klasickym fesenim. Pro vétsi Casy, kdy se bodovy
naboj ¢im dal tim vice pfiblizuje k vodivé roving, se relativistické a klasické feSeni
vice rozchazeji. Toto chovani je ve shod¢ s naSim ocekavanim, kdy jsme predpokla-
dali, ze pro malé rychlosti bodového naboje je jeho pohyb dobte popsan pomoci kla-
sické mechaniky. AvSak pii ptiblizovani bodového naboje k vodivé roviné jeho rych-
lost vyrazné¢ roste. Dokonce podle vztahu (2.77) plati, Ze pii ptiblizovani bodového
naboje k vodivé roving se jeho rychlost blizi k nekonecnu. To je podle teorie relativity
samoziejmé nepiipustné! Pokud se bodovy naboj nachazi pfilis blizko vodivé roviny,
musime jiz do vypoctu zahrnout relativistické korekce. Ze vztahu (2.103) vyplyva, ze
bodovy naboj pii padu na vodivou rovinu dosadhne rychlosti svétla, coz se nam miize
jevit rovnéz jako nespravné. Dlvod, pro¢ bodovy néboj pii padu na vodivou rovinu
dosahne rychlosti svétla, spociva v nekonecné veliké hodnoté elektrické sily plisobici
na bodovy néboj pii padu na vodivou rovinu.

relativistické reseni klasické reseni

1.2 -

t [ms]

Graf 2.2. Srovnani zavislosti vysky bodového naboje na Case pro klasické a
relativistické feSeni.
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2.3.2. Pohyb bodového naboje umisténého v blizkosti neidealné vo-
divé roviny

Nyni budeme fesit Gplné stejnou tlohu o bodovém ndboji pohybujicim se v blizkosti
vodivé roviny jenom s tim rozdilem, ze dana rovina ma jistou konecnou vodivost.
V tomto piipadé€ si zde piedstavime pouze feSeni v kvazistatické aproximaci. Tedy po-
hyb bodového naboje popiSeme v ramci klasické mechaniky. Nalezeni relativistického
feSeni v pfipadé neidealné vodivé roviny je velmi obtizné, a proto se jim nebudeme
dale zabyvat.

Pro uspésné feseni této ulohy je nejprve potieba nalézt potencial pole vodivé
roviny. Na poc¢atku v ¢ase t = 0 na bodovy naboj plsobi sila proti sméru osy z. Pied-
pokladejme, ze se bodovy naboj pohybuje po ose z. Potom Ize odhadnout, ze elektrické
pole vodice je axialn¢ symetrické. Pii nepatrném posunuti bodového naboje se v ro-
vin¢ indukuje axialn¢ symetricky elektricky proud, ktery te¢e v radidlnim sméru.
Z toho vyplyva, Ze i naindukovany néboj ziistane axidln¢ symetricky, a tedy sila ptiso-
bici na bodovy naboj ma stale smér rovnobeézny se smérem osy z. Proto l1ze predpokla-
dat neustaly pohyb bodového néboje po ose z. Tedy potencial bodového naboje pro
t > 0 je popsan vtahem [5]

4me, /pz + (z—h)?2 4mg

kde J,(x) je Besselova funkce prvniho druhu a nultého stupné.

@

f Jo(kp)e ™ 7=hldk,  (2.105)
0

Ze symetrie daného problému vyplyva, Ze potencial pole vodivé roviny je ne-
ustale axialné symetricky a lze jej vyjadiit ve tvaru

_ Q ( —k|z|
D, = 47T€0f AJy(kp)e dk . (2.106)
0

Potencial (2.106) je souhrnné zapsan pro ob¢ oblasti vodice. Pro oblast 1 (z < 0) ma

exponenciala tvar e*?, kdezto pro oblast 2 (z > 0) ma exponenciala tvar e 2.

Neznamy koeficient A = A(k, t) ur¢ime z rovnice (2.64), ktera vyjadiuje
okrajovou podminku. Casova derivace plo§né hustoty ndboje naindukovaného na po-
vrchu vodivé roviny je dana vztahem

do _[1 (0°®, 3%, 0 [ kaA (kp)dk. (2.107
ot h, \0td&l ot &t o - 21me, Jt Jo(kp . (2. )
= 0

Nasledné uréime vyraz (Ag ®),—¢ = [As (CDV + cDQ)]

z=0 "
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Q [ _
-2 Eof k2(A + e~ ], (kp) dk . (2.108)
0

(AS CD)Z=O =

Po dosazeni vyjadiené ¢asové derivace plosné hustoty a vyrazu (Ag ®),—, do rovnice
(2.64) a nasledné upravé dostdvame

dA4 Ys

—+—k(A+e*)=0. 2.109

Rl ) (2109)
K feseni pfedchozi diferencidlni rovnice miizeme pouzit Laplaceovu transformaci. Po-
tom obraz Laplaceovy transformace koeficientu A je dan vztahem

— %/—S k L[e‘kh(t)] ()

Vs
s+ 2£0k

A(t =0)

L[A](s) = (2.110)

Pocate¢ni hodnota A(t = 0) se odviji od poéate¢niho rozlozeni potencialu pole
vodice. Predpokladejme, ze pted i pti udéleni malého impulzu ve sméru osy z se bo-
dovy néboj nachazi ve vysce hy a vysledny potencial na vodivé roviné je nulovy. Po-
tom A(t = 0) je rovno —e ™ *"o_ Inverzni transformaci pro ¢asovy vyvoj koeficientu A
dostavame:

kLS
Ak, t) = —e 0¥ 250) o fk 26D kn@ g7 (2.111)
0

Nyni kdyZ zndme koeficient 4, jsme schopni fesit pohyb bodového ndboje. Po-

hybova rovnice pro ptipad pohybu bodového naboje nad vodivou rovinou ma nasle-
dujici tvar

dzh 9D, ~
Mz = U, =
p=0, z=h

Reseni uvedené pohybové rovnice je velice obtizné. V podstats, kdyz za

—kh® qk . (2.112)

A(k, t) dosadime ze vztahu (2.112), obdrzime integro-diferencialni rovnici. Pfede-
v§im obtiznost feSeni pohybové rovnice (2.112) spociva v jeji nelinearité. I presto, ze
nelze danou pohybovou rovnici analyticky fesit, miizeme se pokusit nalézt zlinearizo-
vané feSeni, ¢imz ziskame jistou ptedstavu o pohybu bodového néboje v obecném pii-
padé. Zapisme vysku h(t) ve tvaru

h(t) = hy + &(2) . (2.113)

Za piedpokladu, Ze £(t) < hgy, kde €(t) chapejme jako malou ,,vychylku‘ bo-
dového naboje z pocatecni polohy, miizeme provést nasledujici aproximaci integralu:
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[o9) o8]

f kA(k,t) e *h® gk ~ f kA(k, t)(1 — k&) e~*ho df . (2.114)

0 0

Pohybova rovnice (2.112) ma po zavedeni nové proménné & a aproximace
(2.114) nasledujici tvar

2 2
a% _ e ka(k,t) (1-k&)e*hodk, &«hy. (2.115)
0
0

m@ 4Tre

Zaroven muzeme linearizovat i koeficient A. Ale nez bychom tak ucinili, za-
mysleme se nad tim, jak budeme fesit zlinearizovanou pohybovou rovnici (2.112).
Reseni v linearni aproximaci je stale pomérné obtizny problém. Mé&me na paméti, Ze
musime fesit diferencialni-integralni rovnici. K feSeni rovnic tohoto typu je nejvyhod-
n¢j$i vyuzit Laplaceovu transformaci, kterd slozity ,,integro-diferencialni problém*
prevede na jednodussi algebraicky problém. Proved'me tedy Laplaceovu transformaci
levé i pravé strany rovnice (2.115) a potom dostaneme

mISL(E) ~ vo] = o

% G — kL(f)) e fhodk, &« hy, (2.116)

kde v, znaci pocatecni rychlost bodového naboje. Pocatecni hodnota ,,vychylky* € je
nulova.

Nasledn¢ budeme linearizovat obraz Laplaceovy transformace koeficientu A.
Ze vztahu (2.110) pro ¢ < h, dostavame

- )4 - V
kho + 2S kL[ kh(t)] 1 S k2 L(f) i
L(A)=— %0 ~—=-—2 —— |e ko, (2.117)
s+15k s s+5 g . .
2¢&, 2&,

Po dosazeni (2.117) do (2.116) a nasledné tipravé dostavame

, @ (lk [ ®
mls2L(€) = vo] = — 5 f—— g+ k2 | L(©)| ek dk  (2.118)

(Clen s L(&) * L(&) zanedbavame). Za ptedpokladu, Zze pomér 2&,s/ys je velmi
maly, mizeme v aproximaci psat

m[s?L(§) — vl ~ —

”__ 2k2——sk)!3(§)] ~2hok gk . (2.119)

4,

Jedna se o rozumny piedpoklad. Hodnota permitivity vakua je 8,85 - 10712 F- m™1
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a vétSina béznych vodici jsou dobré vodi¢e — vodice s vysokou hodnotou vodivosti.
Potom dany pomér 2¢,5/ys 1ze opravdu povazovat za maly, pokud parametr s nabyva
malé hodnoty.

Po integraci v rovnosti (2.119) dostavame

) @ 1L e
ms2L(E) — vy] = 16n80h02[s 2(h0 yss)L(f)]. (2.120)

Z ptedchozi rovnosti jiz mizeme vyjadrit obraz Laplaceovy transformace veliCiny ¢:

L&) = (vo —Q—21> Isz Q—2<1 - hog—os>l . (2.121)

16meymhy° S - 8megmhy,’ Vs

Vzor k obrazu £(§) nalezneme nejsnaze pomoci reziduové véty. Mame celkem
tfi poly. Dva z nich se nachazi v bodech odpovidajicim kofentim kvadratické rovnice
nachdazejici se v hranaté zavorce ve vyrazu (2.121) a posledni tieti p6l se nachazi
v bodé€ s = 0. Pro stru¢nost uved'me pouze vysledek, tedy veli¢inu ¢ jako funkci Casu:

% h A
&) = A—Ze"htsinh At + 70 [1 — <cosh At + Tzsinh Azt> e"llt] , (2.122)

kde konstanty A, a A, jsou definovany nasledujicimi vztahy

2 1 2 2 2
SN G (N S
16mysmh, 8mysmh, 2megmhy

Body, kde se nachazeji poly, jsou ureny vztahy s; , = —4; £ A, . Potom pfi-
blizna rovnost (2.119) plati za ptedpokladu, Ze

2¢&
Vs

Nasledné naSe ziskané aproximacni feSeni porovnejme s aproximacnim fese-
nim, které bychom ziskali v ptipad¢, kdy by rovina byla idealn¢ vodiva. Pro malé hod-
noty posuvu ¢ pro pfipad idedlné vodivé roviny dostavame:

% h
&a(t) = Tosinh At + 70(1 — cosh At) (2.123)

kde A je dano vztahem



Pro jednoduchost proved'me srovndni obou piipadii pro nulovou pocatecni
rychlost. Potom pro rozdil £(t) — &;4(t) mame vztah:

§(t) —&ia(t) = % [(cosh At) — (cosh At + %sinh Azt> e"llt] . (2.124)

Konkrétné by nas zajimalo, zda dany rozdil £ (t) — &;,;(t) je kladny ¢i zaporny.
Tim ziskdme ptedstavu o tom, v jakém piipad¢é se bodovy naboj pohybuje rychle;ji.
Rozvinime vSechny funkce v (2.124) do nejnizsich tadi. Potom ziskame rozvoj roz-
dilu (2.124), kde znaménko prvniho ¢lenu rozvoje rozhodne o signatuie daného roz-
dilu, ktery je v aproximaci roven

2

hyo A2t2 2g2
f(t) - Eid(t) =~ ?[1 +T— (1 + 2 + Alt> (1 - Alt) . (2125)

Po tprave dostadvame

hy A, t2

7 (A + 2,°t). (2.126)

§(8) = §ia(t) =

Zdaraznéme, Ze pii upravach posledniho vyrazu jsme vyuzili vztah, ktery exis-

tuje mezi konstantami A;, 4, a 4. Konkrétné jsme vyuzili vztahu 2= 2,2 =22

Vratme se nyni k ziskanému vysledku (2.126). Vidime, ze hodnota daného
rozdilu &£(t) — &;4(t) je kladna. Z toho vyplyva, Ze &(t) je vétsi nez &;4(t). JelikoZ se
jedna o volny pad bodového naboje pii nulové pocateéni rychlosti, je hodnota &(t) i
&,4(t) zaporna. To potom znamena, ze v ¢ase t se bodovy naboj nachazi blize k vo-
divé roviné v ptipad¢ dokonale vodivé roviny nez v ptipadé¢ neidealné vodivé roving.
Z toho je patrné, ze v ptipad¢ neidedln¢ vodivé roviny ptisobi na bodovy naboj mensi
sila. To je zptisobeno tim, ze v diisledku kone¢né vodivosti se volné naboje presouvaji

dice véEtsi.

Na zavér proved'me grafické srovnani pohybu bodového naboje pro ptipad ide-

aln¢ a neidealn¢ vodivé roviny. Opét pro jednoduchost uvazujme volny pad bodového
naboje z klidu. Hodnoty konstant A; a A, volime nasledovné: A; = 0,0002s 1 a
A, = 0,002 s7 1. V grafu 2.3 je vynesena zavislost poméru absolutni hodnoty vy-
chylky ¢ a pocatecni vysky h, na Case. Z tohoto grafu miizeme vypozorovat, ze vy-
chylka ¢ je na zacatku pohybu bodového naboje prakticky stejnd pro oba piipady ide-
aln¢ a neidedlné vodivé roviny. AZ v pozdéjSim Case mizeme pozorovat vyraznéjsi
rozdily.

Poznamenejme, ze pro velmi vysoké vodivosti, kdy konstanta A, je velmi
malé, je rozdil mezi piipadem idealn¢ a neidealné¢ vodivé roviny tak nepatrny, ze mi-
zeme prub¢h pohybu bodového naboje pro oba vodivostni ptipady ztotoznit.
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Zaroven méjme na pameti, ze predstaveny postup feseni pohybu bodového na-
boje nad neidealné vodivou rovinou je aproximativni, a tudiz je nutné hlidat hodnotu
&/hy . To, do jaké hodnoty & /h 1ze pouzit nasi aproximativni teorii, zalezi na pfedem
zvolené presnosti numerického feseni.

neidealni idealni

HI

0.09 H
0.08 A
0.07 A
0.06 A
0.05 A
0.04 ~
0.03 A
0.02 A
0.01 ~
0 T T T T T |
0 50 100 150 200 250 300

t[s]

Graf 2.3. Zavislost poméru absolutni hodnoty vychylky & a pocatecni vysky h
na Case v porovnani pro idedln¢ a neidedln¢ vodivou rovinu.

2.3.3. Pohyb bodového naboje umisténého v blizkosti izolované vodivé
koule

Uvazujme izolovanou vodivou kouli o poloméru R, jejiz stied lezi v pocatku soutad-
nic. Na osu z do vzdalenosti z = h, (hy > R) umistime bodovy naboj velikosti Q.
Ptedpokladejme, Ze bodovy naboj visi nad vodivou kouli tak dlouho, dokud nenastane
rovnovazny stav. V jistém okamziku (po ustanoveni rovnovazného stavu) bodovy na-
boj pustime, ¢i mu udélime maly impulz ve sméru rovnobézném s osou z. Nasim uko-
lem bude zjistit, jak se bude bodovy naboj pohybovat.

Pokud bychom se zajimali o pfipad idedln¢ vodivé koule, k feSeni bychom
mohli pouzit kulovou inverzi. V ptipad¢ izolované koule bychom museli jesté umistit
bodovy naboj o velikosti —Q” do stfedu koule (Q” je fiktivni naboj vystupujici v ku-
lové inverzi). AvSak jenom pro pfipad nizkych rychlosti bodového ndboje 1ze pouzit
metody elektrostatického zobrazeni. V ptipadé relativistickych rychlosti je elektrody-
namické pole bodového naboje axialné symetrické vzhledem k ose, na niz lezi vektor
rychlosti bodového ndboje. Potom neni mozné, aby vysledné elektrické pole dvou re-
lativisticky se pohybujicich se bodovych naboji mélo nulové te¢né slozky na povrchu
néjaké koule.
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Proto se pro jednoduchost zabyvejme pouze kvazistatickym feSenim. Pfedpo-
kladejme, ze koule ma konecnou vodivost. Samoziejmé, Ze 1 v tomto piipadé budeme
nuceni fesit dany problém v linearni aproximaci. Pocetné jednodussi problém v pfi-
pad¢, ze koule je dokonale vodiva, ziskame jako limitni ptipad, kdy mérna vodivost
roste nad vSechny meze.

1. PIna koule

Z elektrostatické ulohy o kouli vime, Ze rozklad potenciadlu bodového naboje sidliciho
na ose z je dan vztahem

CDQ:

Q ~ "
— z mrPucos),  r<h. (2127)
OTl:O

I v tomto ptipad¢ silové ptisobeni vyvold pohyb bodového néboje po ose z.
Potom lze pfedpokladat, Ze potencial pole vodivé koule je axidlné symetricky. Uva-
zujme, ze potencial vodivé koule v jeji vnitini a vnéjsi oblasti 1ze zapsat ve tvaru

Q v, ™
(Dvl = 47‘[30 nwpn(COS 19) B (2128)
n=0
Q v, R
(DVZ = 47‘[30 OAnmPn(COS 19) . (2129)
n=

Nyni ur¢ime neznamé koeficienty A,, = A,,(t). Pro dynamické problémy bude
vyhodnéjsi urcit Laplaceovu transformaci koeficientl 4,,. ProtoZe uvazujeme plnou
kouli a zaroven jsou splnény predpoklady ndmi vybudovaného postupu feSeni v pii-
pad¢ objemového vodice, miizeme k vypoctu Laplaceovy transformace koeficienta 4,
vyuzit vztah (2.54). Po dosazeni a nasledné tipravé dostavame

n R n+1
An<t=0>—2n+15—oﬁ () ]
_n_Y ’
s+ 2n+1g¢g

L(An) =

(2.130)

Hodnota A, (t = 0) je uréena pocateéni podminkou. Ptedpokladame, Ze v Case
t = 0 ma vysledny potencial na povrchu koule nezndmou konstantni hodnotu. Zaro-
veil uvazujeme, ze celkovy naboj naindukovany na povrchu koule je nulovy — jedna
se o izolovanou elektricky neutralni kouli.

Vzhledem k ortogonalité funkci [6]

A

f P,(9, )P, (9, @) sin§ df =

0

g S (3.131)
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a z vySe vyslovenym ptedpokladiim vyplyva, Ze pocatecni hodnota koeficientd 4,, je
rovna:
A(t=0)=0
n+1
A,(t=0)=- (—) : (2.132)
ho

JiZ jsme zdUraznili, Ze pro zjednoduseni dané situace se pokusime nalézt feseni
v linearni aproximaci. Vzdalenost bodového naboje od stiedu koule h(t) muZzeme vy-

jadrit jako
h(t) = hy + &(t). (2.133)
Piepokladejme, Ze &(t) < hy. Potom muzeme provést nasledujici linearni
aproximaci:
R n+1 R n+1l f
— ~|— 1- 1)—|. 2.134
(h) (h0> [ (n+ Do (2134)

Zaroven predpokladejme, Ze hy > R. Pak mizeme zanedbat ¢leny (R/hg)™t?!

pro
vyssin. Jelikoz Ay = 01 prot > 0, je prvnim nenulovym ¢lenem v rozvoji (2.128)

a (2.129) ¢len s A;. Proto zanedbejme ¢leny (R/hy)™*! pron > 2.

Laplaceova transformace jediného nezanedbaného koeficientu A, je v linearni
aproximaci rovna

o2l 2y L(§)
3¢9 h
£(A) = — (h—> -- =0 o (2.135)
0 s+ 3e,
Pohybova rovnice popisujici pohyb bodového naboje po ose z ma tvar
d?h 0D, Q% AR
m— = -0 <—> ~ — - (2.136)
dt dar r—h, 9=0 2mey h
V lineéarni aproximaci dostavame
dh Q% AR &
~ 1-3 —) . 2.137
M4 2meg hy? ( hy ( )
Po Lapleceove transformaci levé i pravé strany rovnice (2.137) ziskavame
Q*> R 1 L)
2L - ~ —L(A --3 . 2.138
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Po dosazeni za L(A;) ze vztahu (2.135) dostavame

, L L®
Q*> R’ |1 3g hy *<1 L)

2meg hy [s g +%
0

m[s2L(E) —vol ~ — 13

s ho

) , (2.139)

kde v, znaci pocateéni rychlost bodového naboje. Po vyjadieni L(§) z ptedchoziho

vztahu dostavame
Q°R® Y
VoS —— = |\S+ 53—
( 0 Zneomhos ( 350)

s[sz (S+3L&’)_%(BS+%)I

(Clen s L(§) * L(§) zanedbavame).

L&) =

Casovou zavislost polohy & bychom ziskali opét pomoci reziduové véty.
Avsak v tomto ptipad¢ poly sidli v bodech odpovidajicim kofenim kubické rovnice a
k tomu jeste jeden pdl sidli v bodé s = 0. Pravdou je, Ze kofeny kubické rovnice mii-
zeme nalézt analyticky, ale hledat kotfeny kubické rovnice v obecném piipad¢ je po-
meérné pracné. Proto jako vysledek ponechme obraz Laplaceovy transformace veli€iny
& ateSeni £(t) je potom vhodné nalézt az pro konkrétné zadany numericky problém.

2. Kulova skorepina

Pro srovnani uved’'me feseni pro piipad, kdy budeme mit vodivou kulovou skotepinu
velmi tenké tloustky (vodivou sféru). V tomto piipadé mé kulové skotepina jistou ko-
neénou mérnou plosnou vodivost ys. Resime Giplné stejnou ulohu o pohybu bodového
naboje jako v pfedchozim ptipadé€. Tedy na ose z sidli bodovy naboj, ktery v jistém
okamziku (t = 0) pustime, pfipadné¢ mu dodame maly impulz rovnobézné s osou z.
Nasim ukolem bude nalézt pohyb bodového naboje a pro jednoduchost rovnéz v line-
arni aproximaci.

Potencial pole vodivé kulové skotfepiny lze rovnéz napsat ve tvaru (2.128) a
(2.129). V piipadé plosného vodice k FeSeni vyuzijeme rovnici (2.138). Dale plati:

3@, %D, Q04 P (coss) (2141
dtor  otor r_R_47tgoRZZO T (2n + 1)B,(cos¥), (2.141)
- £

(As ®)y—p = —

i nn+1) |4, + (%)nﬂl P,(cos?9). (2.142)

4meyR3
n=0

Po dosazeni (2.141) a (2.142) do rovnice (2.64) a nasledné upravé dostavame
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d4, nn+1) ysl R
+ nt

n+1
dt 2n+1 &R * E) l =0. (2143)

Na piedchozi rovnici zaplsobime Laplaceovou transformaci a nasledné vyjadiime
L(A,):

_ n(n+1) ys [(R\*!
An(t—o)_2n+1€0_R(F) ]

nn+1) ys
2n+1 &R

L(An) =

(2.144)
s+

Porovnanim vztaht (2.130) a (2.144) zjistime, Ze vztah (2.144) ziskame tak, ze ve
vztahu (2.130) mérnou vodivost y nahradime vyrazem (n + 1)ys/R. To potom zna-
mend, ze muzeme Laplaceovu transformaci veliiny & (v linedrni aproximaci) urcit
pfimo ze vztahu (2.140), kde za y dosadime 2y5/R (n = 1). Potom pro Laplaceovu
transformaci polohy ¢ dostdvame

Q°R® 2ys
- +
<UOS 27‘[80th5 (S 3€0R)

s lsz (s + 2¥s ) __Q°R° (35 + 10ys )l |

3&0R)  2meymhy,° 3R

L(E) ~ (2.145)

Kapitola 3. Interakce bodového naboje a pohybujicich

W O

se vodicu

3.1. Obecna teorie

Jak v prvni kapitole vénované elektrostatické uloze, tak i ve druhé kapitole vénované
elektrodynamickym problémim, pfedevS§im vénované popisu pohybu bodového na-
boje, jsme se zabyvali interakci bodového naboje s vodicem, ktery se nachazel v klidu.
Muze vsak nastat situace, kdy se bude pohybovat i samotny vodi¢. Mize se jednat o
pohyb véazany (je zaddn nezavisle na vnéjSich podminkach) nebo volny, ktery je di-
sledkem vzajemného silového plisobeni mezi bodovym naboj a vodi¢em. Pro jedno-
duchost se budeme zabyvat vyhradné situaci, kdy vodi¢ vykondva vazany pohyb.

Teorii, ktera zahrnuje pohybujici se vodi¢, mizeme vybudovat na zakladé
piedchozich poznatkii. Nasi teorii konstruujeme postupnym zobeciiovanim. Nejprve
jsme se veénovali teorii elektrostatické interakce bodového naboje a vodice. Tu jsme
poté rozsifili na elektrodynamické problémy. A nyni se pokusme danou teorii zobecnit
pro piipad pohybujiciho se vodice.
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Soustavu, vii¢i které se pohybuje vodi¢, oznacme jako laboratorni soustavu.
Piejdéme do soustavy spojené s vodi¢em, ve které se vodi¢ nachazi v klidu. Reseni
daného problému v ptipad¢ klidového vodice jiz zname. Tomuto piipadu jsme véno-
vali dvé predchozi kapitoly. Zname-li feSeni dané¢ho problému v soustavé spojené
s vodi¢em, muzeme potom tyto vysledky ptetransformovat do laboratorni soustavy,
¢imz ziskdme feSeni dané¢ho problému pro pohybujici se vodic.

Tento postup se ndm muze jevit celkem jednoduse. Ale jednoduché to tak neni.
Prvni, co si musime uvédomit, je skutecnost, ze dana situace je odlisna podle toho, zda
se nachdzime v inercidlni nebo neinercialni soustave. Je tedy ptirozené délit dany pro-
blém podle toho, jakym zplsobem se vodi¢ pohybuje. Kona-li vodi¢ pfimocary rov-
nomérny pohyb, je soustava spojena s pohybujicim se vodicem inercialni. Tudiz k po-
pisu interakce bodového naboje s vodici mizeme pouzit teorii vybudovanou v prvni i
druhé¢ kapitole. V ptipad¢ nerovnhomérného pohybu nebo kiivocarého pohybu je sou-
stava spojena s pohybujicim se vodi¢em neinercialni. V takovém ptipadé¢ musime do
pohybové rovnice bodového naboje zahrnout zdanlivé (nepravé) sily.

Tyto zdanlivé sily vSak ovliviluji i proudové rozlozeni ve vodici. Jejich miru
vlivu na proud ve vodi¢i miizeme zkonstruovat na zékladé¢ Drudeho modelu (o modelu
se Ctenal mize dozvédét vice napt. v [1]). Abychom mohli zanedbat vliv nepravych
sil na pribeh proudu, musi byt splnéna zesilena nerovnost gE /m,, > a,, , kde q je
naboj volného nositele naboje, m,, je jeho hmotnost, E znaci velikost celkové elektric-
kou intenzitu ve vodi¢i a a,; oznacuje zrychleni nositele naboje vyvolané vlivem
zdanlivé sily. V nasi teorii budeme piedpokladat, ze dana zesilena nerovnost je spl-
néna, tedy vliv zdanlivych sil na pribéh proudu ve vodi¢i budeme zanedbévat. Jedna
se o celkem rozumny pfedpoklad, nebot’ naptiklad pro kovovy vodi¢, jehoz volnymi
nositeli naboje jsou elektrony, mame: q¢/m,, = 1,76 - 101 C - kg1,

Vzhledem k tomu, ze je jednodusi nalézt feSeni rovnic elektromagnetického
pole a pohybové rovnice bodového néboje v inercidlni soustavé nez v neinercidlni,
bude nakonec lepsi fesit dany problém v laboratorni soustave.

Na druhou stranu v laboratorni soustavé nastava jistd matematicka obtiz.
V obecném piipad¢ pohybu vodi¢e neni mozné v laboratorni soustavé vyjadfit povrch
vodice jako jednu ze soutadnicovych ploch. Pohybujici se vodi¢ neustadle méni svoji
polohu, coz sebou piinasi skute¢nost, Ze se meéni i poloha povrchu vodice, na némz
stanovujeme okrajovou podminku.

Existuje vSak specialni ptipad pohybu vodice, kdy je jeho povrch urcen jako
soufadnicova plocha é1 = a pro kazdy ¢as t. Jedna se o pohyb, ktery respektuje jednu
ze symetrii vodiCe. Tedy za ptedpokladu, Ze vodi¢ m4 jisté symetrie. Co tim myslime?
Symetricky vodi¢ je takovy vodic, jehoz vhled je invariantni vici jistému posunuti,
které nazyvame symetricka operace. Jednoduse feceno, po provedeni symetrické ope-
race vodi¢ zaujima stéle stejnou pozici.
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V podstaté existuji dva zptsoby pohyby respektujici symetrii vodice. Prvnim
zpusobem je transla¢ni pohyb vodice ve sméru jeho transla¢ni symetrie a druhym zpii-
sobem je rotacni pohyb axialn¢ symetrického télesa okolo jeho osy axialni symetrie.
Ptikladem prvniho zpiisobu pohybu je vodiva rovina pohybujici se ve sméru te¢ném
k rovin€ nebo valec pohybujici se ve sméru jeho osy. Pfikladem druhého zplisobu po-
hybu je napiiklad rotujici vodiva koule.

Pro jednoduchost se zabyvejme pouze takovymi zptisoby pohybu vodice, které
respektuji symetrii vodiCe. Takovéto zplisoby pohybu vodice pfinaseji jeden zajimavy
jev, kterym je sama skutecnost, Ze nejsme schopni piimym pohledem poznat, zda se
vodi¢ nachazi v klidu nebo se pohybuje. V obou ptipadech je jeho vzhled stejny. M-
zeme si pak polozit otdzku, zda se viibec n¢jakym zplisobem projevi pohyb vodice
respektujici jeho symetrii na silové ptisobeni bodového naboje, kdyz vodi¢ zaujima
stale stejnou oblast prostoru.

Predpokladejme, Ze se vodi¢ nachézi nejprve v klidu. V jistém okamziku zacne
vykonavat pohyb respektujici symetrii vodic¢e. Bude-li vodi¢ neidedlni, tak potom diky
nenulovému elektrickému odporu bude naboj naindukovany na povrchu vodice strha-
van spolu s pohybujicim se vodi¢em. V duasledku pohybu naindukovaného naboje se
na povrchu vodice objevi nenulové te¢né slozky elektrické intenzity, které budou ,,za-
braniovat™ pohybu naindukovaného naboje. Zmeéna rozloZeni naindukovaného néboje
se také projevi na sile piisobici na bodovy naboj. Tato sila bude mit nenulovou slozku
ve sméru pohybu vodice. Z toho vyplyva, ze volny bodovy ndboj je tazen ve sméru
pohybu vodice!

Jina situace nastava v ptipadé idealniho vodice. V disledku nulového elektric-
kého odporu nedochazi k interakci volnych nositelii naboje s vnitini strukturou vodice.
Proto pii pohybu vodi¢e nedochazi ke strhavani naindukovaného naboje ve sméru po-
hybu. Tedy v pfipadé pohybu idedlniho vodice, ziistava rozlozeni naindukovaného né-
boje v klidu. To ma za nasledek, Ze vysledné elektrické pole i silové pisobeni na bo-
dovy naboj je stejné jako v ptipade, kdyby byl vodi€ v klidu! Z toho vyplyva, ze pohyb
vodice respektujici symetrii vodice se projevuje pouze v pripade neidedlniho vodice.

Nyni piistoupime k odvozeni rovnic popisujici situaci, kdy dochazi k pohybu
vodice respektujici jeho symetrii. Jak jsme jiz fekli, danou situaci budeme fesit v la-
boratorni soustavé. Elektromagnetické pole je 1 v piipadé pohybu vodice popsano rov-
nicemi (2.1) az (2.4). Ale v piipadé pohybujiciho se vodi¢e neni proudova hustota j
dana Ohmovym zakonem ve tvaru (2.34). Ohmiv zakon ve zminéném tvaru plati pro
klidovy vodi¢. Tedy v soustaveé spojené s vodic¢em plati Ohmiv zakon ve tvaru

j=YE. (3.1)
Nas vSak zajima vztah mezi proudovou hustotou j a elektrickou intenzitou E

v laboratorni soustaveé. Proudovou hustotu j ziskdme pomoci transformace pfi pie-
chodu ze soustavy spojené s vodicem do laboratorni soustavy. Predpokladejme, ze se
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vodi¢ miize 1 pohybovat relativistickou rychlosti u. Potom se proudova hustota do la-
boratorni soustavy transformuje podle vztahu [2]
L . _Jitpu
Jo=JL, h=—"T—- (3:2)
u
-z
Index || oznacuje primét dané veli¢iny do sméru vektoru rychlosti vodice a index L
oznacuje prumét dané veliciny do sméru kolmého k vektoru rychlosti vodice. Obje-
mova hustota p” naboje uvniti vodice, kterou méfime v soustaveé spojené s vodicem, je
nulova, jak jsme si ukéazali ve druhé kapitole. Dosadime-li za proudovou hustotu z
(3.1) a spolu se skute¢nosti nulovosti p°, dostdvame
, , . YoE'
Ji=YoE L, h=—7T—> (3.3)
u
-z
kde y, = ¥ znadi tzv. klidovou mérnou vodivost. Jedna se o materidlovou konstantu
nameétfenou v pripade klidového vodice. Je to pfesné ta hodnota mérné vodivosti, kte-
rou bychom pro urcity material, z néhoz je vodi€ vyroben, nasli v tabulkach.

Jednotlivé slozky E") a E’ se transformuji podle vztaht [2]

) ) (E+uxB),
E I = E", E_L =—u2 . (34‘)
-z

Magnetickd indukce B znaci indukci magnetického pole pozorovaného v laboratorni
soustavé. Dosadime-li vyjadiené slozky E”| a E’ do (3.3), ziskame

. _Yo(E+uxB), . Yo
Ji = > ) N = — (3.5)
u u
= =

Pro proudovou hustotu j mizeme souhrnné psat

.. . Yo(E+uxB)
]=]¢+]||=0 > . (3.6)

v

C2

Podobné¢ miizeme odvodit vztah pro hustotu plosného proudu v laboratorni
soustave. V soustave spojené s vodi¢em je hustota plosSného proudu dana vztahem

Js=V'sE%. (3.7)

Zcela analogicky k transformaci hustoty objemového proudu se hustota plos-
ného proudu transformuje podle vztahu
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j,SJ_ :jSJ_’ j,5|| = (38)

Tentokrat jsme vSak pouzili zpétnou transformaci do soustavy spojené s vodi-
¢em, a to kvili plo$na hustoté o vyjadiené v laboratorni soustavé. V tomto piipadé je
plosna hustota ¢ urCena vztahem (1.34), ve kterém vystupuje elektricka intenzita
v pozadované laboratorni soustavé. Vyjadiime-li jg, z (3.8) a dosadime-li za hustotu

plosného proudu z j’s (3.7), dostavame

jSJ_ = ySOE,tJ_ ) jS” = ySOE ’ (3'9)

kde ys, = ¥’s znaci klidovou mérnou plo$nou vodivost, kterd ma podobny vyznam
jako y,. Te€na slozka E’; se transformuje opét pomoci (3.4). Potom po dosazeni vy-
jadiené slozky E; a E'; do (3.9) ziskame

_ Vs,(Et+uxB),

].SJ_ > ’ jS” = VSOEt” (310)
u
-z
Pro plosnou proudovou hustotu jg mizeme souhrnné psat
u
Vs, |(Be+uxB) = (B w) ]
Js =Js, *is, = > +ou. (3.11)
-
c

Vztahy pro proudovou hustotu v ptipadé relativisticky pohybujiciho se vodice
jsou pomérné slozité. Navic v tomto pfipadé proudova hustota zavisi na magnetickém
poli. Danou situaci miizeme vyrazn¢ zjednodusit (po vzoru kvazistatického ptiblizeni),
kdyz se vodi¢ bude pohybovat malou rychlosti v porovnani s rychlosti svétla. Samo-
ziejmé uvazujeme, ze elektrické pole je v soustavé spojené s vodicem kvazistatické.
Potom elektrické pole v laboratorni soustave je rovnéz kvazistatické, tudiz hustota ob-
jemového proudu bude dana vztahem (2.34) a hustota plosného proudu je dana vzta-
hem

js = VsEt+O'u. (312)

(Vliv magnetického pole je v kvazistatickém ptiblizeni malych rychlosti vodict zane-
dbatelny.) V ptipadé nizkych rychlosti pohybu vodice se vracime ke znaceni y a ys,
nebot’ v tomto piipad¢ je mérna vodivost v obou soustavach, se kterymi pracujeme,
stejna.

Ze vztahu (3.12) a i z obecnéj$iho vztahu (3.11) vyplyva, ze pohybuje-li se
objemovy (ys = 0) nebo i plosny vodic, tece po jeho povrchu plosny konvenéni proud
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roven ou. Potom okrajova podminka — rovnice kontinuity na povrchu vodi¢e neni
dana vztahy odvozenymi ve druhé kapitole. Tentokrat do celkového toku proudové
hustoty pfispiva i jiz zminény konvencni proud. Zcela analogicky ke vztahu (2.58)
pro konvencni proud (tok hustoty konvenéniho proudy) dostavame

Lion = f ou-ngdl = f divg(ou) dS . (3.13)

w w

Jelikoz divg(ou) = odivg u + u - gradg o a divg u = 0, miZeme psat

Ion = j u-gradg o dS . (3.14)

w

(Pro pfipomenuti w zna¢i kompaktni plochu na povrchu vodice.) Potom rovnice kon-
tinuity na povrchu pohybujiciho se vodi¢e mé v laboratorni soustaveé a v kvazistatic-
kém ptiblizeni nasledujici tvar:

objemovy vodic:

do

E+ygrad (CIJV1 +CDQ)-n+u-grad50 =0, (3.15)
ploSny vodic:

do

¢ Vshs (®v, + @g) - n+u-gradso = 0. (3.16)

Vzhledem ke slozitosti, nechdme rovnici kontinuity ve tvaru (3.15) a (3.16).
Rovnéz si uvédomme, Ze rychlost u muze byt 1 funkci polohy. Pfikladem muze byt
rotujici koule.

3.2. Re$ené piiklady

Jako v predchozich kapitolach jsme k lepsSimu pochopeni vybudované teorie spocitali
nekolik malo ptikladd, tak 1 nyni spoc¢itame néjaké priklady zahrnujici pohybujici se
vodi¢. Pfi¢emz pohyb vodice bude respektovat urcitou jeho symetrii. Nejjednodussi
situace nastava, kdyz do blizkosti pohybujiciho se vodi¢e umistime bodovy néboj,
ktery se nadale nachazi v klidu. Jednoduse feceno, bodovy néboj ,,visi* nad pohybuji-
cim se vodic¢em.

Nasim tikolem bude na vybranych piikladech podrobnéji zkoumat chovani sou-
stavy bodovy naboj nachézejici se v pfitomnosti pohybujiciho se vodice. Pfedevsim se
pokusime dokézat nase tvrzeni, Ze sila ptisobici na bodovy ndboj ma nenulovou slozku
ve sméru pohybu vodice.
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Budeme fesit dvé ulohy. Bodovy naboj umistény nad pohybujici se rovinou a
bodovy naboj umistény v blizkosti rotujici koule.

3.2.1. Bodovy niaboj umistény nad pohybujici se vodivou rovinou

Uvazujme izolovanou vodivou rovinu, kterd je totoznd s rovinou z = 0. Vodiva rovina
ma kone¢nou mérnou ploSnou vodivost Y5 a pohybuje se konstantni rychlosti u = ue,
(u K ¢), tedy ve sméru osy x. Na osu z do vysSky h nad vodivou rovinu umistime bo-
dovy naboj, jehoZ poloha se nadale neméni. Nasim ukolem bude podrobnéjsi studium
tohoto systému.

Nejprve nalezneme rozklad potencialu bodového naboje ve vhodné zvoleném
soufadnicovém systému. Vzhledem k danému problému bude nejvhodnéjsi pracovat
ptimo v kartézskych soufadnicich (x,y,z). AvSak rozklad potencialu bodového na-
boje v kartézskych soutadnicich, vhodny pro nas problém, se nepodafilo nalézt. Proto
se pokusime zkonstruovat dany rozklad potencidlu pfimo feSenim Poissonovy rovnice
(1.6), ktera ma v kartézskych soufadnicich tvar

9°%g + 9°%g +62¢Q __ ¢ 5(x)8(¥)8(z — h) (3.17)
0x? dy? 022 g, #IGLIORE = '

Distribuci & (x) a 6 (y) mtzeme vyjadtit pomoci vztaht

1( 1(
6(x) = ;j- coskixdk,, o6(y)= ;j cosk,y dk, . (3.18)
0 0

Vztahy (3.18) vyplyvaji ze skute¢nosti, Ze Fourierova transformace z jednicky je
rovna Diracové delta distribuci.

Potencial bodového néboje predpokladejme ve tvaru

1

CDQ:nz

f f cos kix cosk,y G(kq, ky, z) dky dk,, (3.19)
00
kde G(kq,k,,z) je neznama funkce. Po dosazeni (3.19) a (3.18) do (3.17) a na-
sledné tpravé dostavame

d*G Q

P (ki + k,%)G = _5_05(2 —h) . (3.20)

Nasledné¢ vytesime piedchozi rovnici. Jedna se o diferencidlni rovnici druhého

fadu, na jejiz prave strané vystupuje Diracova delta distribuce. Nejprve nalezneme fe-
Seni na dvou oblastech, z < h a z > h. Vzhledem k tomu, Ze feSeni na dané oblasti
musi byt omezené, pak mame
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2 20
G, = Al R E (3.21)
I T
G, = Age KU TR E (3.22)

kde A; a A, jsou neznamé konstanty. Funkce G je vbod¢ z = h spojita, tedy
G,(z = h) = G,(z = h). Z toho vyplyva, ze A; = A, = A. Derivace funkce G je vSak
v bod€ z = h nespojita a jeji skok v tomto bod¢ je urcen vztahem

dG, dG
(—2——1) -9 (3.23)
dz dz /,-p o
Ze vztahu (3.23) pro nezndmou konstantu A vyplyva
A= Y . (3.24)

2¢, /klz +k,°

Po dosazeni vyjadiené konstanty A mizeme funkci G souhrnné zapsat ve tvaru

— |ki?+k,2 |z—h|
Q e 1 2

G = .
2¢, /k12 + ky?

(3.25)

Dosadime-li vyjadienou funkci G do (3.19), ziskdme pro rozklad potencialu
bodového naboje vztah

oooocoskxcosk e 2gg. 2,
@, ¢ ff ! 2V ket lzmh g Gk (3.26)
0 0

Zre, /kf + ky?

Zaved’'me nasledujici parametrické vyjadieni:

ki =kcosa,
k, =ksina . (3.27)

Potom integral (3.26) v novych proménnych (k, a) ma ponékud jednodussi tvar

27T ©©

¢ j jcos(kx cosa) cos(ky sina) e ¥7"l dk da . (3.28)
0 0

= 2
8mg

g

Nasledné¢ ur¢ime potencial pole vodivé roviny, ktery fesi Laplaceovu rovnici a

(13 A

jeji obecné ,,separované® feSeni v kartézskych soufadnicich zapiSme ve tvaru

75



27T ©0

Dy = 8me, f f [C; cos(kx cos @) + C, sin(kx cos @)] [D; cos(ky sina) +

+ D, sm(ky sina)]e *?l dk da . (3.29)

Koeficienty C; a D;, i = 1,2 jsou nezndmé a mohou byt funkci k, a a t. JelikoZ se vo-
diva rovina pohybuje ve sméru osy x, lze predpokladat, ze potencial pole vodivé ro-
viny bude symetricky vzhledem kroviné y =0 . Tedy je splnéna rovnost:
D, (x,y,z) = &y(x,—y, z), z ¢ehoz vyplyva, ze D, = 0. Dale zavedme A = C;D; a
B = C,D,. Potom pro potencial pole vodivé roviny dostavame

21 o

¢ j j [A cos(kx cos a) + B sin(kx cos a)] cos(ky sin &) e 17l dk der .
0 0

~ 8n? &0

V

(3.30)

Ze vztahu (1.35) pro ploSnou hustotu ndboje naindukovaného na povrchu vo-
divé roviny dostavame

g =

21T
%j j k[A cos(kx cos a) + B sin(kx cos @)] cos(ky sina) dk da. (3.31)
0 0

Nisledné urdime As ®(z = 0) = As [(®y, + ®g)] _

2T

AS (D(Z = O) = _87'[Q2{;‘0f
0

+ cos(kx cos @) e *"] cos(ky sin a) dk da. (3.32)

f k?[A cos(kx cos a) + B sin(kx cos a) +
0

Dale uré¢ime vyraz u - gradg o:

do
u-gradso =u (—) =
z=0

dx
27T oo
u
= %f f k? cos a [—A sin(kx cos @) + B cos(kx cos a)] cos(ky sin a) dk da.
0 0

(3.33)

Po dosazeni vyrazt (3.31), (3.32) a (3.33) do rovnice (3.16) a nasledné
uprave pro nezndmé koeficienty A a B dostavame nasledujici soustavu dvou rovnic
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A, Vs > 1 wcosa (A Ys 5 <—e"‘h)
: —k =—k 3.34
(B) * 2¢&, ( —w cos @ 1 ) (B) 2¢& o /' (3.34)
kde zavadime w = 2&qu/ys. Dana soustava dvou rovnic udava ¢asovy vyvoj koefi-
cientll A a B. Lze odhadnout, Ze po jist¢ dob¢ nastava ustaleny stav. Tedy stav, kdy
nedochazi k ¢asové zméné jakékoliv veli¢iny. Ustaleny stav neni vSak ekvivalentni

s elektrostatickym ptipadem. V piipadé ustadlené¢ho stavu tece na povrchu vodivé ro-
viny ¢asoveé neménny (ustaleny) plosny proud.

Zaméime se na feSeni, kdy se dana soustava nachazi v ustdleném stavu. Po ma-
tematické strance se jedna o vyrazn¢ jednodusi feSeni. Zaroven feSeni pro ustaleny stav

-----

minky jakékoliv, ustaleny stav bude nakonec vzdy stejny.

Mozna ndm piijde zvlastni, Ze ustaleny stav nezavisi na pocatecni podmince.
Predevs§im by se mohlo zdat, Ze neplati zdkon zachovéani naindukovaného naboje, ne-
bot’ pokud je ustdlend plosna hustota stejnd pro vSechny piipady pocate¢nich podmi-
nek, tak by naindukovany nédboj mél byt stejny ve vSech ptipadech. To ale potom zna-
mena, Ze rizné¢ zadand hodnota naindukovaného naboje v poc¢ate¢nim case se obecné
nerovna naindukovanému naboji v ustdleném stavu. V ¢em tedy spociva problém?

Nejedna se vSak o zadny paradox. Problém je v chybné interpretaci, predevsim
ve Spatném zachazeni s Casovou limitou t — oo . Celkovy naindukovany naboj se musi
spocitat z Casoveé promeénné plosné hustoty, ktery potom vyjde ¢asové neménny a ro-
ven pocatecni hodnoté. Potom 1 v ustaleném stavu se naindukovany naboj rovna poca-
te¢ni hodnot¢ naindukovaného néboje. To znamena, ze pii prohozeni poradi integrace
a limity ziskame jiné vysledky. Piicemz spravny vysledek celkového naindukovaného
naboje v ustaleném stavu ziskdme nejprve integraci pies povrch vodivé roviny a pak
provedenim ¢asové limity.

V piipad¢ ustdlen¢ho stavu, kdy jsou Casové derivace A a B nulové, piejde
ptedchozi soustava dvou rovnic na tvar

( —W](;OSCZ " C<1356¥ ) (g) = <_e(;kh) . (3.35)

Reseni ptedchozi soustavy rovnic lze nejsnaze urcit pomoci Cramerova pravidla.
Konkrétni feSeni mizeme vyjadiit ve tvaru

—kh
(g) T 1+ \j/zcosza (W C(l)s a) ' (3.36)

Potom potencial pole vodivé roviny ma tvar
27T ©©

1
: jj1+W2COSZQ[COS(kxcosa)+Wcosasin(kxcosa)]
0 0

O, = —
M 8m2g,
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cos(ky sin ) e ¥("+12D dk de . (3.37)

Ptedpokladejme, ze w « 1. Jedna se o rozumny piedpoklad, nebot’ vétSina vo-
dicti ma pomérné vysokou vodivost a zaroven uvazujeme malé rychlosti u. Potom mii-
zeme v aproximaci psat

2w 00
o, =— 8an£ f [cos(kx cos a) + w cos a sin(kx cos )] X
%% 0
x cos (ky sin a) e ¥(+12D dk da, w1, (3.38)

Integral (3.38) je mozny vyiesit analyticky. Souciny cos(kx cos @) cos(ky sina) a
sin(kx cos a) cos(ky sin @) vhodné rozlozime pomoci znamych goniometrickych
vzorcu:

cos(kx cosa) cos(ky sina) =
1
=5 [cos(kxcosa + kysina) + cos(kxcosa — kysina)], (3.39)
sin(kx cos ) cos(ky sina) =

1
=3 [sin(kx cosa + ky sina) + sin(kx cosa — kysina)]. (3.40)

Pfechodem do polérnich soutfadnic (x = pcos¢e , y = psin¢g) budou mit
vztahy (3.39) a (3.40) pon¢kud jednodusi tvar:

cos(kx cos a) cos(ky sina) =

= %{cos[kp cos(p — a)] + cos[kp cos(p + a)l}, (3.41)

sin(kx cos ) cos(ky sina) =

= %{sin[kp cos(p — a)] + sin[kp cos(p + a)}. (3.42)

Dale vyuzijeme vztahy [9]:

cos[kp cos(p £ a)] = Jo(kp) + 2 Z(—l)"]zn(kp) cos2n(p ta), (3.43)

n=1

sinllp cos(p £ )] = 2 ) (=1 Jonsa (kp) cos [+ D(p £ )] . (3.44)

n=0
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Podle Fubiniho véty mizeme v integralu (3.38) zaménit porfadi integrace.
Tedy spoctéme nejprve nasledujici integraly

21

f cos(kx cos a) cos (kysina) da, (3.45)
0

21

f cos a sin(kx cos ) cos(ky sina) da . (3.46)

0
S pouzitim vztahu (3.41) a fady (3.43) pak pro integral (3.45) dostavame

2

f cos(kx cos @) cos (ky sin @) da = 21/, (kp) . (3.47)

0

Podobné pro vypocet integralu (3.46) vyuzijeme vztah (3.42) a tadu (3.44).
Pak pro integral (3.46) dostdvame
2

f cos a sin(kx cos a) cos(ky sina) da = 21, (kp) cos ¢. (3.48)
0

Po dosazeni vysledkd (3.47) a (3.48) do (3.38) pro potencial pole bodového
naboje obdrzime

@y = - f Uo(kp) +wy(kp) cos ] e **+ZD dke. (3.49)
4rme, .

Po integraci ptes k ziskavame

Q

1 Jp2+ (h+ 22 = (h + |2])
— +
4me,

e A N A )L

Potencial pole vodivé roviny je vyjadien ve valcovych soutadnicich. Dany po-

d, =

cosg|. (3.50)

tencidl mizeme vyjadfit v pavodné vybranych kartézskych soutadnicich:

1 o VT G = (b + 12D)] x
VX2 +y%+ (h+|z])? x2+y2x2 +y2 + (h+ |z|)?

Q

41e,

d, =

(3.51)

Nyni kdyz zndme potencial pole vodivé roviny, mizeme urcit plosny proud.
Nejprve ur¢ime vysledny potencial na povrchu vodivé roviny:

CD(Z—O)—(CDV'I_CDQ)z:o__Zﬂ]/S x? +y? <1_ JxE+y?+h? |
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(3.52)

Tecna slozka elektrické intenzity vysledného pole na vodivé roving je urcena
vztahem

E, = —gradg ®(z=0). (3.53)

Po dosazeni pak pro jednotlivé slozky gradientu (3.53) dostavame

£ = Qu h x? xz—y2<1 1 )
T 2mys xP 4y (\/xZ+yz+h2)3 x>+y?\h  [x2¥y2+n2)|

£ - Qu h xy 2xy (1 1 >
Y 2mys x2 4+ y? (JZryir ) ¥+ \h azyyrenz)|

(3.54)

Nasledné spocitame konvencni proud, ktery je roven soucinu ocu. Jelikoz
zname potencial vodi¢e — vztah (3.51), miZeme plo$nou hustotu o vypocitat ptimo

vvvvvv

konven¢ni proud mame vztah

Qu ysh + 2&qux

_— e, .
2 ([ yETRE)

ou =

(3.55)

Nakonec podle vztahu (3.12) uré¢ime jednotlivé slozky hustoty plosného
proudu pozorovaného v laboratorni soustave:

2g0ux

2 2 2
o Qu h Vsh (x +y)+y +x2_y2(1 1 >
IS 2w x? + y? (\/m)s’ x2+y2 \h [x2 + y2 + h?
. _Qu h xy 2xy <1 1 )
Jsy = o x% + y? (\/mf x2+y2 \h [xZ+yZ + hZ)|

(3.56)

Muzeme si v§imnout, jak vyplyva z (3.54), Ze kondukéni proud ysE neza-
visi na mérné plosné vodivosti. Ale musime si uvédomit, Ze pracujeme v linedrni
aproximaci, kdy zanedbavam ¢leny w" pro n = 2. Jedna se tedy o prvni ¢len rozvoje
hustoty plosného proudu. Pokud bychom potencial pole vodivé roviny rozvinuly do
vyssich radi, ziskali bychom plosny proud, ktery by na mérné plosné vodivosti jiz
zévisel.
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Jeste se zamysleme nad ptipadem, kdy yg — oo . Obdrzime na vodivé roviné
nulovy plosny proud? Odpovéd’ zni, ze neobdrzime. Diivod by mohl spocivat v roz-
dilné povaze chovani idealniho a neidealniho vodice. V piipad¢, ze vodi¢ mé nenu-
lovy elektricky odpor, je naindukovany naboj tazen ve sméru pohybu vodice. Kdezto
v ptipad¢ idedlniho vodic¢e naindukovany naboj ziistava v laboratorni soustaveé
v klidu. Okrajové podminky pro oba ptipady jsou rozdilné a limita yg — oo neda
spravny vysledek.

Na zavér spoctéme silu, ktera ptisobi na bodovy naboj:

F=-0Q (grad ch)x:O, y=0, z=h - (3.57)
Po dosazeni dostavame
(e )
F=—|—e, — . 3.58
16meoh? \ yq €x~ €z (3:58)

Z ptedchoziho vysledku vyplyva, Ze na bodovy naboj plsobi sila, jez ma i ne-
nulovou slozku ve sméru osy x, na rozdil od pfipadu, kdyby byla vodiva rovina
v klidu. Pokud by byl bodovy néboj volny, byl by tazen ve sméru pohybu vodivé ro-
viny, pfesn¢ jak jsme piedpokladali!
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Obr. 3.1. Kvalitativni znazornéni hustoty plogného proudu tekouciho na povrchu vo-

divé roviny pohybujici se ve sméru osy x, pii pohledu z laboratorni soustavy.
(Qu/(2m) =10"°A-m, w = 0,001,h = 1 m).

3.2.2. Bodovy niboj umistény v blizkosti rotujici vodivé kulové
skorepiny

Nasledné¢ spocitame posledni piiklad vénovany tomuto tématu. Méjme bodovy naboj,
ktery se nachazi v libovolném bod¢ r, = (rQ, Yo, (pQ) vné rotujici vodivé kulové sko-
fepiny (vodivé kulové plochy). Vodiva kulova skotfepina o poloméru R je izolovana,
otaci se rovnomérné s malou thlovou rychlosti w = we, (tedy rotuje okolo osy z) a
jeji stted splyva s pocatkem soutadnic. Kulova skofepina ma mérnou plosnou vodivost
¥s. Nasim tkolem, podobné jako v pfechozim ptiklad€, bude podrobnéjsi studium to-
hoto systému a urceni sily ptisobici na klidovy bodovy nabo;.

Danou ulohu Ize fesit 1 pro rotujici plnou kouli. Porovnanim rovnic (3.15) a
(3.16) lze odhadnout, Ze pomoci jednoho feSeni miizeme urcit feSeni druhé. Podobné
jako jsme to provedli v piikladu 2.3.3.
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Nejprve nalezneme rozklad potencialu bodového naboje, jak asi tusime, ve sfé-
rickych soutadnicich [6]:

%=1 1’QizlrlY*ﬂ Y@, 9), 1<
Q_47'[80|r—rQ|_go - 21+1TQ1+1 lm( Q:‘pQ) m\\, @), r To -

m=-—1
(3.59)

Funkce Yy, (9, @) oznaduji sférické harmonické funkce, které jsou definovany vzta-
hem [6]

2l+1) (U —m)!

P . P™(cos9)e™®, (3.60)

Yo (0, 9) = (—1)’”]

kde Py, (cos9) je pridruzenda Legendreova funkce. Sférické harmonické funkce jsou
komplexni funkce (realné proménné). Oznacenim Yy, (9, ¢) rozumime komplexné
sdruzenou funkeci k Yy, (9, ).

Ptredpokladejme, Ze potencial pole rotujici kulové skotfepiny 1ze napsat ve tvaru

©o l
Q
vi T gz Z T 1Rl+1 Ym(ﬁ ®), T<R, (3.61)

=0 m=-1

©o l
Q A, R
va = E_Z Z 21 -:11 1+1 lm( (P) r>R, (3.62)

kde A;,, oznacuje neznamé (obecné komplexni) koeficienty, které mohou byt i funkci
casu.

Ze vztahu (1.35) pro plosnou hustotu naindukovaného naboje vyplyva:

= Rgi i A Yim 0, @) . (3.63)

Ptredpokladejme, ze izolovana kulova skofepina je elektricky neutralni. Z orto-
gonality sférickych harmonickych funkeci:

2T T

] ] V218, )Yy (9, @) sin 9 A9 = OBy (3.64)

vyplyva, Ze pro ptipad nulového celkového naindukovaného naboje na povrchu
kulové skotfepiny musi byt Agy = 0. Potom suma ve vztahu (3.63) probihd od [ = 1.
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Nasledn¢ ur¢ime Ag @(r = R) = Ag [(val + CDQ)]rzR

0 1L+ 1)
As®(r=R) = - OR3ZZ 2+ 1 [

Yim(, @) .

R\
+ (r_> Yl:n(ﬁQ' <PQ)
Q

(3.65)

Dale uréime vyraz u - gradg o, kde rychlost u = u(9) oznacuje rychlost kaz-
d¢ho bodu na povrchu rotujici kulové skofepiny. Dand rychlost je u = wR sind e, .

Vyraz u - gradg o je tedy dan vztahem

u
u-gradg o = Rond ( ) = Z Z im A Yim @, 0) . (3.66)

=1 m=-1

Po dosazeni vyrazt (3.63), (3.65) a (3.66) do rovnice (3.16) a nasledné
uprave pak pro neznamé koeficienty A, dostavame soustavu diferencialnich rovnic

TR 2+ 1

&R 21+1

+1
A + iwml Ay = (—) Y (90, 90) . (3.67)

Rovnéz v tomto piipadé po jisté dobé nastane ustaleny stav, kdy A, = 0. Po-
tom koeficienty A;,, v pfipadé ustaleného stavu jsou dany vztahem

o (%) Yinto00) e
lm - . .
14i .goRw 21+1

Vs l(l + 1)

Potom potencial pole rotujici vodivé kulové skofepiny je

o l 1
_ 0 1 Y\ Yim(@Pg 90)Yim(d, )
@, _——EOer > o - R alT TR (369)

B (S

=

0 l 41 .
o __0 z Z L (R V(U0 9)Vim@ ) (3.70)
vz T T 149 EOR(U 21+ 1 ! ) )

Ys l(l + 1)

Nyni se zaméfme na urceni proudu tekouciho po povrchu kulové skotepiny.
Dany vypocet miizeme usnadnit ndsledujicim pfedpokladem:
&Rw 21+1

Jelikoz |m| < [, pak mame odhad

Im| < 1. (3.71)

20+ 1 20+ 1
I+ 1)

<2. (3.72)



Aby byl splnén predpoklad (3.71), musi byt na zdkladé odhadu (3.72) splnéna zesi-
lena nerovnost: 2egRw/ys < 1. Potom muzeme v linearni aproximaci psat

1 &Rw 21+ 1

~ 1 —

BRo 2+1 T ae ™
Ys l(l+1)

Pouzitim aproximace (3.73) mizeme pro potencial pole kulové skofepiny psat

(o) l 1

—Q 1 [r gRw 21 +1 ]
b, = ——- — 1—1 YE (9 ' Y, (9, ,
" eoer z 21 + 1<rQ> [ e s (90, 90)Yim (9, @)

(3.73)
1+i

=1 m=-1
(3.74)
& +1
_QZ 1 R? [ gRw 21 +1 ]
CD = — 1 —_ —_— Y* _'9 ) Y 19’ .
g i m=_121+1 T l ¥s l(l+1)m i (90, 00)Yim (9, @)
(3.75)

Pro celkovy potencial na povrchu kulové skotfepiny v kvadrup6lovém piiblizeni do-
stavame

0w 1+1 *
P =R)=~— }S }S Kl+1)<Q) V(9 90)¥im(®, @) (376)

Tecna slozka elektrické intenzity vysledného pole na vodivé roving je ur¢ena vztahem
E; = —gradg ®(r =R). (3.77)

Po dosazeni pak pro jednotlivé slozky gradientu (3.77) dostavame

[oe)

L 1+1 5
By =~ Rysz Z l(l+1)< ) Yzm(ﬁQ;‘PQ)@Yzm(ﬁ,qo),

=

00 l 1
YY) (Y i (0000 0) . (378)
¢ R)/Ssim?l1 ll(l+1) To mATQ ¥Q ) m LTy
=1 m=—

Konven¢ni proud ou je s pouzitim vztahu (3.63) roven

S _Qu smﬁz Z Ylm(ﬁQ»‘PQ)Ylm(ﬁ ®)
= o L jEoRw 2[+1 =
1= Vs l(l + 1)

o L 141
Qwsmﬁz Z <R> [ goRw 21 +1 ]
\To 1 D™ Y (Pe 90)¥im(@, ¢)

=0 m=-
(3.79)
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Potom podle vztahu (3.12) pro jednotlivé slozky hustoty plosného proudu pozorova-
ného v laboratorni dostavame

oo l +1
. Quw im R . 0
=53 3 () oo e

=1 m=-1
w 1+1
Qw sinﬁz Z { m [,eon m ]} R
S$p =~ — 2l+1 — X
Ise R 1 I[(l+1) ' Vs @i+D+ sin2 91) \rg
=1 m=-1
X Vi (90, 90)Yim (3, @) . (3.80)

Obr. 3.2. Kvalitativni zndzornéni hustoty plosného proudu tekouciho po povrchu ku-
lové skotepiny rotujici okolo osy z (zndzornéna ¢ern¢), pii pohledu z laboratorni sou-
stavy. (R=1m, rp =15m, 95 =n/3, =0, Q =1puC, w =1rad-s7},

g/¥s =0,01m™1-s).
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Obr. 3.3. Kvalitativni znazornéni hustoty ploSného proudu tekouciho po povrchu
stejné rotujici kulové skofepiny, tentokrat pii pohledu ,,ze strany*.

Nakonec vypocitejme silu, kterd ptisobi na bodovy nédboj. Pro jednoduchost
piedpokladejme, Ze se bodovy naboj nachazi v ekvatorialni rovin€ (9, = m/2), kdy

slozka F; je nulova. Sila plisobici na bodovy ndboj je urcena vztahem

F=-Q (grad ®,,) (3.81)

r=rq, 9=m/2, ¢=@q

Po dosazeni pro jednotlivé slozky sily F obdrzime

o 1 141 21+3 2
-—aw ) Darrily) MGl

=1 m=-1

) > L 2(1+1) )
"o = Rrs Zmz 1(1 ( ) |Ylm( <PQ)| - (3.82)

Ze vztahu (3.60) vyplyva:
2 2+ -m)
|Y”"( 90)| = 4r (1 +m)!

[P™(0)]2. (3.83)
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Po dosazeni (3.83) do (3.82) pro nenulové slozky sily dostdvame

_ 0 < l (—m)! (R .
k= " 4megR? ;mZ_l(l + Dm(%) [P™(0)]%,
© & 2(1+1)
_ Q% QI+1){U-m)! (R o
Fo = 47TR)/S; mZ;l I+ 1) (L +m)! m (a) [P[*(0)]°. (3.84)

Miizeme si v§Simnout, Ze sila pisobici na bodovy nédboj nezavisi na soufadnici
@q (1 v piipad€, Ze by se bodovy naboj nachazel mimo ekvatorialni rovinu). Zafixu-
jeme-li soufadnici 1y a 9, a budeme-li ménit soutadnici ¢, tedy bodovy naboj se
pohybuje po kruZznici, sila plisobici na bodovy naboj bude vzdy stejna. Tato skutec-
nost ptimo vyplyva ze symetrie daného problému.

Zaroven vidime, ze v piipad¢ rotujici vodivé skotfepiny piisobi na bodovy naboj sila,
ktera ma nenulovou slozku i ve sméru rotace kulové skofepiny.

3.3. Disipativni u€inky v disledku konecné vodivosti vodice

Dosud jsme se zabyvali silovym plisobenim na bodovy nédboj. Zjistili jsme, ze v di-
sledku elektrického odporu plisobi na pohybujici se bodovy ndboj mensi sila nez v pii-
pad¢ ideéalniho vodice.

Samoziejmé, Ze 1 na vodi¢ pusobi sila. Ale je silové plisobi na pohybujici se
vodi¢ ovlivnéno hodnotou jeho elektrick¢ho odporu?

Opét mame na mysli vodic, jehoz pohyb respektuje symetrii vodice. Jak jsme
jiz zjistili, pohybuje-li se vodi¢, je bodovy ndboj tazen ve sméru jeho pohybu. AvSak
bodovy ndboj je tazen ve sméru pohybu vodice v ptipadé, ze vodi¢ ma konecnou vo-
divost. Je-li vodi¢ idealni, tak v ptipad€ jeho pohybu neni bodovy naboj tazen ve sméru
pohybu vodice.

Uz ze samotného zakona akce a rekce vyplyva, Ze pokud na bodovy naboj pu-
sobi sila, jez ma nenulovou slozku ve sméru pohybu, tak na vodi¢ musi ptisobit sila,
jez ma nenulovou slozku proti sméru vodice. Sila piisobici proti sméru pohybu vodice
vyvola v ptipadé volného vodice brzdény pohyb. To znamena, ze v piitomnosti klido-
vého bodového naboje je volné se pohybujici vodic, jenz ma nenulovy elektricky od-
por, postupné zpomalovan.

PresvédcCivejsi dikaz o této skutecnosti mizeme podat na zéklad¢é zédkona za-
chovani celkové energie dané¢ho systému. Pohyb vodiCe v pfitomnosti elektrického
pole bodového néboje vyvolava ve vodici elektricky proud (v piipadé plosného vodice
teCe proud na jeho povrchu). Pii prichodu elektrického proudu neidealnim vodi¢em
se generuje Jouloevo teplo.
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Potom ze zdkona zachovani celkové energie vyplyva
d
a(T‘FV)‘FPe =0, (3.85)

kde T znaci kinetickou energii vodice, V je potencidlni energie a P, oznacuje elek-
tricky vykon, ktery je v ptipadé nulového odporu ¢i klidového vodice nulovy.

Vykon P, je vzdy kladny. Potom z rovnice (3.85) vyplyva, Ze ¢asova derivace
souctu kinetické a potencialni energie je zaporna. JelikoZ potencidlni energie vodice
zavisi na jeho pohybovém stavu, 1ze usoudit, Ze

d d _ d
T+ =T+, —T+V)>0. (386

Potom je Casova derivace rychlosti zdporna, coz znamena, Ze se jedna o zpomaleny
pohyb.

Pokud nastane jeden z ptipadu, kdy je elektricky vykon nulovy, tak ze vztahu
(3.85) ptimo vyplyva, Ze soucet kinetické a potencidlni energie vodice je Casove kon-
stantni, tedy rychlost volného vodice se neméni s Casem.

Jesté poznamenejme, Ze u rotujicich vodici je patrné hovofit o momentu sily
pusobici na vodic¢ konajici otacivy pohyb. Predpokladejme, ze dany vodic rotuje kolem
volné osy. V piipad¢, ze by moment sily ptisobici na rotujici vodi¢ mél jiny smér, néz
je smér osy otaceni, rotujici vodi¢ by vykonaval i precesi!

Pro shrnuti, existence nenulového elektrického odporu vodi¢e ma disipativni
ucinky na pohyb vodice.
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Zavér

V prvni kapitole jsme shrnuli jiz zndmé poznatky o chovani vodice v elektrostatickém
poli. Konkrétné jsme jako zdroj elektrostatického pole zvolili bodovy néboj. Zaroven
jsme predstavili nékteré metody nalezeni elektrostatického pole vodice nachazejiciho
se v pfitomnosti bodového naboje. Predevsim jsme vystihli feSeni Laplaceovy rovnice
pomoci metody separace proménnych. Jedna se vibec o nejucinngj$i metodu feseni
daného problému pro nejriznéjsi tvary vodici. M&me vSak na paméti, Ze ne ve vSech
vhodné zvolenych soutadnicovych systémech lze separovat Laplaceovu rovnici.
Avsak danou metodu separace proménnych je v podstaté mozné pouzit ve vSech nej-

vvvvv

Na zéklad¢ teSeni Laplaceovy rovnice pomoci metody separace proménnych
jsme odvodili obecny postup nalezeni elektrostatického pole vodice, plosné hustoty
naboje naindukovaného na povrchu vodice a silu, kterou je bodovy naboj k vodic¢i pfi-
tahovan. Zkonstruovany obecny postupu feseni je ponckud abstraktni. Proto pro lepsi
predstavu jsme danou ulohu fesili pro Ctyfi rizné tvary vodicii: nekonecnd rovina,
koule, rotacni elipsoid a nekonec¢né dlouhy valec.

Ve druhé kapitole jsme se snazili poznatky z elektrostatiky rozsifit na elektro-
dynamické problémy. Konkrétn€ jsme se zabyvali otazkou, jak se bude dany systém
vyvijet, pokud se bodovy naboj pohybuje. Pfedevsim jsme studovali pohyb volného
bodového naboje vyvolany vlivem silového plsobeni naboje naindukovaném na po-
vrchu vodice.

Pokouseli jsme se nalézt obecné relativistické feSeni, nebot’ Maxwellovy rov-
nice jsou konzistentni s teorii relativity. AvSak kvuli sloZitosti pfesného relativistic-
kého feSeni jsme se zaméfili na jednodussi kvazistatické feSeni, které pfipousti malé
rychlosti a zrychleni bodového naboje. V ptipadé elektrodynamickych problémt mu-
sime hovofit o elektromagnetické interakci bodového néboje s vodicem. Kvazistatické
pfiblizeni v§ak umoziuje vliv magnetického pole zcela zanedbat. Tedy k vyteSeni da-
ného problému staci urcit pouze elektrické pole vodice. Zaroven kvazistatické feSeni
pfinasi i jedno dalsi zjednoduSenti, a tim je zanedbani vlivu elektromagnetického zafeni
na pohyb bodového néaboje.

Nasi teorii vybudovanou pro elektrodynamické problémy jsme rovnéz podpo-
fili feSenim ndmi zvolenych ptikladl. Nejprve jsme studovali pohyb bodového néboje
umisténého nad idedln¢ vodivou nekonecnou rovinu. Kromé kvazistatického feseni se
nam podafilo za jistych aproximaci (zjednodusili jsme vztah pro vypocet retardované
polohy) nalézt i relativistické feseni, které se u ostatnich tvarti vodict hleda velmi ob-
tizné.

Nasledné jsme uvazovali ptipad, kdy vodiva rovina ma urcity nenulovy elek-
tricky odpor. Dany problém jsme fesili pouze v kvazistatickém piiblizeni, a to jeste ve
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vybranych aproximacich. Pro jednoduchost jsme danou tlohu o pohybu bodového né-
boje fesili v linearizované aproximaci potencialu vodice. Potom bylo mozné pro feSeni
pohybové rovnice pouzit Laplaceovu transformaci jako mocny nastroj pro feSeni inte-
gro-diferencialnich rovnic. Nakonec jsme uvazovali pfipad, kdy ma vodiva rovina vy-
sokou vodivost, coz vyrazné zjednodusilo nalezeni vzoru k obrazu Laplaceovy trans-
formace polohy bodového néaboje.

Déle jsme fesili ulohu o pohybu bodového naboje umisténého vné vodivé
koule. V tomto piipad¢ jsme rovnou uvazovali kone¢nou vodivost. Pro srovnani jsme
dany problém fesili pro plnou kouli a kulovou skotepinu. V obou ptipadech jsme jako
vysledek uvedli Laplaceovu transformaci polohy bodového néaboje.

Ve treti kapitole jsme se zabyvali interakci bodového naboje a pohybujiciho se
vodice. Pfedevsim jsme se zaméfili na jeden specidlni ptipad pohybu, a tim byl pohyb
vodice respektujici jeho symetrii. V podstaté jsme poznatky ziskané z druhé kapitoly
rozsifili na pfipad pohybujiciho se vodice. Konkrétné se ndm podafilo zobecnit Ohmuv
zakon, ktery je platny i pro pohybujici se vodi¢. Na zaklad¢ transformacnich vlastnosti
elektromagnetického pole jsme odvodili i ,,relativisticky* Ohmiv zdkon. Ale pro jed-
noduchost jsme se podrobnéji zabyvali ptipady, kdy rychlost vodice je ve v porovnani
s rychlosti svétla mala. Potom bylo mozné, za ptedpokladu potencidlniho pole v sou-
staveé spojené s vodicem, povazovat elektrické pole vodice v laboratorni soustavé rov-
néz za potencialni.

Také jsme se domnivali, ze pokud ma vodi¢ kone¢nou vodivost, jeho pohyb
vyvola takovou silu, kterd vynucuje pohyb bodového naboje i ve sméru pohybu vo-
dice. Spravnost nasi domnénky jsme ukazali na dvou systémech: klidovy naboj umis-
tény nad pohybujici se vodivou rovinou a klidovy néboj umistény v blizkosti rotujici
kulové skotepiny. V obou piipadech jsme spocitali proud tekouci po povrchu dané¢ho
vodice a silu, ktera pisobi na bodovy naboj.

Na zavér jsme se zabyvali chovanim volné pohybujiciho se vodice v elektro-
statickém poli bodového naboje. Zjistili jsme, ze v ptipad¢ nenulové odporu je pohyb
vodiCe zpomalovan a za jistych situaci mtize rotujici vodi¢ vykonavat i precesi.

Nami zvolené modely (aproximace) dobfte vystihuji situaci, kdy se bodovy na-
boj nepohybuje ptili§ blizko vodice. Ve vétsich vzdalenostech od vodice je sila piiso-
bici na bodovy naboj mensi, a tudiz bodovy naboj dosahuje i mensich rychlosti a
zrychleni. Pravé za téchto podminek je mozné pouzit kvazistatické ptiblizeni. Zaroven
jsme se dopoustéli jistych aproximaci v ptipad¢ vodici s vysokou vodivosti. Protoze
vétsSinu béznych vodicil Ize povazovat za dobré vodice (vodice s vysokou vodivosti),
muizeme nase aproximacni feSeni pouzit v mnoha béznych nerelativistickych situaci.

Na druhou stranu nami zkoumané jevy spojené s konecnou vodivosti jsou tim

vvvvvv
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jsou vyse popsané jevy (jako ,,zmenSena* urychlujici sila ptisobici na bodovy naboj ¢i
tazna sila ptisobici na bodovy naboj ve sméru pohybu vodice) nepatrné.

Pokud se bodovy nadboj pohybuje ve vétsi blizkosti vodice, objevi se silné elek-
tromagnetické zafeni, se kterym se poji slozit€jsi fyzikalni procesy, o kterych jsme
vibec nehovofili.

Zminili jsme se, Ze dosavadni poznatky o chovani vodi¢li vystavenych elek-
trickému poli se bézné€ vyuzivaji v praxi. Pfikladem miiZzeme uvést Faradayovu klec
nebo bleskosvod.

Polozme si otazku, zda se mtizeme setkat s takovym systémem jako je bodovy
naboj umistény v blizkosti vodice. Svym zptsobem tu existuje jeden ,,problém* — sa-
motna podstata bodového naboje. Jedna se o fyzikalni idealizaci. V ptirod¢ se zadné
bodové naboje nevyskytuji! Na druhou stranu je znamo, Ze elektrické pole vné homo-
genné¢ nabité koule presné odpovida elektrickému poli bodového néboje. Tedy elek-
trické pole homogenn¢ nabité koule mizeme modelovat polem bodového néaboje.

Ukazme si nasledujici ptiklad, ktery mizeme modelovat jako bodovy néboj
nachazejici se v blizkosti vodivé roviny. Piedstavme si, Zze se nachazime v urcitém
misté rozsahlém planiny (niziny). Pfedpokladejme, ze nad planinou se objevi boui-
kovy mrak, ktery ponese jisty elektricky naboj. Samotna Zemé je vodiva, proto v da-
sledku existence boutkového oblaku se na povrchu planiny indukuje jisté rozlozeni
elektrického naboje.

Uvazujme, ze boutkovy mrak je cumulonimbus a s jitou mirou pfedstavivosti
dany mrak povazujeme (aproximujeme) za homogenn¢ nabitou kouli. (Uvazujeme, ze
z multipdlového rozvoje ma nejvétsi vliv prvni €len odpovidajici elektrickému poli
bodového néboje — nabité koule.)

Soustavu boutkovy mrak nachazejici se nad rozsahlou planinou mizeme pro
jednoduchost nahradit soustavou bodovy naboj nachéazejici se nad uzemnénou vodivou
rovinou.

Budeme-li chtit urcit velikost elektrického néboj v mraku (alespont v jeho
spodni ¢asti), mizeme u povrchu zemé zméfit elektrickou intenzitu a z jeji znamé hod-
noty nasledné dopocist velikost naboje nachazejiciho se v bourkovém mraku. Pfi¢emz
pro vypocet vyuzijeme zjednodusujiciho modelu bodovy naboj nachéazejici se nad
uzemnénou vodivou rovinou. Takovym zpusobem je opravdu mozné nalézt (odhad-
nout) velikosti elektrického naboje v mracich. AvSak nesmime zapomenout, ze Zemé
ma své elektrické pole, které je potieba brat v tavahu.

To jsme si ukazali elektrostaticky ptipad. Uved'me i elektrodynamicky ptipad,
kdy studujeme pohyb bodového naboje (nabité kulicky) vyvolany vodi¢em, ktery se
muze tieba i pohybovat.

92



Dobrym ptikladem muze byt pohyb elektricky nabité koule v blizkosti klidné
nebo dokonce rotujici Cerné diry, kterou nékdy modelujeme jako membrana o odporu
377 Q. Tedy poznatky o interakci bodového naboje a pohybujicich se vodici (s urci-
tym elektrickym odporem) by mohly byt vyuzity naptiklad v astrofyzice.

Takovych ptikladi, at’ uz vice ¢i méné béznych, mizeme vymyslet celou fadu.
Tudiz studium interakce bodového ndboje a vodici, tieba 1 pohybujicich se, ma roz-
hodné smysl, a to at’ uz v teoretické nebo aplikované fyzice.
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