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Uvod

Pojem vzdalenost je v ramci zakladoskolské a stredoskolské matematiky chéa-
pan pomérné jednoznacné, at uz se jedna o vzdalenost dvou bodti, bodu a primky,
dvou primek atd. Je velmi intuitivni, mame-li dany napriklad dva body v roviné,
hledat jejich vzdélenost jako délku usecky spojujici dané body. V bézném zivoté
by nam ale casto tato vzdalenost nepodala prilis praktické informace, protoze
v cesté mezi dvéma misty muze stat mnoho prekazek. Budeme-li napriklad meé-
it vzdalenost mezi dvéma mésty pro tucely cesty automobilem, musime pracovat
s délkou silnic, které se rizné zataci, roli muze také hrat prevyseni apod. Geome-
trickym vypoctim odpovidajici vzdalenost ,,vzdusnou c¢arou slouzi spise k praci
s mapami, pripadné pro cestovani letadly apod.

V tec¢i matematiky je proto potteba vzdalenost presnéji definovat. Ptichézi na
rfadu obecnéjsi pojem, tzv. metrika. Existuji riizné metriky, zélezi jak na vstupni
mnoziné bod1, jejichz vzdéalenost budeme hledat, tak i na zptisobu méreni, ktery
zavedeme. O bézné vyuzivané vzdalenosti v skolské geometrii zde budeme ho-
vorit jako o eukleidovské metrice. V této préaci se potom budeme blize zabyvat
dvéma dalsimi metrikami, manhattanskou a maximovou, které obé vyuzivaji mé-
feni vzdalenosti ve dvou navzajem kolmych smérech.

S pomoci pojmu vzdalenost zavadime jiz na zakladni skole rizné mnoziny bodi,
které maji danou vlastnost. Jedna se napriklad o kruznici jako mnozinu vsech
bodu v roviné stejné vzdalenych od jednoho stredu apod. Jelikoz tato a dalsi
definice mnozin bodu od zacatku pracuje s pojmem vzdéalenost ve smyslu euklei-
dovské metriky, vyvstava zde otazka, jak by dané mnoziny vypadaly s vyuzitim
jiné metriky.

V prvni kapitole této prace uvadime struény prehled nutnych pojmu pro praci
v ruznych metrickych prostorech. Déle jsou zde popsany rtzné mnoziny bodu
danych vlastnosti, s kterymi se ve skolské geometrii bézné pracuje.

Kapitoly 2 a 3 jsou vénovany prehledu mnozin z prvni kapitoly, a sice jak budou
tyto mnoziny vypadat s vyuzitim zminéné manhattanské a maximové metriky.

Posledni kapitola této prace je vénovana aplika¢nim tloham, které byly autorkou
v rdameci diplomové préace vytvoreny. Ulohy tvoif uceleny vyukovy material, ktery
muze slouzit zakim od zakladnich po stfedni skoly k nastinéni prace s jinou nez
eukleidovskou metrikou.



1. Teoreticky tvod

Jadrem prace je zkoumani mnozin bodl danych vlastnosti v roviné s vyuzitim
ruznych metrik. Nejprve uvedeme pojmy, které budeme v praci vyuzivat, tj. napii-
klad co je to metricky prostor, metrika, co znamena, Ze je metrika neeukleidovska
apod. Definice a jejich popis vychézeji z [1].

1.1 Metricky prostor a metrika

Definice 1. Nechf P je dana mnozina. Necht g je kone¢na funkce v oboru P x P
takova, ze

L o(z, x) =0; = #y = oz, y) > 0;
2. o(z, y) = oly, v);
3. oz, z) < o(x, y) + oy, 2).

Pak rikame, Ze o je metrika v P. Usporadand dvojice P (P, o) se nazyva metricky
prostor.

Zakladni metrikou, ktera je nasemu kazdodennimu vnimani nejblizsi a zname ji
uz ze zakladoskolské matematiky, je metrika eukleidovskd. Metriku nékdy také
zjednodusené oznacujeme pojmem vzdalenost a chapeme ji jako nejkratsi spoj-
nici dvou bodt. U eukleidovské metriky to znamena vzdalenost nalezenou tzv.
,vzdusnou carou”. Jeji vypocet definujeme takto:
oc(z, y) = (Zry (2 — )°)2 na R™; x, y € R

Ovérime, zda vypocet splnuje vlastnosti metriky. Prvni vlastnost vidime okamzité
z definice, pokud x = y, vSechny s¢itance budou rovny 0. Pro x # y dostavame
vzhledem k umocnéni vzdy kladné ¢islo. Diky umocnéni plati i druha vlastnost,
protoZe druhd mocnina je symetricka funkce, neboli (x; —y;)* = (y; —x;)?. Ovéieni
treti vlastnosti, tzv. trojihelnikové nerovnosti, je pracnéjsi, viz napt. [I} str. 41].
V celé praci se budeme pohybovat pouze v roviné. Eukleidovsky metricky prostor
P. (R2, o.) budeme déle v praci znacit zkracené P,.

1.2 Neeukleidovské metriky

V této sekci uvedeme dalsi metriky, které budeme v praci dale pouzivat, sou-
hrnné nazyvané neeukleidovské.

1.2.1 Manhattanska metrika

Prvni metrikou je tzv. manhattanskd metrika (nékdy také taxikdrska, NYC
a jiné). Uz jeji ndzev ndm muZe napovedét princip této metriky a s ni souvise-
jici chapéani vzdalenosti. Jestlize se napt. taxikar pohybuje po meésté, délku trasy
od jednoho mista k druhému nelze mérit pomoci eukleidovské metriky, jelikoz
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bychom ziskali vzdalenost vzdusnou carou. Misto toho vyuzijeme manhattan-
skou metriku. Pojem vzdalenost budeme chapat tak, jako by taxikar prekonaval
danou trasu po kolmych ulicich na Manhattanu. Trasa mezi dvéma body se bude
skladat z navzdajem kolmych tsecek. S vyuzitim ulic bychom ziskali pouze body
nalezici ¢tvercové siti, v odvozenich budeme nicméné jako vstupni mnozinu boda
uvazovat celou eukleidovskou rovinu se zvolenou kartézskou soustavou soutradnic
(dale KSS). Ctvercovou sit budeme vyuzivat pii znédzornéni mnozin pro zajis-
téni lepsi orientace v roviné. Délku strany jednoho ¢tverecku v siti polozme rov-
nou 1. Manhattanskou metriku budeme dale v praci znacit o,,, metricky prostor
s manhattanskou metrikou P, (R?, o,,), zkrdcené P,,. V¥pocet o, definujeme n4-
sledovné:

om(z,y) =30 [(w —yi)| naR?* z, y e R

Opét je treba oveérit, zda se jedna o metriku dle definice uvedené v podkapi-
tole 1.1. Podobné jako u metriky eukleidovské prvni dvé vlastnosti vidime piimo
z predpisu vzdélenosti. Pro x = y budou vSechny sc¢itance rovny 0, pro x # y diky
absolutni hodnoté kladné. Absolutni hodnota zajistuje i platnost druhé vlastnosti,
jelikoz se jedna také o symetrickou funkci. Ditkaz platnosti tfeti vlastnosti, troj-
thelnikové nerovnosti, lze nalézt napt. v [2] str. 18-19].

Priklad hledani vzdélenosti s vyuzitim manhattanské metriky je znédzornén v obr.
[I.1} Oproti eukleidovské metrice mizeme pozorovat vyznamny rozdil v tom, Ze
nejkratsi cesta od jednoho bodu k druhému uz neni jednoznacné. V obrazku jsou
naznaceny dvé mozné cesty, je jich ale nekonec¢né mnoho.

|AB]

|AB|

Obrézek 1.1: Vzdalenost bodu v P,



1.2.2 Maximova metrika

Druhou neeukleidovskou metrikou, pomoci niz budeme mnoziny bodu zkou-
mat, je tzv. maxrimovd metrika. Vstupni mnozinou pro nas bude, stejné jako v pri-
padé manhattanské metriky, eukleidovska rovina, v niz mame zvolenou KSS. Jak
napovidd nazev, bude nas zajimat vzdalenost v urc¢itém smyslu maximéalni. Tuto
metriku bohuzel nelze popsat na prikladu tak intuitivnim jako metriku manhat-
tanskou ve vztahu ke kolmym ulicim. Princip maximové metriky je lépe pocho-
pitelny za pomoci obr. [1.2] v némz vidime tii body Alas, as], Blbi, bs], Clex, cal.
Pii urceni vzdélenosti bodii se zaméfime na jejich souradnice. Obdobné jako
u manhattanské metriky se budeme pohybovat pouze ve sméru os = a y. Vysled-
nou vzdélenosti zde nicméné nebude soucet délek vzniklych tsecek, nybrz ma-
ximum ze vzdalenosti ,urazenych“ v obou smérech. PopiSeme konkrétné tento
princip na bodech A a B. Abychom se z bodu A dostali do bodu B, musime
urazit vzdalenost 2 ve sméru osy x a vzdalenost 3 ve sméru osy y. Vyslednou
vzdalenosti |AB| je maximum z téchto hodnot, tj. |AB| = 3. Obdobné bychom
postupovali pro vzdélenosti |AC| =4 a |CB| = 5.

C |BC|

AC) | B

Obrézek 1.2: Vzdalenost bodu v Py,

Maximovou metriku oznacime g, maximovy metricky prostor Pu, (R?, 0o ),-
zkracené P... Vypocet o, definujeme takto:

0o (T, Y) = mawi—y |z —yil naR% 2,y € R

Jelikoz pracujeme stale pouze v roviné, vzdalenost dvou bodi v tomto metrickém
prostoru ziskame tak, ze porovname rozdily obou souradnic bodi a vybereme
jejich maximum. Ovérime, zda takto definovana vzdalenost splnuje vlastnosti
metriky. Prvni dvé vlastnosti opét vidime snadno. Po dosazeni x = y dostavame
Oco(x, ) = mawx;—y, 2|0] = 0. V jinych piipadech diky absolutni hodnoté bude
vzdy 00o(x, y) > 0. Absolutni hodnota je symetricka funkce, tedy i g, musi byt
symetrickd. Odvozeni platnosti trojuhelnikové nerovnosti mizeme nalézt napti-
klad v [3, str. 42].



1.3 Mnoziny bodd danych vlastnosti

V dalsich kapitolach této prace budeme postupné zkoumat rtizné mnoziny
bodl danych vlastnosti v riznych metrickych prostorech, zde uvedeme jejich pre-
hled. Definice mnozin M; az Mjy lze nalézt v ucebnicich matematiky pro zakladni
i stfedni skoly, napt. v [4, str. 89-96]. Definice kuzelosecek muzeme nalézt v uceb-
nicich analytické geometrie anebo deskriptivni geometrie, napf. [5]. U vSech mno-
zin uvedeme jejich definici, mnozinovy zapis a grafické znazornéni.

Definice 2. Mnozina M bodi dané vlastnosti je mnozina bodu v roviné, které
splnuji:
1. kazdy bod z mnoziny M mé danou vlastnost,

2. kazdy bod roviny, ktery ma danou vlastnost, patii do mnoziny M.

KruZnice (mnozina M)

Kruznici nazveme mnozinu vsech bodi, které maji od daného bodu S danou
vzdalenost r. Bod S nazyvame stiedem kruznice, vzdalenost r nazyvame polomé-
rem kruznice.

Necht je déno redlné ¢islo r > 0 a stfed S, bino S = [0, 0]. Pro libovolny bod
Xz, y] kruznice M; podle vyse uvedeného plati:

|ISX|=r
JO—22+0—y2=r
I2+y2:7“2

Mnozinu M; znézornénou v obr. [I.3] tak zapiSeme:

My ={X = [z, y]; 2° +y* =1}

Obréazek 1.3: Kruznice



Osa tsecky (mnozina M)

Mnozinou vsech bodt, které maji stejnou vzdéalenost od dvou danych navza-
jem ruznych bodu A, B, je osa usecky AB.

Necht jsou dédny body A = [ay, a1] a B = [by, by], viz obr.|[1.4] Pro bod X = [z, y]
mnoziny My plati:

XAl = |XB|
V@ —a)? 4+ (y —a2)? = /(x — 01)2 + (y — b2)?

(x —a)’ + (y — a2)* = (z = b1)* + (y — ba)”
(z—a1)® = (2 = b1)* = (y — b2)* — (y — a2)?
—2za; + a? 4 2xby, — b2 = —2yby + b3 + 2yay — a’
—2x1a1 + 2xby + 2yby — 2yas + a% + ag — bf — b% =0
ai+a3—bi—b3
2
x(ay —b1) +ylag —by) +¢c=0

xa; — xby — yby + yas +

Vysledné rovnice je obecnou rovnici primky, pro zjednoduseni tvaru rovnice jsou
konstantni hodnoty, které maji vliv pouze na posunuti primky, na poslednim
radku nahrazeny pismenem c. Mnozinu M, 1ze tedy vyjadrit ve tvaru:

K

K
!

Obréazek 1.4: Osa tsecky



Osa rovnobézek (mnozina M;)

Mnozinou vsech bodt, které maji stejnou vzdéalenost od dvou danych navza-
jem raznych rovnobézek p, q, je osa rovnobeZek.

Méjme dvé rizné rovnobézné primky p, q. V odvozeni budeme vyuzivat obecné
rovnice primek ve tvaru ax+by+c = 0 . Koeficienty a, b v tomto tvaru predstavuji
jednotlivé souradnice normalového vektoru primky. Vzhledem k tomu, zZe se jedna
o rovnobézky, musi byt normdlovy vektor jedné primky nenulovym nasobkem
normalového vektoru druhé primky. Bino budeme dale pracovat s rovnicemi ve
tvaru p: ar+by+c =0aq: y = ar+by+d = 0 se shodnym normalovym vektorem,
jelikoz tvar rovnice lze vzdy upravit vynasobenim vhodnym nenulovym cislem.
Rovnice se lis{ pouze v koeficientu posunuti. Pro bod X[z, y| mnoziny Mj; plati:

[ Xp| = [Xq]
lax + by +c|  |ax + by + d|

lax 4+ by + ¢| = |ax + by + d|

Abychom mohli odstranit absolutni hodnotu, rozdélime nyni rovnici na dva pri-
pady:

ar +by+c=ar+by+d
ax + by + ¢ = —(ax + by + d)

Prvni rovnice bude platna pouze v pripadé, kdy ¢ = d, neboli se jedna o totozné
primky. My jsme vSak v definici pozadovali dvé rizné rovnobézky, tuto variantu
proto neuvazujeme. Druhou rovnici miizeme dal upravovat:

20 +2by +c+d =0
c+d

0
2

ax + by +

Ziskali jsme znovu obecnou rovnici primky, kterd ma stejny norméalovy vektor
(a, b) jako primky p, ¢ a koeficient posunuti je aritmetickym priamérem koeficientu
¢ a d. Mnozinou M3 je proto primka rovnobézna s primkami p, ¢, kterda ma od
obou stejnou vzdalenost. Mnozina je zndzornéna v obr. [I.5 ¢islo h znazornuje
stejné vzdalenosti mezi primkami.

ct+d

Ms ={X = [z, y]; ax+ by + 5 =0}




Obrazek 1.5: Osa rovnobézek

Ekvidistanta primky (mnozina M,)
Mnozinu vsech bodu, které maji od dané primky p danou vzdalenost v, nazy-

vame ekvidistanta primky p.

Je dana ptfimka p: ax + by + ¢ = 0 a vzdalenost v > 0. Pro kazdy bod X = [z, y]
mnoziny Mj plati:
[ Xpl=v
laz + by + ¢|
_— =

Va? + b?

Buno predpokladejme ze va?+ b = 1, tj. Ze velikost normélového vektoru
primky p je rovna 1. Potom ziskame:

lax +by+c|=v

Nyni opét potfebujeme odstranit absolutni hodnotu, a tudiz rozdélime rovnici na
dvé varianty:

ar +by+c==+v
ar+by+cFv=0
Vysledné rovnice odpovidaji obecnym rovnicim dvou primek lisicich se od pi-
vodni rovnice ptimky p pouze v koeficientech posunuti. Jedna se o dvé rovno-

bézné primky lezici v navzajem opacnych polorovinach s hrani¢ni primkou p ve
vzdélenosti v od dané primky p (obr.|1.6)). Mnozinu M, mizeme vyjadrit ve tvaru:

My={X=[z,y]; ax+by+c+v=0; ax +by+c—v =0}
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Obrézek 1.6: Ekvidistanta primky

Osy ruznobézek (mnozina M;)

Mnozinou vsech bodti, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych navza-
jem ruznych rtznobézek p, q, jsou osy ruznobezek.

Méjme dvé ruzné piimky p: a1z +biy+c¢=0a ¢: agx + bey +d = 0 viz obr. [1.7]
Btno predpokladejme, ze ¢ = d = OH Pro bod X[z, y| z mnoziny Ms plati:

a1z + biy|  [agx + byyl

\Vai + b} B \/a3 + b3

Jmenovatele mizeme odstranit za predpokladu, ze se velikosti normalovych vek-
tort rovnaji. To nemusi obecné platit, ale diky volbé primek prochazejicich pocat-
kem muzeme jejich rovnice libovolné vynasobit tak, aby se pravé velikosti norma-
lovych vektorti rovnaly. Dale se proto miizeme zabyvat pouze rovnosti absolutnich
hodnot v citatelich:

a1z + biy| = [a2z + by
Pti odstranéni absolutni hodnoty ziskdvame opét dvé varianty rovnice:
a1z + by = £(azx + bay)
a1x 4 biy = Fasx £ bay
a1 F ag® + b1y F by =0
z(ar F az) +y(b1 Fbs) =0

Vysledny tvar mnoziny odpovidd obecnym rovnicim dvou pfimek. Mnozinu Mj
lze proto zapsat ve tvaru:

M5 = {X = [SC, y], LE(CLl + CLQ) —|—y(b1 + bg) = 0; :c(al — CLQ) +y(61 — bg) = O}

1Za téelem zjednoduseni prace s rovnicemi piimek pracujeme pouze s piimkami proché-
zejicimi pocatkem. Toto opatieni neméa vliv na platnost nasich zjisténi ve vztahu k obecnym
poloham primek, jelikoz vypocet vzdalenosti pomoci manhattanské metriky je zavisly pouze na
smeéru souradnicovych os, nikoli na konkrétni volbé jejich polohy. Podobnym zptusobem budeme
postupovat i u dalsich mnozin a metrik.
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Obrazek 1.7: Osa ruznobézek

Elipsa (mnozina Mjg)

Mnozinou vsech bodi, které maji od dvou danych rtznych boda E, F kon-
stantni soucet vzdalenosti vétsi nez vzdalenost danych bodi, je elipsa.

V obr. [I.§ jsou oznaceny zakladni charakteristiky elipsy. Podrobny popis téchto
pojmu muZeme nalézt napf. v [6] nebo v jinych stiedoskolskych uéebnicich ana-
lytické ¢i deskriptivni geometrie. Body E, F' nazyvame ohniska elipsy, bod S je
stfed elipsy, body A, B hlavni vrcholy, body C, D vedlejsi vrcholy. Hlavni poloosa
elipsy je vzdalenost a = |AS| = |BS|, vedlejsi poloosa b = |CS| = |DS|. Cislo
e = |ES| = |FS| je excentricita elipsy.

V uéebnici [6] nalezneme i podrobné odvozeni analytické rovnice elipsy. Zde pouze
uvedeme, jakym zptisobem elipsu umistime do soustavy souradnic, abychom zis-
kali pozadovany tvar rovnice.

Stred S tusecky FF volime v pocatku soustavy soutadnic. Hlavni osu elipsy zto-
toznime s osou = a dostavdme soutadnice bodu FE, F' takto: E[—e, 0], Fe, 0].
Vedlejsi osa elipsy bude splyvat se souradnicovou osou y. Pii téchto predpokla-
dech ziskdvame rovnici elipsy:

2 2
T Y
a b

P1i tomto znaceni muzeme vysSe zminény konstantni soucet vzdalenosti vyjadrit

|EX|+|FX|| = 2a > |EF] pro libovolny bod X elipsy. Viechny body budou

tvorit mnozinu:

Mg = {X[:B, y];

[EX|+|FX|| = 2a}.
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Y

S[0,0] F[+e, 0] /B =«

D

Obréazek 1.8: Elipsa

Hyperbola (mnozZina M;)

Mnozinou vsech bodu, které maji od dvou riznych bodt F, F konstantni abso-
lutni hodnotu rozdilu vzdalenosti mensi nez vzdalenost danych bod, je hyperbola.

Pro jednotlivé charakteristiky hyperboly pouzivame stejné oznaceni jako u elipsy.
Body E, F nazyvame ohniska, body A, B vrcholy hyperboly. Bod S je stied hy-

perboly. Hlavni poloosa hyperboly je vzdalenost a = |AS| = |BS]|, ¢islo e =
|ES| = |FS| je excentricita hyperboly.

y S M

S[O, 0] @ B Fle0 T

Obréazek 1.9: Hyperbola

Obdobné jako u elipsy nebudeme uvadét podrobné odvozeni rovnice hyperboly,
lze je nalézt opét v [6]. Pro upfesnéni pouzivanych pojmi ale uvadime obr.
znazornujici popis zakladnich charakteristik hyperboly a jeji umisténi v soustavé
soutadnic, z néjz lze odvodit rovnici

LA
a2 v
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Podstatné pro nas bude vyjadreni dané vzdalenosti bodii mnoziny od ohnisek
E. F| tj. ’|EX| — |FX|’ = 2a < |EF| pro libovolny bod X hyperboly. Hyperbolu
muzeme tedy vyjadrit jako mnozinu:

My = {X[.I, y];

|EX| - |FX|| = 2a}.

Parabola (mnozina My)

Mnozinou vsech bodi, které maji shodnou vzdédlenost od daného bodu F
a dané primky p, kde F' ¢ p, je parabola.

Bod F' nazveme ohniskem paraboly a ptimku p fidici primkou paraboly. V této
praci se budeme i v dalsich metrickych prostorech zabyvat prevazné tvarem pa-
raboly ve specidlnich polohéch, k jejich odvozeni budeme vyuzivat vzdalenosti
bodi, sta¢i ndm proto vyjadieni mnoziny na zdkladé definice, viz obr. [I.10}

My = {X[z, y]; [pX|=|FX]|}.

Obrazek 1.10: Parabola
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2. Manhattanska metrika

V této kapitole predstavime, jak budou jednotlivé mnoziny bodt danych vlast-
nosti vypadat v manhattanském metrickém prostoru P,,. Jelikoz nasi vstupni
mnozinou bodu je eukleidovska rovina, jednotlivé body mnozin budeme charak-
terizovat klasicky pomoci kartézské soustavy souradnic (KSS). Nékteré z mnozin
lze nalézt v knize Taxicab geometry ([7]), kde se také nachézi ruzné dalsi tlohy
vyuzivajici manhattanskou metriku. Nékolik tloh lze téZ nalézt v [§].

2.1 Kruznice (M{")

Prvni mnozinou, kterou se budeme zabyvat v prostoru P,,, je kruznice. Za
stted kruznice budeme buino povazovat pocatek KSS. Diky tomu mtzeme kruz-
nici M{" o poloméru r pomoci metriky g, vyjadrit nasledovné:

M" =A{X = [zy]; [x] + |y| = r}

Z tohoto vyjadreni plyne, Ze vyslednd mnozina se bude skladat z casti grafa
linearnich funkeci se smérnici +1, a to tak, tvori hranici eukleidovského ctverce.
Priklady kruznic ' M7, 2 M, 3 M se zvolenymi poloméry 1, 2 a 3 jsou znézornény

v obr. 211

Obrazek 2.1: Kruznice v g,,

2.2  Osa tsecky (MJ")

Druhou zkoumanou mnozinou je osa tsecky. Dle definice hledame body, které
budou stejné vzdaleny od krajnich bodu Ala;, as| a B[by, bs] tsecky AB, tj.:

M3 =A{X = [z,y]; | XAl = | X B[}

Problém rozdélime na nékolik pripadii, nejprve projdeme specialni polohy bodu
A, B, a nasledné i obecnou polohu.
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Nejjednodussi situace nastane, pokud se oba body A, B shoduji v jedné sourad-
nici. Méjme naptiklad a; = by, neboli oba body maji shodnou z-ovou soutradnici.
Pouzijeme-li vzorec pro vypocet vzdélenosti g,,, hleddme body X|[z, y] splnujici:

[z —ai] + |y — as = [z = bi| + |y — by
Po dosazeni shodnych soutradnic ziskavame:
[z —ai| + |y — ao = [z — a1] + [y — by
ly — as| = |y — by

Abychom ziskali platnou rovnost, musi se obé absolutni hodnoty rovnat. Vzhle-
dem k tomu, ze body A, B jsou riizné, dosdhneme toho pouze v pripadé, ze vyrazy
Yy — as a y — by budou navzajem opacné.

(y —az) = —(y — bo)
y—ay=—y+by

2y:a2—|—b2
_CL2+b2
YT

Souradnice y tak musi pro vSechny body mnoziny MJ" byt rovna aritmetickému
primeéru souradnic ag, by. Vyslednd mnozina bodt je tak v tomto pripadé stejna
jako osa tsecky v eukleidovském metrickém prostoru P, kde se jedna o primku
kolmou k tsecce a prochazejici jejim stredem. Stejnym zptisobem bychom ziskali
mnozinu MJ" i pri volbé shodnych y-ovych soufadnic bodi A, B, oba pripady
jsou zndzornény v obr. 2.2}

A Yy Y
My

rm
M;

P, WU VR S S—

L ks el e °

Obréazek 2.2: Osa tsecky v g, |

Druhym specidlnim pfipadem jsou vsSechny usecky kolmé na osu 1. ¢i
2. kvadrantu. Buno odvodime tvar mnoziny MJ]" pro usecku kolmou na osu 1.
kvadrantu, druhy pripad bychom nalezli analogicky. V tomto pripadé pouzijeme
k nalezeni mnoziny prvni mnozinu bodt, kterou jsme v této kapitole v P, po-
psali, tj. kruznici. Vsechny body, které maji od bodu A urcitou vzdalenost v, lezi
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podle definice uvedené v kapitole 1 na kruznici. Pokud budeme uvazovat pro oba
body A, B mnoziny vsech bodu lezicich v dané vzdalenosti v, ziskdme dvé shodné
kruznice ki, ko. Body nasi hledané osy usecky budou vsechny pruseciky téchto
kruznic. V obr. 2.3 vidime prvni dvojici kruznic. Nejmensim moznym polomérem
vy kruznic ky, ko, abychom ziskali néjaké priseciky, bude polovina vzdalenosti
bodu A, B, tj. v P, v1 = |ag — b1| + |ag — bs|. UZ vime, Ze kruznice v P, zis-
kava tvar hranice eukleidovského ¢tverce, jehoz stranami jsou tsecky rovnobézné
sosami 1. a 2. kvadrantu. Vzhledem k poloze bodl proto ziskavame jako prvni
¢ast hledané mnoziny tsecku C'D, jez je prunikem kruznic ky, k.

el kg

Obrazek 2.3: Osa tsecky v o, 1I-1

Zbyva zjistit, jaké priseciky ziskame pti volbé dalsich vzdalenosti v vétsich nez
v1. Zvolme napiiklad vy = 5. Vzniklé kruznice ks, k4 jsou znazornény v obr. [2.4]
Primikem téchto kruznic jsou tsecky dvé, oznacime je EF a GH. Usetky EF
a G H jsou kolmé na tsecku C'D. Rozebereme podrobné polohu tsecky EF. Body
E, F lezi po radé na polopiimkach BD a AD. Fakt, ze na téchto poloprimkéach
nalezneme dalsi body shodné vzdalené od A a B, neni, vzhledem k tomu, jak
v P,, funguje vzdalenost, prekvapivy. Pohybujeme se pouze po rovnobézkach se
souradnicovymi osami, tudiz libovolny bod poloprimky DFE je jisté shodné vzda-
len od A a B, obdobné pro vsechny body polopiimky DF'. Prinikem kruznic
ks, k4 byla celd tsecka FF' a jak jsme nyni rozebrali, obdobné by toto platilo pro
libovolnou dalsi dvojici kruznic s polomérem v > v;. Do hledané mnoziny bodi
MI" budou proto patrit také vsechny body poloptimek DE, DF, CG, CH a s
nimi vSechny vnitini body eukleidovskych konvexnich thld EDF a GCH.

Nakonec odvodime tvar mnoziny pro vsechny ostatni polohy tsecky AB. Podoba
mnoziny bude zédlezet na smérnici primky AB, jednotlivé moznosti rozebereme
po odvozeni jedné konkrétni mnoziny. Budeme pouzivat velmi podobny postup
jako v pfedchozim pripadé, jednotlivé kroky uz proto popiseme strucnéji. Postup
ukazeme na zvolené tsecce s krajnimi body A[—2; 1] a B[l;—1], viz obr. [2.5|
Jednotlivé body mnoziny opét hleddme pomoci dvou shodnych kruznic se stredy
v bodech A, B. Nejmensi mozny polomér kruznic bude opét roven poloviné vzda-
lenosti bodu A, B. Prunikem téchto kruznic je tusecka, kterou oznac¢ime CD.
MizZeme si vSimnout, ze vzhledem k jinému sklonu tusecky AB se strany obou
kruznic nyni neprekryvaji presné. Obdobné budou vypadat vsechny dalsi dvojice
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Obrézek 2.4: Osa usecky v g, 11-2

shodnych kruznic, které pouzijeme k nalezeni dalsich bodi mnoziny.

V obr. vpravo mame nékolik takovych dvojic kruznic znédzornénych vcéetné
jejich pruseciki. Kazdé dalsi dvojice kruznic se nyni protinaji uz pouze ve dvou
bodech, které spolecné tvori dvé poloptimky kolmé k souradnicové ose x s kraj-
nimi body C' a D.

Obrézek 2.5: Osa usecky v g, III 1. a 2. ¢ast

Vratime se nyni zpét k volbé tsecky AB, jelikoz tento pfipad mnoziny MJ" je jesté
nutné rozlisit na dva podpripady v zavislosti na smérnici primky AB. Oznacime-li
k smérnici primky AB, rozdélime situaci na dva pripady podle hodnot k£ na:

e 0< |kl <1,
o |kl >1.
Smérnice k = 0 a |k| = 1 odpovidaji pripadim probranym vyse. Vsechny pii-

pady z prvni skupiny, tj. 0 < |k| < 1 dopadnou analogicky se situaci zndzornénou
v obr. [2.5] jde o lomené ¢ary sestévajici ze tii ¢asti; tsecky C'D rovnobézné s osou
1. nebo 2. kvadrantu a dvou polopiimek rovnobéznych se souradnicovou osou y.
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U vsSech pripadt z druhé skupiny ziskdme také lomenou c¢aru sestavajici ze tii
casti, a to opét tsecky rovnobézné s osou 1. nebo 2. kvadrantu a dvou polopii-
mek rovnobéznych se souradnicovou osou x. Obé varianty jsou znézornény v obr.
2.0l

Mnozinu je mozné vice zkoumat pomoci online dostupného nastroje pod odkazem
v rdmci ¢lanku na webu Math Careers. [9]

) Y
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Obrézek 2.6: Osa tsecky v g,, III rizné varianty

2.3 Vzdalenost bodu od primky

Do této chvile jsme vystacili s definici vzdélenosti dvou bodt. Pti zkoumani osy
rovnobézek a dalsich mnozin ale budeme potiebovat znat také princip, jakym
se v manhattanském metrickém prostoru vyjadiuje a pocita vzdalenost bodu
a primky. V definici vzdalenosti bodu od primky vyjdeme z obvyklé definice
v eukleidovském metrickém prostoru.

Definice 3. Méjme primku p a bod A v roviné. Vzddlenosti bodu A od primky p
je cislo:

Qm(Aa p) = min{Qm(A’ P)? P e p}'

Jednoduchym zptsobem vzdalenost odvodime, pokud je primka p rovnobézna
s jednou ze souradnicovych os. V P, se pti zndzornéni vzdalenosti bodi pohybu-
jeme také pouze rovnobézné se souradnicovymi osami. Z toho divodu nejkratsi
vzdalenost k primce ziskdme pomoci kolmice v eukleidovském smyslu. V obr.
jsou znazornény jednotlivé pripady, které mohou nastat.

vvvvvv

Pomtze nam mnozina bodt, kterou jsme jiz prozkoumali vyse, a to kruznice.
Nalezeni bodu P; na ptimce p, ktery bude nejblize bodu A si mizeme predsta-
vit tak, Ze sestrojujeme kruznice se sttedem v bodé A o rostoucim poloméru az
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Obréazek 2.7: Vzdélenost bodu a primky

do chvile, nez se kruznice dotkne primky p. Na vysSe znazornénych pripadech lze
snadno pozorovat, ze postup skuteéné funguje, danym bodem P; bude v téchto
piipadech vrchol kruznice, viz obr.

B[ |pA~ " AT

Obréazek 2.8: Vzdélenost bodu a primky

Obecné polohy primky rozlisime na pripady podle smérnice dané pﬁmkyﬂ Jelikoz
kruznice je sjednocenim ¢asti grafti funkei o smérnicich 1, tyto hodnoty budou
hrani¢nimi hodnotami pro jednotlivé pripady.

Vzdalenost bodu A = [ay; as] a piimky p : y = kz + ¢ se smérnici k v P, uréime
nasledovné:

!Smérnicovy tvar pfimky ma jistou nevyhodu v tom, Ze jim nelze vyjadiit pfimky rovnobé&zné
s osou y. Pro ucely této prace ma ale naopak znac¢nou vyhodu, jelikoz budeme prii zkouméani
riznych mnozin postupovat po pripadech na zakladé odchylky primek od souradnicovych os.
Odchylkou primek v neeukleidovskych metrickych prostorech se v této praci nezabyvame, zde
mame na mysli odchylku v eukleidovském smyslu. Déle se pravé diky smérnicovému tvaru
primky tomuto pojmu vyhneme. Pripady zahrnujici primky rovnobézné s osou y tak vzdy
rozebereme zvlast.
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o pro k| <1:py =laz— (kay + q)

e pro ]k!>1:pm:]a1—(%)\

Jednotlivé moznosti jsou znézornény v obr. 2.9 Slus{ se poznamenat, Ze pro
|k| = 1 existuje vice riaznych nejkratsich cest od bodu A k primce p, jelikoz po
dosazeni do obou uvedenych vyrazu ziskame stejny vysledek. Zde je tento pripad
btno prifazen k varianté |k| < 1.

R

Obrazek 2.9: |k| <1 (vlevo), |k| > 1 (vpravo)

2.4 Osa rovnobézek (M3")

P1i urceni osy rovnobézek v P,, budeme vychazet z poznatkl o vzdalenosti
bodu a primky z podkapitoly 2.3. V eukleidovské geometrii popisujeme osu riz-
nych rovnobézek a, b jako mnozinu vsech bodii, které maji od danych rovnobézek
a, b stejnou vzdalenost.

Nejprve se zamérime na polohu primek rovnobéznou s jednou ze souradnicovych
os. Jak plyne z poznatki viz obr. 2.8 v téchto pfipadech méfime vzdélenost stejné
jako v ¢, tudiZ i osa rovnobézek bude vypadat stejné, viz obr. 2.10]

Obecné polohy primek rozdélime do dvou pripadi podle spoleéné smérnice danych
rovnobézek a: y =kx +p, b: y=kx + ¢

o k| <1
o |kl >1

Pravé poznatek, ze obé rovnobézky maji stejnou smérnici k, je zde podstatny
pro nalezeni feseni. V podkapitole 2.3 jsme totiz podle smérnice rozdélili hledani
vzdalenosti bodu a primky na dva pripady. Jestlize obé rovnobézky maji smérnici
stejnou, musi byt stejny také zplisob méteni jejich vzdalenosti k danému bodu.
Pro |k] < 1 tak od bodu mifime k pfimkdm rovnobézné s osou z, pro |k| > 1
rovnobézné s osou y. Oba ptipady jsou znazornény v obr. [2.11] vidime také, ze
bez ohledu na volbu smérnice je osa rovnobézek a, b v manhattanském metrickém
prostoru stejnd mnozina, jako v prostoru eukleidovském.
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Obrazek 2.11: Osa rovnobézek v P, pro |k| <1 (vlevo) a |k| > 1 (vpravo)

2.5 Ekvidistanta primky (M}")

Ctvrtou zkoumanou mnozinu tvoii véechny body lezici v dané vzdalenosti v od
primky p. V kapitole 1 jsme si mohli povsimnout souvislosti mezi mnozinami M3
a My, kdy v obou obrazcich 1.6 a 1.7 vidime tfi rovnobézky, pouze v kazdém pri-
padé jiné z nich tvori vyslednou mnozinu. Pfi zkoumani tvaru mnoziny M;" tak
budeme postupovat obdobné jako u mnoziny M3".

Pokud je primka p rovnobézna s jednou ze souradnicovych os, méfime jeji vzda-
lenost od daného bodu ve sméru kolmém k primce p. Mnozina MJ" tak bude
shodnd dvojice rovnobézek jako v eukleidovském metrickém prostoru. Tyto dva

pripady jsou znazornény v obr. [2.12]

Pro ostatni polohy piimky p: y = kx + g se zptsob méreni vzdalenosti odviji od
smérnice k. Pro |k| < 1 méfime vzdélenost bodu od primky pomoci rovnobézky
s osou y. V obr. vlevo vidime piiklad jednoho konkrétniho bodu A, ktery
je od primky p vzdalen o délku v véetné ovéreni pomoci kruznice [(A, v), a také
vyslednou mnozinu Mj" vSech takovych bodi. V obr. vpravo vidime pripad
pro |k| > 1, kde by odvozeni probihalo analogicky.
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Obrazek 2.12: Ekvidistanta primky v P, I

Obrazek 2.13: Ekvidistanta primky v P,, II

2.6 Osy ruznobézek (M!")

Také u dalsi zkoumané mnoziny bodi budeme vyuzivat poznatky o manhat-
tanské vzdalenosti bodu a primky. ,,Osami riznobézek® jsme nazvali mnozinu
vsech bodti, které maji stejnou vzdalenost od dvou danych navzajem rtznych
ruznobézek a, b.

Nejprve se zamérime na nékteré specidlni polohy primek a, b, posléze postupné
prejdeme k obecnéjsim poloham, u kterych obdobné jako u predchozich dvou
mnozin budeme pracovat se smérnicemi piimek. Na tivod zvolme a =y a b = z,
viz obr. vlevo. Pfi hledéni jednotlivych bodi mnoziny MY muzeme vyu-
zit predchozi zkoumanou mnozinu, ekvidistantu primky Mj". Zvolme libovolnou
vzdalenost v. Mnozina vSech bodu ve vzdélenosti v od primky a je jeji ekvi-
distanta e, (v obrazku rizove), mnozina vsech bodu ve vzdalenosti v od primky b
je pak ekvidistanta e, (v obrazku hnédé). Prinikem obou ekvidistant jsou ¢tyti
body, které lezi na osach kvadrantii soustavy souradnic. Pokud zvolime jinou hod-
notu v, tato vlastnosti se zachova, a tedy mnozinu M;" pro tuto volbu a, b tvori
pravé vSechny osy kvadrantt, viz obr. [2.14] vpravo. V témz obrazku je znézornén
jeden konkrétni bod X mmoziny M;". Sestrojime-li kruznici m se stredem v X
a polomérem v, musi se dotykat obou ptimek a a b. Tyto kruznice nam budou
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slouzit pro znazornéni i u dalsich variant mnoziny.

b

M

Obréazek 2.14: Osy rtiznobézek 1

Ostatni varianty mnoziny M!" rozebereme v zavislosti na hodnotach smérnic £, |
primek a, b. Pfimky biino umistime do pocatku, tj. a: y = kz, b: y = lx. Zvolme
nyni takovou polohu piimek a, b, kde pro smérnice k, [ plati: |k| < 1 a |l| < 1,
viz obr. vlevo. V podkapitole 2.3 jsme popsali, jakym zplisobem miizeme pro
rizné hodnoty smérnice primky mérit vzdalenost bodu od dané primky. Pokud
abs. hodnoty obou zvolenych smérnic k, [ jsou mensi nez jedna, mérime vzda-
lenost od libovolného bodu X k obéma primkam stejnym zpiisobem, ve sméru
osy y. Bude tedy existovat kruznice m(X, v), kde v je vzdalenost bodu X od
piimek a a b, kterd se obou piimek dotykéd bud v protéjsich vrcholech (nélezicich
thlopficce rovnobézné s osou y ), nebo v jednom vrcholu, ktery lezi v pocatku
soustavy souradnic. Obé moznosti jsou v obr. vlevo znazornény. Zalezi na
tom, v kterém thlu vymezeném pirimkami a, b se nachazime.

T

b b

ﬂfr'”.

Obrézek 2.15: Osy rtznobézek 11

Obecné bychom mohli mnozinu odvodit pomoci vypoctu vzdalenosti bodu X od
primek a, b. Vyuzijeme vzorec odvozeny v podkapitole 2.3:
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| Xa| = |X0b|

|$2 — kl’1| = |.Z'2 — ll'l‘
Pii odstranéni absolutnich hodnot muzeme ziskat dvé rtizné rovnice:

i) —k’[L’l = T2 —l(L’l

To — k‘l’l = l[El )
Po upravé obou rovnic ziskame:

Lkl
T 9

Prvni rovnice bude platna pouze v pripadé, ze 1 = 0, jelikoz totoznost primek a
a b neuvazujeme. Tato podminka odpovidda mnoziné bodl osy y. Druha rovnice
odpovida rovnici pfimky. Mnozina bodt M}", kterou nazyvame osami riiznobézek,
se tak i v P, skldd4 ze dvou piimek. Vyslednd mnozina je znézornéna v obr.
vpravo.

T

Velmi podobné by odvozeni, jak geometrické, tak pocetni, vypadalo pro volbu
smérnic k, [ takovou, ze |[k| > 1 a |l| > 1. V tomto pripadé bychom pouze vyuzili
druhy vzorec pro vzdalenost bodu od ptimky z podkapitoly 2.3. Takova mnozina
s nékolika konkrétnimi body a pomocnymi kruznicemi je znazornéna v obr.
vlevo. Skladé se opét ze dvou primek, a to osy x a primky dané rovnici:

_2]{:11;
k41

y| o

Obréazek 2.16: Osy riiznobézek 11

Na zaveér uvazujme polohu primek, kdy kazda odpovida jiné varianté méteni vzda-
lenosti, bino volme |k| < 1 a |I| > 1, viz obr. vpravo. Geometricky dopadne
nyni situace tak, ze se bude pomocna kruznice se sttedem v bodé X mnoziny
M dotykat pfimek a, b v sousednich vrcholech. Obecné vyjadreni odvodime
z nasledujici rovnice:
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|ZL‘2 — kJCE1| = |ZL‘1 — E

l

Odstranénim absolutni hodnoty ziskame dvé rovnice, které lze upravit na smér-
nicovy tvar rovnice primky:

X2 )

$2—]€QZ1:$1—7 .Tg—kfﬂl:T—fEl
1 1
k+1 k—1
2291111( D 1‘2:1'11( )

(I+1) (1—1)
Tyto pfimky tvori vyslednou mnozinu M!", ktera je znazornéna v obr. vlevo.

Obrazek 2.17: Osy rtiznobézek IV

Z celého zkoumani jsme dosud vynechali dvé piimky, y = z a y = —x. Jak s nimi
lze zachézet jsme jiz ale zminili pti odvozovani vzdéalenosti bodu od primky. Pro-
toze pomocna kruznice, kterou ke znazornéni této vzdalenosti vyuzivame, bude
s pfimkou sdilet celou jednu stranu (strana kruzmice je ¢ast piimky o shodné
smérnici), lze pro vypocet v této situaci vyuzit oba vzorce. Mohli bychom tak
obé primky zaradit do vSech probranych situaci. Pokud piimo polozime a = x
a b = —ux, ziskdme podobny obrazek jako u prvni zvolené varianty, pouze si obé
dvojice primek prohodi role. Osami rtznobézek a, b jsou v tomto pripadé osy x
a y. Tato varianta je zndzornéna v obr. 2.17] vpravo.
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2.7 Elipsa (M{")

Posledni t¥i mnoziny, kterymi se zabyvame, jsou kuzelosecky (elipsa, hyper-
bola, parabola). Vzhledem k tomu, Ze na rozdil od predeslych mnozin lze nalézt
podrobny popis kuzelosecek v P,, v dostupné literature, nebudeme se jimi v této
préaci zabyvat natolik podrobné. Uvedeme pouze stru¢ny popis mnozin a ukazeme
rizné moznosti, jak mohou vypadat. Hlavnim vyuzivanych zdrojem, v kterém lze
nalézt kuzelosecky ucelené zpracované v ¢estiné, je bakalarska prace Vybrané ob-
jekty v neeukleidovskych metrikdch Jittho Bruny [2]. Strucny popis kuzelosecek
v manhattanské a také v maximové metrice lze také nalézt v ¢lanku [10].

Prvni kuzeloseckou, kterou se budeme zabyvat v P,,, je elipsa. Podle definice se
jednd o mnozinu vsech bodi, které maji od dvou danych riznych bodu E, F
konstantni soucet vzdéalenosti vétsi nez vzdéalenost danych bod.

P1i odvozovani budeme opét postupovat od specialnich pripadi k tém obecnéj-
sim, pro zacatek volme polohu ohnisek na primce rovnobézné s jednou ze sourad-
nicovych os (bino osa z). Pro odvozeni tvaru elipsy budeme vyuzivat bodovou
konstrukci elipsy, kterd vychazi piimo z definice. Pfi ni vyuzivame mnozinu bod1,
které maji od daného bodu danou vzdélenost, tj. kruznici. V definici je zminén
konstantni soucet vzdalenosti, oznacme toto ¢islo 2a. Nasledné zvolime libovolnou
vzdalenost r; < 2a, coz bude polomér kruznice k; se stfedem v ohnisku E. Jeli-
koz chceme docilit toho, aby vysledny bod mnoziny mél od obou ohnisek soucet
vzdalenosti 2a, zbyva ndm nyni vyuzit éislo 7 = 2a — rq. Cislo 75 bude polo-
mérem druhé kruznice ko se stfedem v bodé F. Bod mnoziny nasledné ziskame
jako prusecik kruznic kq, ko. Zménime-li ¢islo ry a tudiz i ro, ziskame dalsi dvojici
bodt elipsy, takto bychom mohli postupovat tak dlouho, nez dostaneme dosta-
tecné presné vykreslenou elipsu. V obr. je znazornéna bodova konstrukce
elipsy v P..

Obrazek 2.18: Bodova konstrukee elipsy v P,
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Nyni ukazeme, ze analogicky postup lze pouzit i v P,,, podobné jsme kruznice
vyuzivali i pro odvozeni osy tsecky. Mame déna dvé ohniska E, F' na pfimce
rovnobézné se soutfadnicovou osou x, viz obr. [2.19] Vzdalenost ohnisek je zvolena
7, vzdalenost 2a = 10. V obrazku je zvoleno nékolik dvojic kruznic podle bo-
dové konstrukce tak, aby soucet polomért byl vzdy roven 10. Pro nazornost je
jedna dvojice s poloméry 6 a 4 vytazena silnou plnou carou. Vzhledem ke zpi-
sobu méreni vzdalenosti v P, vidime, Ze cesta od ohniska k bodu elipsy vede
vzdy ¢éast horizontalné po hlavni ose a nasledné kolmo k bodu. Dohromady tak
ziskame cestu sestavajici z ¢asti 4,5 a 1,5 od jednoho ohniska, 2,5 a 1,5 od druhého
ohniska. Césti cesty, které dohromady tvoif tsecku EF, budou pro dalsf dvojice
kruznic stejné, a zaroven i kolmé ¢asti cesty budou mit délku 1,5. Z toho plyne, ze

¢ast mnoziny M bude nélezet pfimce rovnobézné s useckou E'F' ve vzdalenosti
2a—|EF)|
.

Obrazek 2.19: Bodova konstrukee elipsy v P, 1

Nejzazsi bod, ktery timto zptsobem miizeme ziskat, je bod nélezici kolmici ve-
douci primo ohniskem. Tato c¢ast mnoziny bude tedy sestavat ze dvou tusecek
o délce |EF|, viz obr. 2.20f Nyni ukdZeme, Ze pro zbyvajici ¢dst mnoZiny na
kazdé strané budeme jiz potrebovat jen jednu dvojici kruznic. V pripadé, ze roz-
dil polomértu kruznic je roven ¢islu 2a, nastava situace viz obr. 2.20] Vrcholy
kruznic nalezici pfimce EF'F splynou a s nimi také ¢ast kruznic, jelikoz jsou tvo-
feny rovnobéznymi tseckami. Celd vyslednad mnozina ' M m4 tvar Sestithelniku,

je zndzornéna v obr. [2.21]
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Obrazek 2.20: Bodova konstrukee elipsy v P, 11

Nyni se presuneme k dalsim moznym variantam mnoziny M v zavislosti na
poloze ohnisek. Jestlize bude tsecka EF' rovnobézna se souradnicovou osou y,
dostdvame analogicky tvar mnoziny, pouze otoceny o 90°, viz obr. 2.21] mno-
zina 2 M . Vzdalenost ohnisek E, F' je volena 5, 2a = 7.

V pripadé, ze je usecka FF' ddna v obecné poloze, odvozeni tvaru mnoziny bude
mnoziny je mozné dohledat v bakaldiské praci J. Bruny [2]. Postup konstrukce
by vsak probihal analogicky, jednotlivé body mnoziny ziskdame jako priiseciky
dvou kruznic na zakladé bodové konstrukce. V obrazku jsou znazornény jesté
dalsf dva priklady. Mnozina 3 M{" je volena specidlné tak, Ze ohniska E, F lezi na
rovnobézce s osou 1. kvadrantu. Ohniska maji vzdalenost 8, 2a = 10. V tomto
pripadé ma mnozina tvar osmiuhelniku, ktery je osové soumérny podle hlavni
a vedlejsi osy elipsy. Posledni mnozina *Mg" je piikladem elipsy pro volbu ohnisek
v obecné poloze.
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Obrazek 2.21: Elipsa v P,,, — rizné varianty

2.8 Hyperbola (M)

Druhou zkoumanou kuzeloseckou je hyperbola. Hyperbola je krivka s podob-
nou definici jako elipsa, lisici se pouze hledanim rozdilu misto souctu vzdalenosti,
viz kapitola 1. Pouzivame také podobné znaceni jako u elipsy. Bodim F, F' fikdme
ohniska hyperboly, bod S je stred hyperboly, body A, B hlavni vrcholy, body C, D
vedlejsi vrcholy. Hlavni poloosa hyperboly je vzdélenost a = |AS| = |BS]|, ved-
lejsf poloosa b = |C'S| = |DS|. Cislo e = |ES| = |FS| je excentricita hyperboly.

Obdobné jako u elipsy odvodime podrobnéji jen tvar mnoziny M]" ve specidlnich
polohach pomoci bodové konstrukce. Bodova konstrukce hyperboly funguje ana-
logicky jako u elipsy. Jsou dany body E, F' a ¢islo 2a < |E'F|. Zvolime libovolnou
vzdalenost ;1 > 2a, kterd bude polomérem kruznice k; se stfedem v ohnisku
E. Polomér ry kruznice ko, ktera bude mit stted v bodé F', ziskame jako rozdil
ro = r1 — 2a. Bod hyperboly ziskdme jako priiseciky kruznic k;, ky. Volbou jinych
hodnot poloméru 7, re, ale pii zachovani konstantniho rozdilu 2a = |r; — 7o,
ziskame dalsi body hyperboly. Hyperbola sestrojena pomoci bodové konstrukce
v P, je znazornéna v obr. [2.22]

Nyni podobnym postupem sestrojime hyperbolu v P,,. Volme tsecku E'F' rov-
nobéznou se souradnicovou osou x. Vzdalenost ohnisek je zvolena 7, vzdélenost
2a 5. V obr. je znazornéno nekolik dvojic kruznic s poloméry volenymi tak,
ze jejich rozdil je pravé 2a. Jejich pruseciky, vyznacené cervené, tak odpovidaji-
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Obrazek 2.22: Bodova konstrukce hyperboly v P,

Obréazek 2.23: Bodova konstrukce hyperboly v P,,

definici hyperboly. Podivejme se nyni podrobnéji na jejich polohu. Obdobné jako
u predchozi mnoziny nas budou zajimat krajni pripady. Jestlize zvolime poloméry
kruznic o velikosti 6 a 1, ziskdme pozadovany rozdil 5, ale zaroven soucet polo-
meéra je roven 7, tudiz kruznice maji praveé jeden prusecik, ktery nélezi tsecce
EF. Jinou dvojici poloméri poté ziskdme tak, Ze oba poloméry (6 a 1) shodné
zvétsime, napt. 7 a 2, 8 a 3 atd. Dvojice kruznic s polomeéry 7 a 2 je v obrazku

31



zvyraznéna tu¢nou ¢ernou ¢arou. Vzhledem k tomu, Ze oba poloméry shodné zvét-
sujeme, vrcholy kruznic se posunou o stejnou vzdalenost. Stejné tak se posune
i prusecik kruznic. (v kladném nebo zadporném sméru osy y, takze ziskdme pruse-
¢iky dva). Takto se budou priseciky posouvat i pro jakékoli dalsi dvojice kruznic,
tudiz vSechny body mnoziny (M7*) budou v tomto pripadé tvofit dvé rovnobézné
primky, viz obr. Nase odvozeni tvaru mnoziny se zaklada pouze na bodové
konstrukei, podrobnéjsi dukaz lze nalézt v [2].

Tvar mnoziny bude analogicky pri volbé tsecky EF' rovnobézné se souradnico-
vou osou ¥y viz obr. vpravo, vzdélenost | E'F| je zde volena 5 a vzdélenost 2a 1.

O

M E

’> <} al i
E F M

Obrazek 2.24: Hyperbola v P, 1

Druhym specidlnim ptipadem, na ktery se podivame podrobnéji, je hyperbola
s hlavni osou rovnobéznou s jednou z os kvadranti. Buno zvolme opét osu 1.
kvadrantu. Vzdalenost ohnisek F, F' volime 10, vzdéalenost 2a = 6. V obr.
jsou znazornény dveé dvojice kruznic, rizové m, n a fialové k, [, o polomérech 8 a
2. Tyto poloméry splnuji pozadavek na konstantni rozdil 6 a zaroven jejich sou-
cet je roven 10. Jedna se tak o nejmensi moznou dvojici hodnot poloméri. Obé
dvojice kruznic maji nekoneéné mnoho spolec¢nych bodu, které tvori dvé tsecky
kolmé na tsecku FF'. Nékolik dalsich dvojic kruznic, jejichz priseciky tvori zby-
tek mnoziny, je zndzornéno v obr. [2.26] Zbyvajici ¢ast mnozZiny je tvorena ¢tyimi
polopiimkami kolmymi k soufadnicovym osdm, viz obr. vlevo. V obr.
vpravo je zobrazena mnozina M pti volbé tsecky EI' rovnobézné s osou 2.
kvadrantu.

Na zavér je v obr. znazornén tvar mnoziny M¢" pri volbé ohnisek v obecné
poloze, kde |EF| =8 a 2a = 3.
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Obrazek 2.25: Konstrukce hyperboly v P, 1I-1

Obrazek 2.26: Konstrukce hyperboly v P,, 11-2
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Obréazek 2.27: Hyperbola v P, 11

M r

Obrézek 2.28: Hyperbola v P,, 111

2.9 Parabola (M{")

Posledni kuzeloseckou a zaroven posledni mnozinou zkoumanou v P, je pa-
rabola. Parabolu jsme definovali jako mnozinu vsech bodi, které maji stejnou
vzdélenost d k zadané fidici primce p a bodu F' (ohnisku). Obdobné jako u elipsy
a hyperboly nejprve popiseme bodovou konstrukci v P., a poté analogicky v P,,.

Parabola méa mirné odlisnou definici nez zbyvajici kuzelosecky, lisit se tak bude
i bodova konstrukece, jelikoz kombinujeme dvé riuzné mnoziny bodu. Hledame
vsechny body, které maji shodnou vzdalenost d od bodu F' a zaroven od primky p.
Pokud zvolime konkrétni hodnotu d, vsechny body ve vzdéalenosti d od bodu F
lezi na kruznici k se stifedem v F' a polomérem d. Mnozinou vSech bodi v dané
vzdalenosti d od primky p je ekvidistanta pfimky neboli mnozina M,. Body pa-
raboly poté jsou vSechny pruseciky kruznice k£ a mnoziny M,. Ackoli mnozina My
meéla tvar dvou rovnobéznych ptrimek, v bodové konstrukci paraboly nebudeme
vyuzivat rovnobézky obé, ale pouze tu, kterd se nachazi ve stejné poloroviné
s hrani¢ni primkou p jako ohnisko F'. V nésledujicich konstrukcich tuto primku
oznac¢ime a.
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Bodova konstrukce paraboly v P, je zndzornéna v obr. , vzdélenost | F'p| je vo-
lena 2. Nejmensi mozna hodnota d, abychom ziskali bod paraboly, je pro d = @,
tj. v tomto pripadé 1. Kruznice k se dotyka piimky a v bodé V| ktery nazyvame
vrcholem paraboly. Pro kazdou vzdalenost d > 1 ziskdme dva priseciky kruznice
k a pfimky a. V obr. je jedna dvojice kruZnice k a piimky a pfi volbé d = 4

znazornéna silnéji.

Obrazek 2.29: Bodova konstrukce paraboly v P,

Nyni se pfesuneme se ke konstrukci v P,,. Zvolme specidlni polohu ridici pifimky p
tak, Ze je rovnobéznd se soufadnicovou osou z, viz obr. [2.30] vlevo. Vzdélenost
|F'p| = 2. Ekvidistantu pfimky jsme v této praci popsali jako mnozinu Mj", pii
této volbé primky p ziskala stejny tvar jako v eukleidovském metrickém prostoru.
Nejmensi mozna volba vzdalenosti d je tak i zde 1, prislusné kruznice k£ a primka a
jsou v obrazku vyznaceny zelené. Kruznice k se dotyka piimky a v bodé V', ktery
nazveme opét vrcholem paraboly. V obr. [2.30] vpravo je znézornéna jesté jedna
zajimava dvojice kruznice k a piimky a, a sice pro d = |Fp| = 2. V tomto pripadé
protind ptimka a kruznici k v bodech A, B (jedna se o vrcholy kruZnice k), které
maji shodnou y-ovou souradnici jako bod F'.

Lk "
o o I (N AN (R ORI [ E TIPSR [ REETTTTTI PRPPPN [ T S
e A F B | a
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ; A@< [ F M o
V a V.
p P

Obrézek 2.30: Konstrukce paraboly v P, I-1

35



V obr. jsou znazornény dalsi dvojice kruznice a primky, jejichz pruseciky
tvori zbyvajici ¢asti mnoziny, tyto pomocné objekty uz nepopisujeme. Vlevo je
znazornéna konstrukce nékolika bodu pro volby vzdélenosti d > 2, vpravo pro
1 < d < 2. Vyslednd mnozina je zndzornéna v obr. vlevo. V obr. je
znazornén tvar mnoziny M{" pri volbé piimky p rovnobézné s osou y.

D P

Obrézek 2.31: Konstrukce paraboly v P, 1-2

T o

D M

p

Obréazek 2.32: Parabola v P, I

Nyni zvolme fidici primku p rovnobéznou s jednou z os kvadranti, btno osou
2. kvadrantu. Vzdalenost piimky p a bodu F' je zvolena 4, viz obr. 2.33 V ob-
razku vlevo vidime také konstrukei prvni ¢asti mnoziny M{", pro nejmensi moznou
vzdalenost d, jez je zde 2. Pomocnéa kruznice k a primka a maji v této poloze ne-
koneéné mnoho spoleénych bodu, které tvori tsecku AB. Pro libovolnou dalsi
volbu vzdélenosti d > 2 se kruznice k protne s primkou a ve dvou bodech, které
nalezi poloptimkam rovnobéznym se souradnicovymi osami s pocatecnimi body
A a B. Dva priklady konstrukce téchto bodi jsou zndzornény v obr. 2.33] vpravo.
Vysledna mnozina slozena z téchto poloptimek a tisecky AB je znazornéna v
vlevo. Vpravo je zobrazena mnozina MJ" pri volbé pfimky p rovnobézné s osou
1. kvadrantu.
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Obrazek 2.33: Konstrukce paraboly v P, 11

My

Obrazek 2.34: Parabola v P, 11

Na zaveér celé kapitoly je v obr. 2.35 zndzornén tvar mnoziny Mg" pro obecnou
polohu ptimky p. Podrobnéjsi popis mnoziny lze opét nalézt v [2].

F
(o] / .
\\ \/ Mg
\\
\\\
P~

Obrazek 2.35: Parabola v P, 111
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3. Maximova metrika

V této kapitole budeme zkoumat, jak budou vypadat jednotlivé mnoziny bodi
predstavené v 1. kapitole s vyuzitim maximové metriky g.,. Jednotlivé mnoziny
budeme pojmenovavat stejné jako v bézné skolské geometrii, k jejich nazvim bu-
deme pripisovat pripisovat index co. Pro pripomenuti zde znovu uvadime vypocet
vzdalenosti o, dvou bodi v roviné:

0o (T, y) = max;—y o|x; — y;| na R?* 2,y € R

Mimo jiz zminény c¢lanek zabyvajici se kuzeloseckami v riiznych metrickych pro-
storech ([10]) se alespon k védomi autorky prace mnoziny bodi v maximovém me-
trickém prostoru v ¢eské literature nevyskytuji. V riznych internetovych zdrojich
v Ceském ([I1]) i anglickém ([12]) jazyce je mozné dohledat srovnani tvaru kruz-
nice v eukleidovském, manhattanském a pravé maximovém metrickém prostoru,
ale nad rdmec této zminky se literatura témito mnozinami nezabyva.

3.1 Kruznice (M)

Prvni mnozinou bodit, kterou budeme zkoumat v P, je ekvivalent euklei-
dovské kruznice. Hledame tedy vSechny body, které maji od daného stredu danou
vzdalenost r. Ziskdvame rovnici:

|SX|=r

Vyjadiime-li vzdalenost bodu S|s;, s2] od bodu X[z, y|] pomoci maximové met-
riky, ziskavame:

maz{|z — s1|; [y —so|} =7

Buino uvazujeme stred S kruznice v pocatku K SS. Muzeme tak za si, so dosadit
nulu a ziskavame vyjadreni mnoziny bodi X kruznice:

MY ={X = [z, y|; maxfl]; [y} =7}

Pro zvolenou hodnotu poloméru r musi vsechny body X, které budou lezet
v hledané mnoziné, mit alespon jednu ze souradnic rovnou |r| a zaroven druhou
mensi nebo rovnou |r|. Situace, kdy obé soufadnice jsou rovny |r|, mize nastat
celkem ve ¢tyfech ruznych variantéch: [r; 7], [—r; —r|, [r; —7], [=r; r]. Tyto
body budeme nazyvat vrcholy kruznice. VSechny ostatni body maji pouze jednu
soufadnici rovnou |r| a druhou libovolné redlné ¢islo a takové, ze |a| < r. Vy-
slednd mnozina proto bude mit tvar hranice eukleidovského ¢tverce. O spojnicich
vrcholit miizeme hovorit jako o strandch kruznice. V obrazku jsou znazornény
tii pifklady kruznic 'M>®, 2M®, 3Mv Py, se stfedem A o polomérech 1, 2 a 3.

38



MY

Mgy

M
Obréazek 3.1: Kruznice v P

3.2 Osa tsecky (M)

Nyni se budeme zabyvat osou usecky. Jsou déany body Alai, as] a B[by, by,
hleddme vSechny body X |z, y], které jsou od obou bodt stejné vzdaleny. Pii hle-
dani mnoziny budeme postupovat obdobné jako v P,, od jednodussich prikladi

vvvvvv

Nejprve zvolme tsecku AB v poloze rovnobézné s osou 2. kvadrantu KSS. Jak jiz
bylo zminéno u mnoziny MJ", osu tsecky mizeme také hledat pomoci prisecikii
kruznic, které maji stfedy v bodech A a B a zaroven shodné poloméry. Zvolime
dvojici kruznic ki (A, 2,5), ko( B, 2,5). V obr. vlevo vidime, Ze kruznice maji
dva pruseciky C, D, jejichz spojnice p by v eukleidovském metrickém prostoru
byla osou tsecky. Pokud ale budeme polomér kruznic libovolné zvétsovat, ziskdme
vzdy dalsi priseciky nalezici primce p, viz obr. vpravo. Stejné tomu tak bude
i pro mensi hodnoty poloméru, pricemz nejmensi mozna hodnota je takova, kdy
maji kruznice pouze jeden spolecny bod. Toho docilime volbou poloméru @
Vysledna mnozina M7°, kterd je tudiz shodna s osou usecky AB v P, je znazor-
néna v obr. 3.3 vlevo. Vpravo je poté analogicky tvar mnoziny pro tsecku AB
rovnobéznou s osou 1. kvadrantu.
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Obréazek 3.2: Konstrukce osy tsecky v P 1
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Obrézek 3.3: Osa tsecky v P, 1

Nyni se zamérime na tiseCku AB rovnobéznou s jednou ze soutradnicovych os,
podrobnéji rozebereme btino piipad pro AB || z. Pro hledédni jednotlivych bodu
mnoziny opét vyuzijeme kruznice. V obr. [3.4] vlevo vidime dvojici kruznic

ki1(A, r1), ki1(B, r1) s nejmensim moznym polomérem r; takovym, aby se kruz-
nice dotykaly. Jedna se o r; = @, prunikem je v tomto pripadé cela spole¢na
strana C'D kruznic. Vpravo poté vidime dalsi zvolenou dvojici kruznic k3(A4; 2,5),
k4(B; 2,5). Prunikem téchto kruznic je dvojice tiseek EF a GH. Jelikoz by tento
pripad nastal pro vSechny analogické dvojice kruznic s poloméry r vétsimi nez rq,
vysledny tvar mnoziny se bude podobat varianté II osy tisecky v P,,, a sice sestava
z usecky C'D a vsech bodu eukleidovskych konvexnich thldt EC'F, GDH, viz obr.

B.5

~ O
—

D

v

e H

Obrézek 3.4: Konstrukce osy tsecky v P, 11
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Obrézek 3.5: Osa tsecky v Py, 11

Zbyva probrat obecnou polohu usecky AB. Konstrukci mnoziny ukazeme na kon-
krétni zvolené tsecce s krajnimi body A[—2; 1], B[1; —1], viz obr.[3.6| vlevo. Body
mnoziny hledame opét jako priseciky kruznic se stfedy v bodech A, B. Nejmensi
mozny polomér, kdy maji kruznice spolecny bod, je roven poloviné vzdalenosti
bodu A, B, tj. v nasem pripadé 1,5. Kruznice ki(A, 1,5), ko( B, 1,5) maji spolec-
nou usecku C'D. Vsechny dalsi dvojice kruznic se protnou ve dvou bodech, které
spolecné tvori polopfimky rovnobézné s osou 1. kvadrantu s pocatecnimi body
C, D, viz obr. 3.6 vpravo. Vyslednd mnozina je znézornéna v obr. [3.7] vlevo.

B ks

Obrazek 3.6: Konstrukce osy tsecky v Py, 111

Mnozina MS$® pro obecnou polohu tsecky AB bude mit vzdy analogicky tvar jako
v tomto konkrétnim pripadé, obecné lze ale situaci jesté rozdélit do dvou skupin
podle hodnoty smérnice k pfimky AB, obdobné jako u mnoziny Mj". Pokud
0 < |k| < 1, mnozina M3* sestava z usecky rovnobézné s osou y a dvou polopiimek
rovnobéznych s osou 1. kvadrantu. Pro |k| > 1 bude ¢asti mnoziny Ms° tsecka
rovnobéznd s osou x a dale poloprimky rovnobézné s osou 2. kvadrantu, priklad
takové situace je znazornén v obr. vpravo.
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Obrézek 3.7: Osa tsecky v P 111

3.3 Vzdalenost bodu od primky

Nez budeme zkoumat dalsi mnoziny v maximovém metrickém prostoru, uka-
zeme, jakym zptusobem mérime vzdalenost bodu a primky. Viz Definice 3 v kapi-
tole 2.3, je-li ddana primka p a bod A v roviné, poté vzdalenost bodu A od primky
p je minimum ze vzdalenosti |AX|, kde X € p. Tuto definici budeme pouzivat
i v maximovém metrickém prostoru, vzdalenost bodu A a primky p zde znacime

QOO(Av p)'

Nejprve se zamérime na nékteré specialni polohy primek v roviné. Nejjednodussi
situace nastane, je-li primka p rovnobézna s jednou ze souradnicovych os. Podrob-
néji se podivame na primku p rovnobéznou s osou z, viz obr. vlevo. Budeme-li
hledat vzdélenost bodu X primky p a bodu A, mizeme pro nazornost vyuzit po-
mocné kruznice k se stfedem v A. Nejmensi polomér r kruznice k& bude takovy,
kdy se kruznice k£ primky p dotkne. V tomto konkrétnim pripadé to znamena,
ze ma kruznice k s primkou p nekoneéné mnoho spolecnych bodi, které tvori
usecku. Neboli na primce p existuje vice bodi, které maji shodnou vzdalenost r
od bodu A. Zvolime-li vSak na pfimce p bod Y mimo kruznici k, znamena to,
ze jeho vzdalenost od bodu A je vétsi nez r. Vzdéalenost bodu A a primky p tak
musi byt rovna r. Pro lepsi predstavu lze také tict, ze se v tomto pripadé vzdale-
nost maximova rovnd vzdalenosti eukleidovské. V obr. 3.8 vpravo je znédzornéna
analogicka situace pro primku p rovnobéznou s osou y.

Obecné lze vzdélenost bodu Alay, as] od primky p v téchto situacich spoéitat
jako:

o |Ap| = |ag — k|, pro p: y = k;
e |Ap| = |ay — k|, pro p: z = k.

Obecné polohy primky rozdélime na dva pripady podle hodnoty smérnice. Na
rozdil od situace u manhattanské metriky, kde kruznice nabyva podoby hra-
nice eukleidovského ¢tverce se stranami rovnobéznymi s osami 1. a 2. kvadrantu,
u maximové metriky jde o hranici ¢tverce se stranami rovnobéznymi s osami x
a 1. Z toho divodu zde rozlisime hodnoty smérnic primky p nasledovneé:
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Obrazek 3.8: Vzdalenost bodu od primky v Py 1

e k>0

e k<0

Hledani vzdalenosti bodu A od piimky p si predstavime tak, zZe sestrojujeme
kruznice se sttedem v bodé A o rostoucim poloméru az do momentu, nez se kruz-
nice dotykd piimky p. Piipad pro k& > 0 je zndzornén v obr. 3.9 vlevo. Bodem
dotyku T' je v tomto pfipadé vrchol kruznice, ktery nélezi ihlopiicce (v euklei-
dovském smyslu) rovnobézné s osou 2. kvadrantu. Vzdéalenost bodu A a primky p
je rovna poloméru r pomocné kruznice. Druhd varianta, pro k < 0, je znazor-
néna v obr. 3.9 vpravo. Zptsob hledani vzdalenosti je totozny jako v predchozim
pripadé, vysledek je odlisny pouze tim, ze bodem dotyku kruznice a primky je
vrchol, ktery nélezi tthlopticce rovnobézné s osou 1. kvadrantu.

Obrazek 3.9: Vzdalenost bodu od piimky v P, II

Popiseme podrobnéji vypocet vzdélenosti |Ap| pro druhy pfipad, tj. ddna piimka
p:y = kx + q, kde k < 0, abod Alay, az]. VySe jsme popsali, ze vzdalenost
muzeme ziskat experimentalné s vyuzitim kruznice, bude se jednat o jeji polomér.
Abychom ziskali souradnice bodu T a mohli spocitat jeho vzdalenost od bodu A,
vyuzijeme zminénou uhlopricku (v eukleidovském smyslu) rovnobéznou s osou
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1. kvadrantu. Tuto thlopficku (presnéji piimku AT') oznac¢me u. Diky tomu, ze
zname jeji smérnici a vime, ze prochazi bodem A, muzeme primku u vyjadrit
jako u: y = x 4+ as — aq. Z rovnic obou primek vypocteme souradnice pruseciku
Tlrr, yr|:

kx+4+q=x4+as — aq

ag — a1 —¢q
k—1

g — a1 —¢q

Zl/Tzik_1 + a0 —aq

T =

Q2 — a1 —

Vzdalenost |Ap| je potom rovna |AT| = . Pro pri-

— q+a2—a1>—a2

pad, kdy smérnice k primky p je kladna, by odvozeni probihalo analogicky. Vy-
sledné vzdalenosti jsou:

Gy — a1 — (g

° |Ap|: k:_l — ay pr0k<0,
. |Ap|:‘—@;:ill_q+a1 pro k > 0.

3.4 Osa rovnobézek (M;°)

Nyni se budeme zabyvat osou rovnobézek v P, pricemz budeme vychazet
z poznatkl o vzdalenosti bodu a primky v P, z podkapitoly 3.3. Osa rovnobézek
a, b je mnozina vsech bodu v roviné, které jsou shodné vzdéleny od a a b.

Nejprve vysetiime tvar mnoziny za predpokladu, Ze jsou piimky a, b rovnobézné
s jednou ze souradnicovych os, viz obr. [3.10] JelikoZ pro tyto pfimky méfime vzda-
lenost k bodu stejné jako v P., bude i osa rovnobézek v téchto pripadech shodna
s osou rovnobézek definovanou pomoci g.. Mizeme si zde predstavit i pomocnou
kruznici vyuzitou v predchozi podkapitole, ktera by se dotykala obou ptrimek ve
shodnych tseckach.

¢

X M5® M5®

Obrazek 3.10: Osa rovnobézek v P, 1
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P1i zkoumani vzdalenosti bodu od primky v predchozi podkapitole jsme rozdélili
situace do dvou skupin podle hodnot smérnic piimek a, b. Pokud se ale podivame
na prislusné obrazky, vidime, ze zptisob mérenti je totozny, situace se lisi pouze tim,
ktery vrchol kruznice je bodem dotyku s primkou. Na konstrukei zde to nicméné
nema vliv. Buno tak zvolme ptimky a, b s kladnou smérnici viz obr. |3.11| vlevo.
Kazdy bod X, ktery bude nalezet mnoziné Ms°, musi byt shodné vzdalen od obou
primek a, b. To zaroven znamend, ze na primkéach a, b musi lezet body shodné
vzdaleny od bodu X, a to v nejmensi mozné vzdalenosti. Takové body budou lezet
na kruznici se stredem v X. Pfestoze v maximovém metrickém prostoru vypada
kruznice jinak nez v eukleidovském ¢i manhattanském, osa rovnobézek i zde bude
vypadat stejné. V obr. vlevo je znézornéno nékolik bodu X is kruznici,
ktera znazornuje jejich stejnou vzdalenost od obou primek. Vyslednd mnozina je
znézornéna v obr. vpravo.

Obrazek 3.11: Osa rovnobézek v P, 11

3.5 [Ekvidistanta primky (M)

Ekvidistantu piimky p jsme v kapitole 1 definovali jako mnozinu vsech bodi,
které maji danou vzdalenost v od primky p. V P, odvodime i tvar této mnoziny
s vyuzitim kruznice. Zvolime-li libovolny bod X primky p, pak vSechny body ve
vzdalenosti v od bodu X lezi na kruznici k s polomérem v a stredem v X . Zaroven
ale pouze nékteré body kruznice k lezi ve vzdéalenosti v od celé ptimky p, nékteré
lezi blize. V obr. jsou dvé takové situace znazornény. Na primce p; rovno-
bézné s osou x je zvolen bod X a sestrojena kruznice k; o poloméru v se stredem
v X;. VSechny body kruznice ki, které zaroven lezi ve vzdalenosti v od primky
p1, jsou body tsec¢ek C'F a DFE. Pro ptimku p, v obecné poloze s bodem X,
a kruznici ks o poloméru v se stiedem v X5, jsou jediné body kruznice ko vzda-
leny o v vrcholy A, B.

Vzhledem k tomu, ze body X, X5 jsme volili na primkach p;, ps libovolné, mohli
bychom je nyni po pfimce ,posouvat® a dostaneme tak dalsi body mnoziny M.
Jako ekvidistantu primky p tak obecné ziskdme opét dvé rovnobézné piimky.
Pokud je pfimka p rovnobéznd se soufadnicovou osou (pro osu y by byla situ-
ace analogickd jako pro z), mnozina M° je shodna s ekvidistantou v P, pro
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X, ik P

Obrazek 3.12: Konstrukce ekvidistanty v P

obecnou primku p se jednd o dvé rovnobézky piimky p ve vzdélenosti d (mérené
maximovou metrikou). Obé moznosti jsou zobrazeny v obr. [3.13]

M

v

p

v

Obréazek 3.13: Ekvidistanta v P

3.6 Osy ruznobézek (M:°)

Patou zkoumanou mnozinou v maximovém metrickém prostoru jsou osy ruz-
nobézek, které jsme definovali jako mnozinu vSech bodi v roviné shodné vzdale-
nych od dvou riznobézek a, b.

Pti zkoumani této mnoziny budeme vyuzivat smérnicovy tvar primek, diky né-
muz lze zptisob konstrukce mnoziny rozdeélit na nékolik pripadt. Primky a, b biino
umistime do soustavy souradnic tak, aby prochazely pocatkem, jejich rovnice tak
budou a: y = kx a b: y = lz; k, | € R. Dale budeme vyuzivat kruznic, jejichz
tvar jsme v P, odvodili jako hranici eukleidovského ¢tverce. Zavedli jsme pojem
vrchol kruznice, ktery je shodny s prislusnym vrcholem c¢tverce, a také strana
kruznice, opét shodna se stranou ctverce.
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a

b

Obrézek 3.14: Osy riznobézek v P, I

Nejprve ukdzeme moznou konstrukeci mnoziny na konkrétnim piikladu mnoziny,
ktery ziskdme volbou piimek a, b se smérnicemi k¥ = 1 a | = —1 (obr. [3.14
vlevo). Budeme-li hledat jeden konkrétni bod mnoziny Mg°, mohli bychom vyu-
zit ekvidistant obou prfimek pro libovolnou vzdalenost v. Ekvidistanta primky a
je v obrazku zobrazena rizové, ekvidistanta primky b hnédé. Tyto mnoziny se
skladaji vzdy z dvou rovnobézek prislusnych primek. Prinikem obou ekvidistant
jsou 4 body, které lezi na osach x a y. Stejny pripad by nastal pro libovolnou
volbu vzdalenosti v, mnozina MZ® tak bude v tomto pripadé sloZena z os z, y.
Do mnoziny patii i primo pocatek soustavy souradnic, ktery tim, ze nalezi prim-
kam a, b, automaticky splnuje podminku z definice. Kromé vyuziti ekvidistanty
také mizeme vlastnost bodu X mnoziny ukazat pomoci kruznice m se stredem
v bodé X, ktera se obou primek dotyka, kruznice je znazornéna spolu s vysled-
nou mnozinou v obr. 3.14] vpravo. Tyto kruznice budeme vyuzivat pro znédzornéni
i u dalsich pripadit mnoziny.

y Y

a afi

Eb

b_

Obrazek 3.15: Osy riaznobézek v Py, 11

Dalsi varianty mnoziny MZ° rozebereme pro rtzné hodnoty smérnic primek a, b.
Nyni zvolme dvé ptimky a, b tak, zZe biino prochazi pocatkem a jejich smérnice £, [
jsou kladné, viz obr. [3.15| vlevo. V obrazku je jiz sestrojena jedna kruznice, ktera
se obou pfimek dotyka, a jeji stfed tak bude patfit do mnoziny M:°. Vidime, ze
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Obrazek 3.16: Osy riaznobézek v Py, 111

kruznice se ptimek dotyka ve dvou protéjsich vrcholech, které jsou spojeny jednou
yahloprickou® kruznice. Dalsi podobné kruznice bychom mohli sestrojit tak, ze
protneme pifmky a, b piimkou rovnobé&znou s osou 2. kvadrantu. Usecky, které
vzniknou jako spojnice vzniklych prisecikii, jsou jejich thlopticky a do mnoziny
Mg tak vzdy patii jejich stfed. VSechny tyto stfedy nalezi jedné primce, kterd
bude ¢asti vysledné mnoziny M:°. Protoze ocekdvame ze zkuSenosti s predcho-
zimi metrikami jako mnozinu os rovnobézek dvé primky, podivame se jesté do
v podstaté nevyuzitého 2. a 4. kvadrantu. Pokud budeme zde hledat kruznice,
které se dotykaji obou primek, jediné, které nalezneme, jsou kruznice dotykajici
se primek a, b primo v pocatku. Jejich stredy lezi na osach 2. a 4. kvadrantu.
Nékolik zminénych primek a kruznic je znazornéno v obr. [3.15| vpravo. Vysledna
mnozina se tak skladd ze dvou piimek, vidime ji v obr. [3.16] vlevo.

Pokud zvolime obé primky a, b tak, aby jejich smérnice k a [ byly zaporné, ziskame
témer totoznou situaci, kterou tak nebudeme podrobné popisovat, je znazornéna
v obr. |3.16| vpravo. Rozdilem je, Ze do mnoziny nyni patii osy 1. a 3. kvadrantu.

v v/ vl

a a

Obrazek 3.17: Osy ruznobézek v P, IV

Zbyva rozebrat situaci takovou, ze jedna primka ma smérnici kladnou a druhé
zapornou. Buno zvolme primky a, b tak, ze £ > 0 a [ < 0, viz obr. [3.17| vlevo. Je-
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den konkrétni bod X mnoziny Mg° bychom mohli opét ziskat pomoci ekvidistant
primek a, b. Bod X je znazornén v obrazku vlevo spolu s kruznici se stredem
v bodé X tak, aby se primek a, b dotykala. Vidime, Ze nyni jsou body dotyku
sousednimi vrcholy kruznice. Dalsi podobné kruznice bychom tak mohli ziskat po-
stupnym konstruovanim primek rovnobéznych s osami z, y, jelikoz pokud mame
jednu stranu, celou kruznici (v podobé hranice ¢tverce) snadno sestrojime. Néko-
lik téchto kruznic je znazornéno v obr. vpravo, mnozinu M:° tvori vSechny
sttedy takovych kruznic. Vysledna mnozina je poté zobrazena v obr.|3.18| vlevo.

Y b

Obrazek 3.18: Osy ruznobézek v Py, V

Na zévér této podkapitoly je jesté v obr. [3.18 vpravo zndzornéna jedna varianta
mnoziny, kde primka a = y, jelikoz souradnicové osy jsme ze zkoumani doposud
vyTadili. Protoze by ale postup hledani mnoziny byl analogicky k predchozim,
nebudeme se jim jiz detailné zabyvat.

3.7 Elipsa (Mg°)

Dalsi zkoumanou mnozinou a zaroven prvni kuzeloseckou v maximovém met-
rickém prostoru je elipsa. Definice i bodova konstrukce elipsy jiz byly v této praci
popsany, vzhledem k tomu, Ze i v maximovém metrickém prostoru budeme vyu-
zivat stejny princip, prejdeme ptimo ke konstrukcim mnoziny vzhledem k rtznym
poloham ohnisek.

Nejprve zvolme tsecku EF' rovnobézné se souradnicovou osou z, viz obr. [3.19]
Vzdalenost ohnisek je zde volena 5, vzdalenost 2a = 7. V obrazku jsou znézor-
nény tii specialni dvojice kruznic se stfedy v bodech E, F' takovych, Ze soucet
jejich polomérn se rovna vzdy 2a. Prvni dvojice kruznic £, [ je volena tak, aby se
jejich poloméry rovnaly, tj. jsou rovny ¢islu a = 3,5, v obrazku jsou znazornény
zelené. Prunikem téchto kruznic jsou dvé tsecky rovnobézné s osou x, které tvori
prvni ¢ast hledané mnoziny. Dalsi dvojice kruznic m, n, v obr. znazornéna rtizove,
je zvolena tak, aby byl zaroven rozdil jejich poloméru roven |EF|, tj. poloméry
jsou 6 a 1. Pokud poloméry prohodime, ziskdme jesté jednu dvojici kruznic o a p,
ktera je znazornéna fialové. Prinikem rtzovych a fialovych dvojic kruznic jsou
usecky, které tvori dalsi dvé c¢asti vysledné mnoziny. Jelikoz se pti volbé jednoho
z polomért vétsiho nez 6 kruznice neprotnou, jedna se o nejzazsi varianty v téchto
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smérech. Pro kazdé dalsi pripustné volby poloméri kruznic ziskavame body mno-
ziny ,mezi“ témi jiz ziskanymi, nékolik takovych dvojic je zndzornéno v obr. [3.20]
7 obrazku vidime, zZe tyto body nalezi vzdy jedné ze ¢tyr tsecek rovnobéznych
s osami kvadranti, které propojuji dosavadni ¢asti mnoziny. Celkovy tvar mno-
ziny Mg® je osmithelnik, jehoz kazdé dvé protéjsi strany jsou shodné tsecky, viz
obr. [3.21l Pro ohniska E, F' zvolena na rovnobézce s osou y by byl tvar mnoziny
analogicky.

- - —
i = o i o ——
Eli| |l F T

Obrazek 3.19: Konstrukce elipsy v P, I-1

Dalsi zajimavy tvar mnoziny Mg°, ktery probereme podrobnéji, ziskdme pii volbé
ohnisek F, F' na rovnobézce s jednou z os kvadrantti. Biino uvazujme osu 1. kvad-
rantu. Ohniska F, F' jsou zvolena ve vzdélenosti 3, vzdalenost 2a = 7. V obr.
jsou znazornény dvé dvojice kruznic se stredy v bodech E, F' o polomérech 5 a 2:
k, I razové, m,n fialové. Tyto dvojice kruznic se protinaji ve vrcholu a castech
stran, spolecné tvori krajni ¢asti mnoziny. Vsechny dalsi dvojice kruznic se pro-
tnou ve dvou bodech, které lezi na tseckach rovnobéznych se spojnici EF (hlavni
osou elipsy) spojujicich dosavadni nalezené ¢asti mnoziny. Nékolik prikladua je
znézornénych v obr. [3.23] Celd mnozina (Mg°) mé tak v tomto piipadé tvar Ses-
tithelniku, viz obr. [3.24] vlevo. Pro ohniska E, F' zvolena na rovnobézce s osou
2. kvadrantu by byl tvar mnoziny analogicky.

Na zavér této podkapitoly je v obr. vpravo znazornéna i jedna varianta mno-
ziny pri obecné volbé polohy ohnisek. Jelikoz konstrukce mnoziny by probihala
stejnym zpusobem jako pro mnoziny ve specidlnich polohach, podrobnéjsim po-
pisem se zde jiz nezabyvame.
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Obrazek 3.20: Konstrukce elipsy v P, 1-2

Obrazek 3.21: Elipsa v Py 1
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Obrazek 3.22: Konstrukce elipsy v P, 1I-1

c
a4

Obrazek 3.23: Konstrukee elipsy v P, 11-2
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Mg*

Obréazek 3.24: Elipsa v P, 11

3.8 Hyperbola (M)

Predposledni mnozinou zkoumanou v této praci je hyperbola. Jedna se o mno-
zinu vSech bodu v roviné, které maji konstantni rozdil vzdéalenosti od dvou riz-
nych bodi £, F, které nazyvame ohniska hyperboly. Stejné jako u mnoziny Mg°
podrobnéji popiseme pouze specidlni polohy.

...................

...................

Obrazek 3.25: Konstrukce hyperboly v P 1

Vzhledem k jeji jednoduchosti zde jako prvni uvedeme variantu mnoziny pri volbé
usecky E'F rovnobézné s jednou z os kvadrantti, biino osou 1. kvadrantu, viz
obr. vlevo. Ohniska E, F' jsou zvolena ve vzdalenosti 3, vzdalenost 2a = 1.
Jednotlivé body mnoziny M?° budeme sestrojovat opét jako pruseciky pomocnych
kruznic, abychom zajistili vlastnost z definice. Rozdil polomért pomocnych kruz-
nic bude vzdy roven 2a. Prvni dvé dvojice kruznic jsou znazornény riizoveé a fialové
jiz v obr. [3.25| vlevo, jedna se o kruznice s poloméry 1 a 2. Jedna se o nejmensi
moznou volbu polomér, jelikoz zaroven jejich soucet je roven |EF| = 6. Kazda
z téchto dvojic kruznic se tak bude dotykat pravé v jednom bodé, jenz je analogii
vrcholu hyperboly v P.. Vzniklé body oznac¢ime A, B.

Abychom ziskali dalsi vyhovujici dvojici kruznic, musime oba poloméry shodné
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Obrézek 3.26: Konstrukce hyperboly v P, 11

zvétsit. Pri tomto zvétseni se vrcholy pomocnych kruznic shodné oddaluji od
ohnisek, a stejnym zpusobem se budou oddalovat i pruseciky. V obr. vpravo
je nékolik takovych dvojic kruznic znazornéno, budou mit vzdy dva pruseciky,
které spolecné s body A, B tvori dvé primky kolmé (v eukleidovském smyslu) na
spojnici EFF. Vysledny tvar mnoziny je znazornén v obr. [3.26| vlevo, vpravo poté
vidime tvar mnoziny pti volbé tsecky E'F' rovnobézné s osou 2. kvadrantu.

© ©
o o o o
FE F E F
................. oo
° io

Obréazek 3.27: Konstrukce hyperboly v P, 11

Druhy specialni pripad tvaru mnoziny ziskame pfi volbé polohy tsecky EF' rovno-
bézné s jednou ze souradnicovych os. Bino rozebereme tisecku E'F' rovnobéznou
s osou z, viz obr. [3.27] vlevo. Vzdalenost |EF| je zde volena 5, vzdalenost 2a = 3.
Stejné jako u predchozi varianty mnoziny nejprve urc¢ime nejmensi moznou volbu
polomérit pomocnych kruznic, a nasledné vsechny ostatni moznosti. Nejmensi
moznou dvojici polomért znovu uréime tak, ze kromé rozdilu rovnému 2a musi
zaroven jejich soucet byt roven |E'F|, tj. v nasem konkrétnim piipadé 5. Dvojice
polomért tak bude 4 a 1. Jelikoz zalezi na tom, v kterém ohnisku sestrojime kte-
rou kruznici, ziskdvame dvé takové dvojice, v obr. [3.27] vlevo zndzornéné ruzové
a fialové. Podivame-li se blize napft. na rtzové kruznice, vidime, Ze se dotykaji
zaroven ve vice bodech, neboli sdili spolecnou tisecku. Celkem tak ziskavame jako
prvni ¢ast mnoziny dvé rovnobézné tsecky. V obr. vpravo je znazornéno né-
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kolik dalsich dvojic kruznic, jejichz priseciky tvoti zbyvajici ¢dst mnoziny. Jednéa
se o polopiimky rovnobézné s osami kvadrantti. Cely vysledny tvar mnoziny je
znazornén v obr. [3.28| vlevo, vpravo poté vidime analogicky tvar mnoziny pti
volbé tisecky EF' rovnobézné s osou y.

><\ -

Obrézek 3.28: Konstrukce hyperboly v P, IV

Na zavér je v obr. znazornén tvar mnoziny pri obecné volbé Mz2° pri obecné
volbé tsecky EF', konstrukce by i v tomto pripadé probihala analogicky:.

(o]
E
(o}
F
M

Obrazek 3.29: Hyperbola v P,

3.9 Parabola (Mg°)

Posledni zkoumanou mnozinou je parabola. Parabola je mnozina vsech bodu
v roviné, které maji shodnou vzdéalenost od daného bodu F' a dané primky p. Bo-
dova konstrukce paraboly byla popsdna u mnoziny M{", stejny princip budeme
vyuzivat i zde. Jednotlivé body mnoziny hledame jako priseciky primek a kruznic,
které predstavuji mnoziny bodu vzdalenych od ohniska a fidici pfimky p o danou
vzdélenost (znacime d).
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Prvni volbou primky p je rovnobézka s osou kvadrantu, btino volime osu 2. kvad-
rantu. Ohnisko F' zde volime ve vzdalenosti 2 od primky p, viz obr. vlevo.
Nejmensi mozné vzdalenost d (kterou vyuzivame jako polomér pomocné kruznice,
a zéroven se jedna o vzdalenost pomocné piimky od primky p) je polovina vzda-
lenosti |F'p|, v tomto piipadé 1. V tomto pripadé se pomocné kruznice pomocné
primky dotyka v jednom bodé, ktery oznac¢ime V', nebot se jednd o ekvivalent vr-
cholu paraboly. Konstrukce dalsich dvou zajimavych bodii mnoziny je zndzornéna
v obr. vpravo. Jestlize zvolime jako vzdalenost d ¢islo |Fp| = 2, pruseciky
vzniklé kruznice a primky budou dva body A, B, které lezi na rovnobézce s prim-
kou p prochézejici bodem F'.

Zbyvajici body mnoziny bychom mohly rozdélit do dvou skupin, pro 1 < d < 2,

Obrézek 3.30: Konstrukce paraboly v P, 1

a pro d > 2. Konstrukce jednoho bodu z kazdé skupiny je znédzornéna v obr.
vlevo, zelend dvojice pomocné primky a kruznice odpovidd volbé d = 1,5,
hnéda dvojice primky a kruznice ¢islu d = 3. Vsechny body prvni skupiny bychom
analogickou konstrukei ziskali jako vnitini body tsecek VB, V A. Vsechny body
mnoziny z druhé skupiny budou tvorit s body A a B dvé poloptrimky kolmé na
fidici pfimku p s pocateénimi body A a B. Vysledny tvar takto sestrojené mno-
ziny Mg® je zndzornén v obr. vpravo. V obr. [3.32 vlevo je nésledné zobrazen
tvar mnoziny pti volbé primky p rovnobézné s osou 1. kvadrantu.

Obrazek 3.31: Konstrukce paraboly v Py, 11
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Druhym specidlnim pripadem, ktery podrobnéji rozebereme, je tvar mnoziny pri
volbé primky p rovnobézné s jednou ze souradnicovych os, bino volime osu z.
Ohnisko zde volime ve vzdélenosti 4 od primky p, viz obr. [3.32 vpravo. Pfimo
v tomto obrazku je jiz zndzornéna prvni dvojice pomocné primky a kruznice, kon-
krétné rizové, pro volbu d = 2. Vzhledem k volené poloze ma pomocné primka
s kruznici nekone¢né mnoho spole¢nych bodii, které nalezi jedné strané pomocné
kruznice. Tuto tsecku ozna¢ime AB. Budeme-li sestrojovat libovolné dalsi dvo-
jice pomocné primky a kruznice pro d > 2, ziskdme vzdy dva pruseciky, které
nalezi jedné ze dvou poloprimek s pocatecnimi body A, B, které jsou rovnobézné
s osami kvadrantt, viz. [3.33] vlevo. Vysledny tvar mnoziny je zndzornéna v obr.

[3-33] vpravo.

A B M

.....

Obrézek 3.33: Konstrukce paraboly v P, IV
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V obr. vlevo je na zavér zobrazen tvar mnoziny Mg® pri volbé primky p
rovnobézné s osou y, vpravo vidime tvar mnoziny pro obecnou polohu primku p.

p S~ Mg®
M

Obrazek 3.34: Parabola v P,
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4. Sbirka aplikac¢nich uloh

V posledni kapitole této prace rozebereme ulohy, které byly autorkou vytvo-
feny pro ucely této prace. Zadani tiloh v podobé pracovnich listt pro zaky je pri-
pojeno v priloze A, v této kapitole uvedeme reseni tiloh s komentarem pro ucitele.

Ulohy maji slouzit k nastinéni préce s jinymi metrikami, nez je metrika eukleidov-
ska, pricemz mohou byt prinosné pro zaky riznych vékovych kategorii. Naleznout
reseni tloh mohou jiz déti na prvnim stupni, jelikoz neni nutné tf¥eba hlubsich
matematickych ¢i geometrickych znalosti, nez jsou zakladni pocty a orientace
v prostoru. Starsi zaci, zhruba od 8. t¥idy druhého stupné zakladni skoly, mohou
navic v tlohach hledat analogie s mnozinami bodt danych vlastnosti, jejichz de-
finice se ve skole uci. Nakonec pro zdky strednich skol se v nékterych tlohach
nabizi i presah do jinych oblasti matematiky, napt. kombinatoriky.

Celd sada tloh je zasazena do fiktivhiho mésta Kolmova. Na tvod je strucné
popsdna motivace k praci s jinou metrikou, nez je bézné uzivana eukleidovska
metrika, a pravidla, jakymi se pfi feseni jednotlivych tuloh ridit.

Pravidla a informace k tloham:
1. Systém ulic odpovidéd étvercové siti.

vvvvv

2. Ulice, které se navzajem krizuji, sviraji pravy thel, zaroven celé mésto lezi
na roviné.

3. Sitku ulic v ulohach zanedbavame, budeme s nimi pracovat jako s tseckami.
4. Budeme se vzdy zabyvat jen vzdalenostmi mezi kfizovatkami.

5. Vzdélenost sousednich krizovatek polozime rovnou 1.

4.1 Kolmov

Uvodni FeSend tloha mé za cil predstavit ¢tendfi zptsob prace v daném pro-
stfedi, neboli jakym zptsobem zde mé&Fime vzdalenost. Uloha jesté neobsahuje
zadnou mnozinu bodi, pouze ukazuje, jakym zptisobem miizeme v manhattan-
ském metrickém prostoru spojit dva body. Pro snazsi orientaci jsou u této tivodni
tlohy (a na ni navazujici 1. ulohy) uvedeny i nazvy ulic. V prfipadé potieby je
mozné doplnit obdobné pojmenovani i u jinych tloh, jedna se o ocislovani v jed-
nom smeéru a pojmenovani podle abecedy v druhém sméru.
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4.1.1 Petrova cesta do skoly
Zadani: V tuvodnim feseném piikladu jsme se seznamili s Petrem, ktery hledal
nejkratsi cestu z domu do skoly. Pomuzete Petrovi nalézt dalsi varianty trasy, aby

nemusel chodit kazdy den stejnou cestou?

Otdzka: Kolik riuznych tras délky 5 existuje mezi Petrovym domovem a skolou?

—
Proni

Druha

Treti

Ctorta

i
1
1
1
1
1
1
1
—t :. ....... -
1
1
1
1
1
1
1
L

U

Pata

—

S N D D B B

Azurova Bézova Cinovda Duhova Ebenova Fialovd

Obrazek 4.1: Petrova cesta do skoly

ReSeni a komentai: Prvni tloha je doplitkova k feSené tloze, v niz maji Zaci
moznost sami hledat dalsi rizné cesty. Je zadouci, aby pti hledani vsech cest
sami zkusili postupovat prehledné. V obr. jsou zvyraznény casti ulic, které
lze vyuzit. Lze naptiklad zvolit jednu z krajnich variant, jit 2 bloky po Druhé
ulici a nasledné dojit rovné 3 bloky po Duhové ulici (tato cesta je zobrazena cer-
vené), a posléze postupné ménit trasu o jednu kfizovatku. Moznych cest existuje
celkem 10.

Doplriujici otdzka: Lze pocet cest z bodu D do bodu S spocitat bez postupného
kresleni?

Jedna se o priklad z kombinatoriky. Kazdou cestu mizeme zapsat jako retézec
krokd doprava a doli. Kroky doprava je treba ujit 2, kroky dold 3. Rzné cesty
se lisi tim, jak tyto kroky sefadime. Vypocet proto vypada nasledovneé:

2+3) 54
=" =10
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4.1.2 Lenciny vychazky
Zadani: Lenka méla neddvno traz nohy, kterou ma nyni posilovat pravidelnymi
zdravotnimi prochdzkami. Aby si nohu nepretizila, smi ujit kazdy den trasu dlou-

hou maximalné 10 (celkem od domova zpét k domovu).

Otazka: Na jakd nejvzddlenéjsi mista mize Lenka ze svého bydlisté (L) dojit?

Obrézek 4.2: Lenc¢iny vychazky

ReSeni a komentai: Jelikoz celkova vzdalenost, kterou mize Lenka kazdy den
urazit, je 10, nejzazsi mozné misto musi byt od domova vzdalené o 5. Takovych
mist (kfizovatek) muzeme nalézt celkem 20. VSechna mista nalezi hranici ¢tverce
se stfedem v L o thlopficce dlouhé 10, viz obr. .2

Doplriujici otazka: Jaké mnoziné bodi odpovidd formulace v zaddani?

Jelikoz zkoumany problém snadno prevedeme na hledani vSech bodu ve vzda-
lenosti 5 od L, mizeme si vSimnout podobnosti s definici kruznice. Zde jsme
nalezli pouze mnozinu izolovanych bodu. Pokud bychom si ale predstavili, ze zde
nemame zadné domy, pouze holou plan, ale pritom se miizeme pohybovat stale
pouze v kolmych smérech, ziskali bychom jako feseni celou hranici ¢tverce. Mi-
zeme tak Fici, Ze pri pouziti tohoto zptusobu méreni vzdalenosti (manhattanské
metriky), mé kruznice tvar hranice klasického eukleidovského ¢tverce (a to v této
konkrétni poloze).
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4.1.3 Marie a Karel na rande
Zadani: Mladé dvojice Marie (M) a Karel (K) z Kolmova si domluvila zptisob
potkavani na spolecnych schiizkach s nékolika pravidly. Chtéji spoleéné poznat
co nejlépe své mésto, a tak spolu chodi na prochazky. Aby nebyla prochazka ni-
kdy stejnd, pokazdé se potkaji na jiném misté, odkud vyrazi. Domluvili se, Ze na

misto setkani to vzdy musi mit oba stejné daleko ze svého bydlisté.

Otdzka: Na jakych mistech ve vyznacené casti mesta se Marie s Karlem mohou

potkdvat?

Obrézek 4.3: Rande Marie a Karla

ReSeni a komentai: Hleddme vechny body, které budou stejné daleko od M
a K. Jako prvni si pravdépodobné vsimneme, ze této podmince odpovida stred
usecky M K. U dalsich bodt je zde jednoduse tieba zkouset, zda zadani odpovi-
daji, ¢i nikoli. Pokud jich nékolik najdeme, miizeme si vSimnout toho, ze kazdy
dalsi bude lezet na jedné ze dvou polopiimek (dalsi bychom nalezli mimo vytez

mapy), viz obr.
Doplriujici otdazka: Jaké mnoziné bodi odpovidd formulace v zaddani?
V této tloze se jednd o ekvivalent osy tsecky. Zvidavi zaci mohou navic zkouset

hledat analogie os jinych tsecek. Rizné varianty jejich tvart jsou popsany v této
praci v podkapitole 2.2.
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4.1.4 Nakupy pana Davida

Zadani: Pan David z Kolmova kazdé odpoledne vyrazi presné ve 3 hodiny
z prace (P) a v pul ¢tvrté vyzvedava déti v druziné (D). Cestou z préce k druziné
ale potrebuje jesté nakoupit potraviny na veceri. Ve mésté Kolmov je nastésti
obchod doslova na kazdém rohu. Cesta mezi sousednimi rohy trva panu Davidovi
jednu minutu, z prace do obchodu i z obchodu do druziny jezdi vzdy nejkratsi
moznou cestou.

Otdzky:

1. Do kterych obchodi mize pan David jezdit nakupovat, aby stihl déti vyzved-
nout vcas, pokud ndkupem potravin stravi 20 minut?

2. Do kteryjch obchodu muze pan David jezdit, aby mu cesta i s ndkupem trvala
prave 30 minut? Zde predpokldddame, Ze cestu z prace do obchodu i z obchodu
do druziny vZdy absolvuje nejkratsi mozZnou trasou.

I
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Obréazek 4.4: Nakupy pana Davida

ReSeni a komentai: Zde je t¥eba si nejprve uvédomit, Ze na samotnou cestu
bez nakupu zbyva panu Davidovi 10 minut, takze muze pii dané rychlosti ura-
zit cestu o délce maximélné 10. Nejkratsi cesta mezi praci a druzinou méii 8.
Vsechny obchody (kiiZzovatky) uvniti obdélniku s protéjsimi vrcholy P a D tak
jsou soucasti feseni. Jednd se o podobny obdélnik, jaky jsme ziskali v 1. tloze
u Petra. Mimo tyto body m4 ale pan David navic moznost si prodlouzit cestu
o 2. Toto prodlouzeni miize ucinit kdykoli béhem cesty, takze do mnoziny feseni
budou patrit také vsechny ktizovatky ve vzdalenosti 1 od dosud nalezenych bod1.
Vyslednd mnozina feSeni je zndzornéna v obr. .4] vlevo. Mnozinou FeSen{ druhé
otazky jsou potom pravé tyto posledni nalezené body, v obrazku ZNAzornéné
vpravo. I u této tlohy lze nalézt analogii se zndmou mnozinou bodu dané vlast-
nosti, kterd je ovsem vyucovana az na stiedni skole. Ve druhé otazce ndas zajimaji
vsechny body, do kterych se dostaneme v rdmci cesty z P do D o délce 10. Tuto
cestu lze vzdy rozdélit na cast z prace do obchodu a ¢ast z obchodu do druziny,
které mohou byt rizné dlouhé, ale dohromady vzdy musi dat 10. Takova mnozina
odpovida definici bodi elipsy.

63



4.2 Vodni ¢tvrt

V ramci poslednich dvou tloh se od manhattanské metriky postupné presu-
neme k metrice maximové. Manhattanska metrika ma ziejmé vyuziti a jeji princip
lze s vyuzitim ulic ve mésté nastinit pomérné snadno. S podobnym znazornénim
poskytnout jen stru¢né nahlédnuti do této problematiky, které mohou opét zvlad-
nout jiz zaci zakladnich skol.

Podstatné u prace s maximovou metrikou je jisté rozumové oddéleni vzdalenosti
(tras) v obou kolmych smérech na dva ruzné udaje. Zavadime zde proto v jednom
sméru ulic jiny zplisob prepravy — po vodé. Naroc¢nost prestupu z lodi na béznou
silnici musime zanedbat. Na 1vod je pro nastinéni problematiky znovu zarazena
fesend uloha.

4.2.1 Bedrichova cesta do prace

Zadani: Bedrich z Vodni ¢tvrti cestuje kazdé rdno z domu (D) do prace (P)
o nékolik ulic dal. Z predchozi Tesené tlohy vime, ze Bedrich rano urazi trasu
o délce 4.

Otazky:
1. Kolik ruzngch tras délky 4 muZe Bedrich po cesté do prace vyuZit?

2. Jaky je nejmensi a nejvétsi mozny pocet prestupt mezi kandlem a silnict,
které musi Bedrich behem cesty absolvovat?

3. Jak velkou cdst trasy strdavi na lodicce a jak velkou na bézné silnici?

ReSeni a komenta¥: Odpovéd na prvni otdzku lze opét nalézt pouhym vykres-
lenim vsech moznosti. V tomto pripadé existuji ¢tyri mozné cesty lisici se tim,
v kterém momenté cesty Bedrich vyuzije lodicku. V obrazku je jedna z cest
vyznacena cervené, ostatni by odpovidaly nejkratsim projitim modrych c¢arkova-
nych ¢ar. Také by bylo mozné pouzit vypocet pomoci kombinac¢niho ¢isla obdobné
jako v pripadé Petra, jelikoz vybirame jednu konkrétni pozici pro cestu na lodicce
ze CtyT casti trasy. Odpoveéd na druhou otazku je 1 a 2, poc¢atecni nastoupeni na
lodicku ¢i konecné vystoupeni za prestup neuvazujeme. Jeden prestup Bedricha
ceka v pripadé, ze cestu lodickou absolvuje na zacatku cesty a nebo naopak az
na jejim konci, jinak musi prestoupit dvakrat. Jak bylo jiz zminéno vyse, celkova
trasa ma délku 4, pricemz tii bloky absolvuje Bedfich po silnici a jeden na lodicce,
coz je odpoveéd na posledni otazku.

4.2.2 Tereza a Lucie hraji na schovavanou
Zadani: Dvé kamaradky, Tereza a Lucie, které bydli ve stejném domé na rohu

ulice, si spolu rady hraji venku na schovavanou. Od rodic¢tt maji dovoleno se scho-
vavat jen v omezené vzdalenosti od domova (D), aby se neztratily, maximélné se
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Obrazek 4.5: Bedrichova cesta do préace

mohou vzdalit o 2 po silnici a 0 2 na lodicce.

Otdzka: Na kterd mista ve mésté se mohou dévcata schovat?

Obrazek 4.6: Schovavana

Reseni a komentai: Viechna mozna feseni jsou znazornéna v obr, Nalézt
je muzeme naptiklad postupnym aplikovanim obou smérti pohybu, tj. nejprve
pijdeme vzdéalenost 1 nebo 2 po silnici a nasledné popojedeme o 1 nebo 2 na
lodicce, ptripadné cely postup obratime. Do mnoziny feseni by dle zadani pattil
i vychozi bod D, ktery neni zndzornén cervené. Zarazeni tohoto bodu muze byt
predmétem diskuze s zaky, jelikoz cilem hry dévcéat je schovat se, ¢ehoz by na
tomtéz misté tézko dosahla.
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Doplnugici otazka: Oznacme L délku trasy po vodé a S délku trasy po silnici.
Pokud vzddlenosti dvou bodi (bodu D a jednoho bodu z reseni) budeme rozumét
vzdy tu nejuétsi z hodnot L a S, jaké mnoziné bodu odpovidd formulace v zaddni?

Tato otazka je obtiznéjsi na porozuméni nez dosavadni tlohy. Pokud ale zaktim
vysvétlime i s pomoci obrazku, jak nyni vzdalenost méfime, mizeme uz pomérné
snadno dospét k zavéru, ze maximalni vzdélenost bodu D a libovolného bodu
z mnoziny feseni je zde rovna 2. Mnozinou vsech bodii, jejichz vzdalenost od da-
ného bodu D je rovna 2 ¢i mensi, je kruh se stfedem v D a polomérem 2. Odtud
uz muzeme diskutovat i o tom, jak by v této situaci vypadala kruznice. Podrob-
neéjsi popis kruznice v maximovém metrickém prostoru lze nalézt v podkapitole
3.1 této prace.
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Z.aver

Cilem diplomové préace bylo vytvorit uceleny pfehled mnozin bodd danych
vlastnosti s vyuzitim neeukleidovskych metrik, konkrétné manhattanské a maxi-
mové metriky, ktery dosud nebyl v ¢eské literatute k dispozici. Autorce neni znam
ani anglicky zdroj, ve kterém by byly vSechny tyto mnoziny popsany. U kazdé
z prezentovanych mnozin byl popsan geometricky princip, jakym ji lze sestrojit,
pripadné také obecné odvozeni. Popisy mnozin jsou doplnény cetnymi obrazky
vytvorenymi v programu GeoGebra.

Kromé samotného zkoumani mnozin bylo také cilem prace vytvorit sadu tloh, na
nichz 1ze princip prace s manhattanskou a pripadné maximovou metrikou uka-
zat zaktum ruznych vékovych kategorii. Komentare k iloham uvedené v kapitole
4 jsou urceny pro ucitele, pricemz nabizi nejen feseni tloh, ale také doplnujici
otazky. S jejich pomoci lze studentiim zakladnich i stfednich skol nastinit po-
mérné pokrocilou problematiku a zaroven prohloubit znalosti oblasti Skolské geo-
metrie zabyvajici se mnozinami bodi.

Dalsim pripadnym prohloubenim této prace by mohly byt online nastroje umoz-
nujici dynamické zkouméni popsanych mnozin, jako byl napriklad citovany zdroj

[91.

Béhem zkoumaéani rtiznych mnozin v rdmci 2. a 3. kapitoly si ¢tendr mohl vSim-
nout casté podobnosti mezi tvarem mnoziny v manhattanském a v maximovém
metrickém prostoru. Tato podobnost neni ndhodna, staci, kdyz se zaméiime
na vzhled kruznice, kterou poté casto pouzivame ke konstrukci dalsich mnozin.
Jedna se vzdy o hranici ¢tverce, ktery je pouze jinak otoCeny viuci kartézské
soustavé soufadnic a v mirné jiném méiftku. Casto bychom tak mohli naptiklad
mnozinu v maximovém metrickém prostoru ziskat pouhym spravnym otocenim
a ,zvétsenim® (jednalo by se o otoceni kolem pocéatku soustavy souradnic a stej-
nolehlost s vhodnym koeficientem) stejné mnoziny sestrojené s vyuzitim manhat-
tanské metriky. Také tento vztah mezi obéma metrikami by mohl byt zajimavym
rozsifenim této prace.
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A. Priloha

Aplikacni dlohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skalovd

Na vyleté v Kolmoveé

V rukou nyni drzite pracovni listy s tlohami, které jsou zasazeny do pro-
stfedi fiktivniho mésta Kolmova. V zivoté a obzvlast v matematice se jisté casto
setkavate s pojmem vzdéalenost. V matematickych tlohach, pocetnich ¢i geomet-
rickych, mame vétsinou na mysli vzdélenost dvou bodu (pfipadné jinych objekti)
jako délku jejich spojnice. Napriklad pri pouziti mapy ji nazyvame vzdalenosti
,vzdusnou c¢arou®. Toto pojeti vzdalenosti vypada rozumné; abychom zjistili, jak
jsou dva body, pripadné jiné objekty, od sebe daleko, puijdeme jednoduse primo
od jednoho k druhému. V rtznych pripadech z naseho kazdodenniho zivota ndm
ale vzdalenost dvou mist vzdusnou carou prilis praktické informace neposkytne.
Jestlize se ptame, jak je to daleko autem z Prahy do Brna, musime mérit délku sil-
nice, kterad se riuzné zataci, nejen doprava a doleva, ale také ma urcité prevyseni,
takze celkem nepochybné ujedeme delsi trasu, nez kdybychom na mapé spojili
obé mésta tseckou a s pomoci méritka spocitali jeji délku. Ani kdyz se rozmys-
lime, za jak dlouho zvladneme z domova dojit pésky do skoly ¢i prace o par ulic
dal, nebudeme vzdalenosti vzdusnou carou uvazovat, jelikoz po cesté nékolikrat
zabo¢ime a ujdeme tak trasu urc¢ité o néco delsi.

A to uz se dostavame k podstaté nasledujicich tloh. Abychom se nemuseli za-
byvat slozitym systémem nepravidelnych ulic ¢i prevysSenim kopcovitého terénu,
celd sada 1loh je zasazena do fiktivniho mésta Kolmova, které je prihodné pravi-
delné. Sviij nazev ziskalo podle rozlozeni jednotlivych ulic, které presné odpovida
¢tvercové siti. Ulice, které se navzajem krizuji, sviraji pravy uhel, zaroven celé
mésto lezi na roviné. Abychom méli praci co nejsnazsi, zavedeme jesté nékolik
jednoduchych pravidel:

1. Sitku ulic v tlohach zanedbavame, budeme s nimi pracovat jako s tiseckami.
2. Budeme se vzdy zabyvat jen vzdalenostmi mezi kiizovatkami.

3. Vzdalenost sousednich ktizovatek polozime rovnou 1.
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Aplikacni ulohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skdlovd

V jednotlivych tlohdch budeme fesit rizné situace tykajici se obyvatel Kolmova.
Princip tloh ukazeme na prvni fesené tloze:

ReSeny piiklad: Petr zane od z&i{ chodit do nové skoly a zkoumd, kudy to
bude mit do skoly nejbliz. V obrazku je znazornéna mapa c¢asti Kolmova
i s nazvy ulic. Petr bydli na kfizovatce Druhé ulice s Bézovou, skola se nachazi
na rohu Paté se Duhovou ulici.

Otazky:
1. Jak dlouhd je nejkratsi cesta z Petrova domova (D) ke skole (S)?

2. Fxistuje jenom jedna nejkratsi cesta, nebo md Petr vice moznosti?

Proni

Druha

Treti

-

Ctorté

Pata

—

S B R R R

Azurova Bézovd Clinova Duhova FEbenovd Fialovd

Obrazek A.1: Mapa ¢ésti Kolmova s Petrovym domovem a skolou

ReSeni: Po cesté do Skoly musi Petr prekonat cestu o délce 3 v jednom sméru
ulic a cestu o délce dva v druhém sméru ulic, celkem je tedy cesta dlouhd 5. Moz-
nych tras existuje vice, v obrazku jsou zakresleny dvé varianty. Modie vyznacena
varianta obsahuje nejprve cestu dva bloky Bézovou ulici, poté Petr zaboci doleva
a pujde jeden blok Ctvrtou ulici, doprava jeden blok Cinovou ulici a na zévér
doleva jeden blok Patou ulici. V pripadé, ze dodrzime pocet blok ujitych v obou
smérech, miuzeme Petrovi pomoci nalézt dalsi mozné trasy.
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Aplikacni ulohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skdlovd

1. Petrova cesta do skoly
Zadani: V tvodnim feseném prikladu jsme se seznamili s Petrem, ktery hledal
nejkratsi cestu z domu do skoly. Pomuzete Petrovi nalézt dalsi varianty trasy, aby

nemusel chodit kazdy den stejnou cestou?

Otazka: Kolik rizngch tras délky 5 existuje mezi Petrovim domovem a skolou?

—

P,r’uni - . - - .
—

—

o -....
- -..-.

—»
Sesté

Azurova Bezova Cmova Duhova Ebenova anlovd

Obrazek A.2: Petrova cesta do skoly
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Aplikacni ulohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skdlovd

2. Lenciny vychazky

Zadani: Lenka méla nedavno traz nohy, kterou ma nyni posilovat pravidelnymi
zdravotnimi prochazkami. Aby si nohu nepfretizila, smi ujit kazdy den trasu dlou-
hou maximalné 10 (celkem od domova zpét k domovu).

Otdzka: Na jakd nejvzddlenéjsi mista miuze Lenka ze svého bydlisté (L) dojit?

Obrazek A.3: Lenciny vychazky
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Aplikacni ulohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skdlovd

3. Marie a Karel na rande

Zadani: Mlada dvojice Marie (M) a Karel (K) z Kolmova si domluvila zptsob
potkévani na spolecnych schiizkiach s nékolika pravidly. Chtéji spoleéné poznat
co nejlépe své mésto, a tak spolu chodi na prochazky. Aby nebyla prochézka ni-
kdy stejnd, pokazdé se potkaji na jiném misté, odkud vyrazi. Domluvili se, Ze na
misto setkani to vzdy musi mit oba presné stejné daleko ze svého bydlisté.

Otazka: Na jakiych mistech ve vyznacené casti mesta se Marie s Karlem mohou
potkdvat?

Obrazek A.4: Rande Marie a Karla
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Aplikacni ulohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skdlovd

4. Nakupy pana Davida

Zadani: Pan David z Kolmova kazdé odpoledne vyrazi presné ve 3 hodiny
z prace (P) a v pul ¢tvrté vyzvedava déti v druziné (D). Cestou z prace k druziné
ale potrebuje jesté nakoupit potraviny na veceri. Ve mésté Kolmov je nastésti
obchod doslova na kazdém rohu. Cesta mezi sousednimi rohy trva panu Davidovi
jednu minutu, z prace do obchodu i z obchodu do druziny jezdi vzdy nejkratsi
moznou cestou.

Otazky:

1. Do kterych obchodu mizZe pan David jezdit nakupovat, aby stihl déti vyzved-
nout vcas, pokud ndkupem potravin stravi 20 minut?

2. Do kterych obchodu muZe pan David jezdit, aby mu cesta i s nakupem trvala
prave 30 minut? Zde predpokldddme, Ze cestu z prace do obchodu i z obchodu
do druziny vidy absolvuje nejkratsi moznou trasou.

EEEEEEEEE
EEREEEEEE
EEEEEEEER
=I

Obrazek A.5: Nakupy pana Davida
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Aplikacni ulohy na neeukleidovské metriky Zuzana Skdlovd

V nasledujicich tlohach se presuneme do jiné Kolmovské ¢tvrti, ktera lezi na kraji
prilehlého jezera. Ctvrt s pithodnym nazvem Vodni mé stejny systém ulic jako
zbytek Kolmova, pouze s jednim podstatnym rozdilem. Misto vsech ulic v jednom
sméru jsou zde vodni kanaly, po kterych se obyvatelé pohybuji na lodickach. Kla-
sické ulice v druhém sméru jsou vyse nad hladinou, ptes jednotlivé kanaly vedou
v misté krizovatky mosty, takze se lze pohybovat ulici rovné bez problému. Stejné
tak po kanélu lze bez problému projizdét v lodic¢ce pod mosty. U kazdého mostu
lze nastoupit ¢i vystoupit z lodicky. Prvni tloha je opét zc¢asti uvedena i s fesenim:

Reseny piiklad: Bediich z Vodni ¢tvrti cestuje kazdé rdno z domu (D) do
prace (P) o nékolik ulic d4l.

Otdzka: Jak dlouhd je nejkratsi moznd trasa, kterou Bedrich kazdé rano urazi?

Obrazek A.6: Mapa Vodni ¢tvrti s domovem a praci Bedficha

ReSeni: Zptisob pohybu osob ve Vodni ¢tvrti se lidf, oviem vzdédlenosti nikoli.
Nejkratsich cest, jak se muze Bedtich dopravit do prace je vice, ale vSechny se
budou skladat z trasy délky 3 vedouci po silnici a z trasy délky 1 po kandlu.
Dohromady mé tedy Bedfichova cesta do prace délku 4.
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5. Bedrichova cesta do prace

Zadani: Bedfich z Vodni ¢tvrti cestuje kazdé rano z domu (D) do prace (P)
o nékolik ulic dal. Z predchozi tesené tlohy vime, Ze Bedfich rano urazi trasu
o délce 4.

Otazky:
1. Kolik riznijch tras délky 4 mize Bedrich po cesté do price vyuZit?

2. Jaky je nejmensi a nejvetsi mozny pocet prestupt mezi kandlem a silnici,
které musi Bedrich béhem cesty absolvovat?

3. Jak velkou cast trasy strdvi na lodicce a jak velkou na bézné silnici?

Obrazek A.7: Bedrichova cesta do prace
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6. Tereza a Lucie hraji na schovavanou

Zadani: Dveé kamaradky, Tereza a Lucie, které bydli ve stejném domé na rohu
ulice, si spolu rady hraji venku na schovavanou. Od rodi¢tt maji dovoleno se scho-
vavat jen v omezené vzdalenosti od domova (D), aby se neztratily, maximalné se
mohou vzdalit o 2 po silnici a o 2 na lodicce.

Otizka: Na kterd mista ve mésté se mohou dévcata schovat?

Obrazek A.8: Schovavana
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Reseni tloh
1. 10 cest viz obr.
2. 20 ruznych bodu viz obr.
3. 11 bodu viz obr. [A1]]
4.1. viz obr.
4.2. viz obr. [A 13

5.1. 4 rtzné cesty viz obr. [A.14

5.2. Nejmensi mozny pocet je 1 a nejveétsi 2, prestup na zacatku a konci trasy
neuvazujeme.

5.3. Cesta na lodicce odpovida vzdalenosti 1, cesta po silnici vzdédlenosti 3.

6. viz obr. [A1H

Ctortd

—
Pata

e

Azurova  Bézovi  Cinova Duhovd Ebenovd Fialova

Obrézek A.9: 1. Petr Obrazek A.10: 2. Lenka
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Obrazek A.11: 3. Marie a Karel

Obréazek A.12: 4.1. David

Obrazek A.13: 4.2. David

Obrazek A.15: 6. Tereza a Lucie
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Obrazek A.14: 5. Bedrich
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