Posudek vedouciho k bakalarské praci R.Picka s nazvem
Optimalni rizikové senzitivni rizeni v radikalnich retézcich

Student se ve své praci vénuje

(a) rizikoveé senzitivnimu ocenéni v homogennich markovskych tetézcich spocivajici v explicitnim
vyjadieni podminéné stfedni hodnoty z akumulovaného diskontovaného uzitku pocitané-
ho z akumulovaného zisku odvijejiciho se od prechodu uvazovaného markovského fetézce.
Odpovidajici uzitkova funkce je exponencialni.

(b) nalezeni optimalniho (homogenniho) fizeni a dukazu jeho optimality a to i v §irsim smyslu
mezi adaptivnimi fizenimi.

(c) integraci moznosti volit i tzv. radikalni rozhodnuti vedouci k prechodum fetézce, které
probihaji mimo realny cas.

Student se snazil pocatecni ¢ast, ktera je v porovnani se zbytkem prace pomeérné jednodu-
chd, zbytecné podrobné rozepisovat, coz vedlo spise k nezadoucim efektum spocivajici v obtizné
smérovatelnosti studenta z pozice vedouciho (nemluvé o dlouhém uvaznuti v neproblematickych
¢astech s vidinou stale otevienych a mnohem zajimavéjsich ¢astech pokrocilych).

Konkrétné v prvni fézi (a), kdy jde o ocenéni (homogenniho) fizeni, jde o to vyéislit nasledujici
podminénou stiedni hodnotu

E[ZzozoﬁnUn|XU]a kde Un = - eXp{VZZ;(l) Z(Xka Xk-i-l)}v 7 < 07

kde z(i,j) oznacuje zisk spojeny s prechodem ftetézce (X,)32, ze stavu ¢ do stavu j. Tuto
podminénou stredni hodnotu lze pro § > 0 dostatetné malé, viz (1.19), vyjadrit jako v(Xj),
kde v je vektor zavedeny az ve formuli (1.46). Pfitom pro uvazované [ lze snadno ukézat, ze je
velicina 2  4"U, integrovatelnd, coz zde znamend, ze jeji absolutni hodnota je integrovatelnou
majorantou pro prohozen{ podminéné stfedn{ hodnoty a sumy (nebot U,, < 0). Vypocet E[U,,| Xo]
se pak opird o dukaz Véty 26 z bakalarské prace E.Vernerové.

Student mé ve své praci tento ne ptilis slozity vypocet rozlozen do pomérné rozsahlé oblasti,
coz je mj. i zdrojem komplikaci ve snaze jej primét, aby byla piislusna tvrzeni formulovana
rigorézné (tedy véetné vsech predpokladi). Vzdy, kdyz se pracuje s vektorem podminénych
stiednich hodnot E(-) = E(-|X, = )Y, je tfeba (explicitné) predpokladat, ze X je (F,P)-
markovsky fetézec, coz student tak néjak déla implicitné, a podobné je to s predpokladem
(1.19) z definice 14. Ptestoze jsou mnohé detaily vypoctu z ¢dsti 1.2 rozepsany pomérné (témeér
az zbytecné) podrobné, jiné podstatnéjsi argumenty zustdavaji opomenuty.

V definici 25 se méa predpokladat, ze X je homogenni markovsky tetézec. To je bod, na ktery
jsem studenta (z divodu casové tisné a tim ztraty kontroly nad finalizaéni ¢ésti) neupozornil.
Ono se v té definici mé predpokladat, ze X = (X,,)72, je homogenni F-markovsky Fetézec
s matici prechodu P indexovanou pfednim indexem p.

Zde se v plné nahoté ukazuji problémy s vedenim prace, které spocivalo v tom, ze jsem
studentovi poskytoval stiipky informacich ze kterych mél (na zakladé jiz diive vypracovanych
bakalafskych praci E.Vernerové a A.Haldszové) postupné sestavovat text, ktery se meél evoluéni
metodou proménovat v zamyslenou verzi prace. Osobné jsem zjistil, ze tento postup narazi, kdyz
jsem si uvédomil, ze je pro mé obtizné studenta primeét k zékladnim zménam v textu. Situaci
také nepomahalo védomi, ze jde spiSe o narocné a kompaktni téma vyzadujici urc¢itou souhru.

Ostré nerovnost ve vztahu (1.44) neni v porddku. Jde o to, ze porovnavame vektory. Patrné
ma misto ,>“ byt ,=, ale celkové bych tekl, ze je definice 27 spise nadbytecnd s tim, ze lze
misto prislusného pojmu psat prislusnou nerovnost (treba doplnénou slovni interpretaci).

Césti 1.2, kde se student vénuje ocenéni, by prospélo (dle mého minéni), pokud by se co
nejdiive zavedl vektor v (zavedeny az v (1.46) v casti 1.4) a pokud by se popsaly zakladni

pouzivané vlastnosti dejme tomu kratkou (jednovétnou) pozndmkou: ,,Pokud pro 5 > 0 plati
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(1.19), pak
(1) vi=-> (B)"1=—(1-pB)'1=-1+pBv.“

Pak by mohlo nésledovat tvrzeni tuto hodnotu interpretujici ve smyslu rovnosti Y -, 5,E[U,|Fo]
= v(Xp) skoro jisté, coz by pro potieby té dotcené i nasledujicich ¢astech bohaté stacilo. Stu-
dent se ve vzorci (1.25) zabyvé i podminovanim o-algebrou JF;. Tato ¢ést je stiipkem, ktery mél
smeétovat k motivaci demonstrujici proc¢ je iteracni algoritmus daného tvaru. Bohuzel na tuto
¢ast odpovidajici motivace nenavazuje, a z toho duvodu by tak vubec nicemu negkodilo tuto
¢ast vypustit. Druhou moznosti by bylo dopracovat motivaci itera¢niho algoritmu a v takovém
piipadé by se odpovidajici rovnost (1.25) dala zakomponovat do vyse zminéného tvrzeni. Dukaz
téchto rovnosti by beztak spocival v odkazu na dukaz véty 26 v praci E.Vernerové s tim, ze by
se pouzil tam dokdzany vzorec v té préci se vyskytujici pod ¢iselnym oznacenim (2.4).

Ve svétle posledni rovnosti v se lemma 29 (se svym dukazem) jevi jako nadbytecné s tim,
ze v dukazu véty 32 se misto odkazu na lemma 29 da pouzit rovnost v. = —1 + Bv a
v dikazu véty 31 zadanou nerovnost ,.v > ,v mame jiz ve vztahu (1.61), coz znamend, ze
bych pak doporucoval zbytek dikazu jednoduse vypustit. Co se tyka jesté dukazu véty 32, tak
skutecné vystacime s neostrou monotonii z véty 31, kdyz vyuzivame konecnost mnoziny vsech
elementarnich fizeni, ale bylo by dobré argumentovat napt. tim, ze je zacykleni algoritmu vy-
lou¢eno z toho duvodu, ze v pripadném cyklu by diky monotonii musely byt vektory v shodné,
coz by podle zavedeného tvaru algoritmu mélo vést k jeho ustrnuti.

Definice 34 neni v poradku v tom smyslu, ze tam chybi predpoklad, ze je posloupnost X =
(X)), adaptovéna na filtraci F (viz def. 4) a také myslim, ze se mé na levé strané podminovat
o-algebrou F,. Na tomto opomenuti nesu (jakozto vedouci) vinu v tom smyslu, Ze jsem pii
vedeni studentovi poskytoval netplné instrukce s tim, ze se pozdéji doplni, i kdyz jsem mohl
mit duvodné podezieni, zZe nad vedenim prace nebudu mit plnou kontrolu. Podobné je to pak
v definici 84, kde mé ovSem student odkaz na definici 51, coz by mohlo ¢tendre dovést k tomu,
ze je skutecné tieba predpokladat, ze tam pracujeme s F-markovskym procesem (se spojitymi
trajektoriemi). Totéz se pak tyka definice 25. Zpétnym pohledem vidéno - by pak (po doplnéni)
definice 34 zarucovala, ze je posloupnost (X, p) = (X,, )22, markovskd vuéi filtraci F =
(Fa)2o.

Véty 44 a 45 s odpovidajicimi dukazy jsou (myslim) vysledkem samostatného tsili studenta,
do kterého jsem nezasahoval. Nyni se mi zda, ze napt. neni v poradku rekurentni vzorec (1.103)
a ze v dukaze véty 44 neni napsano, kde se vzala hodnota L. Hodnota K € R v (1.105) ze shora
omezujici (nekladné) hodnoty vektoru ,-v by ty hodnoty méla kontrolovat pfedevsim zespodu
pomoci absolutni hodnoty s tim, ze by méla byt uvazovana nezapornd, jinak vtah (1.110) nebude
v poradku. Osobné bych obé véty 44 a 45 spojil do jedné a v dukaze se zaméril na to, ze mame
k dispozici integrovatelnou majorantu —My, = — >~ _, ™U,, pouzitelnou jednak pro ovéfeni
toho, ze je zde uvedend suma konvergentni skoro jisté a v L;, ale také k tomu, ze obé tyto
konvergence mame i pro posloupnost —3"U,, — 0 a nasledné i pro —3"U, ,»v(X,). Osobné
bych nemél ani nic proti tomu, aby celkové tvrzeni meélo jako pfedpoklad integrovatelnosti
sumy »_>_, ™U,, (s ndslednym ukdzdnim, ze existuje dostatecné malé 5 > 0, pro které je to
automaticky splnéné), ale i pro obecné > 0 by takovy vysledek byl pouzitelny.

Lemma 47 by mélo byt spise uvedeno v apendixu prace a misto néj jsem studentovi navrho-
val nésledujici tvrzeni. Pokud (X,,)$%, je posloupnost redlnych ndhodnych veli¢in konvergujici
k veliciné X v pravdépodobnosti, pficemz pro veli¢cinu Y plati nerovnosti X,, > Y skoro jisté,
pak také plati X > Y skoro jisté. A uvadeél jsem jednoduchy dukaz:

PIX <Y —-¢g)<P(|X,—X|>¢)—0, n—oo, e>0.

V definici 48 jsem jiz od poc¢atku upozornoval, ze neni vhodné psat, ze i prvek k 4 ioo chapeme
jako komplexni ¢islo, protoze to striktné vzato komplexni ¢islo neni.

V tpravach v (2.27) na druhém fadku vypadl vektor 1z. Totéz pak nastava v (2.35), kde
navic chybi faktor v v exponenciale.
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Definice 56 predpoklad4, ze je definovan symbol V] predstavujici kumulativni zisk z pre-

chodu az do ,,casu“ n +ioco. Nastroje potrebné k tomu, aby se ukazalo,ze je takovy kumulativni
zisk dobte definovén (skoro jisté) jsou v praci uvedeny az pozdéji. Konkrétné jde o lemma 65
s jehoz pomoci lze odpovidajici tvrzeni dovodit pomoci matematické indukce.

Lemma 66 obsahuje ve svém dukazu tvrzeni, které neni dokazano a to je integrovatelnost
velicin Uy, t € T. Na toto jsem studenta dodateéné neupozornoval. Dukaz tak v podstaté
predpoklada integrovatelnost velicin U,,. Ta by se ukazala indukci podle n s pomoci stavajictho
dukazu zajistujici integrovatelnost veliciny U/ = U, 1ix, nerovnosti uvedené déle v posudku
a s pomoci nasledujiciho tvrzeni ,,Pokud X, Y jsou dvé nezaporné integrovatelné veliciny takové,
ze E[Y'| X] je veli¢ina omezend konstantou skoro jisté, pak také XY je integrovatelnd velicina.

Student pouzivé dvé ruznd oznaceni pro kanonické vektory, na ¢em (je tfeba priznat) mam
urcity podil v tom smyslu, Ze jsem mu doporucoval pouzivat jeden druh uzity napt. ve vzorci
(1.6) a pii konzultaci jsem (z pohodlnosti) pak pouzival jiné oznaceni uzité napf. ve vzorci
(1.25).

Pro odvozeni vzorce (2.38) ze vzorcu (2.36) a (2.37) by bylo tieba o trochu obecnéjsi piistup
spocivajici v tom, ze by se misto z U/ pocitala podminénd sttedni hodnota z vyrazu U, f (Y tico)-

Vzorec (2.40) a nasledné vypocty se maji opirat o predpoklad, ze (6BB*)™ — 0 pro n — oo,
coz je dalsi omezujici predpoklad na fizeni (resp. na hodnotu (3). Studentu jsem doporucoval
tuto podminku zahrnout do pojmu piipustného fizeni. Student tuto podminku skutecné zahrnul
do definice 72. Bohuzel mu v (2.57) vypadl symbol B>. Podobné je to pak ve vzorci (2.70).

Pro definici 73 plati totéz, co pro definici 34 - tedy, Ze je tfeba predpokladat, ze je systém
Y = (Y})ier adaptovany na (F;)er a na levych stranach je tfeba podminovat o-algebrou F; pro
t = n+ik resp. t = n +ioco (o predpokladu spojitosti Y nemluvé). Zde (opakované) priznavam
nedostatek ve vedeni prace. Kdyz pomineme predpoklad spojitosti Y, tak se zda, ze by se mélo
predpokladat néco, co implikuje F-markovskou podminku pro proces (Y, p). Zde se hodi jesté
dodat, ze by ve vzorcich (2.58) a (2.59) misto pfedniho indexu p mél byt index p" (s tim, ze
doporuéuji piedpokladat rovnost p* = p" % k € NU {co}).

Dikaz Lemmatu 78 se mi nezda v tom smyslu, ze se zde student odkazuje na ,,vétu z ¢asti 1.2

Ve vzorcich (2.77) a (2.78) m4 byt misto RF napsdno RY.

Dukaz véty 81 se studentovi do préce jiz nepodarilo poradné prepsat z instrukei predstavujici
modelovy dukaz, ktery pro jednoduchost predpokladal, ze se méni rozhodnuti maximalné pro
jeden stav i s tim, ze pro vice stavu by dukaz probihal obdobné. Piislusné podklady jen (pro
dokresleni) dédval dohromady 24.4.2022 (ovSem nutno pfiznat, ze vychéazely z predpokladu, ze
nové vzniklé fizeni je piipustné). Dalsi podklady uz pak kolidovaly s finalizaéni fazi. V piiloze
tohoto posudku jsou pak uvedené (mirné vylepsené) odpovidajici instrukce pro dikaz monotonie
(doplnény o dikaz, ze nové vzniklé fizeni je pripustné).

Co se tyka odvozovani (2.85) ze vzorcu (2.83) a (2.84), k tomuto jsem studentovi zadné
instrukce nedaval a ani jsem jej k nicemu takovému nesméroval s tim, ze ta optimalita se ukaze
v 8irsim smyslu mezi adaptivnimi fizenimi (nutno dodat bez blizsich instrukci, které jsem byl na
pripadné vyzadéani ochoten dodat - po pripadném hlubsim zamysleni). Patrné zde jde o chybu ve
vedeni préce, (ze jsem studenta neinstruoval, aby ukézal implikaci ,,(2.83,2.84) = (2.85)“ misto
Sirsi optimality) protoze je to skutecné tak, jak student piSe, ze nerovnost v (2.85) lze odvodit
velmi snadno po ur¢itém poéitani ze vzorcu (2.83) a (2.84) - ovSem s tim, ze nerovnost (2.84)
mame pouze pro takové fadkové indexy, které odpovidaji stabilnim staviim vuéi porovnavanému
(bezhvézdickovému) fizeni. To znamend, Ze na misto (2.84) se dalo pracovat s prvni nerovnosti
v nasledujicim fetézci nerovnosti

pBoo(l + ﬁpo*U) = pBOO p*U > p*U

s tim, ze ta druhd nerovnost odpovidd (2.83). Odsud je pak skuteéné pomérné snadné ziskat
nerovnost v (2.85) a to nasledovne:

prU < pBOO(l + ﬁpo*U) < pBoo(l + ﬁpoBoo)l + (ﬁpBoo p8>2p*U S
< pB¥ Y i0(8,8,B%) 1+ (8,B% ,B)"" - U.
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Limitnim pfechodem n — oo pak skute¢né dostaneme nerovnost (2.85), kdykoli p je piipustné
fizeni.

Dovétek ,a je tedy omezeny skoro jisté“ za vzorcem (2.109) je chybou, kterou lze odstranit
pouhym vypusténim tohoto dovétku. Student mél patrné na mysli ,, koneény “ misto ,,omezeny “,
ale 1 tak se toto dovozeni v dalsim postupu spiSe nepouziva.

V definici 83 se mél student omezit pouze na takova (adaptivni) fizeni, kterd splnuji podminku
Pt = pn k€ Ny U {oo}. Instrukei v tomhle sméru jsem (myslim) studentovi poskytoval s od-
kazem na to, ze v situaci, kdy ,,neplyne ¢as“ nedava velky smysl ménit fizeni s tim, ze v situaci,
kdy bychom mimo ¢as volili stabilni rozhodnuti, tak ve skute¢nosti mimo ¢as realizujeme jakoby
radikalni rozhodnuti nedélat nic (setrvat v témz stavu bez jakéhokoli ocenéni az do uplynuti
imaginarniho ¢asu) a to stabilni rozhodnuti se pak realizuje, az za¢ne plynout redlny cas.

Dale se mél student omezit pouze na takova fizeni, kterd jsou pro dané 3 > 0 piipustna ve
smyslu podminky (2.69). Takovy predpoklad je zdsadni k tomu, abychom mohli zajistit, ze bude
splnéno to, co se v praci tvrdi v souvislosti s (2.109).

Rovnost M, := E[U|F;] v definici 88 m4 byt spise motiva¢ni v tom smyslu, Ze tuto rovnost
pozadujeme pro optimalni fizeni, ale samotnou definici M; je tieba odlozit po té, co je vyraz na
pravé strané spocten a vyjadien. Spravny postup tedy definovat

My = Up—1 + B"Upgit oo U(Yogir), Kk € NoU {oo},

podobné jako je to ve (2.94) a (2.95), kde je t¥eba jiz vynechat odkaz na podminénou stredni
hodnotu. Ve vzorci (2.96) ma byt prava strana jesté vynasobena vektorem 1.

Ve vzorci (2.98) by méla matice B mit pfedni index p"™ (resp. p" s tim, Ze jsem vyse
doporucoval piedpokladat p"t* = p*). Néco podobného pak plati pro matici B ve formuli
(2.102).

Lemma 93 - v dukaze by stédlo za to poznamenat, Ze se pii ovéfovani (2.103) opirdme o
rovnost ,-U = ,«B ,-U a rovnosti ﬁe; B U = e;- »~U — 1 pro stavy j, které jsou p*-stabilni.
Posledni zminéné rovnosti lze dovodit z rovnosti 3 ,«B* ,«B U = ,.U — ,.B1. Konkrétné
staci z této rovnosti uvazovat radky, které odpovidaji vyse uvazovanym indexum j. Zbyla cast
dukazu by se pak opirala o nerovnost (2.83) a o ty rddky nerovnosti (2.84), které odpovidaji
p" e = pr-stabilnim stavim. Pro ostatn{ fddky by nerovnost v (2.84) v principu platit neméla
a to z pouhého duvodu pripousténé libovile hodnot na prislusnych radcich matice B.

Lemma 94 - ve znéni bych kromé jiz diive zminéného doporuceni , pridat podminku piipust-
nosti fizeni“ doporucoval také (natvrdo) predpoklddat, ze je velicina U integrovatelnd. Tim by
se méla opravit mezera v dukaze na misté formule (2.113). Pokud veli¢ina U integrovatelna nen,
pak je prislusné adaptivni fizeni zjevné horsi nez jakékoli piipustné homogenni fizeni (vcetné
toho, které oznacujeme jako optimalni). Tento predpoklad by tedy nebyl nijak zdsadné omezujici
z hlediska sily dosazeného tvrzeni. Zaver dukazu v porddku neni. Vypoctem (2.115), (2.116) zde
(jednoduse) argumentovat mozné neni (uz jen proto, zZe matice ,mB, ,»B zbudou zavislé na
hodnoté m).

Co se tyka mezery v dikaze kolem (2.109), tak se zd4, ze by se hodilo oznacit R := {p €
R;lim,, pRn — 0} a omezit se na adaptivni fizen{ s hodnotami v R kromé omezeni na takovd
adaptivni Fizeni, kterd generuji integrovatelnou hodnotu U. Pak s vyuzitim tprav typu (2.35)
by se ukézalo, Ze existuje konecnd konstanta K € (0, 00) takové, ze

(2) Yo oEllUntite+1) — Unsin] | Fn] < K|U,|  skoro jiste
pro kazdé pripustné homogenni fizeni (a kontrolou postupu by se doslo k zaveéru, ze i pro
adaptivni fizeni s hodnotami v R uvedend nerovnost plati se stejnou konstantou K).

Na zdkladé nerovnosti uvazovanych v (2.110) by se pak ukézalo, ze

(3) Elsupgen, [Un-1 — My pix[] < K (1 +K)G"E[|U]].
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Z (zde doporuceného) predpokladu integrovatelnosti veliciny U = Y >°_ ™U,, bychom pak
dostali scitatelnost pravé strany nerovnosti napi. s vyuzitim vztahu

Uni1/U, = exp{7V™ !V = exp{7(Vntioo; Yni1)} € [mine?® maxe?®] C (0, c0)

n—+ico

s tim, ze zde uvazovand minima a maxima se délaji nejen pres vSechny mozné argumenty (i, j)
funkce z ale také pres vsechny mozné predni indexy, které zde z uspornych duvodu vynechavam.

e Bylo téma pro bakalarskou praci primérené a bylo pojato pfiméfenym zpusobem? -
byl student od pocatku varovan. Pfimérené pojato spiSe nebylo. Jednodussi véci jsou
zbytecné rozpitvavany a tim komplikovany, ¢imz pak nezustal dostatek ¢asu, pozornosti
a dusevni energie na ty komplikovanéjsi. V prubéhu psani posudku musim pfiznat urcité
pochybnosti ohledné pfiméfenosti tématu, nicméné pii efektivnim pristupu k tématu by
se dalo vedeni prace prubézné prizpusobit objektivné vznikajicim obtizim.

Obsahuje prace vlastni ptispévek autora? ANO Je v praci dostateéné specifikovan? -
Viceméné je popsan v tvodu préce.

V ¢em tento piispévek spociva? - Viz body (a,b,c) z po¢atku tohoto posudku.

Je to (a) modifikace rizikové senzitivniho tizeni z préce E.Vernerové na diskont-
ni pripad (¢imz se celd problematika zjednodusila) a to zjednoduseni vytvorilo pros-
tor pro druhou ¢éast, kterou je (b) integrace myslenky radikalnich rozhodnuti (vedouci
k pfechodum probihajici mimo redlnych ¢as) do teseni problému z bodu (a) s vyuzitim
be. prace A.Haldszové, kde se uvazuje diskontované fizeni v radikalnich fetézcich, ale ne
rizikové senzitivni.

Je prace po formalni strance v poradku? ANO, pokud do formalni stranky nepocitame
nedostatky explicitné zminéné v tomto posudku

Jsou zdroje spravneé citovany? ANO (osobné bych byl proto, aby k tém citovanym pracem
bylo dopséno, ze jde o bakaldirské prace na MFF UK)

Lze préaci uznat jako praci bakalarskou? To zédlezi na posouzeni, zda mnozstvi nedostatku
(pramenici z absence velké ¢asti finalizaéniho procesu) piekracuje hranici pripustnosti.
Toto nechavam na zvazeni komise.

V Praze dne 30.7.2022 Mgr. Petr Dostél, PhD.
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1. Nejprve uvazujme piipad, ze volime nové radikdlni rozhodnuti. Pro povidajici stavy ¢ pak
splinuji nerovnost (2.71). Pro matici B odpovidajici nové vzniklému tizeni pak plati, ze

(5) B ,mU < ,mU,

z ¢ehoz pak indukei dostaneme, ze B¥ pm)U < pm)U, k € N. Opfeme-li se o ndsledujici rozklady
I 0 I o0
s(gn) " (en)

0 0
omU = BY ) U > ( 0 B ) om U

Vzhledem k tomu, ze slozky vektoru ,,)U nabyvaji kladnych a kone¢nych hodnot (coz by mélo

dostaneme ihned, ze

byt odvoditelné z vyjadreni (2.63) a (2.21)), dostavdme, ze jsou prvky matice R* omezené
stejnomérné v hodnoté k € N.

Pokud zapojime predpoklad, ze jsou radikalni rozhodnuti penalizovéna (viz (2.67)), vzhledem
ke konecnosti vSech stavu i moznych rozhodnuti existuje € > 0 takové, ze zisk prechodu ze stavu
1 do stavu j pri jakémkoli radikalnim rozhodnuti je mensi nez —e. Pak ovSem R>c¢ "R a
nésledné 0 < R¥ < e**RF — 0 pro k — oo. Dale pouzijeme nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni. Uvazujme matici F := 300 R" € [0,00]Y*N . Pokud je matice FQ je slozena z
prvku, které nabyvaji pouze konecnych hodnot a pokud R™ — 0 pro n — oo, pak také R -0
pro n — oo.

~ N

Diikaz. Sporem predpokladejme, ze existuji indexy i, j takové, ze (R ); ; k nule nekonverguji pro
n — oo. Pak Ihf’i,j = 00. Protoze predpokladame, ze R" — 0 pro n — 00, neexistuje uzaviena
podmnozina mezi radikalnimi stavy, coz nas vede k zavéru, ze existuje n € Ny, radikalni stav £
a stabilni stav [ takovy, ze 0 < (P");, = (R"),x a ze 0 < Py; = Qy . To ndm pak zarucuje, ze
také 0 < (Rn)jk al< Qk,l' Déle vyuzijeme nerovnost

F=y* R">y>* R'=Y* R"-R'=FR
Ta ném déy ze F@k Z (F.Rn)z’k Z F,L’](Rn)%k =0 a pak (FQ~>Z,l Z

Toto tvrzeni nam spolecné s nasledujici nerovnosti

k—o0

0 0
omU = limsup B* ) U > ( 70 ) o) U

a s jiz zminénou kladnost{ a konecnosti prvki vektoru ,,,)U d4, Ze plati podminka R* — 0 pro
k — oo. To znamend, Ze je splnéna podminka (2.69). To ndm umoznuje pracovat s matici B>
a ziskat limitnim piechodem z , ze také

(6) B> U < ,mU.
Vzhledem k tomu, Ze se v matici B z (2.54) vztahujici se k prechodum ze stabilnich stavii uvazuje
urcitd libovile v fadcich odpovidajici stavum radikalnim, muzeme v této ¢ésti (bez ijmy na
obecnosti) pracovat s rovnosti B = ,,)B. Je to z toho divodu, ze zménou stabilnich rozhodnuti
na radikalni jsou odpovidajici fadky matice B irelevantni a ostatni odpovidaji tymz radkum
matice ,,)B. Vyuzijeme-li nerovnost @, dostaneme pro stavy j, které (i pfi zméné nékterych
rozhodnuti na radikalni) zustdvaji stabilni, nerovnost

€5 pm)U = € pmBX (1 + B ym)B ) U) = €(1 + 3B ) U) > €;(1 + SBB> ) U).
Vyuzijeme-li tuto nerovnost pro kazdé uvazované j, dostaneme nerovnost

(7) B> p(n)U > Boo(l + BB~ p(n)U).
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Zde je dobré poznamenat, ze pro vyse uvazovana j zdejsi nerovnost v j-tém radku odpovida
vysSe odvozené nerovnosti a v ostatnich fadcich pak nerovnost dostaneme jako snadny dusledek
diky struktute matice B, viz (2.21). Z nerovnosti (7)) pak postupné dostavame, ze

B> ,,»U > B®[(I + 8BB™)1 + (8BB™)? ;) U]
> B>[(I + BBB™ + (8BB>)*)1 + (8BB™)? ,(»U] > ....
Indukeci a limitnim pfechodem pak dostaneme nerovnost
(8) B> U > BXY % (8BB®)" = B¥(I — 68B)'1 =: U.
Zde je dobré upfesnit, ze nejprve indukei dostaneme nerovnost
B> U > BXYL(BBB%)" + B> (3BB>)" " > B¥}") (3BB%)",

pricemz zde vyuzivame toho, ze druhy clen prostfedniho vyrazu je nezaporny. Pak teprve lim-
itnim prechodem m — oo ziskdme nerovnost v . Také je dobré si uvédomit, ze konecnost
prvki matice B> (3BB>)* zarucena nerovnost{ (8) ndm zajistuje konvergenci (BBB>)* —
0 pro k — oo (a tedy i prislusnou rovnost v ) Zde se opirame o poznamku uvedenou za kon-
cem dukazu. V posledni tadé je dobré si uvédomit, ze jsme timto ukazali, ze nové fizeni je
pripustné (i z hlediska dostateéné malého 5 > 0).

Pro vyse uvazovand j pak dostavame, ze

(9) 6} p(n)U = e;BOO p(n)U > e;-U.

Budeme-li uvazovat rozklady ,,)U = ({l‘f2 ) alU= (‘Jj; ) na polozky, které jsou pro nové tizeni
stabilni resp. radikalni, dostaneme pro indexy j odpovidajici nové radikalnim stavim s vyuzitim

([6) a (9) nésledujici nerovnosti

T T 1500 T I 0 ~ T
€jpmU 2 ;B ;iU = ¢; ( FO 0 ) pm)U = € FQuyg

~ T T ]I 0 T 100 T
> jFQuS:ej(ﬁ’Q O)U:€JB UZSJ-U.

Zde jsme pracovali s rozkladem e; = (gj ) a také jsme vyuzili nerovnost @D, kterou lze s pomoci

nové uvazovaného znaceni psat ve tvaru us > ugs.

2. Nyni se zamérime na druhou ¢ast, kdy pro nékteré stavy volime nova rozhodnuti, ktera
jsou stabilni. Volba novych stabilnich rozhodnuti nebude narusena rovnost ,,)U = ,u)B ,um)U,
¢imz myslime, Ze zde plati také rovnost ,,)U = B ,,,)U. Pro fddkové indexy, které odpovidaji
stavum, ve kterych je nové fizeni stabilni, tato rovnost plati trivialné. Pro ostatni radkové indexy
je prislusnd rovnost soucdsti predeslé rovnosti. Zde z pochopitelnych duvodu bude existovat
matice B> s tim, ze mé nulové sloupce, které odpovidaji nové radikalnim indextm. To lze
snadno nahlédnout z toho, ze B;; = 1j—; pokud stav ¢ je nové stabilni a ze B;; = ,,)Bi;
pokud jsou stavy 4, j radikélni i pfi novém fizeni (a z toho, ze p(n) je piipustné tizeni). My pak
indukei a limitnim prechodem dostaneme rovnost

(10) pmU = B> 0 U.

Pro p(n)-stabilni stavy j plati rovnost €} ,;m)U = €;(1 + B8 pm)B i) U). Pro stavy j, které jsou
noveé stabilni, bude diky pravidlum v itera¢nim algoritmu platit nerovnost

(11) &5 U = €;(1 + B ) U).
Odsud a z pak dostaneme nerovnost
(12) pmU =B U = B*(1 + (8B ;) U).

Zde jsme vyuzili toho, ze matice B> ma nezaporné prvky, které jsou nulové, pokud ptislusny
sloupcovy index odpovida nové radikalnimu stavu, takze skutecné zde vystacime s nerovnosti
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(11)). Indukef pak z nerovnosti dostaneme, Ze
pmyU > B*(1 4 BB ,,, U) > B> (14 BB™)1 + Boo(ﬁl’D’Boo)2 o) U)
> B[+ BBB™ + ... + (8BB™)"!|1 + B*(8BB™)" ,,,U.

Protoze posledni ¢len napravo je matice s nezapornymi prvky, muzeme jej z té nerovnosti vy-
pustit a limitnim pifechodem pro k& — oo pak dostaneme, ze

swU = BXY (38B®)F1 = BX(I - GBB™)'1 = U.
Zde jsme vyuzili, Ze nerovnost vlevo zarucuje konvergenci fady napravo od ni, a nize uvedena
pozndmka ndm pak da, Ze Ze je splnéna podminka pifpustnosti (8BB>)* — 0 pro k — 0o, coz
nam pak da néaslednou rovnost.

Pozndmka. Pokud matice U := B®Y 72 (BBB®)*1 € [0, 00]Y*N obsahuje pouze koneéné
prvky (tj. pokud U € [0,00)V*N), pak je splnéna podminka (8BB>)* — 0 pro k — oco. To lze
nahlédnout nasledujicim zpusobem. Ziejmé

U=, (6B*B)"B 1.
Protoze B*1 € (0,00)", mdme z konec¢nosti prvku matice U konvergenci fady nezdpornych
matic Y, (BB>*B)*, coz ndm ddvd, ze je splnéna podminka (SB>*B)* — 0 a nasledné i
podminka (BBB*)* = 3B(3B>*B)*1B> — 0 obojf pro k — co.

Shrnuti: 'V obou pripadech volby nového fizeni jsme ukazali, Ze je toto nové vzniklé fizeni
pripustné a ze plati nerovnost ,,,)U > U.
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