
Posudek vedoućıho k bakalářské práci R.Picka s názvem

Optimálńı rizikově senzitivńı ř́ızeńı v radikálńıch řetězćıch

Student se ve své práci věnuje

(a) rizikově senzitivńımu oceněńı v homogenńıch markovských řetězćıch spoč́ıvaj́ıćı v explicitńım
vyjádřeńı podmı́něné středńı hodnoty z akumulovaného diskontovaného užitku poč́ıtané-
ho z akumulovaného zisku odv́ıjej́ıćıho se od přechod̊u uvažovaného markovského řetězce.
Odpov́ıdaj́ıćı užitková funkce je exponenciálńı.

(b) nalezeńı optimálńıho (homogenńıho) ř́ızeńı a d̊ukazu jeho optimality a to i v širš́ım smyslu
mezi adaptivńımi ř́ızeńımi.

(c) integraci možnosti volit i tzv. radikálńı rozhodnut́ı vedoućı k přechod̊um řetězce, které
prob́ıhaj́ı mimo reálný čas.

Student se snažil počátečńı část, která je v porovnáńı se zbytkem práce poměrně jednodu-
chá, zbytečně podrobně rozepisovat, což vedlo sṕı̌se k nežádoućım efekt̊um spoč́ıvaj́ıćı v obt́ıžné
směrovatelnosti studenta z pozice vedoućıho (nemluvě o dlouhém uváznut́ı v neproblematických
částech s vidinou stále otevřených a mnohem zaj́ımavěǰśıch částech pokročilých).

Konkrétně v prvńı fázi (a), kdy jde o oceněńı (homogenńıho) ř́ızeńı, jde o to vyč́ıslit následuj́ıćı
podmı́něnou středńı hodnotu

E[
∑∞

n=0β
nUn|X0], kde Un = − exp{γ

∑n−1
k=0 z(Xk, Xk+1)}, γ < 0,

kde z(i, j) označuje zisk spojený s přechodem řetězce (Xn)∞n=0 ze stavu i do stavu j. Tuto
podmı́něnou středńı hodnotu lze pro β > 0 dostatečně malé, viz (1.19), vyjádřit jako v(X0),
kde v je vektor zavedený až ve formuli (1.46). Přitom pro uvažované β lze snadno ukázat, že je
veličina

∑∞
n=0β

nUn integrovatelná, což zde znamená, že jej́ı absolutńı hodnota je integrovatelnou
majorantou pro prohozeńı podmı́něné středńı hodnoty a sumy (nebot’ Un < 0). Výpočet E[Un|X0]
se pak oṕırá o d̊ukaz Věty 26 z bakalářské práce E.Vernerové.

Student má ve své práci tento ne př́ılǐs složitý výpočet rozložen do poměrně rozsáhlé oblasti,
což je mj. i zdrojem komplikaćı ve snaze jej přimět, aby byla př́ıslušná tvrzeńı formulována
rigorózně (tedy včetně všech předpoklad̊u). Vždy, když se pracuje s vektorem podmı́něných
středńıch hodnot E(·) = E(·|X0 = i)Ni=1, je třeba (explicitně) předpokládat, že X je (F ,P)-
markovský řetězec, což student tak nějak dělá implicitně, a podobné je to s předpokladem
(1.19) z definice 14. Přestože jsou mnohé detaily výpočtu z části 1.2 rozepsány poměrně (téměř
až zbytečně) podrobně, jiné podstatněǰśı argumenty z̊ustávaj́ı opomenuty.

V definici 25 se má předpokládat, že X je homogenńı markovský řetězec. To je bod, na který
jsem studenta (z d̊uvodu časové t́ısně a t́ım ztráty kontroly nad finalizačńı část́ı) neupozornil.
Ono se v té definici má předpokládat, že X = (Xn)∞n=0 je homogenńı F -markovský řetězec
s matićı přechodu P indexovanou předńım indexem ρ.

Zde se v plné nahotě ukazuj́ı problémy s vedeńım práce, které spoč́ıvalo v tom, že jsem
studentovi poskytoval stř́ıpky informaćıch ze kterých měl (na základě již dř́ıve vypracovaných
bakalářských praćı E.Vernerové a A.Halászové) postupně sestavovat text, který se měl evolučńı
metodou proměňovat v zamýšlenou verzi práce. Osobně jsem zjistil, že tento postup naráž́ı, když
jsem si uvědomil, že je pro mě obt́ıžné studenta přimět k základńım změnám v textu. Situaci
také nepomáhalo vědomı́, že jde sṕı̌se o náročné a kompaktńı téma vyžaduj́ıćı určitou souhru.

Ostrá nerovnost ve vztahu (1.44) neńı v pořádku. Jde o to, že porovnáváme vektory. Patrně
má mı́sto

”
>“ být

”
	“, ale celkově bych řekl, že je definice 27 sṕı̌se nadbytečná s t́ım, že lze

mı́sto př́ıslušného pojmu psát př́ıslušnou nerovnost (třeba doplněnou slovńı interpretaćı).
Části 1.2, kde se student věnuje oceněńı, by prospělo (dle mého mı́něńı), pokud by se co

nejdř́ıve zavedl vektor v (zavedený až v (1.46) v časti 1.4) a pokud by se popsaly základńı
použ́ıvané vlastnosti dejme tomu krátkou (jednovětnou) poznámkou:

”
Pokud pro β > 0 plat́ı

1
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(1.19), pak

v := −
∑∞

n=0(βB)n1 = −(I− βB)−11 = −1 + βBv.“(1)

Pak by mohlo následovat tvrzeńı tuto hodnotu interpretuj́ıćı ve smyslu rovnosti
∑∞

n=0 βnE[Un|F0]
= v(X0) skoro jistě, což by pro potřeby té dotčené i následuj́ıćıch částech bohatě stačilo. Stu-
dent se ve vzorci (1.25) zabývá i podmiňováńım σ-algebrou F1. Tato část je stř́ıpkem, který měl
směřovat k motivaci demonstruj́ıćı proč je iteračńı algoritmus daného tvaru. Bohužel na tuto
část odpov́ıdaj́ıćı motivace nenavazuje, a z toho d̊uvodu by tak v̊ubec ničemu neškodilo tuto
část vypustit. Druhou možnost́ı by bylo dopracovat motivaci iteračńıho algoritmu a v takovém
př́ıpadě by se odpov́ıdaj́ıćı rovnost (1.25) dala zakomponovat do výše zmı́něného tvrzeńı. Důkaz
těchto rovnost́ı by beztak spoč́ıval v odkazu na d̊ukaz věty 26 v práci E.Vernerové s t́ım, že by
se použil tam dokázaný vzorec v té práci se vyskytuj́ıćı pod č́ıselným označeńım (2.4).

Ve světle posledńı rovnosti v (1) se lemma 29 (se svým d̊ukazem) jev́ı jako nadbytečné s t́ım,
že v d̊ukazu věty 32 se mı́sto odkazu na lemma 29 dá použ́ıt rovnost v = −1 + βBv a
v d̊ukazu věty 31 žádanou nerovnost ρ∗v ≥ ρv máme již ve vztahu (1.61), což znamená, že
bych pak doporučoval zbytek d̊ukazu jednoduše vypustit. Co se týká ještě d̊ukazu věty 32, tak
skutečně vystač́ıme s neostrou monotoníı z věty 31, když využ́ıváme konečnost množiny všech
elementárńıch ř́ızeńı, ale bylo by dobré argumentovat např. t́ım, že je zacykleńı algoritmu vy-
loučeno z toho d̊uvodu, že v př́ıpadném cyklu by d́ıky monotonii musely být vektory v shodné,
což by podle zavedeného tvaru algoritmu mělo vést k jeho ustrnut́ı.

Definice 34 neńı v pořádku v tom smyslu, že tam chyb́ı předpoklad, že je posloupnost X =
(Xn)∞n=0 adaptována na filtraci F (viz def. 4) a také mysĺım, že se má na levé straně podmiňovat
σ-algebrou Fn. Na tomto opomenut́ı nesu (jakožto vedoućı) vinu v tom smyslu, že jsem při
vedeńı studentovi poskytoval neúplné instrukce s t́ım, že se později doplńı, i když jsem mohl
mı́t d̊uvodné podezřeńı, že nad vedeńım práce nebudu mı́t plnou kontrolu. Podobné je to pak
v definici 84, kde má ovšem student odkaz na definici 51, což by mohlo čtenáře dovést k tomu,
že je skutečně třeba předpokládat, že tam pracujeme s F -markovským procesem (se spojitými
trajektoriemi). Totéž se pak týká definice 25. Zpětným pohledem viděno - by pak (po doplněńı)
definice 34 zaručovala, že je posloupnost (X, ρ) = (Xn, ρn)∞n=0 markovská v̊uči filtraci F =
(Fn)∞n=0.

Věty 44 a 45 s odpov́ıdaj́ıćımi d̊ukazy jsou (mysĺım) výsledkem samostatného úsiĺı studenta,
do kterého jsem nezasahoval. Nyńı se mi zdá, že např. neńı v pořádku rekurentńı vzorec (1.103)
a že v d̊ukaze věty 44 neńı napsáno, kde se vzala hodnota L. Hodnota K ∈ R v (1.105) ze shora
omezuj́ıćı (nekladné) hodnoty vektoru ρ∗v by ty hodnoty měla kontrolovat předevš́ım zespodu
pomoćı absolutńı hodnoty s t́ım, že by měla být uvažována nezáporná, jinak vtah (1.110) nebude
v pořádku. Osobně bych obě věty 44 a 45 spojil do jedné a v d̊ukaze se zaměřil na to, že máme
k dispozici integrovatelnou majorantu −M∞ = −

∑∞
m=0 β

mUm použitelnou jednak pro ověřeńı
toho, že je zde uvedená suma konvergentńı skoro jistě a v L1, ale také k tomu, že obě tyto
konvergence máme i pro posloupnost −βnUn → 0 a následně i pro −βnUn ρ∗v(Xn). Osobně
bych neměl ani nic proti tomu, aby celkové tvrzeńı mělo jako předpoklad integrovatelnosti
sumy

∑∞
m=0 β

mUm (s následným ukázáńım, že existuje dostatečně malé β > 0, pro které je to
automaticky splněné), ale i pro obecné β > 0 by takový výsledek byl použitelný.

Lemma 47 by mělo být sṕı̌se uvedeno v apendixu práce a mı́sto něj jsem studentovi navrho-
val následuj́ıćı tvrzeńı. Pokud (Xn)∞n=0 je posloupnost reálných náhodných veličin konverguj́ıćı
k veličině X v pravděpodobnosti, přičemž pro veličinu Y plat́ı nerovnosti Xn ≥ Y skoro jistě,
pak také plat́ı X ≥ Y skoro jistě. A uváděl jsem jednoduchý d̊ukaz:

P (X < Y − ε) ≤ P (|Xn −X| > ε)→ 0, n→∞, ε > 0.

V definici 48 jsem již od počátku upozorňoval, že neńı vhodné psát, že i prvek k+ i∞ chápeme
jako komplexńı č́ıslo, protože to striktně vzato komplexńı č́ıslo neńı.

V úpravách v (2.27) na druhém řádku vypadl vektor 1R. Totéž pak nastává v (2.35), kde
nav́ıc chyb́ı faktor γ v exponenciále.
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Definice 56 předpokládá, že je definován symbol V n+i∞
0 představuj́ıćı kumulativńı zisk z pře-

chod̊u až do
”
času“ n+ i∞. Nástroje potřebné k tomu, aby se ukázalo,že je takový kumulativńı

zisk dobře definován (skoro jistě) jsou v práci uvedeny až později. Konkrétně jde o lemma 65
s jehož pomoćı lze odpov́ıdaj́ıćı tvrzeńı dovodit pomoćı matematické indukce.

Lemma 66 obsahuje ve svém d̊ukazu tvrzeńı, které neńı dokázáno a to je integrovatelnost
veličin Ut, t ∈ T. Na toto jsem studenta dodatečně neupozorňoval. Důkaz tak v podstatě
předpokládá integrovatelnost veličin Un. Ta by se ukázala indukćı podle n s pomoćı stávaj́ıćıho
d̊ukazu zajǐst’uj́ıćı integrovatelnost veličiny U ′n = Un+i∞, nerovnosti (4) uvedené dále v posudku
a s pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı

”
Pokud X, Y jsou dvě nezáporné integrovatelné veličiny takové,

že E[Y |X] je veličina omezená konstantou skoro jistě, pak také XY je integrovatelná veličina.“
Student použ́ıvá dvě r̊uzná označeńı pro kanonické vektory, na čem (je třeba přiznat) mám

určitý pod́ıl v tom smyslu, že jsem mu doporučoval použ́ıvat jeden druh užitý např. ve vzorci
(1.6) a při konzultaci jsem (z pohodlnosti) pak použ́ıval jiné označeńı užité např. ve vzorci
(1.25).

Pro odvozeńı vzorce (2.38) ze vzorc̊u (2.36) a (2.37) by bylo třeba o trochu obecněǰśı př́ıstup
spoč́ıvaj́ıćı v tom, že by se mı́sto z U ′n poč́ıtala podmı́něná středńı hodnota z výrazu U ′nf(Yn+i∞).

Vzorec (2.40) a následné výpočty se maj́ı oṕırat o předpoklad, že (βBB∞)n → 0 pro n→∞,
což je daľśı omezuj́ıćı předpoklad na ř́ızeńı (resp. na hodnotu β). Studentu jsem doporučoval
tuto podmı́nku zahrnout do pojmu př́ıpustného ř́ızeńı. Student tuto podmı́nku skutečně zahrnul
do definice 72. Bohužel mu v (2.57) vypadl symbol B∞. Podobné je to pak ve vzorci (2.70).

Pro definici 73 plat́ı totéž, co pro definici 34 - tedy, že je třeba předpokládat, že je systém
Y = (Yt)t∈T adaptovaný na (Ft)t∈T a na levých stranách je třeba podmiňovat σ-algebrou Ft pro
t = n+ ik resp. t = n+ i∞ (o předpokladu spojitosti Y nemluvě). Zde (opakovaně) přiznávám
nedostatek ve vedeńı práce. Když pomineme předpoklad spojitosti Y , tak se zdá, že by se mělo
předpokládat něco, co implikuje F -markovskou podmı́nku pro proces (Y, ρ). Zde se hod́ı ještě
dodat, že by ve vzorćıch (2.58) a (2.59) mı́sto předńıho indexu ρ měl být index ρn (s t́ım, že
doporučuji předpokládat rovnost ρn = ρn+ik, k ∈ N ∪ {∞}).

Důkaz Lemmatu 78 se mi nezdá v tom smyslu, že se zde student odkazuje na
”
větu z části 1.2“.

Ve vzorćıch (2.77) a (2.78) má být mı́sto RR
i napsáno RS

i .
Důkaz věty 81 se studentovi do práce již nepodařilo pořádně přepsat z instrukćı představuj́ıćı

modelový d̊ukaz, který pro jednoduchost předpokládal, že se měńı rozhodnut́ı maximálně pro
jeden stav i s t́ım, že pro v́ıce stav̊u by d̊ukaz prob́ıhal obdobně. Př́ıslušné podklady jen (pro
dokresleńı) dával dohromady 24.4.2022 (ovšem nutno přiznat, že vycházely z předpokladu, že
nově vzniklé ř́ızeńı je př́ıpustné). Daľśı podklady už pak kolidovaly s finalizačńı fáźı. V př́ıloze
tohoto posudku jsou pak uvedené (mı́rně vylepšené) odpov́ıdaj́ıćı instrukce pro d̊ukaz monotonie
(doplněný o d̊ukaz, že nově vzniklé ř́ızeńı je př́ıpustné).

Co se týká odvozováńı (2.85) ze vzorc̊u (2.83) a (2.84), k tomuto jsem studentovi žádné
instrukce nedával a ani jsem jej k ničemu takovému nesměroval s t́ım, že ta optimalita se ukáže
v širš́ım smyslu mezi adaptivńımi ř́ızeńımi (nutno dodat bez bližš́ıch instrukćı, které jsem byl na
př́ıpadné vyžádáńı ochoten dodat - po př́ıpadném hlubš́ım zamyšleńı). Patrně zde jde o chybu ve
vedeńı práce, (že jsem studenta neinstruoval, aby ukázal implikaci

”
(2.83,2.84)⇒ (2.85)“ mı́sto

širš́ı optimality) protože je to skutečně tak, jak student ṕı̌se, že nerovnost v (2.85) lze odvodit
velmi snadno po určitém poč́ıtáńı ze vzorc̊u (2.83) a (2.84) - ovšem s t́ım, že nerovnost (2.84)
máme pouze pro takové řádkové indexy, které odpov́ıdaj́ı stabilńım stav̊um v̊uči porovnávanému
(bezhvězdičkovému) ř́ızeńı. To znamená, že na mı́sto (2.84) se dalo pracovat s prvńı nerovnost́ı
v následuj́ıćım řetězci nerovnost́ı

ρB
∞(1 + β ρB ρ∗U) ≥ ρB

∞
ρ∗U ≥ ρ∗U

s t́ım, že ta druhá nerovnost odpov́ıdá (2.83). Odsud je pak skutečně poměrně snadné źıskat
nerovnost v (2.85) a to následovně:

ρ∗U ≤ ρB
∞(1 + β ρB ρ∗U) ≤ ρB

∞(1 + β ρB ρB
∞)1 + (β ρB

∞
ρB)2

ρ∗U ≤ . . .

≤ ρB
∞∑n

k=0(β ρB ρB
∞)k1 + (β ρB

∞
ρB)n+1

ρ∗U.
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Limitńım přechodem n→∞ pak skutečně dostaneme nerovnost (2.85), kdykoli ρ je př́ıpustné
ř́ızeńı.

Dovětek
”
a je tedy omezený skoro jistě“ za vzorcem (2.109) je chybou, kterou lze odstranit

pouhým vypuštěńım tohoto dovětku. Student měl patrně na mysli
”
konečný“ mı́sto

”
omezený“,

ale i tak se toto dovozeńı v daľśım postupu sṕı̌se nepouž́ıvá.
V definici 83 se měl student omezit pouze na taková (adaptivńı) ř́ızeńı, která splňuj́ı podmı́nku

ρn+ik = ρn, k ∈ N0 ∪ {∞}. Instrukci v tomhle směru jsem (mysĺım) studentovi poskytoval s od-
kazem na to, že v situaci, kdy

”
neplyne čas“ nedává velký smysl měnit ř́ızeńı s t́ım, že v situaci,

kdy bychom mimo čas volili stabilńı rozhodnut́ı, tak ve skutečnosti mimo čas realizujeme jakoby
radikálńı rozhodnut́ı nedělat nic (setrvat v témž stavu bez jakéhokoli oceněńı až do uplynut́ı
imaginárńıho času) a to stabilńı rozhodnut́ı se pak realizuje, až začne plynout reálný čas.

Dále se měl student omezit pouze na taková ř́ızeńı, která jsou pro dané β > 0 př́ıpustná ve
smyslu podmı́nky (2.69). Takový předpoklad je zásadńı k tomu, abychom mohli zajistit, že bude
splněno to, co se v práci tvrd́ı v souvislosti s (2.109).

Rovnost Mt := E[U|Ft] v definici 88 má být sṕı̌se motivačńı v tom smyslu, že tuto rovnost
požadujeme pro optimálńı ř́ızeńı, ale samotnou definici Mt je třeba odložit po té, co je výraz na
pravé straně spočten a vyjádřen. Správný postup tedy definovat

Mn+ik := Un−1 + βnUn+ik ρ∗U(Yn+ik), k ∈ N0 ∪ {∞},

podobně jako je to ve (2.94) a (2.95), kde je třeba již vynechat odkaz na podmı́něnou středńı
hodnotu. Ve vzorci (2.96) má být pravá strana ještě vynásobena vektorem 1.

Ve vzorci (2.98) by měla matice B mı́t předńı index ρn+ik (resp. ρn s t́ım, že jsem výše
doporučoval předpokládat ρn+ik = ρn). Něco podobného pak plat́ı pro matici B ve formuli
(2.102).

Lemma 93 - v d̊ukaze by stálo za to poznamenat, že se při ověřováńı (2.103) oṕıráme o
rovnost ρ∗U = ρ∗B ρ∗U a rovnosti βeTj ρ∗B ρ∗U = eTj ρ∗U− 1 pro stavy j, které jsou ρ∗-stabilńı.
Posledńı zmı́něné rovnosti lze dovodit z rovnosti β ρ∗B

∞
ρ∗B ρ∗U = ρ∗U − ρ∗B1. Konkrétně

stač́ı z této rovnosti uvažovat řádky, které odpov́ıdaj́ı výše uvažovaným index̊um j. Zbylá část
d̊ukazu by se pak oṕırala o nerovnost (2.83) a o ty řádky nerovnosti (2.84), které odpov́ıdaj́ı
ρn+i∞ = ρn-stabilńım stav̊um. Pro ostatńı řádky by nerovnost v (2.84) v principu platit neměla
a to z pouhého d̊uvodu připouštěné libov̊ule hodnot na př́ıslušných řádćıch matice B.

Lemma 94 - ve zněńı bych kromě již dř́ıve zmı́něného doporučeńı
”
přidat podmı́nku př́ıpust-

nosti ř́ızeńı“ doporučoval také (natvrdo) předpokládat, že je veličina U integrovatelná. T́ım by
se měla opravit mezera v d̊ukaze na mı́stě formule (2.113). Pokud veličina U integrovatelná neńı,
pak je př́ıslušné adaptivńı ř́ızeńı zjevně horš́ı než jakékoli př́ıpustné homogenńı ř́ızeńı (včetně
toho, které označujeme jako optimálńı). Tento předpoklad by tedy nebyl nijak zásadně omezuj́ıćı
z hlediska śıly dosaženého tvrzeńı. Závěr d̊ukazu v pořádku neńı. Výpočtem (2.115), (2.116) zde
(jednoduše) argumentovat možné neńı (už jen proto, že matice ρmB, ρmB zbudou závislé na
hodnotě m).

Co se týká mezery v d̊ukaze kolem (2.109), tak se zdá, že by se hodilo označit R̃ := {ρ ∈
R; limn ρR̃

n → 0} a omezit se na adaptivńı ř́ızeńı s hodnotami v R̃ kromě omezeńı na taková
adaptivńı ř́ızeńı, která generuj́ı integrovatelnou hodnotu U. Pak s využit́ım úprav typu (2.35)
by se ukázalo, že existuje konečná konstanta K ∈ (0,∞) taková, že∑∞

k=0E[|Un+i(k+1) − Un+ik| |Fn] ≤ K|Un| skoro jistě(2)

pro každé př́ıpustné homogenńı ř́ızeńı (a kontrolou postupu by se došlo k závěru, že i pro
adaptivńı ř́ızeńı s hodnotami v R̃ uvedená nerovnost plat́ı se stejnou konstantou K).

Na základě nerovnost́ı uvažovaných v (2.110) by se pak ukázalo, že

E[supk∈N0
|Un−1 −Mn+ik|] ≤ K(1 +K)βnE[|Un|].(3)
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Z (zde doporučeného) předpokladu integrovatelnosti veličiny U =
∑∞

m=0 β
mU ′m bychom pak

dostali sč́ıtatelnost pravé strany nerovnosti (3) např. s využit́ım vztahu

Un+1/U
′
n = exp{γV n+1

n+i∞} = exp{γ(Yn+i∞, Yn+1)} ∈ [min eγz,max eγz] ⊆ (0,∞)(4)

s t́ım, že zde uvažovaná minima a maxima se dělaj́ı nejen přes všechny možné argumenty (i, j)
funkce z ale také přes všechny možné předńı indexy, které zde z úsporných d̊uvod̊u vynechávám.

• Bylo téma pro bakalářskou práci přiměřené a bylo pojato přiměřeným zp̊usobem? -
Téma přiměřené (dle mého soudu) bylo, i když šlo o značně obt́ıžněǰśı téma. Před t́ım
byl student od počátku varován. Přiměřeně pojato sṕı̌se nebylo. Jednodušš́ı věci jsou
zbytečně rozpitvávány a t́ım komplikovány, č́ımž pak nez̊ustal dostatek času, pozornosti
a duševńı energie na ty komplikovaněǰśı. V pr̊uběhu psańı posudku muśım přiznat určité
pochybnosti ohledně přiměřenosti tématu, nicméně při efektivńım př́ıstupu k tématu by
se dalo vedeńı práce pr̊uběžně přizp̊usobit objektivně vznikaj́ıćım obt́ıž́ım.
• Obsahuje práce vlastńı př́ıspěvek autora? ANO Je v práci dostatečně specifikován? -

Vı́ceméně je popsán v úvodu práce.
V čem tento př́ıspěvek spoč́ıvá? - Viz body (a,b,c) z počátku tohoto posudku.

Je to (a) modifikace rizikově senzitivńıho ř́ızeńı z práce E.Vernerové na diskont-
ńı př́ıpad (č́ımž se celá problematika zjednodušila) a to zjednodušeńı vytvořilo pros-
tor pro druhou část, kterou je (b) integrace myšlenky radikálńıch rozhodnut́ı (vedoućı
k přechod̊um prob́ıhaj́ıćı mimo reálných čas) do řešeńı problému z bodu (a) s využit́ım
bc. práce A.Halászové, kde se uvažuje diskontované ř́ızeńı v radikálńıch řetězćıch, ale ne
rizikově senzitivńı.
• Je práce po formálńı stránce v pořádku? ANO, pokud do formálńı stránky nepoč́ıtáme

nedostatky explicitně zmı́něné v tomto posudku
• Jsou zdroje správně citovány? ANO (osobně bych byl proto, aby k těm citovaným pracem

bylo dopsáno, že jde o bakalářské práce na MFF UK)
• Lze práci uznat jako práci bakalářskou? To zálež́ı na posouzeńı, zda množstv́ı nedostatk̊u

(prameńıćı z absence velké části finalizačńıho procesu) překračuje hranici př́ıpustnosti.
Toto nechávám na zvážeńı komise.

V Praze dne 30.7.2022 Mgr. Petr Dostál, PhD.
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1. Př́ıloha - instrukce týkaj́ıćı se d̊ukazu věty 81

1. Nejprve uvažujme př́ıpad, že voĺıme nová radikálńı rozhodnut́ı. Pro pov́ıdaj́ıćı stavy i pak
splňuj́ı nerovnost (2.71). Pro matici B odpov́ıdaj́ıćı nově vzniklému ř́ızeńı pak plat́ı, že

B ρ(n)U ≤ ρ(n)U,(5)

z čehož pak indukćı dostaneme, že Bk
ρ(n)U ≤ ρ(n)U, k ∈ N. Opřeme-li se o následuj́ıćı rozklady

B =

(
I 0

Q̃ R̃

)
, P =

(
I 0
Q R.

)
,

dostaneme ihned, že

ρ(n)U ≥ Bk
ρ(n)U ≥

(
0 0

0 R̃
k

)
ρ(n)U.

Vzhledem k tomu, že složky vektoru ρ(n)U nabývaj́ı kladných a konečných hodnot (což by mělo

být odvoditelné z vyjádřeńı (2.63) a (2.21)), dostáváme, že jsou prvky matice R̃k omezené
stejnoměrně v hodnotě k ∈ N0.

Pokud zapoj́ıme předpoklad, že jsou radikálńı rozhodnut́ı penalizována (viz (2.67)), vzhledem
ke konečnosti všech stav̊u i možných rozhodnut́ı existuje ε > 0 takové, že zisk přechodu ze stavu
i do stavu j při jakémkoli radikálńım rozhodnut́ı je menš́ı než −ε. Pak ovšem R̃ ≥ e−γεR a
následně 0 ≤ Rk ≤ eγεkR̃k → 0 pro k →∞. Dále použijeme následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı. Uvažujme matici F̃ :=
∑∞

n=0 R̃
n ∈ [0,∞]N×N . Pokud je matice F̃ Q̃ je složena z

prvk̊u, které nabývaj́ı pouze konečných hodnot a pokud Rn → 0 pro n→∞, pak také R̃
n → 0

pro n→∞.

D̊ukaz. Sporem předpokládejme, že existuj́ı indexy i, j takové, že (R̃
n
)i,j k nule nekonverguj́ı pro

n → ∞. Pak F̃ i,j = ∞. Protože předpokládáme, že Rn → 0 pro n → ∞, neexistuje uzavřená
podmnožina mezi radikálńımi stavy, což nás vede k závěru, že existuje n ∈ N0, radikálńı stav k
a stabilńı stav l takový, že 0 < (Pn)j,k = (Rn)j,k a že 0 < Pk,l = Qk,l. To nám pak zaručuje, že

také 0 < (R̃
n
)j,k a 0 < Q̃k,l. Dále využijeme nerovnost

F̃ =
∑∞

m=0R̃
m ≥

∑∞
m=nR̃

m
=
∑∞

m=0R̃
m · R̃n

= F̃ R̃
n
, n ∈ N0.

Ta nám dá, že F̃ i,k ≥ (F̃ R̃
n
)i,k ≥ F̃ i,j(R̃

n
)j,k =∞ a pak (F̃ Q̃)i,l ≥ F̃ i,kQ̃k,l =∞. �

Toto tvrzeńı nám společně s následuj́ıćı nerovnost́ı

ρ(n)U ≥ lim sup
k→∞

Bk
ρ(n)U ≥

(
0 0

F̃ Q̃ 0

)
ρ(n)U

a s již zmı́něnou kladnost́ı a konečnost́ı prvk̊u vektoru ρ(n)U dá, že plat́ı podmı́nka R̃k → 0 pro
k → ∞. To znamená, že je splněna podmı́nka (2.69). To nám umožňuje pracovat s matićı B∞

a źıskat limitńım přechodem z (5), že také

B∞ ρ(n)U ≤ ρ(n)U.(6)

Vzhledem k tomu, že se v matici B z (2.54) vztahuj́ıćı se k přechod̊um ze stabilńıch stav̊u uvažuje
určitá libov̊ule v řádćıch odpov́ıdaj́ıćı stav̊um radikálńım, můžeme v této části (bez újmy na
obecnosti) pracovat s rovnost́ı B = ρ(n)B. Je to z toho d̊uvodu, že změnou stabilńıch rozhodnut́ı
na radikálńı jsou odpov́ıdaj́ıćı řádky matice B irelevantńı a ostatńı odpov́ıdaj́ı týmž řádk̊um
matice ρ(n)B. Využijeme-li nerovnost (6), dostaneme pro stavy j, které (i při změně některých
rozhodnut́ı na radikálńı) z̊ustávaj́ı stabilńı, nerovnost

e
T

j ρ(n)U = e
T

j ρ(n)B
∞(1 + β ρ(n)B ρ(n)U) = e

T

j(1 + βB ρ(n)U) ≥ e
T

j(1 + βBB∞ ρ(n)U).

Využijeme-li tuto nerovnost pro každé uvažované j, dostaneme nerovnost

B∞ ρ(n)U ≥ B∞(1 + βBB∞ ρ(n)U).(7)
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Zde je dobré poznamenat, že pro výše uvažovaná j zdeǰśı nerovnost v j-tém řádku odpov́ıdá
výše odvozené nerovnosti a v ostatńıch řádćıch pak nerovnost dostaneme jako snadný d̊usledek
d́ıky struktuře matice B, viz (2.21). Z nerovnosti (7) pak postupně dostáváme, že

B∞ ρ(n)U ≥ B∞[(I+ βBB∞)1 + (βBB∞)2
ρ(n)U]

≥ B∞[(I+ βBB∞ + (βBB∞)2)1 + (βBB∞)3
ρ(n)U] ≥ . . . .

Indukćı a limitńım přechodem pak dostaneme nerovnost

B∞ ρ(n)U ≥ B∞
∑∞

k=0(βBB∞)k = B∞(I− βBB∞)−11 =: U.(8)

Zde je dobré upřesnit, že nejprve indukćı dostaneme nerovnost

B∞ ρ(n)U ≥ B∞
∑m

k=0(βBB∞)k + B∞(βBB∞)m+1 ≥ B∞
∑m

k=0(βBB∞)k,

přičemž zde využ́ıváme toho, že druhý člen prostředńıho výrazu je nezáporný. Pak teprve lim-
itńım přechodem m → ∞ źıskáme nerovnost v (8). Také je dobré si uvědomit, že konečnost
prvk̊u matice B∞

∑m
k=0(βBB∞)k zaručená nerovnost́ı (8) nám zajǐst’uje konvergenci (βBB∞)k →

0 pro k →∞ (a tedy i př́ıslušnou rovnost v (8)). Zde se oṕıráme o poznámku uvedenou za kon-
cem d̊ukazu. V posledńı řadě je dobré si uvědomit, že jsme t́ımto ukázali, že nové ř́ızeńı je
př́ıpustné (i z hlediska dostatečně malého β > 0).

Pro výše uvažovaná j pak dostáváme, že

e
T

j ρ(n)U = e
T

jB
∞
ρ(n)U ≥ e

T

jU.(9)

Budeme-li uvazovat rozklady ρ(n)U =
(

uS
uR

)
a U =

(
uS
uR

)
na položky, které jsou pro nové ř́ızeńı

stabilńı resp. radikálńı, dostaneme pro indexy j odpov́ıdaj́ıćı nově radikálńım stav̊um s využit́ım
(6) a (9) následuj́ıćı nerovnosti

e
T

j ρ(n)U ≥ e
T

jB
∞
ρ(n)U = e

T

j

(
I 0

F̃ Q̃ 0

)
ρ(n)U = ẽjF̃ Q̃uS

≥ ẽjF̃ Q̃uS = e
T

j

(
I 0

F̃ Q̃ 0

)
U = e

T

jB
∞U = e

T

jU.

Zde jsme pracovali s rozkladem ej =
(

0
ẽj

)
a také jsme využili nerovnost (9), kterou lze s pomoćı

nově uvažovaného značeńı psát ve tvaru uS ≥ uS .

2. Nyńı se zaměř́ıme na druhou část, kdy pro některé stavy voĺıme nová rozhodnut́ı, která
jsou stabilńı. Volba nových stabilńıch rozhodnut́ı nebude narušena rovnost ρ(n)U = ρ(n)B ρ(n)U,
č́ımž mysĺıme, že zde plat́ı také rovnost ρ(n)U = B ρ(n)U. Pro řádkové indexy, které odpov́ıdaj́ı
stav̊um, ve kterých je nové ř́ızeńı stabilńı, tato rovnost plat́ı triviálně. Pro ostatńı řádkové indexy
je př́ıslušná rovnost součást́ı předešlé rovnosti. Zde z pochopitelných d̊uvod̊u bude existovat
matice B∞ s t́ım, že má nulové sloupce, které odpov́ıdaj́ı nově radikálńım index̊um. To lze
snadno nahlédnout z toho, že Bi,j = 1[i=j] pokud stav i je nově stabilńı a že Bi,j = ρ(n)Bi,j

pokud jsou stavy i, j radikálńı i při novém ř́ızeńı (a z toho, že ρ(n) je př́ıpustné ř́ızeńı). My pak
indukćı a limitńım přechodem dostaneme rovnost

ρ(n)U = B∞ ρ(n)U.(10)

Pro ρ(n)-stabilńı stavy j plat́ı rovnost eTj ρ(n)U = eTj(1 + β ρ(n)B ρ(n)U). Pro stavy j, které jsou
nově stabilńı, bude d́ıky pravidl̊um v iteračńım algoritmu platit nerovnost

e
T

j ρ(n)U ≥ e
T

j(1 + βB ρ(n)U).(11)

Odsud a z (10) pak dostaneme nerovnost

ρ(n)U = B∞ ρ(n)U ≥ B∞(1 + βB ρ(n)U).(12)

Zde jsme využili toho, že matice B∞ má nezáporné prvky, které jsou nulové, pokud př́ıslušný
sloupcový index odpov́ıdá nově radikálńımu stavu, takže skutečně zde vystač́ıme s nerovnost́ı
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(11). Indukćı pak z nerovnosti (12) dostaneme, že

ρ(n)U ≥ B∞(1 + βBB∞ ρ(n)U) ≥ B∞(I+ βBB∞)1 + B∞(βBB∞)2
ρ(n)U)

≥ B∞[I+ βBB∞ + . . .+ (βBB∞)k−1]1 + B∞(βBB∞)k ρ(n)U.

Protože posledńı člen napravo je matice s nezápornými prvky, můžeme jej z té nerovnosti vy-
pustit a limitńım přechodem pro k →∞ pak dostaneme, že

ρ(n)U ≥ B∞
∑∞

k=0(βBB∞)k1 = B∞(I− βBB∞)−11 = U.

Zde jsme využili, že nerovnost vlevo zaručuje konvergenci řady napravo od ńı, a ńıže uvedená
poznámka nám pak dá, že že je splněna podmı́nka př́ıpustnosti (βBB∞)k → 0 pro k →∞, což
nám pak dá následnou rovnost.

Poznámka. Pokud matice Û := B∞
∑∞

k=0(βBB∞)k1 ∈ [0,∞]N×N obsahuje pouze konečné

prvky (tj. pokud Û ∈ [0,∞)N×N), pak je splněna podmı́nka (βBB∞)k → 0 pro k →∞. To lze
nahlédnout následuj́ıćım zp̊usobem. Zřejmě

Û =
∑∞

k=0(βB∞B)kB∞1.

Protože B∞1 ∈ (0,∞)N , máme z konečnosti prvk̊u matice Û konvergenci řady nezáporných
matic

∑∞
k=0(βB∞B)k, což nám dává, že je splněna podmı́nka (βB∞B)k → 0 a následně i

podmı́nka (βBB∞)k = βB(βB∞B)k−1B∞ → 0 oboj́ı pro k →∞.

Shrnut́ı: V obou př́ıpadech volby nového ř́ızeńı jsme ukázali, že je toto nově vzniklé ř́ızeńı
př́ıpustné a že plat́ı nerovnost ρ(n)U ≥ U.
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