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Úvod
Tato práce se skládá ze dvou analogických kapitol. Cílem první je zkoumat

danou problematiku na jednodušší struktuře, kterou jsou markovské řetězce s
diskrétním časem a konečnou množinou stavů. Cílem druhé je pak tuto teorii
rozšířit na takzvané radikální řetězce s konečnou množinou stavů.

V první kapitole se nejprve seznámíme se základními pojmy markovských
řetězců, poté zavedeme ocenění přechodů řetězce a nakonec přidáme možnost
řízení řetězce. Určíme kritérium, podle kterého budeme řízení porovnávat. Dále
představíme Howardův iterační algoritmus a ukážeme, že za určitých předpokladů
nalezne optimální homogenní řízení. V další sekci pak ukážeme, že toto řízení je
optimální i mezi adaptivními řízeními. Hlavním zdrojem první kapitoly mi byla
Vernerová (2017). První kapitola mé práce se od zmíněného zdroje liší zejména
uvažováním diskontování k počátku.

Ve druhé kapitole pak zadefinujeme radikální stavy a radikální rozhodnutí.
Ta probíhají mimo čas, proto budeme na čas nahlížet jako na komplexní rovinu
a pohyb v čase bude znázorněn pohybem po reálné ose. Howardův iterační algo-
ritmus pozměníme pro tento případ a opět ukážeme, že za určitých předpokladů
nalezne optimální homogenní řízení. Tuto optimalitu posléze opět rozšíříme i mezi
řízení adaptivní. Ve druhé kapitole jsem vycházel především z Halászová (2017).
Druhá kapitola mé práce se od zmíněného zdroje liší zejména uvažováním rizikově
senzitivního řízení.

Hlavním přínosem této práce je, že se jednotně a uceleně (s vydatnou pomocí
vedoucího) zabývá diskontním případem rizikově senzitivního řízení a to jak v
markovských, tak i v radikálních řetězcích.
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1. Markovské řetězce

1.1 Základní pojmy
Definice 1. Nechť (Ω, A) je měřitelný prostor, T ⊆ R neprázdná indexová mno-
žina, taková, že pro každé t ∈ T je dána reálná náhodná veličina Xt na (Ω, A) s
hodnotami v množině S ⊆ R. Potom X = (Xt)t∈T nazveme reálným náhodným
procesem.

Definice 2. Nechť X = (Xt)t∈T je náhodný proces na měřitelném prostoru (Ω, A)
s hodnotami v množině S ⊆ N0. Je-li T ⊆ N0, pak X nazveme náhodným procesem
s diskrétním časem nebo též náhodnou posloupností.

My se budeme zabývat pouze případem, kdy

S = {1, . . . , N} (1.1)

pro nějaké N ∈ N.

Definice 3. Nechť (Ω, A) je měřitelný prostor. Filtrací na (Ω, A) rozumíme po-
sloupnost F = (Fn)∞

n=0 σ-algeber na Ω, splňujících

Fn ⊆ Fn+1, Fn ⊆ A, (1.2)

Pro každé n ∈ N0.
O reálném náhodném procesu řekneme, že je F-adaptovaný, pokud pro každé
n ∈ N0 je náhodná veličina Xn měřitelná vůči σ-algebře Fn a pojmem kanonická
filtrace posloupnosti X rozumíme posloupnost σ-algeber X = (Xn)∞

n=0 takových,
že pro každé n ∈ N0 platí

Xn = σ(X0, X1, . . . , Xn). (1.3)

Definice 4. Nechť (Ω, A, P ) je pravděpodobnostní prostor a F = (Fn)∞
n=0 filtrace

na (Ω, A). Náhodnou posloupnost X = (Xn)∞
n=0 s hodnotami v množině S, která

je F -adaptovaná nazveme F-markovskou, pokud platí

P (Xn = j|Fk) = P (Xn = j|Xk), k ≤ n, n, k ∈ N0, j ∈ S. (1.4)

Definice 5. Čtvercovou matici P ∈ [0,1]N×N nazveme stochastickou, pokud platí

P1 = 1. (1.5)

Definice 6. Nechť N ∈ N, S = {1, . . . , N} a P ∈ [0,1]N×N je stochastická ma-
tice, jejíž prvky značme pi,j nebo p(i,j) pro i,j ∈ S. O náhodném F -markovském
procesu X = (Xn)∞

n=0 s množinou stavů S řekneme, že je homogenní s maticí
pravděpodobností přechodu P, pokud

P (Xn+1 = j|Xn) sj.= 1T
{Xn}P1{j}

sj.= p(Xn, j), n ∈ N0, j ∈ S. (1.6)
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Definice 7. Nechť (Ω,A) je měřitelný prostor, F = (Fn)∞
n=0 filtrace na (Ω, A),

S množina definovaná jako v (1.1), X = (Xn)∞
n=0 je F -adaptovaná náhodná po-

sloupnost s hodnotami v S. Dále nechť je dána stochastická matice P ∈ [0,1]N×N

a posloupnost pravděpodobnostních měr P = (Pi)N
i=1 na prostoru (Ω,A), pro které

platí iniciační podmínka

Pi(X0 = i) = 1, i ∈ S. (1.7)

Řekneme, že náhodná posloupnost je homogenní (F ,P)-markovský řetězec s ma-
ticí pravděpodobností přechodu P, je-li homogenní F -markovský řetězec s maticí
pravděpodobností přechodu P na pravděpodobnostním prostoru (Ω,A,Pi) pro
každé i ∈ S.

Definice 8. Pro (F ,P)-markovský řetězec s množinou stavů S jako v 1.1 zaveďme
následující pojmy. Pro libovolnou množinu A ∈ A definujme vektor pravděpodob-
ností

P(A)def= (Pi(A))N
i=1 ∈ [0,1]N (1.8)

a pro libovolnou A-měřitelnou náhodnou veličinu Y ∈ ⋂︁N
i=1 L1(Pi) definujme vek-

tor středních hodnot
E[Y ]def= (Ei[Y ])N

i=1 ∈ RN , (1.9)

kde Ei[Y ] je střední hodnota náhodné veličiny Y na pravděpodobnostním prostoru
(Ω,A,Pi).

1.2 Ocenění
Definice 9. Nechť je dána matice Z ∈ RN×N , její prvky značme zi,j nebo z(i,j)
a budeme je nazývat ocenění přechodu ze stavu i do stavu j a matici Z nazveme
matici ocenění přechodu.
Dále definujme výnos za prvních n období předpisem

Vn
def=

n−1∑︂
k=0

z(Xk,Xk+1). (1.10)

Definice 10. Uvažujme užitkovou funkci danou předpisem

u(x)def= −eγx, (1.11)

kde γ < 0 je reálný parametr.
Dále definujme užitek za prvních n období jako

Un
def= u(Vn) sj.= −eγVn . (1.12)

Poznámka. Pro užitek za prvních n období platí rekurentní vztah

Un+1 = −eγz(Xn,Xn+1)Un, (1.13)

který ihned plyne z (1.12), definice Un a z vlastností exponenciální funkce.
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Definice 11. Očekávaný užitek procesu X diskontovaný k počátečnímu stavu de-
finujeme jako

Φdef=
∞∑︂

n=0
βnE[Un]. (1.14)

Věta 12. Užitek za prvních n období splňuje

E[Un] = −Bn1, (1.15)

kde B je matice, jejíž prvky jsou

bij
def= pije

γzij , i,j ∈ S. (1.16)

Důkaz. Důkaz tvrzení plyne z Vernerová (2017) Věta 26.

Dále budeme potřebovat toto pomocné tvrzení.
Tvrzení 13. Nechť čtvercová matice A tvaru n × n splňuje podmínku

lim
n→∞

An = 0, (1.17)

kde 0 je nulová matice tvaru n × n. Potom platí
∞∑︂

n=0
An = (I − A)−1. (1.18)

Důkaz. Tvrzení i s důkazem můžeme najít v Halászová (2017) jako Větu A.1 a
Poznámku pod větou.

V celé práci budeme uvažovat následující poměrně silný předpoklad na dis-
kontní faktor.
Definice 14. Nechť β je natolik malé, že platí

lim
n→∞

(βB)n = 0, (1.19)

kde 0 je nulová matice velikosti N × N .
Věta 15. Nechť diskontní faktor β je natolik malý, že je splněna podmínka (1.19).
Potom očekávaný užitek splňuje

Φdef=
∞∑︂

n=0
βnE[Un] = −(I − βB)−11. (1.20)

Důkaz. Počítejme
∞∑︂

n=0
βnE[Un] =

∞∑︂
n=0

βn(−Bn1) = −(
∞∑︂

n=0
(βB)n)1 = −(I − βB)−11, (1.21)

kde první rovnost plyne z Věty 12 a třetí rovnost z Tvrzení 13, díky podmínce
(1.19).

Dále chceme ukázat tvrzení, které udává vztah pro výpočet očekávaného
užitku diskontovanému k počátku pomocí podmíněné střední hodnoty.
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Věta 16. Platí následující vztah

Φdef=
∞∑︂

n=0
βnE[Un] = E[

∞∑︂
n=0

βnE[Un|F1]]. (1.22)

Důkaz provedeme na konci této sekce až budeme mít vše připraveno.

Tvrzení 17. Podmíněná střední hodnota užitku za prvních n období splňuje

E[Un|F1]
sj.= eT

X1U1Bn−1 (1.23)

pro n ∈ N,
E[U0|F1]

sj.= −1. (1.24)

Důkaz. Tvrzení je speciálním případem Vernerová (2017) Věta 26.

Lemma 18. Platí následující vzorec
∞∑︂

n=0
βnE[Un|F1]

sj.= −1 + βU1e
T
X1(I − βB)−11. (1.25)

Důkaz. Počítejme
∞∑︂

n=0
βnE[Un|F1]

sj.= −1 +
∞∑︂

n=1
βneT

X1U1Bn−1

sj.= −1 + βeT
X1U1

∞∑︂
m=0

(βB)m sj.= −1 + βeT
X1U1(I − βB)−11,

(1.26)

kde první rovnost plyne z věty 17 a třetí rovnost z věty 13.

Lemma 19. Platí následující vztah

E[U1e
T
X1 ] = −B. (1.27)

Důkaz. Rovnost 1.30 je ekvivalentní s rovností

E[U1e
T
X1ej] = −(bij)N

i=1, (1.28)

kterou dokážeme. Počítejme

E[U1e
T
X1ej] = E[−eγz(X0,X1)eX1ej]

= (E[−eγz(i,X1)eX1ej])N
i=1 = −(

∑︂N

k=1pikeγz(i,k)δkj)N
i=1 =

−(pije
γz(i,j))N

i=1 = (bij)N
i=1,

(1.29)

kde δkj je Kroneckerovo delta. První rovnost plyne z definice U1 (1.12), druhá
rovnost z definice E 1.9, třetí rovnost z definice střední hodnoty a násobení ka-
nonických vektorů.
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Lemma 20. Platí následující vzorec

−1 − βB(I − βB)−11 = −(I − βB)−11. (1.30)

Důkaz. Počítejme

−1 − βB(I − βB)−11 = −1 − βB
∞∑︂

n=0
βnBn1

= −1 −
∞∑︂

m=1
βmBm1 = EU0 +

∞∑︂
m=1

βmEUm

=
∞∑︂

m=0
βmEUm = −(I − βB)−11,

(1.31)

kde první rovnost plyne z věty 13, třetí rovnost z věty 12 a pátá rovnost z věty
15

Nyní již máme vše připraveno, abychom dokázali kýžené tvrzení. Jeho formu-
laci zde pro přehlednost uvedeme v poznámce.
Poznámka. Platí následující vztah

Φdef=
∞∑︂

n=0
βnE[Un] = E[

∞∑︂
n=0

βnE[Un|F1]]. (1.32)

Důkaz. Počítejme

E[
∞∑︂

n=0
βnE[Un|F1]] = E[−1 + βU1e

T
X1(I − βB)−11]

= −1 + βE[U1e
T
X1 ](I − βB)−11 = −1 − βB(I − βB)−11

= −(I − βB)−11 =
∞∑︂

n=0
βnE[Un],

(1.33)

kde první rovnost plyne z věty 18, třetí rovnost z věty 19, čtvrtá rovnost z věty
20 a pátá rovnost z věty 15.

1.3 Řízení
Definice 21. Nechť je dána množina S = {1, ..., N} a pro všechna i ∈ S existuje
neprázdná konečná množina Ri taková, že pro každé r ∈ Ri je dán vektor
pi(r) ∈ [0,1]Nsplňující

pi(r)T 1 = 1. (1.34)
Potom množinu Ri nazveme množinou rozhodnutí ve stavu i, prvky r ∈ Ri roz-
hodnutí ve stavu i a vektor pi(r) vektorem pravděpodobností přechodu ze stavu i
za rozhodnutí r. Dále množinu

R
def=
∏︂
i∈S

Ri (1.35)
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budeme nazývat množinou elementárních řízení. Prvky ρ ∈ R jsou tvaru
ρ = (ρi)N

i=1, ρi ∈ Ri, i ∈ S a nazýváme je elementární řízení. Pro každé elemen-
tární řízení ρ ∈ R pak definujeme stochastickou matici

ρPdef= (pT
i (ρi))N

i=1, (1.36)

kterou nazveme maticí pravděpodobností přechodu při elementárním řízení ρ.
Řízením na intervalu [k,l) pro k < l, k, l ∈ N0 ∪ {∞}, budeme rozumět posloup-
nost elementárních řízení ρ = (ρn)l−1

n=k, kde ρn ∈ R, n ∈ {k, . . . , l − 1}.

Definice 22. Řízení ρ = (ρn)l−1
n=k na intervalu [k,l) nazveme homogenním, pokud

splňuje ρn = ρm pro každé n, m ∈ {k, . . . , l − 1}. V opačném případě řízení
nazveme nehomogenním.

Poznámka. V případech, kde nebude hrozit nedorozumění, budeme značit ele-
mentární řízení a jemu příslušné homogenní řízení na intervalu stejným znakem,
například tedy ρ = (ρ)l−1

n=k.

Definice 23. Dále uvažujme, že pro každé i ∈ S a každé rozhodnutí r ∈ Ri máme
kromě vektoru pravděpodobností přechodu ze stavu i dán také vektor zi(r). Tento
vektor nazveme vektor ocenění přechodu ze stavu i. Dále pak pro každé elemen-
tární řízení ρ ∈ R definujme matici ρZ = (zT

i (ρi))N
i=1 a tuto matici nazveme maticí

ocenění přechodu při elementárním řízení ρ. Její prvky značme ρz(i,j).

Pro každé elementární řízení ρ, pak definujme matici ρB, jejíž prvky volíme

ρB
ij

= ρP
ij

eγ ρz(i,j), i,j ∈ S. (1.37)

Předpoklad dostatečně silného diskontování nyní zobecníme pro všechna ele-
mentární řízení a budeme předpokládat jeho platnost po celý zbytek kapitoly.

Definice 24. Předpoklad dostatečně silného diskontování znamená, že β > 0 je
natolik malé, že pro každé elementární řízení ρ ∈ R platí

lim
n→∞

(βρB)n = 0. (1.38)

Definice 25. Řekneme, že náhodná posloupnost X se řídí homogenním řízením
ρ, pokud platí

P (Xn+1 = j|Xn) sj.= 1T
Xn ρP1j, n ∈ N0, j ∈ S. (1.39)

Definice 26. Řídí-li se náhodná posloupnost X homogenním řízením ρ, pak
užitek za prvních n období definujeme jako

ρUn
def= −eγ

∑︁n−1
k=0 ρz(Xk,Xk+1), (1.40)

viz Definice 10.
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Poznámka. Když se proces X řídí homogenním řízením ρ, pak očekávaný užitek
diskontovaný k počátku značme ρΦ a je dán vztahem

ρΦdef=
∞∑︂

n=0
βnE[ρUn]. (1.41)

Z Definice 26 a Lemmatu 20 pak plyne, že

ρΦdef=
∞∑︂

n=0
βnE[ρUn] = −(I − βρB)−11 = −1 − βρB(I − βρB)−11, (1.42)

kde ρB je matice s prvky

ρB
ij

= ρP
ij

eγ ρz(i,j), i,j ∈ S. (1.43)

1.4 Iterační algoritmus
V této kapitole se budeme zabývat hledáním optimálního řízení. Nejprve si

ukažme, podle čeho budeme řízení porovnávat. Nezapomeňme, že předpokládáme
dostatečně silné diskontování, viz (1.38).

Definice 27. Nechť ρ̃ a ρ jsou homogenní řízení. Řekneme, že homogenní řízení
ρ̃ je lepší než homogenní řízení ρ, pokud platí, že bude-li se náhodná posloupnost
X řídit homogenním řízením ρ̃, pak bude mít větší očekávaný užitek diskontovaný
k počátku, než kdyby se řídila homogenním řízením ρ, neboli pokud platí

ρ̃Φ > ρΦ. (1.44)

Obdobně pak řekneme, že homogenní řízení ρ̃ je stejně dobré jako homogenní
řízení ρ, pokud platí, že bude-li se náhodná posloupnost X řídit homogenním
řízením ρ̃, pak bude mít stejný očekávaný užitek diskontovaný k počátku, jako
kdyby se řídila homogenním řízením ρ, neboli pokud platí

ρ̃Φ = ρΦ. (1.45)

Definice 28. Pro následující výpočty se nám bude hodit označení

vdef= −(I − βB)−11 (1.46)

a pro libovolné elementární řízení ρ ∈ R pak předpis

ρvdef= −(I − β ρB)−11, (1.47)

kde matice ρB je jako v (1.43).
Dále pak

bi
def= ((Bij)N

j=1)T (1.48)
a obdobně

bi(r)def= ((ρBij)N
j=1)T , (1.49)

kde r ∈ Ri, ρ ∈ R a r = ρi. Tato definice vlastně říká, že bi(r) je i-tý řádek
matice ρB pro nějaké řízení ρ, ve kterém je obsaženo rozhodnutí r.

9



Následující užitečné lemma ukazuje ekvivalentní podmínku, kdy můžeme o
jednom homogenním řízení prohlásit, že je lepší než nebo stejně dobré jako druhé
homogenní řízení.

Lemma 29. Nechť ρ̃ a ρ jsou homogenní řízení, pak ρ̃ je lepší než nebo stejně
dobré jako ρ, právě když platí

ρ̃Bρ̃v ≥ ρBρv. (1.50)

Důkaz. Počítejme

ρ̃Φdef=
∞∑︂

n=0
βnE[ρ̃Un] = −1 − β ρ̃B(I − β ρ̃B)−11

= −1 + β ρ̃Bρ̃v ≥ −1 + βρBρv

= −1 − βρB(I − βρB)−11 =
∞∑︂

n=0
βnE[ρUn]def= ρΦ,

(1.51)

kde druhá a šestá rovnost plyne z Věty 15, třetí a pátá rovnost plyne z Lemmatu
20 a čtvrtá nerovnost plyne z nerovnosti (1.50). Již zmíněný čtvrtá nerovnost
platí právě tehdy, když platí nerovnost (1.50), což plyne z faktu, že přičtení vek-
toru 1 k oběma stranám a vynásobení obou stran 1/β jsou ekvivalentní úpravy
nerovnice.

Definice 30. Howardův iterační algoritmus:

1. krok algoritmu: Zvolíme libovolné elementární řízení ρ(0) ∈ R

Iterační krok algoritmu: Máme elementární řízení ρ(n). Zvolíme rozhodnutí

ρ(n + 1)i ∈ arg max
r∈Ri

(bi(r)ρ(n)v) (1.52)

tak, že:

(1) ρ(n + 1)i
def= ρ(n)i, pokud

ρ(n)i ∈ arg max
r∈Ri

(bi(r)ρ(n)v), (1.53)

(2) ρ(n + 1)i volíme z dané množiny libovolně, pokud

ρ(n)i /∈ arg max
r∈Ri

(bi(r)ρ(n)v). (1.54)

Nakonec rozhodnutí ρ(n+1)i, i ∈ S složíme do vektoru ρ(n+1) = (ρ(n+1)i)N
i=1,

čímž získáme nové elementární řízení.

Konec algoritmu: Opakujeme iterační krok, dokud nedostaneme ve dvou ná-
sledujících krocích stejné elementární řízení ρ(n), poté algoritmus ukončíme. Vý-
stupem algoritmu je homogenní řízení ρ∗ def= (ρ(n))∞

i=0.
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Nejprve ukážeme monotonii Howardova iteračního algoritmu, neboli že každé
řízení získané v iteračním kroku je lepší než nebo stejně dobré jako řízení získané
z předchozího iteračního kroku. Řízení nyní nechápeme jako elementární řízení
ale jako homogenní řízení.

Věta 31. Nechť ρ(n+1) a ρ(n) jsou elementární řízení získaná z libovolných dvou
po sobě jdoucích iteračních kroků Howardova iteračního algoritmu výše. Potom
pro jim odpovídající homogenní řízení ρ(n + 1) a ρ(n) platí, že ρ(n + 1) je lepší
než nebo stejně dobré jako ρ(n).

Důkaz. Pro větší přehlednost důkazu přeznačme řízení následovně

ρ∗ def= ρ(n + 1), ρ
def= ρ(n). (1.55)

Platí

ρv = −(I − βρB)−11 = −1 − βρB(I − βρB)−11 = −1 + βρBρv, (1.56)

kde první a třetí rovnost plyne z definice ρv a druhá rovnost z Lemmatu 20. Z
Howardova iteračního algoritmu plyne nerovnost

ρ∗Bρv ≥ ρBρv, (1.57)

kde když obě strany vynásobíme β a přičteme k nim −1, Dostaneme

−1 + βρ∗Bρv ≥ −1 + βρBρv = −1 − βρB(I − βρB)−11 = −(I − βρB)−11 = ρv
(1.58)

A tedy
−1 ≥ (I − βρ∗B)ρv. (1.59)

Tuto nerovnost vynásobíme zleva maticí

(I − βρ∗B)−1, (1.60)

která má nezáporné prvky jakožto nekonečná suma matic s nezápornými prvky.
Dostaneme tedy

ρ∗v = −(I − βρ∗B)−11 ≥ (I − βρ∗B)−1(I − βρ∗B)ρv = ρv (1.61)

Nyní máme
ρ∗Bρ∗v ≥ ρ∗Bρv ≥ ρBρv, (1.62)

kde první nerovnost plyne z (1.61) a z faktu, že matice ρ∗B má nezáporné prvky,
druhá nerovnost je přímo (1.57). Důkaz tvrzení pak plyne z Lemmatu 29.

Následně ukážeme, že homogenní řízení ρ∗ je nejlepší homogenní řízení.

Věta 32. Howardův iterační algoritmus vždy najde homogenní řízení ρ∗. Toto
řízení je nejlepší mezi homogenními řízeními.
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Důkaz. Nejprve ukážeme, že algoritmus skončí po konečně mnoha krocích. Mno-
žina

arg max
r∈Ri

(bi(r)ρ(n)v) (1.63)

je vždy neprázdná. Z monotonie algoritmu viz Věta 31 a "volby shodného řízení z
minulého kroku, pokud to jde"viz Iterační krok algoritmu 30 plyne, že v iteračním
kroku nevybereme řízení, které jsme již vybrali v jiném než minulém kroku, tj. ne-
může se stát, že ρ(n) = ρ(n+k) pro k ≥ 2. Jelikož elementárních řízení je konečně
mnoho, pak algoritmus musí nutně po konečně mnoha krocích zvolit nějaké řízení
dvakrát po sobě. Tím jsme ukázali plynulost algoritmu, nyní dokažme optimalitu.

Uvažujme libovolné elementární řízení a jemu příslušné homogenní řízení ρ. Z
algoritmu máme zajištěnou nerovnost

ρ∗Bρ∗v ≥ ρBρ∗v. (1.64)

Obě strany vynásobíme β a přičteme −1, dostaneme

−1 + βρ∗Bρ∗v ≥ −1 + βρBρ∗v. (1.65)

Dále máme

ρ∗v = −(I − βρ∗B)−11 = −1 + βρ∗B(I − βρ∗B)−11
= −1 + βρ∗Bρ∗v ≥ −1 + βρBρ∗v,

(1.66)

z čehož plyne
(I − βρB)ρ∗v ≥ −1. (1.67)

Tuto nerovnost přenásobíme maticí

(I − βρB)−1, (1.68)

která má nezáporné prvky a dostaneme

ρ∗v = (I − βρB)−1(I − βρB)ρ∗v ≥ −(I − βρB)−11def= ρv. (1.69)

Nyní tedy můžeme psát

ρ∗Bρ∗v ≥ ρBρ∗v ≥ ρBρv, (1.70)

kde první nerovnost je přímo (1.64) a druhá nerovnost plyne z (1.70) a z faktu,
že matice ρB má nezáporné prvky. Tím je podle Lemmatu 29 důkaz hotov.

V následující kapitole optimalitu řízení ρ∗ rozšíříme.

1.5 Optimalita mezi adaptivními řízeními
V této sekci zavedeme pojem adaptivního řízení a ukážeme, že homogenní

řízení ρ∗ získané z Howardova iteračního algoritmu je lepší než nebo stejně dobré
jako kterékoliv adaptivní řízení. Opět připomeňme, že předpokládáme dostatečně
silné diskontování.
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Definice 33. Nechť F = (Fn)∞
n=0 je filtrace na (Ω, A), ρ = (ρn)∞

n=0 je posloupnost
náhodných vektorů splňující

ρn : Ω → R, n ∈ N0, (1.71)

kde R je množina elementárních řízení. Pak ρ nazveme
F-adaptivním řízením, pokud je ρn

i měřitelná funkce vzhledem k σ-algebře Fn

pro každé n ∈ N0 a každé i ∈ S.

Poznámka. Nechť F = (Fn)∞
n=0 je filtrace na (Ω, A) a ρ̃ je homogenní řízení.

Definujme ρ = (ρn)∞
n=0, které je dáno předpisem

ρn(ω)def= ρ̃, ω ∈ Ω, n ∈ N0. (1.72)

Pak ρ je F -adaptivní řízení, jelikož ρn jakožto konstanta skoro jistě, je měřitelné
vůči každé σ-algebře. Navíc se homogenní řízení ρ̃ a adaptivní řízení ρ shodují
skoro jistě. Homogenní řízení tedy můžeme chápat jako speciální případ adaptiv-
ního řízení.

Definice 34. Posloupnost X je F -řízená F -adaptivním řízením ρ, pokud platí

P (Xn+1 = j|Xn) sj.= 1T
{Xn} ρnP1{j}, n ∈ N0, j ∈ S, (1.73)

viz Definice 6.

Definice 35. Nechť náhodná posloupnost X je F -řízená F -adaptivním řízením
ρ. Pak definujeme jemu příslušný užitek za prvních n období předpisem

ρUn
def= −e

γ
∑︁n−1

k=0 ρk z(Xk,Xk+1)
, (1.74)

viz Definice 10.
Dále definujme očekávaný užitek diskontovaný k počátku posloupnosti X předpi-
sem

ρΦdef= E[
∞∑︂

n=0
βn

ρUn|F0]. (1.75)

Náplní celé této sekce bude dokázat následující větu.

Věta 36. Za předpokladu dostatečně silného diskontování platí, že homogenní
řízení ρ∗ získané z iteračního algoritmu je optimální mezi adaptivními řízeními.
To znamená, že pro libovolné adaptivní řízení ρ platí

ρ∗Φ
sj.

≥ ρΦ, (1.76)

neboli že náhodná posloupnost X, která je řízená homogenním řízením ρ∗, má
větší nebo stejně velký očekávaný užitek diskontovaný k počátku jako náhodná
posloupnost Y , která je F -řízená F -adaptivním řízením ρ a platí, že

X0
sj.= Y0. (1.77)

Důkaz této věty je dlouhý a technicky náročný, proto jej rozdělíme do několika
kroků. Níže jsou vypsány důležité kroky, které nastiňují ideu důkazu.
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• Definujeme technický nástroj Mn pro n ∈ N0 ∪ {∞}.

• Ukážeme, že E[M∞|F0]
sj.= Φ.

• Ukážeme, že E[ρMn+1 − ρMn|F0]
sj.

≤ 0 a E[ρ∗Mn+1 − ρ∗Mn|F0]
sj.= 0.

• Ukážeme, že Mn
sj.→ M∞ pro n → ∞.

• Ukážeme, že E[Mn|F0]
L1→ E[M∞|F0] pro n → ∞.

• Ukážeme, že ρ∗Φ sj.= E[ρ∗M∞|F0]
sj.

≥ E[ρM∞|F0]
sj.= ρΦ, čímž bude důkaz

hotov.

Nejprve si definujeme důležitý technický nástroj.

Definice 37. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním říze-
ním ρ. Položme

Mn
def=

n−1∑︂
m=0

βmUm − βnUnρ∗v(Xn), n ∈ N, (1.78)

M0
def= ρ∗v(X0) (1.79)

M∞
def=

∞∑︂
m=0

βmUm, (1.80)

kde Um je užitek za prvních m náhodné posloupnosti X. Řekneme, že Mn je
příslušné k řízení ρ, nebo že Mn je příslušné posloupnosti X.

Poznámka. Připomeňme, že

ρ∗vdef= −(I − βρ∗B)−11 (1.81)

je reálný vektor a ρ∗v(Xn) značí jeho Xn-tou složku. Zde je dobré upozornit, že
ať Mn přísluší jakémukoliv řízení, ρ∗v je vždy příslušné homogennímu řízením ρ∗,
můžeme proto pro jednoznačnost psát

ρMn
def=

n−1∑︂
m=0

βm
ρUm − βn

ρUnρ∗v(ρXn), n ∈ N. (1.82)

Z Definice 37 plyne zřejmý, ale velmi důležitý důsledek.

Důsledek 38. M0 je stejné pro všechna řízení a jeho podmíněná střední hodnota
je

E[M0|F0]
sj.= E[ρ∗v(X0)|F0]

sj.= ρ∗v(X0). (1.83)

Poznámka. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním řízením
ρ. Z definice M∞ pak ihned plyne

ρΦdef= E[
∞∑︂

n=0
βn

ρUn|F0]
sj.= E[ρM∞|F0], (1.84)

což je velmi důležitý poznatek.
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Pro větší přehlednost textu budeme v následujícím lemmatu vynechávat
přední index ρ, přesto by měla být zachována jednoznačnost a formální správnost
tvrzení i s důkazem.

Lemma 39. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním říze-
ním ρ. Pro přírůstek mezi sousedními členy posloupnosti (Mn)∞

n=0 příslušné k X
platí vztah

Mn+1 − Mn = βnUn(1 + ρ∗v(Xn) − βeγz(Xn,Xn+1)
ρ∗v(Xn+1)) (1.85)

Důkaz. Počítejme

Mn+1 − Mn
sj.=

sj.=
n∑︂

m=0
βmUm − βn+1Un+1ρ∗v(Xn+1) − (

n−1∑︂
m=0

βmUm − βnUnρ∗v(Xn)) sj.=

sj.=
n∑︂

m=0
βmUm −

n−1∑︂
m=0

βmUm − βn+1Un+1ρ∗v(Xn+1) + βnUnρ∗v(Xn)) sj.=

sj.= βnUn − βn+1Uneγz(Xn,Xn+1)
ρ∗v(Xn+1) + βnUnρ∗v(Xn) sj.=

sj.= βnUn(1 + ρ∗v(Xn) − βeγz(Xn,Xn+1)
ρ∗v(Xn+1)).

(1.86)

V následujícím Lemmatu již budeme příslušnost k řízení rozlišovat pomocí
předního indexu.

Lemma 40. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním říze-
ním ρ = (ρn)∞

n=0. Projekce přírůstku ρMn+1 − ρMn na σ-algebru Fn pak splňuje
vztah

E[ρMn+1 − ρMn|Fn] sj.= βn
ρUn(1 + ρ∗v − βρnBρ∗v)(ρXn), (1.87)

kde první rovnost plyne z Lemmatu 39.

Důkaz. Počítejme

E[ρMn+1 − ρMn|Fn] sj.=
sj.= E[βn

ρUn(1 + ρ∗v(ρXn) − βeγz(ρXn, ρXn+1)
ρ∗v(ρXn+1))|Fn] sj.=

sj.= βn
ρUn(1 + ρ∗v(ρXn) − βE[eγz(ρXn, ρXn+1)

ρ∗v(ρXn+1)|Fn]) sj.=
sj.= βn

ρUn(1 + ρ∗v(ρXn) − eT
ρXn

βρnBρ∗v) sj.=
sj.= βn

ρUn(1 + ρ∗v − βρnBρ∗v)(ρXn).

(1.88)

Věta 41. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním řízením
ρ = (ρn)∞

n=0. Pak pro (Mn)n∈N0 příslušné posloupnosti X platí nerovnost

E[ρMn+1 − ρMn|Fn]
sj.

≤ 0. (1.89)
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Pokud se náhodná posloupnost X řídí homogenním řízením ρ∗ z iteračního algo-
ritmu, pak pro (Mn)n∈N0 příslušné posloupnosti X platí rovnost

E[ρ∗Mn+1 − ρ∗Mn|Fn] sj.= 0. (1.90)

Důkaz. Z Lemmatu 40 máme

E[ρMn+1 − ρMn|Fn] sj.= βn
ρUn(1 + ρ∗v − βρnBρ∗v)(ρXn). (1.91)

Všimněme si, že tento výraz je řízením ρ ovlivněn pouze v čase [n,n + 1), neboli
pouze náhodným elementárním řízením ρn.
Pro ρn = ρ∗ a tím pádem ρnB = ρ∗B, dostaneme

E[ρMn+1 − ρMn|Fn] sj.=
sj.= βn

ρUn(1 + ρ∗v − βρ∗Bρ∗v)(ρXn) sj.=
sj.= βn

ρUn(1 + (I − βρ∗B)ρ∗v)(ρXn) sj.=
sj.= βn

ρUn(1 − (I − βρ∗B)(I − βρ∗B)−11)(ρXn) sj.=
sj.= βn

ρUn(1 − 1)(ρXn) sj.= 0,

(1.92)

čímž jsme dokázali rovnost (1.89).
Nechť ρ̂ je libovolné elementární řízení, pak pro ρn = ρ̂ a tím pádem ρnB = ρ̂B,
platí

ρ∗Bρ∗v ≥ ρ̂Bρ∗v (1.93)

z předpisu iteračního algoritmu, z čehož posléze dostaneme

E[ρMn+1 − ρMn|Fn] sj.=
sj.= βn

ρUn(1 + ρ∗v − β ρ̂Bρ∗v)(ρXn)
sj.

≤
sj.

≤ βn
ρUn(1 + ρ∗v − βρ∗Bρ∗v)(ρXn) sj.= 0,

(1.94)

kde druhá nerovnost plyne z nerovnosti (1.93) a z faktu, že Un

sj.

≤ 0 a třetí rovnost
je již dokázaná část (1.90).
Jelikož ρn nabyde elementárního řízení skoro jistě, tak jsme dokázali i nerovnost
(1.90).

Před důkazem následujícího lemmatu je dobré si připomenout základní vlast-
nosti podmíněné střední hodnoty, viz Lemma 95.

Lemma 42. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním říze-
ním ρ = (ρn)∞

n=0. Potom projekce přírůstku mezi sousedními členy posloupnosti
(Mn)∞

n=0, příslušné k posloupnosti X, na σ-algebru F0 splňuje

E[Mn+1 − Mn|F0]
sj.

≤ 0. (1.95)
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Důkaz.

E[Mn+1|F0]
sj.= E[E[Mn+1|Fn]|F0]

sj.

≤ E[E[Mn|Fn]|F0]
sj.= E[Mn|F0], (1.96)

kde první a třetí rovnost plyne z Lemma 95 část (4) a druhá nerovnost plyne ze
stejného Lemma části (3) a z faktu, že

E[Mn+1|Fn]
sj.

≤ E[Mn|Fn], (1.97)

což je obsahem Věty 41.

Důsledek 43. Z důkazu předchozího lemmatu plyne, že řídí-li se náhodná po-
sloupnost X homogenním řízením ρ∗ z algoritmu, pak pro (Mn)n∈N0 příslušné
posloupnost X platí

E[Mn+1 − Mn|F0]
sj.= 0, (1.98)

jelikož při řízení ρ∗ jsou splněny obě nerovnosti

E[Mn+1|Fn]
sj.

≤ E[Mn|Fn] (1.99)

a
E[Mn+1|Fn]

sj.

≥ E[Mn|Fn] (1.100)
a zbytek důkazu proběhnu úplně stejně.

Věta 44. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním řízením ρ
a je splněn předpoklad dostatečně silného diskontování, potom platí pro (Mn)n∈N0

platí
Mn

sj.→ M∞. (1.101)

Důkaz. Platí
Mn

def=
n−1∑︂
m=0

βmUm − βnUnρ∗v(Xn). (1.102)

Z definice Un pak
Un

sj.= −eγz(Xn−1,Xn)Un−1, U0
def= −1, (1.103)

tedy |Un|
sj.

≤ Ln. Dále existuje q ∈ (0,1) takové, že βL ≤ q. Jelikož

ρ∗vdef= −(I − βB)−11 (1.104)

je reálný vektor, pak zřejmě existuje K ∈ R takové, že

ρ∗v(Xn)
sj.

≤ K. (1.105)

Nyní tedy můžeme počítat

n−1∑︂
m=0

βm |Um|
sj.

≤
n−1∑︂
m=0

βmLm ≤
n−1∑︂
m=0

qm (1.106)
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a jelikož je řada ∑︁∞
m=0 qm konvergentní, pak

n−1∑︂
m=0

βm |Um| sj.→
∞∑︂

m=0
βm |Um| (1.107)

a tedy i
n−1∑︂
m=0

βmUm
sj.→

∞∑︂
m=0

βmUm
def= M∞. (1.108)

Zbývá ukázat, že
βnUnρ∗v(Xn) sj.→ 0, (1.109)

ale to je snadné, jelikož⃓⃓⃓
βnUnρ∗v(Xn)

⃓⃓⃓ sj.

≤ βnLnK
sj.

≤ qnK → 0, n → ∞, (1.110)

jakožto limita posloupnosti v R. Tím je důkaz hotov.

Pro další důkazy budeme potřebovat několik tvrzení z teorie pravděpodobnosti
viz A.1.
Lemma 45. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním říze-
ním ρ. Ukážeme, že systém (|Mn|)∞

n=0, příslušný posloupnosti X, je stejnoměrně
integrovatelný.

Důkaz. Počítejme

|Mn| sj.=
⃓⃓⃓⃓
⃓

n−1∑︂
m=0

βmUm + βnUnρ∗v(Xn)
⃓⃓⃓⃓
⃓ sj.

≤
n−1∑︂
m=0

βm |Um| +
⃓⃓⃓
βnUnρ∗v(Xn)

⃓⃓⃓
sj.

≤
∞∑︂

m=0
βm |Um| +

⃓⃓⃓
βnUnρ∗v(Xn)

⃓⃓⃓
.

(1.111)

V důkazu Věty 44 jsme ukázali, že

βnUnρ∗v(Xn) sj.→ 0. (1.112)

Potom zřejmě existuje konstanta K ∈ R taková, že

βnUnρ∗v(Xn)
sj.

≤ K, (1.113)

pro všechna n. Dále platí, že Un

sj.

≤ 0 pro všechna n, tedy
∞∑︂

m=0
βm |Um| sj.= −

∞∑︂
m=0

βmUm
def= −M∞ (1.114)

a máme, že M∞ ∈ L1(P ). Získali jsme tedy odhad

|Mn|
sj.

≤ −M∞ + K, (1.115)

pro všechna n, navíc −M∞ + K ∈ L1(P ), jelikož konstanta skoro jistě je z L1(P )
a stejně tak součet náhodných veličin z L1(P ). Tím je ověřena stejnoměrná inte-
grovatelnost podle Tvrzení 98.
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Věta 46. Nechť náhodná posloupnost X se řídí libovolným adaptivním řízením
ρ. Ukážeme, že pro (Mn)n∈N0 příslušné posloupnosti X, platí

E[Mn|F0]
L1→ E[M∞|F0]. (1.116)

Důkaz. Nejprve dokážeme, že Mn
L1→ M∞. Z Věty 44 máme Mn

sj.→ M∞, z
čehož podle Tvrzení 98 části (1) plyne Mn

P→ M∞. Jelikož Lemma 45 říká, že
systém (|Mn|)∞

n=0 je stejnoměrně integrovatelný, dostaneme kýženou konvergenci
Mn

L1→ M∞ z Tvrzení 99. Počítejme

lim
n→∞

E[|E[|Mn| |F0]|] = lim
n→∞

E[|Mn|] = E[|M∞|] = E[|E[|M∞| |F0]|], (1.117)

kde jsme v první a třetí rovnosti použili Lemma 95 část (1) a ve druhé rovnosti
definici konvergence Mn

L1→ M∞. Tímto jsme z definice dokázali požadovanou
konvergenci E[Mn|F0]

L1→ E[M∞|F0].

Následující technické lemma opět využívá znalosti z teorie pravděpodobnosti,
viz A.1.

Lemma 47. Nechť X a (Xn)∞
n=0 jsou náhodné veličiny na (Ω, A, P ) a platí

Xn
L1→ X a Xn

sj.

≥ Xn+1 pro všechna n ∈ N0. Potom platí také X0
sj.

≥ X.

Důkaz. Z předpokladu a z Tvrzení 96 části (2) plyne Xn
P→ X, z čehož podle

stejného Tvrzení části (3) plyne existence podposloupnosti (Xnk
)∞

k=0 splňující
Xnk

sj.→ X. Bez újmy na obecnosti X0 ∈ (Xnk
)∞

k=0, pokud totiž ne, můžeme
posloupnost (Xnk

)∞
k=0 posunout o jeden prvek a X0 přidat na první pozici.

Vezměme množinu G ⊂ Ω z definice konvergence skoro jistě Xnk

sj.→ X, která
splňuje ∀ω ∈ G : limn→∞ Xn(ω) = X(ω) a P (G) = 1. Dále definujme množiny
Hn ⊂ Ω, n ∈ N0 takové, že pro každé n ∈ N0 platí

∀ω ∈ Hn : Xn(ω) ≥ Xn+1(ω), P (Hn) = 1. (1.118)

Nakonec definujme množinu H
def= ∩∞

n=0Hn ∩ G. Množina H pak splňuje

∀ω ∈ H : X0(ω) ≥ X(ω), (1.119)

jelikož X(ω) je limita monotónní reálné posloupnosti Xnk
(ω) a P (H) = 1, jeli-

kož H je průnik spočetně mnoha množin s pravděpodobností 1. Tím je ověřena
nerovnost X0

sj.

≥ X.

Nyní již máme vše připravené k tomu, abychom dokázali Větu 36. Její tvrzení
zde pro přehlednost opět zopakujeme.
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Poznámka. Za předpokladu dostatečně silného diskontování platí, že homogenní
řízení ρ∗ získané z iteračního algoritmu je optimální mezi adaptivními řízeními.
To znamená, že pro libovolné adaptivní řízení ρ platí

ρ∗Φ
sj.

≥ ρΦ, (1.120)

neboli že náhodná posloupnost X, která je řízená homogenním řízením ρ∗, má
větší nebo stejně velký očekávaný užitek diskontovaný k počátku jako náhodná
posloupnost Y , která je F -řízená F -adaptivním řízením ρ a platí, že

X0
sj.= Y0. (1.121)

Důkaz. Posloupnost E[ρMn|F0], příslušná řízení ρ, podle Lemmatu 42 splňuje

E ρMn|F0]
sj.

≥ E[ρMn+1|F0], (1.122)

pro všechna n ∈ N0 a podle věty 46 splňuje E[ρMn|F0]
L1→ E[ρM∞|F0], tedy podle

Lemmatu 47 splňuje i E[ρM0|F0]
sj.

≥ E[ρM∞|F0].

Analogicky i posloupnost E[ρ∗Mn|F0], příslušná řízení ρ∗, splňuje

E[ρ∗M0|F0]
sj.= E[ρ∗M∞|F0], (1.123)

jelikož podle stejného principu splňuje obě nerovnosti

E[ρ∗M0|F0]
sj.

≥ E[ρ∗M∞|F0] (1.124)

a
E[ρ∗M0|F0]

sj.

≤ E[ρ∗M∞|F0]. (1.125)

Celkem tedy dostáváme

ρ∗O
def= E[

∞∑︂
n=0

βn
ρ∗Un|F0]

sj.= E[ρ∗M∞|F0]

sj.= E[ρ∗M0|F0]
sj.= ρ∗v(X0)

sj.= E[ρM0|F0]
sj.

≥ E[ρM∞|F0]
sj.= E[

∞∑︂
n=0

βn
ρUn|F0]

def= ρO,

(1.126)

kde druhá a předposlední rovnost plyne z definice M∞, třetí rovnost a šestou ne-
rovnost jsme dokázali výše a čtvrtá a pátá rovnost plynou z Důsledku 38. Tímto
jsme tedy dokázali požadovanou optimalitu.

Tímto jsme tedy dokázali, že homogenní řízení, nalezené z Howardova ite-
račního algoritmu, je optimální i mezi adaptivními řízeními. Následovat bude
kapitola s radikálními řetězci.
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2. Radikální řetězce

2.1 Základy
Definice 48. Uvažujme indexovou množinu T = N0×N0∪{∞} s lexikografickým
uspořádáním. Prvky množiny T chápejme jako komplexní čísla, tedy (k,l) = k+il
pro každé (k, l) ∈ T

Poznámka. Lexikografické uspořádání znamená, že pro (n, k), (m, l) ∈ T platí
(n, k) < (m, l), pokud n < m, nebo pokud n = m a zároveň k < l. Zcela
intuitivně pak (n, k) = (m, l), pokud n = m a zároveň k = l.

Definice 49. V rámci množiny T nazvěme přechod z indexu n+ ik do n+ i(k+1)
jako imaginární přechod a přechod z indexu n+i∞ do n+1 jako nevlastní přechod
pro každé n,k ∈ N0.

Definice 50. Uvažujme filtraci F = (Ft)t∈T a náhodný F -adaptovaný proces
X = (Xt)t∈T . Proces X nazveme F -markovský, pokud pro každé j ∈ S a pro
všechna s,t ∈ T, s ≤ t platí

P (Xt = j|Fs)
sj.= P (Xt = j|Xs). (2.1)

Definice 51. Nechť P ∈ [0,1]N×N a P ∈ [0,1]N×N , pak F -markovský proces
X se spojitými trajektoriemi nazveme homogenním s maticemi přechodu (P, P),
pokud platí
(i) Matice P a P jsou stochastické
(ii) Pro každé n,k ∈ N0, je splněno

P (Yn+i(k+1) = j|Yn+ik) sj.= 1T
Yn+ik

P1ej
, P (Yn+1 = j|Yn+i∞) sj.= 1T

Yn+i∞
P1ej

. (2.2)

Poznámka. Všechny imaginární přechody se řídí maticí pravděpodobnosti pře-
chodu P a všechny nevlastní přechody se řídí maticí pravděpodobnosti přechodu
P .

Definice 52. O homogenním F -markovském procesu Y = (Yt)t∈T s maticemi
přechodu (P,P) řekneme, že je radikální, pokud existuje neprázdná podmnožina
R ⊆ S taková, že:
(i) Pro každé j ∈ S/R platí

P (Yn+i(k+1) = j|Yn+ik = j) = 1, n,k ∈ N0 (2.3)

(ii) Matice
R def= PR×R = (Pij)i,j∈R (2.4)

splňuje
lim

n→∞
Rn = 0, (2.5)

kde 0 je nulová matice tvaru |R| × |R|.
Množinu R pak nazveme množinou radikálních stavů a S def= S\R množinou
stabilních stavů.
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Poznámka. Matice pravděpodobností přechodu můžeme uspořádat tak, aby první
řádky a sloupce odpovídaly stabilním stavům a poslední řádky a sloupce odpo-
vídaly stavům radikálním. Tyto matice tedy můžeme zapsat v blokovém tvaru
následovně

P =
[︄

I 0
Q R

]︄
, P =

[︄
C D
∗ ∗

]︄
, (2.6)

kde * značí bloky, které nás nezajímají. V rámci imaginárních přechodů jsou
radikální stavy přechodné a stabilní stavy absorpční. Při nevlastním přechodu
tedy vycházíme ze stabilního stavu skoro jistě, a proto nemá smysl uvažovat
pravděpodobnost přechodu ze stavu radikálního.
Poznámka. Imaginární přechody probíhají mimo čas, nevlastní přechody probí-
hají v čase. Vnější pozorovatel však vidí pouze řetězec

X
def= {Yn+i∞ : n ∈ N0}. (2.7)

To znamená, že všechny radikální stavy jsou vnějšímu pozorovateli skryty, neboť
řetězec X nabývá pouze stabilních stavů skoro jistě.
Věta 53. Nechť Y je radikální homogenní markovský řetězec s konečnou množi-
nou stavů S. Potom náhodný proces z předchozí poznámky X

def= {Yn+i∞ : n ∈ N0}
je homogenní markovský řetězec s maticí pravděpodobností přechodu mezi sta-
bilními stavy P̂ ∈ RS×S takovou, že

P̂def= C + D(I − R)−1Q, (2.8)

kde označení matic odpovídá blokovému rozpisu z (2.6).

Důkaz. Větu i s důkazem je možné nalézt v Halászová (2017) jako Větu 1.7.

2.2 Ocenění
Definice 54. Definujme matici ocenění imaginárních přechodů Z a matici oce-
nění nevlastních přechodů Z. Jejich prvky značme z(i,j) nebo zij respektive z(i,j)
nebo zij. Tyto prvky udávají výnos imaginárního respektive nevlastního přechodu
ze stavu i do stavu j.

Setrvání ve stabilním stavu musí být v rámci imaginárních přechodů oceněno
nulou, jelikož k němu v rámci během imaginárních přechodů dojde nekonečně
mnohokrát skoro jistě, tedy

z(i,i) = 0, i ∈ S. (2.9)

Definice 55. Podobně také definujme výnos za imaginární přechody předpisem

V n+il
n+ik

def=
l−1∑︂
j=k

z(Yk+ij,Yk+i(j+1)) (2.10)

a výnos za nevlastní přechody předpisem

V n+1
n+i∞

def= z(Yn+i∞,Yn+1). (2.11)
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Dále definujeme několik technických pojmů.

Definice 56. Položme

Un+ik
def= −eγV n+ik

0

U ′
n

def= −eγV n+i∞
0

Un
def=

n∑︂
m=0

βmU ′
m

sj.= −
n∑︂

m=0
βmeγV n+i∞

0

Udef=
∞∑︂

m=0
βmU ′

m

sj.= −
∞∑︂

m=0
βmeγV n+i∞

0

Definice 57. Definujme matice

B ∈ RN×N , B ∈ RN×N (2.12)

předpisem
Bij = Pije

γz(i,j), Bij = Pije
γz(i,j) (2.13)

pro i,j ∈ S.

Poznámka. Matice z předchozí definice jsou zřejmě tvaru

B =
[︄

I 0
Q̃ R̃

]︄
, B =

[︄
C̃ D̃
∗ ∗

]︄
(2.14)

pro vhodné matice Q̃, R̃, C̃ a D̃.

Definice 58. V této kapitole budeme potřebovat poměrně silný předpoklad

lim
n→∞

R̃n = 0, (2.15)

kde R̃ je z blokového rozpisu matice B (2.54) a 0 je nulová matice tvaru |R|×|R|.

Dále si dokážeme několik důležitých pomocných tvrzení, které povedou k dů-
kazu následující věty.

Věta 59. Platí
E[eγV n+i∞

n+ik |Fn+ik] sj.= 1T
Yn+ik

B∞1, (2.16)
kde

B∞ def= lim
l→∞

Bl. (2.17)

Poznámka. Pro následující výpočty budeme zaměňovat pojmy lineární zobrazení
f : SN → R a vektor f ∈ SN . Budeme chápat f(i) = fi pro i ∈ S.

Lemma 60. Pro podmíněnou střední hodnotu platí

E[eγV
n+i(k+l)

n+ik |Fn+ik] sj.= 1T
Yn+ik

Bl1. (2.18)

My budeme potřebovat zobecnění tohoto lemmatu.

Lemma 61. Pro lineární zobrazení f : SN → R platí

E[eγV
n+i(k+l)

n+ik f(Yn+i(k+l))|Fn+ik] sj.= 1T
Yn+ik

Blf. (2.19)
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Důkaz. Provedeme pouze náznak důkazu, podrobný důkaz by byl analogií dů-
kazu Věty 26 v práci Vernerová (2017).
Pro l = 1 je důkaz zcela analogický tvrzení z 1. kapitoly. Pro obecné l bychom
postupovali matematickou indukcí pomocí postupného podmiňování.

Lemma 62. Matice B splňuje

Bl =
[︄

I 0∑︁l−1
n=0 R̃nQ̃ R̃l

]︄
, Bl1R =

(︄
0

R̃l

)︄
. (2.20)

Za předpokladu (2.15) pak matice B splňuje i

B∞ =
[︄

I 0
F̃Q̃ 0

]︄
,

∞∑︂
l=0

Bl1R =
(︄

0
F̃

)︄
, (2.21)

kde
F̃def= (I − R̃)−1, B∞ def= lim

l→∞
Bl. (2.22)

Důkaz. Opět provedeme pouze nastínění důkazu. Tvar Bl se snadno spočítá mate-
matickou indukcí z blokového tvaru matice B pomocí násobení matic po blocích.
Tvar Bl1R pak ihned plyne z násobení matice s vektorem po blocích.

Z předpokladu (2.15) a z Tvrzení 13 plyne
∞∑︂

n=0
R̃n = (I − R̃)−1 def= F̃. (2.23)

Tvar B∞ a B∞1R pak dostaneme limitním přechodem l → ∞.

Dále budeme potřebovat pomocné tvrzení z teorie pravděpodobnosti.

Lemma 63. Nechť (Wn)n∈N0 je posloupnost náhodných veličin na pravděpodob-
nostním prostoru (Ω, A, P ), Wn ∈ L1(P ) pro všechna n ∈ N0 a platí podmínka

∞∑︂
n=0

E |Wn − Wn+1| < ∞. (2.24)

Potom existuje náhodná veličina W na prostoru (Ω, A, P ) splňující W ∈ L1(P ) a

|W − Wn| L1→ 0, |W − Wn| sj.→ 0, n → ∞. (2.25)

Důkaz. Tvrzení i s důkazem je možné nalézt v Halászová (2017) jako Lemma
2.2.
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Poznámka. Vektor 1R značí indikátor radikálního stavu, jeho i-tá složka je dána
předpisem

1R(i)def=

⎧⎨⎩0, je-li i ∈ S,

1, je-li i ∈ R.

Symbol 1[Yt∈R] pro t ∈ T značí indikátor toho, zda Yt je radikální stav. Nabývá
tedy hodnot

1[Yt∈R]
def=

⎧⎨⎩0, je-li Yt ∈ S,

1, je-li Yt ∈ R.

Lemma 64. Následující suma je konvergentní
∞∑︂

l=0
E[eγV

n+i(k+l)
n+ik 1[Yn+i(k+l)∈R]]. (2.26)

Důkaz. Z předchozích výsledků můžeme počítat
∞∑︂

l=0
E[eγV

n+i(k+l)
n+ik 1[Yn+i(k+l)∈R]] =

∞∑︂
l=0

E[E[eγV
n+i(k+l)

n+ik 1[Yn+i(k+l)∈R]|Fn+ik]]

=
∞∑︂

l=0
E[1T

Yn+ik
Bl1R] =

∞∑︂
l=0

∑︂
j∈R

P (Yn+ik = j)eT
j

(︄
0

R̃l

)︄

=
∑︂
j∈R

P (Yn+ik = j)eT
j

∞∑︂
l=0

(︄
0

R̃l

)︄
=
∑︂
j∈R

P (Yn+ik = j)eT
j

(︄
0
F̃

)︄
≤ 1T

(︄
0
F̃

)︄
< ∞.

(2.27)

Suma 2.26 je tedy konvergentní.

Lemma 65. Posloupnost (eγV
n+i(k+l)

n+ik )∞
l=0 je konvergentní v L1 a skoro jistě.

Důkaz. Uvažujme konstantu K ∈ R takovou, že⃓⃓⃓
eγz(i,j) − 1

⃓⃓⃓
≤ K1j∈R. (2.28)

Z věty předchozí věty platí

K
∞∑︂

l=0
E[eγV

n+i(k+l)
n+ik 1[Yn+i(k+l)∈R]] < ∞ (2.29)

a z vlastnosti konstanty K plyne
∞∑︂

l=0
E[
⃓⃓⃓⃓
eγV

n+i(k+l+1)
n+ik − eγV

n+i(k+l)
n+ik

⃓⃓⃓⃓
] =

∞∑︂
l=0

E[eγV
n+i(k+l)

n+ik

⃓⃓⃓⃓
e

γV
n+i(k+l+1)

n+i(k+l) − 1
⃓⃓⃓⃓
]

≤ K
∞∑︂

l=0
E[eγV

n+i(k+l)
n+ik 1[Yn+i(k+l)∈R]] < ∞.

(2.30)

Tvrzení pak plyne z Lemmatu 63.

Nyní již máme vše potřebné k tomu, abychom dokázali Větu 59. Pro přehled-
nost zde předkládáme znovu její znění.
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Poznámka. Platí
E[eγV n+i∞

n+ik |Fn+ik] sj.= 1T
Yn+ik

B∞1, (2.31)
kde

B∞ def= lim
l→∞

Bl. (2.32)

Důkaz. Důkaz ihned plyne z předchozích tvrzení za pomocí limitního přechodu.

Lemma 66. Platí následující vztah

Un+ik
L1→ Un+i∞, k → ∞. (2.33)

Důkaz. Ukážeme, že
∞∑︂

k=0
E[
⃓⃓⃓
Un+i(k+1) − Un+ik

⃓⃓⃓
] < ∞ (2.34)

a že Ut ∈ L1(P ) pro t ∈ T , tím bude důkaz hotov podle Lemmatu 63. Podmínka
Ut ∈ L1(P ) pro t ∈ T plyne z předpokladu (2.15).
Nyní můžeme počítat

∞∑︂
k=0

E[
⃓⃓⃓
Un+i(k+1) − Un+ik

⃓⃓⃓
] =

∞∑︂
k=0

E[|Un+ik|
⃓⃓⃓⃓
eV

n+i(k+1)
n+ik − 1

⃓⃓⃓⃓
]

≤ K
∞∑︂

k=0
E[|Un+ik| 1[Yn+ik∈R]] = K

∞∑︂
k=0

E[|Un| E[eV n+ik
n 1[Yn+ik∈R]|Fn]]

= K
∞∑︂

k=0

∑︂
j∈R

E[|Un| 1[Yn=j]]eT
j

(︄
0

R̃k

)︄
= K

∑︂
j∈R

E[|Un| 1[Yn=j]]eT
j

∞∑︂
k=0

(︄
0

R̃k

)︄

= K
∑︂
j∈R

E[|Un| 1[Yn=j]]eT
j

(︄
0
F̃

)︄
< ∞.

(2.35)

Tím je tvrzení dokázáno.

Na konci této sekce ještě velmi hrubě spočítáme několik podmíněných střed-
ních hodnot, které sehrají klíčovou roli v sekci 2.5.

Poznámka 67. Počítejme

E[U ′
n|Fn+ik] sj.= U ′

n−1E[eγV n+i∞
n−1+i∞|Fn+ik]

sj.= U ′
n−1e

γV n+ik
n−1+i∞E[eγV n+i∞

n+ik |Fn+ik] sj.= Un+ikeT
Yn+ik

B∞1
(2.36)

a

E[U ′
n|Fn−1+i∞] sj.= E[UneT

Yn
B∞1|Fn−1+i∞]

sj.= U ′
n−1E[eγV n

n−1+i∞eT
Yn

B∞1|Fn−1+i∞] sj.= U ′
n−1e

T
Yn−1+i∞

BB∞1
(2.37)

pak

26



E[U ′
n|Fn−1+ik] sj.= Un−1+ikeT

Yn−1+ik
B∞BB∞1 (2.38)

a pro m ≥ n

E[U ′
m|Fn+ik] sj.= Un+ikeT

Yn+ik
B∞(BB∞)m−n1. (2.39)

Nakonec definujme
Udef= B∞(I − βBB∞)−11 (2.40)

a spočítejme

E[U|Fn+ik] sj.= Un−1 +
∞∑︂

m=n

βmE[U ′
m|Fn+ik]

sj.= Un−1 + βnUn+ikeT
Yn+ik

B∞(I − βBB∞)−11 sj.= Un−1 + βnUn+ikU(Yn+ik)
(2.41)

a

E[U|Fn+i∞] sj.= Un−1 + βnUn+i∞U(Yn+i∞), (2.42)
což dostaneme z předchozího bodu limitním přechodem k → ∞ v L1.

2.3 Řízení
Definice 68. Pro každé i ∈ S nazvěme Ri množinu rozhodnutí ve stavu i a
její prvky r ∈ Ri rozhodnutí ve stavu i. Rozhodnutí mohou být stabilní nebo
radikální, označme tedy množinu stabilních resp. radikálních rozhodnutí ve stavu
i symbolem RS

i resp. RR
i , přičemž platí

Ri = RS
i ∪ RR

i , RS
i ∩ RR

i = ∅. (2.43)

Předpokládejme, že ke každému rozhodnutí r ∈ Ri, i ∈ S máme dán vektor
pi(r) ∈ [0,1]N splňující

pi(r)T 1 = 1. (2.44)
Dále definujme množinu elementárních řízení jako

R
def=
∏︂
i∈S

Ri (2.45)

a její prvky ρ ∈ R nazvěme elementární řízení. Prvky ρ jsou tvaru ρ = (ρi)N
i=1

pro ρi ∈ Ri, i ∈ S.
Pro každé elementární řízení ρ pak definujme matici

ρP′ def= (pT
i (ρi))N

i=1. (2.46)

Tuto matici přeuspořádáme tak, aby první indexy odpovídali stabilním stavům
a poslední indexy stavům radikálním. Matici si zapíšeme v blokovém tvaru

ρP′ =
[︄

C D
Q R

]︄
, (2.47)
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pro vhodné matice C, D, Q, R. Z tohoto předpisu pak definujeme matice

ρP =
[︄

I 0
Q R

]︄
, ρP =

[︄
C D
∗ ∗

]︄
, (2.48)

které odpovídají maticím pravděpodobností přechodu ze sekce 2.1 a my je budeme
chápat naprosto analogicky.
Řízením na intervalu [t,s), t,s ∈ T, t < s pak rozumíme posloupnost řízení
ρ = (ρl)s

l=t.

Definice 69. Řízení ρ = (ρl)s
l=t nazveme homogenním, pokud platí

ρk = ρl, k,l ∈ [t,s). (2.49)

V opačném případě řízení nazveme nehomogenním.

Definice 70. Uvažujme, že pro každé rozhodnutí r ∈ Ri, i ∈ S máme vektor
ocenění přechodu ze stavu i zi(r) ∈ RN . Pro každé elementární řízení ρ ∈ R pak
tyto vektory můžeme složit do matice ocenění přechodu při elementárním řízení
ρ dané předpisem

ρZ′ def= (zT
i (ρi))N

i=1. (2.50)
Matici opět přeuspořádáme podle radikálních a stabilních stavů, její blokový tvar
je

ρZ′ =
[︄

C′ D′

Q′ R′

]︄
(2.51)

pro vhodné matice C′, D′, Q′, R′. Z tohoto předpisu pak definujeme matice

ρZ =
[︄

0 0
Q′ R′

]︄
, ρZ =

[︄
C′ D′

∗ ∗

]︄
, (2.52)

jejichž prvky budeme značit po řadě ρz(i,j) a ρz(i,j).

Definice 71. Dále opět definujme matice ρB a ρB předpisem

ρBij
def= ρPije

γ ρZij , ρBij
def= ρP ije

γ ρZij , i,j ∈ S. (2.53)

Tyto matice jsou zřejmě tvaru

ρB =
[︄

I 0
Q̃ R̃

]︄
, ρB =

[︄
C̃ D̃
∗ ∗

]︄
(2.54)

pro vhodné matice Q̃, R̃, C̃ a D̃.

Definice 72. Za přípustné homogenní řízení považujeme takové ρ ∈ R, které
splňuje dvě následující podmínky. Zaprvé, matice

ρR̃ def= (ρBij)i,j∈R (2.55)

příslušná k řízení ρ, splňuje podmínku

lim
n→∞ ρR̃n = 0. (2.56)

Zadruhé, matice ρB splňuje podmínku

lim
n→∞

(β ρB)n = 0. (2.57)
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Poznámka. Pro matici ρB příslušnou přípustnému řízení ρ ∈ R můžeme použít
obdobu Věty 62.
Poznámka. V předchozích kapitolách jsme měli předem určeno, které stavy jsou
stabilní a které radikální. V řízených radikálních řetězcích je to tak, že stav je
radikální resp. stabilní, pokud v něm činíme radikální resp. stabilní rozhodnutí.
Při homogenním řízení však stavy můžeme dopředu rozlišit na radikální a stabilní.
Situace se změní budeme-li uvažovat řízení nehomogenní. Tam pak může být jeden
stav při různých přechodech jednou stabilní a jindy radikální.

Nyní zcela analogicky jako v sekci 1.3 definujeme posloupnost Y řízenou homo-
genním řízením ρ, její užitek za prvních t období a očekávaný užitek diskontovaný
k počátku.

Definice 73. Řekneme, že náhodná posloupnost Y se řídí homogenním řízením
ρ, pokud platí

P (Yn+i+(k+1) = j|Xn+i+k) sj.= 1T
Yn+i+k ρP1j, j ∈ S, n,k ∈ N0 (2.58)

a
P (Yn+1 = j|Yn+i+∞) sj.= 1T

Yn+i+∞ ρP1j, j ∈ S, n ∈ N0. (2.59)

Definice 74. Řídí-li se náhodná posloupnost Y homogenním řízením ρ, pak de-
finujme výnos za imaginární přechody předpisem

ρV n+il
n+ik

def=
l−1∑︂
j=k

ρz(Yk+ij,Yk+i(j+1)) (2.60)

a výnos za nevlastní přechody předpisem

ρV n+1
n+i∞

def= ρz(Yn+i∞,Yn+1). (2.61)

Dále definujeme technické nástroje obdobné těm ze sekce 2.2, avšak tyto budou
příslušné k nějakému homogennímu řízení.

Definice 75. Položme

ρUn+ik
def= −eγ ρV n+ik

0

ρU ′
n

def= −eγ ρV n+i∞
0

ρUn
def=

n∑︂
m=0

βm
ρU ′

m

sj.= −
n∑︂

m=0
βmeγ ρV n+i∞

0

ρU
def=

∞∑︂
m=0

βm
ρU ′

m

sj.= −
∞∑︂

m=0
βmeγ ρV n+i∞

0

Definice 76. Řídí-li se náhodná posloupnost Y homogenním řízením ρ, pak oče-
kávaný užitek diskontovaný k počátku definujeme předpisem.

ρΦdef= E[ρU|F0]. (2.62)
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2.4 Iterační algoritmus
Pro definici Howardova iteračního algoritmu se nám bude hodit následující

značení.

Definice 77.
ρUdef= ρB∞(I − β ρB ρB∞)−11 (2.63)

a
ρbi(r)def= ((ρBij)N

j=1)T , ρbi(r)def= ((ρBij)N
j=1)T , (2.64)

kde r = ρi, neboli řízení ρ ∈ R obsahuje rozhodnutí r ∈ Ri. Tyto vektory pak
jsou vlastně řádky těchto matic.

A ukážeme si ekvivalentní podmínku optimality, obdobnou té v sekci 1.4.

Lemma 78. Řízení ρ∗ je lepší než nebo stejně dobré jako ρ právě tehdy když
platí

ρ∗U ≤ ρU. (2.65)

Důkaz. Lemma je analogií Lemmatu z části 1.4 a plyne z věty z části 1.2, které
říká, že pokud se Y řídí řízením ρ̃ ∈ R, pak platí

ρ̃Φ sj.= − ρ̃U(Y0). (2.66)

Pro hladký průběh Howardova iteračního algoritmu, který si představíme níže
budeme potřebovat následující předpoklad. Jeho platnost pak vyžadujeme ve
zbytku této práce.

Definice 79. Radikální rozhodnutí jsou ostře penalizována, neboli pro každé
řízení ρ ∈ R platí

ρz(i,j) < 0, i,j ∈ R. (2.67)

Poznámka. Připomeňme, že za přípustné homogenní řízení považujeme takové ρ,
jemuž příslušná matice

ρR̃ def= (ρBij)i,j∈R (2.68)

splňuje podmínku
lim

n→∞ ρR̃n = 0 (2.69)

a dále splňuje
lim

n→∞
(β ρB)n = 0. (2.70)

Definice 80. Howardův iterační algoritmus:

1. krok algoritmu: Zvolíme libovolné přípustné elementární řízení ρ(0).

Iterační krok algoritmu: Máme přípustné elementární řízení ρ(n).
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Iterační krok algoritmu část (a), aplikujeme, je-li n + 1 sudé číslo:

Pokud pro stav i ∈ S neexistuje radikální rozhodnutí r ∈ RR
i takové, že

bi(r)T
ρ(n)U < ρ(n)Ui (2.71)

pak položíme ρ(n + 1)i
def= ρ(n)i. Pokud však nějaké takové radikální rozhodnutí

existuje, pak nové rozhodnutí ve stavu i zvolíme jako

ρ(n + 1)i ∈ arg min
r∈RR

i

(bi(r)T
ρ(n)U) (2.72)

tak, že:

(1) ρ(n + 1)i
def= ρ(n)i, pokud

ρ(n)i ∈ arg min
r∈RR

i

(bi(r)T
ρ(n)U). (2.73)

(2) ρ(n + 1)i volíme z dané množiny libovolně, pokud

ρ(n)i /∈ arg min
r∈RR

i

(bi(r)T
ρ(n)U). (2.74)

Nakonec rozhodnutí ρ(n+1)i, i ∈ S složíme do vektoru ρ(n+1) = (ρ(n+1)i)N
i=1.

Iterační krok algoritmu část (b), aplikujeme, je-li n + 1 liché číslo:

Pokud pro stav i ∈ S neexistuje stabilní rozhodnutí r ∈ RS
i takové, že

1 + βbi(r)T
ρ(n)U < ρ(n)Ui (2.75)

pak položíme ρ(n + 1)i
def= ρ(n)i. Pokud však nějaké takové stabilní rozhodnutí

existuje, pak nové rozhodnutí ve stavu i zvolíme jako

ρ(n + 1)i ∈ arg min
r∈RS

i

(bi(r)T
ρ(n)U) (2.76)

tak, že:

(1) ρ(n + 1)i
def= ρ(n)i, pokud

ρ(n)i ∈ arg min
r∈RR

i

(bi(r)T
ρ(n)U). (2.77)

(2) ρ(n + 1)i volíme z dané množiny libovolně, pokud

ρ(n)i /∈ arg min
r∈RR

i

(bi(r)T
ρ(n)U). (2.78)

Nakonec rozhodnutí ρ(n+1)i, i ∈ S složíme do vektoru ρ(n+1) = (ρ(n+1)i)N
i=1.

Konec algoritmu: Pokud v iteračním kroku získáme ve třech po sobě jdoucích
krocích stejné elementární řízení, neboli ρ(n + 2) = ρ(n + 1) = ρ(n) pro nějaké
n ∈ N0, (tedy získané elementární řízení nelze "vylepšit"žádným radikálním ani
stabilním rozhodnutím). Potom algoritmus ukončíme a vrátíme homogenní řízení
složené z tohoto elementárního řízení ρ(n).

31



Stejně jako v sekci 1.4 budeme chtít ukázat monotonii aktualizací, hladký
průběh algoritmu a optimalitu výsledného řízení mezi homogenními řízeními.
Jelikož se jedná o analogii sekce 1.4, tak následující důkazy uděláme jen velmi
stručně a pokusíme se vypíchnout věci, kterými se tento případ liší.

Věta 81. Pro dvě homogenní řízení ρ(n) a ρ(n + 1), získané ze dvou po sobě
jdoucích krocích iteračního algoritmu platí, že ρ(n + 1) je lepší než nebo stejně
dobré jako ρ(n).

Důkaz. Pro přehlednost přeznačme řízení ρ∗ def= ρ(n + 1) a ρ
def= ρ(n). Podívejme

na aktualizaci radikálních rozhodnutí.
Nejprve si uvědomme, že pokud stabilní řízení ve stavu i ∈ S při aktualizaci
změníme na radikální, pak můžeme uvažovat shodu matic ρ∗B a ρB, jelikož se
budou lišit pouze v i-tém řádku a ten se stane pro výpočty užitku irelevantní,
jelikož stav i bude nově radikální.
Z algoritmu máme zajištěnou nerovnost

ρ∗B ρU ≤ ρU. (2.79)

Z ní po chvíli počítání díky plyne

ρ∗U ≤ ρU (2.80)

a tedy ρ∗ je lepší než nebo stejně dobré jako ρ. Aktualizace stabilních rozhodnutí
pak dopadne následovně.
Opět platí, že změníme-li při aktualizaci stav i ∈ S z radikálního na stabilní, pak
můžeme pro potřebné výpočty zaměnit matice ρ∗B a ρB.
Z algoritmu máme zajištěnou nerovnost

1 + β ρ∗B ρU ≤ ρU (2.81)

a z ní opět po čase dostaneme
ρ∗U ≤ ρU. (2.82)

Tedy ρ∗ je lepší než nebo stejně dobré jako ρ.

Věta 82. Howardův iterační algoritmus za zmíněných podmínek vždy nalezne
homogenní řízení ρ∗ ∈ R. Toto řízení je optimální mezi homogenními řízeními.

Důkaz. Nejprve je dobré ukázat, že každé řízení uvažované v iteračním kroku
algoritmu je přípustné, což lze pomocí matematické indukce. Jelikož počáteční
řízení je přípustné, stačí si rozmyslet pouze indukční krok, který se provede vyu-
žitím předpokladu penalizace radikálních rozhodnutí.

Díky monotonii a způsobu volení nového řízení máme zajištěno, že stejné ří-
zení nevybereme ve více krocích, které po sobě bezprostředně nenásledují. Dále
platí, že přípustných řízení je konečně mnoho, jelikož je možných stavů konečně
mnoho a stejně tak možných rozhodnutí v každém stavu. Z těchto dvou faktů
plyne, že po konečně mnoha krocích algoritmus musí zvolit stejné řízení třikrát v
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po sobě jdoucích krocích a tím se algoritmus zastaví a výsledné řízení vrátí. Tím
jsme dokázali hladký průběh algoritmu. Nyní optimalita.

Uvažujme libovolné přípustné homogenní řízení ρ. Z algoritmu máme zajištěny
nerovnosti

ρB ρ∗U ≥ ρ∗U. (2.83)

a
1 + β ρB ρ∗U ≥ ρ∗U. (2.84)

Z nich po chvíli počítání dostaneme

ρ∗U ≤ ρU, (2.85)

tedy optimalitu řízení ρ∗.

V další sekci tuto optimalitu rozšíříme.

2.5 Optimalita mezi adaptivními řízeními
V této sekci zavedeme pojem adaptivní řízení a ukážeme, že homogenní řízení

ρ∗ získané z Howardova iteračního algoritmu je optimální i mezi adaptivními
řízeními. Opět předpokládáme pouze přípustná řízení.

Definice 83. Nechť F = (Fn)∞
n=0 je filtrace na (Ω, A), ρ = (ρt)∞

t=0 je posloupnost
náhodných vektorů splňujících

ρt : Ω → R, t ∈ T, (2.86)

kde R je množina elementárních řízení. Pak ρ nazveme F-adaptivním řízením,
pokud je ρt

i měřitelná funkce vzhledem k σ-algebře Ft pro každé t ∈ T, i ∈ S.

Definice 84. Posloupnost Y je F -řízená F -adaptivním řízením ρ, pokud platí

P (Yn+i(k+1) = j|Yn+ik) sj.= 1T
{Yn+ik} ρn+ikP1j, j ∈ S, n,k ∈ N0 (2.87)

a
P (Yn+1 = j|Yn+i∞) sj.= 1T

{Yn+i∞} ρn+ikP1j, j ∈ S, n ∈ N0, (2.88)

viz Definice 51.

Definice 85. Nechť náhodná posloupnost Y je F -řízená F -adaptivním řízením
ρ. Definujme výnos za imaginární přechody příslušný posloupnosti Y předpisem

ρV n+il
n+ik

def=
l−1∑︂
j=k

ρk+ij z(Yk+ij,Yk+i(j+1)) (2.89)

a výnos za nevlastní přechody příslušný posloupnosti Y předpisem

ρV n+1
n+i∞

def= ρk+i∞z(Yn+i∞,Yn+1). (2.90)
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Pak definujeme technické nástroje obdobné těm ze sekce 2.2. Položme

ρUn+ik
def= −eγ ρV n+ik

0

ρU ′
n

def= −eγ ρV n+i∞
0

ρUn
def=

n∑︂
m=0

βm
ρU ′

m

sj.= −
n∑︂

m=0
βmeγ ρV n+i∞

0

ρU
def=

∞∑︂
m=0

βm
ρU ′

m

sj.= −
∞∑︂

m=0
βmeγ ρV n+i∞

0 .

O všech výše definovaných výrazech budeme říkat, že jsou příslušné posloupnosti
Y , nebo že jsou přáslušné k řízení ρ.

Dále definujme očekávaný užitek diskontovaný k počátku posloupnosti X před-
pisem

ρΦdef= E[ρU|F0]. (2.91)

Cílem této sekce bude dokázat následující větu. Její důkaz je dlouhý a náročný,
proto jej rozdělíme do několika částí a provedeme jej na samém konci této sekce,
až budeme mít připraveno vše potřebné.

Věta 86. Za předpokladu, že budeme pracovat pouze s přípustnými řízeními,
pro homogenní řízení ρ∗ získané z iteračního algoritmu platí, že je optimální mezi
adaptivními řízeními. To znamená, že vezmeme-li libovolné adaptivní řízení ρ a
budeme uvažovat náhodnou posloupnost Y , která se řídí homogenním řízením
ρ∗ a náhodnou posloupnost X, která se řídí adaptivním řízením ρ, přičemž bude
platit, že

X0
sj.= Y0, (2.92)

pak očekávaný užitek diskontovaný k počátku příslušný posloupnosti Y bude větší
nebo roven tomu příslušnému k posloupnosti X, neboli

ρ∗Φ
sj.

≥ ρΦ. (2.93)

Důkaz provedeme pomocí následujících kroků.

Poznámka 87. Důkaz provedeme pomocí následujících kroků.

• Definujeme technický nástroj Mt pro t ∈ T .

• Ukážeme, že E[M∞|F0]
sj.= Φ.

• Ukážeme monotonii imaginárních přechodů
E[ρMn+i(k+1) − ρMn+ik|F0]

sj.

≤ 0 a E[
ρ∗Mn+i(k+1) − ρ∗Mn+ik|F0]

sj.= 0.

A monotonii nevlastních přechodů
E[ρMn+1 − ρMn+i∞|F0]

sj.

≤ 0 a E[ρ∗Mn+1 − ρ∗Mn+i∞|F0]
sj.= 0.

• Ukážeme, že E[Mn+ik|F0]
L1→ E[U|F0] pro n + ik → ∞.
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• Ukážeme, že ρ∗Φ sj.= E[ρ∗M∞|F0]
sj.

≥ E[ρM∞|F0]
sj.= ρΦ, čímž bude důkaz

hotov.

Definice 88. Položme Mt
def= E[U|Ft] pro t ∈ T s tím, že náhodný proces Y se

řídí libovolným předem zvoleným řízením do času t včetně a od času t dál se řídí
homogenním řízením ρ∗ získaným z iteračního algoritmu.

Důsledek 89. Z výpočtů v Poznámce 67 tedy vyplývá, že

Mn+ik
def= E[U|Fn+ik] sj.= Un−1 + βnUn+ik ρ∗U(Yn+ik) (2.94)

a
Mn+i∞

def= E[U|Fn+i∞] sj.= Un−1 + βnUn+i∞ ρ∗U(Yn+i∞), (2.95)

kde
ρ∗Udef= ρ∗B∞(I − β ρ∗B ρ∗B∞)−1. (2.96)

Důkazy monotonií pouze nastíníme a odkážeme se na analogii s neradikální
částí 1.5, kde jsou všechna tvrzení podrobně dokázána.

V následujících dvou tvrzeních ukážeme monotonii imaginárních přechodů.

Lemma 90. Nechť náhodná posloupnost je řízená adaptivním řízením ρ. Pro
(Mt)t∈T příslušné k posloupnosti Y platí

Mn+i(k+1) − Mn+ik
sj.= βnUn+ik[− ρ∗U(Yn+ik) + ρ∗U(Yn+i(k+1))eγV

n+i(k+1)
n+ik ] (2.97)

a
E[Mn+i(k+1) − Mn+ik|Fn+ik] sj.= βnUn+ikeT

Yn+ik
[− ρ∗U + B ρ∗U]. (2.98)

Předchozí tvrzení se opírá o výpočty v Poznámce 67.

Lemma 91. Nechť náhodná posloupnost je řízená homogenním řízením ρ∗. Pro
(Mt)t∈T příslušné k posloupnosti Y platí

E[Mn+i(k+1) − Mn+ik|Fn+ik] sj.= 0. (2.99)

Pokud se náhodná posloupnost řídí adaptivním řízením ρ, pak pro (Mt)t∈T pří-
slušné k posloupnosti Y platí

E[Mn+i(k+1) − Mn+ik|Fn+ik]
sj.

≤ 0. (2.100)

Důkaz. Z definice ρ∗U plyne ρ∗B ρ∗U = ρ∗U a tedy máme rovnost výše.
Z algoritmu pak máme zajištěnu nerovnost ρ∗B ρ∗U ≤ ρB ρ∗U z čehož plyne ne-
rovnost výše.

V následujících dvou tvrzení pak ukážeme monotonii přechodů nevlastních.
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Lemma 92. Nechť náhodná posloupnost je řízená adaptivním řízením ρ. Pro
(Mt)t∈T příslušné k posloupnosti Y platí

Mn+1 − Mn+i∞
sj.= [Un + βn+1Un+1 ρ∗U(Yn+1)] − [Un−1 + βnUn+i∞ ρ∗U(Yn+i∞)]

sj.= βnU ′
n[1 − ρ∗U(Yn+i∞) + βeγV n+1

n+i∞
ρ∗U(Yn+1)]

(2.101)

a

E[Mn+1 − Mn+i∞|Fn+i∞] sj.= βnU ′
n[1 − ρ∗U(Yn+i∞) + βeT

Yn+i∞
B ρ∗U] (2.102)

V předchozím tvrzení se opět opíráme o výpočty z Poznámky 67.

Lemma 93. Nechť náhodná posloupnost je řízená homogenním řízením ρ∗. Pro
(Mt)t∈T příslušné k posloupnosti Y platí

E[Mn+1 − Mn+i∞|Fn+i∞] sj.= 0. (2.103)

Pokud se náhodná posloupnost řídí adaptivním řízením ρ, pak pro (Mt)t∈T pří-
slušné k posloupnosti Y platí

E[Mn+1 − Mn+i∞|Fn+i∞]
sj.

≤ 0. (2.104)

Důkaz. Důkaz je zcela analogický jako v případě imaginárních přechodů. Nejprve
se ukáže rovnost (2.103) a poté díky nerovnosti získané z iteračního algoritmu se
ukáže i nerovnost (2.104).

Následující lemma je poměrně technické, nicméně pro důkaz optimality velmi
důležité.

Lemma 94. Nechť náhodná posloupnost je řízená adaptivním řízením ρ. Pro
(Mt)t∈T příslušné k posloupnosti Y pak platí

Mn+ik
L1→ U, n + ik → ∞. (2.105)

Důkaz. Ukážeme, že

sup
k∈N0

(|U − Mn+ik|)
sj.

≤ Zn
L1→ 0, n → ∞ (2.106)

pro nějaké (Zn)∞
n=0. Z toho již bude tvrzení plynout. Z trojúhelníkové nerovnost

máme odhad

sup
k∈N0

(|U − Mn+ik|)
sj.

≤ sup
k∈N0

(|Un−1 − Mn+ik|) + |U − Un−1| . (2.107)

Nyní odhadneme první člen pravé strany.
Z definice vektoru U existuje konstanta K ∈ R taková, že

|U(i)| ≤ K, i ∈ S. (2.108)
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Dále si uvědomme, že výraz

|Un| +
∞∑︂

m=0

⃓⃓⃓
Un+i(m+1) − Un+im

⃓⃓⃓
(2.109)

má konečnou střední hodnotu a je tedy omezený skoro jistě. Nyní se již můžeme
pustit do samotného odhadu, tedy

sup
k∈N0

(|Un−1 − Mn+ik|) sj.= sup
k∈N0

(βn |Un+ik| |U(Yn+ik)|)

sj.

≤ sup
k∈N0

(Kβn(|Un| +
∞∑︂

m=0

⃓⃓⃓
Un+i(m+1) − Un+im

⃓⃓⃓
))

sj.= Kβn(|Un| +
∞∑︂

m=0

⃓⃓⃓
Un+i(m+1) − Un+im

⃓⃓⃓
) L1→ 0,

(2.110)

kde druhá nerovnost plyne z definice Un+ik a konstanty K. Konvergence pak plyne
z toho, že

lim
n→∞

βn = 0 (2.111)

a zbytek výrazu je omezený skoro jistě. Pusťme se nyní do odhadu druhého členu
pravé strany výrazu výše.
Z definice U a Un máme

|U − Un−1|
sj.= −

∞∑︂
m=n

βmU ′
m. (2.112)

Ukážeme, že
E[

∞∑︂
m=n

βmU ′
m|F0]

L1→ 0, n → ∞ (2.113)

a tím bude důkaz hotov, jelikož podmíněná střední hodnota zachovává konver-
genci v L1. Počítejme

E[
∞∑︂

m=n

βmU ′
m|F0]

sj.=
∞∑︂

m=n

βmE[U ′
m|F0]

L1→ 0, m → ∞, (2.114)

kde konvergence plyne z faktu, že

lim
m→∞

(βBB∞)m = 0, (2.115)

což plyne z předpokladu přípustného řízení. Tedy platí

lim
n→∞

∞∑︂
m=n

(βBB∞)m = 0 (2.116)

a zbytek výrazu je omezený skoro jistě. Tím je důkaz hotov.

Nyní již máme vše proto, abychom provedli důkaz optimality. Pro přehlednost
zde tvrzení věty připomeneme v poznámce.
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Poznámka. Za předpokladu, že budeme pracovat pouze s přípustnými řízeními,
pro homogenní řízení ρ∗ získané z iteračního algoritmu platí, že je optimální mezi
adaptivními řízeními. To znamená, že vezmeme-li libovolné adaptivní řízení ρ a
budeme uvažovat náhodnou posloupnost Y , která se řídí homogenním řízením
ρ∗ a náhodnou posloupnost X, která se řídí adaptivním řízením ρ, přičemž bude
platit, že

X0
sj.= Y0, (2.117)

pak očekávaný užitek diskontovaný k počátku příslušný posloupnosti Y bude větší
nebo roven tomu příslušnému k posloupnosti X, neboli

ρ∗Φ
sj.

≥ ρΦ. (2.118)

Důkaz. Důkaz se provede zcela analogicky jako ve Větě 36 v sekci 1.5. Z předcho-
zích vět této sekce máme monotonii a konvergenci v L1 posloupnosti (E[Mt|F0])t∈T .
Aplikací Lemmatu 47 tedy dostaneme kýženou optimalitu.

Tímto jsme tedy ukázali, že homogenní řízení ρ∗ získané z Howardova iterač-
ního algoritmu je optimální i mezi adaptivními řízeními.
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Závěr
V první kapitole jsme představili markovské řetězce s oceněním přechodů a

s možností řízení. Dále jsme ukázali, že za určitých předpokladů dokážeme na-
jít optimální homogenní řízení pomocí Howardova iteračního algoritmu, a jeho
optimalitu jsme posléze rozšířili i na adaptivní řízení.

Ve druhé kapitole jsme pak přidali možnost takzvaného radikálního rozhod-
nutí. Howardův iterační algoritmus jsme upravili a ukázali jsme, že za určitých
předpokladů nalezne optimální homogenní řízení, jehož optimalitu jsme opět roz-
šířili i na řízení adaptivní.

Během práce jsme používali poměrně silné předpoklady na diskontní faktor β
a na množinu uvažovaných elementárních řízení ve druhé kapitole. Další rozšíření
práce by se mohlo zabývat tím, zda a jak lze tyto předpoklady zmírnit.
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Seznam použitých zkratek

N0 množina přirozených čísel s nulou
P pravděpodobnostní míra
ei, 1i i-tý kanonický vektor
Aij prvek matice A na pozici (i,j)
I jednotková matice vhodné velikosti
vT transponovaný vektor v
(xi)N

i=1 N -složkový vektor
(xi)∞

i=1 posloupnost
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A. Přílohy

A.1 Pomocná tvrzení a definice z teorie pravdě-
podobnosti

Všechny následující definice a tvrzení i s důkazy jsou obsahem kurzu Teorie
pravděpodobnosti 1.

Lemma 95. Nechť X, Y jsou náhodné veličiny na (Ω,A, P ) a F , C jsou σ-algebry
na Ω, splňující C ⊂ F ⊂ A. Pak platí
(1) E[E[X|F ]] = E[X].
(2) Pokud X je F -měřitelná, pak E[X|F ] sj.= X.
(3) Pokud X

sj.

≥ Y , pak E[X|F ]
sj.

≥ E[Y |F ].
(4) E[E[X|F ]|C] sj.= E[X|C] sj.= E[E[X|C]|F ].

Tvrzení 96. Nechť Xn a X jsou náhodné veličiny na (Ω, A, P ). Pak platí
(1) Xn

sj.→ X implikuje Xn
P→ X.

(2) Xn
L1→ X implikuje Xn

P→ X.
(3) Xn

P→ X, pak existuje vybraná podposloupnost (Xnk
)∞

k=0, která splňuje
Xnk

sj.→ X.

Definice 97. Systém náhodných veličin (Xt)t∈T , T ⊂ R, T ̸= ⌀ na (Ω, A, P )
nazveme stejnoměrně integrovatelný (značíme SMI), pokud splňují
limc→∞ supt∈T E[|Xt| 1[|Xt|≥c]] = 0.

Tvrzení 98. Nechť Y a (Xt)t∈T , T ⊂ R, T ̸= ⌀ jsou náhodné veličiny na
(Ω, A, P ) takové, že Y ∈ L1 a |Xt|

sj.

≤ Y, ∀t ∈ T , pak systém (Xt)t∈T je stejno-
měrně integrovatelný.

Tvrzení 99. Nechť p ∈ [1, ∞) a (Xn)∞
n=0 a X jsou náhodné veličiny na (Ω, A, P ).

Pak Xn
Lp→ X, právě když Xn

P→ X a systém (|Xn|p)∞
n=0 je stejnoměrně integro-

vatelný.
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