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a moznost Tizeni téchto fetézcl. Vynosy z ocenéni prechodii jsou pak dosazeny
do exponencialni uzitkové funkce a ta je diskontovana k pocatku. Poté predsta-
vuje Howarduv iterac¢ni algoritmus, ktery nalezne optimélni rizeni. Toto fizeni je
optimalni jak mezi homogennimi, tak mezi nehomogennimi fizenimi. Ve druhé
casti pak Tizené markovské retézce zobecnuje na takzvané radikalni retézce, opét
s diskrétnim casem a s kone¢nou mnozinou stavii. Toto zobecnéni je provedeno
pridanim moznosti volit radikalni rozhodnuti, kterda probihaji mimo realny cas.
Howarduv itera¢ni algoritmus je poté upraven pro tento obecnéjsi p¥ipad. Rizeni,
které nalezne je opét optimalni jak mezi homogennimi, tak mezi nehomogennimi
fizenimi.
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Abstract: In the first segment this thesis deal with Markov chains with discreet
time and a finite set of states. Subsequently there is introduced valuation of
transitions and a possibility of controlling these chains. Yields from valuation
of transitions are then appointed to exponential utility funcion and discounted
to the begining. Afterwards there is established Howard s iterative algorithm,
which finds optimal control. The control is optimal amongst homogeneous and
non-homogeneous controls. In the second segment, Markov chains are generalized
to so called radical chains, again with discreet time and a finite set of states. The
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Uvod

Tato prace se sklada ze dvou analogickych kapitol. Cilem prvni je zkoumat
danou problematiku na jednodussi struktute, kterou jsou markovské fetézce s
diskrétnim casem a koneénou mnozinou stavi. Cilem druhé je pak tuto teorii
rozsitit na takzvané radikalni fetézce s kone¢nou mnozinou stavi.

V prvni kapitole se nejprve seznamime se zédkladnimi pojmy markovskych
retézcll, poté zavedeme ocenéni prechodi fetézce a nakonec priddme moznost
fizeni Tetézce. Uréime kritérium, podle kterého budeme tizeni porovnavat. Dale
predstavime Howardiv iterac¢ni algoritmus a ukazeme, ze za urcéitych predpoklad
nalezne optimalni homogenni fizeni. V dalsi sekci pak ukazeme, ze toto tizeni je
optimalni i mezi adaptivnimi tizenimi. Hlavnim zdrojem prvni kapitoly mi byla
Vernerova (2017)). Prvni kapitola mé prace se od zminéného zdroje lisi zejména
uvazovanim diskontovani k pocatku.

Ve druhé kapitole pak zadefinujeme radikalni stavy a radikalni rozhodnuti.
Ta probihaji mimo cas, proto budeme na ¢as nahlizet jako na komplexni rovinu
a pohyb v case bude znazornén pohybem po realné ose. Howardiv iterac¢ni algo-
ritmus pozmeénime pro tento pripad a opét ukazeme, ze za urcitych predpoklada
nalezne optimalni homogenni fizeni. Tuto optimalitu posléze opét rozsitime i mezi
rizeni adaptivni. Ve druhé kapitole jsem vychéazel predevsim z |Halaszova| (2017)).
Druha kapitola mé prace se od zminéného zdroje lisi zejména uvazovanim rizikové
senzitivniho fizeni.

Hlavnim ptinosem této prace je, Ze se jednotné a ucelené (s vydatnou pomoci
vedouciho) zabyva diskontnim priipadem rizikové senzitivniho fizeni a to jak v
markovskych, tak i v radikalnich fetézcich.



1. Markovské retézce

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1. Necht (£2,.4) je méfitelny prostor, 7' C R neprazdna indexova mno-
zina, takovd, ze pro kazdé t € T je déna redlnd ndhodnd veli¢ina X; na (£2,.A4) s
hodnotami v mnoziné S C R. Potom X = (X})ier nazveme redlngm ndhodnym
procesem.

Definice 2. Necht X = (X});er je ndhodny proces na méfitelném prostoru (€2,.4)
s hodnotami v mnoziné S C Ny. Je-1i T' C Ny, pak X nazveme ndhodngm procesem
s diskrétnim casem nebo téz ndhodnou posloupnosti.

My se budeme zabyvat pouze pripadem, kdy
S={1,...,N} (1.1)
pro néjaké N € N.

Definice 3. Necht (9, .A) je méfitelny prostor. Filtraci na (£2,.A) rozumime po-
sloupnost F = (F,)2, o-algeber na €2, spliujicich

anFnJrla Fn QA, (12)

Pro kazdé n € Nj.

O realném nahodném procesu tekneme, ze je F-adaptovany, pokud pro kazdé
n € Ny je ndhodnd veli¢ina X, méritelnd vici o-algebie F,, a pojmem kanonicka
filtrace posloupnosti X rozumime posloupnost o-algeber X = (X,,)7°, takovych,
ze pro kazdé n € Ny plati

Xn:U(Xo,Xl,...,Xn). (13)

Definice 4. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a F = (F,)52, filtrace
na (£2,.4). Nahodnou posloupnost X = (X,,)2° ;s hodnotami v mnoziné S, ktera
je F-adaptovand nazveme F-markovskou, pokud plati

Definice 5. Ctvercovou matici P € [0,1]¥*N nazveme stochastickou, pokud plati
P1=1. (1.5)

Definice 6. Necht N € N, S = {1,...,N} a P € [0,1]"*" je stochastickd ma-
tice, jejiz prvky znacme p; ; nebo p(¢,5) pro 4,j € S. O ndhodném F-markovském
procesu X = (X,,)2%, s mnozinou stavii S fekneme, Ze je homogenni s matict
pravdépodobnosti prechodu P, pokud

P(Xp = j|1Xn) 105, Pl £ p(X,,5), neNy, jeSs (1.6)



Definice 7. Necht (2,,4) je méfitelny prostor, F = (F,)52, filtrace na (9, .A),
S mnozina definovand jako v (L.1)), X = (X,,)>2, je F-adaptovand ndhodna po-
sloupnost s hodnotami v S. Déle necht je ddna stochasticka matice P € [0,1]V*V
a posloupnost pravdépodobnostnich mér P = (P;)¥, na prostoru (£2,,4), pro které
plati inicia¢ni podminka

Py(Xo=i)=1, i€ (1.7)

Rekneme, Ze ndhodna posloupnost je homogenni (F P)-markovsky retézec s ma-
tici pravdépodobnosti prechodu P, je-li homogenni F-markovsky Tetézec s matici
pravdépodobnosti prechodu P na pravdépodobnostnim prostoru (€2,.4,P;) pro
kazdé i € S.

Definice 8. Pro (F,P)-markovsky Fetézec s mnozinou stavii S jako v [1.1]zavedme
nasledujici pojmy. Pro libovolnou mnozinu A € A definujme vektor pravdépodob-
nosti .
B(A) Y (PADY, € 0,17 (18)
a pro libovolnou A-méfitelnou ndhodnou veli¢inu Y € OY, £1(P;) definujme vek-
tor stfednich hodnot .
E[Y]Z E{Y])L, € RY, (1.9)
kde E;[Y] je stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Y na pravdépodobnostnim prostoru

(Q,A,P;).

1.2 Ocenéni

Definice 9. Necht je ddna matice Z € RV*V jeji prvky zna¢me z; ; nebo z(i,5)
a budeme je nazyvat oceneni prechodu ze stavu © do stavu j a matici Z nazveme
matici ocenéni prechodu.

Déle definujme vynos za prvnich n obdobi predpisem

n—1
de
Vo ST (X X ). (1.10)

k=0

Definice 10. Uvazujme uzitkovou funkci danou predpisem
u(z) ™ —e, (1.11)

kde v < 0 je redlny parametr.
Déle definujme uzitek za prvnich n obdobi jako

U, 2 u(V,) L —e7"n, (1.12)
Pozndmka. Pro uzitek za prvnich n obdobi plati rekurentni vztah
Upy1 = —e?XmXniigy (1.13)

ktery ihned plyne z (1.12)), definice U, a z vlastnosti exponencialni funkece.



Definice 11. Ocekavany uZitek procesu X diskontovany k pocatecnimu stavu de-
finujeme jako

oS BUE[U,]. (1.14)
n=0
Véta 12. Uzitek za prvnich n obdobi spliuje
E[U,] = —B"1, (1.15)
kde B je matice, jejiz prvky jsou
bij défpz‘jefyzij7 Z,j € S (116)
Diikaz. Dikaz tvrzeni plyne z |[Vernerova (2017) Véta 26.
O
Daéle budeme potrebovat toto pomocné tvrzeni.
Tvrzeni 13. Necht ¢tvercova matice A tvaru n x n spliuje podminku
lim A" =0, (1.17)
n—oo
kde 0 je nulova matice tvaru n x n. Potom plati
> AT=(1I-A)" (1.18)
n=0

Dikaz. Tvrzeni i s dikazem muzeme najit v Halaszova (2017) jako Vétu A.1 a
Poznamku pod vétou.
[

V celé praci budeme uvazovat nasledujici pomérné silny predpoklad na dis-
kontni faktor.

Definice 14. Necht [ je natolik malé, ze plati
lim (6B)" =0, (1.19)

n—oo

kde 0O je nulova matice velikosti N x N.

Véta 15. Necht diskontni faktor /3 je natolik maly, Ze je splnéna podminka ([1.19)).
Potom ocekavany uzitek splnuje

cpdéfi B"E[U,] = —(I — B) 1. (1.20)
n=0
Diikaz. Pocitejme
S BEU] = 30 41 (-B") = ~(S(8B)")1 = —(1 - 6B) M1, (121)
n=0 n=0 n=0

kde prvni rovnost plyne z Véty [12] a tfeti rovnost z Tvrzeni diky podmince
(1.19).
]

Déle chceme ukazat tvrzeni, které udava vztah pro vypocet ocekdvaného
uzitku diskontovanému k pocatku pomoci podminéné stredni hodnoty.
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Véta 16. Plati nasledujici vztah

2 S UE[U,] = B[S 5"E[U A (1.22)

Diikaz provedeme na konci této sekce az budeme mit vse pripraveno.

Tvrzeni 17. Podminénd stiedni hodnota uzitku za prvnich n obdobi splnuje

E[U,| 7] 2 % 0B (1.23)
pron € N, '
E[Uo|Fi] Z —1. (1.24)
Dikaz. Tvrzeni je specialnim piipadem [Verneroval (2017) Véta 26.
O
Lemma 18. Plati néasledujici vzorec
S BTEIULF] L —1+ U S (T— SB) 1. (1.25)
n=0
Diikaz. Pocitejme
S BUE[UL|F L 1+ Z Brek UB"!
| = (1.26)
L1+ 8k, U Y (BB)™ 2 —1 + Bek Uy (1 - 5B) !
m=0
kde prvni rovnost plyne z véty [I7] a tfet{ rovnost z véty [13]
O
Lemma 19. Plati nasledujici vztah
E[Uiek,] = —B. (1.27)
Diikaz. Rovnost je ekvivalentni s rovnosti
E[U ey, ¢;] = —(bi)ily, (1.28)

kterou dokazeme. Pocitejme
E[Ule?(lej] — ]E[_e'YZ(XO,Xl)eXlej]
(2 N (2
= (B[~ Vexe)])iy = =3, pae” o)L, = (1.29)
—(pige* )Y, = (by)iLy,

kde 6;; je Kroneckerovo delta. Prvni rovnost plyne z definice U; ([1.12)), druhd
rovnost z definice E tfet{ rovnost z definice stfedni hodnoty a ndsobeni ka-
nonickych vektort.

]



Lemma 20. Plati nésledujici vzorec

—1-B8B(I - pB) "1 =—(I1-p5B) 1. (1.30)
Diikaz. Pocitejme

~-1-3B(I-p5B)'1=-1-pB i A"B"1
n=0

=-1-> p"B"1=EU,+ Y B"EU, (1.31)
m=1 m=1

= > G"EU, = —(1- 5B) 1
m=0

kde prvni rovnost plyne z véty [I3] tieti rovnost z véty 12 a pata rovnost z véty

]

Nyni jiz mame vsSe pripraveno, abychom dokazali kyzené tvrzeni. Jeho formu-
laci zde pro prehlednost uvedeme v poznamce.

Pozndmka. Plati nasledujici vztah

oS BE[U,] = B[S B E[U|F])- (1.32)
n=0 n=0
Diikaz. Pocitejme
E[S BE[U|F]) = E[~1 + AU (I — BB) ']
n=0
= -1+ BE[Usek,](I-6B) "1 =—-1-B(I-B)"'1 (1.33)

= —(I-$B) 1= i B E[Un],

kde prvni rovnost plyne z véty [1§] tfeti rovnost z véty [19] ¢tvrtd rovnost z véty

20| a pata rovnost z véty [15]
[l

1.3 Rizeni

Definice 21. Necht je ddna mnozina S = {1, ..., N} a pro vSechna i € S existuje
neprazdna konec¢na mnozina R; takova, ze pro kazdé r € R; je dan vektor
pi(r) € [0,1]¥spliujici

pi(r)f1=1. (1.34)

Potom mnozinu R; nazveme mnozinou rozhodnuti ve stavu i, prvky r € R; roz-
hodnuti ve stavu i a vektor p;(r) vektorem pravdépodobnosti prechodu ze stavu 1
za rozhodnuti r. Dale mnozinu
RYTI R (1.35)
i€s
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budeme nazyvat mnozinou elementarnich rizeni. Prvky p € R jsou tvaru
p=(p)X,, pi € R, i €S anazyvame je elementdrni rizeni. Pro kazdé elemen-
tarni fizeni p € R pak definujeme stochastickou matici

P T, (1.36)

kterou nazveme matici pravdépodobnosti prechodu pri elementdrnim rizeni p.
Rizenim na intervalu [k,l) pro k <1, k,l € NgU {oo}, budeme rozumét posloup-
nost elementarnich fizeni p = (p"),Z;, kde p" € R, n € {k,..., 1 —1}.

Definice 22. Rizeni p = (p")., na intervalu [k,l) nazveme homogennim, pokud
spliiuje p™ = p™ pro kazdé n,m € {k,...,l — 1}. V opacném piipadé fizeni

nazveme nehomogennim.

Pozndmka. V pripadech, kde nebude hrozit nedorozumeéni, budeme znacit ele-
mentarni fizeni a jemu prislusné homogenni tizeni na intervalu stejnym znakem,
napifklad tedy p = (p)i_.

Definice 23. Dale uvazujme, ze pro kazdé ¢ € S a kazdé rozhodnuti r € R; méame
kromé vektoru pravdépodobnosti prechodu ze stavu i dén také vektor z;(r). Tento
vektor nazveme vektor ocenéni prechodu ze stavu i. Dale pak pro kazdé elemen-
tarni fizeni p € R definujme matici ,Z = (z/ (p;));L, a tuto matici nazveme matici
ocenéni prechodu pri elementdrnim rizeni p. Jeji prvky znacme  z(i,5).

Pro kazdé elementdrni fizeni p, pak definujme matici ,B, jejiz prvky volime

B = pPijeWW'), i,j € 8. (1.37)

P dg

Predpoklad dostatecné silného diskontovani nyni zobecnime pro vsechna ele-
mentarni fizeni a budeme predpokladat jeho platnost po cely zbytek kapitoly.

Definice 24. Predpoklad dostatecné silného diskontovani znamena, ze g > 0 je
natolik malé, Ze pro kazdé elementarni tizeni p € R plati

lim (5,B)" = 0. (1.38)

n—oo

Definice 25. Rekneme, ze ndhodnd posloupnost X se 7idi homogennim tizenim
p, pokud plati

P(Xon = j1X,) 215 P1;, neN, jes. (1.39)

Definice 26. Ridi-li se ndhodna posloupnost X homogennim ¥{zenim p, pak
uzitek za prunich n obdobi definujeme jako

U el _ v Yo o2 (XKiXi). (1.40)

viz Definice [10]



Pozndmka. Kdyz se proces X tidi homogennim fizenim p, pak ocekavany uzitek
diskontovany k pocatku znacme ,® a je dén vztahem

def o= o
L= BUE[ U, (1.41)
n=0
Z Definice 26| a Lemmatu 20| pak plyne, Ze
def =~ on - _
253 BB = ~(I-5,B)1=~1-5,BI-5,B)"1,  (142)

kde ,B je matice s prvky

B =P ) jes (1.43)

P dg 7

1.4 Iteracni algoritmus

V této kapitole se budeme zabyvat hledanim optimélniho fizeni. Nejprve si
ukazme, podle ¢eho budeme tizeni porovnavat. Nezapomenme, ze predpokladame
dostatecné silné diskontovani, viz (|1.38]).

Definice 27. Necht p a p jsou homogenni fizeni. Rekneme, Ze homogenni rizeni
p je lepsi neZ homogenni rizent p, pokud plati, Ze bude-li se ndhodnd posloupnost
X tidit homogennim fizenim p, pak bude mit vétsi ocekavany uzitek diskontovany
k pocatku, nez kdyby se ridila homogennim fizenim p, neboli pokud plati

;0> 0. (1.44)

Obdobné pak fekneme, ze homogenni rizeni p je stejné dobré jako homogenni
rizeni p, pokud plati, ze bude-li se ndhodna posloupnost X fidit homogennim
fizenim p, pak bude mit stejny ocekavany uzitek diskontovany k pocatku, jako
kdyby se tidila homogennim fizenim p, neboli pokud plati

0= 0. (1.45)
Definice 28. Pro néasledujici vypocty se nam bude hodit oznaceni
v _1-pB)1 (1.46)

a pro libovolné elementarni rizeni p € R pak predpis

v —(1-5,B)1, (1.47)
kde matice ,B je jako v ([1.43)).
Déle pak
by (By))L)" (1.48)
a obdobné
bi(r)d;f<<pBij)§V:1>T7 (1.49)

kde r € R;, p € R ar = p;. Tato definice vlastné tikd, ze b;(r) je i-ty radek
matice ,B pro néjakeé rizeni p, ve kterém je obsazeno rozhodnuti r.

9



Nésledujici uzitecné lemma ukazuje ekvivalentni podminku, kdy mtzeme o
jednom homogennim fizeni prohlasit, ze je lepsi nez nebo stejné dobré jako druhé
homogenni Fizeni.

Lemma 29. Necht p a p jsou homogenni Fizeni, pak p je lepsi nez nebo stejné
dobré jako p, pravé kdyz plati

poV > pov. (1.50)
Diikaz. Pocitejme

ﬁqﬁéf%ﬁ”E[ﬁUn] = -1-4,B(I-3,B)"1

— —1+8,Bv>—1+43B,v (1.51)
_ = n de
—-1-8,B(I-4,B)"1=3 p"E[U,]¢ o,
n=0

kde druh4 a Sestd rovnost plyne z Véty [15] tfeti a patd rovnost plyne z Lemmatu
a Ctvrtd nerovnost plyne z nerovnosti . Jiz. zminény ctvrtd nerovnost
plati praveé tehdy, kdyz plati nerovnost , coz plyne z faktu, ze pricteni vek-
toru 1 k obéma strandm a vynésobeni obou stran 1/ jsou ekvivalentni tpravy
nerovnice.

]

Definice 30. Howarduv iteracni algoritmus:

1. krok algoritmu: Zvolime libovolné elementérni fizeni p(0) € R
Iteracni krok algoritmu: Mame elementarni fizeni p(n). Zvolime rozhodnuti

p(n+1); € arg Igé%}i((bi(’f’)p(n)v> (1.52)
tak, ze:

def
(1) p(n+ 1), p(n);, pokud
p(n); € arg %%)f(bi(r)f’(")v)’ (1.53)

(2) p(n + 1); volime z dané mnoziny libovolné, pokud
p(n); ¢ arg gg}%}_{(bi(r)p(n)v). (1.54)

Nakonec rozhodnuti p(n+1);, i € S slozime do vektoru p(n+1) = (p(n+1);)¥,,
¢imz ziskdme nové elementérni fizeni.

Konec algoritmu: Opakujeme iterac¢ni krok, dokud nedostaneme ve dvou na-
sledujicich krocich stejné elementarni fizeni p(n), poté algoritmus ukoncéime. Vy-

stupem algoritmu je homogenni fizeni p* e (p(n))2,.
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Nejprve ukazeme monotonii Howardova iteracniho algoritmu, neboli Ze kazdé
rizeni ziskané v itera¢nim kroku je lepsi nez nebo stejné dobré jako tizeni ziskané
z predchoziho itera¢niho kroku. Rizeni nyni nechdpeme jako elementarni fizenf
ale jako homogenni fizeni.

Véta 31. Necht p(n+1) a p(n) jsou elementérni fizeni ziskand z libovolnych dvou
po sobé jdoucich iterac¢nich kroktit Howardova itera¢niho algoritmu vyse. Potom
pro jim odpovidajici homogenni fizeni p(n + 1) a p(n) plati, ze p(n + 1) je lepsi
nez nebo stejné dobré jako p(n).

Diikaz. Pro vétsi prehlednost ditkazu preznacme tizeni nasledovné

*def def
pr=pn+1), p=pn). (1.55)

Plati
—1 -1
v=—(I-3B)"1=-1-3BI1-43B)'1=-1+43B,v,  (L56)

kde prvni a tieti rovnost plyne z definice ,v a druha rovnost z Lemmatu [20, Z
Howardova itera¢niho algoritmu plyne nerovnost

»~B,v> B, (1.57)

kde kdyz obé strany vynasobime [ a pricteme k nim —1, Dostaneme

-1+3,Bv>-14+Bv=-1-3B(I-3B)"1=—(1-3B)"'1=v
(1.58)
A tedy
-1>(I-4,.B),v. (1.59)
Tuto nerovnost vynasobime zleva matici
(I-4,B)"", (1.60)

kterd ma nezaporné prvky jakozto nekonecnd suma matic s nezapornymi prvky.
Dostaneme tedy

v=—(1-4,B)"1>1-p5,B) " (I-5,B),v=,v (1.61)

p

Nyni méme
»Bv> B v> Byv, (1.62)

kde prvni nerovnost plyne z (1.61)) a z faktu, ze matice ,.B ma nezdporné prvky,
druhd nerovnost je primo (|1.57)). Dukaz tvrzeni pak plyne z Lemmatu [29]
O

Nésledné ukazeme, ze homogenni tizeni p* je nejlepsi homogenni fizeni.

Véta 32. Howardiv iteracni algoritmus vzdy najde homogenni fizeni p*. Toto
fizeni je nejlepsi mezi homogennimi rizenimi.
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Diikaz. Nejprve ukazeme, ze algoritmus skonéi po kone¢né mnoha krocich. Mno-
Zina

argmax(b;(r) V) (1.63)

reR; p(n)

je vzdy neprazdné. Z monotonie algoritmu viz Véta|31|a "volby shodného fizeni z
minulého kroku, pokud to jde'viz Itera¢ni krok algoritmu [30| plyne, ze v itera¢nim
kroku nevybereme fizeni, které jsme jiz vybrali v jiném nez minulém kroku, tj. ne-
muze se stat, ze p(n) = p(n+k) pro k > 2. Jelikoz elementérnich fizeni je koneéné
mnoho, pak algoritmus musi nutné po konec¢né mnoha krocich zvolit néjaké rizeni
dvakrat po sobé. Tim jsme ukazali plynulost algoritmu, nyni dokazme optimalitu.

Uvazujme libovolné elementarni fizeni a jemu prislusné homogenni fizeni p. Z
algoritmu mame zajisténou nerovnost

»Bv> B.v. (1.64)
Obé strany vynasobime [ a pri¢teme —1, dostaneme

Déale mame

wv=—1-4,B)"1=-1+5,.B(I-43,B)"'1

’ (1.66)
z ¢ehoz plyne
(I-8,B),v=>-1 (1.67)
Tuto nerovnost prenasobime matici
(I-5,B)7", (1.68)
kterd ma nezdporné prvky a dostaneme
_ -1 —1q def
sv=(10-3B) (I-8B),v>-(1-3B)"1=yv. (1.69)
Nyni tedy mizeme psat
»Byv> B.v> Byv, (1.70)

kde prvni nerovnost je pfimo (|1.64) a druha nerovnost plyne z (1.70]) a z faktu,
ze matice ,B ma nezaporné prvky. Tim je podle Lemmatu 29| dikaz hotov.

V nésledujici kapitole optimalitu Tizeni p* rozsitime.

1.5 Optimalita mezi adaptivnimi rizenimi

V této sekci zavedeme pojem adaptivniho fizeni a ukazeme, Ze homogenni
rizeni p* ziskané z Howardova itera¢niho algoritmu je lepsi nez nebo stejné dobré
jako kterékoliv adaptivni fizeni. Opét pripomenme, ze predpokladame dostatecné
silné diskontovani.
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Definice 33. Necht F = (F,,)5%, je filtrace na (€2, A), p = (p")22, je posloupnost
nahodnych vektori splnujici

"= R, neN, (1.71)

kde R je mnozina elementarnich rizeni. Pak p nazveme
F-adaptivnim rizenim, pokud je pI' méfitelnd funkce vzhledem k o-algebte F,,
pro kazdé n € Ny a kazdé i € S.

Pozndmka. Necht F = (F,)22, je filtrace na (©2,.4) a p je homogenni fizeni.
Definujme p = (p")52,, které je ddno predpisem

n=0>
p'(w)=p, weQ neN. (1.72)

Pak p je F-adaptivni tizeni, jelikoz p" jakozto konstanta skoro jisté, je métitelné

vuci kazdé o-algebie. Navic se homogenni Tizeni p a adaptivni fizeni p shoduji

skoro jisté. Homogenni fizeni tedy mtizeme chapat jako specialni pripad adaptiv-

niho Tizeni.

Definice 34. Posloupnost X je F-tizena F-adaptivnim fizenim p, pokud plati
. sJ. .

viz Definice [Gl

Definice 35. Necht ndhodna posloupnost X je F-tizena F-adaptivnim rizenim
p. Pak definujeme jemu prislusny wuZitek za prunich n obdobi predpisem

1
dif e’y ZZ:O ka(Xk:7Xk+1)

U, , (1.74)

p

viz Definice 10
Déle definujme ocekdvany uzitek diskontovany k pocatku posloupnosti X predpi-
sem

def —re= on
SO =ED 8" Un|Fol. (1.75)
n=0
Néaplni celé této sekce bude dokazat néasledujici vétu.

Véta 36. Za predpokladu dostatecné silného diskontovani plati, ze homogenni
fizeni p* ziskané z itera¢niho algoritmu je optimdlni mezi adaptivnimi fizenimi.
To znamena, ze pro libovolné adaptivni Tizeni p plati

SJ.

P> 0, (1.76)
neboli ze ndhodné posloupnost X, kterd je fizena homogennim fizenim p*, ma
vétsi nebo stejné velky ocekavany uzitek diskontovany k pocatku jako nahodna
posloupnost Y, kterd je F-tizend F-adaptivnim fizenim p a plati, ze

Xo 2. (1.77)

Dtikaz této véty je dlouhy a technicky naroc¢ny, proto jej rozdélime do nékolika
krokii. Nize jsou vypsany dulezité kroky, které nastinuji ideu dikazu.
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 Definujeme technicky néstroj M, pro n € Ny U {oc}.
o Ukazeme, 7e E[Moo|Fo] 2 &.
v v 5J: sJ.
« UkéZeme, ze E[ M1 — ,My|Fo] <0 a E[ - M1 — . M| Fo] Z 0.
o Ukazeme, ze M, R M, pro n — oo.
o UkéZeme, 7e E[M,|Fo] B3 E[M|Fo] pro n — oo.

o Ukazeme, ze p*<I> 8 E[p*MOO|]-'0] Sé E[pMoo]}"o] g p<I>, ¢imz bude dukaz
hotov.

Nejprve si definujeme dtlezity technicky nastroj.

Definice 37. Necht ndhodna posloupnost X se tidi libovolnym adaptivnim fize-
nim p. Polozme

n—1
M, S U, — 87U v(Xs), nEN, (1.78)
m=0
def
M() = p*V(X(]) (179)
MY g, (1.80)
m=0

kde U,, je uzitek za prvnich m ndhodné posloupnosti X. Rekneme, ze M,, je
prislusné k tizeni p, nebo ze M, je prislusné posloupnosti X.

Poznamka. Pripomenme, Ze

v 1-5.B)™M (1.81)

je redlny vektor a .v(X,) znac¢i jeho X,-tou slozku. Zde je dobré upozornit, ze
at M, prislusi jakémukoliv rizeni, .v je vzdy prislusné homogennimu rizenim p*,
muzeme proto pro jednoznacnost psat

n—1
de m n
M, Y55 U = B" Unyev(,Xn), neN. (1.82)
m=0

7 Definice [37] plyne zfejmy, ale velmi dulezity disledek.

Disledek 38. M, je stejné pro vsechna fizeni a jeho podminénd stfedni hodnota
je
E[M()’.Fo] i E[p*V(Xo)|f0] g p*V(Xo) (183)

Pozndmka. Necht nahodna posloupnost X se 1idi libovolnym adaptivnim fizenim
p. 7 definice M, pak ihned plyne

de > n s7.
LOLEY 57 UNF) 2 ELM | Fol, (1.84)
n=0
coz je velmi dulezity poznatek.
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Pro vétsi prehlednost textu budeme v néasledujicim lemmatu vynechavat

predni index p, presto by méla byt zachovana jednoznacnost a formalni spravnost
tvrzeni i s dikazem.

Lemma 39. Nechf ndhodna posloupnost X se ridi libovolnym adaptivnim fize-
nim p. Pro prirtstek mezi sousednimi ¢leny posloupnosti (M,,)2, prislusné k X
plati vztah

M1 — My = B"Up(1 + o v(X,,) — B Xntt) v(X,11)) (1.85)

Diikaz. Pocitejme

Mn+1 - Mn sé

o n—1 i

=3 U — B U1 v( K1) = (D2 B U = B"Un e v(Xi1)) =
0 m=0

n n—1
sJ. m m n n SJ. 1.86
LS U = 3 U = B Ui v (Xsr) + B0 pv(X,)) 2L (180)
m=0 m=0

g BnUn . Bn—i—lUneyz(Xn,XnJrl)p*V(Xn_’_l) + BnUnp*V(XN) sé
Z 3", (1 + o V(Xn) — ﬁevZ(X"’X"“)p*V(XnH))-

]

V nésledujicim Lemmatu jiz budeme prislusnost k fizeni rozliSovat pomoci
predniho indexu.

Lemma 40. Necht ndhodné posloupnost X se ridi libovolnym adaptivnim fize-

nfm p = (p")5%,. Projekce piiriistku M, 1 — ,M, na o-algebru F, pak splituje
vztah

E[pMn—H - pMn|~Fn] Sé Bn pUn(l + p*V - /Bpan*V)(pXTL)J (187)

kde prvni rovnost plyne z Lemmatu [39

Diikaz. Pocitejme

vl

E[pMn+1 - pMn“Fn 2
= E[B" Un(14 ,v(,Xn) — 5672<an7an+1>p*v(anH))\fn

]
]

Bn pUTL(l + p*v(an) - 6E[672(pxn7pxn+l) *V<an+1)‘fn]> % (188)
)

vl

7.

vl

p
2 gn SUn(+ ov(,X5) — ePTXnﬁpan*v

8. B" Un(1+ v — BB v)(,Xy).

vl

3.

]

Véta 41. Necht ndhodna posloupnost X se 1idi libovolnym adaptivnim fizenim
p=(p")>2,. Pak pro (M,)nen, prislusné posloupnosti X plati nerovnost

E[ M1 — ,M,|F,] < 0. (1.89)
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Pokud se ndhodna posloupnost X tidi homogennim fizenim p* z itera¢niho algo-
ritmu, pak pro (M,,)nen, pislusné posloupnosti X plati rovnost

EL, Mys1 — - M| Fo] Z 0. (1.90)

p
Diikaz 7 Lemmatu 40 mame

E[, M1 — Mol Fo] Z 8" Un(1 4 v — B, v)(,X,.). (1.91)
Vsimnéme si, ze tento vyraz je fizenim p ovlivnén pouze v ¢ase [n,n + 1), neboli

pouze ndhodnym elementarnim fizenim p".
Pro p" = p* a tim padem ,»B = .B, dostaneme

vl

E[,Myi1 — , M| Fp] 2

571 W1+ v —=08,B,.v)(,X )8:]'

Z " Up(1+ (I—B,.B),v)(,X,) 2 (1.92)
Ljﬁ”pUn(l—(ﬂ—ﬁ*B)(H—ﬁ*B) 1)(,Xa) 2
28" Un(1 = 1)(,X) £ 0,

¢imz jsme dokazali rovnost ([1.89)).
Necht p je libovolné elementarni rizeni, pak pro p" = p a tim padem ,B = ,B,
plati

»Byv > BV (1.93)
z predpisu iterac¢niho algoritmu, z ¢ehoz posléze dostaneme

sJ.

E[pMn+1 - pMn|Fn] -

sJ.
S5 Un(L4 v — B,B,v)(,X) < (1.94)

< 5n W14 v —8,B,.v)(,X,) Z0,

sJ.
kde druhd nerovnost plyne z nerovnosti (1.93)) a z faktu, ze U,, < 0 a tieti rovnost
je jiz dokazana cast ((1.90)).

Jelikoz p" nabyde elementarniho tizeni skoro jisté, tak jsme dokéazali i nerovnost

(T.90).
O

Pred diikazem nasledujiciho lemmatu je dobré si pripomenout zakladni vlast-
nosti podminéné stredni hodnoty, viz Lemma [95|

Lemma 42. Nechf ndhodna posloupnost X se 1idi libovolnym adaptivnim fize-
nim p = (p")>2,. Potom projekce prirtstku mezi sousednimi ¢leny posloupnosti
(M), prislusné k posloupnosti X, na g-algebru Fy spliuje

E[M, .1 — M,|F] < 0. (1.95)
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Dukaz.
sj. 57 sj.
E[M,11|Fo] = E[E[Myi1|Fo]| Fo] < E[E[M,|F)|Fo] = E[M,|Fo), (1.96)

kde prvni a tfeti rovnost plyne z Lemma (95| ¢dst (4) a druhd nerovnost plyne ze
stejného Lemma ¢ésti (3) a z faktu, ze

E[M, 1| Fl < E[M,| T, (1.97)

coz je obsahem Véty
O

Disledek 43. 7 dikazu predchoziho lemmatu plyne, ze tidi-li se nahodné po-
sloupnost X homogennim fizenim p* z algoritmu, pak pro (M, )nen, piislusné
posloupnost X plati

E[M,1 — M,|Fo] Z 0, (1.98)

jelikoz pri fizeni p* jsou splnény obé nerovnosti

E[Mys1|Fo] < E[M,|F] (1.99)

sJ.
a zbytek dikazu probéhnu tplné stejné.
Véta 44. Necht ndhodna posloupnost X se 1idi libovolnym adaptivnim rizenim p

a je splnén predpoklad dostatecné silného diskontovani, potom plati pro (M, )nen,
plati

M, 3 M. (1.101)
Diikaz. Plati )
def (S m n
M, Z_OB Up — B"Up o v(X,). (1.102)
Z definice U,, pak
Uy L —er?CnsXoy, o g, (1.103)

tedy |U,| % L™. Déle existuje g € (0,1) takové, ze 5L < q. Jelikoz

v - B (1.104)

je redlny vektor, pak ziejmeé existuje K € R takové, ze

sJ.

»V(Xy) < K. (1.105)
Nyni tedy mizeme pocitat
n—1 sj. n—1 n—1
N BUL < S BmLm <Y g (1.106)
m=0 m=0 m=0
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a jelikoz je rada > °_,¢™ konvergentni, pak

n—1 . oo
> B |Unl =5 37 8™ Unl (1.107)
m=0 m=0
a tedy i
n—1 . o0
S BmUL 5B Y U, Y M. (1.108)
m=0 m=0
Zbyva ukazat, ze
n sJ.
B"Up v (Xn) =0, (1.109)
ale to je snadné, jelikoz
B v(X,)| < 8" LK < 'K =0, 0 — oo, (1.110)

jakozto limita posloupnosti v R. Tim je dtkaz hotov.
O

Pro dalsi diikazy budeme potiebovat nékolik tvrzeni z teorie pravdépodobnosti

viz [A ]l

Lemma 45. Necht ndhodné posloupnost X se ridi libovolnym adaptivnim fize-
nim p. Ukdzeme, ze systém (|M,])s°,, prislusny posloupnosti X, je stejnomérné
integrovatelny.

Diikaz. Pocitejme

n—1

; n—1
53 m n 5 m n
M| 2|32 B U + BUn o v(Xn)| < 3 B™ (Uil + 87U v (X))
m=0 0 (1.111)
sJ.
<Y BT Ul + |B"Un e (X))
m=0
V dikazu Véty [A4] jsme ukazali, ze
B, - v(X,) 0. (1.112)
Potom zfejmé existuje konstanta K € R takova, ze
sJ.
B"Un o v(Xn) < K, (1.113)
pro vsechna n. Dale plati, ze U, % 0 pro vsechna n, tedy
S B U L =3 87U M (1.114)
m=0 m=0
a mame, ze My, € Li(P). Ziskali jsme tedy odhad
sJ.
|M,| < —My + K, (1.115)

pro vSechna n, navic —M,, + K € Li(P), jelikoz konstanta skoro jisté je z Ly (P)
a stejné tak soucet ndhodnych veli¢in z L, (P). Tim je ovéfena stejnomérnd inte-
grovatelnost podle Tvrzeni [98

O
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Véta 46. Necht ndhodna posloupnost X se 1idi libovolnym adaptivnim fizenim
p. Ukdzeme, 7Ze pro (M, )nen, prislusné posloupnosti X, plati

E[M,|Fo] & E[M|Fo). (1.116)

Dikaz. Nejprve dokazeme, ze M, Iy M,. 7 Véty mame M, o My, z
¢ehoz podle Tvrzeni |98 ¢asti (1) plyne M, 5 M. Jelikoz Lemma |45 rika, Ze

systém (|M,])22, je stejnomérné integrovatelny, dostaneme kyzenou konvergenci

M, Iy M, z Tvrzeni Pocitejme

Tim E[[E[[M| | Foll] = lim E[|M,[] = E[|M.c]) = EJEIM.o| [Folll,  (1.117)

kde jsme v prvni a tfeti rovnosti pouzili Lemma [95( ¢dst (1) a ve druhé rovnosti

definici konvergence M, Ly M. Timto jsme z definice dokéazali pozadovanou
konvergenci E[M,,|Fo] a E[ Moo |Fo)-
m

Nésledujici technické lemma opét vyuziva znalosti z teorie pravdépodobnosti,
viz [A]l

Lemma 47. Necht X a (X,,)%°, jsou ndhodné veli¢iny na (2, A, P) a plati
X, M Xa X, Sé Xn11 pro vsechna n € Ny. Potom plati také X Sé X.

Diikaz. 7 predpokladu a z Tvrzeni |96] ¢asti (2) plyne X, 5 X , z ¢ehoz podle
stejného Tvrzeni ¢ésti (3) plyne existence podposloupnosti (X, )3, spliujici
X, % X. Bez tjmy na obecnosti Xy € (X, ), pokud totiz ne, mizeme
posloupnost (X, )7, posunout o jeden prvek a X, pridat na prvni pozici.

Vezméme mnozinu G' C (2 z definice konvergence skoro jisté X, X , ktera
spliiuje Vw € G : lim,, o X, (w) = X(w) a P(G) = 1. Déle definujme mnoziny
H, C Q, n € Ny takové, ze pro kazdé n € Ny plati

Vw e H, : Xp(w) > Xpi1(w), P(H,) =1. (1.118)
Nakonec definujme mnozinu H = N oH, N G. Mnozina H pak spliuje
Vw e H : Xp(w) > X(w), (1.119)

jelikoz X (w) je limita monoténni realné posloupnosti X, (w) a P(H) = 1, jeli-
koz H je prinik spocetné mnoha mnozin s pravdépodobnosti 1. Tim je ovérena

sJ.
nerovnost Xo > X.
O

Nyn{ jiz mame vSe piipravené k tomu, abychom dokézali Vétu [36] Jeji tvrzeni
zde pro prehlednost opét zopakujeme.
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Poznamka. Za predpokladu dostatecné silného diskontovani plati, Ze homogenni
tizeni p* ziskané z itera¢niho algoritmu je optimalni mezi adaptivnimi fizenimi.
To znamend, ze pro libovolné adaptivni fizeni p plati

sJ.

»P >0, (1.120)
neboli Ze nahodna posloupnost X, ktera je rizena homogennim fizenim p*, ma
vétsi nebo stejné velky ocekavany uzitek diskontovany k pocatku jako nahodna
posloupnost Y, kterd je F-tizena F-adaptivnim fizenim p a plati, ze

X, 2y, (1.121)

Diikaz. Posloupnost E[,M,|Fo], piislusna fizeni p, podle Lemmatu [42] spliuje

sJ.
EpMn“FO] > E[pMnJrl‘FO]a (1122)

pro vSechna n € Ny a podle véty (46| spliuje E[,M,|Fo] Iy E[, M| Fo], tedy podle
Lemmatu 47| splituje i E[ Mo|Fo] > E[, Mao| Fo)-

Analogicky i posloupnost E[ - M,|Fo], p¥islusnd fizen{ p*, spliuje
E[,- Mo|Fo] Z E[, Ms| Fo), (1.123)

jelikoz podle stejného principu spliuje obé nerovnosti

s7.

s7.
E[,- Mo|Fo] < E[» Mao| Fo). (1.125)

Celkem tedy dostavame

p

def = n 5j.
0= E[Z:OB s+ UnlFo] Z E[ » Moo| Fo
L EL Mol Fo) Z ,ov(Xo) Z E[,Mo|Fo] (1.126)
5. s n de
> E[, M| Fo] ZE[Y 8", UnlF] < ,0,
n=0
kde druhé a predposledni rovnost plyne z definice M, tfeti rovnost a Sestou ne-
rovnost jsme dokazali vyse a ¢tvrta a pata rovnost plynou z Disledku [38 Timto

jsme tedy dokézali pozadovanou optimalitu.

]

Timto jsme tedy dokézali, Ze homogenni tizeni, nalezené z Howardova ite-
racniho algoritmu, je optimélni i mezi adaptivnimi fizenimi. Nasledovat bude
kapitola s radikalnimi Tetézci.
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2. Radikalni retézce

2.1 Zaklady

Definice 48. Uvazujme indexovou mnozinu 7' = Ny x NgU{oo} s lexikografickym
usporddanim. Prvky mnoziny T’ chédpejme jako komplexni ¢isla, tedy (k,l) = k+il
pro kazdé (k,1) € T

Pozndmka. Lexikografické usporadani znamend, ze pro (n, k), (m,l) € T plati
(n,k) < (m,l), pokud n < m, nebo pokud n = m a zaroven k < [. Zcela
intuitivné pak (n, k) = (m,[), pokud n = m a zaroven k = [.

Definice 49. V ramci mnoziny 7" nazvéme prechod z indexu n+ik do n+i(k+1)
jako imagindrni prechod a prechod z indexu n+ico do n+1 jako nevlastni prechod
pro kazdé n.k € Nj.

Definice 50. Uvazujme filtraci F = (F;)ier a ndhodny F-adaptovany proces
X = (Xy)ier. Proces X nazveme F-markovsky, pokud pro kazdé j € S a pro
vsechna s,;t € T', s <t plati

P(X; = j|F,) Z P(X, = j|X,). (2.1)

Definice 51. Necht P € [0,1]V*N a P e [0,1]V*V, pak F-markovsky proces
X se spojitymi trajektoriemi nazveme homogennim s maticemi prechodu (P, P),
pokud plati
(i) Matice P a P jsou stochastické
(ii) Pro kazdé n,k € Ny, je splnéno

P(Yn+i(k+1) = j’Yn+lk) Z 1)7;n+ikP16j7 P(YnJrl = j‘Yn+ioo> e 1,5n+ioc7)16j. (22)
Poznamka. Vsechny imaginarni prechody se fidi matici pravdépodobnosti pre-
chodu P a vsechny nevlastni prechody se 1idi matici pravdépodobnosti prechodu

P.

Definice 52. O homogennim F-markovském procesu Y = (Y})er s maticemi
prechodu (P,P) fekneme, Ze je radikdlni, pokud existuje neprazdnd podmnoZina
R C S takova, ze:

(i) Pro kazdé j € S/R plati

P(Yosighrr) = J|Ynsie =J) =1, nkeNg (2.3)
(ii) Matice
de
RYPr.n = (Pij)ijer (2.4)
splnuje
lim R" =0, (2.5)

kde 0 je nulovd matice tvaru |R| x |R|.

.. v, 7 . o def ..
Mnozinu R pak nazveme mnozZinou radikdlnich stavi a & = S\R mnoZinou
stabilnich stavi.
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Poznamka. Matice pravdépodobnosti prechodu mtizeme usporadat tak, aby prvni
radky a sloupce odpovidaly stabilnim stavim a posledni fadky a sloupce odpo-
vidaly stavim radikalnim. Tyto matice tedy muzeme zapsat v blokovém tvaru

nasledovné
I|0 C|D
P-atw] o[5S, =0

kde * znac¢i bloky, které nds nezajimaji. V ramci imagindrnich prechodu jsou
radikalni stavy prechodné a stabilni stavy absorpéni. Pri nevlastnim ptrechodu
tedy vychazime ze stabilniho stavu skoro jisté, a proto nema smysl uvazovat
pravdépodobnost prechodu ze stavu radikélniho.

Pozndmka. Imaginarni prechody probihaji mimo ¢as, nevlastni pfechody probi-
haji v ¢ase. Vnéjsi pozorovatel vSak vidi pouze Tetézec

def
X Visio 1 n € Ngb. (2.7)
To znamenad, ze vsechny radikalni stavy jsou vnéjsimu pozorovateli skryty, nebot
retézec X nabyva pouze stabilnich stavii skoro jisteé.

Véta 53. Necht Y je radikalni homogenni markovsky fetézec s kone¢nou mnozi-

nou stavi S. Potom ndhodny proces z predchozi poznamky X = {Viico : 1 € No}
je homogenni markovsky Tetézec s matici pravdépodobnosti prechodu mezi sta-
bilnimi stavy P € RS*S takovou, Ze

PYc+DI-R)Q, (2.8)
kde oznaceni matic odpovida blokovému rozpisu z (2.6]).

Diikaz. Vétu i s dikazem je mozné nalézt v Halaszoval (2017)) jako Vétu 1.7.
[l

2.2 Ocenéni

Definice 54. Definujme matici ocenéni imagindrnich prechodi Z a matici oce-
nénd nevlastnich prechodu Z. Jejich prvky znac¢me z(i,5) nebo z;; respektive 3(1,j)
nebo 3;;. Tyto prvky udavaji vynos imaginarniho respektive nevlastniho prechodu
ze stavu ¢ do stavu j.

Setrvani ve stabilnim stavu musi byt v rdmci imaginarnich prechodt ocenéno
nulou, jelikoz k nému v ramci béhem imaginarnich prechodi dojde nekonecné
mnohokrat skoro jisté, tedy

2ii)=0, i€S. (2.9)

Definice 55. Podobné také definujme vynos za imagindrni prechody predpisem

-1
n-il def
Vn—:kl = Z(Yk+ijaYk’+i(j+1)) (2.10)
j=k

a vynos za nevlastni prechody predpisem

n de
vl oy V). (2.11)

n—+ioco
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Déle definujeme nékolik technickych pojmii.

Definice 56. PoloZzme

def

n+ik
Un—Hk - _e’YVO

def n+ioco
UT/L = — BVVO

n n
d B n+ioco
H]n éf} : ﬁmU;n s 2 :Bmevvo +

m=0 m=0
def fe'e) . 0 "
€ SJ. n+ioco
U S g, S et
m=0 m=0
Definice 57. Definujme matice

B cRVN B RV (2.12)

predpisem N N
Bij = PijeW(”), Bz’j = Pijewz(l’]) (213)

pro i,7 € S.

Poznamka. Matice z predchozi definice jsou zfejmé tvaru

o[t [ e

pro vhodné matice Q, R, C a D.

* | O

Definice 58. V této kapitole budeme potiebovat pomérné silny predpoklad

lim R" =0, (2.15)

n—oo

kde R je z blokového rozpisu matice B (2.54) a 0 je nulova matice tvaru |R| x |R/.

Déle si dokazeme nékolik dulezitych pomocnych tvrzeni, které povedou k dii-
kazu nasledujici véty.

Véta 59. Plati

E["V | Fopg] £17 B¥1, (2.16)
kde .
B> lim B!, (2.17)
l—00

Poznamka. Pro néasledujici vypocty budeme zaménovat pojmy linearni zobrazeni
f:SY — R avektor f € SY. Budeme chipat f(i) = f; proi € S.
Lemma 60. Pro podminénou stfedni hodnotu plati

V7L+i(k+l)

EleVort [ Fpen] 215 B, (2.18)

n+ik
My budeme potiebovat zobecnéni tohoto lemmatu.

Lemma 61. Pro linedrni zobrazeni f : S — R plati

yrtiket)

Bl s f (Vagigern) [ Fosa] = 15, B, (2.19)
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Diikaz. Provedeme pouze naznak diikazu, podrobny dikaz by byl analogii di-
kazu Véty 26 v praci Vernerova| (2017)).
Pro [ = 1 je dlkaz zcela analogicky tvrzeni z 1. kapitoly. Pro obecné [ bychom
postupovali matematickou indukei pomoci postupného podminovani.

O

Lemma 62. Matice B splnuje

B' = L | 9; B'lz = 91 : (2.20)
SLUR'QIR ) R

Za predpokladu (2.15) pak matice B spliuje i

B> = h%%] , gBllR = (g) : (2.21)

FY1-R), B*Y lim B. (2.22)

l—00

kde

Diikaz. Opét provedeme pouze nastinéni ditkazu. Tvar B! se snadno spoc¢ita mate-
matickou indukci z blokového tvaru matice B pomoci nasobeni matic po blocich.
Tvar B!l pak ihned plyne z nésobeni matice s vektorem po blocich.

Z piedpokladu (2.15) a z Tvrzeni [13] plyne
SR'=(1-R)'YFR (2.23)
n=0

Tvar B* a B®15x pak dostaneme limitnim prechodem | — oo.

Daéle budeme potfebovat pomocné tvrzeni z teorie pravdépodobnosti.

Lemma 63. Necht (W,,)nen, je posloupnost ndhodnych veli¢in na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, A, P), W,, € Ly(P) pro vSechna n € Ny a plati podminka

S E|W, — W] < 0. (2.24)

n=0
Potom existuje ndhodné veli¢ina W na prostoru (2,4, P) spliujici W € Ly(P) a
W —W,| 20, |[W—W, 350 n— oo (2.25)

Diikaz. Tvrzeni i s dikazem je mozné nalézt v |Halaszoval (2017) jako Lemma
2.2.
O]
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Pozndmka. Vektor 1 znaci indikator radikalniho stavu, jeho i-t4 slozka je dana
predpisem
~def |0, jelii e S,
1r(i) = {

1, jelizeR.
Symbol 1jy,er) pro t € T' znaci indikdtor toho, zda Y; je radikdlni stav. Nabyva

tedy hodnot
1 def ] 0, jeliY; €8,
MERIT 1, jeli Y, € R
Lemma 64. Nasledujici suma je konvergentni

n+x (k+1)

Z E 6»}/ n+ik

[Yn+i(k+l)€R]]' (2.26)

Dukaz. 7 predchozich vysledki mitizeme pocitat

© n+‘(k+l)
Z E Vi [Yn+l k+l)ER]
=0

_ S T l
= gE 1y, B'1z]

:ZP( ntik —

:ZZP<Yn+ik:])

n+|(k+l)
e’y n—+ik

ZE

Yotik+1) ER] | Ftik]]

0

1=0 jER

Z P(YnJrik =

y)ef<g>g1T<g><oo.

jER R jER
Suma [2.26] je tedy konvergentni.

nti(k+1) . , ee oy
Lemma 65. Posloupnost (& n+i )20 je konvergentni v L; a skoro jisteé.

Diikaz. Uvazujme konstantu K € R takovou, ze

\e’yz &) 1\ < Kljen. (2.28)
Z véty predchozi véty plati
n+i(k+1)
KZ E e’yVn+,k [Yn+i(k+l)€R]] <00 (2.29)
a z vlastnosti konstanty K plyne
st n—+i
3 B e S
=0
2.30
e (kD) ( )
< KZ E Vi [Yn+i(k+l)€R]] < 0.
1=
Tvrzeni pak plyne z Lemmatu [63]
O

Nyni jiz mame vse potiebné k tomu, abychom dokazali Vétu [59, Pro prehled-
nost zde predkladdme znovu jeji znéni.
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Pozndamka. Plati

E[e" nti | Fopi] 2 17 B (2.31)
kde .
B> 1im B'. (2.32)
l—o0
Diikaz. Dikaz ihned plyne z predchozich tvrzeni za pomoci limitniho prechodu.
O
Lemma 66. Plati nasledujici vztah
Uniire B Unpie,  k — 0. (2.33)
Diikaz. Ukéazeme, ze
Z E[)Un+i(k+1) - Un_Hk; ] < o0 (234)

k=0
aze Uy € Li(P) pro t € T, tim bude diikaz hotov podle Lemmatu [63] Podminka
U, € Li(P) pro t € T plyne z predpokladu ({2.15)).
Nyni mtzeme pocitat

n+l(k+1)
e ﬂ+|k J— 1‘]

Z E |Un+1k|

Z E[’Un+i(k+1) - Un-i—\k
k=0

s 7L+|k
<K Z E[|Un+ik| 1[Yn+ik€R] KZ E |U |E[ Vn Yotiker] |"T'- H

L 0 = o /oy (239)
~ K3 Sl oslef ( ) = K E mslel X ( )
k=0j€ER JER k=0
0
jER
Tim je tvrzeni dokazano.
O

Na konci této sekce jesté velmi hrubé spocitame nékolik podminénych stred-
nich hodnot, které sehraji klicovou roli v sekci [2.5]

Poznamka 67. Pocitejme

BV, o) 2 Uy BT Fi]
S:j' Uyll e’YVy:l 1+ico E[evV:J:—l":OLF +Ik] S] Un+ik€£n+ikB001 |
a
E[U|Fa-r4ie) 2 E[Uned, B¥1F 141
B o] ZEGE B Pl

s UrlplE[eﬂ/ 1+w<>e Bool‘]:n 1+ico) = L U,

n—1 Y 1+‘OOBBOO]_
pak
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E[U | Fomri] 2 Un-14ikey, ., B*BB*1 (2.38)
aprom=>n
E[U) | Fusit] Z Unsined:, | B (BB®)™ "1, (2.39)
Nakonec definujme
U B>(I- g8B®)'1 (2.40)

a spocitejme

E[U|Fosir] Z Up1 + Z B E[U, | Fryik]

LUy + B Ungireds, B~ BBB®) 1L Uy + B Upyis UVt
(2.41)
a
E[[ULFn—l—ioo] Sé Un—l + BnUn+iooU(Yn+iOO)7 (2'42>

coz dostaneme z predchoziho bodu limitnim prechodem k& — co v Lj.

2.3 Rizeni

Definice 68. Pro kazdé i € S nazvéme R; mnoZinu rozhodnuti ve stavu 1 a
jejl prvky r € R; rozhodnuti ve stavu i. Rozhodnuti mohou byt stabilni nebo
radikalni, oznacme tedy mnoZinu stabilnich resp. radikdlnich rozhodnuti ve stavu
i symbolem RY resp. RE, pficemz plati

Ri=RURE, RNRE=0. (2.43)

Predpokladejme, ze ke kazdému rozhodnuti » € R;, i € S mame dan vektor
pi(r) € [0,1]" spliujic

pi(r)T1=1. (2.44)
Déle definujme mnozinu elementdrnich rizeni jako
RYTI R (2.45)
i€s

a jeji prvky p € R nazvéme elementdrni fizeni. Prvky p jsou tvaru p = (p;),
pro p; € Ri; 1€ S.
Pro kazdé elementéarni fizeni p pak definujme matici

P (T ()Y (2.46)

(2

Tuto matici preusporadame tak, aby prvni indexy odpovidali stabilnim staviim
a posledni indexy stavim radikalnim. Matici si zapiSeme v blokovém tvaru
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pro vhodné matice C, D, Q, R. Z tohoto predpisu pak definujeme matice

eo[afa] o) e

které odpovidaji maticim pravdépodobnosti prechodu ze sekce[2.1]a my je budeme
chépat naprosto analogicky.
Rizenim na intervalu [t,s), t,s € T, t < s pak rozumime posloupnost Fizeni

p= ()i
Definice 69. Rizeni p = (p!);_, nazveme homogennim, pokud plati

o =p, klEts). (2.49)
V opacném pripadé fizeni nazveme nehomogennim.

Definice 70. Uvazujme, ze pro kazdé rozhodnuti r € R;, i € S mame vektor
ocenéni prechodu ze stavu i z;(r) € RY. Pro kazdé elementarni ¥izeni p € R pak
tyto vektory muzeme slozit do matice ocenéni prechodu pri elementdarnim rizeni
p dané predpisem
def
2= (2] (p))ils. (2.50)

Matici opét preusporadame podle radikalnich a stabilnich stavii, jeji blokovy tvar

Je
pZ/ - [ g/ 3/ ] (251)

pro vhodné matice C’, D', Q', R’. Z tohoto predpisu pak definujeme matice
0|0 C | D
a-[ols) ao[el®] s
jejichz prvky budeme znacit po fadé ,z(i,j) a ,3(i,j).
Definice 71. Déle opét definujme matice ,B a ,B predpisem

def

B = Pye’oZi, ijes. (2.53)

def 7
= e phij
,Bij = Pie’r%,

p

Tyto matice jsou zfejmé tvaru

sl oS e

pro vhodné matice Q, R, C a D.
Definice 72. Za pripustné homogenni rizeni povazujeme takové p € R, které

splnuje dvé nasledujici podminky. Zaprvé, matice

=~ def
R = (,Bij)ijer (2.55)

p

prislusna k tizeni p, spliuje podminku

lim R" = 0. (2.56)

n—oo P

Zadruhé, matice ,B spliiuje podminku

lim (53 ,B)" = 0. (2.57)

n—oo
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Pozndmka. Pro matici ,B prislusnou pripustnému rizeni p € R muzeme pouzit

obdobu Véty [62]

Pozndmka. V predchozich kapitolach jsme méli predem urceno, které stavy jsou
stabilni a které radikalni. V fizenych radikalnich fetézcich je to tak, ze stav je
radikalni resp. stabilni, pokud v ném c¢inime radikalni resp. stabilni rozhodnuti.
Pri homogennim fizeni vsak stavy mtzeme dopredu rozlisit na radikalni a stabilni.
Situace se zméni budeme-li uvazovat rizeni nehomogenni. Tam pak miize byt jeden
stav pfi rtznych prechodech jednou stabilni a jindy radikalni.

Nyn{ zcela analogicky jako v sekei[I.3]definujeme posloupnost Y ¥izenou homo-
gennim tizenim p, jeji uzitek za prvnich ¢ obdobi a o¢ekavany uzitek diskontovany
k pocatku.

Definice 73. Rekneme, Ze ndhodnd posloupnost Y se 7idi homogennim 7izenim
p, pokud plati

PYiivterr) = 1 Xnsivn) Z 1Tn+l+k PL, jes nkeN (2.58)
a .
P(Yop1 = j[Yasisoo) 13 . ,Pl;, jE€S, neN,. (2.59)

Definice 74. Ridi-li se ndhodna posloupnost Y homogennim Fizenim p, pak de-
finujme vynos za imagindrni prechody predpisem

v def
niti’ Z Yk+1]7Y;c+l(]+1)) (260)

a vynos za nevlastni prechody predpisem
n def
Vnilloo - pé(Yn+iooaYn+1>- (261)

Dale definujeme technické nastroje obdobné tém ze sekce[2.2] avsak tyto budou
prislusné k néjakému homogennimu rizeni.

Definice 75. PoloZzme

def yntik
Untik = —€7#70

U/ def 'Y Vn+|oo
. n .
v, Z B U == 2 g Vit
defz ﬁm / sg Z Bme'y Vn+loo

Definice 76. Ridi-li se ndhodna posloupnost Y homogennim i{zenim p, pak oce-
kavany uZitek diskontovany k pocdtku definujeme predpisem.

o E[UIF). (2.62)

p
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2.4 Iteracni algoritmus

Pro definici Howardova itera¢niho algoritmu se ndm bude hodit nasledujici
znaceni.

Definice 77. def
€ 0o 0o\ —1
U™ B*1-5,8,B%)"1 (2.63)

p

def def
i) = ((Bij)i) " bil(r) = ((,Bi) o) (2.64)
kde r = p;, neboli Tizeni p € R obsahuje rozhodnuti r € R;. Tyto vektory pak
jsou vlastné fadky téchto matic.

A ukézeme si ekvivalentni podminku optimality, obdobnou té v sekei [1.4]

Lemma 78. Rizeni p* je lepsi neZ nebo stejné dobré jako p pravé tehdy kdyz
plati
~U <, U (2.65)

Diikaz. Lemma je analogii Lemmatu z ¢asti 1.4 a plyne z véty z casti 1.2, které
rika, ze pokud se Y 7idi fizenim p € R, pak plati

sJ.
;@ = —;U(Y). (2.66)

p

]

Pro hladky pribéh Howardova iteracniho algoritmu, ktery si predstavime nize
budeme potiebovat nasledujici predpoklad. Jeho platnost pak vyzadujeme ve
zbytku této prace.

Definice 79. Radikalni rozhodnuti jsou ostfe penalizovana, neboli pro kazdé
fizeni p € R plati
pz(i,j) <0, 1,7€R. (2.67)

Poznamka. Pripomenme, zZe za pripustné homogenni tizeni povazujeme takové p,
jemuz prislusnd matice

~ def
R =(,Bij)ijer (2.68)
spliuje podminku ~
71113}0 RT=0 (2.69)
a dale splnuje
nh_)rlgo(ﬁ ,B)" = 0. (2.70)

Definice 80. Howarduv iterac¢ni algoritmus:
1. krok algoritmu: Zvolime libovolné pripustné elementarni rizeni p(0).

Itera¢ni krok algoritmu: Mame pripustné elementarni fizeni p(n).
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Iteracni krok algoritmu ¢ast (a), aplikujeme, je-li n + 1 sudé ¢islo:

Pokud pro stav i € S neexistuje radikdlni rozhodnuti r € R takové, Ze

pak polozime p(n + 1); = p(n);. Pokud vsak néjaké takové radikalni rozhodnuti

existuje, pak nové rozhodnuti ve stavu ¢ zvolime jako

p(n+1); € arg Eg}%%(bi(r)T o(m) U) (2.72)

7

tak, ze:

(1) p(n+ 1), p(n);, pokud

p(n); € arg ilég(bi(r)T o) U)- (2.73)

(2) p(n+ 1); volime z dané mnoziny libovolné, pokud

p(n); ¢ arg gi%(bi(r)T p(n)U). (2.74)

3

Nakonec rozhodnuti p(n+1);, i € S slozime do vektoru p(n+1) = (p(n+1);)X,.
Itera¢ni krok algoritmu ¢ést (b), aplikujeme, je-li n + 1 liché ¢islo:

Pokud pro stav i € S neexistuje stabilni rozhodnuti r € RY takové, ze
1+ 5[’11(7")T p(n)U <
def

pak polozime p(n + 1); = p(n);. Pokud vsak néjaké takové stabilni rozhodnuti
existuje, pak nové rozhodnuti ve stavu i zvolime jako

U, (2.75)

p(n)

p(n +1); € arg min (by(r)" p(m)U) (2.76)

reRf

tak, ze:

(1) p(n + 1), p(n),, pokud

p(n); € arg min (b;(r)" . U). (2.77)

reRF

K3

p(n)
(2) p(n +1); volime z dané mnoziny libovolné, pokud

p(n); ¢ arg g}i%ri,g(bi(r)Tp(n)U)- (2.78)

Nakonec rozhodnuti p(n+1);, i € S slozime do vektoru p(n+1) = (p(n+1);)X,.

Konec algoritmu: Pokud v iteracnim kroku ziskdme ve tfech po sobé jdoucich
krocich stejné elementarni fizeni, neboli p(n + 2) = p(n + 1) = p(n) pro néjaké
n € Ny, (tedy ziskané elementarni fizeni nelze "vylepsit'zadnym radikdlnim ani
stabilnim rozhodnutim). Potom algoritmus ukoné¢ime a vratime homogenni rizeni
slozené z tohoto elementarniho rizeni p(n).
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Stejné jako v sekci budeme chtit ukézat monotonii aktualizaci, hladky
prubéh algoritmu a optimalitu vysledného Tizeni mezi homogennimi fizenimi.
Jelikoz se jedna o analogii sekce tak nasledujici dikazy udélame jen velmi
strucné a pokusime se vypichnout véci, kterymi se tento pripad lisi.

Véta 81. Pro dvé homogenni fizeni p(n) a p(n + 1), ziskané ze dvou po sobé
jdoucich krocich itera¢niho algoritmu plati, Zze p(n + 1) je lepsi nez nebo stejné
dobré jako p(n).

Diikaz. Pro prehlednost preznacme fizeni p* = p(n+1)a pdéf p(n). Podivejme
na aktualizaci radikalnich rozhodnuti.

Nejprve si uvéedomme, ze pokud stabilni fizeni ve stavu i € S pfi aktualizaci
zménime na radikdlni, pak muzeme uvazovat shodu matic .B a B, jelikoz se
budou lisit pouze v i-tém tadku a ten se stane pro vypocty uzitku irelevantni,
jelikoz stav ¢ bude nové radikalni.

7 algoritmu méame zajisténou nerovnost

»~B,U< U (2.79)
Z ni po chvili pocitani diky plyne
,U< U (2.80)

a tedy p* je lepsi nez nebo stejné dobré jako p. Aktualizace stabilnich rozhodnuti
pak dopadne nasledovné.

Opét plati, ze zménime-li pri aktualizaci stav ¢ € S z radikalniho na stabilni, pak
miizeme pro potrebné vypocty zaménit matice .B a ,B.

Z algoritmu mame zajisténou nerovnost

1+4,.B,U<,U (2.81)

a z ni opét po case dostaneme
~U <, U (2.82)

Tedy p* je lepsi nez nebo stejné dobré jako p.
O

Véta 82. Howarduv iteracni algoritmus za zminénych podminek vzdy nalezne
homogenni Tizeni p* € R. Toto Tizeni je optimalni mezi homogennimi rizenimi.

Diikaz. Nejprve je dobré ukazat, ze kazdé Tizeni uvazované v iteracnim kroku
algoritmu je pripustné, coz lze pomoci matematické indukce. Jelikoz pocatecéni
Tizeni je pripustné, staci si rozmyslet pouze indukéni krok, ktery se provede vyu-
zitim predpokladu penalizace radikalnich rozhodnuti.

Diky monotonii a zpiisobu voleni nového fizeni mame zajisténo, ze stejné 1i-
zeni nevybereme ve vice krocich, které po sobé bezprostredné nenasleduji. Dale
plati, ze pripustnych Tizeni je konecné mnoho, jelikoz je moznych stavi konecné
mnoho a stejné tak moznych rozhodnuti v kazdém stavu. Z téchto dvou fakti
plyne, Ze po konec¢né mnoha krocich algoritmus musi zvolit stejné tizeni trikrat v
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po sobé jdoucich krocich a tim se algoritmus zastavi a vysledné tizeni vrati. Tim
jsme dokéazali hladky pritbéh algoritmu. Nyni optimalita.

Uvazujme libovolné pripustné homogenni fizeni p. Z algoritmu mame zajistény
nerovnosti

B U= .U (2.83)
a
1+p6,6,U0>,U. (2.84)
Z nich po chvili poc¢itani dostaneme
p*U < va (285)
tedy optimalitu rizeni p*.
O

V dalsi sekci tuto optimalitu rozsitime.

2.5 Optimalita mezi adaptivnimi rizenimi

V této sekci zavedeme pojem adaptivni Fizeni a ukazeme, ze homogenni fizeni
p* ziskané z Howardova itera¢niho algoritmu je optimalni i mezi adaptivnimi
rizenimi. Opét predpokladame pouze pripustna fizeni.

Definice 83. Necht F = (F,)°, je filtrace na (Q, A), p = (p')2, je posloupnost
nahodnych vektori splnujicich

P Q=R teT, (2.86)

kde R je mnozina elementarnich tizeni. Pak p nazveme F-adaptivnim rizenim,
pokud je p! méfitelnd funkce vzhledem k o-algebie F; pro kazdé t € T, i € S.

Definice 84. Posloupnost Y je F-tizena F-adaptivnim fizenim p, pokud plati

P(Yiithny = 51 Yorin) 15 g Py, €S, nkeNg (2.87)
a .
P(Yni1 = j|Ynticd) £ 10y, y Pl jE€S, neN,, (2.88)

viz Definice [H1].

Definice 85. Necht ndhodna posloupnost Y je F-tizena F-adaptivnim rizenim
p. Definujme vynos za imaginarni prechody ptislusny posloupnosti Y predpisem

-1
n+il def
pvniigc = Z pk+ijZ(Yk+ij7Yk:+i(j+1)) (2.89)
j=k

a vynos za nevlastni prechody prislusny posloupnosti Y predpisem

n def
pvnitloo = pk+i°°3(Yn+iOOaYn+1)- (290)
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Pak definujeme technické ndstroje obdobné tém ze sekce [2.2] Polozme

d +ik
oUntik = _eneVs

de n+ioco
pU;’L :f—e’yl’vo
d f n 1 n n+ioco
e m /S m %
Un= D B U= =D, Brereto
def - m 1 83 - m oy, ViTioe
m=0 m=0

O vsech vyse definovanych vyrazech budeme tikat, Ze jsou prislusné posloupnosti
Y, nebo zZe jsou praslusné k tizeni p.

Déle definujme ocekdvany uzitek diskontovany k pocdtku posloupnosti X pred-
pisem

def
SLEL VIR (2.91)

Cilem této sekce bude dokazat nasledujici vétu. Jeji diikaz je dlouhy a naroc¢ny,
proto jej rozdélime do nékolika ¢asti a provedeme jej na samém konci této sekce,
az budeme mit pripraveno vse potfebné.

Véta 86. Za predpokladu, ze budeme pracovat pouze s pripustnymi fizenimi,
pro homogenni Tizeni p* ziskané z itera¢niho algoritmu plati, Ze je optimalni mezi
adaptivnimi fizenimi. To znamend, ze vezmeme-li libovolné adaptivni fizeni p a
budeme uvazovat nahodnou posloupnost Y, kterd se ridi homogennim fizenim
p* a ndhodnou posloupnost X, ktera se 1idi adaptivnim fizenim p, pficemz bude
platit, ze

X0 ZYy, (2.92)
pak oc¢ekavany uzitek diskontovany k pocatku prislusny posloupnosti Y bude vétsi
nebo roven tomu prislusnému k posloupnosti X, neboli

sj.
P> 0. (2.93)

Dtikaz provedeme pomoci nasledujicich krokt.

Poznamka 87. Diikaz provedeme pomoci néasledujicich krokii.

e Definujeme technicky nastroj M; prot € T.

o Ukazeme, 7e E[Moo|Fo] 2 &.

o UkéZeme monotonii imaginarnich prechodi

5] s].
E[pMn+i(k+1) - pMnJrik‘]:O} <0a E[p*Mn+i(k+1) o M| Fol =0.
A monotonii nevlastnich prechodu
5J. 8J.

E[pMn+1 - pMn+ioo|~F0] S 0a E[p*MnJrl - p*Mn+ioo|f0] % 0.

« UkéZeme, 7e E[M, | Fo] 23 E[U|Fy] pro n + ik — .
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o Ukdzeme, 7o . L E[ My|Fy) > E[,Mu|Fo] 2 &, éim# bude dikaz

hotov.

p

. - d P v ‘ ,
Definice 88. Polozme M, e/ E[U|F:] pro t € T s tim, ze ndhodny proces Y se
ridi libovolnym pfedem zvolenym fizenim do casu t véetné a od casu ¢ dal se tidi
homogennim fizenim p* ziskanym z iterac¢niho algoritmu.

Disledek 89. Z vypoctu v Poznamce [67] tedy vyplyva, ze

de sj. n
Myin D EUIF ] Z Ut + B"Ungie - U(Yosir) (2.94)
a def .
Mn+ioo ; E[[U|‘Fn+1oo] ‘l [Unfl + ﬁnUnJrioo p*U(YnJrioo)a (295)
kde def
Le) e’} oo\ —1
p*U = p*B (I— BP*BP*B ) (2.96)

Dtikazy monotonii pouze nastinime a odkazeme se na analogii s neradikalni
¢asti[L.5] kde jsou vSechna tvrzeni podrobné dokézana.
V nésledujicich dvou tvrzenich ukdzeme monotonii imaginarnich prechod.

Lemma 90. Necht ndhodné posloupnost je fizend adaptivnim rizenim p. Pro
(M,)er prislusné k posloupnosti Y plati

Sj n+i(k+1)

Mogigesr) = Mogie = B"Unginl—= o U(Vogin) + o UVsigern)e? ek ] (2.97)
a .
E[M i1y — Mogi Fogie) £ B "Unsuiey,  [—,,U+B . U] (2.98)

Predchozi tvrzeni se opird o vypocty v Poznamce [67]

Lemma 91. Necht ndhodné posloupnost je tizend homogennim tizenim p*. Pro
(M,)er prislusné k posloupnosti Y plati

E[Mtiger1) — Mysie] Frsie]) = 0. (2.99)

Pokud se ndhodnéa posloupnost ¥idi adaptivnim ¥izenim p, pak pro (M;);er pri-
slusné k posloupnosti Y plati

sj.
E[Myitkr1) — Moyin Fotie] <0 (2.100)

Diikaz. 7 definice ,.U plyne .B .U = .U a tedy mame rovnost vyse.
Z algoritmu pak mdme zajisténu nerovnost B .U < B .U z ¢ehoz plyne ne-
rovnost vyse.

O

V nasledujicich dvou tvrzeni pak ukazeme monotonii prechodti nevlastnich.
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Lemma 92. Necht ndhodna posloupnost je fizend adaptivnim tizenim p. Pro
(My)ier prislusné k posloupnosti Y plati

Mn+1 - Mn—i—ioo Sé [Un + 6n+1Un+1 p*U<Yn+1)] - [UTL—l + BnUn—Hoo p*U(Yn-i-iOO)]

g' 5nU7/1[1 - p*U(Yn-Hoo) + BG’YVT:L.;; P*U(Yn"_l)]
(2.101)

E[Mn-i-l - Mn+ioo|fn+ioo] = BnUrlz[l - p*U<Yn+ioo) + Begn_,_ioon*U] (2102)
V predchozim tvrzen{ se opét opirdme o vypocty z Pozndmky [67]

Lemma 93. Nechf ndhodna posloupnost je fizena homogennim fizenim p*. Pro
(M,)er prislusné k posloupnosti Y plati

E[My41 — Mytioo| Frsico] Z 0. (2.103)
Pokud se ndhodna posloupnost 1idi adaptivnim fizenim p, pak pro (M;);er pri-
slusné k posloupnosti Y plati

E[Mys1 — My ioc] Frsind] < 0. (2.104)

Diikaz. Dikaz je zcela analogicky jako v pripadé imaginarnich prechodt. Nejprve
se ukaze rovnost (2.103)) a poté diky nerovnosti ziskané z iteracniho algoritmu se
ukéze i nerovnost (2.104]).

O

Nésledujici lemma je pomérné technické, nicméné pro dikaz optimality velmi
dutlezité.

Lemma 94. Necht ndhodné posloupnost je fizend adaptivnim rizenim p. Pro
(M,)er prislusné k posloupnosti Y pak plati

My BU, n+ik— oo (2.105)
Diikaz. Ukéazeme, ze

sup (JU = Mosu]) < Zn B0, 1 — o0 (2.106)
keNp

pro né&jaké (Z,,)% . Z toho jiz bude tvrzeni plynout. Z trojihelnikové nerovnost
mame odhad

sJ.
sup (|U — My1ix|) < sup(|Upy — Myyix|) + U — U, q |- (2.107)
keNp k€Ng

Nyni odhadneme prvni ¢len pravé strany.
7 definice vektoru U existuje konstanta K € R takova, ze

UG)| <K, i€s. (2.108)
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Déle si uvédomme, ze vyraz
\Un| + Z ’Un+i(m+l) — Up+tim (2.109)
m=0

ma konecnou stfedni hodnotu a je tedy omezeny skoro jisté. Nyni se jiz mtizeme
pustit do samotného odhadu, tedy

SUP(‘Unﬂ - Mn+ik\) s sup (5" ’Un+ik| \U(Yn+ik)’)
keNp keNg

8j. 0
< ksélI\II) (Kﬁn(lUn| + Z ’Un—i—i(m-l—l) - Un—Hm
0

m=0

) (2.110)

) B0,

EKB (U + X |Unsitnsr) = Untim
m=0

kde druhé nerovnost plyne z definice U, ;i a konstanty K. Konvergence pak plyne
z toho, ze
lim 8" =0 (2.111)

n—oo

a zbytek vyrazu je omezeny skoro jisté. Pustme se nyni do odhadu druhého ¢lenu
pravé strany vyrazu vyse.
7 definice U a U,, mame

o0

U-U, 4| Z-3 pmu,. (2.112)
Ukéazeme, ze
E[S AU Fo) 50, n— oo (2.113)

a tim bude dikaz hotov, jelikoz podminéna stfedni hodnota zachovava konver-
genci v L. Pocitejme
E[S. UL |Fol 2 S B EUL |1 Fo) 50, m — oo, (2.114)

m=n m=n

kde konvergence plyne z faktu, ze
T%i_rgo(ﬁBBoo)m =0, (2.115)

coz plyne z predpokladu pripustného rizeni. Tedy plati

lim > (BBB>)" =0 (2.116)

a zbytek vyrazu je omezeny skoro jisté. Tim je ditkaz hotov.

]

Nyni jiz mame vse proto, abychom provedli dikaz optimality. Pro prehlednost
zde tvrzeni véty pripomeneme v poznamce.
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Poznamka. Za predpokladu, ze budeme pracovat pouze s pripustnymi fizenimi,
pro homogenni tizeni p* ziskané z iterac¢niho algoritmu plati, Ze je optimélni mezi
adaptivnimi fizenimi. To znamena, Ze vezmeme-li libovolné adaptivni fizeni p a
budeme uvazovat ndhodnou posloupnost Y, kterda se ridi homogennim fizenim
p* a ndhodnou posloupnost X, ktera se ridi adaptivnim fizenim p, pricemz bude
platit, ze
sJ.

Xo =Y, (2.117)

pak oc¢ekavany uzitek diskontovany k pocatku prislusny posloupnosti Y bude vétsi

nebo roven tomu prislusnému k posloupnosti X, neboli

sj.

D> D, (2.118)

Diikaz. Dikaz se provede zcela analogicky jako ve Vété[36] v sekci Z predcho-
zich vét této sekce mame monotonii a konvergenci v Ly posloupnosti (E[ M| Fo)])ier |

Aplikaci Lemmatu [47) tedy dostaneme kyZenou optimalitu.
O

Timto jsme tedy ukazali, Ze homogenni tizeni p* ziskané z Howardova iterac-
niho algoritmu je optimdlni i mezi adaptivnimi fizenimi.
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Z.aver

V prvni kapitole jsme predstavili markovské tetézce s ocenénim prechodi a
s moznosti fizeni. Déle jsme ukazali, Ze za urc¢itych predpokladi dokazeme na-
jit optimalni homogenni tizeni pomoci Howardova itera¢niho algoritmu, a jeho
optimalitu jsme posléze rozsitili i na adaptivni fizeni.

Ve druhé kapitole jsme pak pridali moznost takzvaného radikélniho rozhod-
nuti. Howardtv iteracni algoritmus jsme upravili a ukazali jsme, ze za urcitych
predpokladii nalezne optimalni homogenni tizeni, jehoz optimalitu jsme opét roz-
sitili i na Tizeni adaptivni.

Béhem prace jsme pouzivali pomérné silné predpoklady na diskontni faktor
a na mnozinu uvazovanych elementarnich tizeni ve druhé kapitole. Dalsi rozsitreni
prace by se mohlo zabyvat tim, zda a jak lze tyto predpoklady zmirnit.
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No

e, 1;

mnozina prirozenych ¢isel s nulou
pravdépodobnostni mira

-ty kanonicky vektor

prvek matice A na pozici (4,))
jednotkova matice vhodné velikosti
transponovany vektor v
N-slozkovy vektor

posloupnost
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A. Prilohy

A.1 Pomocna tvrzeni a definice z teorie pravdeé-
podobnosti

Vsechny néasledujici definice a tvrzeni i s dikazy jsou obsahem kurzu Teorie
pravdépodobnosti 1.

Lemma 95. Necht XY jsou ndhodné veli¢iny na (2,4, P) a F,C jsou o-algebry
na 2, splnujici C C F C A. Pak plati

(1) E[E[X|F]] = E[X]. ‘

(2) Pokud X je F-méfitelnd, pak E[X|F] % X.

(3) Pokud X >V, pak E[X|F] = E[Y|F].

(4) E[E[X|F]C] = E[X|C] = E[E[X|C]|F].

Tvrzeni 96. Necht X,, a X jsou ndhodné veliciny na (€2, A, P). Pak plati

(1) X,, % X implikuje X,, & X.

(2) X, 5 X implikuje X, 5 X.

(3) X, 5 X , pak existuje vybrand podposloupnost (X, )7,, kterd spliuje
X, 3 X.

Definice 97. Systém nahodnych veli¢in (X;)ier, T C R, T # @& na (2, A, P)
nazveme stejnomérné integrovatelny (znac¢ime SMI), pokud spliuji

lim 00 SUP e E[[ X4 1[|Xt\ZC]] =0.

Tvrzeni 98. Necht YV a (Xy)wer, T C R, T # & jsou nahodné veli¢iny na
(Q, A, P) takové, ze Y € Ly a | X Sé Y, Vt € T, pak systém (X;);er je stejno-
meérné integrovatelny.

Tvrzeni 99. Necht p € [1,00) a (X,,)5, a X jsou ndhodné veli¢iny na (€2, A, P).

Pak X, 2% X, pravé kdyz X, 5 X a systém (| X,,|")22, je stejnomérné integro-
vatelny.
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