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Abstrakt

Prace se zabyva matematickou teorii uzl, jeji historii, zdkladnimi pojmy a
aplikacemi v rtiznych védach.

Prvni kapitola se vénuje vzniku teorie uzlu, fyzikalni motivaci a modernimu
stavu matematické teorie uzli. Mluvi i o védcich, kteri se vénovali teorii uzla.

Druhé kapitola se zabyva zakladnimi pojmy teorie uzli: uzel, spojeni uzli,
uzlovy diagram a spojovaci ¢islo. Obsahuje v sobé i mnoho prikladi uzla a jejich
spojeni. Tato kapitola se vénuje i ruznym transformacim uzli: elementarnim a
Reidemesterovym pohybiim.

Treti kapitola je o uzlovych polynomech. Zakladnimi uzlovymi polynomy jsou
Alexandroviiv, Alexandroviuv-Conwaytv a Jonesoviv, v kapitole jsou zminény i
nékteré dalsi. Uzlové polynomy se neméni transformacemi uzli. Jsou dulezité,
protoze dokazou rozliSovat mezi uzly.

Ve c¢tvrté kapitole probiha diskuze o aplikacich teorie uzli v riznych védach:
v biologii, chemii a fyzice. V biologii pfipomind DNA svym tvarem uzel, takze
je uzitecné tyto molekuly zkoumat pomoci teoretickych nastroji teorie uzli. Mo-
lekuly ve tvaru uzlit mohou mit odlisné vlastnosti v porovnani s nezauzlenymi
molekulami, takze jsou pro chemiky dilezité riizné zplsoby syntézy zauzlenych
molekul. Chiralita molekuly urcuje jeji chemické vlastnosti, také mtze byt urcena
pomoci nastroju teorie uzli. Co se tyce fyziky, teorie uzlii nasla svoje vyuziti ve
statistické mechanice, dokaze totiz popsat rtizné rovnice a vztahy z této oblasti
fyziky.

Kli¢ova slova

teorie uzli, uzlové polynomy, Reidemeisterovy pohyby

Abstract

The thesis deals with mathematical knot theory, its history, basic concepts
and applications in various sciences.

The first chapter discusses the origin of knot theory, the physical motivation
and the modern state of mathematical knot theory. It also talks about the scien-
tists who have worked on knot theory.

The second chapter deals with the basic concepts of knot theory: knot, link,
knot diagram and connection number. It also includes many examples of knots
and their links. This chapter also discusses various transformations of knots:
elementary and Reidemester motions.

The third chapter is about knot polynomials. The basic knot polynomials are
the Alexander, Alexander-Conway, and Jones polynomials, and some others are
mentioned in the chapter. Knot polynomials do not change by transformations of
nodes. They are important because they can distinguish between knots.

The fourth chapter discusses applications of knot theory in various sciences:
biology, chemistry, and physics. In biology, DNA resembles a knot in shape, so
it is useful to study these molecules using the theoretical tools of knot theory.
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Knot-shaped molecules can have different properties compared to non-knotted
molecules, so different ways of synthesising knotted molecules are important to
chemists. The chirality of a molecule determines its chemical properties; it can
also be determined using the tools of knot theory. As far as physics is concerned,
knot theory has found its application in statistical mechanics, as it can describe
various equations and relationships in this area of physics.
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knot theory, knot polynomials, Reidemeister moves
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Uvod

Vétsina z vas si predstavi matematiku jako néco velmi obtizného, co vibec
neni pochopitelné pro c¢loveéka, ktery se matematikou nezabyva. Je totiz obtizné
vsimnout si krasu matematickych vzoreckl a vét bez disledného pochopeni pri-
slusné teorie.

Ale jsou matematické oblasti, které se daji vysvétlit tak, aby byly pochopitelné
i pro neodborniky. Trieba teorie cisel, geometrie, teorie pravdépodobnosti patii
k matematickym oddiltiim, o kterych se da docist ve spousté védecko-popularnich
knih. Dalsim prikladem naroc¢né matematické teorie, kterou dokaze pochopit i
laik, je matematicka teorie uzli.

Uzly jsou néco, s ¢im se setkavame v kazdodennim zivoté. Ale malokdo si uve-
domuje, ze ve skutecnosti je to rozsahla matematicka teorie s velkym mnozstvim
aplikaci v riznych oblastech — od mediciny az k fyzice. Aplikace teorie uzli se
objevily pomérné nedavno, v prubéhu poslednich padesati let, ale uz ted maji
obrovsky vliv. Tato véda nestoji na misté, existuje spousta otevienych otazek, na
které se v soucasné dobé pokousi odpovédét matematici z celého svéta.

Tato oblast matematiky vsak neni nova, matematicka teorie uzli vznikla uz
dévno, vice nez pred sto lety. Je to rozsahla teorie na rozmezi dalsich matematic-
kych oblasti: algebry, topologie, diferencialni geometrie a algebraické topologie.

Tato prace je urcena predevsim pro stredoskolaky i jiné zajemce, ktefi rozumi
zakladtim stredoskolské matematiky a chtéji se dozvédét néco o matematické teorii
uzli. V préaci si na zacatku uvedeme zakladni pojmy z teorie uzli. Potom se
podivame na ruzné uzlové polynomy. Na konci se zamérime na aplikace teorie
uzli v ruznych védach.



1. Historie teorie uzlu

1.1 Zacatek teorie uzlu

Uzly byly stfedem zajmu lidi jiz od pravéku. Prvnim historickym piikladem je
pecet z roku 1700 pf. n. 1. nalezena v Anatolii, na které jsou zobrazeny copanky a
uzly. Nejcasnéjsi objev uzli je vsak pripisovan feckému lékari Heraklasovi, ktery
zil v prvnim stoleti naseho letopoctu. Heraklas napsal esej, ve kterém vysvétluje
osmnact zpusobt, jak vazat ramenni zavésy. I kdyz to nebyla skutecnd mate-
matickd teorie uzli, méla by byt brana jako prvni priklad aplikace teorie uzla
ve vedecké literature. Ackoli bychom mohli povazovat teorii uzli za starovékou
disciplinu, na matematické scéné je to docela novinka.

V dopise Christianu Huygensovi (1629-1695), napsaném v roce 1679, Gottfried
Willhelm Leibniz, némecky filozof a matematik, napsal:

Nejsem spokojeny s algebrou, protoze nepfinasi ani nejkratsi di-
kazy, ani nejkrasnéjsi konstrukci geometrie. V dtisledku toho se do-
mnivam, ze potfebujeme jesté jiny druh analyzy, geometrické nebo
linearni, ktery se piimo zabyva polohou, nebof se algebra zabyva ve-
likosti. [§]

Timto slovem Leibniz polozil zdklad nové védé, kterou nazval geometria situs,
cesky geometrie polohy, a kterd je nyni znama jako topologie.

Prvni priklad Leibnizova nového pojeti geometrie uvedl Leonard Euler (1707-
1783) pri feseni problému Konigsbergovych mostu (viz obrézek. Pruské mésto
Konigsberg lezi na fece Pregole, kterd vytvari dva ostrovy. Ostrovy byly s okolnim
méstem spojeny sedmi mosty. A otazka znéla, zda je mozné vsechny mosty prejit
tak, aby ten, kdo se o to pokousi, presel pres kazdy most presné jednou. Pti feSeni
této tlohy si Euler nedélal starosti s presnou polohou mostii, misto toho uznal, ze
klicovou informaci 1ze pochopit ze vzajemné polohy most. Pomoci teorie grafu
totiz ukazal, Ze mosty neni mozné timto zpiisobem prejit.

Ale teprve v roce 1771 se Alexander-Theophile Vandermonde (1735-1796) po-
prvé zminil o teorii uzli jako o oboru studii. Studoval copanky a uzly jako priklady
této nové védy o postaveni, kterou si predstavil Leibniz. Napsal ve svém ¢lanku
Remarques sur les problmes de situation (Poznamky k problémtim polohy):

Bez ohledu na zakruty systému vlaken v prostoru lze vzdy ziskat
vyraz pro vypocet jeho rozméri, ale tento vyraz bude v praxi malo
uziteény. Remeslnik, ktery vyrabi cop, sit nebo néjaké uzly, se nebude
zabyvat otadzkami méteni, ale otdzkami polohy: to, co tam vidi, je
zpusob, jakym jsou vldkna propletena. [§]

Jednou z nejstarsich Gaussovych poznamek, které lze nalézt mezi jeho papiry,
je list papiru s datem 1794. Nese nadpis ,,Sbirka uzli“ a obsahuje tfinact ihledné
nacrtnutych pohledt na uzly s anglickymi nazvy napsanymi vedle nich. Soucéasti
jsou dva dalsi kusy papiru s nacrtky uzli. Jeden je datovan rokem 1819, druhy
je mnohem pozdéjsi.



KON INGIME HGA

Obrazek 1.1: Slavny problém Konigsbergovych mostii.

Obrazek 1.2: Trojlistkovy uzel a jeho kiiZeni.

Studie Carla Friedricha Gausse byly zasadni pro vytvofeni teorie uzli. V le-
tech 1825 az 1844 pracoval na klasifikaci uzavienych rovinnych ktivek s koneénym
poc¢tem vlastnich priniki, které nazval Tractfiguren. Jeho metoda spocivala v ori-
entaci téchto krivek a nasledné v oznaceni ktizeni pismeny.

Vytvoril proto sekvenci, poc¢inaje zvolenym vychozim bodem po celém trak-
tatu. Kiivka s n kiizenimi by tedy méla posloupnost délky 2n (protoze se v kaz-
dém z n kiizeni protnou dvé krivky). Napriklad trojlistkovy uzel by byl zazna-
menan jako ABCABC, viz obrazek [1.2]

Navic Gauss pri praci v elektrodynamice objevil prvni duilezity vysledek v teo-
rii uzli. Jeho cilem bylo najit metodu, ktera by dokazala odhadnout, kolik prace je
vykonano na magnetickém pélu pohybujicim se po uzavirené kiivce za pritomnosti
smyckového proudu. Béhem svého vysetiovani objevil to, ¢emu se rika Gaussovo
spojovaci ¢islo. Gaussovo spojovaci ¢islo je prvnim objevenym invariantem, bu-
deme o tom jesté mluvit v sekci

Hlavni tkol (ktery lezi) na hranici mezi geometrii situs a geometrii
magnitudinis je poc¢itat vinuti dvou uzavirenych nebo nekonecnych car.
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Obrézek 1.3: Hopfovo spojeni.

.. m pocet vinuti. Tato hodnota je sdilena, tedy zlistava stejna, pokud
jsou radky zaménény.

Mnoho lidi se zabyvalo zkoumanim Gaussova spojovaciho ¢isla i pozdéji.

James Clerk Maxwell (1831-1879) projevil sviij zdjem o toto téma a nasel dvé
smycky, které nelze oddélit, i kdyz se jejich Gaussovo spojovaci ¢islo rovna 0. Je
to Hopfovo spojeni a je zndzornéno na obrazku [I.3]

V roce 1876 O. Boeddicker poznamenal, Ze spojovaci ¢islo neni nic jiného nez
pocet, kolikrat se jedna ktivka vine kolem druhé. Pozdéji, v roce 1892, Hermann
Karl Brunn poskytl snadnou metodu pro urceni spojovaciho cisla spojeni ze dvou
komponent. Pokud ma spojeni komponenty K; a Ks, budeme pric¢itat jednicku
pro kazdé krizeni, ve kterém K, prochazi nad K, a naopak odecitat jednicku,
pokud K, prochazi pod K,. Soucet téchto +1 nebo —1 je Gaussovo spojovaci
¢islo.

Dalsi vyznamny prispévek k rozvoji teorie uzlti poskytl Johann Benedict Lis-
ting (1808-1882), ktery byl Gaussovym studentem. V roce 1847 vydal svou mo-
nografii Vorstudien zur Topologie. Vétsina prispévki je vénovana studiu mate-
matickych uzli a jejich klasifikaci. Jako prvni pouzil termin topologie.

Listing se zabyval vyvojem algebraického poctu diagramt uzli, aby bylo
mozné snadno urcit, zda dva diagramy reprezentuji stejny uzel. Zejména pro-
jevil zajem o chiralitu uzli, kterd udava vztah mezi uzlem a jeho zrcadlovym
obrazem. Jako prvni uvedl, Ze trojlistkovy uzel je chirdlni. Naopak osmickovy
uzel (viz obrézek , znamy také jako Listingtiv uzel, je achiralni. Podrobnéji si
tento pojem vysvétlime v sekei [4.3]

1.2 Fyzikalni motivace

Vétsina matematickych oblasti byla motivovana fyzikalnim vyzkumem, a te-
orie uzl neni vyjimkou. Objevila se z chybné myslenky o stavbé atomii.

V sedesatych letech 19. stoleti byla spolec¢nost fyziki rozdélena na dvé skupiny:
prvni skupina podporovala tzv. korpuskuldrni teorii, ktera tikala, zZe se hmota
skladd z atomu. Druha skupina si myslela, ze hmota je tvorena z vin.

William Thomson (1824-1907), pozdéji znamy jako Lord Kelvin, se snazil vy-
tvorit novou teorii, kterd by kombinovala obé tyto myslenky. V roce 1867 pochopil,
ze konkrétni tvar viru (vortex) neni tak dulezity jako zakladni topologickd struk-
tura, a tusil, ze pochopeni takovych virt by vedlo k tiplnému pochopeni hmoty.
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Obrazek 1.4: Levotocivy a pravotocivy trojlistkové uzly. [8, s. 21]

Thosmson se inspiroval myslenkami jiného fyzika Helmholtze a sepsal vSechny
své napady v eseji ,,O virovych atomech®, ve kterém predpokladd, ze se hmota
skladala z virovych atomii.

Fyzik Hermann von Helmholtz se ve svych pracich pokousel ukéazat, ze existuje
vse prostupujici médium, které pojmenoval éter. Na zdkladé této myslenky Kelvin
prisel k nadzoru, ze hmota je tvorena trojrozmérnymi svazanymi trubickami éteru,
tzv. virovymi atomy. Predpokladal, ze rizna kiizeni a krouceni téchto trubicek
odpovidaji riznym atomtm. A souhrnné oznacoval tato krizeni a krouceni za uzly.
Takze kazdému prvku periodické tabulky prislusel uzel, ktery urcoval chemické
a fyzikdlni vlastnosti tohoto prvku. Molekuly jsou jednoduse spojeni takovych
atomu.

Ted se takova predstava o stavbé atomii a hmoty miize zdat ponékud absurdni,
ale méli bychom se zamyslet nad teorii strun, kterda predpoklada, ze zakladnimi
stavebnimi kameny prirody nejsou c¢astice s nulovymi rozméry, nybrz jednoroz-
mérné struny, které vibruji rtznymi zpusoby, odpovidajicimi riznym druhtm

S touto novou teorii se ve védecké spolecnosti zvysil zadjem o teorii uzli. Po-
kud atomy byly modelovany pomoci uzl, pak dalsim problémem bylo pokusit
se je klasifikovat. Prvni pokus v tomto sméru udélal fyzik Peter Guthrie Tait
(1831-1901). Navzdory své dilezité roli ve vyvoji Thomsonovy myslenky mél Tait
zpocatku pocit, ze se Thomson mylil. Citil, Ze hlavni aplikace virovych pohybu
by byla v teorii elektromagnetismu, ne v teorii o stavbé atomu. Kazdopadné,
navzdory Taitsovym pocatecnim namitkam, Thomson pokracoval v uvazovani
o atomech jako o virech, coz podnitilo zadjem Jamese Clerka Maxwella.

Maxwell se vénoval spise elektromagnetismu. Byl vSak také otevieny mys-
lence, ze svazané viry by mohly byt zakladnimi stavebnimi kameny hmoty. Zacal
y diskuse, které pokracovaly v dopisech s Taitem a Thomsonem o nékterych Ma-
xwellovych napadech a objevech, které je velmi zajimaly.

Maxwell znovu objevil integralni vzorec pocitajici spojovaci ¢islo dvou uzavre-
nych ktivek, ktery Gauss sice objevil, ale nepublikoval, a také odvodil rovnice pro
zauzlované krivky v trojrozmérném prostoru. Navic ve svém dopise poznamenal,
ze trojlistkovy uzel je nejjednodussim uzlem, ktery je skutecné zauzleny a sklada
se z jednoho vldkna. Pokracoval v rozpoznani parametru ve svych rovnicich, ktery
mohli urcit, zda takto vyrobeny trojlistek byl pravotoc¢ivy, nebo levotocivy (viz
obrazek , a tvrdil (bez dukazu), Ze neexistuje zpusob, jak zménit pravotocivy
trojlistek na levotoc¢ivy nebo naopak.



Obrazek 1.5: Oblasti ohrani¢ené méné nez ¢tyfmi oblouky. [8 s. 21]

Maxwell tak béhem nékolika dni predpovédél mnohé z toho, co se v teorii uzla
stane v pristich 80 letech. Ve svém vyzkumu se Maxwell snazil najit postup na
urceni toho, zda dvé projekce uzlu predstavuji stejny uzel. Aby odpovédél na tuto
otazku, vytvoril schéma oznacovani krizeni v projekci uzlu a poté ukazal, ze kazdy
diagram uzlu musi obsahovat oblast ohranicenou méné nez ¢tyrmi oblouky, kde
definoval oblouk jako segment projekce mezi dvéma kiizenimi. Zacal tedy urcovat
vsechny moznosti pro takové regiony pomoci schématu na obrazku.

V pripadé oblasti ohrani¢ené jednim obloukem se jedna pouze o zkrouceni,
které je mozné snadno vratit zpét beze zmény uzlu. Pro oblasti ohrani¢ené dvéma
oblouky Maxwell nasel dvé moznosti. Konkrétné jde o oblast vytvorenou jako
vlakno prechézejici pres jiné vlakno ve dvou po sobé jdoucich bodech nebo region
vytvoreny jako vldkno prechazejici nad a poté pod jinym.

V prvnim pripadé lze horni vlakno, aniz by se zménil typ spojeni, posunout
tak, aby se jiz nekfizilo se spodnim. V druhém pripadé to posunout nemiizeme,
nebot se zméni typ spojeni. Situace se prekvapivé nekomplikuje u oblasti ohrani-
¢enymi tremi oblouky, kde také existuji dva mozné pripady, jak ukazuje obrazek.

Ackoli jeho pristup neobsahoval zZadnou matematickou prisnost, je pozoru-
hodné, ze Maxwell definoval Reidemeisterovy pohyby, které se ukazaly jako za-
kladni pohyby pri transformacich uzli az ve 20. letech 20. stoleti. Reidemeisterovy
pohyby budeme zkoumat podrobnéji v sekei [2.5] Mezitim Tait postupné zménil
nazor a zacal sepisovat uzly v nadéji, ze vytvori tabulku prvki, kterda bude od-
povidat Thomsonové atomové teorii. V roce 1876 se rozhodl vytvorit kompletni
tabulku uzll, obsahujicich az do sedmi kiiZzeni. Chapal vsak, Ze nedostateéné
slozitost uzll, které produkoval, by jim zabranila byt dostatecné stabilni jako
viry, které by reprezentovaly atomy, coz znamend, ze by bylo zapotiebi vytvorit
tabulku uzla s vyssimi ¢isly krizeni. Takova tabulka by vyzadovala t¢innéjsi me-
tody pro urceni, zda jsou dva diagramy uzli stejné, coz je myslenka, ktera byla
realizovana az za vice nez 100 let.

Tait, podobné jako Gauss a Maxwell, zacal zkoumani teorie uzli z toho, jak
symbolicky zakodovat kiizeni projekce uzlu. Tim vyvinul své vlastni schéma ko-
dovani. Béhem svého vyzkumu predstavil tfi principy, znamé jako Taitovy do-
mnénky. Aby si usnadnil praci, rozhodl se pracovat pouze se stiidavymi uzly.
Jsou to uzly, u kterych se jednotlivé typy ktizeni sttidaji: horni kiiZzeni nasleduje
spodnim ktizenim. Napriklad trojlistkovy uzel na obrazku (1.2 je sttidavym uzlem.

Veden dtkazy z téchto stridavych diagramt, vyslovil svou prvni domnénku:

Redukovany stiidavy uzel ma minimalni pocet kfizeni.

Redukovany znamena, ze neobsahuje kiizeni, kterd lze ,rozpoutat®. Na ob-
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Obrazek 1.6: Redukee. [3| s. 3]

razku [1.0] je zndzornéné, jak ziskdme redukovany uzel z neredukovaného.
Druha domnénka byla ptivodné vyslovena docela zahadné, ale v moderni for-
mulaci zni nasledujicim zptisobem:

Diagram stridavého uzlu bez kiizeni, kterd lze ,rozpoutat®, nelze
upravit tak, aby mélo méné krizeni.

Napriklad trojlistkovy a osmickovy uzly nelze nakreslit s mensim poctem kii-
zeni, protoze oba maji diagramy stridavych uzli bez ,nesmyslnych“ kiizeni. Tuto
domnénku poprvé disledné dokazal Murasugi, teprve po objevu Jonesova poly-
nomu. Tait si nebyl tak jisty svou treti domnénkou, dnes nejlépe znamou jako
Taitova 1étajici domnénka, kterd se obvykle uvadi nasledujicim zptisobem:

Jakékoli dva redukované stridavé diagramy daného uzlu jsou pro-
pojeny pomoci sekvence schematickych pohybti, jako je ten znazor-
nény na obrazku

Taitova létajici domnénka zistala dilezitym otevienym problémem v teorii
uzll, dokud ji v roce 1993 nedokazali Menasco a Thistlethwaite.

V roce 1885 Thomas Kirkman publikoval tabulky projekei uzlia (4-valentni
grafy). Kirkman nebyl topologem, ale zabyval se kombinatorikou a grafy, a proto
jeho tabulky neobsahovaly projeke uzli, ale rovinné grafy. Tait nahradil vrcholy
grafiit v Kirkmanovych projekcich kiizenimi, aby vytvoril diagramy uzli. Kiizeni
zvolil tak, aby ve vysledku dostal stridavy diagram. Pted zvefrejnénim svych vy-
sledki se Tait dozvédél o dalsim seznamu uzli, obsahujicich az do deseti kiizeni,
vytvoreném Charlesem Littlem. Pfi porovnani téchto dvou seznami nasel Tait
jednu duplikaci ve své vlastni tabulce a jednu duplikaci a vynechani v Littlovém.

Tait pobidl Littla k tomu, aby ten prozkoumal stiidavé diagramy uzla s vét-
sim poctem kiizeni nez Kirkmanovy grafy. Little také zacal uvazovat o moznosti
studia nesttidavych diagramt. To dramaticky zvysilo pocet pripadii, které bylo
potieba prostudovat. Ve skutecnosti mu trvalo Sest let, nez vytvoril sviij seznam
43 nesttidavych diagrami, které obsahuji az do deseti ktizeni. Je neuvéritelné, ze
jeho seznam neobsahoval zddné opomenuti a pouze jednu duplikaci, ktera ziistala
bez povsimnuti az do roku 1974. Takze dohromady do roku 1900 Tait, Kirkman
a Little vytvorili seznamy uzlt s deseti kiizenimi a stiidavych uzli s jedenacti
kiizenimi.

Je treba mit na paméti, ze tyto katalogy byly sestaveny ruc¢né. Jsou dva pro-
blémy, které matematici méli vyresit pri sestavovani téchto katalogi: mély byt
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uplné (bez vynechani) a nesmély obsahovat zadné duplikaty. Prvni z nich je al-
goritmicky problém a je z matematického hlediska trivialni. Prokazat, ze uzly
jsou odlisné, je mnohem obtiznéjsi a pozornost védcti se nyni zamérila na vyvoj
uzlovych invarianti.

Mnoho dalsich védct vsak pokracovalo ve vyctu uzlit po dalsi roky. Seznamy
byly ¢astecné rozsiteny v doktorské disertacni praci M.G. Hasemansova z roku
1916. Uzly do 11 kiizeni vycislil John Conway, svou praci dokoncil v roce 1969.
Uzly do 13 kiizeni vy¢islili C.H.Dowker a M. B. Thistlethwaite v roce 1983.

V dnesni dobé rozvoj vypocetni techniky znac¢né zjednodusil tento problém,
ale rychly rist poc¢tu uzli je stale ohromujici. Naptiklad v tabulce vSech prvocisel
z cervence 2003 bylo stiidanim uzli pres 22 kiizeni provedenych S. Rankinem, J.
Schermannem a O. Smithem nalezeno 6 217 553 258 uzlt.

Bohuzel Kelvinova teorie vinovych atomt neexistovala dlouho a byla vyvra-
cena ruskym chemikem Mendélejevem, ktery vytvoril skutecnou periodickou ta-
bulku prvki.

1.3 Moderni matematicka teorie uzlu

Bez ohledu na to, ze atomy nevypadaly tak, jak predpoklddal Kelvin, teorie
uzli pokracovala ve svém vyvoji jako pouhd matematickd oblast (i kdyZ potom
se objevily i rizné necekané aplikace).

Prvni diikaz existence netrivialnich uzlti ukazal Heinrich Tietze v roce 1908.
V roce 1914 Max Dehn ukézal, zZe levotocivy a pravotocivy trojlistkovy uzel jsou
odlisné. Prace Dehna a jeho kolegti se zastavila s vypuknutim prvni svétové valky
a veskera vyznamna prace v teorii uzli byla obnovena az po vélce. Postupem
casu bylo vyvinuto mnoho technik, zejména algebraicka topologie, a jak se stavaly
silnéjsimi, bylo mozné rozlisovat stale vice uzli. O prilom v teorii uzli se zaslouzili
James W. Alexander z Princetonu a Kurt Reidemeister ve Vidni. Ve dvacatych
letech nezavisle na sobé oba dospéli ke stejnému invariantu uzlu.

Alexander pozdéji pokracoval ve vyvoji polynomialniho invariantu uzli — Ale-
xandriv polynom (viz sekce , zatimco Reidemeister ukazal, ze vSechny pro-
jekce uzlu jsou spojeny posloupnosti tii pohybt, které se ted nazyvaji Reide-
mesterovy pohyby (viz sekce . V roce 1933 prisel Reidemeister o svou profe-
sorskou pozici v Konigsbergu, protoze byl | politicky nespolehlivy®. Alexander a
dalsi védci, kteri se sice nenachéazeli v oblastech kontrolovanych Némeckem, také
pozastavili sviij vyzkum v teorii uzl a zacali pracovat na problémech souvise-
jicich s valkou. Teorii uzli opét prerusila valka. Po valce se Princeton opét stal
centrem pro teoreticky vyzkum uzlti ve Spojenych statech. Vidcem povalecné
teorie uzli ve Spojenych statech byl Ralph H. Fox.

Foxova prace vedla k fadé novych geometrickych invariantt uzli. V 70. letech
20. stoleti J.H. Conway délal vic nez jen tabelovani uzli, jak bylo popsano v pred-
chozi ¢asti. Vymyslel novy zptisob vypoctu Alexandrova polynomu pomoci algo-
ritmu na uzlovych diagramech. Ve skutecnosti jeho prace vedla k upfesnéni Ale-
xandrova polynomu, ktery se c¢asto nazyva Conwaytuv ¢i Alexandriv-Conwaytv
polynom (viz sekce [3.2)). Hlavn{ pritlom v teorii uzlii nastal v roce 1984, kdy Vau-
ghan Jones vyvinul novy polynomidlni invariant uzli — Jonestiv polynom, kdyz
provadél vyzkum von Neumannovych algeber. Jonesiiv polynom byl vyznamnym
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lisit mnoho uzli od jejich zrcadlovych obrazi. O tomto polynomu jesté budeme
mluvit v sekci 3.3

Na konci 60. let John Conway zacal vyvijet nové zplisoby rozsireni seznamu
uzll. Zavedl fragmenty uzli nazyvané tangles a vyvinul notaci pro popis uzli
v terminech tangles a zptisob1, jak je lze sestavit. Jeho vykonna notace zjedno-
dusila proces vyétu a umoznila Conwayovi ovérit i existujici seznamy. Pokracoval
ve vy¢tu uzli az do 11 kiizeni a propojil se s fadem 10. Ale stale prehlizel v Litt-
leové tabulce duplikat uzlu s deseti kiizenimi. Koncem sedmdesatych let Alain
Caudron zopakoval vycet pro uzly s jedenacti kiizenimi a nasel ¢tyTi vynechani
v Conwayové seznamu.

Tim kon¢i éra rucniho pocitani uzli. Na pocatku 80. let 20. stoleti Hugh
Dowker a Morwen Thistlethwaite zautomatizovali procesy vyc¢tu vsech moznych
diagramil, jejich rozdéleni do t¥id ekvivalence a vypoctu invariant k jejich rozli-
seni. Podarilo se jim rozsitit seznam vsech uzl az do jedenacti kiizeni. Koncem
90. let, ve spolupraci s Jimem Hostem a Jeffrey Weeksem, Thistlethwaite rozsitil
seznam na uzly az do Sestnécti kiizeni, seznam obsahoval pres 1,7 milionu uzli.
[8, s. 15-26]
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2. Zakladni pojmy teorie uzla

2.1 Uzel

V této kapitole prejdeme k samotné teorii uzli. Za¢neme tim, co je uzel.
Intuitivné si muzeme uzel predstavit jako zauzleny kus lana. A tato predstava
neni daleko od matematické definice:

Definice 2.1.1. Uzel je uzaviend krivka v prostoru, kterd se nikde neprotind. 7,
p. 5]

Nebudeme definovat formalné, co je uzaviena krivka.

2.2 Uzlovy diagram

Uzite¢nym zpusobem vizualizace a manipulace s uzly je promitani uzlu na ro-
vinu — predstavte si, ze uzel vrha stin na zed. Pti kazdém kiizeni je také dulezité
rozlisovat, zda jedno vlakno prochézi pod ¢i nad druhym. To se ¢asto provadi vy-
tvorenim preruseni ve spodnim vlaknu. Timto obrazktim se riké diagramy anebo
projekce uzli.

2.3 Priklady uzla

Jaky je nejjednodussi uzel, ktery si mizeme predstavit? Samoziejmé je to
kruznice, budeme ji fikat trividind uzel. Tento uzel je zndzornén na obrazku [2.2]

Dalsi nejjednodussi uzel se nazyva trojlistkovy uzel, vypada jako trojlistek a
je zndzornén na obrazku Pokud udélame trojlistkovy uzel z lana a budeme
se ho snazit rozmotat do trividlniho uzlu, brzy zjistime, Ze to neni mozné. Ale
samoziejmé to vyzaduje matematicky dikaz, ktery viibec neni jednoduchy.

To vede k zasadnimu nevytesenému problému v teorii uzla: jak mtizeme zjistit,
ze dva na prvni pohled uplné odlisné uzly jsou topologicky ekvivalentni, jinymi

Obrézek 2.1: Uzlovy diagram trojlistkového uzlu.



Obrazek 2.2: Trivialni uzel.

Obrazek 2.3: Trojlistkovy uzel.
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Obrazek 2.4: TTi rtuzné projekce osmic¢kového uzlu. [2] p. 3]

Obrézek 2.5: Osmickovy uzel.

slovy, jeden uzel z druhého lze ziskat néjakymi jednoduchymi spojitymi defor-
macemi. Tedy kdyz si predstavime, ze uzel je vyroben z lana, tak toto lano pri
spojitych deformacich mizeme natahovat, mackat, pohybovat v prostoru, ale ne-
miuzeme ho prestfihnout ani prelepit.

Samoziejmeé ten samy uzel mizeme nakreslit na papir riznymi zptsoby. Témto
nakrestim pak rikdme projekce uzli. Napriklad kdyz se podivame na obrazek
vidime tfi rizné projekce toho samého uzlu, ten se nazyva osmickovy uzel a jeho
3D model je znazornén na obrazku

Schvalné zkuste udélat tento uzel z provazku, abyste zjistili, Ze je to skutecné
ten samy uzel. Misto, kde se uzel na obrazku kiizi, se nazyva kriZeni. Napriklad,
fikame, ze osmickovy uzel je ctyrkiizeny uzel, protoze existuje projekce se ¢tyrmi
kiizenimi a zadné projekce tohoto uzlu s méné nez ¢tyrmi kiizenimi nejsou.

Kdyz jsme si tekli, ze problém topologické ekvivalence uzli neni vyreseny, tak
jsme trochu podvadéli. Ve skutecnosti existuje zptisob, jak rozhodnout, zda dana
projekce uzlu je projekei trivialniho uzlu. V roce 1961 totiz némecky matematik
Wolfgang Haken prisel se spolehlivym postupem pro rozhodovani, zda dany uzel
je nebo neni trivialni.

Podle jeho teorie bychom méli byt schopni poskytnout projekci uzlu pocitaci,
pocitac¢ by se pak pomoci Hakenova algoritmu rozhodl, jestli ten uzel je nebo neni
trividlni. Bohuzel, i kdyz Haken prisel s timto postupem uz pred 60 lety, samotny
algoritmus je natolik komplikovany, ze nikdo zatim nenapsal poc¢itacovy program
k jeho implementaci. [2, s. 4]
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2.4 Elementarni pohyby uzlu

Na vsech obrazcich, které jsme dosud méli, uzel vypada spise jako “hladka”
kruznice nez mnohouhelnik. Ale kdyz ho chceme popsat matematicky, tak si ho
muzeme predstavit jako mnohothelnik. Kdyz to udélame, tak mizeme riznymi
zpusoby ménit tvar uzlu: naptiklad, pridat novy vrchol mnohothelniku. Zkusime
vSechno, co miizeme udélat s uzlem, popsat v jedné definici.

Definice 2.4.1. Na daném uzlu mtzeme provést nasledujici ¢tyii operace.

(1) Hranu AB muzeme rozdélit na dvé hrany AC, CB, umisténim bodu C na
hranu AB.

(1)’ [Opak k (1)] Pokud jsou AC a CB dvé sousedni hrany takové, ze kdyz
odebereme C, tak se AB stane piimkou, pak miizeme odstranit bod C.

(2) Predpokladejme, ze C je bod v prostoru, ktery nelezi na uzlu. Jestlize
trojuhelnik ABC, tvoreny AB a C, neprotind uzel, s vyjimkou hrany AB, pak
muzeme odstranit AB a pridat dvé hrany AC a CB.

(2)’ [Opak k (2)] Pokud v prostoru existuje trojuhelnik ABC, ktery obsahuje
dvé sousedni hrany uzlu AC a CB, a tento trojuhelnik neprotina uzel az na hrany
AC a CB, pak muzeme odstranit dvé hrany AC, CB a pridat hranu AB.

Timto ¢tyfem krokium, které jsme popsali, budeme tikat elementdrni pohyby
uzlu. |7, s. 7]

Tyto pohyby jsou zndzornény na obrazcich a

(1)

A CB

Obréazek 2.6: Elementérni pohyby (1) a (1) [7, s. 7]

(2)
—
Ae B — A B
/ \ @)

Obréazek 2.7: Elementérni pohyby (2) a (2)’. [7, s. 7]

2.5 Reidemeisterovy pohyby

Kdyz si predstavime uzel v prostoru, tak si mizeme uvédomit, ze projekce
toho samého uzlu mize mit rizny pocet kiizeni v zavislosti na tom, z jaké strany
tuto projekci vytvorime. Pomoci elementarnich pohybii, které jsme zavedli, nemii-
zeme ten pocet kiizeni ménit. Takze potfebujeme néjaky jiny druh pohybt, ktery
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K-) nebo K)

Obrazek 2.8: Reidemeisterovy pohyby L. typu. [2 s. 13]

nebo

Obrazek 2.9: Reidemeisterovy pohyby II. typu. [2, s. 13]

zachycuje to, ze kdyz zménime projekci uzlu “spravnym” zptisobem, tak se ten
uzel nezméni. Témto pohybtim se Tika Reidemeisterovy pohyby a jsou podobné
tém pohybtum, které délate pri zavazovani tkanicek.

Prvni Reidemeistertiv pohyb neboli Reidemeistertiv pohyb I. typu nam umoz-
nuje pridat nebo odstranit zahyb v uzlu, viz obrézek [2.§

Druhy Reidemeistertiv pohyb ndm umoznuje bud pridat dvé krizeni, anebo
odstranit dvé kiiZzeni (obrdzek [2.9).

Treti Reidemestertiv pohyb nam umoznuje presunout vlakno z jedné strany
kifzen{ na druhou (obrézek [2.10).

Pokud jeden uzel mtuzeme ziskat z druhého pomoci koneéného poctu Reide-
meisterovych a elementarnich pohybi, pak fikame, Ze tyto uzly jsou ekvivalentnsi.

Tyto tfi druhy pohybti vytvoril némecky matematik Kurt Reidemeister. Uka-
zal, Ze jsou to nutné a postacujici pohyby k tomu, abychom ukéazaly, ze dvé pro-
jekce udavaji ten samy uzel. To vypada jako Teseni problému ekvivalentnich uzl,
ale ve skutecnosti tomu tak neni: uzel muze byt velmi zamotany, a mtuzeme ho

%/H%>Wl
AN FN\ /I\ /(\

Obrazek 2.10: Reidemeisterovy pohyby III. typu. [2, s. 13]
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Obrazek 2.11: Jedna z projekei trividlniho uzlu. [2] s. 16]

Obrazek 2.12: Projekce Whiteheadova spojeni.

rozmotavat nékolik mésicli, dokonce i pomoci pocitace. Takze potfebujeme néjaky
efektivni algoritmus, ktery dokaze tento uzel rozmotat. Bohuzel tento algoritmus
zatim neexistuje. [2], s. 13|

A tady je jesté jeden priklad na zavér této sekce. Neni to vidét na prvni
pohled, ale ve skutecnosti uzel na obrazku je topologicky ekvivalentni tri-
vialnimu uzlu, tedy existuje fada Reidemeisterovych pohybti, které ho rozmotaji
do trivialniho uzlu. [2, s. 16]

2.6 Spojeni uzla

Zatim jsme mluvili o uzlech, které jsou tvoreny pouze jednou kruznici. Ale
neni zadny divod k tomu, abychom se omezovali pouze na jednu kruznici.

Definice 2.6.1. Spojeni uzli je koneéna usporadana mnozina uzld, které se na-
vzajem neprotinaji. [7, s. 15]

Podobné jako v pripadé obycejnych uzli, projekei spojeni uzlii na rovinu bu-
deme tikat diagram Ci projekce spojeni uzli.

Na obrazku je projekce jednoho z nejjednodussich spojeni, rika se mu
Whiteheadovo spojeni.

Whiteheadovo spojeni je tvoreno dvéma uzly, které jsou zapleteny dohromady,
tedy se sestava ze dvou komponent. Samoziejmé komponent miize byt i vice: na
obrazku jsou tzv. Boromejské prsteny — jsou tvoreny tfemi komponentami.

Vsechny pohyby, které jsme zavedli pro uzly, plati i pro spojeni uzli. Napfti-
klad, dvé spojeni uzli jsou ekvivalentni pravé kdyz jedno dostaneme z druhého
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Obrézek 2.13: Boromejské prsteny.

pomoci Reideimeisterovych pohybi. Také nas mize zajimat otazka, zda miizeme
néjaké spojeni “rozpoutat“ na nékolik komponent. Rikdme, Ze spojeni uzli je roz-
deélitelné, jestli ho miizeme deformovat tak, aby jednotlivé komponenty lezely na
ruznych stranach roviny v trojrozmérném prostoru. Napriklad, kdyz ze podivame
na obréazky, které jsme dosud méli, tak si mizeme vsimnout, ze ani Whiteheadovo
spojeni, ani Boromejské prsteny rozdélitelné nejsou.

Casto nas také zajima otdzka, zda jsou dvé spojeni ekvivalentni. Definice
ekvivalence v pripadé spojeni uzli je stejnéd jako pro jeden uzel: dvé spojeni uzli
jsou ekvivalentni pravé kdyz jedno muzeme ziskat z druhého pomoci konec¢ného
poctu Reidemeistrovych a elementarnich pohybti. Samoziejmeé, kdyz spojeni maji
rizny pocet komponent, tak jednoduse muzeme fict, ze ekvivalentni nejsou. Ale
jak je to v pripadé, kdyz pocet komponent je stejny?

Uvedeme jesté jeden piiklad. Na obrézcich a jsou zobrazena dvé
spojeni uzlt, kazdé spojeni je tvoreno dvéma komponentami.

Prvni spojeni na obrazku [2.14] se sestava ze dvou trividlnich uzlli, obcas se
tomu tika trividalni spojeni dvou komponent. Druhé spojeni na obrazku se
nazyva Hopfovo spojeni. Je jasné, ze nejsou topologicky ekvivalentni: druhé spo-
jeni totiz nemizeme ,rozpoutat“. Ale muzeme to néjak popsat matematicky?
Ukazuje se, ze mizeme, to si ukdzeme v nasledujicich sekcich.

Obrézek 2.14: Triviadlni spojeni.

2.7 Spojovaci cislo

V této casti popiseme uzly numericky, to jest pomoci cisel.
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Obrazek 2.15: Hopfovo spojeni.

AN
d N

Obréazek 2.16: Vypocet spojovaciho ¢isla. [2, s. 19]

Pro kazdé spojeni dvou uzlti budeme pocitat spojovaci ¢islo nasledujicim zpt-
sobem: na zacatku zvolime orientaci kazdého uzlu, tim dostaneme kiizeni dvou
druhti, ktera jsou znazornéna na obrazku [2.16]

Pro kazdé krizeni prvniho druhu zapocitame +1, pro kazdé kiizeni druhého
druhu — —1. Cislo, které dostaneme, kdyz obejdeme vSechna kifZeni, pak vydélime
dvéma. Koneénému vysledku budeme tikat spojovaci cislo.

Kdyz zménime orientaci jedné z komponent, pak se zméni znaménko u spojo-
vaciho ¢isla. Absolutni hodnota spojovaciho ¢isla se ale nezméni — je to invariant,
tj. rizné projekce spojeni maji stejnd spojovaci ¢isla az na znaménka.

Intuitivné spojovaci ¢islo udava, kolikrat se jedna kiivka obtaci kolem druhé.
KdyZz budeme pocitat spojovaci ¢islo jakéhokoliv spojeni dvou uzla, tak vzdy
dostaneme celé ¢islo.

Ale jak muzeme toto spojovaci ¢islo pouzit k rozliseni uzlia? Pokud dvé spojeni
dvou uzli maji razna spojovaci ¢isla, tak pak nutné jsou rtuzna. Bohuzel, obracena
implikace neplati: rizna spojeni mohou mit stejné spojovaci cisla.

Naprtiklad, kdyz spocitdme spojovaci ¢islo Whiteheadova spojeni (obréazek
[2.18)), tak zjistime, Ze je rovno 0, stejné jako u trividlniho spojeni (obrdzek [2.17)), i
kdyz nejsou ekvivalentni. Takze potfebujeme néjaky jiny zptisob rozliSovani uzla
a jejich spojeni. K tomu ndm budou slouzit uzlové polynomy, které budeme zkou-
mat v nasledujici sekci. [2, p. 19]
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Obrézek 2.17: Spojovaci ¢islo trividlniho spojeni je 0: kruznice se ani neprotinaji,
takze vysledny soucet bude 0.

+1 m-l

+1 -1

Obrazek 2.18: Spojovaci ¢islo Whiteheadova spojeni je 0, protoze toto spojeni ma
dvé krizeni prvniho druhu a dvé krizeni druhého druhu.
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3. Uzlové polynomy

3.1 Alexandritv polynom

Uz jsme zminili pojem uzlovy invariant. Invarianty v matematice jsou vlast-
nosti, které se transformacemi neméni. Napriklad, kdyz pricteme ke dvéma cislim
stejnou hodnotu, tak se vzdalenost mezi nimi na ¢iselné ose nezméni. Jinak te-
¢eno, vzdalenost mezi dvéma ¢isly na ¢iselné ose je invariantni viicéi pric¢teni stejné
hodnoty k obéma ¢islim. Dalsi priklad invarianti najdeme v komplexnich ¢islech:
realnd cast komplexniho ¢isla se komplexnim sdruzenim neméni, takze mizeme
fict, Ze redlna c¢ast je invariantni viici komplexnimu sdruzeni.

Pokud se vratime k uzlim, tak transformace, jejichz invarianty budeme zkou-
mat, jsou elementarni a Reidemeisterovy pohyby. Naptiklad, jsme zjistili, ze pocet
kriZzeni na obrazku neni invariantem, nebot ten samy uzel miize v riznych projek-
cich mit odlisny pocet kifzeni (viz obrdzek [2.11]). Takze si miizeme polozit otdzku:
jsou vubec néjaké vlastnosti, které se transformacemi neméni? K tomu budeme
potfebovat pojmy Seifertova matice a Alexandriv polynom — jeden ze zédkladnich
pilitu teorie uzli. Ale zacneme postupné.

V roce 1928 americky matematik James Alexander navrhl sviij zptsob, jak
rozliSovat rizné uzly a jejich spojeni — pomoci polynomii. Kazdému uzlu a spojeni
je prifazen polynom a ruzné uzly a spojeni maji rizné polynomy. Alexandruv
polynom pak matematici pouzivali nasledujicich 58 let. [2, s. 148]

Pavodné Alexander popsal polynom pomoci docela obtiznych a abstraktnich
matematickych pojmi, ale pak v roce 1969 jiny matematik John Conway ukazal,
ze Alexandruv polynom miize byt vypocitan pomoci dvou jednoduchych pravidel,
které si ted ukazeme. Alexandriv polynom budeme znacit pomoci symbolu A.

Definice 3.1.1. Alezandriv polynom je polynom proménné t, ktery splnuje na-
sledujici dvé vlastnosti:

1. As(t) =1, kde o je trividlni uzel nebo jeho projekce.

2. Predpokladejme, ze mame tii diagramy D, D_, Dy, které jsou uplné stejné
az na jedno kiiZeni, a rozdil v tomto kiiZzeni je zobrazen na obrézku [3.1]
Necht Ap, (), Ap_(t) a Ap,(t) jsou piislusné Alexandrovy polynomy. Po-
tom plati nasledujici vztah:

Ap, (t) = Ap_ (1) + <\/£ — \2) Ap,(t) =0

[2, s. 165]

Druhd vlastnost se nékdy nazyva anglickym pojmem skein relation (z angl.
skein - pradeno).

Ukazuje se, ze tato dvé pravidla staci na to, aby tento polynom byl invariantni
vidi riznym projekeim stejnych uzli a spojeni.
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Obrazek 3.1: Diagramy uzlu z definice Alexandrova polynomu.[2] s. 165]

3.1.1 Vypocet Alexandrova polynomu

Zatim jsme nepropojovali uzly s zadnymi dalsimi geometrickymi objekty. Ale
také muzeme pohliZzet na uzel jako na hranici geometrické plochy. Nebudeme si
fikat formalni definici plochy, jenom si uvedeme piiklady: kulové plocha (povrch
koule), viz obrazek [3.2] torus (mizeme si ho jednoduse pfedstavit jako donut, viz
obrazek , povrch krychle. Jsou i exotictéjsi priklady: urcité jste nékdy slyseli
o Mobiové pasce (viz obrazek ¢i o Kleinové 1ahvi (viz obrézek [3.5).

Obréazek 3.2: Kulova plocha.

Obréazek 3.3: Torus.

Plochy v geometrii mohou byt rtzné: orientovatelné a neorientovatelné, mo-
hou mit anebo nemit hranici. Prestoze plocha nema zadnou tloustku, je intuitivné
uzitecné si predstavovat orientovatelné povrchy jako ty, které maji dvé strany
(které bychom mohli natfit dvéma ruznymi barvami). Uvedeme si piiklady rtz-
nych druhu ploch: kulova plocha je orientovatelnd plocha bez hranice (muzeme
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Obrézek 3.4: Mobiova paska.

Obrazek 3.5: Kleinova lahev.

vnitfek a vnéjsek obarvit dvéma riznymi barvami). P1ast valce je také orientova-
telnou plochou, ale na rozdil od kulové plochy ma hranici, je totiz tvorena dvéma
kruznicemi.

Kdyz mame néjaky uzel, tak mtuzeme pro tento uzel pomoci specialniho al-
goritmu vytvorit plochu. Tato plocha ma nazev Seifertova plocha. Tato plocha
je nutné orientovatelnd, tedy naptiklad Mobiova paska neni Seifertovou plochou.
Navic Seifertova plocha ve své hranici obsahuje uzel, pro ktery tuto plochu poci-
tame.

Seifertova plocha pro Boromejské prsteny je znazornéna na obrazku

Obrazek 3.7: Seifertova plocha pro Bo-

Obrazek 3.6: Boromejské prsteny. romejské prsteny. 1]

Na obrazku 3.9 je Seifertova plocha pro pravostranny trojlistkovy uzel 3.8
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Obrazek 3.8: Pravostranny trojlistkovy — Obrazek 3.9: Seifertova plocha pro pra-
uzel. vostranny trojlistkovy uzel.[6]

Kdyz mame Seifertovou plochu uzlu, tak pomoci tyto plochy mtzeme vypo-
citat Seifertovou matici. Zase k tomu budeme pottebovat specidlni algoritmus,
ktery tady uvadét nebudeme, ale uvedeme priklady Seifertovych matic.

Pravostranny trojlistkovy uzel. Vypocitame Seifertovou matici pro pra-
vostranny trojlistkovy uzel. Na zacatku potirebujeme diagram na obrazku |3.9
trochu zdeformovat, vysledek je zndzornén na obrazku [3.10] (a). Potom na vznik-
lém diagramu (a pfesnéji na Seifertové plose) zvolime dvé kruznice a; a ay. Jako
a1# a as# oznacime kruznice, které vzniknou, kdyz specialnim zptisobem posu-
neme «q, respektive as, ze Seifertovy plochy.

(a) (b)

Obrézek 3.10: Zdeformovany diagram trojlistkovdho uzlu (a) a kruznice o a as
(b). [7, s. 86]

Vzniklé kruznice se budou protinat, jejich vzajemna poloha a priseciky jsou
znazornény na obrazku

Pro kazdou dvojici kruznic na obrazku (a) az (d) vypocitame spojovaci
¢islo. V pripadé (a) je to —1, v pripadé (b) — 0, v pripadé (c¢) — 1, v pripadé (d)
— —1. Vypocitana spojovaci cisla pak dame do matice, ve které radky odpovidaji
kruznicim aq a ao, sloupce — a1 # a as#. Obdrzime matici:
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(a) (b) (c) (d)

Obrazek 3.11: Priseciky kruznic na Seifertové plose. 7, s. 86]

v=(15)

A je to Seifertova matice pro pravostranny trojlistkovy uzel. [7], s. 86]
Pro jiné uzly vypocet je obdobny, a proto uvedeme pouze vysledky.

Levostranny trojlistkovy uzel. Seifertova matice ma néasledujici tvar:
1 -1
Osmickovy uzel. Pro osmickovy uzel Seifertova matice je néasledujici:

()
4]

Nakonec kdyz mame Seifertovou matici, tak mtizeme definovat Alexandriv
polynom.

7]

Véta 3.1.1. Necht V je Seifertova matice néjakého uzlu, potom Alexandriv po-
lynom tohoto uzli splnuje:

A(t) = t2 det(V —tVT) kde k je vdd matice V
[7, s. 107]

Napriklad, kdyz se vratime k predchozim Seifertovym maticim a dosadime je
do vzorce [3.1.1], tak dostaneme nésledujici vyjadieni Alexandrova polynomu pro
oba trojlistkové uzly:

1

Dosazenim Seifertovy matice osmickového uzlu obdrzime nasledujici Alexan-
driiv polynom:

1
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3.2 Alexandriv-Conwaytiv polynom

Jak jsme uz zjistili, pocitani Alexandrova polynomu vyzaduje vypocet deter-
minantu matice, coz obc¢as miize byt inavna dfina. Toho si vsiml i John Conway,
a vymyslel svlij polynom, ktery je jednodussi pro pocitani na pocitaci. Tento
polynom se nazyva Alexandruv-Conwayuv polynom, protoze je zalozen na Ale-
xandrové polynomu, John Conway ho pouze modifikoval.

Definice 3.2.1. Alexandriv-Conwayuv polynom, znaceny V, je polynom, ktery
splnuje nasledujici dvé vlastnosti:

1. Vo(t) = 1, kde o je trivialni uzel nebo jeho projekce.

2. Predpokladejme, ze mame tii diagramy D, D_, Dy, které jsou tplné stejné
az na jedno kiizeni, a rozdil v tomto kiizeni je zobrazen na obrazku [3.12]
Necht V. (t), Vp_(t) a Vp,(t) jsou piislusné Alexandrovy-Conwayovy po-
lynomy. Potom plati nésledujici vztah:

Vp,(t) = Vp_(t) =tVp,(t)

XXX

D, D.

Obrazek 3.12: Diagramy uzlu z definice Alexandrova-Conwayova polynomu. |2,
s. 165]

Mizeme si vSimnout, ze prvni pravidlo je se shoduje s prvnim pravidlem pro
Alexandriv polynom, ale druhé pravidlo vypada jednoduseji.

Muzeme se ptat, jaky je vztah mezi  Alexandrovym @ a
Alexandrovym-Conwayovym polynomem. Ukazuje se, ze ten vztah je nasledu-
jlcet:

Ap(t?) = Vpt -t

Anebo se pii vypoctech taky hodi vztah, ktery dostaneme substituci s za t2:

Ap(s) =V (f . }) (3.1)

To nam tika, ze pokud v Alexandrové-Conwayové polynomu substituujeme
proménnou s za /s — %, obdrzime Alexandruv polynom. Dikaz tohoto tvrzeni

neni obtizny, ale vyzaduje rozbor jednotlivych pripadi, proto ho tady uvadét
nebudeme.
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Obrazek 3.13: Trividlni spojeni tfech uzli.

CO ».
CO ».
OO v

Obrazek 3.14: Skein relace pro diagram trividlniho uzlu. [8, s. 48]

3.2.1 Vypocet Alexandrova-Conwayova polynomu

Trivialni spojeni uzlt. Pripad trivialniho uzlu je uz popsan v prvnim bodé
definice, plati totiz:
Vo(t) =1

Ale co kdyz mame trividlni spojeni uzli (viz obrazek , tedy nékolik dis-
junktnich trividlnich uzli?

Pro jednoduchost provedeme vypocet pro trivialni spojeni dvou uzli, vysledek
vypoctu vyjde stejny pro vSechna trivialni spojeni.

Rozepiseme si druhou podminku z definice pro diagram trivialniho uzlu,
viz obrazek [3.14]

Diagramy D, a D_ jsou zfejmé projekce trividlniho uzlu, a proto z prvni
podminky v definici dostaneme:

Vo (t) = Vp_(t) =1
Dosazenim do druhé podminky v ziskame:

1—1=1tVp,(t)
Vp,(t) =0
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D=D+
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O;(@)D' @)Dc.:m
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O0:-&s L0

Obrazek 3.15: Skein diagram pro diagram trojlistkového uzlu. [8 s. 48]

114

Muzeme si vSimnout, ze Vp,(t) je presné to, co hleddme — Alexandruv-
Conwaytv polynom trivialniho spojeni dvou uzli, budeme ho znacit oo. Takze
jsme zjistili, ze plati:

Voo(t) = 0.

Ve skutecnosti tento vzorec muzeme zobecnit i na libovolné velké spojeni
trivialnich uzli. Pokud oznac¢ime spojeni tvorené n trivialnimi uzly jako o™, potom
plati

Vor (t) = 0,

Trojlistkovy uzel. Ale co kdyz mame obtiznéjsi uzel, naptiklad trojlistek?

Myslenka v tomto pripadé je stejna jako pro trivialni spojeni uzli: pomoci
skein relace z definice budeme ,rozkladat® diagram trojlistkového uzlu,
dokud ndm nezbudou pouze trividlni uzly. V tomto pripadé ndm uz nebude stacit
pouze jedna skein relace, budeme ji muset napsat nékolikrat. Z téchto skein relaci
nam vznikne skein diagram (i skein strom).

Skein diagram pro trojlistkovy uzel je zndzornén na obrazku [3.15]

Trojlistek ma tti kiizeni, takze jsme si zvolili jedno z nich a provedli jsme na
ném skein operaci, jak jen znazornéno na obrazku. Tohle zvolene kiiZzeni je pozi-
tivni, takze jsme ho pfejmenovali na D, . Po pouziti skein operace jsme obdrzeli
dvé projekce: negativni D_ a nulové Dy. Je vidét, ze D_ je topologicky ekviva-
lentni trividlnimu uzlu, a tedy VD_(z) = 1. Proto D_ nebude vytvafet zadné
dalsi vétve. Ted’” napiSeme skein relaci pro prvni dvojici uzli, bude to vypadat
nasledujicim zptsobem:

Vb, (2) =1Vp_(2) + 2Vp,(2).
Kdyz dosadime Vp_(z) = 0, obdrzime
Vb, (2) = 2Vp,(2).
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Podivame se na Dy, zase miizeme pouzit skein operaci. Pouzijeme ji na pozi-
tivni k¥izeni a zase ho prejmenujeme na D, . Jako predtim, obdrzime dvé projekce
D_ a Dy. VSimnéme si, ze D_ je ekvivalentni spojeni dvou uzli, tedy z predcho-
ziho prikladu dostavame Vp_ = 0. Dy je ekvivalentni trividlnimu uzlu, takze
Vp,(2) = 1. Dohromady dosazenim do skein relace obdrzime vztah:

Vp(2) =042 - 1=z
Dosazenim do ptvodni rovnosti pak ziskame:
VD(Z) = VD+(Z) =1+ 22.

Ted’ kdyz mame Alexandriv-Conwaytv polynom, mtizeme jednoduse pomoci
vztahu spocitat i Alexandruv polynom, dostaneme totiz:

Vs Vs

Pripomnéte si, ze Alexandruv polynom jsme pocitali pomoci Seifertovy plo-
chy a Seifertovy matice, zatimco pro Alexandrav-Conwaytuv polynom stacil pouze
rozklad uzlu pomoci skein diagramu. Vypocet Alexandrova-Conwayova polynomu
je proto vyrazné jednodussi nez vypocet Alexandrova. Takze ¢asto je vyhodnéjsi
na zacatku spocitat Conwaytv polynom, a pak pomoci vztahu dostat Ale-
xandrav.

AD(S):VD<\/_—1):1+<\/——1>2:S+i—2

3.3 Jonestv polynom

Uz jsme méli dva uzlové polynomy: Alexandriv a Alexandriv-Conwaytiv, tak
pro¢ bychom potfebovali néjaky dalsi? Vzpomenme si na to, k ¢emu ty poly-
nomy jsou. Za prvé, jsou to uzlové invarianty: pokud uzel totiz rozuzlime, ten
polynom musi ztstat stejny. Za druhé, koeficienty v polynomu “kéduji” urcité
vlastnosti uzlu. Bohuzel ne vsechny vlastnosti se daji poznat pomoci Alexan-
drova nebo Conwayova polynomu. Napriklad, chiralita molekul — vlastnost, ktera
je velmi dulezita pro chemiky, — neni ,zakédovana“ v koeficientech téchto po-
lynomu. A proto bychom potirebovali néjaky silnéjsi polynom, ktery by dokéazal
tuto vlastnost rozlisit.

Definice 3.3.1. Jonesuv polynom, znaceny V', je polynom, ktery spliuje nésle-
dujici dvé vlastnosti:

1. Vo(t) = 1, kde o je trividlni uzel nebo jeho projekce.

2. Predpokladejme, ze mame tii diagramy uzlu Dy, D_, Dy, které jsou tplné
stejné az na jedno krizeni, a rozdil v tomto kfizeni je zobrazen na obrazku

3.16L Necht Vp, (t), Vp_(t) a Vp,(t) jsou piislusné Jonesovy polynomy.

Potom plati nasledujici vztah:

1 1
TV, 0=tV (1) = (VE= 72 ) V)
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Obrazek 3.16: Diagramy uzlu z definice Jonesova polynomu.[2, s. 165]

Miuzeme si vSimnout, ze tato definice velmi pripomina dvé predchozi. Prvni
vlastnost je stejnd, druha vlastnost ma obdobny tvar. Ve skutecnosti Jonestiv
polynom ptvodné byl definovan jinak s vyuzitim mnohem abstraktnéjsich a ob-
prekvapenim i pro matematiky.

Jonestiv polynom je polynom v neznamé /¢, tedy misto x vSude obsahuje
Vt. Navic je to Laurentiv polynom, coZ znamens, Ze tento polynom miize mit i
zaporné mocniny. Napiiklad, polynom

plx)=32" —2' +3 -2 4277
je Laurentiiv, nebot obsahuje 27! a 273.
Jonestiv polynom pro jednu z projekci Hopfova spojeni uzli je nasledujici:

Vi (1) =—t"2 —t3

Vypocet Jonesova polynomu je analogicky S vypoctem
Alexandrova-Conwayova, to znamena, ze je potieba vytvorit skein diagram. Pro-
toze se vSak koeficienty skein diagrami lisi, vypocet v Jonesové pripadé je poné-
kud obtiznéjsi. Obtiznost 1ze okamzité vidét, pokud vypiseme Jonestiv polynom
jako soucet Jonesovych polynomu trividlnich spojeni uzlu jako vysledek pouziti
skein diagramu (viz odvozeni na s. [27)):

Vp(t) = Li(O)Vo(t) + fa()Voo(t) + - - + fu(D) V5, (1)

Pro Alexandrtv polynom s vyuzitim jiz dokdzaného vysledku mizeme tento vy-
raz zjednodusit: vSechny s¢itance na pravé strané kromé prvniho jsou rovny nule.
Bohuzel toto neplati pro Jonestiv polynom. Takze na zacatku potrebujeme vypo-
¢itat Jonestuv polynom pro trivialni spojeni uzli.

Tady uvedeme pouze vysledek:

Véta 3.3.1. Jonesuv polynom trivialniho spojeni uzli, které je tvoreno n kompo-
nentami, splnuje ndsledujici vztah:

29



Y
* (&

g
00+ @) (D=0

Obrézek 3.17: Skein diagram pro diagram trojlistkového uzlu. [7, s. 221]

Dtikaz matematickou indukci, Ze tento vzorec skutecné plati, je pomérné tech-
nicky, proto ho tady uvadét nebudeme. Ale z tohoto jednoduchého prikladu uz
je vidét, ze vypocet a tvar Jonesova polynomu je mnohem obtiznéjsi nez u dvou
predchozich polynomt, ale na druhou stranu tento polynom je mnohem silnéjsi,
dokéaze totiz ,rozliSovat“ mezi vice uzly nez ty predchozi polynomy.

3.3.1 Vypocet Jonesova polynomu

Jak uz jsme si tikali, vypocet Jonesova polynomu je provadén postupnym
yrozkladanim® uzlu na trividlni uzly a jejich spojeni pomoci skein diagramu.
Jediny rozdil v porovnani s tim, co jsme dosud méli u Alexandrova-Conwayova
polynomu je to, ze Jonestiv polynom trividlniho spojeni uz neni nula, ale ma tvar
uvedeny v [3.3.1]

Zkusme vypocitat Jonesuv polynom trojlistkového uzlu pomoci skein dia-
gramu, vypocet je zndzornén na obrazku [3.17}

Skein diagram znazornuje nasledujici vypocet:

1 1)’
) Voo + 12 <\/¥—> Vo(t) =t + 3 —th.

Vi (t) = 2V (t) + <\/Z ~ 7

[T, s. 222]

Bohuzel Jonesiiv polynom ne vzdycky dokéaze rozlisit mezi jednotlivymi uzly.
Existuji totiz riizné uzly, které maji stejny Jonestv polynom.

Jako priklad si mizeme uvést uzly K; a Ky, zobrazené na obrazku [3.18|

Tyto uzly jsou slozitéjsi nez naptiklad trojlistkovy uzel, takze jenom z pohledu
nedokazeme rozpoznat, jestli jsou topologicky ekvivalentni ¢i ne, k jejich rozliseni
potfebujeme uzlové polynomy. Jonestiv polynom téchto uzli je stejny:

Vilt) = Vil = (2=t 11022
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Obrazek 3.18: Uzly K; a K, které maji stejné Jonesovy, ale odlisné Alexandrovy
polynomy. [7, s. 227]

Proto bychom mohli predpokladat, ze tyto uzly jsou topologicky ekvivalentni.
Avsak neni tomu tak: tyto uzly totiz maji riazné Alexandrovy polynomy:

Ak, (t) = (t7 =3+ t)2

Ag,(t) = =t 4372 =5t +7 -5t + 312 — 13

Takze tyto uzly nejsou topologicky ekvivalentni, i kdyz maji stejné Jonesovy po-
lynomy. Ale muze nastat i obracené situace: existuji uzly, které jsou “rozlisovany“
Jonesovym polynomem, ale maji stejny Alexandruv polynom. [7, s. 227]
Existuji i neekvivalentni uzly, které maji stejné jak Alexandrovy, tak Jonesovy
polynomy. Naptiklad, jsou to uzly K; a K3 na obrézku [3.19]
Jejich Jonestuv polynom je

Vi, (t) = Vi, (t) = =t 2 +2t7% = 3t 1 + 5 — 4t + 4t — 3> + 2 — 7
a Alexandriav polynom je

AN, (t) = N, (t) =272 — 6t +9 — 6t + 262

Pomoci pokrocilejsich metod lze zjistit, Ze tyto uzly topologicky ekvivalentni
nejsou, i kdyz uzlové polynomy je nerozlisuji. [7), s. 227-228]

3.4 Dalsi uzlové polynomy
Zminili jsme t¥i uzlové polynomy, ale existuji i dalsi:

1. HOMFLY polynom

Tento polynom byl motivovan pokusem o generalizaci Jonesova a Alexan-
drova polynomu a jeho nazev je tvoren prvnimi pismeny piijmeni jeho ob-
jevitel: Hoste, Ocneanu, Millett, Freyd, Lickorish a Yetter. Zajimavym
faktem je, ze tito matematici objevili tentyz polynom, kdyz pracovali ve
¢tyfech ruznych nezéavislych skupindch. |2 s. 168-169]
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Obréazek 3.19: Uzly K; a K, které maji stejné jak Alexandrovy, tak Jonesovy
polynomy. [7, s. 228]

Na rozdil od predchozich polynomi, HOMFLY polynom je Laurentovym
polynomem dvou proménnych m a [. Naptiklad, HOMFLY polynom pro
Hopfovo spojeni (viz obrézek [2.15) ma nésledujici tvar:

Pim, ) =1m  + 17 m ™ — 17t [9]

2. Kauffmaniv polynom

Kauffmaniv polynom je pojmenovan po americkém matematikovi Loisovi
Kauffmanovi. Podobné jako HOMFLY polynom, Kauffmantv polynom
vznikl v pokusech o generalizaci Jonesova a Alexandrova polynomu. Je to
Laurentiv polynom dvou neznamych.

Naptiklad, Kauffmantv polynom trojlistkového uzlu je nasledujici:

F(m,1) = —m®* = 2m* + (m" + m*)I* + (m® + m?)L.
[10]

3. Zavorkovy polynom

Zavorkovy polynom (anglicky bracket polynomial), podobné jako Kauffa-
manuv polynom, byl objeven Louisem Kauffmanem v roce 1987. Neni to
uzlovy invariant: zdvorkovy polynom totiz neni invariantni vi¢i prvnimu
Reidemeisterovu pohybu. Ale ze zavorkového polynomu lze odvodit Jonestv
polynom, ktery uz uzlovym invariantem je. Na rozdil od dvou predchozich
polynomt zavorkovy polynom je polynomem jedné proménné.

Jako priklad uvedeme zavorkovy polynom trojlistkového uzlu:

L(a)=—a’—a 3 +a "

2 s. 149]
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4. Aplikace

Vétsina matematickych oblasti se objevila diky motivaci z prirodnich véd,
a teorie uzli neni vyjimkou. Jak uz jsme zminili na zacatku, teorie uzli méla
fyzickou a chemickou motivaci, a az pozdéji se zacCala vyvijet jako matematicka
disciplina. Ale ukézalo se, Ze teorie uzli muze byt uzitecna i pro nékteré soucasné
prirodni védy.

4.1 DNA

Jednim z nejzasadnéjsich objevii dvacatého stoleti je bezesporu odhaleni za-
kladni struktury molekuly DNA. Tento objev ucinili dva mladi védci z Cambridge,
James Watson a Francis Crick, za coz v roce 1962 obdrzeli Nobelovou cenu za
fyziologii a 1ékatstvi.

Zjednodusené molekulu DNA (deoxyribonukleové kyseliny) muzeme chépat
jako dvé linearni vlakna propletend ve formé dvojité Sroubovice s linearni osou,
viz obrdzek [A.1] A tato molekula mize nabyvat i tvar prstenu, miZe se zamotévat
a zauzlovat se. Dokonce se miize docasné zlomit.

DNA podléha biologickym procestum, které se nazyvaji replikace, transkripce
a rekombinace. Replikace je proces tvorby kopii molekuly DNA, transkripce je
prepis genetické informace z DNA do molekuly RNA, rekombinace je modifikace
molekul DNA. VSechny tyto procesy jsou nezbytné pro zivot. Ale jak uz jsme si
rekli, tyto molekuly se mohou riznymi zpiisoby zamotavat a zauzlovat podobné
jako telefonni kabel, tento jev se nazyva supercoiling a je zndzornén na obrazku
4.2l Tim se délka molekuly zkracuje. Supercoiling umoziuje efektivnéjsi ukladant
DNA v jadre bunky. Na druhou stranu zamotany tvar DNA vyrazné komplikuje
procesy replikace, transkripce a rekombinace. Proto je potfebny néjaky zptisob
manipulace s takovymi molekulami DNA.

A takovy zpusob skuteéné existuje — pomoci enzymu, ktery se nazyva topoi-
zomerdaza. Enzymy jsou specialni bilkoviny, které ovliviiuji chemické reakce a tidi
vétsinu biochemickych procest v téle vSech zivych organismt véetné clovéka.

Termin topoizomeraza se muze zdat ponékud zvlastni, ale da se relativné
snadno vysvétlit. Dvé molekuly se stejnym chemickym slozenim, ale odlisSnou
strukturou, se nazyvaji izomery. Z toho vyplyva, ze dvé molekuly DNA se stejnou
sekvenci part bazi, ale riznymi spojovacimi ¢isly jsou také izomery. Ale kvuli riz-
nym spojovacim ¢islim nejsou topologicky ekvivalentni. Topologicky ekvivalentni
izomery se nazyvaji topoizomery, a enzym, ktery zpusobuje zménu spojovaciho
c¢isla, se nazyva topoizomerdza.

Zatimco v teorii uzli matematici nemohou uzel rozbit nebo nechat vlakna pro-
jit skrz sebe, tyto enzymy se prii rozmotavani DNA nemuseji ridit témito pravidly.

Obrazek 4.1: Struktura molekuly DNA.
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Obrézek 4.2: Supercoiling molekuly DNA.

Topoizomeréazy pusobi rychlym oddélenim daného poctu retézci DNA a jejich re-
kombinaci. Pocet prerusenych a rekombinovanych vlaken tzce souvisi s poc¢tem
rozuzleni tohoto uzlu. Tyto enzymy mohou také provadét operace s vldkny DNA
podobné trem Reidemeisterovym pohybtm, aby rozmotaly DNA.

Napftiklad, na obrazku 4.3 je zndzornén princip fungovani topoizomerdzy dru-
hého typu. Na zacatku rozrizne jedno z vlaken DNA,  vynda*“ druhé vlakno a zase
spoji dva konce rozriznutého vldkna. A potom udéla presné druhy Reidemeisteriv
pohyb, aby oddélila vlakna od sebe.

Takze molekuly DNA lze zkoumat pomoci teoretickych nastroji teorie uzli.
Vyzkum v této oblasti je ted velmi aktivni a mtize privést k zajimavym vysledkim.
[T, s. 267—283]

4.2 Syntéza zauzlenych molekul

DNA je velmi komplikovand molekula, a proto se ty uzly u DNA studuji
obtizné. Muzeme se ptat, jestli jsou néjaké jednodussi molekuly, které se mohou
zamotavat do uzli. A pokud jsou, jak miuzeme tyto molekuly vytvaret.

Na zacatku si pripomeneme pojem izomerii: jsou to molekuly, které maji stejné
chemické slozeni, ale odlisSnou strukturu. Napriklad, pokud mame dva retézce stej-
nych atomu takové, ze prvni fetézec tvori trividlni uzel, ale druhy fetézec je za-
motan obtiznéjsim zptsobem, pak z chemického hlediska mohou mit uplné rizné
vlastnosti. Napriklad, prvni molekula se miize chovat jako olej, druha molekula —
jako zelatina.

Izomery ale existuji rizné. Kdyz se podivdme na obrézek [£.4] tak vidime, ze
molekuly na obrazku jsou uplné stejné az na prejmenovani atom, a to je prave
to, co nechceme. Zajimaji nas molekuly, které maji stejné atomy a vazby mezi
nimi, ale odlisné molekularni grafy. Takovym dvojicim molekul fikame topologické
stereoizomery.

K ¢emu jsou tyto topologické stereoizomery dobré? Jsou uzitecné pro che-
miky naptiklad proto, ze mohou poskytnout mnoho zajimavych latek dosud ne-
znamych.

Topologické stereoizomery muzeme ziskat napiiklad syntézou riznymi zpu-
soby zauzlenych molekul. Pak nezauzlena ,verze“ molekuly bude topologickym
stereoizomerem zauzlena. Chemici nazyvaji nékolik vzajemné propojenych kruz-
nicovych molekul slovem katenan (catena znamend v fectiné retézec). Poprvé byl
katenan syntezovan relativné nedavno, v roce 1960. Jeho syntéza byla provedena
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Obréazek 4.3: Princip fungovani topoizomerazy druhého typu. [5]

Obrazek 4.4: Priklad izomert, které nejsou topologickymi stereoizomery. [2, s. 196]
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Obrazek 4.5: Tvorba spojeni molekul. |2, s. 198]
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Obréazek 4.6: Jeden z postupt na tvoreni netrividlniho spojeni uzli. [2], s. 199]
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pomoci tzv. makrocyklizace, coz je tvorba cyklickych molekul, které v sobé ob-
sahuji alespon 20 atomu. Kdyz uz je cyklicka molekula vytvorena, dalsim cilem
je prostrcit ji druhou molekulu, tvorenou retézcem atomt, a potom slepit konce
druhé molekuly (viz obrazek [4.5)).

Kdyz chemici tispésné vytvorili toto netrividlni spojeni molekul, tak se potom
zameérili na tvorbu netrividlnich uzla.

Jak obvykle tvorime uzly? Kdyz to délame rukama, tak jednou rukou drzime
konec vlakna, zatimco druhou rukou tvorime smycku a prosouvame druhy konec
vlakna pres tuto smycku. Potom slepime oba konce a obdrzime uzel.

Bohuzel, na atomické urovni to tak nejde, nebot mnoho molekul je tvotreno
malym poctem atomu a proto jsou velmi nepruzné. Takze je potieba néjaky jiny
postup na tvorbu zauzlenych molekul.

S takovym postupem prisli Christina Dietrich-Buchecker a Jean-Pierre
Sauvage ze Strasburské univerzity ve Francii. Vymysleli postup na proplétani
dvou molekularnich vldken s vyuzitim specidlniho kovu, ktery se dava mezi tato
vlakna. Odstranénim tohoto kovu a slepenim koncti vlaken pak vznikne netrivialni
spojeni uzlt. Tento proces je znazornén na obrazku

Dietrich-Buchecker a Sauvage si pak uvédomili, ze kdyby mohli Ssablonu zdvoj-
nasobit, mohli by v podstaté vytvorit tfi krizeni. Takze spojenim konct smycek a
odstranénim kovt vznikne trojlistkovy uzel. V roce 1988 oznamili prvni tspésni
syntézu zauzlené molekuly — trojlistkového uzlu. Tato molekula je znazornéna na
obrazku (4.7

Ve stejné dobé David Walba a jeho kolegové z Koloradské Univerzity se také
snazili vytesit problém tvorby zauzlenych molekul, ale jinym zptisobem. Wasser-
man a van Gulick nezavisle na sobé na konci 50. let navrhli syntezovat molekulu
ve tvaru Mébiova zebiiku (viz obrézek , a potom zlomit jednotlivé pricky.

Na obrazku4.9]jsou znazornény Mobiovy zebiiky s jednim, dvéma, tfemi a péti
kroucenimi a jim ptislusejicimi uzly: trividlni uzel, Hopfovo spojeni, trojlistkovy
uzel, a jesté jeden dosud nezminény uzel, ktery se nazyva (5 , 2)-torovy uzel (an-
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Obrazek 4.7: Syntéza trojlistkového uzlu. |2, s. 199]

Obrazek 4.8: Mobitv zebrik.
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Obréazek 4.9: Mébiovy Zebiiky a vzniklé uzly. [2, s. 200]
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Obrézek 4.10: Zhengova zauzlend molekula. [2) s. 200]

glicky (5, 2)-torus knot). Bohuzel pouzité molekuly se ukéazaly prilis nepruznymi
na vytvoreni Mobiova zebiiku s potfebnym poctem pricek a krouceni. Nicméné
Qun Yi Zheng, pracujici pod Walbovym vedenim, v roce 1990 oznamil dspésnou
syntézu zauzlené molekuly, viz obrazek [2, s. 195-200]

4.3 Chiralita

vvvvvv

chézi ze staroteckého slova yip, coz znamena ruka. Ruka se vzdycky lisi od svého
zrcadlového obrazu (neni osové soumérnd), takze objekt je chirdlni, pokud neni
totozny se svym zrcadlovym obrazem. Pokud objekt neni chiralni, fika se mu
achirdlni.

Chiralita je v chemii opravdu dilezita, protoze molekula a jeji zrcadlovy obraz
mohou mit rizné vlastnosti. Dva zrcadlové obrazy chiralni molekuly se nazyvaji
enantiomery. Piikladem enantiomert je limonen, CioHi6. Jeho enantiomery D-
a L-limonen jsou znazornény na obrazku Pismeno D je zkratkou za dextro
(pravy), D-limonen je pravostranny enantiomer. Pismeno L je zkratkou za levo,
L-limonen je to levostranny enantiomer. Konfigurace jejich molekul jsou témér
stejné, lisi se pouze jednou vazbou atomii. L-limonen ma tuto vazbu tucnou, coz
znamena, ze vazba vy¢éniva z roviny obrazovky smérem k vam, zatimco D-limonen
tuto vazbu ma ¢arkovanou, coz znamena, ze vycéniva v opacném smeéru. L-limonen
ma ostrou citrénovou vini, zatimco D-limonen mé piijemnéjsi pomerancovou
vini.

Chiralita mé velky vyznam i ve farmaceutickém primyslu. Chiralni 1ék muze
mit dva rtizné ucinky: jeden z enantiomert produkuje pozadovany tc¢inek, zatimco
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Obrazek 4.11: D- a L-Limonen.

druhy ma vedlejsi ucinek, ktery by mohl prevazit prinos pozadovaného tcinku.
V 60. letech 20. stoleti byl 1ék Thalidomid podédvan téhotnym zZenam, aby se
vyhnuly ranni nevolnosti. Zptsoboval ale kromé snizeni nevolnosti i vrozené vady.
Dochéazelo k tomu proto, ze zatimco L-Thalidomid uvolnoval ranni nevolnost,
D-Thalidomid zptisoboval poskozeni plodu. Pokud je tedy o léku znamo, Ze je
chiralni, farmaceuticky primysl se mize rozhodnout vyrabét pouze preferovanou
formu, aby se minimalizovaly vedlejsi i¢inky a maximalizovala uc¢innost. To je
nakladné, protoze vétsina metod molekularni syntézy nerozliSuje mezi rtiznou
chiralitou. Bohuzel, stejné jako u Thalidomidu, v mnoha pripadech ma Spatna
chiralita negativni vliv na lidské télo.

V pritbéhu let se védci v oblasti teorie uzl snazili najit zpiisob, jak mate-
maticky popsat a urcit tuto vlastnost. V roce 1986 matematik Jonathan Simon
dokazal, ze Mobituv zebiik se ¢tyfmi nebo vice prickami je vzdy topologicky chi-
ralni. Toto je matematicky vysledek, ktery ma chemické dusledky. Tvrdi, ze kazda
molekula s molekularnim grafem, ktery ma tvar Mobiova zebtiku, méa vzdy topo-
logicky stereoizomer — jeji zrcadlovy obraz. Chemici se v soucasné dobé pokouseji
o syntézu Maobiovych zebrik.

4.3.1 Zkoumani chirality

Chemici hledaji zajimavé pary topologickych stereoizomerti, a proto by chtéli
védeét, které uzly jsou chiralni a které jsou achiralni. Prvni uzel, ktery se ukazal
jako chiralni, byl trojlistkovy uzel: levostranny a pravostranny trojlistek nejsou
topologicky ekvivalentni, viz obrazek

Prikladem achiralniho uzlu je osmickovy uzel.

Existuji matematické zpiisoby, jak poznat, zda je uzel chiralni ¢i neni?
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Obrézek 4.12: Trojlistkovy uzel a jeho zrcadlovy obraz.

Metoda 1: Uzlovy polynom. Uz jsme vidéli nékolik riznych uzlovych po-
lynomu — Alexandruv, Alexandriuv-Conwayuv, Jonestuv. Ted budeme potrebovat
pravé Jonestv polynom. V pribéhu vyvoje matematické teorie uzli se riizni te-
oretici snazili najit zpiisoby, jak rozlisit, zda je uzel chiralni nebo ne. Vypocet
Jonesova polynomu je jedinou dosud zndmou metodou, ktera miize skuteéné urcit
takovy rozdil. Existuje totiz véta, kterd dava vztah mezi Jonesovym polynomem
a chiralitou uzlu.

Véta 4.3.1. Necht’ D je diagram uzlu K, D* je diagram jeho zrcadlového obrazu.
Pokud Vp(t) # Vp«(t), potom je uzel K chirdlnd.

Takze kdyz chceme zjistit, zda je uzel chiralni, tak vypocitame Jonesovy po-
lynomy tohoto uzlu a jeho zrcadlového obrazu. Pokud ty polynomy vyjdou razné,
tak to znamena, ze tento uzel je chiralni. Bohuzel obracena implikace neplati: rov-
nost Jonesovych polynomt uzlu a jeho zrcadlového obrazu neznamena, ze uzel je
achiralni. Takze Jonestiv polynom je uzitecny pro stanoveni topologické chirality,
ale ne pro dokazovani topologické achirality:.

Zkusme ted’ s vyuzitim Jonesova polynomu prozkoumat chiralitu jiz znamého
trojlistkového uzlu. Pripomindme, Ze jeho Jonestiv polynom je nasledujici:

Vi) =t +t* —
Dosazenim t~! za t ziskame:

1 1 1
Vkt ="+ — =
)) =55 G
Tyto polynomy se nerovnaji, takze trojlistkovy uzel je skuteéné chiralni.
Uz jsme si tikali, ze osmickovy uzel je achirdlni. Jonestiv polynom osmickového

uzlu je nasledujici:

1 1
V() =t"— t+1—>+ =
k(t) oyt e
Dosazenim t~! za t ziskdme:
1 1
Vet )= -+t — t+1
k() 5yt +

Vidime, Ze se po dosazeni polynom nezménil (sta¢i vhodnym zptsobem pre-
usporadat s¢itance), ale to jesté nedokazuje achiralitu osmickového uzlu.
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Jedinou nevyhodou této metody je, ze ne vSechny molekuly jsou ve tvaru
uzlu. Napriklad Mobitv zebiik neobsahuje zadny uzel ani spojeni uzll, takze po-
tfebujeme néjakou jinou metodu, abychom zjistili, Ze tato molekula je topologicky
chiralni.

Metoda 2: Pouziti jinych chiralnich molekul. Myslenka této metody je
ukazat, ze pokud je néjaka konkrétni molekula topologicky chiralni, pak i jina mo-
lekula, ktera ji obsahuje, je topologicky chirdlni. To je opravdu uzitecné, zvlasté
kdyz molekula obsahuje Mobitv zebtik. Na obrazku je znazornéna mole-
kula trojvrstvého naftalenofanu (zkracené TLN). Pro nés je dilezité to, ze tato
molekula v sobé obsahuje Mébitv zebiik (na obrazku je vyznacen tucné).

Pokud by se TLN zdeformoval do zrcadlového obrazu, pak by mohl byt de-
formovan i Mobitv zebiik. Z toho vyplyva, ze TLN je chirdlni.

4

Obrézek 4.13: Molekula trojvrstvého  Obrazek 4.14: Mobitv zebrik v mole-
naftalenofanu. [§, s. 80] kule TLN. [8] s. 81]

4.4 Uzly a statistickd mechanika

Statisticka mechanika pomoci statistiky zkouma makroskopické vlastnosti ma-
teridli. Nejjednodussim prikladem je vrouci voda v konvici: ta je tvorena jednotli-
vymi atomy, interakce kterych potom urcuje makroskopické vlastnosti vody. Mezi
makroskopické vlastnosti patti naptiklad teplota, objem, viskozita a tlak. Spolu
s kvantovou mechanikou se statistickda mechanika zabyva vlastnostmi materiala
z pohledu atomu. Jednotlivé atomy se v latce pohybuji velmi nepravidelné, a
proto jsou obtizné na matematické zkouméni. Statistickd mechanika se zabyva
yidedlnim“ modelem latky, ktery ma nazev statisticky mechanicky model. Tento
model ma i matematickou reprezentaci ve tvaru parti¢ni sumy 2 :

2= ().

kde o je stav ur¢itého modelu, F (o) je celkova energie tohoto stavu, T je absolutni
teplota a k je Boltzmannova konstanta. Scita se pres vSechny stavy modelu.
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Pokud 1ze presné odvodit partiéni sumu modelu, pak fikdme, Ze tento model
je presné resitelny. Ukazalo se, ze ¢etné modely jsou presné fesitelné, zejména od
prichodu Drinfel’dovy kvantové grupy. Diky myslence kvantové grupy a také diky
nezavislé praci ve statistické mechanice se ukazalo, Ze parti¢ni suma tzce souvisi
s invarianty uzli (a jejich spojeni).

Uvazujme dvojrozmérnou mriizku. Na mrizce definujeme tzv. vrcholovy model.
Tento model je jednim z klasickych modeli dvojrozmérné statistické mechaniky.
Jak nazev napovidd, ¢tyrem hranam, které vychéazeji z vrcholi vrcholového mo-
delu, pfitadime ¢tyfi stavové proménné i, j, k, [, viz obrazek [£.15]

Obrézek 4.15: Vrcholovy model.

Pro tento model je mozné urcit pravdépodobnost realizace w ve vrcholu. Tato
pravdépodobnost se znaci w(i,j, k,l)(u). Proménnd u se nazyva spektralni para-
metr a udava vzajemné interakce systému.

Postacujici podminkou pro tesitelnost statistického mechanického modelu je
Yang-Baxterova rovnice. Tato rovnice je obtizna, a proto nebudeme uvadét jeji
obecny tvar. V pripadé vrcholového modelu mé tato rovnice nasledujici tvar:

Z w(b,c,q,r)(w)w(a,k,p,c)(u+ v)w(i,jab)(v) =

a,b,c

> w(a,b,p,q)(v)w(icar)(u+ v)w(jkbe)(u) (4.1)

a,b,c

/P

N

Obrazek 4.16: Yang-Baxterova rovnice pomoci diagramu. [7), s. 250]

Pokud tedy najdeme Boltzmannovu vahu w, ktera vyhovuje tyto rovnici, mo-
del je presné Tesitelny. Ale jak to souvisi s teorii uzlu?
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Pokud se peclivé podivame na rovnici a obrazek [4.16] ktery ji odpovidd, mu-
zeme si vSimnout, Ze je to presné treti Reidemeistertiv pohyb. Jinymi slovy, par-
tiéni suma se tretim Reidmeisterovym pohybem neméni.

Ted’” uvazujme jiny statisticky mechanicky model - Sestivrcholovy model. Je to
presné fesitelny model. V tomto pripadé mohou stavové proménné nabyvat pouze
hodnoty % nebo —% a ve vrcholu predpokladame zachovani stavovych promén-
nych, tedy i + j = k +[. Pokud vyse uvedend podminka zachovani neni splnéna,
Boltzmannova vaha v tomto vrcholu je nulova.

V tomto ptripadé hodnoty Bolzmannovych vah jsou nasledujici:

1111 1 1 1 1
w (aua) <U) =w <_a IS NS T ) (U) =1
2'2°2°2 2 2 2 2
(1 11 1>< ) ( 11 1 1>< ) sinh u
w\ =, — -, =, — = Uu)=w\——,=, — =, =< U)= —F—J—"-—
222 2 22" 272 sinh(\ — )

1 1 11 B 111 1 ~ sinh A
v (2’ T 2’2> (u) = w (_2’2’2’ - 2) () = Soh0 =)
Ve vsech ostatnich ptipadech w(i,j,k,l) = 0.
Funkce sinh ma nazev hyperbolicky sinus a je definovana nasledujicim zptiso-
bem: sinh(z) = £=¢
Ve skutec¢nosti Boltzmannovy vahy, kromé Yang-Baxterovy rovnice, splnuji
dalsi dulezité podminky ve statistické mechanice. Napriklad, plati nasledujici

vztah

—x

w(z’,j, k? Z)(u) = w(_i7 - j? _kv _l>(u)
Z hlediska teorie uzla splnuji také nasledujici dilezitou podminku, ktera ma
nazev unitarni podminka.

Z w(i,j,p,q)(u)w(q,p,l,k)(—u) = 5ik5jl

1 1
pa=3,73
Symbol d;, se nazyva Kroneckerovo delta a je roven 1 v pripadé, kdyz i = k.
Pokud 7 # k, d; = 0.

k l k l
q p — > <
. . i j

Obrazek 4.17: Unitarni podminka pomoci diagramu. [7, s. 252]

Pokud znazornime unitarni podminku pomoci obrazku muzeme si vSim-
nout, ze odpovidd druhému Reidmesterovu pohybu uzli.

Mizeme tedy udélat zavér, ze partiéni suma je uzlovym invariantem vuci
druhému a tfetimu Reidemeisterovu pohybu. [7), s. 248-255]

43



Z.aver

Cilem mé bakalarské prace bylo vysvétlit zakladni myslenky teorie uzla po-
chopitelnym jazykem. Jak uz jsem zminila v tivodé, matematicka teorie uzli je
rozsahla a narocnd disciplina, ale zkusila jsem zjednodusit obtizné pojmy a vy-
svétlit je pomoci obrazkl, aby zakladni myslenky byly dostupné i pro laiky.

V prvni kapitole o historii teorie uzli jsem se pokusila ukéazat, ze teorie uzla
nevznikla najednou, ale ma dlouhy ptivod. Mnoho matematikt a fyziki prispélo
k jejimu rozvoji. I dnes vyvoj matematické teorie uzlti pokracuje.

Druha kapitola je zakladem celé prace, nebot mluvi o elementarnich pojmech
v teorii uzll: co je uzel, jak ho mizeme znézornit v roviné, jaké existuji uzly a
jaké operace s nimi mizeme provadét.

Treti kapitola je vénovana uzlovym polynomtm, velmi dilezitym uzlovym
invariantim. Prozkoumali jsme definice a vypocet Alexandrova, Alexandrova-
Conwayova a Jonesova polynomu, a taky jsme uvedly priklady téchto polynomi
pro rizné uzly.

Ctvrté kapitola se zabyvéa aplikacemi teorie uzltl v riznych védach: fyzice,
chemii a biologii.

V této praci jsem uvedla pouze malou ¢ast matematické teorie uzli, ktera je
vysvétlitelna jednoduchymi pojmy. Ve skutecnosti existuje mnoho dalsich zaji-
mavych myslenek, takze tato prace slouzi i jako motivace k dalsimu studiu.
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