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Anton Matis
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Abstrakt: Bakalárska práca popisuje a analyzuje hru, v ktorej proti sebe
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Úvod

Duel je hra, v ktorej dvaja hráči mieria na seba zbraňami a ich úlohou
je zasiahnut’ protihráča. Truel je rozš́ıreńım duelu, vystupujú v ňom traja
hráči namiesto dvoch. V priebehu práce sa zaoberáme najmä určeńım prav-
depodobnosti výhier jednotlivých hráčov, pokial’poznáme, s akými pravdepo-
dobnost’ami pri výstrele zasiahnu ciel’. Dospejeme k intuit́ıvnemu pozorova-
niu. V dueli pravdepodobnost’ výhry priamo úmerne súviśı s úspešnost’ou
strel’by. V trueli sa však stretneme s pŕıpadmi, kedy to tak nemuśı byt’.
Vo všeobecnosti je truel omnoho rozmaniteǰsou hrou v porovnańı s duelom.
Okrem úspešnosti strel’by hrajú výraznú úlohu aj stratégie, poradie strelcov,
pŕıpadne možnost’ uzavretia paktu alebo výstrelu do vzduchu. V zdrojoch
použitých k tejto práci je možné nájst’ rôzne varianty hier s pŕıslušnými in-
terpretáciami.

Téma práce je spracovaná na pomedźı teórie hier a teórie pravdepodob-
nosti. Popisujeme existujúcu problematiku a mierne ju rozširujeme našimi
pŕıspevkami. Využ́ıvame kombinatorické a pravdepodobnostné výpočty, vzt’ah
pre súčet nekonečného geometrického radu, taktiež ukážeme výpočty pomo-
cou Markovových ret’azcov.

Viackrát ukazujeme alternat́ıvny spôsob výpočtov, alebo uvádzame vlastný
výpočet na základe charakteristiky uvedenej v zdroji. V oddieloch 1.1 a 1.2
zovšeobecňujeme revolverový duel z [2], uvažujeme vel’kost’ zásobńıka n na-
miesto pôvodného počtu 6.

Práca je vhodná pre čitatel’a na úrovni bakalárskeho štúdia, často si vy-
stač́ıme s vedomost’ami zo stredoškolskej matematiky, niektoré časti (napr.
Markovové ret’azce) však vyžadujú základný vysokoškolský kurz teórie prav-
depodobnosti. Práca môže byt’ vhodná pre čitatel’ov, ktoŕı si chcú precvičit’

teóriu pravdepodobnosti na zauj́ımavých netradičných úlohách.
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1 Duel

Duel je hra medzi dvomi hráčmi, ktoŕı navzájom mieria zbraňami na seba.
Snahou každého z nich je vo svojom t’ahu úspešným zásahom eliminovat’ pro-
tihráča z hry. Hra sa konč́ı ak nažive ostane jeden hráč. V dueli považujeme
vynechanie svojho t’ahu (výstrel do vzduchu) za nezmysluplný t’ah. Jediná
zmysluplná stratégia pre každého hráča je striel’at’ po druhom hráčovi. Bu-
deme sa venovat’ viacerým typom duelu, pre rôzne vopred určené pravidlá,
konkrétne nasledujúcim typom:

• Zovšeobecnený
”
revolverový“ duel

• Zovšeobecnený stupňovaný
”
revolverový“ duel

• Náhodný duel

• Sekvenčný duel

Označ́ıme hráčov A, B.

1.1 Zovšeobecnený
”
revolverový“ duel

V tejto časti vychádzame z [3, sekcia 2]. Hráči A, B použ́ıvajú jednu
spoločnú zbraň s jedným nábojom a zásobńıkom pre n nábojov na spôsob

”
ruskej rulety“, kde n je prirodzené č́ıslo. Hráč A zatoč́ı zásobńıkom a vy-
streĺı na hráča B. Ak netraf́ı, hráč B si vezme zbraň, zatoč́ı zásobńıkom
a vystreĺı na hráča A atd’. V každom t’ahu má hráč práve jeden výstrel. Hra
konč́ı úspešným výstrelom, pričom každý výstrel s nábojom je úspešný. Prav-
depodobnost’ úspešného výstrelu je zrejme 1/n. Vyrátame pravdepodobnost’

úspechu hráča A ako súčet nekonečného radu, túto pravdepodobnost’ budeme
značit’ P (A). Jednotlivé sč́ıtance udávajú pravdepodobnosti, že duel skonč́ı
v́ıt’azstvom A v 1. kole, 3. kole, 5. kole atd’.

P (A) = 1
n
+ (n−1

n
)2 1

n
+ (n−1

n
)4 1

n
+ ...

P (A) = 1
n
S, pričom S = 1 + (n−1

n
)2 + (n−1

n
)4 + ... = 1

1−(n−1
n

)2

P (A) = 1
n

1
1−(n−1

n
)2

= 1
n

1

1−(n
2−2n+1

n2 )
= 1

n
1

2n−1

n2
= n

2n−1

Pravdepodobnost’, že hráč A vyhrá, je podl’a výpočtov n
2n−1

, daná hodnota

záviśı na n (vel’kosti zásobńıka), avšak P (A) > 1/2 pre každé n ∈ N. Teda
P (A) > P (B), táto nerovnost’ nastáva intuit́ıvne kvôli faktu, že hráč A má
prvý t’ah.
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Pre každé n ∈ N plat́ı lima→∞
(︁
n−1
n

)︁a
= 0, to znamená, že s pravdepodob-

nost’ou 1 je hra konečná a pravdepodobnost’, že vyhrá hráč B, môžeme vyrátat’

ako doplnkovú pravdepodobnost’ k výhre hráča A, t.j. P (B) = 1− P (A).

P (B) = 1− n

2n− 1
=

n− 1

2n− 1

Definujeme náhodnú veličinu D ako počet výstrelov v dueli. Vyrátame
strednú hodnotu D. Činitel’ (n−1

n
)k−1 1

n
je pravdepodobnost’, že hráč v k-tom

kole zasiahne súpera a všetky predošlé výstrely boli neúspešné.

E(D) =
∞∑︂
k=1

k

(︃
n− 1

n

)︃k−1
1

n
=

1

n

∞∑︂
k=1

k

(︃
n− 1

n

)︃k−1

=

=
1

n

∞∑︂
k=1

k∑︂
j=1

(︃
n− 1

n

)︃k−1

=
1

n

∞∑︂
j=1

∞∑︂
k=j

(︃
n− 1

n

)︃k−1

=

=
1

n

∞∑︂
j=1

(n−1
n
)j−1

1− n−1
n

=
1

n

1

(1− n−1
n
)2

=
1

n
n2 = n

Očakávaná d́lžka duelu je n.

1.2 Zovšeobecnený stupňovaný
”
revolverový“ duel

Taktiež vychádzame z [3, sekcia 2]. Hráči A, B použ́ıvajú jednu spoločnú
zbraň s jedným nábojom a zásobńıkom pre n nábojov na spôsob

”
ruskej ru-

lety“, kde n je prirodzené č́ıslo. Tento prinćıp je zachovaný z typu predošlej
časti, avšak v tomto dueli je s výmenou zbrane pridaný jeden výstrel. Teda
v n-tom t’ahu má daný hráč n výstrelov. Hra zač́ına tak, že hráč A zatoč́ı
zásobńıkom a vystreĺı na hráča B. Ak netraf́ı, hráč B môže dvakrát zatočit’

zásobńıkom a vystrelit’ na hráča A. Ak minul oba výstrely, je na t’ahu hráč A,
ktorý má najviac 3 výstrely atd’. Hra konč́ı úspešným výstrelom, pričom
každý výstrel s nábojom je úspešný.

Nech x predstavuje jav, že zbraň nevystreĺı, a Y jav, ked’ A úspešne
vystreĺı. Nasledovnou ukážkou ilustrujeme pŕıpady, v ktorých sa A stane
výhercom.
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Y
x xx Y
x xx xY
x xx xxY
x xx xxx xxxx Y
x xx xxx xxxx xY
x xx xxx xxxx xxY
x xx xxx xxxx xxxY
x xx xxx xxxx xxxxY

atd’.

Vypoč́ıtame pravdepodobnost’ výhry hráča A takým spôsobom, že sč́ıtame
pravdepodobnost’ všetkých možnost́ı, kedy môže hráč A vyhrat’:

1

n
+

(︄(︃
1− 1

n

)︃3

+

(︃
1− 1

n

)︃4

+

(︃
1− 1

n

)︃5
)︄

1

n
+

(︄(︃
1− 1

n

)︃10

+ · · ·+
(︃
1− 1

n

)︃14
)︄

1

n
+· · ·

Tvar tejto postupnosti vieme zaṕısat’ pomocou sumy. Pred sumu vy-
tkneme 1

n
. Vid́ıme, že suma sa skladá zo skuṕın sč́ıtancov, pričom v každej

skupine sú mocniny zlomku n−1
n

s exponentami idúcimi po sebe. Počty sč́ıtan-
cov v jednotlivých skupinách sú 1, 3, 5, ..., v m-tej skupine ich bude 2m− 1.
Exponenty prvých sč́ıtancov v jednotlivých skupinách sú postupne 0, 1 + 2,
1 + 2 + 3 + 4, ..., v m-tej skupine je prvý exponent

∑︁2m−2
i=1 i, to sa rovná

(2m− 1)(2m− 2)/2 = (2m− 1)(m− 1). Súčet sč́ıtancov v m-tej skupine je

preto
(︁
n−1
n

)︁(2m−1)(m−1)∑︁2m−2
j=0

(︁
n−1
n

)︁j
.

P (A) =
1

n

∞∑︂
m=1

(︃
n− 1

n

)︃(2m−1)(m−1) 2m−2∑︂
j=0

(︃
n− 1

n

)︃j

=
1

n

∞∑︂
m=1

(︃
n− 1

n

)︃(2m−1)(m−1) (n−1
n
)2m−1 − 1

n−1
n

− 1

=
∞∑︂

m=1

(︃
n− 1

n

)︃(2m−1)(m−1)
(︄
1−

(︃
n− 1

n

)︃2m−1
)︄

V tabul’ke môžeme vidiet’ numerické hodnoty P (A) vzhl’adom k vel’kosti
zásobńıka. Pravdepodobnost’ sa znižuje pri zväčšovańı zásobńıka.
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n P (A)
2 0,61032
3 0,55709
4 0,53894
5 0,52962
6 0,52392
7 0,52007
8 0,51728
9 0,51518
10 0,51353

Zdá sa, že P (A) sa bĺıži k 1/2 pre n → ∞. Intuit́ıvne, pre vel’ké n je
šanca na výhru v prvom kole pre A zanedbatel’ná. Teda striel’at’ ako prvý nie
je významná výhoda.

Pre zjednodušenie výrazu označme q = 1− 1/n, pričom plat́ı q ∈ (0, 1):

P (q) =
∞∑︂

m=1

q(2m−1)(m−1)
(︁
1− q2m−1

)︁
(1)

Prvé členy nekonečného radu (1) sú

q0 − q1 + q3 − q6 + q10 − q15 + · · · ,

to vieme zaṕısat’ nasledovne:

P (q) =
∞∑︂
k=0

(−1)kq
1
2
k(k+1). (2)

Súčet dvoch susedných členov pre k = 2m− 2 a k = 2m− 1, m ∈ N, je

(−1)2m−2q
1
2
(2m−2)(2m−1) + (−1)2m−1q

1
2
(2m−1)2m = q(m−1)(2m−1) − q(2m−1)m,

čo odpovedá členom radu (1).
Zauj́ıma nás limita pre q → 1−, čo odpovedá n → ∞ z predošlého

značenia. Dá sa ukázat’, že plat́ı:

lim
q→1−

(︄
∞∑︂
k=0

(−1)kq
1
2
k(k+1)

)︄
=

1

2
.

Dôkaz tejto rovnosti je postavený na tom, že namiesto abelovského súčtu
radu sa dá spoč́ıtat’ cesàrovský súčet, ktorý naozaj vychádza 1/2.

Definujeme náhodnú veličinu D ako počet výstrelov v dueli. Uvedomı́me
si, že očakávaný počet výstrelov nezáviśı na tom, ktorý hráč striel’a. Pravde-
podobnost’ úspešného výstrelu je 1/n. Výpočet strednej hodnoty sa zhoduje
s výpočtom v sekcii 1.1, preto očakávaná d́lžka duelu je takisto n.
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1.3 Náhodný duel

V tomto oddiele a v oddiele 1.4 vychádzame z [1, sekcie 2 a 8]. V ná-
hodnom dueli je hráč, ktorý bude striel’at’, vybraný v každom t’ahu náhodne
s rovnakou pravdepodobnost’ou pre oboch hráčov. V každom t’ahu padne
jeden výstrel. Nábojov je neobmedzené množstvo. V tabul’ke 1 uvažujeme
3 stavy hry. Stav 0 znamená, že obaja hráči sú nažive, to nie je konečný
stav a duel pokračuje d’alej. Stav 1 odpovedá tomu, že hráč A ostal nažive,
stav 2 znamená, že hráč B ostal nažive.

Stavy Hráči nažive

0 AB
1 A
2 B

Tabul’ka 1: Tabul’ka stavov pre náhodný duel.

1 - a /2 - b /2

a /2b /2 11 0 12

Obr. 1: Interpretácia Markovového ret’azca pre náhodný duel.

Nech a je úspešnost’ strel’by hráča A a b je úspešnost’ strel’by hráča B.
Úspešnost’ strel’by hráča je pravdepodobnost’, že pri výstrele zasiahne pro-
tihráča, preto a, b ∈ [0, 1]. Predpokladajme, že 0 < a+ b.

Urč́ıme pravdepodobnost’ uj
i , že zo stavu i sa dostaneme do stavu j

v konečnom počte krokov. Pravdepodobnost’ prechodu medzi stavmi i, j v jed-
nom kroku označ́ıme pji . Z defińıcie pji a uj

i plynie uj
i =

∑︁2
k=0 p

k
i u

j
k.V tomto

type duelu máme u1
2 = 0, u2

1 = 0. Aby sme určili pravdepodobnost’ výhry
oboch hráčov, vyrátame u1

0 a u2
0.

u1
0 = p00u

1
0 + p10u

1
1 (3)

u2
0 = p00u

2
0 + p20u

2
2 (4)
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Zo zadania poznáme nasledujúce rovnosti:

p00 = 1− a
2
− b

2
, p10 =

a
2
, p20 =

b
2

Z defińıcie plat́ı uj
j = 1, potom z (1) a (2) plynie

u1
0 =

p10
1−p00

, u2
0 =

p20
1−p00

Teraz dokážeme určit’ P (A), P (B):

P (A) = u1
0 =

a
a+b

, P (B) = u2
0 =

b
b+a

Ukážeme výpočet P (A) bez Markovových ret’azcov, pre výpočet P (B) by
sme postupovali analogicky. Najskôr nájdeme pravdepodobnost’, že hráč A
vyhrá v k-tom kole. To nutne znamená, že v prvých k− 1 kolách bola každá
strel’ba neúspešná.

Nech j ∈ {0, 1, ..., k − 1} odpovedá počtu t’ahov hráča A. Potom (1−a)j

2j
,

(1−b)k−1−j

2k−1−j sú pravdepodobnosti, že hráči A resp. B minuli svoje výstrely a

výraz
(︁
k−1
j

)︁
reprezentuje všetky možné kombinácie poradia strelcov. Sumou

cez všetky hodnoty j spoč́ıtame pravdepodobnost’, že hra dospela do k-tého
kola. Sumu vynásob́ıme pravdepodobnost’ou, že v k-tom kole hráč A úspešne
vystreĺı: 1

2
a. Súčet tejto sumy źıskame z binomickej vety. Došli sme k prav-

depodobnosti, že hráč A vyhrá v k-tom kole:

1

2k
a

k−1∑︂
j=0

(︃
k − 1

j

)︃
(1− a)j(1− b)k−1−j =

1

2k
a(2− a− b)k−1

.

Aby sme dostali P (A), sč́ıtame daný výraz cez všetky možné k ako sumu
geometrického radu s kvocientom 2−a−b

2
:

P (A) =
∞∑︂
k=1

1

2k
a(2− a− b)k−1 =

a

a+ b

Vid́ıme, že pravdepodobnost’ úspechu hráča A sa zvyšuje s rastúcou ús-
pešnost’ou strel’by a ekvivalentne u hráča B.
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1.4 Sekvenčný duel

V sekvenčnom dueli sa hráči striedajú po každom t’ahu. V každom t’ahu
padne jeden výstrel. V tomto dueli uvažujeme 4 stavy znázornené v tabul’ke 2.
V porovnańı s náhodným duelom je treba rozĺı̌sit’ stav, kedy sú obaja hráči
nažive. Je dôležité, ktorý hráč bude v najbližšom t’ahu striel’at’, čo je vy-
značené v tabul’ke tučným ṕısmenom.

Stavy Hráči nažive

0 AB
1 AB
2 A
3 B

Tabul’ka 2: Tabul’ka stavov pre sekvenčný duel.

1 - a
a

1 - b
b1 10 12 3

Obr. 2: Interpretácia Markovového ret’azca pre sekvenčný duel.

Budeme riešit’ nasledujúcu sústavu rovńıc vyplývajúcu z daného Mar-
kovového ret’azca. a, b, uj

i , p
j
i majú rovnaký význam ako v predchádzajúcej

sekcii. Opät’ použ́ıvame vzt’ahy uj
i =

∑︁3
k=0 p

k
i u

j
k a pozorovanie, že niektoré

sč́ıtance sú nulové, nakol’ko u3
2 = 0, u2

3 = 0, p00 = 0, p30 = 0, p11 = 0, p21 = 0.

u2
0 = p10u

2
1 + p20u

2
2 (5)

u3
0 = p10u

3
1 (6)

u2
1 = p01u

2
0 (7)

u3
1 = p01u

3
0 + p31u

3
3 (8)

Pričom vieme, že platia nasledujúce rovnosti:

p10 = 1− a, p20 = a, p01 = 1− b, p31 = b

Zo zadaných rovńıc dostaneme úpravami tieto vzt’ahy:

u2
0 =

p20
1−p10p

0
1
, u3

0 =
p10p

3
1

1−p10p
0
1
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Pravdepodobnosti úspechov hráčov A, B za predpokladu, že zač́ına hráč A,
sú:

P (A) = u2
0 =

a
1−(1−a)(1−b)

, P (B) = u3
0 =

b(1−a)
1−(1−a)(1−b)

K rovnakému výsledku dospejeme aj bez Markovových ret’azcov. Pravde-
podobnost’, že hráč A vyhrá duel, ked’ zač́ına, je pravdepodobnost’, že bude
úspešný jeho prvý výstrel, alebo jeho druhý výstrel, alebo jeho tret́ı výstrel
atd’. Odvodenie je možné nájst’ v [2].

P (A) = a+ a(1− a)(1− b) + a[(1− a)(1− b)]2 + a[(1− a)(1− b)]3 + · · ·

=
a

1− (1− a)(1− b)

=
a

a+ b− ab

Pravdepodobnost’ výhry hráča B vypoč́ıtame opät’ ako súčet geometric-
kého radu:

P (B) =(1− a)b+ (1− a)b[(1− a)(1− b)] + (1− a)b[(1− a)(1− b)]2+

+ (1− a)b[(1− a)(1− b)]3 + ...

=
(1− a)b

1− (1− a)(1− b)

=
(1− a)b

a+ b− ab

Uvedieme d’aľśı spôsob výpočtu P (A) podl’a [4, oddiel 24].
Nech f(a, b) je pravdepodobnost’, že hráč A ostane nažive a f(b, a) je

pravdepodobnost’, že hráč B ostane nažive, potom:

f(a, b) = a+ (1− a)(1− f(b, a))

= a+ (1− a)(1− (b+ (1− b)(1− f(a, b))))

= a+ (1− a)(1− b)f(a, b)

Dostali sme lineárnu rovnicu, ktorá sa dá l’ahko vyrátat’ a riešeńım je
očakávaná rovnost’ f(a, b) = a

a+b−ab
.

Pokial’ a ̸= 0, tak v sekvenčnom dueli je výhodneǰsie striélat’ prvý.
Rovnost’ pravdepodobnost́ı, pokial’ a, b ∈ (0, 1) nastane, ak a

a+b−ab
= 1

2
,

z čoho vyplýva b = a
1−a

, čo môže nastat’ len pre b > a. Rovnaká pravdepodob-

nost’ výhry pre oboch hráčov, ak A zač́ına, nastáva napŕıklad pre a = 1
2
, b = 1

alebo pre a = 2
5
, b = 2

3
.
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V [2] je uvedený predpoklad, že zač́ına hráč s nižšou úspešnost’ou strel’by.
Tento predpoklad nie je nutný. Taktiež je nesprávne uvedené, že výsledky
pre P (A), P (B) dostaneme pokial’ zač́ına hráč B. Tieto výsledky dostaneme,
ak začne hráč A.
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2 Truel

Truel je rozš́ıreńım duelu. Proti sebe súperia traja hráči namiesto dvoch.
Snahou každého z nich je ostat’ nažive. Hra sa konč́ı, ak nažive ostane práve
jeden hráč. Poradie strelcov, úspešnost’ strel’by hráčov a stratégie pre určenie
hráča, na ktorého bude hráč na t’ahu striel’at’, významne ovplyvňujú šance
jednotlivcov na v́ıt’azstvo. V priebehu sekcie rozĺı̌sime dva typy truelu, kon-
krétne tieto:

• Náhodný truel

• Sekvenčný truel

Označ́ıme hráčov A, B, C a úspešnost’ ich strel’by, teda pravdepodobnosti,
že zasiahnu svoj ciel’, postupne a, b, c. Hráči majú navzájom vedomie o svojich
úspešnostiach strel’by.

2.1 Náhodný truel

V tomto oddiele vychádzame z [1, oddiel 3 a 8]. V náhodnom trueli je
hráč, ktorý bude striel’at’, vybraný v každom t’ahu náhodne s rovnakou prav-
depodobnost’ou pre všetkých troch hráčov.

Označme P (A), P (B), P (C) pravdepodobnosti, že hráči A, B, C vyhrajú
náhodný truel.

Pre výpočet pomocou Markovových ret’azcov skonštruujeme množinu sta-
vov: {ABC,AB,AC,BC,A,B,C}, ktorá odpovedá hráčom, ktoŕı sú nažive.
Stavy {A,B,C} sú absorpčné.

Stav Hráči nažive

0 ABC
1 AB
2 AC
3 BC
4 A
5 B
6 C

Tabul’ka 3: Tabul’ka stavov pre náhodný truel.
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p0
1

p0
2

p0
3

p0
0

p1
4

p1
5

p1
1

p2
4

p2
6

p2
2

p3
5

p3
6

p3
3

1 1
1

0

1 2 3

4 5 6

Obr. 3: Interpretácia Markovového ret’azca pre náhodný truel.

Rovnako ako v predošlej sekcii urč́ıme pravdepodobnost’ uj
i , že zo stavu i

sa dostaneme do stavu j v konečnom počte krokov. Pravdepodobnost’ pre-
chodu medzi stavmi i, j v jednom kroku označ́ıme pji .

Vyrátame u4
0, u

5
0, u

6
0, čo odpovedá hodnotám P (A), P (B), P (C). Využijeme

vzt’ah uj
i =

∑︁6
k=0 p

k
i u

j
k, z ktorého plynie:

u4
0 = p00u

4
0 + p10u

4
1 + p20u

4
2 + p30u

4
3 + p40u

4
4 + p50u

4
5 + p60u

4
6

Z defińıcie truelu plat́ı: u4
3 = u4

5 = u4
6 = p40 = 0, preto sú niektoré členy

nulové. Pre nenulové členy použijeme rovnaký vzt’ah a dostaneme:

u4
1 = p11u

4
1 + p41u

4
4 (u4

4 = 1, p01 = p21 = p31 = u4
5 = u4

6 = 0)

u4
2 = p22u

4
2 + p42u

4
4 (u4

4 = 1, p02 = p12 = p32 = u4
5 = u4

6 = 0)

Dohromady źıskame nasledujúcu rovnost’ pre u4
0:

u4
0 = p00u

4
0 + p10

p41
1− p11

+ p20
p42

1− p22

u4
0 =

p10p
4
1

(1− p00)(1− p11)
+

p20p
4
2

(1− p00)(1− p22)

Podobne vyjadŕıme u5
0:

u5
0 = p00u

5
0 + p10u

5
1 + p20u

5
2 + p30u

5
3 + p40u

5
4 + p50u

5
5 + p60u

5
6
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Plat́ı u5
2 = u5

4 = u5
6 = p50 = 0, u5

5 = 1 a nasledujúce rovnosti:

u5
1 = p11u

5
1 + p51 (p01 = p21 = p21 = u5

4 = u5
6 = 0)

u5
3 = p33u

5
3 + p53 (p03 = p13 = p23 = u5

4 = u5
6 = 0)

Potom:

u5
0 =

p10p
5
1

(1− p00)(1− p11)
+

p30p
5
3

(1− p00)(1− p33)

Analogickými krokmi sa dá ukázat’ rovnost’ pre u6
0:

u6
0 =

p20p
6
2

(1− p00)(1− p22)
+

p30p
6
3

(1− p00)(1− p33)

Pre zauj́ımavost’ naznač́ıme aj iný spôsob výpočtu u4
0, u

5
0, u

6
0.

V našom pŕıpade môžeme pre rôzne stavy i, j, pokial’ sú spojené hranou,
resp. prechod medzi nimi je možný v jednom kroku, ṕısat’:

uj
i = pji + piip

j
i + piip

i
ip

j
i + piip

i
ip

i
ip

j
i + · · ·

Všeobecne v Markovovom ret’azci neplat́ı tento vzt’ah, nakol’ko môže exis-
tovat’ stav k rôzny od i a j, cez ktorý je možné dostat’ sa z i do j. Z obr. 3
je však zrejmé, že v našom Markovovom ret’azci to nemôže nastat’.

Prechod do stavu j nastane v pŕıpade úspešného výstrelu. Sč́ıtańım geomet-

rického radu vieme pre naše stavy i, j vyjadrit’ uj
i =

pji
1−pii

.

Existujú 2 cesty, ako sa dostat’ do stavu 4, resp. ako môže A vyhrat’. Bud’

0 → 1 → 4 alebo 0 → 2 → 4.

u4
0 = u1

0u
4
1 + u2

0u
4
2 =

p10
1− p00

p41
1− p11

+
p20

1− p00

p42
1− p22

Dostali sme rovnaký výsledok pre u4
0 ako pri predošlom postupe a ob-

dobným postupom sa dá vyjadrit’ u5
0, u

6
0.

Zavedieme značenie pre túto sekciu. Nech PA→B, PA→C sú pravdepodob-
nosti, že A mieri v prvom pŕıpade na B a v druhom na C, analogicky pre
ostatné možnosti. Potom vieme určit’:

p00 = 1− 1
3
(a+ b+ c)

p10 =
1
3
(aPA→C + bPB→C) p41 = p42 =

a
2

p20 =
1
3
(aPA→B + cPC→B) p51 = p53 =

b
2

p22 = 1− 1
2
(a+ c)

p30 =
1
3
(bPB→A + cPC→A) p62 = p63 =

c
2

p33 = 1− 1
2
(b+ c)
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Nech je počas truelu l’ubovol’ný hráč na t’ahu. Uvedomı́me si, že v pŕıpade
jeho úspešného výstrelu nastáva duel, v ktorom je výhodneǰsie stretnút’ sa
so slabš́ım z dvojice. Ak daný hráč svoj výstrel minie, je jedno na koho mieril.
Z tejto úvahy je zjavné, že v trueli je výhodneǰsie mierit’ na silneǰsieho z dvoj-
ice protivńıkov. Ked’že hráči majú navzájom vedomie o svojich úspešnostiach
strel’by, tak vieme jednoznačne určit’ stratégiu pre každého z nich, tú budeme
nazývat’ stratégia najsilneǰsieho protivńıka.

Nech a > b > c a hráči sa držia stratégie najsilneǰsieho protivńıka, potom
hráči mieria na seba nasledovne: A → B,B → A,C → A a môžeme určit’

PA→B = PB→A = PC→A = 1, PA→C = PB→C = PC→B = 0, potom plat́ı:

P (A) = u4
0 =

1
3
(aPA→B+cPC→B)a

2

(1−(1− 1
3
(a+b+c)))(1−(1− 1

2
(a+c)))

= a2

(a+b+c)(a+c)

P (B) = u5
0 =

1
3
(bPB→A+cPC→A) b

2

(1−(1− 1
3
(a+b+c)))(1−(1− 1

2
(b+c)))

= b
a+b+c

P (C) = u6
0 =

1
3
(aPA→B+cPC→B) c

2

(1−(1− 1
3
(a+b+c)))(1−(1− 1

2
(a+c)))

+
1
3
(bPB→A+cPC→A) c

2

(1−(1− 1
3
(a+b+c)))(1−(1− 1

2
(b+c)))

=

= ac
(a+b+c)(a+c)

+ (b+c)c
(a+b+c)(b+c)

= c(2a+c)
(a+b+c)(a+c)

2.2 Sekvenčný truel

V tejto sekcii vychádzame z [2, oddiel 1]. V tomto sekvenčnom trueli
platia nasledovné pravidlá:

• Hráči striel’ajú podl’a poradia. Hráč A striel’a ako prvý, potom hráč B,
potom C. Toto poradie sa počas hry nemeńı.

• Nie je možné vynechat’ svoj t’ah, resp. vystrelit’ do vzduchu.

• Každý hráč má neobmedzené množstvo nábojov.

• Ak si hráč zvoĺı stratégiu, nemôže je neskôr zmenit’.

• Po vyradeńı jedného hráča pokračuje hra duelom.

Zavedieme nasledujúce značenie.
Predpokladáme, že všetci hráči majú pevne zvolenú stratégiu. PK(K,L) je

pravdepodobnost’, že hráč K vyhrá duel s hráčom L, K má prvý t’ah. PL(K,L)
je pravdepodobnost’, že L vyhrá duel s K, K má prvý t’ah. PK(K,L,M) je
pravdepodobnost’, že hráč K vyhrá truel s hráčmi L a M, K má prvý t’ah,
potom je na t’ahu L a potom M a pod. V zátvorkách je uvedené poradie
strelcov a pred zátvorkami je uvedený v́ıt’az.
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Predpokladáme, že a > b > c. Ukážeme pravdepodobnosti výhier hráčov,
pokial’ si všetci osvoja stratégiu najsilneǰsieho protivńıka, teda každý mieri
na silneǰsieho z dvoch protivńıkov. Chceme vyrátat’ PA(A,B,C). Uvedomı́me
si, že hráč A muśı najskôr vyradit’ hráča B a neskôr hráča C, aby vyhral truel.

Pravdepodobnost’, že A eliminuje B je pravdepodobnost’, že bude úspešný
jeho prvý výstrel, alebo jeho druhý výstrel, alebo jeho tret́ı výstrel atd’.,
pričom stále striel’a na B a je nám jasné, že pri svojej strel’be je stále nažive.
To môžeme zaṕısat’ nasledujúcim výrazom:

a+ a(1− a)(1− b)(1− c) + a[(1− a)(1− b)(1− c)]2 + · · · =

=
a

1− (1− a)(1− b)(1− c)

Podobný výpočet sme uviedli v sekcii 1.4. Výraz reprezentuje, že A v prie-
behu truelu vyrad́ı B. Teraz predpokladáme že C netraf́ı vo svojom t’ahu, to
nastane s pravdepodobnost’ou 1−c. V aktuálnom štádiu máme duel medzi A
a C, A je na t’ahu. Z výpočtov v sekcii 1.4 poznáme pravdepodobnost’ výhry
A v tomto dueli: PA(A,C) = a

1−(1−a)(1−c)

Dostali sme teda PA(A,B,C):

PA(A,B,C) = a2(1−c)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

Pre výpočet PB(A,B,C) uvažujeme nasledovné možnosti výhry B. Bud’

B v trueli vyrad́ı A a v dueli vyrad́ı C, alebo C vyrad́ı v trueli A a B vyrad́ı C.
Pravdepodobnosti týchto dvoch javov tvoria dva sč́ıtance, ktoré dostaneme
podobne ako pri PA(A,B,C) sč́ıtańım geometrického radu. Výslednú prav-
depodobnost’ zachováme kvôli prehl’adnosti v tvare súčtu.

PB(A,B,C) = (1−a)b2(1−c)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

+ (1−a)(1−b)bc
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

Nakoniec vyrátame PC(A,B,C). C môže vyhrat’ troma spôsobmi. Bud’

A vyrad́ı B a C vyrad́ı A, alebo B vyrad́ı A a C vyrad́ı B, alebo C vy-
rad́ı najskôr A a potom B. Pravdepodobnosti týchto troch javov zaṕı̌seme
pŕıslušnými sč́ıtancami.

PC(A,B,C) = ac
[1−(1−a)(1−b)][1−(1−a)(1−c)]

+ (1−a)bc
[1−(1−a)(1−b)][1−(1−b)(1−c)]

+

+ (1−a)(1−b)2c2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

Pre názornost’ vyč́ıslime PA(A,B,C), PB(A,B,C), PC(A,B,C) pre kon-
krétne hodnoty parametrov. Pokial’ napr. plat́ı a = 0,9; b = 0,8; c = 0,5, po-
tom PA(A,B,C) ≈ 0,43;PB(A,B,C) ≈ 0,04;PC(A,B,C) ≈ 0,52. Došli sme
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k neintuit́ıvnemu poznatku. Vid́ıme, že C má najväčšiu šancu byt’ v́ıt’azom
aj napriek tomu, že striel’a ako posledný a jeho úspešnost’ strel’by je suverénne
najnižšia. V tomto pŕıpade nemôžeme súhlasit’ s pozorovaniami, ktoré platia
v dueloch v časti 1.3, resp. 1.4, kde sme uviedli, že pravdepodobnost’ úspechu
hráča sa zvyšuje s rastúcou úspešnost’ou strel’by a je výhodou striel’at’ ako
prvý.

Analyzovali sme sekvenčný truel, kde poradie strelcov zač́ına od najsil-
neǰsieho hráča a každý sa drž́ı stratégie najsilneǰsieho protivńıka. Teraz sa po-
zrieme na sekvenčný truel, kde sa hráči takisto držia stratégie najsilneǰsieho
protivńıka, no poradie strelcov zač́ına od najslabšieho. Inak povedané, pra-
vidlo, že hráč A striel’a prvý, potom B a potom C zachováme a uvažujeme
a < b < c.

Chceme vyrátat’ PA(A,B,C). Uvedomı́me si, že hráč A vyhrá vtedy,
ked’ eliminuje oboch súperov, alebo ked’ B eliminuje C a následný duel
vyhrá A alebo ked’ C eliminuje B a následný duel vyhrá A. Podl’a prinćıpov
z predošlých výpočtov dostaneme:

PA(A,B,C) = a2(1−b)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

+ a(1−a)b
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

+

+ ac(1−a)(1−b)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

Pre výpočet PB(A,B,C), uvažujeme nasledovné možnosti výhry B. Bud’

B v trueli eliminuje C a v dueli eliminuje A, alebo A eliminuje v trueli C a
B vyhrá duel nad A.

PB(A,B,C) = (1−a)2b2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]
+ ab

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

Hráč C vyhrá len vtedy, ked’ eliminuje oboch súperov sám.

PC(A,B,C) = (1−a)2(1−b)c2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

Vyč́ıslime pravdepodobnosti pre rovnaké hodnoty ako v predchádzajúcej
časti, máme na vedomı́, že tentokrát je A najslabš́ı. Ak a = 0,5; b = 0,8;
c = 0,9, potom PA(A,B,C) ≈ 0,33;PB(A,B,C) ≈ 0,63;PC(A,B,C) ≈ 0,04.
Hráč C je posledný v porad́ı strelcov a pre oboch protihráčov je prioritným
ciel’om, śıce má najvyššiu úspešnosti strel’by, no aj tak jeho šanca na výhru
výrazne najnižšia.
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2.3 Sekvenčný truel a výstrely do vzduchu

Uvažujme modifikovaný sekvenčný truel, v ktorom môžu hráči vo svojom
t’ahu použit’ výstrelu do vzduchu. Po takom t’ahu s určitost’ou ostanú všetci
hráči nažive a na t’ahu je d’aľśı hráč podl’a poradia.

Nech a < b < c a poradie strelcov je A → B → C. Hráči B, C sa držia
stratégie najsilneǰsieho protivńıka a hráč A počas truelu využije možnost’

striel’at’ do vzduchu.
Uvedomı́me si, že pokial’ sú všetci nažive, tak ide o duel hráčov B a C,

po úspešnom výstrele nasleduje duel medzi A a v́ıt’azom z dvojice B, C. Preto
platia nasledujúce rovnosti.

PA(A,B,C) = ab
[1−(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

+ a(1−b)c
[1−(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

PB(A,B,C) = (1−a)b2

[1−(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

PC(A,B,C) = (1−a)(1−b)c2

[1−(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

Graficky znázorńıme, ktorý hráč ma najvyššiu šancu vyhrat’ truel v zá-
vislosti na parametroch a, b, pričom urč́ıme hodnotu parametra c, c = 1
a berieme ohl’ad na to, že a < b.

A B

C
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Obr. 4: SNP

A

BC
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Obr. 5: výstrel do vzduchu

Môžeme vidiet’, ako sa zmeńı situácia, ked’ hráč A namiesto stratégie naj-
silneǰsieho protivńıka (vl’avo) využ́ıva výstrel do vzduchu (vpravo). Vid́ıme,
že s využit́ım výstrelu do vzduchu sa pravdepodobnost’ hráča A na výhru
výrazne zvýši. A s určitost’ou nevypadne prvý, navyše po vyradeńı prvého
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hráča je A na t’ahu, čo je v dueli výhodou.

Zauj́ımavý pŕıpad truelu nastáva, ak a = b = c = 1. Ak hráč A vy-
streĺı na l’ubovol’ného súpera, nasleduje duel. V dueli nemá zmysel vystrelit’

do vzduchu, a preto protivńık hráča A vystreĺı a vyhrá. To znamená, že
A nemá šancu prežit’.

Ak A vystreĺı do vzduchu a jeden z hráčov B, C vystreĺı na jedného
z protihráčov, hráč A môže ostat’ nažive.

Táto úvaha plat́ı pre všetkých hráčov. Teda pre optimalizovanie svojej
pravdepodobnosti ostat’ nažive, hráči vo svojom t’ahu rozhodnú vystrelit’

do vzduchu. Takýto truel nemá konečný počet kôl.

2.4 Sekvenčný truel a pakty

V tejto časti vychádzame z [4, oddiel 3]. Berieme do úvahy sekvenčný
truel s pravidlami ako v sekcii 2.2. Pripomeňme si pŕıpad, ked’ a > b > c
a poradie strelcov je A → B → C. Pokial’ sa všetci držia stratégie najsil-
neǰsieho protivńıka a hodnoty parametrov sú a = 0,8; b = 0,7; c = 0,6, potom
PA(A,B,C) ≈ 0,29;PB(A,B,C) ≈ 0,08;PC(A,B,C) ≈ 0,64.

Povedzme, že A a B vytvoria pakt, že počas truelu budú obaja mierit’

na C, teda nebudú sa držat’ stratégie najsilneǰsieho protivńıka, hráč C bude
mierit’ na A. Vyrátame pravdepodobnosti výhier spôsobom, ktorý sme už
použ́ıvali.

Jav, ked’ hráč X zasiahne hráča Y, budeme značit’ X ↦→Y.
A môže zv́ıt’azit’ 2 spôsobmi, bud’ A↦→C ∧ A ↦→B alebo B ↦→C ∧ A ↦→B.

Preto môžeme ṕısat’:

PA(A,B,C) = a2(1−b)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

+ a(1−a)b
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

=

= a[a(1−b)+(1−a)b]
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

C môže vyhrat’ len jediným spôsobom: C↦→A ∧ C↦→B.

PC(A,B,C) = (1−a)(1−b)2c2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

Hráč B vyhrá v 3 pŕıpadoch: A ↦→C ∧ B ↦→A alebo B ↦→C ∧ B ↦→A alebo
C ↦→A ∧ B ↦→C. V rámci sekcie necháme takéto pravdepodobnosti kvôli pre-
hl’adnosti v tvare súčtu.
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PB(A,B,C) = ab
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

+ (1−a)2b2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]
+

+ (1−a)(1−b)bc
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

V trueli, kde A a B vzájomne dodržiavajú pakt, pokial’ a = 0,8; b = 0,7 a
c = 0,6 máme PA(A,B,C) ≈ 0,33;PB(A,B,C) ≈ 0,66;PC(A,B,C) ≈ 0,01.

Z nášho konkrétneho pŕıpadu je vidiet’, že pre hráčov A a B je výhodneǰsie
uzavriet’ pakt, než sa držat’ stratégie najsilneǰsieho protivńıka (SNP). Prav-
depodobnost’ výhry hráča A sa týmto mierne zvýši. Pre hráča B je to výrazne
zlepšenie na úkor hráča C.

Uvedené výpočty platia v pŕıpade, že hráči po uzavret́ı paktu budú pakt
dodržiavat’. My pripust́ıme stav, kedy hráči A a B napriek uzavretiu paktu, ho
môžu porušit’ a namiesto toho použ́ıvajú stratégiu najsilneǰsieho protivńıka.

Rozĺı̌sime tichý a hlasný truel. V tichom trueli hráči nevedia rozpoznat’

na koho bolo namierené v pŕıpade neúspešného výstrelu. Naopak, v hlasnom
trueli je každému jasné na koho bolo namierené.

2.4.1 Tichý sekvenčný truel a pakty

Pozrieme sa na situácie, ktoré môžu nastat’ v tichom trueli vzhl’adom
na dodržiavanie paktu. Pravdepodobnost’ výhry konkrétneho hráča budeme
značit’ P s pŕıslušným dolným indexom (PA, PB, PC).

Nech A dodržiava pakt a B dodržiava SNP, potom

• A vyhrá, ak A ↦→C ∧ A↦→B.

• B vyhrá, ak A ↦→C ∧ B ↦→A alebo B↦→A ∧ B↦→C alebo C↦→A ∧ B↦→C.

• C vyhrá, ak C ↦→A ∧ C↦→B alebo B↦→A ∧ C ↦→B.

Na základe týchto pozorovańı podobne ako v predošlej časti vyrátame:

PA = a2(1−b)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

PB = ab
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

+ (1−a)b2(1−c)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

+

+ (1−a)(1−b)bc
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

PC = (1−a)b[(1−b)2c+b]
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

Nech A dodržiava SNP a B dodržiava pakt, potom

• A vyhrá, ak A ↦→B ∧ A↦→C alebo B↦→C ∧ A↦→B.
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• B vyhrá, ak B ↦→C ∧ B ↦→A alebo C↦→A ∧ B↦→C.

• C vyhrá, ak A ↦→B ∧ C↦→A alebo C↦→A ∧ C↦→B.

Z týchto pozorovańı vieme vyrátat’:

PA = a2(1−c)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

+ (1−a)ab
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]

PB = (1−a)2b2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−b)]
+ (1−a)(1−b)bc

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

PC = a(1−a)c
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

+ (1−a)bc
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−b)(1−c)]

Pŕıpady, kedy obaja hráči dodržiavajú pakt alebo obaja dodržiavajú SNP
sme zanalyzovali už skôr. V tabul’ke ukážeme, aké sú pravdepodobnosti pre zvo-
lené parametre a = 0,8; b = 0,7; c = 0,6.

B
Pakt SNP

A

Pakt
PA ≈ 0,33 PA ≈ 0,21
PB ≈ 0,66 PB ≈ 0,69
PC ≈ 0,01 PC ≈ 0,11

SNP
PA ≈ 0,41 PA ≈ 0,29
PB ≈ 0,05 PB ≈ 0,08
PC ≈ 0,54 PC ≈ 0,64

Tabul’ka 4: Vyč́ıslenie pravdepodobnosti pre tichý truel.

Z pohl’adu hráča A je výhodneǰsie použit’ SNP než dodržat’ pakt, bez oh-
l’adu na správanie hráča B. Hráč B takisto navýši svoje šance, ak uprednostńı
SNP. Táto situácia je obdobou známeho problému z teórie hier, tzv. väzňovej
dilemy, podl’a ktorého vieme, že racionálnym postojom pre l’ubovol’ného hráča
je nespolupracovat’ a použit’ SNP.

2.4.2 Hlasný sekvenčný truel a pakty

Nech v hlasnom trueli A dodrž́ı pakt a vystreĺı na C. B poruš́ı pakt a
vystreĺı na A. Nasleduje výstrel hráča C na A. Predpokladajme, že všetky
3 výstrely boli nepresné. Hráč A vie, že B porušil pakt a nemá pre neho zmysel
d’alej ho dodržiavat’, teda bude mierit’ na B. Ked’že A má prvý t’ah, B pred
svoj́ım t’ahom rozpozná, či A porušil pakt, v takom pŕıpade je najlepšou
vol’bou pre B vystrelit’ na A. Preto predpokladáme, že ak A nedodrž́ı pakt,
B takisto nedodrž́ı pakt.
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Nech A poruš́ı pakt.
Chceme určit’ PA. A vyhrá, ak A↦→B ∧ A↦→C. Táto kombinácia môže

nastat’ 2 spôsobmi. Bud’ A zasiahne B hned’ v prvom kole a potom v dueli
zv́ıt’aźı nad C alebo ani jeden z hráčov v prvom kole netraf́ı, potom máme
klasický sekvenčńı truel so stratégiou najsilneǰsieho protivńıka.

PA = a2(1−c)
1−(1−a)(1−c)

+ (1−a)a2(1−b)(1−c)2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

Ak tieto zlomky sč́ıtame, tak dostaneme a2(1−c)
[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]

, to

je rovnaká pravdepodobnost’ ako v sekvenčnom trueli (oddiel 2.2). Skutočne,
tento pŕıpad sa od neho nijako neĺı̌si. Rovnako, hodnoty PB, PC sú totožné
ako v sekvenčnom trueli.

Ak nastane, že A dodrž́ı pakt a B nedodrž́ı pakt, potom A počas tru-
elu od svojom druhého výstrelu bude mierit’ na B, dôsledkom tohto faktu
je, že pravdepodobnosti úspechov nebudú totožné ako v sekvenčnom trueli
(čast’ 2.2).

A vyhrá, ak v prvom kole zasiahne C a následne vyhrá duel s B alebo
v prvom kole nikto netraf́ı a hráč A vyhrá v sekvenčnom trueli. Pravdepo-
dobnost’ výhry A je:

PA = a2(1−b)
1−(1−a)(1−b)

+ (1− a)(1− b)(1− c)PA(A,B,C)

Pripomeňme, že PA(A,B,C) je pravdepodobnost’ výhry A v sekvenčnom
trueli, ktorú sme vypoč́ıtali v sekcii 2.2, podobne v následujúcich 2 rovnos-
tiach.

B vyhrá, ak A vyrad́ı C v prvom kole a B vyrad́ı v dueli A, alebo A netraf́ı
v prvom kole, B vyrad́ı A a v dueli vyrad́ı C, alebo C v prvom kole vyrad́ı A
a duel vyhrá B, alebo v prvom kole nikto netraf́ı a B vyhrá v bežnom sek-
venčnom trueli. Pravdepodobnost’ jeho výhry je:

PB = ab
1−(1−a)(1−b)

+ (1−a)b2(1−c)
[1−(1−a)(1−c)]

+ (1−a)(1−b)bc
[1−(1−b)(1−c)]

+ (1−a)a2(1−b)(1−c)2

[1−(1−a)(1−b)(1−c)][1−(1−a)(1−c)]
+

+(1− a)(1− b)(1− c)PB(A,B,C)

C vyhrá, ak B vyrad́ı A v prvom kole a C vyrad́ı v dueli B, alebo C v pr-
vom kole vyrad́ı A a v dueli B, alebo v prvom kole nikto netraf́ı a C vyhrá
v sekvenčnom trueli. Pravdepodobnost’ jeho výhry je:

PC = (1−a)bc
1−(1−b)(1−c)

+ (1−a)(1−b)2c2

1−(1−b)(1−c)
+ (1− a)(1− b)(1− c)PC(A,B,C)
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B
Pakt SNP

A

Pakt
PA ≈ 0,33 PA ≈ 0,21
PB ≈ 0,66 PB ≈ 0,67
PC ≈ 0,01 PC ≈ 0,12

SNP
PA ≈ 0,29

nenastane PB ≈ 0,08
PC ≈ 0,64

Tabul’ka 5: Vyč́ıslenie pravdepodobnosti pre hlasný truel.

V tabul’ke vid́ıme výsledky pre zvolené parametre a = 0,8; b = 0,7; c = 0,6.
V porovnańı s tichým truelom sa mierne zńıžila pravdepodobnost’ úspechu
hráča B, čo je spôsobené zmenou v miereńı u hráča A.
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Záver

V úvode práce sme poṕısali 2 varianty
”
revolverového“ duelu, odvodili

sme pravdepodobnost’ úspechu zač́ınajúceho hráča v závislosti na vel’kosti
zásobńıka. V oboch pŕıpadoch hráč, ktorý má prvý t’ah, je vždy vo výhodneǰsej
poźıcíı a očakávaná d́lžka duelu je rovná vel’kosti zásobńıka n. Ďalej sme
v tejto sekcii analyzovali náhodný a sekvenčný duel. V náhodnom dueli je
výhodou vyššia úspešnost’ strel’by a v sekvenčnom je to kombinácia úspešnosti
strel’by a možnosti prvého t’ahu.

V druhom oddiele sa zaoberáme truelom. Táto hra je na prvý pohl’ad
podobná s duelom, avšak za určitých podmienok dospejeme k iným pozo-
rovaniam. V náhodnom trueli je optimálnou stratégiou pre každého hráča
mierit’ na najsilneǰsieho oponenta, teda vrav́ıme, že hráči sa držia stratégie
najsilneǰsieho protivńıka. V sekvenčnom trueli sme brali do úvahy hru, v kto-
rej zač́ına poradie od najsilneǰsieho hráča a hru, v ktorej zač́ına najslabš́ı.
V prvom pŕıpade je možné, že najslabš́ı hráč, ktorý zároveň má posledný
t’ah, je favoritom na výhru. Toto pozorovanie je presným opakom pozorova-
nia zo sekvenčného duelu. V druhom pŕıpade sme ukázali možnost’, kde hráč
s najvyššou úspešnost’ou strel’by má vel’mi malú šancu vyhrat’ celý truel.
Ak umožńıme hráčom v sekvenčnom trueli výstrel do vzduchu, najslabš́ı
z nich to môže využit’ a výrazne zvýšit’ pravdepodobnost’ svojej výhry. Na-
koniec sme pojednávali o trueli, v ktorom dvaja hráči uzavrú spoločný pakt
s ciel’om zvýšit’ svoje šance na výhru. Oṕısali sme viacero možných situácíı
a dospeli sme k pojmu z teórie hier známemu ako väzňova dilema.

Duely a truely môžu byt’ definované rôznymi spôsobmi, a preto je možné
túto tému rozširovat’ a generalizovat’. V tejto práci sme predviedli základne
formy týchto hier spojené s analytickými aj numerickými výpočtami a ukázali
sme kontrast, ktorý medzi danými hrami môže nastat’.
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