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Uvod

Duel je hra, v ktorej dvaja hraci mieria na seba zbranami a ich tlohou
je zasiahnut protihraca. Truel je rozsirenim duelu, vystupuji v nom traja
hraci namiesto dvoch. V priebehu préace sa zaoberame najméa urcenim prav-
depodobnosti vyhier jednotlivych hracov, pokial pozname, s akymi pravdepo-
dobnostami pri vystrele zasiahnu ciel. Dospejeme k intuitivnemu pozorova-
niu. V dueli pravdepodobnost vyhry priamo tdmerne stvisi s tdspesnostou
strelby. V trueli sa vsak stretneme s pripadmi, kedy to tak nemusi byt.
Vo vSeobecnosti je truel omnoho rozmanitejSou hrou v porovnani s duelom.
Okrem tspesnosti strelby hraji vyrazni tlohu aj stratégie, poradie strelcov,
pripadne moznost uzavretia paktu alebo vystrelu do vzduchu. V zdrojoch
pouzitych k tejto praci je mozné najst rozne varianty hier s prislusnymi in-
terpretaciami.

Téma prace je spracovana na pomedzi tedrie hier a tedrie pravdepodob-
nosti. Popisujeme existujicu problematiku a mierne ju rozsirujeme nasimi
prispevkami. VyuZivame kombinatorické a pravdepodobnostné vypocty, vztah
pre sucet nekonecného geometrického radu, taktiez ukdzeme vypocty pomo-
cou Markovovych retazcov.

Viackrat ukazujeme alternativny sposob vypoctov, alebo uvddzame vlastny
vypocet na zdklade charakteristiky uvedenej v zdroji. V oddieloch a
zovseobeciiujeme revolverovy duel z [2], uvazujeme velkost zésobnika n na-
miesto povodného poctu 6.

Prica je vhodné pre ¢itatela na irovni bakaldrskeho studia, casto si vy-
statime s vedomostami zo stredoskolskej matematiky, niektoré casti (napr.
Markovové retazce) vsak vyzaduju zdkladny vysokoskolsky kurz tedrie prav-
depodobnosti. Praca moze byt vhodnd pre ¢itatelov, ktorf si ched precvicit
tedriu pravdepodobnosti na zaujimavych netradiénych lohach.



1 Duel

Duel je hra medzi dvomi hrac¢mi, ktori navzajom mieria zbranami na seba.
Snahou kazdého z nich je vo svojom fahu tspesnym zasahom eliminovat pro-
tihraca z hry. Hra sa kon¢i ak nazive ostane jeden hrac. V dueli povazujeme
vynechanie svojho tahu (vystrel do vzduchu) za nezmysluplny tah. Jedind
zmysluplné stratégia pre kazdého hraca je strielat po druhom hricovi. Bu-
deme sa venovaf viacerym typom duelu, pre rozne vopred uréené pravidla,
konkrétne nasledujicim typom:

e Zovseobecneny ,revolverovy“ duel

e Zovseobecneny stupnovany ,revolverovy“ duel
e Nahodny duel

e Sekvencny duel

Oznacime hracov A, B.

1.1 Zovseobecneny ,revolverovy* duel

V tejto casti vychddzame z [3, sekcia 2|. Hraci A, B pouzivaji jednu
spolo¢ni zbran s jednym nabojom a zasobnikom pre n nabojov na sposob
yruskej rulety”, kde n je prirodzené ¢islo. Hra¢ A zatoc¢i zasobnikom a vy-
streli na hraca B. Ak netrafi, hra¢ B si vezme zbran, zato¢i zasobnikom
a vystreli na hraca A atd. V kazdom tahu mé hrac prave jeden vystrel. Hra
konci uspesnym vystrelom, pricom kazdy vystrel s nabojom je uspesny. Prav-
depodobnost tspesného vystrelu je zrejme 1/n. Vyrdtame pravdepodobnost
tspechu hraca A ako sti¢et nekoneéného radu, tito pravdepodobnost budeme
znacit P(A). Jednotlivé s¢itance udévaju pravdepodobnosti, ze duel skonéf
vitazstvom A v 1. kole, 3. kole, 5. kole atd.

P(A) =} (121 (n)id .

P(A) = 18, pricom § = 1+ (%2 + (27" 4 .. = b
Pl4) = %1—(Q)2 - % . = %2»11—1 = g1

2 _
1_(n 22n+1)

n

n2

Pravdepodobnost, ze hréé A vyhré, je podla vypoctov 7=, dand hodnota
zévisi na n (velkosti zdsobnika), avsak P(A) > 1/2 pre kazdé n € N. Teda
P(A) > P(B), tato nerovnost nastéva intuitivne kvoli faktu, ze hrd¢ A ma
prvy tah.



Pre kazdé n € N plati lim, (”T’l)a = 0, to znamena4, ze s pravdepodob-

nostou 1 je hra koneéné a pravdepodobnost, Ze vyhrd hra¢ B, mozeme vyratat
ako doplnkovii pravdepodobnost k vyhre hraca A, t.j. P(B) =1 — P(A).

—1
pB)=1--"+_ ="
2n —1 2n—1

Definujeme nédhodnu velicinu D ako pocet vystrelov v dueli. Vyratame
strednii hodnotu D. Cinitel (”T_l)k*% je pravdepodobnost, Ze hrd¢ v k-tom
kole zasiahne stpera a vSetky predoslé vystrely boli netspesné.

= n-1\""1 1T & a1\
m=3i () sz ()

k= k=1
0 k k—1 oo 00 k—1
1 n—1 1 n—1
Yy () Sy (M) -
k=1 j=1 j=1 k=j
1%(%“ 11 1,
= — — = — o = —N =N
n]:l]'_nTl n(]_—T)z n

Ocakavand dlzka duelu je n.

1.2 Zovseobecneny stupnovany ,revolverovy* duel

Taktiez vychadzame z [3, sekcia 2|. Hraci A, B pouzivaji jednu spoloént
zbran s jednym nabojom a zasobnikom pre n nabojov na sposob ,ruskej ru-
lety®“, kde n je prirodzené cislo. Tento princip je zachovany z typu predosle;j
casti, avsak v tomto dueli je s vymenou zbrane pridany jeden vystrel. Teda
v n-tom tahu mé dany hra¢ n vystrelov. Hra zac¢ina tak, Ze hrd¢ A zatoci
zésobnfkom a vystrelf na hraca B. Ak netrafi, hra¢ B moze dvakrat zatocit
zasobnikom a vystrelif na hraca A. Ak minul oba vystrely, je na tahu hrac A,
ktory m4 najviac 3 vystrely atd. Hra koné¢i tspesnym vystrelom, pricom
kazdy vystrel s ndbojom je tspesny.

Nech x predstavuje jav, Ze zbran nevystreli, a Y jav, ked A tspesne
vystreli. Nasledovnou ukéazkou ilustrujeme pripady, v ktorych sa A stane
vyhercom.
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Xxx Y

x xx XY

X XX XxY

X XX XXX XXXX Y

X XX XXX XXXX XY

X XX XXX XXXX XXY

X XX XXX XXXX XXXY

X XX XXX XXXX XXXXY
atd.

Vypoéitame pravdepodobnost vyhry hraca A takym sposobom, ze séitame
pravdepodobnost vsetkych moznosti, kedy moze hrac A vyhrat:

(- () () ) )

Tvar tejto postupnosti vieme zapisat pomocou sumy. Pred sumu vy-
tkneme % Vidime, ze suma sa skladd zo skupin sc¢itancov, pricom v kazdej
skupine st mocniny zlomku ”T_l s exponentami idicimi po sebe. Poéty séitan-
cov v jednotlivych skupinach su 1, 3,5, ..., v. m-tej skupine ich bude 2m — 1.
Exponenty prvych sé¢itancov v jednotlivych skupindch st postupne 0,1 + 2,
1+ 2+ 3+44,..., v m-tej skupine je prvy exponent Z?Z_z 7, to sa rovna
(2m —1)(2m — 2)/2 = (2m — 1)(m — 1). Sucet s¢itancov v m-tej skupine je
n__1)(2771—1)(m—1) ZQm—2 (n__l)j

n 7=0 n

preto (

[e.9]

1 n—1 (2m—1)(m—1) 2m—2 n—1 j
i () ()
m=1 =0

1 (n _ 1) (2m=1)(m-1) E)Qm—l 1
= nnf
n m=1

<.

—~

B 00 n—1 (2m—1)(m—1) . n—1 2m—1
N n n

m=1

V tabulke mozeme vidiet numerické hodnoty P(A) vzhladom k velkosti
zasobnika. Pravdepodobnost sa znizuje pri zvicSovani zdsobnika.



P(A)
0,61032
0,55709
0,53894
0,52962
0,52392
0,52007
0,51728
0,51518
0,51353

@oo\]cncn%ww‘ﬁ

—
e}

Zda sa, ze P(A) sa blizi k 1/2 pre n — oo. Intuitivne, pre velké n je
Sanca na vyhru v prvom kole pre A zanedbatelnd. Teda strielat ako prvy nie
je vyznamna vyhoda.

Pre zjednodusenie vyrazu ozna¢me g = 1 — 1/n, pricom plati ¢ € (0,1):

P(g) =3 gm0 (1 _ g2m-1) W
m=1

Prvé ¢leny nekonecného radu (1)) su
L PO =P

to vieme zapisat nasledovne:
P(q) = (~1)%g2 0. (2)
k=0
Sucet dvoch susednych ¢lenov pre k =2m —2a k=2m —1, m € N, je
1 1
(_1)2m72q§(2m72)(2m71) + (_1)2m71q§(2m71)2m _ q(mfl)(mel) . q(2mfl)m

?

¢o odpoveda ¢lenom radu .
Zaujima nas limita pre ¢ — 17, ¢o odpovedd n — oo z predoslého
znacenia. D4 sa ukézat, Ze plati:

oo
1
lim _egaktetD) ) — 2
Dokaz tejto rovnosti je postaveny na tom, ze namiesto abelovského suctu

radu sa da spocitat cesarovsky sticet, ktory naozaj vychddza 1/2.

Definujeme ndhodnt velicinu D ako pocet vystrelov v dueli. Uvedomime
si, ze ocakdvany pocet vystrelov nezavisi na tom, ktory hraé striela. Pravde-
podobnost tspesného vystrelu je 1/n. Vypocet strednej hodnoty sa zhoduje
s vypoctom v sekcii preto ocakavana dizka duelu je takisto n.

b}



1.3 Nahodny duel

V tomto oddiele a v oddiele vychadzame z [1, sekcie 2 a 8]. V né-
hodnom dueli je hra¢, ktory bude strielat, vybrany v kazdom tahu ndhodne
s rovnakou pravdepodobnostou pre oboch hracov. V kazdom tahu padne
jeden vystrel. Nabojov je neobmedzené mnozstvo. V tabulke (1| uvazujeme
3 stavy hry. Stav 0 znamend, ze obaja hraci su nazive, to nie je konecny
stav a duel pokracuje d'alej. Stav 1 odpovedd tomu, Ze hra¢ A ostal nazive,
stav 2 znamena, ze hra¢ B ostal nazive.

Stavy Hraci nazive

0 AB
1 A
2 B

Tabulka 1: Tabulka stavov pre ndhodny duel.

1-al2-b/2

@ @ @

Obr. 1: Interpretdcia Markovového refazca pre ndhodny duel.

Nech a je tspesnost strelby hrdca A a b je tspesnost strelby hriaca B.
Uspesnost strelby hraca je pravdepodobnost, Ze pri vystrele zasiahne pro-
tihraca, preto a,b € [0, 1]. Predpokladajme, ze 0 < a + b.

Uréime pravdepodobnost uf , ze zo stavu ¢ sa dostaneme do stavu j
v konecnom pocte krokov. Pravdepodobnos‘p’ prechodu medzi stavmi 4, j v jed-
nom kroku oznaéime p!. Z definicie p! a u plynie v/ = 3i_ pFul.V tomto
type duelu mdme ul = 0,u? = 0. Aby sme ur¢ili pravdepodobnost vyhry
oboch hréacov, vyratame uj a u?.

uy = poug + Py (3)

ug = pyug + pus (4)



Z0 zadania pozname nasledujice rovnosti:

Ué = 15(;787 Ug = 12(;8
Teraz dokdzeme urcit P(A), P(B):
P(A) =uf =%, P(B)=uf =

Ukdzeme vypocet P(A) bez Markovovych retazcov, pre vypocet P(B) by
sme postupovali analogicky. Najskor ndjdeme pravdepodobnost, ze hrac A
vyhrd v k-tom kole. To nutne znamend, ze v prvych k£ — 1 kolach bola kazda
strelba netispesna.

Nech j € {0,1,....,k — 1} odpoveda poctu tahov hrica A. Potom

(1—b)k—1-J
ok—1—3

vyraz (kgl) reprezentuje vSetky mozné kombinacie poradia strelcov. Sumou

(1—a)’
27
su pravdepodobnosti, ze hraci A resp. B minuli svoje vystrely a

cez vietky hodnoty j spoéitame pravdepodobnost, Ze hra dospela do k-tého
kola. Sumu vyndsobime pravdepodobnostou, Ze v k-tom kole hra¢ A tispesne
vystreli: %a. Stucet tejto sumy ziskame z binomickej vety. Dosli sme k prav-
depodobnosti, ze hra¢ A vyhra v k-tom kole:

k—1

1 k—1 , , 1

?a E ( ] >(1 — G)J(l — b)k_l_J = @CL(Q —a — b)k_l
j=0

Aby sme dostali P(A), s¢itame dany vyraz cez vSetky mozné k ako sumu

geometrického radu s kvocientom %:
=1 a
P(A)=)» —al2—a-b)f'=
=3 geeme-bt oy

Vidime, Ze pravdepodobnost tispechu hriaca A sa zvysuje s rasticou ts-
pesnostou strelby a ekvivalentne u hraca B.



1.4 Sekvencény duel

V sekvenénom dueli sa hraci striedaji po kazdom fahu. V kazdom tahu
padne jeden vystrel. V tomto dueli uvazujeme 4 stavy znazornené v tabul’ke
V porovnani s ndhodnym duelom je treba rozliit stav, kedy st obaja hraci
nazive. Je dolezité, ktory hra¢ bude v najblizsom tahu strielat, ¢o je vy-
znacené v tabulke tuénym pismenom.

Stavy Hraci nazive

0 AB
1 AB
2 A
3 B

Tabulka 2: Tabulka stavov pre sekvenény duel.

1-a
! . e . 1-b . g !
Obr. 2: Interpretdcia Markovového retazca pre sekvencény duel.

Budeme riesit nasledujiicu sistavu rovnic vyplyvajicu z daného Mar-
kovového retazca. a,b,u],p] maji rovnaky vyznam ako v predchddzajicej
.s ) .« ) J 3 k J . .~ . /
sekcil. Opét pouzivame vztahy uw] = Y ,_,piu; a pozorovanie, ze niektoré

séitance st nulové, nakolko ug =0, u% = O,pg = O,pg = O,p% = O,pf =0.

ug = pyui + pu; (5)
uy = pyus (6)
uf = plug (7)
uf = plug + pius (8)

Pricom vieme, ze platia nasledujice rovnosti:
p=1-a, pi=a, pi=1-b pi=>

Zo zadanych rovnic dostaneme tipravami tieto vztahy:

w2 — _Ph ud — Pt
07 1-popy? O 1-pgpt



Pravdepodobnosti uspechov hriacov A, B za predpokladu, ze zacina hrac A,

su:
.2 a _ .3 _ _ b1-a)
P(A) =us = =a=aamy P(B) = = =p—a0=p

K rovnakému vysledku dospejeme aj bez Markovovych retazcov. Pravde-
podobnost, ze hra¢ A vyhrd duel, ked zacina, je pravdepodobnost, Ze bude
uspesny jeho prvy vystrel, alebo jeho druhy vystrel, alebo jeho treti vystrel
atd. Odvodenie je mozné najst v [2].

P(A)=a+a(l—a)(1—=0)+a[(l—a)(1 =0 +a[(l—a)(l—=0b)+---

. a

S 1-(1—a)(1-0)
. a
a+b—ab

Pravdepodobnost vyhry hrica B vypocitame opit ako sicet geometric-
kého radu:

a)b[(1 —a)(1 —b)] + (1 — a)b[(1 — a)(1 — b)]*+

+ (1 —a)b[(1 —a)(1 = b)]* + ...
_ (—ap
1-(1-a)(1—-10)

_ (I—=a)b

a+b—ab

Uvedieme d'als{ sposob vypoctu P(A) podla [4, oddiel 24].
Nech f(a,b) je pravdepodobnost, 7Ze hra¢ A ostane nazive a f(b,a) je
pravdepodobnost, Ze hra¢ B ostane nazive, potom:

fla,b) =a+(1—a)(l— f(ba))
=a+(1—a)(l—(b+(1—-0)(1—f(a,b))))
=a+(1—a)(1-10)f(a,b)

Dostali sme linedrnu rovnicu, ktord sa dé Tahko vyratat a riesenim je

ocakavand rovnost f(a,b) = pw—

Pokial a # 0, tak v sekvenénom dueli je vyhodneijsie strielaf prvy.
a 1

Rovnost pravdepodobnosti, pokial a,b € (0,1) nastane, ak —t— = 3,

z toho vyplyva b = %, ¢o moze nastaft len pre b > a. Rovnaka pravdepodob-
nost vyhry pre oboch hracov, ak A zacéina, nastava napriklad pre a = %, b=1
alebo pre a = %,b = %



V [2] je uvedeny predpoklad, Ze zacina hra¢ s nizsou ispesnostou strelby.
Tento predpoklad nie je nutny. Taktiez je nespravne uvedené, ze vysledky
pre P(A), P(B) dostaneme pokial zac¢ina hrd¢ B. Tieto vysledky dostaneme,
ak zacne hrac A.

10



2 Truel

Truel je rozsirenim duelu. Proti sebe siperia traja hraci namiesto dvoch.
Snahou kazdého z nich je ostat nazive. Hra sa konéi, ak nazive ostane prave
jeden hrac. Poradie strelcov, tispesnost strelby hracov a stratégie pre urcenie
hricéa, na ktorého bude hra¢ na fahu strielat, vyznamne ovplyviiuji Sance
jednotlivcov na vitazstvo. V priebehu sekcie rozlisime dva typy truelu, kon-
krétne tieto:

e Nahodny truel

e Sekvencny truel

Oznacime hracov A, B, C a tspesnost ich strelby, teda pravdepodobnosti,
7e zasiahnu svoj ciel, postupne a, b, c. Hra¢éi maji navzdjom vedomie o svojich
tspesnostiach strelby.

2.1 Nahodny truel

V tomto oddiele vychadzame z [Il, oddiel 3 a 8]. V ndhodnom trueli je
hri¢, ktory bude strielat, vybrany v kazdom tahu ndhodne s rovnakou prav-
depodobnostou pre vsetkych troch hricov.

Ozna¢me P(A), P(B), P(C) pravdepodobnosti, ze hraci A, B, C vyhraju
nahodny truel.

Pre vypoéet pomocou Markovovych refazcov skonstruujeme mnozinu sta-
vov: {ABC, AB, AC, BC, A, B, C'}, ktora odpoveda hracom, ktori st nazive.
Stavy {A, B, C'} st absorp¢né.

Stav  Hraci nazive

0 ABC
1 AB
2 AC
3 BC
4 A

> B

6 C

Tabulka 3: Tabulka stavov pre ndhodny truel.

11
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Obr. 3: Interpretdcia Markovového retazca pre ndhodny truel.

Rovnako ako v predoslej sekcii uréime pravdepodobnost ui , 7€ 70 stavu 1
sa dostaneme do stavu j v konetnom pocte krokov. Pravdepodobnost pre-
chodu medzi stavmi i, j v jednom kroku ozna¢ime p;.

Vyratame u

4 ,5 .6
0» Ug» Up,

¢o odpovedd hodnotam P(A), P(B), P(C). Vyuzijeme

vztah w! = S°0_, pFul, 2 ktorého plynie:

ug = pYug + pyut + pous + phus + pouy + pous + poug

Z definicie truelu plati: uj = ui =

4

ug = pgy = 0, preto st niektoré cleny

nulové. Pre nenulové éleny pouZijeme rovnaky vztah a dostaneme:

4 1 4 4 4
Uy = DUy + Py

4 2 4 4 4
Uy = P3liy + Poliy

(
(

NW~Ww

)
)

D
p

p
p

T Ot

D O

0
0

u U
u u

NO RO
N = =N

Lp
Lp

INFNQFENEIN
|
|

u
U

Dohromady ziskame nasledujiicu rovnost pre ug:

Podobne vyjadrime wg:

4 0 4 1 pil 2 p§
u0=p0u0+p01_p1 +p01—p2

1 5
4 PP Pops
uy =

(1 —pg)(1 —p1)

(1 —pg)(1 —p3)

5

ug = poug + poul + pauy + paus + pouy + pous + poug
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Plat{ uj = u} = u = p = 0,u2 = 1 a nasledujice rovnosti:
=pui+pp () =pi =pi=uj=ug=0)
uz = pius +p5 (05 =p; =pi =uj = ug =0)
Potom:
5 popy o

T A== T =) =)

Analogickymi krokmi sa d4 ukazat rovnost pre ud:

6 peps N Pops
O (1=-p)(1—pd) (1 —-p0)(1—pi)

.7 ? ~ 7 L 7 A ’ ~
Pre zaujimavost nazna¢ime aj iny sposob vypoctu ug, ug, u.

V nasom pripade mozeme pre rozne stavy i, j, pokial st spojené hranou,
resp. prechod medzi nimi je mozny v jednom kroku, pisat:

ul = p] + pip] + pipipl + pivivip] + -
Vseobecne v Markovovom refazci neplati tento vztah, nakolko moze exis-
tovat stav k rozny od i a j, cez ktory je mozné dostaf sa z ¢ do j. Z obr.

je vSak zrejmé, Ze v nasom Markovovom retazci to nemdze nastat.

Prechod do stavu j nastane v pripade ispesného vystrelu. Séitanim geomet-
p;
Existuji 2 cesty, ako sa dostat do stavu 4, resp. ako moze A vyhrat. Bud
0—1—4alebo 00— 2 — 4.

4 2 4
4 24 Do P Po ps
u—uu+uu

R T s R g g

rického radu vieme pre nase stavy i, j vyjadrit u] =

Dostali sme rovnaky vysledok pre uj ako pri predoslom postupe a ob-

dobnym postupom sa d4 vyjadrit u, ug.

Zavedieme znacenie pre tito sekciu. Nech Ps_.g, P4a_,c st pravdepodob-
nosti, ze A mieri v prvom pripade na B a v druhom na C, analogicky pre
ostatné moznosti. Potom vieme urcit:

pp=1-3(a+b+o)

L_14p bP, topl=a

Do 3(“ Ao +bPpoc)  pr=Ds B)

Py =35(aPasp+cPosp) pi=pi=3 ps=1—3(a+0)
Py =300Pssa+cPosa) pi=p5=¢ pi=1-350+¢)
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Nech je pocas truelu lubovolny hraé¢ na tahu. Uvedomime si, Ze v pripade
jeho tspesného vystrelu nastdva duel, v ktorom je vyhodnejsie stretnit sa
so slabsim z dvojice. Ak dany hrac svoj vystrel minie, je jedno na koho mieril.
7Z tejto tivahy je zjavné, Ze v trueli je vyhodnejsie mierit na silnejsieho z dvoj-
ice protivnikov. Ked'Ze hra¢i maji navzajom vedomie o svojich tspesnostiach
strelby, tak vieme jednoznacne uréit stratégiu pre kazdého z nich, ti budeme
nazyvat stratégia najsilnejsieho protivnika.

Nech a > b > ¢ a hraci sa drzia stratégie najsilnejsieho protivnika, potom
hraéi mieria na seba nasledovne: A — B, B — A,C — A a mozeme uréit
Pyp=Ppsa=PFPosa=1Psc = Ppc=FPo,p=0, potom plati:

1 a
4 5(aPap+cPcB)g . a2
P(A) = U = (1—(1=%(a+b+0)))(1—(1—%(a+e))) ~ (atbtc)(ate)
1 b
N T 5(0PpsatcPosa)g b
P(B) = u; = (1—(1—3%(a+b+c)))(1—(1—;(b+c))) = aFbre
1 1
=ub = 3(aPasptcPoop)3 5(0Ppa+cPca)g .
P(C) = ug = (1-(1=3 (at+b+e))) (1- (1~ (a+c))) + (1-(1=3(a+b+e))(1-(1—5(b+c)
_ ac + (b+c)e _ ¢(2a+-c)
(a+b+c)(a+c) (a+b+c)(b+c) (a+b+c)(a+c)

2.2 Sekvenény truel

V tejto sekcii vychddzame z [2| oddiel 1]. V tomto sekvencnom trueli
platia nasledovné pravidla:

o Hraci strielaji podla poradia. Hrac A striela ako prvy, potom hric B,
potom C. Toto poradie sa pocas hry nemeni.

e Nie je mozné vynechat svoj tah, resp. vystrelit do vzduchu.
e Kazdy hra¢ ma neobmedzené mnozstvo nabojov.

e Ak si hrac¢ zvoli stratégiu, nemoze je neskor zmenit.

e Po vyradeni jedného hraca pokracuje hra duelom.

Zavedieme nasledujice znacenie.

Predpokladdme, ze vSetci hraci maju pevne zvolend stratégiu. Px (K, L) je
pravdepodobnost, Ze hra¢ K vyhra duel s hrd¢om L, K md prvy fah. P (K, L)
je pravdepodobnost, ze L vyhrd duel s K, K ma prvy tah. Px(K, L, M) je
pravdepodobnost, Ze hra¢ K vyhrd truel s hra¢mi L a M, K m4 prvy tah,
potom je na tahu L a potom M a pod. V zitvorkich je uvedené poradie
strelcov a pred zdtvorkami je uvedeny vitaz.
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Predpokladédme, ze a > b > c. Ukazeme pravdepodobnosti vyhier hracov,
pokial si vSetci osvoja stratégiu najsilnejSieho protivnika, teda kazdy mieri
na silnejsieho z dvoch protivnikov. Chceme vyratat Py(A, B, C). Uvedomime
si, ze hrd¢ A musi najskor vyradit hraca B a neskor hraca C, aby vyhral truel.

Pravdepodobnost, ze A eliminuje B je pravdepodobnost, Ze bude tispesny
jeho prvy vystrel, alebo jeho druhy vystrel, alebo jeho treti vystrel atd.,
pricom stéle striela na B a je nam jasné, Ze pri svojej strelbe je stale naZive.
To moZeme zapisat nasledujicim vyrazom:

a+a(l—a)(1-0b)(1—c)+al(l—a)1l—-b)(1—c))>+- =

T 1-(1-a(1-b(1-20

Podobny vypocet sme uviedli v sekcii Vyraz reprezentuje, ze A v prie-
behu truelu vyradi B. Teraz predpokladdme Ze C netrafi vo svojom tahu, to
nastane s pravdepodobnostou 1 —c. V aktudlnom stddiu mame duel medzi A
a C, A je na tahu. Z vypoctov v sekcii pozndme pravdepodobnost vyhry
A v tomto dueli: P4(A,C) = o gy g}

Dostali sme teda P4(A, B,C):

2
Pa(A, B,C) = [1—(1—a)(1—b>°§1(—1c)1c[)1—<1—a>(1—c>1
Pre vypocet Pg(A, B,C) uvazujeme nasledovné moznosti vyhry B. Bud
B v trueli vyradi A a v dueli vyradi C, alebo C vyradi v trueli A a B vyradi C.
Pravdepodobnosti tychto dvoch javov tvoria dva s¢itance, ktoré dostaneme
podobne ako pri P4(A, B,C) sé¢itanim geometrického radu. Vysledni prav-
depodobnost zachovdame kvoli prehladnosti v tvare suctu.

o (1—a)b?(1—c) (1—a)(1—b)bc
Pp(A, B,C) = I (-5)(1-0lI-(1-B(1—)] T T=(1-a)1-5(1-oJ1-(1—b){1=a]
Nakoniec vyrdtame Pg(A, B,C). C moze vyhrat troma sposobmi. Bud
A vyradi B a C vyradi A, alebo B vyradi A a C vyradi B, alebo C vy-
radi najskor A a potom B. Pravdepodobnosti tychto troch javov zapiSeme
prislusnymi s¢itancami.

_ ac (l—a)bc
Pe(A, B, C) = smraawi-a-aa-a] T i-a a0 ana=a] "

+ (1—a)(1-b)2c?
[1-(1=a)(1-b)(1=c)][1-(1=b)(1—¢)]

Pre ndzornost vycislime Pa(A, B,C), Pg(A, B,C), Pc(A, B,C) pre kon-
krétne hodnoty parametrov. Pokial napr. plati a = 0,9;6 = 0,8;¢ = 0,5, po-
tom Pa(A, B,C) =~ 0,43; Pg(A, B,C) = 0,04; Pc(A, B,C) ~ 0,52. Dosli sme
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k neintuitivnemu poznatku. Vidime, Ze C m4 najvicsiu sancu byt vitazom
aj napriek tomu, Ze striela ako posledny a jeho tspesnost strelby je suverénne

v dueloch v casti , resp. kde sme uviedli, Ze pravdepodobnost tispechu
hrica sa zvysuje s rasticou uspesnostou strelby a je vyhodou strielat ako

prvy.

Analyzovali sme sekvenény truel, kde poradie strelcov zacina od najsil-
nejsieho hraca a kazdy sa drzi stratégie najsilnejsieho protivnika. Teraz sa po-
zrieme na sekvencény truel, kde sa hraci takisto drzia stratégie najsilnejsieho
protivnika, no poradie strelcov zac¢ina od najslabsieho. Inak povedané, pra-
vidlo, Ze hrd¢ A striela prvy, potom B a potom C zachovidme a uvazujeme
a<b<ec.

Chceme vyratat Pa(A, B,C). Uvedomime si, ze hrd¢ A vyhra vtedy,
ked eliminuje oboch stiperov, alebo ked B eliminuje C a néasledny duel
vyhrd A alebo ked C eliminuje B a nésledny duel vyhrd A. Podla principov
z predoslych vypoctov dostaneme:

o a?(1-b) a(l—a)b
Pa(4,B,C) = -0 -h)(1-alI—(1-a)(1-0)] T I-—a(-b)(1-al—(1-a)1=5] =

ac(l—a)(1-b)
T Gy G Ty g e T sy

Pre vypocet Pg(A, B, C), uvazujeme nasledovné moznosti vyhry B. Bud
B v trueli eliminuje C a v dueli eliminuje A, alebo A eliminuje v trueli C a
B vyhra duel nad A.

_ (1—(1)2[)2 ab
Pp(A, B,C) = ramanwa-ai-taa ] T I a0 i ol 0_a0 o)

Hrae C vyhra len vtedy, ked eliminuje oboch siperov sam.

_ (1-a)2(1-b)c?
Pe(4,B,C) = imaaan—ai-a-aa o

Vycislime pravdepodobnosti pre rovnaké hodnoty ako v predchadzajicej
casti, mame na vedomi, ze tentokrat je A najslabsi. Ak a = 0,5;b6 = 0.8;
c=0,9, potom P4(A, B,C) ~ 0,33; Pg(A, B,C) =~ 0,63; Po(A, B,C) ~ 0,04.
Hrac C je posledny v poradi strelcov a pre oboch protihracov je prioritnym
cielom, sfice m4 najvyssiu ispesnosti strelby, no aj tak jeho sanca na vyhru
vyrazne najnizsia.
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2.3 Sekvencény truel a vystrely do vzduchu

Uvazujme modifikovany sekvenény truel, v ktorom mozu hraci vo svojom
tahu pouzit vystrelu do vzduchu. Po takom tahu s uréitostou ostani vsetci
hraéi nazive a na tahu je d'alsi hra¢ podla poradia.

Nech a < b < ¢ a poradie strelcov je A — B — (. Hraci B, C sa drzia
stratégie najsilnejsieho protivnika a hra¢ A pocas truelu vyuZije moznost
strielat do vzduchu.

Uvedomime si, Ze pokial si vsetci nazive, tak ide o duel hracov B a C,
po tspesnom vystrele nasleduje duel medzi A a vitazom z dvojice B, C. Preto
platia nasledujice rovnosti.

B ab a(l1-b)c

Pa(A,B,C) = A=A oIl e T A A=l -(=a)(1=0]
—a

PB(A, B, C) = I—(1=b)(1—c)1—(1—a)(1-b)]

_ (1—a)(1-b)c?
Po(A, B, C) = i aom—a—aa=a]
Graficky znédzornime, ktory hrd¢ ma najvyssiu Sancu vyhrat truel v za-
vislosti na parametroch a,b, pricom uré¢ime hodnotu parametra ¢, ¢ = 1
a berieme ohlad na to, Zze a < b.

08 / . 08l
06
04

ozl C B

0.0

L L L L L L L L L L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obr. 4: SNP Obr. 5: vystrel do vzduchu

Moézeme vidiet, ako sa zmen{ situdcia, ked hrd¢é A namiesto stratégie naj-
silnejsieho protivnika (vlavo) vyuziva vystrel do vzduchu (vpravo). Vidime,
7e s vyuzitim vystrelu do vzduchu sa pravdepodobnost hrdcéa A na vyhru
vyrazne zvysi. A s uréitostou nevypadne prvy, navyse po vyradeni prvého
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hrica je A na tahu, ¢o je v dueli vyhodou.

Zaujimavy pripad truelu nastava, ak a = b = ¢ = 1. Ak hrac A vy-
streli na Tubovolného stipera, nasleduje duel. V dueli nemé zmysel vystrelit
do vzduchu, a preto protivnik hraca A vystreli a vyhra. To znamena, ze
A nemé4 Sancu prezit.

Ak A wvystreli do vzduchu a jeden z hracov B, C vystreli na jedného
z protihrdcov, hra¢ A moze ostat nazive.

Tato tvaha plati pre vSetkych hracov. Teda pre optimalizovanie svojej
pravdepodobnosti ostat naZive, hrad¢i vo svojom tahu rozhodnu vystrelif
do vzduchu. Takyto truel nemé konecny pocet kol.

2.4 Sekvenény truel a pakty

V tejto casti vychddzame z [4, oddiel 3]. Berieme do tvahy sekvenény
truel s pravidlami ako v sekcii . Pripomenime si pripad, ked a > b > ¢
a poradie strelcov je A — B — (. Pokial sa vsetci drzia stratégie najsil-
nejsieho protivnika a hodnoty parametrov si a = 0,8;b = 0,7; ¢ = 0,6, potom
Pi(A,B,C) = 0,29; Pg(A, B,C) ~ 0,08; Po(A, B,C) =~ 0,64.

Povedzme, 7e A a B vytvoria pakt, Ze pocas truelu budi obaja mierit
na C, teda nebudu sa drzat stratégie najsilnejsieho protivnika, hra¢ C bude
mierif na A. Vyratame pravdepodobnosti vyhier sposobom, ktory sme uz
pouzivali.

Jav, ked hra¢ X zasiahne hraca Y, budeme znacitf X—Y.

A moze zvitazit 2 sposobmi, bud A—C A A—B alebo B—C A A—B.
Preto mozeme pisat:

o a?(1-b) a(l—a)b o
Pa(4,B,C) = =0 (-h)(1-alI—(1-a)(1-0] T I-—a0-b)(1-all—(1-a)(1=B] —

ala(1-b)+(1—a)b]
[1-(1=a)(1-b)(1—c)][1-(1—a)(1-b)]

C moze vyhrat len jedinym sposobom: C—A A C—B.

B (1—a)(1-b)%?
Po(A, B,C) = ri=aa—s (-al=a=n0=o]

Hrac B vyhra v 3 pripadoch: A—C A B—A alebo B—C A B—A alebo
C—A A B—C. V ramci sekcie nechame takéto pravdepodobnosti kvoli pre-
hladnosti v tvare sicétu.
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_ ab (1—&)21)2
Pp(A, B,C) = ra—an i ol tatn T i ai-ni-ali (-0 s "

+ (1—a)(1-b)bc
[1-(1=a)(1-b)(1—c)][1-(1-b)(1—c)]

V trueli, kde A a B vzdjomne dodrziavaji pakt, pokial a = 0,8;b = 0,7 a
¢ = 0,6 mame P4(A, B,C) =~ 0,33; Pg(A, B,C) =~ 0,66; Pc(A, B,C) ~ 0,01.

Z néasho konkrétneho pripadu je vidiet, Ze pre hracov A a B je vyhodnejsie
uzavriet pakt, nez sa drzat stratégie najsilnejsicho protivnika (SNP). Prav-
depodobnost vyhry hrac¢a A sa tymto mierne zvysi. Pre hraca B je to vyrazne
zlepsSenie na tkor hraca C.

Uvedené vypocty platia v pripade, ze hraci po uzavreti paktu buda pakt
dodrziavat. My pripustime stav, kedy hraci A a B napriek uzavretiu paktu, ho
mozu porusit a namiesto toho pouzivaji stratégiu najsilnejsieho protivnika.

Rozlisime tichy a hlasny truel. V tichom trueli hra¢i nevedia rozpoznat
na koho bolo namierené v pripade neispesného vystrelu. Naopak, v hlasnom
trueli je kazdému jasné na koho bolo namierené.

2.4.1 Tichy sekvenény truel a pakty

Pozrieme sa na situdcie, ktoré mozu nastat v tichom trueli vzhladom
na dodrziavanie paktu. Pravdepodobnost vyhry konkrétneho hraca budeme
znacit P s prislusnym dolnym indexom (Py, Pg, Pc).

Nech A dodrziava pakt a B dodrziava SNP, potom

e A vyhrd, ak A—C A A—B.

e B vyhra, ak A—C A B—A alebo B—A A B—C alebo C—A A B—C.
e C vyhra, ak C—A A C—B alebo B—A A C—B.

Na zéklade tychto pozorovani podobne ako v predoslej casti vyratame:

_ a2(1-b)
Pa= Fi-aana- a0 o)

o ab (1—a)b?(1—c)
Ps = nraa a0 aa5 T -0 a0-00-al-050-a

+ (1—a)(1—b)bc
[1*(1*(0;)(1;13)((1123)2][1;](1%)(1*6)}
_ —a —b)“c+
Fe = [1=(1=a)(1=b)(1=c)][1-(1-b)(1—¢)]

Nech A dodrziava SNP a B dodrziava pakt, potom
e A vyhra, ak A—B A A—C alebo B—C A A—B.
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e B vyhra, ak B—C A B—A alebo C—A A B—C.
e C vyhra, ak A—B A C—A alebo C—A A C—B.
Z tychto pozorovani vieme vyratat:

a?(1—c) (1—a)ab

Pa= (-0 (-5)(1-g[I-(-a)(i-0] T [-(1-a)1-5)(-0]1-(1-a)(1-b)]
Pr — (1—a)?b? + (1—a)(1-b)bc

BT I-(1-a) (-0 1-q]1-(1-a)(1-0)] " I-(1-a)A-b)(1-e)][1-(1-b)(1-c)]
Pr— a(l—a)c + (1—a)be

¢ 7 I-0-a)0-0)-ali-(1-a)(1-e)] " I-1-a)A-b){I-e)][I-(1-b){1-c)]

Pripady, kedy obaja hrac¢i dodrziavaju pakt alebo obaja dodrziavaju SNP
sme zanalyzovali uz skor. V tabulke ukdzeme, aké st pravdepodobnosti pre zvo-
lené parametre a = 0,8;b = 0,7; ¢ = 0,6.

B

Pakt SNP
Py~ 0,33 Py =~0,21
Pakt | P ~ 0,66 P ~ 0,69
A P0%0,01 P0%0,11
Py~ 0,41 Py =~ 0,29
SNP | Pg~ 0,05 P ~ 0,08
Po ~ 0,54 Po ~ 0,64

Tabulka 4: Vyéislenie pravdepodobnosti pre tichy truel.

Z pohladu hraca A je vyhodnejsie pouzit SNP nez dodrzat pakt, bez oh-
ladu na spravanie hraca B. Hra¢ B takisto navysi svoje Sance, ak uprednostni
SNP. Této situacia je obdobou znameho problému z tedrie hier, tzv. viznove;j
dilemy, podla ktorého vieme, Ze racionalnym postojom pre Iubovolného hrica
je nespolupracovat a pouzit SNP.

2.4.2 Hlasny sekvencny truel a pakty

Nech v hlasnom trueli A dodrzi pakt a vystreli na C. B porusi pakt a
vystrell na A. Nasleduje vystrel hrdca C na A. Predpokladajme, ze vSetky
3 vystrely boli nepresné. Hrac A vie, ze B porusil pakt a nema pre neho zmysel
dalej ho dodrziavat, teda bude mierif na B. Kedze A m4 prvy tah, B pred
svojim tahom rozpozna, ¢i A porusil pakt, v takom pripade je najlepsou
volbou pre B vystrelit na A. Preto predpokladdme, Ze ak A nedodrzi pakt,
B takisto nedodrzi pakt.

20



Nech A porusi pakt.

Chceme urcit P4. A vyhrd, ak A—B A A—C. Tdto kombindcia moze
nastat 2 sposobmi. Bud A zasiahne B hned v prvom kole a potom v dueli
zvitfazi nad C alebo ani jeden z hrd¢ov v prvom kole netrafi, potom mame
klasicky sekvencni truel so stratégiou najsilnejsieho protivnika.

o a?(1—c) (1—a)a?(1-b)(1—c)?
Pa= —(1-a)(1-0 T I=(-a)(1-b)(-oll-(-a)(1=0)]

2
[1—(1—0,)(1—12)0&1(—10)]6)1— 1—a)(1—c)
je rovnakd pravdepodobnost ako v sekvenénom trueli (oddiel [2.2)). Skutocne,
tento pripad sa od neho nijako nelisi. Rovnako, hodnoty Pg, P su totozné
ako v sekvencnom trueli.

Ak nastane, ze A dodrzi pakt a B nedodrzi pakt, potom A pocas tru-
elu od svojom druhého vystrelu bude mierit na B, dosledkom tohto faktu
je, ze pravdepodobnosti uspechov nebudu totozné ako v sekvencnom trueli

(cast [2.2).

A vyhra, ak v prvom kole zasiahne C a nésledne vyhra duel s B alebo
v prvom kole nikto netrafi a hra¢ A vyhra v sekvenénom trueli. Pravdepo-
dobnost vyhry A je:

Ak tieto zlomky s¢itame, tak dostaneme 75 to

2
Py = 50 + (1 —a)(1 = b)(1 — ) Pa(A, B,C)

Pripometime, Ze Ps(A, B, C) je pravdepodobnost vyhry A v sekvenénom
trueli, ktort sme vypocitali v sekeii 2.2 podobne v nésledujicich 2 rovnos-
tiach.

B vyhré, ak A vyradi C v prvom kole a B vyradi v dueli A, alebo A netrafi
v prvom kole, B vyradi A a v dueli vyradi C, alebo C v prvom kole vyradi A
a duel vyhra B, alebo v prvom kole nikto netrafi a B vyhrd v beznom sek-
ven¢énom trueli. Pravdepodobnost jeho vyhry je:

o ab (1—a)b?(1—c) (1—a)(1—b)bc (1—a)a?(1-b)(1—c)?
Pp = imiaa s T i-t-00-a] T B-0-50-0] T I-0-a)d-t)(-ali-(-a)i=a]

+(1—a)(1=0)(1—-c)Pg(A,B,C)
C vyhra, ak B vyradi A v prvom kole a C vyradi v dueli B, alebo C v pr-

vom kole vyradi A a v dueli B, alebo v prvom kole nikto netrafi a C vyhra
v sekvenénom trueli. Pravdepodobnost jeho vyhry je:

—a)bc —a)(1-b)2¢?
Po = 1—((11—1)))(1—(:) + (11—(1)—(2)(1)—(;) + (1 - a)(l - b)(l - C)PC'(Av Ba C)
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B

Pakt SNP
PA%O,?)B PA%0,21
Pakt | Pg ~ 0,66 P ~ 0,67
A Pc =~ 0,01 Pc =~ 0,12
Py =~0,29
SNP | nenastane Pr ~ 0,08
PC ~ 0764

Tabulka 5: Vyéislenie pravdepodobnosti pre hlasny truel.

V tabulke vidime vysledky pre zvolené parametre a = 0,8;b = 0,7; ¢ = 0,6.
V porovnani s tichym truelom sa mierne zniZila pravdepodobnost tispechu
hraca B, ¢o je sposobené zmenou v miereni u hraca A.

22



Zaver

V tvode prace sme popisali 2 varianty ,,revolverového“ duelu, odvodili
sme pravdepodobnost uspechu zaéinajiceho hraca v zavislosti na velkosti
zasobnika. V oboch pripadoch hrag¢, ktory ma prvy tah, je vzdy vo vyhodnejsej
pozicii a ocakavand dizka duelu je rovna velkosti zésobnika n. Dalej sme
v tejto sekcii analyzovali ndhodny a sekvencény duel. V ndhodnom dueli je
vyhodou vyssia tispesnost strelby a v sekvenénom je to kombindcia tispesnosti
strelby a moZnosti prvého fahu.

V druhom oddiele sa zaoberame truelom. T4to hra je na prvy pohlad
podobné s duelom, avsSak za urcitych podmienok dospejeme k inym pozo-
rovaniam. V nahodnom trueli je optimélnou stratégiou pre kazdého hraca
mierif na najsilnejsicho oponenta, teda vravime, ze hraci sa drzia stratégie
najsilnejsieho protivnika. V sekven¢nom trueli sme brali do ivahy hru, v kto-
rej zacina poradie od najsilnejsiecho hraca a hru, v ktorej zacina najslabsi.
V prvom pripade je mozné, ze najslabsi hra¢, ktory zaroven ma posledny
tah, je favoritom na vyhru. Toto pozorovanie je presnym opakom pozorova-
nia zo sekvenéného duelu. V druhom pripade sme ukézali moznost, kde hrac¢
s najvyssou uspesnostou strelby mé velmi mald Sancu vyhrat cely truel.
Ak umoznime hracom v sekvencénom trueli vystrel do vzduchu, najslabsi
z nich to moze vyuzit a vyrazne zvysit pravdepodobnost svojej vyhry. Na-
koniec sme pojednévali o trueli, v ktorom dvaja hraci uzavra spolocny pakt
s cielom zvysit svoje Sance na vyhru. Opisali sme viacero moznych situécii
a dospeli sme k pojmu z tedrie hier zndmemu ako viznova dilema.

Duely a truely moézu byt definované roznymi sposobmi, a preto je mozné
tito tému rozsirovat a generalizovat. V tejto praci sme predviedli zékladne
formy tychto hier spojené s analytickymi aj numerickymi vypoctami a ukézali
sme kontrast, ktory medzi danymi hrami moze nastat.

23



Literatura

1]

2]

Amengual, P., Toral, R., Distribution of winners in truel games, AIP
Conference Proceedings 779 (2005), 128-141.

Lanphier, D., Duels, truels, gruels, and survival of the unfittest. In Bei-
neke, J., Rosenhouse, J. (eds.), The Mathematics of Various Entertaining
Subjects, vol. 2, Princeton University Press (2017).

Nahin, P., Duelling idiots and other probability puzzlers, Princeton Uni-
versity Press, 2000.

Knuth, D. E., The Triel: A New Solution. In Knuth, D. E.: Selected
papers on fun and games, CSLI Publications, 2011, 209-218.

Kilgour, D. M., Brams, S. J., The truel, Math. Mag. 70 (1997), 315-326.

Dorraki, M., Allison, A., Abbott, D., Truels and strategies for survival.
Scientific Reports 9 (2019), article number 8996.

24



	Úvod
	Duel
	Zovšeobecnený revolverový duel
	Zovšeobecnený stupňovaný revolverový duel
	Náhodný duel
	Sekvenčný duel

	Truel
	Náhodný truel
	Sekvenčný truel
	Sekvenčný truel a výstrely do vzduchu
	Sekvenčný truel a pakty
	Tichý sekvenčný truel a pakty
	Hlasný sekvenčný truel a pakty


	Záver
	Literatúra

