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Uvod

Pro popis mnoha nahodnych veli¢in z redlného svéta lze vyuzit Poissonovo
rozdéleni — napr. pocet dopravnich nehod v urcity den na daném tzemi, pocty
nové narozenych v daném meésici, obecnéji pocet udalosti za jednotku casu. Po-
kud se tyto udalosti v case opakuji, je mozné si klast otazku: ,Je mezi vyskyty
udalosti néjaky vztah?“ Samotné otazka muze mit vicero moznych interpretaci,
my k ni budeme pristupovat ze statistického pohledu, kdy budeme pozorovat po-
¢ty udélosti za jednotku casu s cilem zjistit, zda jsou tyto pocty, které lze popsat
nahodnymi veli¢inami, v ¢ase na sobé nezavislé.

V této praci se budeme zabyvat problémem testovani nezavislosti posloup-
nosti nahodnych veli¢in se stejnym Poissonovym rozdélenim, pricemz se omezime
na situace, kdy parametr A\ v Poissonovu rozdéleni nabyva hodnot blizkych nule,
pripadné se pohybuje nejvyse v radu jednotek.

V prvni kapitole prace se seznamime s nékterymi zédkladnimi pojmy, definici
autokorelacni funkce, moznostmi jejich odhad® a nakonec s modelem vyuzivanym
k popisu zavislych ¢asovych tad.

V dalsi casti prace popiseme testovanou hypotézu a alternativu. Néasledné
zavedeme tTi typy testl, které jsou vhodné pro uvazovanou situaci.

Posledni casti prace je simulac¢ni studie, ve které prozkoumame vlastnosti
popsanych testli pro rizné situace a rtzné rozsahy dat.

Pro ptehlednost prace a komfort ¢tendre budeme v prubéhu prace zpracova-
vanou latku ilustrovat na vzorku redlnych dat. Konkrétné vyuzijeme tidaje o mé-
sicnich poctech nahldsenych pripadi pracovni neschopnosti zptsobenych popale-
ninami evidovanych agenturou British Columbia Workers Compensation Board
v obdobi od ledna 1987 do prosince 1994, které byly téz vyuzity v préaci Freeland
(1998)).

Vlastnim prinosem autora v praci je rozepsani nékterych diikazi, podrobné
vysvéetleni nékterych krokti v popisovanych testech a provedeni simulacni studie.



1. Zakladni pojmy a modely

V této kapitole zavedeme diilezité pojmy a definice, které budeme vyuzivat
v nasledujicich ¢astech prace. Nejprve si zadefinujeme Poissonovo rozdéleni a
popiseme jeho vlastnosti.

Definice 1. Nahodnd velicina X ma Poissonovo rozdéleni s parametrem \ > 0,
piseme X ~ Po()), jestlize nabyvd pouze hodnot 0,1, ..., a to s pravdépodob-
nostms

)\k
PX=k)="e?  k=01,..,

kde X > 0 je dané cislo.

Véta 1. Necht je X ndhodnd velicina s Poissonovym rozdélenim s parametrem \.
Pak plati, Ze E X = X a var(X) = A.

Diikaz. Plyne z primého vypoctu, viz Dupac¢ a Huskova| (2003, strana 29).
]

V aplikacich zpravidla hodnotu parametru A nezname, je nutné stredni hod-

notu, resp. rozptyl, odhadovat. Uzitecné jsou konzistentni, pripadné i nestranné
odhady. P1i tvorbé odhadt mizeme vyuzit vlastnosti vybérového primeéru a vy-
bérového rozptylu.
Véta 2. Necht Xy, ..., X, je ndhodny vibér z Po(X\), kde n > 2, s vijbérovym
primérem X, = £ 37" X; a vgbérovgm rozptylem Sz = 30 (X — X,)2
Pak plati E X,, = E S? = X\ a soucasné X, resp. S2, jsou konzistentni odhady X
Pro n — oo.

Diikaz. Plyne z pfimého vypoctu vyuzitim véty [I] a alternativniho predpisu pro
vybérovy rozptyl
n 1 n o

(Xi =) - 2 D (X = N(Xn =)+
=1 n—

=1

1

n—li

S2 =

n G —
X,—A\)?=

D D0 ) L D DI VL

i=1 n i=1

kde A je dle véty [1] stfedni hodnota X;. Konzistence plyne pfimym vypoctem ze

zakona velkych ¢isel, viz |Dupac¢ a Huskova| (2003, strana 95).
O

Vzhledem k uvedenym vlastnostem jsou X, a S? nestrannymi a konzistentnimi
odhady parametru A pro ndhodny vybér z Po(\).



1.1 Casové rady
Dilezitym stavebnim kamenem této prace je pojem casové rady.

Definice 2. Casovou tadou nazveme chronologicky usporddanou posloupnost nd-
hodngjch velicin {X;, t € T} definovanych na stejném pravdépodobnostnim pros-
toru (Q, A, P), kde T #0, T CN, t € T je cas.

Vidime, zZe se jedna o specialni typ ndhodného procesu s diskrétnim casem;
ndhodné procesy se spojitym c¢asem (T C R) nebudou predmétem této préce.
Zaroven se omezime na tady, které jsou oznacovany jako stacionarni.

Definice 3. Casovou fadu {X;, t € T'} nazjvdme striktné staciondrni, jestlize pro
libovolné n € N, h € Z, 1,29, ...,x, € R a t1,t9,....,t, €T takovd, Ze t, + h €T
pro véechna k € {1,...,n}, plati

Fth,---,th ({L‘l, ceey :L'n) = FXt1+h»---7th+h (1‘1, ceey In),

kde F Xip o Xe, JE distribucni funkce sdruzeného rozdéleni ndhodného vektoru veli-
cin Xy, ooy X, -

Casovou tadu oznacime jako (slabé) staciondrni, jestlize E X, = u, p € R,
var(Xy) = 02, 0 < 0 < oo, pro vSechna t € T, a pro libovolnd s,t € T a h € Ny
takovd, zZe s+ h, t+h € T plati

cov(Xs, Xy) = cov(Xsin, Xitn)-

7, definice vyplyva, ze striktné stacionarni casova fada s koneénymi druhymi
momenty je zaroven stacionarni.

Definice 4. Necht je {X;, t € T'} staciondrni casovd rada, kde E X; = p, p € R,
var(X;) = 0%, 0 < 02 < oo, pro vSechna t € T. Pak autokovariancni funkci
definujeme jako

Ww=EX,—p)( Xk —p), k€ Z

Obdobneé definujeme autokorelacni funkci py jako

_ Tk Tk
Y0 o2’

Pk keZ.

Autokorelaéni funkce {px} popisuje strukturu zavislosti v ¢asové radé {X;}.
Pokud je {X;} posloupnost nezdvislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in
(tuto vlastnost budeme dale znadit jako 7id) s kone¢nym rozptylem, pak p = 0
pro vSechna k # 0, k € Z. Naopak pokud p; # 0 pro néjaké k > 0, pak

pr = E(Xy — ) (Xiop, — p) # E(Xy — p) E(Xop — ),

nebot E (X; — ) = 0, tudiz ndhodné veli¢iny ¢asové rady {X;} nejsou nezavislé.
Soucasné pro k € Z plati vztah

P—k = Pk, (11)

tedy staci uvazovat {py, k > 0}.



1.2 Odhady autokorelacni funkce

Mame-li staciondrni ¢asovou fadu {X;,t = 1,...,n}, pak miZzeme potiebovat
odhadnout autokorelac¢ni funkci. Ke konstrukci odhadu lze vyuzit vybérového
priméru a vybérového rozptylu.

Standardni odhad p, autokorelacni funkce py je tvaru

A % Z?:k—i—l (Xt - yn)(Xt—k - yn)
pk - SQ )

pro k = 0,1,...,n — 1. Tento odhad je pak za jistych predpokladi konzistentni
odhad py pro n — oo, jak ukazuje tvrzeni

V naésledujicich kapitolach se budeme setkdvat s Casovymi fadami {X;, ¢ =
1,...,n}, kde X; ~ Po()\), A > 0, pro vSechna t = 1, ...,n. Na zékladé vlastnosti
Poissonova rozdéleni uvedenych ve vété [l a vété [2] 1ze odhad autokorelacni funkce
P, modifikovat na

s (X — X)) (X — X,
5, = n 2t (Ko = Xo) (Xiop )7 (1.2)
X
pro hodnoty £ =1, ...,n — 1. Alternativné mtizeme téz v odhadu zohlednit pocet

sCitancu v Citateli

(n—k)~! Z?:k—i-l()ﬁ — X)) (X — X)

pk = Xn 9

a to za danych predpoklad bez poruseni konzistence odhadu, jak ukazuje nésle-
dujici tvrzeni.
Tvrzeni 3. Necht {X;,t =1,...,n} je staciondrni casovd rada, kde X; ~ Po()\)

pro vsechna t = 1,...,n, autokovariancni funkce v splnuje

oo
>l < o0
k=0
a soucasné pro vsechna s,t =1,...,n
E (XsXs—l-t —E XsXs+t>(Xs+nXs+t+n —E Xs+nXs+t+n) m 0.

Pak pro pevné k jsou pi, pr, pp konzistentni odhady autokorelacni funkce py pro
n — 0.

Diikaz. Dikaz konzistence p;, je uveden napt. v |Lain (2020). Z dikazu plyne, ze
za danych predpokladt plati

1 & _ _
E Z (Xt - Xn)(Xt—k‘ - Xn) ﬁ COV(Xt, Xt—k‘); SEL %} )\
t=k+1
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Obrézek 1.1: Zaznamenané pocty popalenin v jednotlivych mésicich.

tedy X, a S? jsou konzistentnimi odhady stfedni hodnoty . Pak z Cramérovy-
Sluckého véty

Pr = S—’Q“ LY n — 0o

Pk = X Pk ) )

n

nebot S2/X,, —> 1. Jelikoz A je konstanta, py —> A, a tedy se jedna o kon-

zistentni odhad parametru A
Obdobnym postupem ovérime konzistenci p,. S pouzitim Cramérovy-Sluckého
véty a konzistence py

[ nSh_ KNS —
= s n OO,
nebot - ﬁ 1 pro vSechna k =1,...,n — 1. Tudiz p, #) A, a p. je konzis-

tentni odhad A.
O]

Pro ilustraci porovname odhady py, pr a p;, autokorelacni funkce p; na datech
hlasenych drazt popsanych v ivodu této prace.

Priklad. Uvazujme data poc¢ti nahlasenych pracovnich neschopnosti zptisobenych
popéleninami — celkem se jedna o 120 hodnot, které zobrazuje graf[I.1 Nésledné
spocteme odhady, pricemz uvazujeme pouze k = 1,...,30, viz graf [1.2] Ziskané
vysledky pro k = 1,2,5 uvddi tabulka [1.1} Pozorujeme, ze z pouzitych odhadi
nabyva p, hodnot nejvyse o nékolik setin vétsich nez zbyvajici odhady pi a py.
Mezi pr a p, je pouze zanedbatelny rozdil, nebot zvolené hodnoty % jsou malé
vuci celkovému poc¢tu pozorovani.



Odhady autokorelace

0.5 1.0

0.0
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'l"'llll II —

Hodnota odhadu

-1.0

Obrazek 1.2: Graf odhadi autokorelace p;, pro k =1, ..., 30.

Pro hodnoty autokorelace p plati, ze p € [—1, 1], tedy hodnoty uvedené v ta-
bulce naznacuji, ze pocty hlasenych pracovnich neschopnosti zptisobenych
popaleninami v jednotlivych mésicich by mohly byt zavislé. Tuto ideu ovérime
v nasledujici kapitole. Zaroven si povsimneme, ze s rostoucim k se hodnoty od-
hadt autokorelace blizi 0, proto se obecné v této praci zamérime pouze na zavislost
dvou po sobé jdoucich ndhodnych veli¢in v ¢asové radeé.

1.3 Modely pro casové rady zavislych nahod-
nych velicin s Poissonovym rozdélenim

Existuje nekoneéné mnozstvi moznosti, jak mohou byt na sobé nahodné ve-
liciny v casové tadé zavislé. My v této kapitole ukédzeme jeden z moznych vyu-
zivanych modeli — tzv. PoINAR(1) model, tedy INAR(1) model s marginalnim
Poissonovym rozdélenim, viz |Jung a Tremayne (2003).

Pro tucely této sekce uvazujme posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych
nédhodnych velicin W, ~ Po(B), t € Ng, f > 0. Pak PoINAR(1) model casové

Odhad [ k=1 k=2 k=5
| 0,220 0,176 —0,016
o | 0,204 0,164 —0,014
p. | 0,206 0,167 —0,015

Tabulka 1.1: Srovnani odhadu korelace pro znama data.



rady {X;, t € No} je definovan rekurzivné vztahy

B

—a

X()NPO<1 ), Xt:a,OXt_1+Wt, (13)

kde a € (0,1) je dany parametr a ndhodné veliciny W, a X, jsou nezavislé
pro vSechna s < t, s,t € Ny. Operator o, nazyvany téz jako thinning operator, byl
poprvé popsan v ¢lanku [Steutel a Harn| (1979) a udava operaci

X1
aoXy 1 =Y +Yya+ . +Yx, 1= Z Yii—1,

=1

kde Y;;—1 jsou vzajemné nezdvislé, stejné rozdélené ndhodné veli¢iny takové, zZe
P(Yite1 =1) =aaP(Yit1 = 0) = 1— a; zdroven Y;,; jsou nezavislé na X
pro vSechna s = 1,...,t — 1 a pro vSechna ¢. Pak ndhodna velic¢ina a o X;_; ma
za podminky X; | pravdépodobnostni rozdéleni

aoXt—l’Xt—l ~ Bi(Xt_l,(l>.

Plati, Ze ndhodné veliciny X; maji marginalné Poissonovo rozdéleni, coz po-
pisuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4. Necht {X;, t € Ny} je casovd tada definovand rekurzivnimi vzta-
hy (1.3). Pak jsou ndhodné veli¢iny X; pro vsechna t € Ny stejné rozdelené a
plati

Xt ~ PO()\), t e NQ,

kde A = 5

l1—a”

Tuto vlastnost muzeme ukazat, pred provedenim samotného diikazu si vSak
pro tplnost pripomeneme definici vytvorujici funkce.

Definice 5. Necht X je ndhodnd velicina s diskrétnim rozdélenim a s hodnotami
v Ng. Pak zavddime vytvorujici funkci Px ndhodné veliciny X jako

Px(s) = E[s7], s e [—1,1].

Dikaz. OznaCme \ := % Ukézeme za pomoci indukce, ze X; ~ Po()) pro
vsechna t € Ny. Z predpokladi vztah plati pro ¢ = 0, predpokladejme, Ze plati i
pro vSechna t =0,...,n — 1.

Oznac¢me S,,_1 := a o X,,_1. Pak pro t = n muzeme, diky nezavislosti W,, a

Sp_1, psat:
PXn (8) = PSn71<8)PWn (8)
Jelikoz W,, ~ Po(f3), muzeme uré¢it Py, (s):

oo efﬂﬂn

Py, (s) =E[s"] = oy

Y

I R (o) Y T
S =€ ;} | = €

=0 n.



piicemz obdobnym pfimym vypoctem ziskdme, ze Py, ,(s) = 1+ a(s — 1).
Soucasné je S,_1 ndhodnym souctem stejné rozdélenych, nezavislych nahodnych
veli¢in Y ,_1, tudiz je vytvorujici funkce S,_; ddna vztahem

PSn—l (5) = PXn—1<PY1,n—1<S))'

Pak plati

= P, (L als = 1) &) =

_ o (als=1) (Bls—1) _ s—1)(B+arly)

—=e lfa (5_1)

Y

kde jsme ve tfeti rovnosti vyuzili indukéni predpoklad. Tudiz X; ~ Po(\),

A= £ pro viechna t € N,.

1—a’

]

Z konstrukce déle plyne, ze {X;} je striktné staciondrni homogenni Markoviv
fetézec a plati vztah

E (Xt’thl) = CLthl + )\
Odtud primym vypoctem plyne vztah pro autokorelaci
pr = cor(Xy, X;_x) = a”, k=1,...,n—1,

viz napf. (Grunwald a kol.| (2000)). S pomoci tohoto vztahu mizeme snadno popsat
linearni zavislost mezi dvéma libovolnymi ndhodnymi velicinami X,, a X,,, n,m €
Ny, n # m vyse popsané casové fady. PovS§imnéme si, Ze py nabyva v tomto modelu
pouze nezapornych hodnot.



2. Testy nezavislosti

V minulé kapitole jsme ukézali, jaky model 1ze uvazovat pfi praci s ¢asovou
radou zavislych nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim. V aplikacich vsak
obvykle predem nevime, zda lze ndhodné veli¢iny povazovat za nezavislé, ¢i nikoli.

Pro veskeré uvadéné testy budeme uvazovat ¢asovou fadu {X;, t = 1,...,n},
n € N. Nasledné provedeme test platnosti hypotézy

HO . Xt ~ Z'ld,Xt ~ PO()\) t e {17 ...,n},
oproti alternative

Hy: {X,;} je casova rada stejné rozdélenych nahodnych velic¢in, X; ~ Po(\)
pro vSechna t € {1,...,n}, avsak 3 s,t € {1,...,n},s # t: X a X jsou zavislé.

Soucasné, jak jsme stanovili v ivodu této prace, se zamérime na situace, kdy je

A malé a budeme ocekdvat, ze fadu {X;} lze za alternativy H; popsat pomoci

modelu PoINAR(1). -
Testovana hypotéza Hj je specifickym pripadem obecné hypotézy Hy:

Hy: X, ~ iid, te{l,..n},
kterou lze testovat oproti zcela obecné alternativé
H,:3 s,t € T: X, a X; jsou zavislé, nemusi byt stejné rozdélené.

K vyteseni otazky nezavislosti pro obecné nahodné veliciny mizeme pouzit
nékolik bézné pouzivanych testi, popsanych napriklad v knize [Cipral (2008, ka-
pitola 9.7). Vzhledem k zaméfeni této préace na casové fady nahodnych veli¢in
s Poissonovym rozdélenim, navic za predpokladu malych hodnot parametru A,
mnohé bézné vyuzivané obecné testy mohou dosahovat méné presnych vysledki,
pripadné nebudou zcela fungovat bez jistych iprav. Pro tento specificky typ c¢aso-
vych fad budeme testy, pripadné hlavni idey tprav bézné uzivanych testi, cerpat
z ¢lanku Jung a Tremayne| (2003), u kterych k vyse uvedenym problémam nedo-
chazi.

2.1 Test jednoduchych iteraci

Jednu z nejjednodussich myslenek reprezentuje test jednoduchijch iteraci (angl.
simple Tuns test), zalozeny na porovnavani dat vici predem zvolené referencéni
mezi — pro potreby testu oznacené jako M.

Soucasné, v kontextu tohoto testu, budeme iteraci (angl. run) rozumét sku-
pinu po sobé jdoucich pozorovani takovych, Ze vSechna pozorovani obsazena
v dané skupiné maji vyssi, resp. mensi, hodnotu, nez je hodnota zvolené refe-
rencni meze. Celkovy pocet iteraci v testovanych datech oznaéme R.

Méjme casovou fadu {X;, t = 1,...,n} a zvolme vhodnou referencni mez.
Pted provedenim samotného testu je tfeba pozorovana data rozdélit do dvou tiid
— prvni bude obsahovat data s hodnotami vyssimi nez referencéni mez M, druha
bude tvorena hodnotami mensimi nez referenéni mez M. Oznacme dale

k= zn: X, > M}, 1= zn; 1{X, < M}. (2.1)

t=1 t=1

10



Data popalenin rozdelena do trid

Potet [osoby]

Iterace hodnot vyssich
nez referencni mez

. oo

V. prumer

| I T T T \ \
0 ﬁ EOﬁ 40 60 80 100 120

Iterace hodnot mensich
nez referencni mez

Cas [mésice]

Obrazek 2.1: Priklady iteraci vytvorené podle upravené referencni meze.

Obvykle je jako referenéni mez uvazovana hodnota vybérového medidanu M,
pozorovanych dat, viz Cipra| (2008, strana 324). V tomto piipadé pak oc¢ekavame,
ze nad i pod referenéni mezi se nachazi shodny pocet pozorovani, tedy k& = I.
Pokud £ = [ £ 1, pak zvolime libovolny nezatazeny prvek, nabyvajici hodnoty
vybérového medidnu, a zaradime jej do mensi ze tiid. Veskera dosud nezarazend
pozorovani, tedy pozorovani nabyvajici hodnoty vybérového medianu, vylouc¢ime.
V takto upraveném souboru dat pak spocitdme pocet iteraci R, jak ilustruje
obrazek 211

Testova statistika Z je pak dana predpisem

:R—(k+1)

k(k+1)
2k—1

pro kterou dle knihy |Gibbons a Chakraborti (2003, sekce 3.2) za nulové hypotézy
Hy plati, ze

Z % N(0,1), n— oo

Popsany test je oboustranny a asymptoticky, pricemz jeho kriticky obor je dan
vztahem

\Z] > u1—a)2,

kde u1_q/2 je (1 — a/2)-kvantil normalniho rozdéleni N(0,1). Tedy ¢im je vyssi
absolutni hodnota rozdilu poctu iteraci a poc¢tu prvki v jedné ze tiid, tim spise
pochézi pozorovana data z casové rady zavislych nahodnych velic¢in.

Tato obecna verze testu jednoduchych iteraci vsak neni vhodna naptiklad
praveé pro testovani nezavislosti pro casové rady nahodnych veli¢in s Poissonovym
rozdélenim Po(\), kde A je malé, jak ukdzeme na prikladu.
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Data popalenin

LO p—
v —]
=
S
@ P
o,
g
o
o
wessn L[0T (L[ L
o i 1 i 1 1 i 1 1
| | | | | T |
0 20 40 60 80 100 120
Cas [mesice]

Obrazek 2.2: Referen¢ni mez obecného testu jednoduchych iteraci.

Priklad. Uvazujme data popdlenin. Pak median téchto pozorovanych dat je roven
nule (viz graf . Soucasné ze 120 pozorovani je pouze 20 pozorovanych hodnot
nenulovych, pricemz, jiz z podstaty dat, nebyly pozorovany zadné zaporné hod-
noty, tedy hodnoty mensi nez zvolena referenéni mez. Nelze proto test provést
vyse popsanym postupem.

Vhodnou upravu testu zminuji napt. Jung a Tremayne| (2006). Mé&jme caso-
vou fadu {X;, t = 1,...,n} stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in s Poissonovym
rozdélenim. Oproti vySe popsanému postupu, za referenéni mez M nyni zvolime
hodnotu vybérového pruméru. Testova statistika Z* je pak dana predpisem

R—1-—2K
It = N N=k+1,

—N_’
Jw@mn
kde k, [ jsou dany vztahy (2.1)). Zaroven [Wald a Wolfowitz| (1940)) ukézali, Ze

za nulové hypotézy Hy pro rozdéleni testové statistiky plati

Z* 5 N(0,1), n— o

Popsany test je jednostranny, nebot predpokladame, ze za alternativy H; lze fadu
{X:} popsat pomoci modelu PoINAR(1), kde

pr = a* >0, a€(0,1),k=1,...,n—1.
Pak nulovou hypotézu nezavislosti zamitame pro malé hodnoty testové statistiky:
Hy zamitame pravé tehdy, kdyz Z < u,,
kde u, je a-kvantil normalniho rozdéleni N(0, 1).

Priklad. Uvazujme data popalenin, pricemz za referencni mez zvolime vybérovy
primér X, kde X,, = 0,175. Pak data rozdélime do dvou t¥id, viz graf 2.1} kde
k =20 a [l = 100. Spoc¢teme hodnotu testové statistiky Z* = —2,437 a prislusnou
p-hodnotu p(Z*) = F(Z*) = 0.007, kde F je distribu¢ni funkce normovaného nor-
malniho rozdéleni. Tudiz pro zvolenou hladinu spolehlivosti @ = 0,05 zamitame
hypotézu ve prospéch alternativy, nebot plati Z* < u, = —1,645.

12



2.2 Testy zalozené na odhadu autokorelace

Dalsi test mtizeme zalozit na vlastnostech autokorelacni funkce a jejich od-
hadu, které jsme popsali v kapitole [1.2]

Mégjme casovou tadu {X;, t = 1,...,n} stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in
s Poissonovym rozdélenim s parametrem \. Za nulové hypotézy H,, zadefinované
v uvodu kapitoly, plati

01:07

tudiz i hodnoty odhadu py, definovaného vztahem ([1.2)), by mély byt za Hy blizké
nule. Této myslenky je vyuzito k sestrojeni testové statistiky .S,, dané predpisem

Sp=pivn = (X,v/n) " (X — X)Xy — X)),
=2

kde X, je vybérovy primér. Shodné testové statistiky vyuziva i skdrovy test
odvozeny pro PoINAR(1) model ze sekece [1.3] viz [Freeland] (1998).

Vlastnosti testové statistiky pro ¢asovou radu nahodnych veli¢in s Poissono-
vym rozdélenim shrnuje néasledujici véta.

Véta 5. Necht {X;, t = 1,...,n} je casovd rada vzdjemné nezdvisljych, stejné

rozdélengjch nahodnijch velicin, kde X; ~ Po(\) pro vsechna t = 1,...,n. Pak
testova statistika S, konverguje v distribuci

Sh 4, N(0,1), pro n — oo.

Diikaz. Nejprve si upravime predpis pro testovou statistiku S,,:

K ukazani konvergence vysledného vyrazu vyuzijeme vlastnosti Poissonova roz-
déleni (viz véta . 7 centralni limitni véty vime, ze plati

VX, = A) L N0, N), pro n — 0o. (2.2)

13



Déle ze silného zakona velkych ¢isel ziskame
X, 5, pro n — oo. (2.3)

Pak oznaéme
1 n

<7 g(xt_l —N(X - ).

Ukéazeme, ze vyraz S, — A konverguje k nule v pravdépodobnosti.

A, =

- A—X,

(X1 +20+ X,)—

Pak posledni vyraz se zjevné pro n — oo chova stejné jako vyraz
A—X,

n

- A—X

X, =N+ =—=—(=X; + 22+ X,,).
Jelikoz (— X7 42X+ X,,) je koneéna ndhodn4 veli¢ina, pak ze vztahu [2.3| vyplyva,
ze

A—X,
X,/n

Obdobné ze vztaht 2.3] Cramérovy-Sluckého véty a vztahi konvergenci v
pravdépodobnosti a v distribuci plyne

A=X, —
% VX, =N 5o, pro n — oo.

(= X1+ 20+ X,,) 50, pro n — oo.

Tudiz
Sy — A, 50, pro n — oo. (2.4)
Zbyva ukéazat konvergenci vyrazu A,. Jelikoz z nezavislosti velicin {X;} plati
E[(Xi 1 —NX =N =EX; 1 —NMEX;, =N =(A=XNA=)) =0,

je soucet v A, souc¢tem nahodnych veli¢in Y; := (X;—1 — A)(X; — N), které tvori
striktné staciondrni fadu. Veli¢iny Y; jsou zaroven 1-zévislé, viz definice [6] Z cen-

tralni limitni véty pro posloupnost m-zavislych centrovanych ndhodnych veli¢in
(véta (7)) plati

n—o0

1 2 d
— Y—>N(O,A2),
ﬁt; :
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pricemz

- d
nvaryY, —— A%

n—oo
Pocitejme
L 1 n 1 n n—1
nvarY, = — var ZYt = — ZvarYt—FQZCOV(Y},Y;_l) , (2.5)
n t=2 n \i=2 t=2

kde z nezavislosti {X;} plyne
cov(Yy,Yi1) = E(ViY, 1) —EV,E Yy =
= E [(Xi1 = N(Xe = V)2 (X = V)] -0 =
=E(X; 1 —VME(X; = A\)’E(Xip1 — A) =

nebot {Y;} a {X;—A} jsou posloupnosti centrovanych nahodnych veli¢in. Souc¢asné
{Y;} je posloupnost stejné rozdélenych veli¢in, nebot {X;} jsou stejné rozdélené.
Pak

varY; = var [(X;_ 1 — \)(X; — V)] =
= var X; 1 X; + AN var X;_; + N var X; + 2cov(X,_ 1 Xy, —AX; 1)+
+ 2 COV(Xt_lXt, —AXt)

Jelikoz {X;} jsou stejné rozdélené a nezavislé ndhodné velic¢iny, 1ze predpis roz-
ptylu Y; dale upravit:

varY; = var X;_1 X; + 2\? var X; — 4\ cov(X,_1 X, X). (2.6)
Vypocitame jednotlivé ¢leny vyrazu [2.6] Plati

var X, 1 X; = E(X, 1X;)? — (E X, 1X;)? =
= (EX})" = (E X)) =
=NA+1)2 =X =
=A2(2A + 1),

déle z vlastnosti Poissonova rozdéleni var X; = A\ a nakonec

cov(Xy 1 Xy, X)) =E X, 1 X? —E (X, 1 X,))E X, =
=NA+1) =N =
=\

Dosazenim do vyrazu [2.6 ziskame
varY; = A2 (20 + 1) +20% — 4\ = )2,

Tudiz pro vyraz [2.5] plati




Pak pouzitim vztahu a Cramérovy-Sluckého véty ziskame
A, —2= N(0,1),
n—oo
tudiz diky vztahu [2.4] konverguje i testova statistika S,

S, —4 N(0,1).
n—oo

]

Popsany test méa asymptotickou presnost, pricemz je obvykle pouzivan jako
test jednostranny. Na zakladé véty p|a predpokladu, ze za alternativy H; lze fadu
{X:} popsat pomoci modelu PoINAR(1), kde

pr = a® >0, a€ (0,1),k=1,...,n—1,

muzeme formalizovat pravidlo rozhodovani testu. Pro zvolenou testovou hladinu «
hypotézu zamitneme ve prospéch alternativy pro velké hodnoty testové statistiky:

Hy zamitame prave tehdy, kdyz S, > u1_q,

kde u, je a-kvantil normélniho rozdéleni N(0,1).
Alternativné lze také vyuzit testovych statistik konstruovanych na zakladé
odhadt autokorela¢ni funkce p, a p,

Sn = \/ﬁﬁb Sn = \/ﬁph

nebof pro tyto statistiky za nulové hypotézy Hy za pouziti véty [2l a Cramérovy-
Sluckého véty plati

S == N(0,1), 8, ——= N(0,1).

n—o0
Tudiz také zamitame H, pravé tehdy, kdyz S’n > U1_q, TESP. S, > Uy
Priklad. Uvazujme data popalenin. Polozme o = 0,05. Pak s vyuzitim tabulky
1.1 vime, Ze
5120 =V 1202)\1 = 2,240
A obdobné
Sioo = 2,414,  Sy90 = 2,259.

Jelikoz uy_, = 1.645, pro vSechny pouzité testové statistiky zamitdme nulovou
hypotézu ve prospéch alternativy, neboli se jedna o data pochézejici z ¢asové rady
zévislych ndhodnych veli¢in. P-hodnoty téchto testi udéva predpis p(t) = 1—F(t),
kde F(t) je distribuéni funkce normovaného norméalniho rozdéleni a t je realizovand
hodnota prislusné testové statistiky. Pak p(Sia0) = 0,013, p(S'mo) = 0,008 a
p(Slzo) = 0,012
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2.3 Kontingencni tabulky

Posledni skupina uvazovanych test vyuziva popisu testovanych fad pomoci
kontingencnich tabulek.

Pro casovou fadu {X;, t = 1, ...,n} ndhodnych veli¢in s Poissonovym rozdéle-
nim s parametrem A > 0 uvazujme posloupnost {Y;, t = 1,...,n}, kde

Y = 1ix,50-
Pak

kde p=P(X; =0) =e

Nebot Y; je funkei pouze X; pro vSechna t € {1,...,n}, lze testovani platnosti
hypotézy H, oproti alternativé H; pro ¢asovou fadu {X;} provést alternativnim
zpusobem. Polozme pro posloupnost {Y;} upravenou hypotézu

Hy:Y, ~ did
a upravenou alternativu
Hi: {Y;} jsou stejné rozdélené, ale nejsou zavislé ndhodné veliciny.

Pak provedeme test platnosti hypotézy H, proti alternativé H; pro posloupnost

{Vi}.

Polozme
n—1
njkzzl{n:jan+1:k} j7k6{071}7
t=1
které udava pocet vsSech dvojic takovych, ze Y; = j a Y;.; = k pro vsechna

t = 1,..,n — 1. Pak pro posloupnost nahodnych veli¢in {Y;} za hypotézy Hy
plati, ze

P(Y,=j) =P, =jlY;_1 =0)=P(Y; = j|Y;_1 = 1), j €{0,1},

P(Y: = j,Yiy1 = k) = P(Y; = j) P(Yer1 = k), .k €{0,1}. (2.7)

Pak za predpokladu, Ze {Y;} tvofi homogenni Markoviv Fetézec, muZeme
sestrojit test pomérem vérohodnosti. Sdruzené rozdéleni Y7, ..., Y, je dano

P(}/l :y17}/2 :y277Yn :yn) = P(}/l :yl)Hp;L’gk7
5.k

kde pjr. = P(Y; = j,Yi41 = k). Oznacme p = (poo, po1, P1o, P11) @ uvazujme loga-
ritmickou vérohodnost podminénou pocateénim stavem, tedy

ln(p) = Z

1 1
> i log pjk.
7=0 k=0
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Yiii=0 Yi1=1] ¥

;=0 Poo Po1 Po+

;=1 P1o b1 P14+
> D+0 D+1 1

Tabulka 2.1: Kontingencni tabulka pravdépodobnosti.

JelikoZ plati poo +po1 +p1o+p11 = 1, spocteme odhad pj;, pomoci metody Lagran-
geovych multiplikatori. Polozme

f(p) = l(p) — v (Poo + po1 + P10+ p11 — 1),

pak
of(p) _ mjk
Opji Pjk
Resenim rovnice %J; (p k) = 0 ziskavame odhad hodnoty pj; ve tvaru
J
~ Nk
kTN

piicemz diky vlastnosti souc¢tu pravdépodobnosti pj;, viz tabulka musi platit

1= Dp=>), i)
7,k

ik
tudiz v = 32,y njx = n — 1. Vysledny odhad je

njk
n —

f?jk = 1 p= (f)()o;ﬁopf?maf?n) :

Obdobnym postupem za nulové hypotézy Hy ziskdme s pomoci vztahu (2.7) od-
had

~ NNk ~ ~ o~~~

Djk = (75—71)2’ p = (Poo, Po1, P10, P11) »

kde
1 1
i =D Mk, ik =D Mk
k=0 j=0

Pak test pomérem vérohodnosti je dan testovou statistikou

— 2(1,(p) =
(Z >z<<>>>
o S g 20=0) @'8)
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Yiri=0 Yiu=1| X

;=0 Moo No1 Mo+
;=1 110 n11 ni4
> N0 N1 n—1

Tabulka 2.2: Kontingenc¢ni tabulka.

kterd mé za platnosti nulové hypotézy H, asymptotické rozdélenf x2s 3 —2 =1
stupném volnosti, viz Andel| (2007, strana 179). Jedna se o jednostranny test, kdy
zamitdme nulovou hypotézu, pokud plati

kde x3(1 — a) je (1 — a)-kvantil y*-rozdélen{ o 1 stupni volnosti.

Alternativné je mozné testovat platnost hypotézy Hy pomoci y2-testu ne-
zdvislosti v kontingencéni tabulce, viz tabulka [2.2] Testovd statistika x? je déna
predpisem

1 1 (n e — Nj+N+4k )2
2 ) —1
X=X
§=0 k=0 n—1

viz |Andél (2007, kapitola 13).

Za platnosti hypotézy Hy mé testova statistika asymptotické rozdéleni y2 s 1
stupném volnosti, viz [Billingsley| (1961} strana 26). Jedna se o jednostranny test,
hypotézu Hy, a tedy i hypotézu Hy, zamitdme pro velké hodnoty testové statistiky,
tedy pokud pro danou testovou hladinu « plati

X2 > X%(l - 04),
kde x3(1 — a) je (1 — a)-kvantil y*rozdélen{ o 1 stupni volnosti.

Priklad. Uvazujme data popélenin. Sestavime kontingenc¢ni tabulku, viz tabulka
2.3 Nasledné vypocéteme testové statistiky LR, a x2 Pro tato data vychézi
LR, = 4873, x> = 5,691 s p-hodnotami p(LR,) = 1 — F(LR,) = 0.027 a
p(x?) = 0.017, kde F(t) je distribu¢ni funkce y*-rozdéleni o 1 stupni volnosti v
realizované hodnoté testové statiky t. Za zvolené testové hladiny a = 0,05 dale
plati, ze x3(1 — ) = 3,841, tudiZ i oba tyto testy zamitaji Hy ve prospéch alter-
nativy. Pocty pracovnich neschopnosti zptsobenych popaleninami tedy na sobé
v po sobé jdoucich mésicich zavisi.

| YVi1=0 Yiu=1| ¥

Y, =0 86 13 99
Y, =1 13 7 20
> | 99 20 | 119

Tabulka 2.3: Kontingené¢ni tabulka pro data popélenin.
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3. Simulac¢ni studie

V této kapitole porovname chovani testti popsanych v predchozi kapitole
ve dvou situacich — za nulové hypotézy H, a za alternativy H; popsané modelem
PoINAR(1). Nésledné na zédkladé dosazenych vysledku provedeme diskuzi o vhod-
nosti zkoumanych testi pro jednotlivé uvazované situace. Pro prehlednost jsou
jednotlivé testy v tabulkach vysledki oznacovany nazvy svych testovych statis-
tik zavedenych v ptredchozi kapitole — test jednoduchych iteraci je reprezentovan
statistikou Z*, testy zalozené na odhadu autokorelace popisuji statistiky S, S,
a S, a testy zaloZené na kontingen¢n{ tabulce zastupuji statistiky x2 (x3-test) a
LR, (test pomérem vérohodnosti).

Veskeré testy v této kapitole byly provedeny za nastaveni set.seed(0505) a
jsou provadény na hladiné a = 0,05. Bylo provedeno 1000 opakovani simulaci
pro kazdé nastaveni parametri modelu a pro kazdou volbu n, kde n je pocet
hodnot v dané ¢asové fadé. Uvazujeme n € {50, 100,200, 500}. Hodnoty uvedené
v tabulkach byly vypocteny z celkového poctu tspésné probéhlych testii pro da-
nou simulaci.

3.1 Situace za nulové hypotézy

Uvazujme {X,} posloupnost nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in
s Poissonovym rozdélenim s parametrem \. Uvazujeme X € {0,2,0,5,1,0}.

Jak ukazuji tabulky [3.1] a 3.3}, veskeré uvazované testy priblizné dosahuji
pozadované testové hladiny «, pricemz sledujeme, ze s rostoucim n se hladiny
testl blizi k predepsané hladiné av = 0,05. Typicky nejvice konzervativnich hodnot
dosahuji testy zalozené na odhadu autokorelace pro vsechny moznosti testovych
statistik S, S, aS,. Dale pozorujeme, ze pro malé n je skuteéna hladina testu
nejblize predepsané hladiné a pro test zalozeny na iteracich.

Naopak pro A € {0,5,1,0} dosdhly nejvyssich antikonzervativnich vysledku
testy zaloZené na kontingenc¢ni tabulce s testovymi statistikami x? a LR, pron =
100, A = 1,0. Pro hodnotu parametru A = 0,2 dosahl nejvyssich antikonzervativ-
nich vysledki test zalozeny na iteracich.

Soucasné az na LR, -test veskeré uvazované testy tspésné probéhly ve vSech
simulacich. LR,-test dle predpisu své testové statistiky LR,,, neprobéhne,
pokud libovolné n;;, = 0. Toto nejsnaze nastava pro nejkratsi casové fady (n =
50), konkrétné neprobéhl tiikrat pro volbu A = 1,0 a jedenkrat pro A = 0,5.
K vyraznému nartstu chybovosti doslo pro volbu A = 0,2, kdy pro n = 50
neprobéhlo 270 z 1000 testi, dale 56 pro n = 100 a 3 pro n = 200.

n| 2 S, S, S, x> LR,
50 | 0,052 0,034 0,026 0,040 0,038 0,043
100 | 0,053 0,038 0,036 0,039 0,061 0,065
200 | 0,049 0,039 0,037 0,039 0,049 0,050
500 | 0,048 0,045 0,039 0,046 0,042 0,042

Tabulka 3.1: Tabulka hladin testi za nulové hypotézy Hy pro A = 1,0.
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n|l 2+ S, S, S v2 LR,
50 | 0,045 0,031 0,030 0,036 0,039 0,041
100 | 0,047 0,032 0,026 0,033 0,044 0,045
200 | 0,041 0,036 0,036 0,036 0,043 0,042
500 | 0,053 0,050 0,053 0,051 0,047 0,047

Tabulka 3.2: Tabulka hladin testi za nulové hypotézy Hy pro A = 0,5.

nl 2+ S, S, S v2 LR,
50 | 0,067 0,039 0,039 0,042 0,032 0,025
100 | 0,053 0,037 0,044 0,037 0,036 0,029
200 | 0,037 0,036 0,037 0,036 0,040 0,054
500 | 0,062 0,057 0,054 0,057 0,058 0,060

Tabulka 3.3: Tabulka hladin testi za nulové hypotézy Hy pro A = 0,2.

3.2 Situace za alternativy modelu PoINAR(1)

Uvazujme ¢asovou fadu {X;} generovanou modelem PoINAR(1), viz sekce
[1.3] Simulace provedeme pro hodnoty parametru a € {0,2,0,5,0,7}, pficemz X, ~
Po()\), kde, obdobné jako za nulové hypotézy Hy, A € {0,2,0,5,1,0}. Pro kazdou
simulaci pak na zdkladé tvrzeni 4| hodnotu parametru S vypocitame.

Pro dané X\ a dané a v tabulkédch [3.4] a pozorujeme rust sily testi
s rostoucim n. Pro A € {0,5,1,0} tvori nejsilnéjsi skupinu testi testy zalozené
na odhadu autokorelace, pricemz mezi nimi vynika S ,-test. Nésledovany jsou
testem jednoduchych iteraci s testovou statistikou Z*, pricemz, jak naznacuje
tabulka [3.6] pro velmi nizké hodnoty parametru A bude Z*-test silnéjsi nez testy
zalozené na odhadech autokorelace. Naopak z uvazovanych testl jsou slabsi testy
zalozené na kontingencnich tabulkéch, a to zejména pro kratké casové rady.

7 provedenych simulaci vyplyva, ze silu testu vyrazné ovliviiuje hodnota para-
metru a, pricemz tato pozorovani se mezi jednotlivymi uvazovanymi hodnotami A
vyrazné nelisi. Zatimco pro a blizké 1 vSechny uvazované testy vykazuji vysokou
silu i pro kratké casové fady (n = 50), pro a = 0,2 a délku fad n = 50 sila testu
nepresahla hodnotu 0,4 pro zadny z testt, u testii v kontingencnich tabulkach do-
konce nedosdhla ani hodnoty 0,25. Pravé pravdépodobnost chyby druhého druhu
za a = (0,2 vétsina testll vyrazné snizi az pro ¢asové rady délky n = 500.

Obdobné jako za nulové hypotézy Hy, i za alternativy H; v uréitych situacich
nékteré testy neprobéhnou. Pro A € {0,5,1,0} tyto komplikace pozorujeme pouze
pro n = 50 v jednotkach pripadl u testl zalozenych na kontingenc¢nich tabulkéch
s testovymi statistikami x? a LR,, pficemz Y2-test lze oznacit jako odolnéjsi
vuci selhanf nez LR,-test, nebot neprobéhne praveé tehdy, kdyz n;; = 0 nebo
ny, = 0. Se snizovdnim parametru A pozorujeme narust poc¢tu neprobéhlych
testil, nebot zadny z uvazovanych testi neprobéhne, pokud je testovana casova
rada tvorena pouze posloupnosti nulovych hodnot. Dale pro dané A\ tento pocet
roste s parametrem zavislosti a (viz sekce , jak ukazuje tabulka
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=

al nl| Z* S, S, S, x> LR,
02| 500,237 0,313 0,317 0,322 0,103 0,103
100 | 0,366 0,525 0,551 0,532 0,234 0,225
200 | 0,581 0,818 0,837 0,818 0,416 0,416
500 | 0,897 0,992 0,992 0,992 0,796 0,794
0,5] 500,806 0,830 0,918 0,837 0,671 0,667
100 | 0,953 0,993 0,999 0,994 0,956 0,951
200 | 0,987 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
500 | 0,987 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,7 500,971 0,954 0,997 0,960 0,965 0,958
100 | 0,984 1,000 1,000 1,000 0,998 0,998
200 | 0,991 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
500 | 0,993 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabulka 3.4: Souhrnnd tabulka sily testi za alternativy H; posloupnosti nahod-
nych veli¢in z Po(1,0).

A

a n zZ* S, S, S, x> LR,
0,2 50 | 0,292 0,294 0,305 0,303 0,167 0,167
100 | 0,489 0,536 0,550 0,541 0,335 0,330
200 | 0,688 0,780 0,796 0,781 0,547 0,543
500 { 0,974 0,989 0,991 0,990 0,937 0,937
0,5 50 | 0,903 0,826 0,872 0,834 0,814 0,811
100 | 0,998 0,991 0,996 0,992 0,992 0,991
200 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
500 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,7 501098 0,955 0,984 0,962 0,981 0,975
100 | 1,000 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
200 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
500 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabulka 3.5: Souhrnna tabulka sily testii za alternativy H; posloupnosti nahod-
nych veli¢in z Po(0,5).
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=

al nl| Z* S, S, S, x> LR,
0,2 500,378 0,269 0,309 0,292 0,217 0,192
100 | 0,539 0,505 0,523 0,505 0,401 0,359
200 | 0,749 0,746 0,772 0,750 0,637 0,597
500 | 0,972 0,976 0,977 0,976 0,952 0,949
05| 500,854 0,773 0,824 0,793 0,788 0,764
100 | 0,973 0,954 0,960 0,954 0,953 0,939
200 | 1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,996
500 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
0,7 500,935 0,912 0919 0,915 0,920 0,926
100 | 0,990 0,986 0,989 0,986 0,985 0,985
200 | 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,998
500 | 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Tabulka 3.6: Souhrnnd tabulka sily testi za alternativy H; posloupnosti nahod-
nych veli¢in z Po(0,2).

a n|Z* S, Sn Sh x> LR,

0,2 50 92
100 9
05 50| 4 4 4 4 5 61
100 1 6

0,71 50| 52 52 52 52 54 131
wo| 3 3 3 3 3 14

Tabulka 3.7: Tabulka pocti selhdni testi za alternativy H; pro posloupnosti
nédhodnych veli¢in z Po(0,2).
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Z.aver

V této préci jsme se zabyvali testovanim nezavislosti v ¢asovych radach stejné
rozdélenych nahodnych veli¢in s Poissonovym rozdélenim a popsali jsme test jed-
noduchych iteraci, testy zalozené na odhadu autokorelace pro tii rtizné odhady
a testy zaloZené na kontingenc¢ni tabulce — y2-test a test pomérem vérohodnosti.
[lustraci jsme provedli na prikladu meési¢nich pocti nahlasenych pripada pracovni
neschopnosti zptsobenych popaleninami evidovanych agenturou British Colum-
bia Workers Compensation Board v obdobi od ledna 1987 do prosince 1994.

Popsané testy jsme nasledné porovnali v simulac¢ni studii, ve které jsme dospéli
k nasledujicim poznatkiim. Pro hypotézu Hy i alternativu H; a libovolné hodnoty
n lze jako nejvice univerzalni test doporucit test zalozeny na odhadu autokore-
lace, ptricemz mezi jednotlivymi testovymi statistikami .S,,, S,as, jsou pouze
zanedbatelné rozdily. Z této trojice testti vychazi test dany testovou statistikou
S, jako nejvice konzervativni za Hy a nejsilngjsi za H;.

Naopak nejméné vhodné, predevsim pro kratké casové rady nebo rady ndhod-
nych veli¢in s Poissonovym rozdélenim, jehoz parametr se blizi nule, se za hypo-
tézy Hy i alternativy H; ukazaly byt testy zalozené na kontingencnich tabulkach,
nebof z popisovanych testti nejcastéji neprobéhnou a maji znatelné nizsi silu.
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A. Dodatky

V této kapitole uvedeme pro uplnost nékteré definice a tvrzeni, které jsou
vyuzity v dikazech v pribéhu této prace, avsak samy o sobé nejsou podstatné
pro probirand témata.

V dikazu tvrzeni |3| vyuzivame nasledujici vétu, viz Praskova (2007, strana
80).

Véta 6. Necht {X,;,t € Z} je redlnd staciondrni posloupnost se stredni hodnotou
L a autokovariancnd funkei v, pro kterou Y3 || < co. Pak pro n — oo plati

—00

Xn RN
n—oo
V dikazu véty 5| vyuzivame nasledujici definici a vétu, prevzaté z |[Praskova
(2007, strana 87).

Definice 6. Necht {X;,t = 1,...,n} je casovd tada. Pak rekneme, Ze nahodné veli-
ciny této casové rady jsou m-zdavislé, kde m € Ny je dané cislo, jestliZe pro vsechna
t =1,...,n jsou ndhodné vektory (..., Xi—1,X¢) a (Xivma1, Xetmaz, -..) nezavislé.

Véta 7. Necht {X;,t = 1,...,n} je casovd rada redlnijch, centrovanich, striktné
staciondrnich, m-zavislych ndhodnych velicin s konecnymi druhymi momenty a
autokovariancéni funkei vy, pro kterou A% = Y1 . # 0.

Potom pron — oo
nvar X, — A2 (A.1)

f:Xt 4 N(0,A2). (A.2)
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