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Uvod

Pri dlohach klasifikace chceme roztiidit pozorovani do predem znamych kate-
gorif. Casto pfitom pracujeme s rozsahlymi datasety s mnoha vysvétlujicimi pro-
ménnymi. Nékteré z téchto proménnych vsak mohou mit maly ¢i zanedbatelny
vliv na to, do jaké kategorie dané pozorovani spada. Presto vSak tyto proménné
mohou mit negativni vliv na nas model, do kterého vnaseji zbytecnou chybu
a zhorsuji jeho predikéni schopnosti. Cilem hledani fidkého Teseni je odstranit
tyto mélo vyznamné proménné z naseho modelu a docilit tim toho, zZe nas model
bude vice stabilni pti predikci kategorii.

Reseni klasifika¢nich tloh vétsinou probihd ve dvou fazich. V prvni se opti-
malizuje model, ktery je v nasem kontextu vyjadien ztrdtovou funkci. Tato ztra-
tova funkce je zavisla na parametrech, které optimalizujeme tak, aby hodnota
ztratové funkce byla co nejmensi. Ztratova funkce je casto interpretovana tak,
ze odhaduje pravdépodobnosti prislusnosti pozorovani do jednotlivych kategorii.
Ve druhé fazi dochazi k zarazovani pozorovani do kategorii na zédkladé pravdépo-
dobnosti spo¢tenych v prvni fazi. Rozdéleni na tyto faze ndm umoznuje prevést
klasifika¢ni ilohu z diskrétni optimalizace na spojitou, kterd se zpravidla snadnéji
provadi, obzvlast v kontextu strojového uceni.

Ve strojovém uceni existuje nékolik zptsobt jak ovlivnit fidkost Teseni klasifi-
kacni tlohy. Pouzivaji se ruzné metody pro redukei dimenzionality (napf. analyza
hlavnich faktori pomoci singuldrniho rozkladu), iterovanou eliminaci promén-
nych, hodnoty SHAP, apod. V této praci se zamérime na hledani ridkého reseni
pomoci tzv. reqularizace. Regularizace je funkce, ktera se pricita ke ztratové funkci
a ma specifické vlastnosti ovliviiujici predikéni schopnosti ztratové funkce. O tom,
jak volba regularizace muze ovlivnit fidkost feseni, budeme mluvit v sekci [5.1}

Uvazujme vsak nejprve ztratovou funkei f: R® — R a feSme tlohu

min f(z).
Klasickou metodou feseni téchto tloh je metoda nejvétsiho spadu. Pokud je funkce
f diferencovatelna, pak lze dosahnout kritického bodu, tj. bodu kde je gradient
nulovy, iteraci

Tpt1 =z — V f(zy), k€N, (1)

pro vhodné zvolenou posloupnost redlnych ¢isel {ay} a startovaci bod x; € R™.
Iteraci provadime dokud je gradient V f(xj) nenulovy. Tento pristup ma vsak
dvé nevyhody. Jednak urcit gradient ztratové funkce muize byt velmi nérocné,
a také ztratova funkce nemusi byt diferencovatelna. Prvni pripad vyvstava z faktu,
ze ztratové funkce jsou casto definovany pomoci pozorovani z rozsahlych data-
seti, které mohou obsahovat desitky tisic a vice pozorovani. Urcit gradient ztra-
tové funkce pak vyzaduje prichod celého datasetu, coz je vypocetné narocné.
Druhy pripad nastava pomérné casto. V neuronovych sitich se bézné pouzivaji
nediferencovatelné aktivace, napr. ReLU ¢i Leaky ReLU. Dale i nékteré bézné
pouzivané ztratové funkce jsou nediferencovatelné, napt. takzvany hinge loss jenz
je zakladem modelu soft-margin SVM[Y] ¢ mean absolute errorf]

Ly angli¢tiné zkratka SVM znamend support vector machine
2y &estiné stredni absolutni chyba



Problém slozitosti vypoctu gradientu se da obejit tim, ze gradient budeme
v jistém smyslu odhadovat. Tak vznikl algoritmus stochastického gradientového
sestupuﬂ Predpis toho algoritmu je podobny jako v , jen misto presného gra-
dientu pouzivame jeho odhad.

V pripadé, ze ztratova funkce je nediferencovatelna, gradient nahradime sub-
gradientem. Subgradient v této praci formalné definujeme a ukazeme nékteré jeho
vlastnosti a pro¢ je dilezity v optimalizac¢nich tlohach.

Méjme ztratovou funkei f: R” — R a regularizaci g: R® — R. Hlavni naplni
této prace bude diskutovat nékteré optimaliza¢ni metody fesici tlohu

min £(x) + g(x), )
se zaméFenim na fidkost FeSeni této tlohy. Ridkost feseni formalné definujeme
jako podil nulovych parametri ku celkovému poctu. V této praci navic budeme
uvazovat, ze mame oba vySe zminéné problémy spojené s metodou gradientového
sestupu. Tedy funkce f a ¢ jsou nediferencovatelné a je tézké spocitat jejich
gradient, resp. subgradient. V praci se omezime na funkce, které jsou tzv. lokdiné
lipschitzovské.

Hlavni metody resici ilohu , které budeme v této praci diskutovat, jsou me-
tody obycejného a proximélniho stochastického subgradientového sestupuﬁ. Obée
metody vyuzivaji subgradient a v jistém smyslu jeho odhad.

Obsah prace je strukturovan nasledovné. V prvni kapitole této prace zavedeme
zakladni pojmy a uvedeme nékteré véty, které daji do souvislosti tyto pojmy
a jejich vyznam pro optimalizaci.

V druhé kapitole se zamétime na tzv. diskrétni aproxrimace trajektorie. Jedna
se o specificky typ algoritmu, ktery asymptoticky sleduje trajektorii diferencidlni
inkluze. Tyto pojmy Ctenari objasnime.

Obsah tfeti kapitoly je zaméren na samotné metody SSGD a PSSGD. Nejdiive
je zavedeme a formulujeme podminky konvergence k tzv. kritickému bodu. Poté
ukazeme souvislost téchto algoritmi s kapitolou 2, neboli jak souvisi s diskrétnimi
aproximacemi trajektorie. Na zavér provedeme dikaz jejich konvergence ke kri-
tickému bodu.

Ctvrté kapitola je vénovand interpretaci podminek konvergence algoritmi
SSGD a PSSGD, nebot tyto podminky nejsou primocaré a vyzaduji podrobnéjsi
komentar.

Pata kapitola obsahuje numerickou ukazku. Popiseme zde detaily této ukazky;,
véetné volby dataseti, ztratové funkce a regularizace. Vysvétlime, jak regularizace
dokaze ovlivnit Tidkost feseni. Ukézku provedeme pouzitim obou metod SSGD
a PSSGD a porovname model ztratové funkce a regularizace oproti samotné ztra-
tové funkci.

Na konci shrneme vysledky této prace a také prilozime ptilohu s dikazy né-
kterych pouzitych tvrzeni.

3y angli¢ting stochastic gradient descent, odtud budeme pouzivat zkratku SGD
4y anglické literatuie se pouzivaji nazvy stochastic subgradient descent a prozimal stochastic
subgradient descent, proto tyto metody budeme zkracovat jako SSGD, resp. PSSGD



Znaceni

V celé praci budeme pracovat s euklidovskou normou ||-|| definovanou po-
moci standardniho skaldrniho soucinu, ktery budeme znadit (-, -). Otevienou kouli
okolo bodu z € R" o poloméru r > 0 oznac¢ime B,(z). Definujeme dist(z, A) =
inf{||z —a| : a € A}, kde x € R" a A C R" je neprazdnd mnozina. Pokud bude
z kontextu ziejmé o jaky index se jedna, budeme nékdy zapisovat posloupnost
jako {xy} misto {zg}- ;.

V praci casto budeme pracovat se soucty mnozin. Ten definujeme v klasickém
Minkowského smyslu: pro A, B C R"™ definujeme jejich soucet jako

A+B:={a+b:a€ Abe B}.

Operaci convA myslime konvexni obal mnoziny A. Uzavér mnoziny A znac¢ime
A. Symbolem P(A) znacime potencni mnoZinu mnoziny A.

Pokud nebude teceno jinak, funkce f a g budou vzdy zobrazeni z R™ do R,
kde n € N. Zépisem H:R" — P(R™) budeme definovat mnozinova zobrazeni,
tj. zobrazeni jejichz hodnoty jsou mnoziny. Nékdy vsak budeme mnozinovym
zobrazenim fikat pouze zobrazeni, z kontextu vsak bude vzdy jasné, o jaky typ
zobrazeni se jedna. Nechf z € R", inverz mnozinového zobrazeni definujeme jako

H ' (z):={yeR": 2 € H(y)}.

Soucet mnozinovych zobrazeni H,G: R" — P(R") definujeme pro libovolné
z € R" jako (H + G)(z) := H(z)+ G(x), kde + je v tomto pripadé Minkowského
soucet mnozin.

Necht R, znaci kladna redlnd ¢isla. Krivku ¢: Ry — R™ nazvéme absolutné
spojitou jestlize je jeji derivace lebesgueovsky integrovatelna a pro skoro vsechna
t > 0 plati

t
olt) = p(0)+ [ ¢(r)dr,
kde ¢ znaci derivaci podle proménné ¢.

Prostor k-krat diferencovatelnych funkei mezi prostory X a Y budeme znacit
CF(X,Y), pii¢emz prostor spojitych funkei budeme znacit pouze C(X,Y).



1. Zakladni pojmy

Uvazujme ztratovou funkci f: R™ — R a optimalizac¢ni tlohu

min f(z).
V této praci budeme casto uvazovat takzvané lokdlné lipschitzovské funkce, tzn.
pro kazdé x € R" existuje ¢ > 0 a konstanta K > 0 takové, ze pro kazdé
Y,z € B.(x) plati
fw) = fERI < Klly— =] (1.1)

Pokud tekneme, Ze funkce f je v bodé x lokalné lipschitzovska s konstantou
K > 0, mame tim na mysli to, ze existuje n > 0 takové, ze pro kazdé y, z € B, (z)
plat{ (L.1]).

Jak jsme jiz predeslali v tvodni kapitole, v této praci se budeme zabyvat
obecné nediferencovatelnymi funkcemi. Pristoupime tak k jisté aproximaci gradi-
entu. Aproximace, se kterou budeme pracovat, se nazyva subgradient.

Definice 1.1 (Clarkiv subdiferencidl a subgradient). Clarkiv subdiferencidl
funkce f v bodé x € R™ definujeme jako mnoZinu

Of (z) := conv {nll_{IOlo ViWn): Yn = x,yn € R", V f(y,) existuje Vn € N} :

Kazdy prvek této mnoZiny nazyvame subgradient.

Jedna se o pomérné komplikovany pojem, ktery uvazuje limitu gradienti
ze vsech moznych smért vedoucich k bodu x. V ptipadé, ze f je konvexni, Clar-
kv subdiferencidl prechazi prirozené v pojem subdiferencidlu z konvexni analyzy.
Tedy v pripadé konvexni funkce f je 0f(x) mnoZina vektora v spliujici

f(y) - f(l’) > <U7y - I>7 Vy S BE(I)v

pro néjaké € > 0. Chovani subgradientovych metod je dobfe znamé pro konvexni
funkce, a proto se v této praci zabyvame obecnéjsim pripadem.
Dilezité je si uvédomit, ze pokud ma funkce f v bodé x gradient, pak zrejmé
plati 0f(x) = {V f(x)} a Clarkiv subdiferenciél se redukuje na prosty gradient.
Na prvni pohled neni zcela ziejmé, jaké ma Clarktav subdiferencial vlastnosti.
Vime zatim jenom to, Ze je to konvexni mnozina. V nasledujicich tvrzenich si uka-

vvvvvv

fellar and Wets [2009, Tvrzeni 8.7].

Tvrzeni 1.2. Nechl f je funkce a x € R™. Potom Of(z) je uzaviend mnoZina,
ktera je tzv. z vnéjsku spojitcﬂ To znamend, Ze pro kazdé dvé posloupnosti {xy}
a {yr} takové, Ze x, — x* a yp € Of (xy), plati dist(yx, df (z*)) — 0.

Nyni se podivejme na vlastnosti Clarkova subdiferencialu v pripadé lokalné
lipschitzovskych funkci. Ukazuje se, ze Clarkiiv subdiferencial je v tomto pripadé
kompaktni a neprazdnd mnozina.

Ly anglické literatuie se pouzivd pojem outer continuous



Tvrzeni 1.3. Necht f je v bodé x € R™ lokdlné lipschitzovska s konstantou K > 0.
Potom

df(x) # 0 a Of(x) < Bx(0).

Je-li navic g dalsi lokdlne lipschitzovska funkce v bode x, pak
f +9)(x) € 0f(x) + 9g(x).

Diikaz. Viz piiloha[A] tvrzeni [A.T]
]

Subdiferencial lokalné lipschitzovské funkce je tedy vzdy omezena mnozina.
V kombinaci s jeho uzavienosti dostavame, ze je i kompaktni. Déle budeme Clar-
ktiv subdiferencial nazyvat pouze subdiferencial.

Vyznam subdiferencialu pro optimalizaci je ihned zrejmy z nasledujici véty,
ktera byla dokdzana napt. v |Clarke et al.|[2008, Véta 1.5]. Tato véta fiké za jakych
podminek funkce f klesd ve sméru subgradientu.

Véta 1.4 (O sestupu ve sméru subgradientu). Necht 0 ¢ Of(x) a ddle necht
d € 0f(z) je prvek s minimdlni normou. Potom pro dostatecné malé o > 0 plati

f(x —ad) < f(z).

Zavedme si nyni pojem tzv. kritického bodu. Tento pojem je analogicky pojmu
kritického bodu z matematické analyzy a v pripadé diferencovatelnych funkci
v néj prechazi. My ho vSak budeme definovat v obecnéjsi formé pro mnozinova
zobrazeni.

Definice 1.5 (Kriticky bod). M¢jme mnoZinové zobrazeni L: R™ — P(R"). Rek-
neme, Ze x* € R™ je kritickym bodem zobrazeni L, jestlize plati 0 € L(x*). Dadle
rekneme, zZe x* je kritickym bodem funkce f, pokud je x* kritickym bodem zobra-
zeni Of, tj. 0 € Of (x*).

Poznamka. Zobrazeni L v predchozi vété miize byt naptiklad subdiferencial néjaké
funkce f. Nejvice zajimavy pripad tak pro nas bude mnozinové zobrazeni df.

Vyznam kritického bodu spoc¢iva v nasledujici véteé.

Véta 1.6 (Optimalita a kriticky bod). Pokud ma funkce f v bodé z* € R™ lokdlni
minimum, pak musi byt x* kritickym bodem funkce f, neboli 0 € Jf(x*).

Driikaz. Viz Rockafellar and Wets [2009, Véta 10.1.].

m
Opacné implikace v predchozi vété zjevné neplati. Problém, ze funkce v kritickém
bodé nemusi mit lokalni minimum, je znamym problém pro optimalizacni metody
vyuzivajici gradient ¢i subgradient. Nelze se mu vyhnout a nevyhneme se mu ani
my. Presto se gradientové a subgradientové metody osvédcily v mnoha oblastech
vyuzivajici teorii optimalizace, napt. ve strojovém a hlubokém uceni. Proto ma
smysl se témto metodam vénovat, i pres jejich nedostatky:.

V tvodni kapitole jsme mluvili o tom, Ze spocitat presné gradient, ¢i subgradi-
ent ztratové funkce muze byt velmi narocné. Proto smérujeme k tomu, ze budeme
subgradient odhadovat. Pro tento ucel predpokladame existenci vhodného vybé-
rového mechanismu.



Predpoklad 1.7 (Odhadovaci mechanismus pro subgradient). Méjme pravdépo-
dobnostni prostor (0, A, P). Pro funkci f predpokladdme, Ze existuje méritelné
zobrazeni ( : R™ x Q@ — R"™ takové, Ze pro kazZdé x € R™ plati

E, [((z,w)] € Of(z).
Operace E,, znaci stredni hodnotu v proménné w € €.

V prostredi strojového uceni a této prace nam takto definovany pravdépodob-
nostni prostor slouzi k ndhodnému vybéru z dat a odhadu subgradientu ztratové
funkce. Vyse zminény predpoklad nam pak zarucuje, ze stredni hodnota tohoto
odhadu je skutec¢ny subgradient funkce.

Kdykoliv budeme pracovat s timto odhadovacim mechanismem, budeme po-
uzivat pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P) a budeme mit na paméti, Ze je to
pravdépodobnostni prostor, ktery nam umoznil zavést tento mechanismus.

Nyni jsme probrali dilezité pojmy k optimalizaci nekonvexnich a nediferenco-
vatelnych funkci a jsme pripraveni pracovat s algoritmy vyuzivajici subgradient
funkce. V dalsi kapitole vSsak budeme diskutovat tzv. diskrétni aproximace trajek-
torie. Smysl tohoto nazvu ¢tenéari objasnime vétou o aproximaci trajektorie.
V kapitole 3 ukdZzeme, jak spolu souvisi tyto diskrétni aproximace a metody SSGD
a PSSGD.



2. Diskrétni aproximace
trajektorie

Méjme mnozinové zobrazeni H: R™ — P(R™). Dale necht {7} je posloupnost
prvku prostoru R™ a {ay} posloupnost kladnych redlnych éisel. Zvolme z; € R™.
Pro kazdé k € N budeme iterovat

Tpr1 = Tk + ap(ye + k), (2.1)

kde yr € H(zi),k € N, jsou libovolné zvolené. Takto zavedené znaceni budeme
pouzivat po celou kapitolu. Poznamenejme, Ze tato iterace je deterministicka
a nepracujeme zde s ndhodou.

Za zobrazeni H muzeme napiiklad zvolit subdiferencial néjaké funkce f, tedy
H = 0f. Prvky yx pak lze interpretovat jako subgradient této funkce v bodé xy.
Soucet yx + 1, zase mizeme chépat jako subgradient v bodé xy, pricemz jsme pri
urcovani toho subgradientu udélali chybu n;. V této kapitole se vsak zamérime
na obecnéjsi pripad kdy H je libovolné mnozinové zobrazeni.

Zavedme si nyni podminky za kterych plati konvergence posloupnosti {zy},
vygenerované predpisem (2.1)), ke kritickému bodu. Podminky jsou prevzaté
z [Davis et al|[2020], ovSem my je zde z divodu prehlednosti uvadime a prikla-
dame k nim podrobnéjsi komentar. Predpoklady budeme pouzivat po cely zbytek
kapitoly.

Predpoklad 2.1. Predpoklddejme, Ze je pro iteraci (2.1) splnéno ndsledujici:
1. suppey [|zk]| < 00 a supgey [[ykl| < oc.

2. Posloupnost {cy.} md vlastnosti

(e e} o
ag > 0, Zak:oo, Za,% < 0Q.
k=1 k=1

3. Rada Y5°, aymi konverguje k néjakému vektoru v € R™.

4. Pro kaZdou rostouci posloupnost prirozenych cisel {ng}y., takovou,
Ze {xy, }r, konverguje k néjakému bodu x* € R", plati

1 n
lim dist < > Yo H(m*)) = 0.
n

n—00
k=1

Predpoklad [2.1]1 asi nikoho neprekvapi. Pokud jsou zj i y, neomezené, tak
vzhledem k pfedpisu iterace lze st&zi ocekdvat konvergenci hodnot .

Vlastnosti itera¢nich kroku uvedené v bodé [2.1]2 jsou standardni v literatute
pojednavajici o stochastickém gradientovém sestupu (SGD). Robbins and Monro
[1951] ukazali, Ze tyto vlastnosti iteracnich kroku jsou nutné ke konvergenci me-
tody SGD ke kritickému bodu. Vzhledem k tomu, ze SSGD ve specidlnim pripadé
prechazi v SGD, je rozumné vlastnosti iteracnich krokt pozadovat i po iteraci
. Jedna se o mirny predpoklad a lze jej jednoduse splnit napriklad volbou
kroku oy = 1/k.



Bod[2.1]3 pojednévéa o omezenosti chyb vdzenych kroky ay. Intuitivné bychom
ocekavali, ze pro konvergenci algoritmu nesmi byt chyby prilis velké. To ndm pravé
zaruci tento predpoklad.

Predpoklad .4 nam 1ika, ze aritmeticky prameér %z’gzl Yn,, dobfe aproxi-
muje mnozinu H (z*) pro velkd n. Tento predpoklad trochu pfipominé spojitost
z vnéjsku zminénou v tvrzeni [[.2] jen zde uvazujeme, Ze se aritmeticky pramér
prvki y,, € H(z,, ),k € N, blizi k H(z*), a ne samotna y,,. Vskutku, z tvrzeni
3.6] vyplyne, Ze pokud jsou hodnoty zobrazeni H kompaktni, konvexni a z vné&jsku
spojité mnoziny, pak je splnén predpoklad [2.1}4.

Zbyva zavést jesté jednu sadu predpokladi. Budeme predpokladat existenci
funkce splnujici urcité podminky. Témto podminkam budeme fikat Ljapunovy.

Predpoklad 2.2. Predpoklidejme, Ze existuje spojitda, zdola omezend funkce
L :R"™ — R takova, Ze

1. (Sardova vlastnost) Mnozina L(R™ \ H~(0)) je hustd v R.

2. (Sestupovd vlastnost) Pro kazdou absolutné spojitou krivku ¢: Ry — R”
takovou, Ze ©(0) neni kritickym bodem H a

o(t) € H(p(t)) pro s.v. t € Ry (2.2)

plati, Ze existuje T > 0 takové, Ze

L(p(T)) < sup L(p(t)) < L(4(0)).

te[0,7

Pozndmka. Vztah nazyvame diferencidlni inkluze. Absolutné spojitou kiivku
splnujici vlastnost diferencidlni inkluze nazyvame trajektorie zobrazeni H.

Sardova vlastnost nam tika, ze zobrazime-li nekritické body zobrazeni H po-
moci funkce L, dostaneme hustou mnozinu v R.

Tyto podminky miizou piisobit pomérné komplikované. Jejich interpretaci,
véetné objasnéni nazvu Sardova podminka a sestupova vlastnost, proto vénujeme
celou kapitolu [4]

Vyslovme nyni vétu o konvergenci posloupnosti {z} ke kritickému bodu. Du-
kaz zde nebudeme uvadét, ¢tendre odkézeme na [Davis et al.| [2020] Sekce 3.3],
kde je dikaz prehledné a dobfte sepsan.

Véta 2.3 (Konvergence ke kritickému bodu). Necht jsou splnény predpoklady
a[2.9. Potom pro libovolny limitni bod x* posloupnosti {x)} plati 0 € H(z*)
a posloupnost {L(xy)} konverguje.

2.1 Véta o aproximaci trajektorie

Nésledujici sekci prebirdame z Davis et al.|[2020] a Duchi and Ruan| [2018§].
Sekci zde uvadime z ilustrativnich a interpretacnich diavodi.

Definujme t, = Zle a;. Pro posloupnost {x} vytvorenou iteraci defi-
nujme funkeci x: R, — R" jako z(t) = x1,t € [0,t1), a

x(t) =T+ 7(l’k+1 — l’k), Vt € [tk,tk+1), Vk € N.



Podminka }°77, ap, = oo zarucuje, ze tato funkce je definovana pro kazdé
t > 0. Funkce x neni nic jiného nez spojitda linedrni interpolace posloupnosti
{zx}, plati totiz z(ty) = xp a mezi body zx1; a xx je x linedrni funkce. Déle
definujme posunuté kiivky z7(t) := z(7 +t), t e Ry, 7 > 0.

Nésledujici véta je vysledkem |Duchi and Ruan| [2018, Véta 3.7].

Véta 2.4. (O aprozimaci trajektorie) Necht je splnéna sada predpokladi . Je-li
{1, takovd, Ze 7, — oo, potom vsechny limitni body ¢(-) posloupnosti funkci
{a™ () }72, v prostoru C(Ry,R™) jsou trajektoriemi diferencidlni inkluze

o(t) € H(p(t)) pro s.v. t > 0.

Konvergence je stejnomérnd v ndsledujicim smyslu. Pokud je funkce o(-) limitou
néjaké vybrané podposloupnosti {x™i(-)}:2, , potom

lim sup [[z™i(t) —¢(t)|| =0, VT > 0.

Véta o aproximaci trajektorie nam 1ikd, ze linedrni interpolace x(t) posloup-
nosti {xy} pro dostatecné velké ¢ dobte aproximuje trajektorii zobrazeni H. Tento
fakt plyne ze zvétsujicich se posunuti 7. Touto vétou jsme zaroven obhajili nazev
této kapitoly, nebot hodnoty xj, lze pro dostatecné velka k € N pomoci této véty
interpretovat jako diskrétni aproximace trajektorie zobrazeni H. Tato véta je di-
lezitym interpretac¢nim nastrojem a v kapitole [4| se o ni zminime v souvislosti s

metodami SSGD a PSSGD.
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3. Optimalizacni metody pro
hledani ridkych reseni

V této kapitole se zamérime na metody SSGD a PSSGD a jejich konvergenci
ke kritickému bodu. Obé metody pouzivaji odhad subgradientu funkce, budeme
tedy potfebovat vybérovy mechanismus z predpokladu [I.7)i s pravdépodobnost-
nim prostorem na kterém jsme ho zavadéli. Zaéneme s metodou SSGD.

3.1 Metoda SSGD

Meéjme lokélné lipschitzovskou funkci f. Metoda SSGD je urc¢ena pro optima-
liza¢ni dlohy typu

min f(z).

Algoritmus SSGD pro tuto tlohu vypada nasledovné.
Algoritmus 1: Metoda SSGD

Vstup: Kladnd posloupnost {ay}-,, 1 € R"

Vystup: x; je kritickym bodem funkce f

Zacatek:

kE+1

Opakuj:
Vyber wy, € Q a spocitej (zx, wi)
Thp1 < T — C(Tg, W)
E+—Fk+1

Dokud: 0 ¢ Jf(zx)

Vrat: z;,

Konec

Metoda pripomina algoritmus SGD, akorat zde nepredpokladame diferenco-
vatelnost funkce a pracujeme se subgradienty. Iteraci zx11 = xp — ap((zg, wi)
budeme nazyvat subgradientovd aktualizace. Vektor x; slouzi jako startovaci bod.

Diskutujme nyni ptredpoklady konvergence algoritmu SSGD ke kritickému
bodu.

3.1.1 Predpoklady konvergence SSGD

Predpoklady jsou prevzaty z Davis et al.|[2020] a my je zde pro prehlednost
uvadime v upravené formé. Zavedené podminky budeme pouzivat pii dikazu
konvergence ke kritickému bodu v sekei [3.1.2]

Predpoklad 3.1. Necht je pro metodu SSGD definovanou algoritmem [1] splnéno
nasledugici:
1. Posloupnost {x)} je omezend, neboli supycy ||| < oo.

2. Posloupnost iteracnich kroki {ax} md vlastnosti

o oo
ag > 0, Zak:oo, Zai < Q.
k=1 k=1
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3. Necht pro vijbérovy mechanismus z predpokladu (1.7 plati, Ze existuje funkce
b: R® — R omezend na vsech omezeniych mnozindch takovd, Ze

E. [I¢(z,w)[*] < b(x).

Body B.1}1 a[3.1]2 zndme jiz z kapitoly 2] Pfidavame vSak predpoklad [3.1]3,

ktery zarucuje konecny rozptyl normy odhadu subgradientu. Plati totiz

var, ([1¢(,) ) = Eo [IIS@, )] = o [I¢(@,0)))? < o). (3.1)

Podobné jako v kapitole [2] pozadujeme existenci funkce spliujici Ljapunovy
podminky. Zde vsak predpokladame, ze tyto podminky splnuje samotna funkce

f.
Predpoklad 3.2. Necht [ je navic zdola omezend funkce splnujici

1. (Sardova vlastnost) Mnozina nekritickijch bodi funkce f je hustd v R™.

2. (Sestupovd vlastnost) Pro kazZdou trajektorii ¢ diferencidlni inkluze

p(t) € —=0f(p(t)) pro s.u. t € Ry

splriujici 0 ¢ Of (¢(0)) plati, Ze ezistuje T > 0 s vlastnosti
fle(T)) < sup f(p(t) < f(p(0)).
te[0,7

Poznamka. Predpoklad omezenosti zdola funkce f neni prilis omezujici. V praxi
se témeér vyhradné pracuje se zdola omezenymi ztratovymi funkcemi.

O funkci f spliujici obé podminky [3.2l1 a [3.212 budeme fikat, Ze spliiuje
Ljapunovy podminky.

Za téchto predpokladi muzeme dokazat konvergenci metody SSGD ke kritic-
kému bodu.

3.1.2 Dikaz konvergence SSGD

Struktura dikazu je podobnd jako v ¢lanku Davis et al. [2020, Kapitola
4], ovSem my ho zde upravujeme pro ucely pouziti odhadového mechanismu
z predpokladu [I.7} Navic prikldddme diukazy nékterych tvrzeni, které povazu-
jeme za vlastni. Zuzitkujeme pritom predpoklady zavedené v predchozi sekci.

Necht yy, := — E,, [((zx, w)] any = E,, [( (2, w)]—C(xk, wk), wr € Q. Vektory ny
lze chapat jako nahodné veli¢iny zavisejici na konkrétni realizaci ndhody wy, € §2
a v nasem pripadé slouzi jako posloupnost nahodnych chyb, které délame pri
odhadu subgradientu. Prvky y; jsou omezené, nebot y, € —9f(xy). To plyne
z predpokladu na odhadovy mechanismus a z omezenosti subdiferencidlu, viz
tvrzeni [1.3] Plati tak yp + np = —( (@, wi) a ziejmé

Tk+1 = Tk — OékC(Ilmwk) =+ Oék(yk + Uk)-

Dostavame tak souvislost s diskrétnimi aproximacemi trajektorie, které byly dis-
kutovany v kapitole 2 Dokazeme-li tedy predpoklady konvergence téchto apro-
ximaci ke kritickému bodu, presnéji predpoklady a [2.2] aplikaci véty na
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posloupnost {z;} dostaneme konvergenci této posloupnosti ke kritickému bodu
zobrazeni —df. Tim dokazeme také konvergenci metody SSGD ke kritickému
bodu funkce f.

Vsimnéme si, ze predpoklad [3.2] zarucuje splnéni predpokladu [2.2] nebot tyto
podminky splnuje samotna funkce f. Déle si uvédomme, ze staci ukazat jen
supgen ||[Uk|| < oo a platnost predpokladi .3 a .4. Zacneme omezenosti po-
sloupnosti {yx} . Nejdrive si vsak ukdzeme jednu charakterizaci vlastnosti lokalni
lipschitzovskosti a jeji uzitecnou vlastnost. Platnost toho lemmatu ukazujeme v

ptiloze [A] tvrzeni

Lemma 3.3. Viastnost lokdlni lipschitzovskosti funkce f: R™ — R je ekvivalentni

s vlastnosti
vovze |y — 2]

Ddle plati-li vyse zminénd vlastnost, jsme schopni pro kazdé x € R™ a libovolné
e > 0 najit £ > 0 takové, Ze pro libovolné y, z € Be(x),y # z, plati

/() = f(2)]

S Lf(l’) + €.
ly — =]
Omezenost posloupnosti {y;} snadno vyplyne z nésledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 3.4. Necht je posloupnost {xy} omezend. Potom ezistuje M > 0 takové,
ze plati Upen Of (1) € Bay(0). Jingmi slovy, mnozZina Upey Of (T5) je omezend.

Diikaz.  Jelikoz je funkce f lokdlné lipschitzovskd, uzitim lemmatu muzeme
pro kazdé k € N najit d; > 0 takové, ze pro libovolné y, z € Bs, (vx),y # z, plati

f(y) = f2)]

ly — 2 d

Z tvrzeni [1.3] vime, Ze

U 0f(xx) € U Brj@+1(0) € Bu(0),

keN keN

kde M := 1+ supyey Ly(x)). Staci tak ukdzat supyey Lr(zg) < 0o. Potom totiz
bude uvazovand mnozina obsazena v kouli o poloméru M, coz je omezend mno-
zina.

Pro spor predpoklddejme sup,en Lf(z) = 00. Bez Gjmy na obecnosti pred-
pokladejme, ze Ls(zy) — o0 a x, — z*, jinak si pfeuspofadame a preindexu-
jeme prvky posloupnosti {z}. Pro kazdé k € N nalezneme posloupnosti {3/12:}21

;) O . <’ 7
a {2} },_, realizujici hodnoty L/(x)) ve smyslu

imoe[lyp — 2z

pricemz lim; oo yi = lim; o 21 = x3 pro kazdé k € N a zaroven yi, 2zt # x3,1 € N.
Dalsim pouzitim lemmatu [3.3] mizeme nalézt n > 0 takové, Ze pro kazdé
Y,z S Bn(l’*),y 7é Z, plati

/() — f(2)]

< Lg(z™) + 1.
ly — =l !
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Najdeme ky € N takové, ze pro kazdé k > ko plati x, € B, 2(z*). Potom pro
dostatecné velkd i € N je také yi, zj € B,(z*), nebot yi,z; — xp,1 — o0. Pro
libovolné k& > kg dostavame

A RIEAI

Ly(zg) = lim

; A s@) + 1.
imoo |y — 2|

Limitnim pfechodem k — oo dostavame oo < Ls(z*) + 1, a to je spor, nebot
Ls(z*) < o0.
]

Poznamka. Vezméme konstantu M > 0 z predchoziho tvrzeni. Potom pro kazdé
k € N plati 4, € Ba(0) a ziejmé supyey |lyel| < M. Piedpoklad 2.1]1 je tedy
splnén.

Nyni dokdzeme predpoklad [2.1}3. Dilezité je spravné interpretovat ndsledu-
jici tvrzeni. To nam 1ika, ze s pravdépodobnosti jedna, tj. skoro jisté, je splnén
predpoklad [3.1]3. S pravdépodobnosti nula tak muZeme narazit na realizaci na-
hodnych veli¢in n; takovou, ze fada >, axny diverguje a nebudou splnény pred-
poklady véty [2.3] Prezentujeme zde vlastn{ argument pro platnost nésledujiciho
tvrzeni. Dikaz je v8ak podobny Davis et al.| [2020, Lemma 4.1}, kde se pouzivaji
martingaly.

Tvrzeni 3.5. Rada Y52, aymi konverguje skoro jisté.

Diikaz. Necht S, = > 7_; agn. Ukdzeme, ze S, € La(Q, A, P)[|, n € N, a po-
sloupnost téchto velic¢in je Ly-cauchyovska v nasledujicim smyslu. Pro kazdé e > 0
existuje ng € N takové, ze pro libovolné n,m € N, m > ng,n > ng, plati

E[|Sm = Sull’] <&

To nam zarudci S, —> S, kde S je Ly nahodné redlna velicina. Tento fakt plyne

z Lachout| [2004], Veta 6.14]. Konvergence tady ndhodnych veli¢in v Ly implikuje
konvergenci v pravdépodobnosti, a tedy i konvergenci skoro jisté. Viz |Lachout
[2004, Véty 6.10 a 11.3].

Uvédomime si, ze pro kazdou nahodnou veli¢inu X plati odhad rozptylu

E[|x -EX]*| <E[IX]]. (3.2)
Snadno pak odhadneme

E [[Inell?] < o [lI¢(r,w)1%] < blaw),

kde b je funkce z predpokladu [B.1}3. Mnozina {z1,s,...} je omezend, a tedy
i prava strana nerovnosti je omezena, nebot b je omezena na vsSech omezenych
mnozinach. Ziejmé tak plati

oo

>R E [mel’] < 3 aib(zy) < oo,
k=1

ldsle budeme zkracovat pouze na Lq
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nebot 322,07 < oo. Tim jsme ukdzali S, € Lg,n € N. Dile pro kazdé
n,m € N,m > n, mame

EISn-507 < 3 a2E[Iml?] < 3 a2E [Iml?] =S o,
k=n+1 k=n+1

coz je presné Lp-cauchyovskost.

]

Zbyvé jen dokazat predpoklad [2.1}4. Tvrzeni ukéZeme v trochu obecnéjsi vari-
anté. Dikaz tohoto tvrzeni neni v ¢lanku Davis et al.| [2020] uveden, niZe uvedeny
diikkaz tedy prezentujeme jako svij vlastni.

Tvrzeni 3.6. Necht G: R" — P(R") je mnozZinové zobrazeni, jehoZ hodnoty
jsou konvexni, kompaktni a z vnéjsku spojité mnoZiny. Necht {zx} a {yp} jsou
posloupnosti splriiujici zi, — z* a yx, € G(zx), potom

nli_)ng()dist( Zyk, ) = 0.

Diikaz. Z toho, ze G je z vnéjsku spojité zobrazeni, mame
lim dist (yn, G(2")) = 0.
Zvolme e > 0. Definujme e-obal mnoziny G(z*) jako
F.:={z e R": dist (2, G(z")) < ¢€}.

Mnozina F. je zfejmé kompaktni a konvexni, nebot G(z*) je kompaktni a kon-
vexni. Existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je splnéno dist (y,, G(2*)) < ¢,
tedy y, € F.. Pro n > ng plati Tl—no > —ne Yj € F: z konvexity této mnoZziny.
Oznacme K := sup,cp [|v|| a L :=max {||y1]|, ..., [|¥no-1]|} - Obé jsou to konecné
konstanty. Pro n > ng odhadneme

1 n no— 1
*Zyj - Z Yill = Z ||yj” + - Z HZ/JH
nis n+1 0 S n+1 J o
—1
g(K+L) ,
n

coz je pro dostatecné velké n mensi nez €. Dostavame proto

1 n
dist —Zyj,Fa <e
n =

1 n
dist (n >y, G(z*)) < 2e.
Jj=1

Vzhledem k tomu, Ze € bylo zvoleno libovolné, dokézali jsme tim toto tvrzeni.
]

a z toho plyne také
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Poznamka. V tvrzenich [1.2]a[1.3] jsme uvedli, Ze hodnoty subdiferencialu lokalné
lipschitzovské funkce jsou kompaktni, konvexni a z vnéjsku spojité mnoziny. Vol-
bou G = —0f splnime ptredpoklad [2.1]4. Mdme-li totiz néjakou rostouci po-
sloupnost prirozenych ¢isel {ng},-, takovou, ze limy_ o x,, = z*, pak v pred-
chozim tvrzeni muzeme uvazovat posloupnost {z,, },-, misto {z.}. Plati pak
Yn, € —0f(x,,) a jednoduse lze pouzit predchozi tvrzeni na splnéni predpokladu

2.114.

Dovrsili jsme tak dikaz véty o konvergenci algoritmu SSGD ke kritickému
bodu, viz Davis et al.| [2020, Véta 4.2].

Véta 3.7. Kazdy limitni bod posloupnosti {x;} vygenerované algoritmem |1 je
kritickym bodem funkce f a hodnoty {f(xy)} konverguji.

3.2 Metoda PSSGD

Zamérme se nyni na metodu PSSGD. Méjme dvé lokdlneé lipschitzovské funkce
f a g. Metoda PSSGD je urcena pro tlohu

min f(z) + g(x). (3.3)
V tomto ptipadé nam funkce g slouzi jako regularizace. VSimnéme si, ze soucet
lokalné lipschitzovskych funkei je zfejmé lokalné lipschitzovska funkce. Soucet
funkci lze chapat jako jednu funkci a mtzeme tak aplikovat metodu SSGD, pokud
jsme schopni odhadnout subgradient tohoto souctu. Metoda PSSGD se lisi tim,
ze odhadujeme subgradient funkce f a poté aplikujeme tzv. proximdilni operdtor.
To ndm umoznuje vyhnout se odhadu subgradientu funkce g. Tento operator
si nyni zavedeme.

Definice 3.8 (Proximalni operator). Bud g: R" — R zdola omezend, lokdlné
lipschitzovskd funkce. Proximdlni operdtor definujeme jako méritelné zobrazeni
Pryg(-): (0,00) x R® = R" realizujici pro vjbér

Pag(r) € argmin [g(y) + 5 1y — o]
y€eR?

Pozndmka. Existenci takového zobrazeni ndm zarucuje [Rockafellar and Wets,

2009, Diusledek 14.6]. Dilezité je vlastnost omezenosti zdola funkce g, ktera je

nutnd k tomu, aby byl tento pojem dobte definovan. Odted tedy budeme uvazovat

pouze zdola omezenou funkci g, coz je obvykla vlastnost regularizacnich funkei.

Proximalni operator zarucuje jakysi kompromis mezi vzdalenosti od uréitého
bodu a optimalizaci funkce g. Tento kompromis je fizen parametrem A. Vysoké
hodnoty A\ znamenaji zanedbatelny vliv vzdalenosti od urcitého bodu a vice se
tak zamérujeme na minimalizaci g.

Nyni jsme pripraveni zavést metodu PSSGD pro tlohu (3.3). Ta vypadé na-
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sledovné:
Algoritmus 2: Metoda PSSGD

Vstup: Kladnd posloupnost {ay}re,, 1 € R™
Vystup: x je kritickym bodem zobrazeni Of + Og
Zacatek:

k+1

Opakuj:
Vyber wy, € Q a spocitej (g, wi)
< 2 — apl(Tg, wy)
$k+1<—'¢2k9(xz)
k+—k+1

Dokud: 0 ¢ (0f + 0g)(xy)

Vrat: z;,

Konec

Poznamka. 7 tvrzeni a vime, ze pokud je néjaky bod z* kritickym bodem
funkce f+ g, musi byt 0 € O(f+g)(x*) C df(z*)+ dg(x*). Pracujeme tak s mno-
zinovym zobrazenim —0f — dg misto —9(f + g). Pokud se ndm podaii splnit
predpoklady véty o konvergenci diskrétnich aproximaci trajektorie, dokazeme
tim, Ze hodnoty x; konverguji ke kritickému bodu zobrazeni —0f — 0g. Nem-
zeme sice zarucit to, aby kriticky bod tohoto zobrazeni byl i kritickym bodem
zobrazeni —0(f + g), ale nalezeni kritického bodu zobrazeni —0f — 0g je nut-
nou podminkouﬂ nalezeni kritického bodu zobrazeni —9(f + g). To nés opraviuje
k préaci se zobrazenim —3df — 0g.

Prvni krok algoritmu se nelisi od metody SSGD. Jedna se o subgradientovou
aktualizaci. Poté vSak aplikujeme proximalni operator na regularizaci g, tento
krok budeme nazyvat proximdini aktualizace.

Diskutujme nyni predpoklady za kterych ukazeme konvergenci algoritmu
ke kritickému bodu.

3.2.1 Predpoklady konvergence PSSGD

Vsechny predpoklady nyni prehledné uvedme. Predpoklady jsou prevzaty
z Davis et al.|[2020]. Pfedpoklady, které si nyni zavedeme, si preneseme do sekce
3.2.2 kde dokazeme konvergenci metody PSSGD ke kritickému bodu.

Predpoklad 3.9. Predpoklidejme, Ze pro metodu PSSGD definovanou algorit-
mem[3 je splnéno

1. supyey [Jag]| < oo.

2. Pro posloupnost iteracnich kroki {cy.} predpokladejme

o oo
ag > 0, Zak:oo, Zaz < Q.
k=1 k=1

Zexistuji podminky, kdy nastava rovnost d(f + g)(z) = df(x) + dg(z), oviem tim bychom
kladli prili§ omezujici podminky na funkce f a g
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3. Pro vybérovy mechanismus z predpokladu poZadujeme, aby existovala
funkce b: R™ — R omezend na vsech omezengych mnozindch takovd, Ze

E. [¢(z,w)[] < b(x). (3:4)

Navic chtéjme, aby pro kaZdou konvergentni posloupnost {z} platilo

E, lsup 1€ (25, w) ||| < 0. (3.5)
keN

4. Necht existuje funkce r: R™ — R, kterd je omezend na vsech omezenich
mnozindach, splnujici pro kazdé y € R™ nerovnost

g(x) = g(y) <r(@) |lz —yll.

Predpoklady [3.9/1 a[3.9]2 jiz zndme z kapitoly [2] a z pfedpokladi konvergence
metody SSGD.

Vlastnost slouzi k odhadu rozptylu ndhodné veli¢iny ((z,w), viz (3.1)).
Vztah zase pozaduje, aby stfedni hodnota odhadu subgradienti byla ome-
zend pro konvergentni posloupnosti. Tento predpoklad nevyplyva z odhadu roz-
ptylu a je tfeba tuto vlastnost predpokladat.

Predpoklad [3.914 ponékud pfipomind lokalni lipschitzovskost, ovSem jedna
se o silnéjsi vlastnost. Nastésti je splnéna pro Siroké spektrum regularizaci, jak
ukazuje nésledujici tvrzeni. Dukaz je uveden v Davis et al. [2020, Lemma 6.1].

Tvrzeni 3.10. Je-li funkce g zdola omezend a lokdlné lipschitzovskd, kterd je bud
konvexnd, globdlné lipschitzovskd, nebo spliuje vlastnost im0 g(x) = 00, je

predpoklad[3.9.4 spinén.

7 e NV

Predpoklad 3.11. Po funkci f + g navic poZadujme, aby byla zdola omezend
a splnovala

1. (Sardova vlastnost) Mnozina nekritickijch bodi funkce f + g je hustd v R™.

2. (Sestupovd vlastnost) Pro kazZdou trajektorii ¢ diferencidlni inkluze

o(t) € —=(0f +9g)(p(t)) pro s.v. t € Ry,

splriugici 0 ¢ (Of + 09)(p(0)) plati, Ze existuje T > 0 takové, Ze

(f +9)(e(T)) < sup (f +g)(e(t) < (f +9)(©(0)).

t€[0,T]

Nyni jsme probrali zdkladni predpoklady pro praci s algoritmem PSSGD
a jsme pripraveni dokazat jeho konvergenci ke kritickému bodu.
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3.2.2 Dikaz konvergence PSSGD

Budeme postupovat podobné jako pii dikazu véty [3.7] Nejprve si zavedeme
vektory y. a mp a ukdzeme, ze jsou dobfe definované. Poté ukazeme, ze je spl-
néna formule definujici diskrétni aproximace trajektorie. Nakonec ovérime
predpoklady véty konvergenci téchto aproximaci ke kritickému bodu, a tim
dokéazeme i konvergenci algoritmu PSSGD ke kritickému bodu.

Definujme mnozinové zobrazeni F' := —Jf — dg. Zavedme si

Fi(z) := =0f () + o), By [Payg(z — ar(z,w)) — (2 — el (@, w))] -

Mnoziny Fy(x) lze interpretovat jako subdiferencidly funkce f, jen zatizené o pri-
meérnou chybu kterou udélame, kdyz aplikujeme proximéalni operator po subgradi-
entové aktualizaci © — ay((x,w). Zobrazeni F}, jsou deterministicka a lisi se pouze
konstantami ay,.

Déle si definujme 7, jako ndhodné veliciny

Mk = " [Payg(@r — ol (p, wi)) — 2]

- alzl Ew [Pakg('xk - O{kC(l'k,W)) - mk] ’
kde 7y zavisi na realizaci ndhody wy € 2. Nabizi se prirozena interpretace téchto
veli¢in. Pro konkrétni realizaci ndhody se jednd o vychyleni itera¢niho kroku
algoritmuod oCekavané hodnoty 1, nebot zy11 = Po, g(xr—ap((x), wi)) — T

Na prvni pohled neni zfejmé, jaké maji n, a Fj vlastnosti. To, Ze chyby n
nejsou v jistém smyslu prilis velké, si ukdZzeme pozdéji v tvrzeni Nésledujici
tvrzeni ukazuje, ze proximalni aktualizace je v jistém smyslu omezena. Primym
disledkem je omezenost hodnot zobrazeni Fj, jak ukazeme v disledku tohoto
tvrzeni. Dukaz tvrzeni je prevzat z Davis et al.| [2020, Lemma A.1], my ho zde
podrobnéji rozvedeme.

Tvrzeni 3.12. Pro libovolné z,u € R" a a > 0 plati
[Pag(z — ou) — zf| < 20(r(z) + |Jul]),
kde r je funkce z predpokladu[3.9 4.
Diikaz. Oznaéme x+ = P,g(x—au). Z definice proximalniho operdtoru dostaneme
o)+ ool = (2 = aw)lP < (o) + 5 o],
2cv - 2a
Rozepsanim zjistime, Ze leva strana je rovna
o) + ol =l + o ol + {2, u)
20 20 T
Upravami a pomoci predpokladu [3.9/4 miiZzeme odhadnout
1
e =2l < g(2) = g(a™) = (7 = u) < r(@)]le” =l + ull |27 — 2.
Pokud 5-||z — z|| # 0, dostaneme tvrzeni vydélenim nerovnosti timto vyrazem.

Opacny pripad je trivialni.
]
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Dausledek 3.13. Mnoziny Fi(x) jsou omezené pro kazdé x € R™.

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze mizeme zapsat
Fi(z) = =0f(x) + By [¢(z,0)] + " By [Po, (2 — arC(@,w)) — 2], (3.6)
zbyva dokézat pouze
Ha’l E, [Pag(z — al(x,w)) — x]H < 00

pro kazdé x € R™ a a > 0. Subdiferencial lokdlné lipschitzovské funkce je totiz
omezeny a E, [((z,w)] € df(z). Aplikaci Jensenovy nerovnosti na konkavni od-
mocninu dostaneme

E, [lI(x,w)[] < VﬁEw[Hc<x,w>nﬂ < /b(x), (3.7)

dle predpokladu [3.93. Jakékoliv norma je konvexni zobrazeni, a tak pomoci dalsi
aplikace Jensenovy nerovnosti dostaneme

|o™ s [Pag(e — a(z,w)) — 2| < o™ Eu [IIPag( — ad(,w)) — ||
< 2(@) + 2B, [I(,)l) £ 2 (rl@) + Vo)), (3.8)

pricemz jsme vyuzili predchoziho tvrzeni a . Dosazenim oy, dostaneme
omezenost mnozin Fj(x).

O
Pomoci néasledujiciho lemmatu ukazeme souvislost s kapitolou [2| o diskrétnich
aproximacich trajektorie.

Lemma 3.14. Ezistuji yx, € Fy(xy) takové, Ze plati

Tp+1 = Tk + Oék(yk + 7719)7 k € N. (39)

Diikaz. Jelikoz musi y, € Fi(zx), mizeme volbou E,, [((zg,w)] € Of (zx) vzhle-
dem k alternativnimu zapisu F(z) jako v (3.6) vzit

Yp = oy Ey [Papg(ar — ((a,w)) — 23] -
Pak dostaneme
ak(?/’ﬂ + nk> = Ew [Pakg(xk - C(ZEk, w)) - xk]

+ [Parg(x — arC(y, wi)) — x4) — By [Pa, 9(x1 — arC(z, w)) — 2]

= Po, 9(xr — C(Tg, wi)) — T, = Tpt1 — Tk,

]

V kapitole [2| jsme predpokladali, ze yp € H(zg) pro pevné dané mnozinové
zobrazeni H. Zde vsak pracujeme s y, € Fi(zx), kde F) jsou riznd mnozinova
zobrazeni. My vSak ukdzeme, Ze to nevadi a Ze jsou splnény predpoklady véty [2.3]
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o konvergenci posloupnosti {z;} ke kritickému bodu zobrazeni F. Konvergence
metody PSSGD ke kritickému bodu pak bude zarucena.

V&imnéme si, Ze piedpoklad je stejny s predpokladem [2.2] jen zde Lja-
punovy podminky spliuje samotna funkce f + g. Navic predpoklady na iteracni
kroky {ay} jsou totozné a stejné tak predpokldddme i omezenost posloupnosti
{a1}. Staci tak dokdzat sup,ey [|yx|| < 0o a predpoklady [2.113 a[2.1]4. Tyto pred-
poklady postupné dokézeme. Zacneme s omezenosti posloupnosti {y}. Dukaz je
upravenou a rozvedenou verzi Davis et al.|[2020, Lemma A.6].

Tvrzeni 3.15. Posloupnost {yx} je omezend.
Diikaz. Jelikoz yi € Fy(xy), s odkazem na (3.6]) staci ukédzat

sup Hozlgl Ey [Pa,g9(xr — arpl(zg, w)) — :vk]H < 00,
keN

nebot z tvrzeni vime, ze mnozina Ugey Of (x)) je omezena.

7 dusledku presnéji z odhadu (3.8)), vime

sup Hagl Ey [Pa,9(xr — apl(zg, w)) — ZL‘]H < sup [Zr(xk) +2 b(xk)} :
keN keN

Mnozina {z1,2,...} je omezend diky predpokladu 1, takze i prava strana
této nerovnosti je omezend dle vlastnosti funkci r a b.

]

Nyn{ se zaméfime na predpoklad 2.1} 3. Prezentujeme zde podobny argument
jako v dikazu tvrzeni [3.5, pricemz interpretace nadchéazejictho tvrzeni je stejna
jako u tvrzeni S pravdépodobnosti jedna realizace ndhodnych veli¢in {n}
spliiuje predpoklad [2.1]3.

Tvrzeni 3.16. Rada Y52, aymy konverguje skoro jisté.

Diikaz. Definujme nadhodnou veli¢inu castecnych soucti S, := >, axng. Jako
v tvrzeni [3.5] ukéZzeme, Ze posloupnost téchto veli¢in je Lo-cauchyovska.

Vyuzijeme odhad rozptylu (3.2]). Odhadneme

E [lnell”] < 06 * Bo [[IPay g — Clan,w)) — ]
< B [4(r(@) + IS (an, ) )]
= 4B, [ (ax) + 2ru(ee) | (@e, ) | + ¢ ()]

<4 <T2(g;k) + 2 () y/b(wn) + b(k:k)> _ 4 <7“(:Ek) + b(:vk)>2.

V druhé nerovnosti jsme pouzili tvrzeni [3.12 a ve t¥eti nerovnosti jsme pouzili

odhady (3.4) a (3.7). Z omezenosti mnoziny {x1, zs,...} plyne omezenost pravé
strany. Ziskavame tak

S ot [[hel?] < 3 40 (r(w) + /o)) < oe,
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z ¢ehoz S, € Ly, n € N. Déale pro kazdé n,m € N, m > n, plati

E[ISn~ 5.2 < 3 ofE[Iml] < > ofE [l =0

coz jsme chtéli dokazat.
O

Predtim, nez dokazeme platnost posledniho predpokladu si uvedeme dvé lem-
mata.

Lemma 3.17. Necht {z} je omezend posloupnost. Ddle necht {5} je libovolnd
posloupnost splriujici B, > 0 a 332, B2 < co. Potom B4, ||¢(zx, w)|| — 0 skoro jisté
a BrC(zk,w) — 0 skoro jisté.

Diikaz. Diikaz je podobny dikazim tvrzeni[3.5a[3.16] Necht Xy (w) = ||¢(zk, w)]|-
Ukdzeme, ze S, = S7_, B Xy je L%:-cauchyovskd posloupnost. Pouzijeme pied-
poklad [3.9/3 a odhadneme

> BE X2 < 3 Bb(a) < oo,
k=1 k=1

nebot {z} je omezend, a tedy i {b(zx)} je omezend. Dostaneme S,, € Lo,n € N
a pro kazdé n,m € N, m > n, mame

E[IS, - S < > BRE[IX] < Y #2b(z) = 0.
k=n+1 k=n-+1

Tedy S,, konverguji skoro jisté k néjaké redlné nahodné veliciné S, viz dikaz
tvrzeni [3.4] Proto musi Sy [|¢(zk, w)|| — 0 skoro jisté a také Bx((zk,w) — 0 skoro
jisteé.

[]

Bez dikazu si uvedeme nasledujici lemma. Platnost tohoto lemmatu snadno
plyne z Rockafellar and Wets| [2009, Priklad 10.2].

Lemma 3.18. Pro kaZdou funkci g: R® — R a x € R" plati
ail(lpag(x) - l‘) € —8g(77ag(x)).

Splnéni posledniho predpokladu [2.1}4 véty [2.3] vyplyne z nasledujictho tvrzeni.
Toto tvrzeni je mirnym zobecnénim podminky [2.1}4. Dukaz prebirdme z Davis
et al. [2020, Lemma A.7] a prikladdme k nému podrobnéjsi komentare.

Tvrzeni 3.19. Uvazujme libovolnou konvergentni posloupnost z, — z*. Po-
tom pro kaZdou rostouci posloupnost prirozenych cisel {ny},—, a libovolné
yr € Fo, (z1), k € N, plati

1 n
lim dist [ — F(z)) =
lim dis <nk§yk (2 )>
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Diikaz. Zavedme Bj := a,,. Déale si definujeme nahodné veliciny z,': (W) ==z —
BrC (2, w). Vyberme si libovolnou posloupnost {w,’;} takovou, ze w,’; € Jf(zx)
a oznacme si

wi(w) = By [Paug(z (W) — 2f(w)] -

Za tohoto znaceni pak
yr = —wl + Buuf(w)] = —wl + By [Pag(zk — Bl (2r,w) — (21 — Bl (21, w))]

muze byt libovolny prvek mnoziny F,, (2x) za vhodné volby wl. Uvédomime si,
ze pro neprazdnou konvexni mnozinu K C R" je funkce z — dist(z, K') konvexni.
Mnozina F'(z*) je neprazdnd a konvexni. Plati totiz F(z*) = —0f(z*) — dg(z*)
a subdiferencialy lokalné lipschitzovskych funkci jsou neprazdné, navic Min-
kowského soucet konvexnich mnozin je konvexni mnozina. Viz vlastnosti sub-
diferencidlu a[1.3] Pomoci tohoto pozorovani dostaneme

dist( Zn:( wl +E, | ()]),F(Z*)>

< 23 dist (—uf + B [wd(w)], F(="))

n,5

1
_n

ﬁ: [dist(—w;; +wg(w),F(z*))}. (3.10)

V druhé nerovnosti jsme pouzili Jensenovu nerovnost.
Nasim cilem bude ukazat, ze s¢itance na pravé strané konverguji k nule neza-
visle na volbé posloupnosti {wk} To provedeme ve 2 krocich:

1. Ukazeme, ze skoro jisté plati
dist (—w,’: + wi(w), F(z*)) 2.
2. Ukazeme, ze existuje integrovatelna majoranta posloupnosti

{dist (—w,{ + wi(w), F(z*))}

oo

k=1"
Néasledné pouzijeme Lebesgueovu vétu o konvergentni majoranté a dostaneme
E, [dist (—w{: + wi(w), F(z*))} 2.

Potom si uvédomime jednoduchy fakt: pokud mame posloupnost {a} kon-
vergujici k nule, pak zfejmé i %22:1 a, konverguje k nule. Aplikaci tohoto
pozorovani snadno dostaneme dukaz tvrzeni, nebof prava strana nerovnosti
(3.10) zkonverguje k nule.

Cdst 1. UZitim lemmatu m ziskame

wi(w) € —09(Psg(z (w)))- (3.11)

Z¥ejmé plati By > 0,8 — 0 a >32, 57 < oo. Pouzijeme tvrzeni a lemma
na odhad, ktery konverguje k nule skoro jisté:

1Ps.9(zi () = 2ell < 26 (z1) + 265 ¢ (e, w)l| 0.
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Dostévame tak limy_,o Pg,g(2; (w)) = limy_o 2x = 2* skoro jisté. Posloupnost
{Ps,9(z (w))} je omezena skoro jists, nebot skoro jisté konverguje. Vzhledem
k (3.11)) muzeme Fici, ze je posloupnost {wi(w)} skoro jisté omezena, nebot je
g lokalné lipschitzovska. To je dusledek tvrzeni [3.4 Pripomenme zde spojitost
z vn&jsku subdiferencidlu. Jelikoz w] € df(z) a déle limy o Py, g(2 (w)) = 2*
a wi(w) € —9g(Ps,g(zf (w))), dostavame

dist(wi, 0f(z*)) = 0 a dist(w!(w), —dg(z*)) = 0

za k — oo, pricemz druha limita plati skoro jisté. Pouzijeme trojuhelnikovou
nerovnost a F'(z*) = —0f(z*) — 0g(z*) na odhad

dist(—w! + wd(w), F(z*)) < dist(—w], —0f(2")) + dist(wi(w), —dg(z*)) "= 0.
Tim jsme dokazali konvergenci k nule skoro jisté.

Cidst 2. Nyni ukdzeme, ze existuje integrovatelnd majoranta. Odhadneme

sup |dist(—w] + wi(w), F(z"))] < supllwf]| + sup [wf(w)] + dist(0, F(=")).
keN keN keN

UkéZeme, Ze pravé strana ma koneénou stfedni hodnotu. Plati sup,cy||lwl|| < oo,
nebot w,f: € Uren Of (21), a to je omezend mnozina dle tvrzeni . Dale z tvrzeni

B.12] plati, ze
lwi (@)l < B 1P g (2 (@) — 2]l + 11 (20, )| < 2 () + 3¢ (20, W)l

tedy

sup||lwi(w)|| < 2supr(zx) + 3sup ||C(zx, w)]|| -
keN keN keN

Protoze je {z1,...} omezend mnozina a predpoklddame [3.9}3, pfesnéji vlastnost
pro konvergentni posloupnosti, ma prava strana konec¢nou stredni hodnotu.
Omezenost dist(0, F'(z*)) plyne snadno z lokélni lipschitzovskosti funkci f a g.
Celkove jsme tedy nasli integrovatelnou funkci v proménné w a dikaz je proveden.

O

Pozndmka. Vratme se k posloupnosti {x}. Necht néjaka jeji podposloupnost
{xn, }ro, konverguje k z* € R". Aplikaci pfedchozi véty mizeme splnit predpo-
klad [2.1]4 pro libovolnou volbu y,, € F,, (zn,), nebot vidy plati

(T o)
]}Lrgfodlst (nkz_:lynk,F(x )) = 0.

Posloupnost {z,, },., tak hraje roli posloupnosti {2} v dikazu tohoto tvrzeni.
Dokazali jsme tak nasledujici vétu o konvergenci algoritmu PSSGD. Véta je
prevzata z Davis et al.[[2020, Véta 6.2]

Véta 3.20 (Konvergence PSSGD). Necht jsou splnény predpoklady a|3.11]
Pak pro kazdy limitni bod x* posloupnosti {xy} vygenerované algom'tmem@ plati,

ze 0 € (—0f — 0g)(z*) a posloupnost {(f + g)(zx)} konverguje.
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4. Interpretace podminek
konvergence

Presunime se nyni na interpretaci podminek, za kterych jsme dokazovali kon-
vergence algoritmu SSGD a PSSGD ke kritickému bodu. Predpoklady a
jsme jiz okomentovali. V této kapitole se proto zamérime na interpretaci trajekto-
rie diferencialni inkluze, Ljapunovych podminek a zminime se o vété o aproximaci
trajektorie. Pokud v pribéhu této kapitoly zavedeme néjaké pojmy, ¢i slovni spo-
jeni, budeme je pouzivat po zbytek kapitoly.

K interpretaci podminek konvergence nam pomohly c¢lanky Murray et al.
[1993] a Davis et al.|[2020], ze kterych jsme studovali.

4.1 Trajektorie diferencialni inkluze

Pripomenme, ze trajektorie diferencialni inkluze je absolutné spojita krivka
¢: Ry — R"™ splnujici

p(t) € H(p(t)) pros.v. t >0, (4.1)

kde H: R" — P(R") je néjaké mnozinové zobrazeni. Krivku ¢ spliujici tuto
vlastnost jsme nazvali trajektorii zobrazeni H.

Vezméme libovolnou trajektorii zobrazeni H a oznac¢me ji . Pak lze Tici, ze
casova derivace ¢, neboli smér kiivky ¢, dobfe popisuje chovani zobrazeni H
subdiferencial lokalné lipschitzovské funkce, budeme diskutovat pripad H := —3Jf
pro f lokéalné lipschitzovskou. Dale budeme tikat, ze funkce f ma néjakou vlast-
nost po své trajektorii, jestlize tuto vlastnost ma zobrazeni t — f(¢(t)), kde ¢ je
libovolna trajektorie zobrazeni —0f.

Pokud je f diferencovatelnd, vztah prejde v

p(t) = =V f(e(t)), (4.2)

nebot v tomto piipadé plati df(x) = {Vf(z)},Vz € R". Pfipomenme, ze mé-li
funkce f v bodé z € R™ gradient, pak vektor —V f(z) je smér nejvétsiho spadu
v nasledujicim smyslu. Pro d € R" definujme ¢4(«) := f(z + ad), potom vyraz
%(O) je minimalizovan pravé kdyz d = —V f(z). D4 se tak Fict, ze na okoli bodu
x funkce f klesd nejvice pravé ve sméru —V f(x).

Z tohoto diivodu muzeme interpretovat, ze trajektorie zobrazeni —V f sleduje
smér nejvétsiho spadu funkce f. Tj. smér trajektorie, neboli jeji casova derivace, je
totozny se smérem nejvétsiho spadu funkce f v bodech této trajektorie. V pripadé
diferencovatelnych funkci tedy oc¢ekavame, ze f bude nerostouci po své trajektorii.
Vyznam pro optimalizaci je proto zrejmy. Ilustraci diferencialni inkluze lze
nalézt v obrazku F.Ial

Uvazujme nyni, ze f neni diferencovatelnd vSude, ale je lokalné lipschitzovska.
Pak prechézime k diferencialni inkluzi

p(t) € =0f(p(t)) pro s.v. t > 0. (4.3)
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Véta o sestupu ve sméru subgradientu ndm v kombinaci s moznosti volby
ze subdiferencialu, reprezentovanou vztahem , dava moznost vybrat smeér
trajektorie takovy, ze f bude nerostouci po své trajektorii. Ukazku diferencidlni
inkluze lze nalézt v obrazku m

Obecné se vsak muze stat, ze existuje trajektorie, po niz je funkce f neklesajici,
ale ptritom funkce f po této trajektorii nedosahla kritického bodu. Tyto pripady
pak musime osettit dalsimi predpoklady. Pfechazime tak postupné k Ljapunovym
podminkam.

-5

5
3
R ;
4 5
5
3 5
4 b /
6
B 5 /
-6t; A ‘ ‘ ‘ £ 10} : ‘ ‘ at

-6 -4 -2 0 2 4 6 -10 -5 0 5 10

(a) Trajektorie diferencidlni inkluze (b) Trajektorie diferencidlni inkluze
(4.2)), kde f je diferencovatelna. (4.3), kde f je nediferencovatelna.

Obrazek 4.1: Ukazka trajektorii diferencialni inkluze pro pripad diferencovatelné
a nediferencovatelné funkce. Na obrazcich jsou barevné vyznaceny iroviiové mno-
ziny funkce f. Tmavsi odstiny ¢ervené indikuji nizsi hodnoty funkce f. Preruso-
vané ¢ary znaci trajektorie diferencidlni inkluze a krizky lokalni minima funkce

f.

4.2 Ljapunovy podminky

Pripomenme zde, co jsou Ljapunovy podminky. Jedna se o dvé podminky;,
které jsme nazvali Sardova podminka a sestupova vlastnost.

Sardova podminka pro néjaké zobrazeni L: R" — R™ tika, ze mnozina nekri-
tickych bodii L je hustd v prostoru R”. Jedna se o podminku technického razu
a pouziva se pri dikazu véty o konvergenci diskrétni aproximace trajektorie.
Nézev Sardova podminka vychdzi ze Sardovy véty, viz de Pascale [2001], ktera
ifka, ze pokud je L alespont t¥idy C*(R", R™), kde k > max {n —m + 1,1}, pak
mnozina kritickych bodu funkce L mé nulovou lebesgueovu miru na R™.

Zamérme se nyni na sestupovou vlastnost. Ta tiké, Ze pro kazdou trajektorii
¢ zobrazeni H: R" — P(R"™) takovou, ze ¢(0) neni kritickym bodem zobrazeni
H | existuje T' > 0 splnujici

flp(T) < sup f(p(t)) < f((0)). (4.4)

te[0,7
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O funkci f spliujici tuto podminku fikdme, ze spliuje sestupovou vlastnost pro
zobrazeni H. V kapitole 2| jsme predpokladali existenci funkce splnujici sestupo-
vou vlastnost pro obecné zobrazeni H. V kapitole 3| jsme zase pro lokalné lipschi-
tzovské funkce f a g predpokladali, ze samotné f a f + ¢ splnuji sestupovou
vlastnost pro zobrazeni —df, resp. —0f — Jg.

V predchozi sekci jsme zminovali, ze funkce miize byt neklesajici po néjaké své
trajektorii, ale pritom po této trajektorii nedosédhla kritického bodu. Predpoklad
sestupové vlastnosti tuto moznost odstranuje. Znamena totiz to, ze funkce f
za dostateéné dlouhou dobu vzdy ostre klesa po své trajektorii, dokud se neocitne
v kritickém bodé. Demonstrujme nyni pro¢ tomu tak je.

Predpokladejme, ze f splnuje sestupovou vlastnost pro zobrazeni —df a necht
¢ je néjakd trajektorie zobrazeni —0f. OznaCme si T > 0 konstantu splnu-
jict (4.4)), ale zaroven predpoklddejme, Ze ¢(T') neni kritickym bodem —df a
flo(T)) = f(p(T)), V1 > T. Pak si muzeme definovat ¢asové posunutou kiivku
Y(t) ==t +T), t > 0. To je ziejmé trajektorie zobrazeni —df, nebot

(1) = ¢t +T) € ~0f (o(t +T)) = —0f (1)) pro s.v. t > 0.

Predpokladédme, ze 1(0) neni kritickym bodem —df, a tak najdéme S > 0 takové,
7e

F((9)) < sup f(i(s)) < f(¥(0)).

s€[0,5]

Potom vsak plati

f(S+T)) = f(¥(S)) < F[¥(0) = f(e(T)),

coz je spor. Sestupova vlastnost, spolecné s ostatnimi predpoklady diskutovanymi
v kapitole 3] ndm tak zaruci, ze funkce f po své trajektorii doséhne kritického
bodu.

4.2.1 Funkce splnujici Ljapunovy podminky

Ovérovat Ljapunovy podminky zminéné v predchozi sekci neni jednoduché.
Proto v této sekci probereme nékteré dilezité tiidy funkei, které tyto podminky
splnuji. Vysledky uvedené v této sekci jsou prevzaty z Davis et al. [2020].

Vyznam nésledujici definice bude zrejmy z tvrzeni, které bude néasledovat.

Definice 4.1 (Retizkové pravidlo). Necht f: R" = R a G: R" — P(R"). Rek-
neme, ze [ splnuje retizkové pravidlo pro zobrazeni G, pokud pro kazZdou absolutne
spojitou krivku ¢: Ry — R™ a skoro vSechna t > 0 plati

(fo@)(t) = (v, 9(1), Vo € Glp(t)).
Tento fakt budeme zapisovat zkracené jako (f o ) (t) = (G(¢(1)), p(t)).

Tvrzeni 4.2. Necht funkce f: R" — R splnuje retizkové pravidlo zobrazeni
G: R" — P(R™). Potom funkce f spliiuje sestupovou vlastnost pro zobrazeni —G.

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni je kombinaci dikazi lemmat Davis et al.| [2020,
Lemma 5.2 a 6.3].
O
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Prirozené nas nejvice zajima pripad G = 0f. Zvolili jsme takhle formulovanou
definici a tvrzeni 4.2| pravé proto, Ze nam umoznuje prechod k souctu funkei.
Mame-li totiz dvé funkce f a g, které splnuji retizkové pravidlo pro zobrazeni 0f,
resp. dg, pak zrejmé pro skoro vsechna ¢t > 0 plati

(f+g)op) ()= (fop)(t)+(gop)(t)
= (0f (¢(1)), (1)) + (Dg(p(t)), p(t)) = (F(p(t)), £(1)),

kde F':= 0f + 0g. Tedy f + g spliuje Tetizkové pravidlo pro zobrazeni df + dg
a pouzitim tvrzeni 4.2 tak splnime predpoklad [3.11]2 sestupové vlastnosti funkce
f+ g pro zobrazeni —0 f — dg. Tvrzeni tak 1ze snadno aplikovat na metodu SSGD
i PSSGD.

Dalsim vysledkem [Davis et al.| [2020, Kapitola 5] je, ze funkce, které jsou tzv.
definovatelné, splnuji Ljapunovy podminky:.

Tvrzeni 4.3. Definovatelné funkce splnuji Lijapunovy podminky.

Definovatelné funkce jsou funkce, jejichz grafy jsou tzv. definovatelné
v o-minimdlni strukture. Diskuze pojmu o-minimalni struktury je ovSsem mimo
rozsah této prace. Pro vice informaci ¢tendfe odkdzeme na Davis et al.| [2020].
Nam bude stacit, ze definovatelnymi funkcemi jsou naptiklad polynomy, expo-
nencialni funkce a maximum a minimum ze dvou definovatelnych funkeci. Navic
soucet, nasobeni a slozeni definovatelnych funkeci je definovatelna funkce a inverz
definovatelné funkce je také definovatelny.

4.3 Souvislost s vétou o aproximaci trajektorie

V kapitole |3] jsme pro algoritmy SSGD a PSSGD ukazali za diskutovanych
predpokladi splnéni sady predpokladu 2.1} které jsou zarover predpoklady pro
vétu o aproximaci trajektorie . Vezmeme-li posloupnost {x;} vygenerovanou
algoritmem SSGD nebo PSSGD, pak véta o aproximaci trajektorie rika, ze pro
dostatecné velké k € N posloupnost {z;} dobfe aproximuje trajektorii zobrazeni
—df (pripad SSGD), resp. —0f —0dg (pripad PSSGD). V kombinaci se sestupovou
vlastnosti z Ljapunovych podminek pro funkce f, resp. f + ¢, pak dostavame,
ze posloupnost {zy} pro dostateéné velkd k& € N ostfe klesd po odpovidajic
trajektorii diferencialni inkluze. Proto posloupnost {x;} konverguje ke kritickému
bodu, nebot tam konverguji i trajektorie zobrazeni —0f, resp. —df —dg, jak jsme
ukazali v predchozi sekci.
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5. Numericka ukazka

V této kapitole provedeme praktickou ukazku algoritmi SSGD a PSSGD.
Studie je inspirovana ¢lankem |Zhang et al. [2020], ze kterého jsme také prevzali
nekteré regularizace uvedené v sekci . Déle jsme cerpali z Wang et al. [2018],
konkrétné jsme prevzali explicitni feseni proximalniho operatoru na nami vybra-
nou regularizaci.

K ukézce jsme si vybrali 2 datasety se kterymi budeme pracovat, a to sice
Digit MNIST a Fashion MNIST. Digit MNIST je dataset rucné psanych ¢islic
reprezentovany obrazky 28x28 pixeli. Tyto obrazky jsou ¢ernobilé a kazda hod-
nota pixelu udava jeho svétlost v rozmezi hodnot od 0 do 1, pricemz hodnota 0
znaci cernou barvu a hodnota 1 bilou. Celkové je v tomto datasetu 10 kategorii:
¢islice 0 az 9. Fashion MNIST je podobny dataset. Prvky tohoto datasetu jsou re-
prezentovany podobné jako Digit MNIST, tedy obrazky 28x28 pixell v odstinech
¢erné barvy. Rozdil je ten, ze ve Fashion MNIST datasetu jsou obrazky rtznych
typl obleceni misto c¢islic. Kategorii je v tomto datasetu 10. Kazdé pozorovani
z obou datasetii ma k sobé prirazené tzv. oznacent, tedy kategorie do které spada.
Ptehled téchto datasett je uveden v tabulce 5.1}

Dataset Poéet pozorovani | Pocet sloupcu (bez oznaceni)
Digit MNIST 10330 784
Fashion MNIST 15000 784

Tabulka 5.1: Prehled rozsahu dataset Digit MNIST a Fashion MNIST.

Kazdy z téchto datasetit ma nékolik kategorii, do kterych se daji data klasifi-
kovat. My si vSak vybereme pouze jednu kategorii a provedeme binarni klasifikaci.
Tedy budeme rozliSovat pouze zda dané pozorovani patri do oné kategorie, ¢i ni-
koliv.

Necht je pocet prvki daného datasetu m € N a necht jsou nase data re-
prezentovana realnymi vektory z* € R™ ¢ € {1,...,m}. Soucdsti datasetu jsou
i oznaceni y' € {—1,1},7 € {1,...,m}, kterd urcuji do jaké kategorie =’ spada.
Pokud y* = 1 fekneme, Ze 2* spad4 do vybrané kategorie a pokud naopak y* = —1,
pak do oné kategorie nespada. Pro pohodlnost si na konec kazdého pozorovani
pridame hodnotu -1. To ndm umozni kompaktné zapsat ztratovou funkci. Pracu-
jeme tak s daty o n 4+ 1 hodnotéch.

Piedstavme nyni nds model. Pouzijeme model tzv. soft-margin SVM[[|s regu-
larizaci MCP, jejiz definice je uvedend v sekci 5.1} Ztratova funkce toho modelu
je definovéna pro w € R™*!, jako

SVM(w) := L ilmax {0, 1- yi(w,xi>} .

m .7

Ke ztratové funkeci SVM se také pric¢ita Lo norma, kterd ma zajistit, aby parametry
modelu nebyly prilis velké. Po pric¢teni regularizace MCP tak dostaneme model

Flw; \) = SVM(w; \) + ; [wl|* + A MCP (w),

lzkratka SVM znamend v anglicting support vector machine
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kde MCP(w) := S04 MCP(wy,), w = (wy, ..., wyy1) € R

Parametr A > 0 ovliviiuje kompromis mezi predikéni schopnosti modelu
a vlivu regularizace, v nasem pripadé ridkosti feseni. Vysoké hodnoty A vice
zvyraznuji vliv regularizace, ale zpravidla na tkor zhorseni predikéni schopnosti
modelu.

Odhad subgradientu ztratové funkce realizujeme pomoci tzv. mini-batchii.
Jedna se o ndhodny vybér mensiho mnozstvi pozorovani z datasetu o predem
daném rozsahu. Na téchto vybérech se pak spocte subgradient ztratové funkce
a ten se pouzije v iteraci algoritmi SSGD a PSSGD.

Studii provedeme tak, ze nejdiive optimalizujeme parametry modelu bez re-
gularizace pomoci metody SSGD. Poté pricteme vybranou regularizaci a tento
model optimalizujeme pomoci metody SSGD i PSSGD.

V nasledujici sekci ¢tenari ukazeme, jak muze volba regularizace ovlivnit rid-
kost feseni optimalizac¢ni tilohy a v sekci 5.2 prezentujeme vysledky této numerické
ukazky:.

5.1 Vliv regularizace na ridkost reseni

Regularizace, které maji ovlivnit fidkost TeSeni, jsou definovany tak, aby pe-
nalizovaly prilis vysoké hodnoty parametrii, a nebo aby silné zmensovaly hodnotu
parametri na néjaké blizkém okoli nuly. Zpravidla se aplikuji po slozkach vektoru
parametri.

V tabulce si uvedeme nékolik priklada regularizaci, které ovlivnuji ridkost
feseni. V obrazku jsou tyto regularizace graficky znazornény.

Nézev regularizace Definice Podminky

L1 || r e R"?

L2 s reR?
L1/2 || reR"

2
_a? <
MCP ?|$|2 28 o] < af reR"a>0,0>1
30a 2| > af

ETF all—e ") 2€R" a>0,8>0
LTF el ) r€Ra>0,8>0

Tabulka 5.2: Priklady nékterych regularizaci ovliviiujici fidkost feseni.

Vidime, ze tyto regularizace maji dvé spolecné vlastnosti. Pfedné maji mini-
mum v bodé nula. To dava smysl, nebot chceme, aby hodnoty parametri byly
co nejmensi. Dale na okoli nuly ostfe klesaji smérem k minimu. Jelikoz v meto-
dédch SSGD a PSSGD dochézi i k minimalizaci regularizace (v obou piipadech
v jiném smyslu), zajistime tim to, Ze regularizace zvyhodnuje celkovou ztratovou
funkci pro malé hodnoty parametri, pricemz nejvétsi zvyhodnéni nastava pro nu-
lové hodnoty parametrii. Regularizace nam tedy déla jakysi ,kompromis“ mezi
predikéni schopnosti modelu a fidkosti feseni.
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Obrézek 5.1: Grafické znazornéni nékterych regularizaci

5.2 Vysledky numerické ukazky

Vysledky numerické ukézky jsou uvedeny v tabulkach [5.3)a[5.4} Presnost defi-
nujeme jako podil spravné zarazenych pozorovani k celkovému poctu pozorovani
v datasetu.

Model Metoda | Pfesnost | Ridkost | Rozdil pesnosti | Rozdil fidkosti

SVM SSGD | 95.44% | 0.00% - -
SVM+MCP | SSGD | 94.68% | 88.41% -0.76% 88.41%
SVM+MCP | PSSGD | 95.15% | 38.73% -0.29% 38.73%

Tabulka 5.3: Vysledky numerické ukazky pro dataset Digit MNIST.

Model Metoda | Presnost | Ridkost | Rozdil presnosti | Rozdil ridkosti

SVM SSGD | 91.16% | 0.00% - -
SVM+MCP | SSGD | 90.43% | 89.68% -0.73% 89.68%
SVM+MCP | PSSGD | 91.06% | 34.90% -0.10% 34.90%

Tabulka 5.4: Vysledky numerické ukazky pro dataset Fashion MNIST.

Vidime, ze po pricteni regularizace skutecné doslo ke zvyseni tidkosti feseni,
pricemz presnost se zménila jen minimélné. V této konkrétni ukazce ma metoda
SSGD vyrazné vétsi vliv na fidkost TeSeni, nez metoda PSSGD. Ovsem metoda
PSSGD ma také vyrazny vliv na tidkost Teseni.

V obrazcich a jsme zaznamenali vyvoj hodnot ztratové funkce, pres-
nosti a ridkosti klasifikatoru v zavislosti na poctu iteraci algoritmu. Vidime, ze
nejvyraznéjsi optimalizace probiha v prvnich stovkach iteraci, poté hodnoty ztra-
tové funkce pozvolna klesaji. Vyhoda metody PSSGD spociva v tom, ze po méné
iteracich nachazi pomérné ridké reseni a je stabilnéjsi nez metoda SSGD, coz je
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Obrézek 5.3: Grafické znazornéni vyvoje presnosti a ridkosti v pribéhu optima-

lizace na datasetu Fashion MNIST.

vidét z kolisani fidkosti této metody. Samotny model SVM ma sice nejlepsi pre-
dikéni schopnosti, ovSsem nedochézi v ném k zadnému ovliviiovani ridkosti feseni.

Na zavér této ukazky poznamenejme, ze modely tohoto typu jsou citlivé na
pocatecni volby tzv. hyperparametri, v nasem pripadé se jedna o «, § a A. V za-
vislosti na jejich volbé muzeme dostat jiné vysledky. Navic jsou svou podstatou
metody SSGD a PSSGD nahodné, a tedy lze pro jiné realizace odhadu subgradi-

entu ziskat odlisné vysledky.
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Z.aver

V této préaci jsme ctenare seznamili s motivaci hledani fidkych teseni v kla-
sifika¢nich tlohach a se zakladnimi pojmy optimaliza¢nich metod vyuzivajicich
subgradient obecné nediferencovatelné funkce. Struéné jsme popsali co zname-
naji diskrétni aproximace trajektorie a formulovali jsme podminky konvergence
téchto aproximaci ke kritickému bodu. Déle jsme ¢tenari predstavili metody
SSGD a PSSGD, také jsme ukazali, jakd je souvislost mezi témito metodami
a diskrétnimi aproximacemi trajektorie. Prezentovali jsme podminky, za nichz
jsme dokézali konvergenci téchto metod ke kritickému bodu, pricemz jsme uké-
zali nékolik vlastnich dikazt dil¢ich tvrzeni. Poté jsme interpretovali podminky
konvergence metod SSGD a PSSGD ke kritickému bodu a na zavér jsme demon-
strovali pouziti téchto metod na konkrétni klasifikac¢ni tloze, pricemz jsme ukazali
pozitivni vliv na fidkost Teseni.

Metody SSGD a PSSGD maji mnoho moznych rozsiteni. D4 se naptiklad pra-
covat s riznymi normami nebo mizeme omezit metodu na néjakou podmnozinu
R™. Tuto bakalarskou praci by slo rozsitit naptiklad praveé o tyto pripady. Déle
se lze vice vénovat funkcim splnujici Ljapunovy podminky a podrobnéji popsat
o-minimalni struktury a definovatelné funkce.

Vzhledem k dilezitosti metod SSGD a PSSGD pro optimaliza¢ni tilohy ve stro-
jovém a hlubokém uceni, se rozhodné vyplati zkoumat vlastnosti téchto metod
i pro jejich rozsiteni a funkce, které nemusi byt lokalné lipschitzovské.
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A. Diukazy pouzitych tvrzeni

Vsechny diikazy v této priloze prezentujeme jako nase vlastni.

Tvrzeni A.1. Necht [ je v bodé © € R™ lokdlne lipschitzovskd s konstantou
K > 0. Potom

Of (x) # 0 a 0f(z) € Bk(0).

Je-li navic g dalsi lokdlné lipschitzovskd funkce v bodé x, pak
O(f +g)(x) COf(x) + dg(x).
Drikaz. Necht n > 0 je takové, ze pro kazdé y, z € B, (x) plati

1) = F(D) < K ly — 2.

Podle Rademacherovy véty, viz napf. Heinonen [2005, Véta 3.1, je lokélné
lipschitzovska funkce diferencovatelna skoro vsude. Uvazujme ng € N takové,
ze 1/ng < n. Pro n > ng,n € N, pak mizZeme najit na mnoziné B ,,(x) bod
Yn, ve kterém existuje gradient. Timto zpiisobem jsme schopni najit nekonec¢nou
posloupnost {V f (yn)}zo:no , pricemz vy,, — x. Zvolme € > 0. Z definice gradientu
dostaneme pro u € R™ s dostatecné malou normou

|f(yn + 1) = f(yn) — (VF(yn), u)| < elull.

Zvolme u = V f(y,)/M, kde M > 0 je dostatecné velké na to, aby y, +u € B,(z)
a vektor « mél zaroven dostateéné malou normu. Pak

LIV = (V7 (), )]
< |f(yn + u) - f(yn) - (Vf(yn)vu>| + |f(yn + u) - f(yn)|
< IV + 12 197wl

Piipad [V f(y,)|| = 0 je trividlni. V opa¢ném piipadé nerovnost vydélime vyra-
zem ||V f(y,)|| /M. Vzhledem k tomu, ze € bylo libovolné malé, dostaneme
IVf(yn)ll < K. (A1)

Posloupnost {V f (yn)}zozn0 je proto obsazena v kompaktni mnoziné B (0) a mi-
zeme z ni vybrat konvergentni podposloupnost. Vysledna limita je z definice
prvkem Clarkova diferencidlu. Tim jsme dokézali jeho neprazdnost. Existuje-li

v néjakém z € B, (x) gradient, musi dle nerovnosti (A.1)) platit V f(z) € Bk(0).
Vsechny konvexni kombinace gradienti na libovolné malém okoli x jsou prvky

Bk (0) a z definice Clarkova subdiferencialu vyvodime 0f(z) C Bg(0).
Druhd ¢ast tvrzeni plyne z Clarke| [1975, Tvrzeni 1.12].
[

Tvrzeni A.2. Viastnost lokdlni lipschitzovskosti funkce f: R™ — R je ekviva-
lentni s vlastnosti

Vo € R": L¢(x) := limsup 1) = (z)] < 00. (A.2)
voviely— 4|
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Ddle plati-li vyse zminénd vlastnost, jsme schopni pro kazdé x € R™ a libovolné
e > 0 najit £ > 0 takové, Ze pro libovolné y, z € Be(x),y # z, plati

[f(y) = f(2)]

Li(x)+e.
ly — 2| d

Diikaz. "=". Necht f je na néjakém okoli B,(x),n > 0, lokdlné lipschitzovska
s konstantou K > 0. Pak pro Vy,z € B,(z) plati |f(y) — f(2)] < K ||y — ]|
Vzetim libovolnych y — = a z — x takovych, ze y, 2 # x, dostavame

s 0 = £

Y—T,2—T Hy — Z”

)

<K,

nebot za dostatecné dlouhou dobu je y, z € B, ().

'<", Ukazeme rovnou druhou ¢ast tvrzeni, nebot z ného lokalni lipschitzov-
skost funkce f snadno vyplyne. Postupujme sporem. Necht existujex € R"aec > 0
takové, ze pro libovolné n > 0 jsme schopni najit y, z € B, (z),y # 2, spliujici

|f(y) — f(2)]

> Le(x) +e.
ly — 2| d

Postupné pro libovolné n € N najdeme y,, 2, € B1/n(2), Yn 7 2n, takové, ze

|/ (yn) — [ (z0)]

[Yn = 2nll

> Lf(I) + €.

Zrejmé pak plati y,, 2, — = a y,, 2, # x,n € N, a dostavame tak

Lo 1) = 1)

noe lyn = 2zl

> Lg(z) +¢,

coz je ale spor s vlastnosti (A.2). Dokdzana vlastnost je identickd tomu, ze f
je lokélné lipschitzovskd na okoli bodu x s konstantou L¢(x) + ¢, kde ¢ > 0 je
libovolné zvolené cislo.

]

36



	Úvod
	Základní pojmy
	Diskrétní aproximace trajektorie
	Věta o aproximaci trajektorie

	Optimalizační metody pro hledání řídkých řešení
	Metoda SSGD
	Předpoklady konvergence SSGD
	Důkaz konvergence SSGD

	Metoda PSSGD
	Předpoklady konvergence PSSGD
	Důkaz konvergence PSSGD


	Interpretace podmínek konvergence
	Trajektorie diferenciální inkluze
	Ljapunovy podmínky
	Funkce splňující Ljapunovy podmínky

	Souvislost s větou o aproximaci trajektorie

	Numerická ukázka
	Vliv regularizace na řídkost řešení
	Výsledky numerické ukázky

	Závěr
	Seznam použité literatury
	Důkazy použitých tvrzení

