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Abstrakt: V této praci se zabyvame vicerozmérnym geometrickym rozdélenim,
predevsim jeho dvojrozmérnou variantou. Nejprve uvedeme zakladni definici,
ve které uvazujeme dva typy neuispéchi. Déle spoc¢teme nékteré zakladni popisné
charakteristiky tohoto rozdéleni. Poté se zamérime na jinou verzi dvojrozmér-
ného geometrického rozdéleni, kterou odvodime pomoci podminovani a u které
opét uvedeme nékteré popisné charakteristiky. Tuto verzi déale rozsitime na pri-
pad, kdy uvazujeme tii typy netuspéchii. Ziskané vysledky déale primo zobecnime
pro pripad vicerozmérného negativné binomického rozdéleni. V posledni kapitole
se zamérime na odhady parametri jednoduchého dvojrozmérného geometrického
rozdéleni a uvedeme jednoduchou simulaci, na které demonstrujeme kvalitu téchto
odhadi.
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of the two-dimensional case which we obtain by conditioning and for which we
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consider three types of failures. We further generalize the obtained results
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Uvod

V této praci se budeme podrobné zabyvat pristupy k nalezeni vicerozmérného
geometrického rozdéleni, jednotlivymi definicemi tohoto rozdéleni a jeho zaklad-
nimi popisnymi charakteristikami, a to ve dvojrozmérném pripadé. Podkladem
pro osnovu prace je clanek [Davy a Rayner| (1996). V daném ¢lanku je celd pro-
blematika popsana bez vypoctl, formalnich definic a hlubsich komentar.

V prvni kapitole se zamérime na problematiku vicerozmérnych rozdéleni, je-
jich odvozeni z jinych rozdéleni a také jejich dalSich zobecnéni. Pro lepsi pocho-
peni celé problematiky dale uvedeme dva motivacni priklady. V neposledni radé
pripomeneme nékteré specialni vlastnosti geometrického rozdéleni.

Ve druhé kapitole zprvu formalné definujeme dvojrozmérné geometrické rozde-
leni a dale z této definice odvodime momenty a vytvorujici funkci tohoto rozdéleni.
Vy$e zminény clanek se v ivodu odkazuje na definici vicerozmérného negativné
binomického rozdéleni odvozeného v ¢lanku | Guldberg| (1934), ze které je nasledné
odvozeno geometrické rozdéleni jako specialni pripad. V této praci definici odvo-
dime sami, intuitivné, nikoli jako specidlni ptipad jiného rozdéleni, a podrobné
ukazeme veskeré vypocty.

Ve treti kapitole se seznamime s verzi dvojrozmérného geometrického rozdé-
leni vzniklou podminovanim. Poprvé byl tento pristup zminén v Sibuya a kol.
(1964), kdy se opét jednalo pouze o negativné binomické rozdéleni. Spocteme
vytvorujici funkci, ze které odvodime marginalni rozdéleni jednotlivych velic¢in.
Také zde provedeme primé rozsiteni na negativné binomické rozdéleni. V dalsi
casti této kapitoly se zamérime na pripad, ve kterém uvazujeme tii typy neuispé-
chii, a také zde poznatky rozsitime na pripad negativné binomického rozdéleni.

V posledni kapitole nalezneme odhady parametri dvojrozmérného geometric-
kého rozdéleni metodou maximélni vérohodnosti. Nasledné se zamérime na vlast-
nosti téchto odhadu a intervaly spolehlivosti. V posledni casti prace provedeme
jednoduchou simulaci pro konkrétni situaci, ve které se pokusime predvést spo-
lehlivost nalezenych odhadi.



1. Problematika vicerozmeérnych
rozdéleni

Jednorozmeérné geometrické rozdéleni modeluje pocet netispéchit pred prvnim
uspéchem v nezavislych bernoulliovskych pokusech. Jedna se o jedno ze zaklad-
nich diskrétnich pravdépodobnostnich rozdéleni. Ekvivalentné na néj 1ze nahlizet
jako na diskrétni verzi exponencialniho rozdéleni, které modeluje dobu c¢ekani
na néjakou udélost ve spojitém case.

Podobné jako multinomické rozdéleni je zobecnénim binomického rozdélent, je
vicerozmérné geometrické rozdéleni rozsitenim geometrického rozdéleni, kdy neu-
vazujeme pouze 2 stavy - tspéch a netspéch - nybrz vice stavii, v nasem pripadé
vice typl netuspécht. Problematiku ilustrujeme na dvou zakladnich prikladech.

Priklad. Uvazujme hody spravedlivou kostkou. Hra skonci ve chvili, kdy na kostce
padne sestka. Predpokladejme, Ze Sestka padla v n-tém kole. Kolik padlo sudijch
cisel mensich nez sest? Kolik lichych? Kolik padlo c¢isel mensich nebo rovnijch
nez tri? Kolik vetsich?

V tomto prikladu vidime, ze mohou nastat tii stavy: padne Sestka, padne sudé
¢islo mensi nez Sest, padne liché ¢islo. Jedna se tedy o situaci, ve které uvazujeme
dva typy neuspéchii. Podobné mame dva typy neuspéchii rozdélené podle toho,
zda na kostce padlo ¢islo vétsi nez tii (ale ne Sestka), nebo ¢islo mensi ¢ rovné
trem.

Priklad. Meéjme urnu s kulickami ctyr barev: cervené, zelené, cerné a bilé. V kaz-
dém kole vytahneme jednu kulicku. Pokud je bila, hra konci. Pokud neni, vrdtime
ji zpet a tahdme dalsi. Kolikrat jsme pred vytaZenim bilé kulicky vytahli zelenou,
cervenou, nebo cernou kulicku?

Zde si muzeme vSimnout, ze uvazujeme 4 mozné stavy podle toho, jakou barvu
kulicky vytdhneme. Jedna se tedy o pripad, kdy mame 3 typy netspécht podle
toho, jestli jsme v daném kole vytahli ¢ervenou, zelenou, nebo ¢ernou kulicku.

Je zndmo, ze exponencialni rozdéleni je jediné z rodiny spojitych rozdélend,
které je bez paméti. Podobné je tomu i v rodiné diskrétnich rozdéleni u rozdéleni
geometrického. To znamend, ze v daném okamziku je pravdépodobnost dosazeni
uspéchu nezavisla na tom, co se délo v minulosti. Formalnéji, méjme ndhodnou
veli¢inu X udavajici pocet netispéchti pred prvnim tispéchem. Potom pro rozdéleni
veli¢iny X plati rovnost

PIX>n+m|X >m)=P(X >n)

pro n,m € N.



2. Definice a zakladni vlastnosti

Nejprve si odvodime zakladni vlastnosti dvojrozmérného geometrického roz-
déleni, tedy rozdéleni se dvéma typy netspéchi. Predpokladejme, ze v kazdém
pokusu musi nastat pravé jedna ze t¥i udalosti U (tspéch), Ny (neuspéch 1. typu)
a Ny (nedspéch II. typu), pricemz pro néjaka kladnd p; a p spliujici p; + py < 1
plati

P(N1) =p1, P(N2) =pa, P(U)=1—(p1+p2)=:po

Vysledky jednotlivych pokust jsou navzajem nezavislé nahodné veli¢iny. Oznacme
X1 ndhodnou veli¢inu udavajici pocet netispéchu I. typu pred prvnim tspéchem
a X5 nahodnou velicinu udavajici pocet netaspéchu II. typu pred prvnim tdspé-
chem. Rozdéleni (X1, X5)" nahodného vektoru pocétu netspéchtt jednotlivych
druhti pred prvnim tuspéchem popisuje nasledujici definice.

Definice 1. Ndhodny vektor (X1, X»)" md dvojrozmérné geometrické roz-
délent (anglicky bivariate geometric distribution), které je ddano vzorcem

n+m nom
P(X; =n,Xy =m) = ( o >p1p2 Do, (2.1)

pro n,m € No, p1,p2 € (0,1), kde po =1 — (p1 + p2).

2.1 Momenty a vytvorujici funkce

Mé&jme nahodny vektor (X, X5) " z deﬁnice V této ¢asti urcime jeho stiedni
hodnotu, varian¢ni matici a vytvorujici funkei.

Pro stiedni hodnotu vektoru plati E (X,X5)" = (E X1,E X3)" a proto staci
spocitat jen E X;:

nEEC) ) (2] e

n p1+ D2 p1+ D2

ncl)o 7; k D l p k—1
E 1 9 N

pu— + .l
k=0 1=0 <l> (pl +p2> (pl +p2> (pl p2> Po

/L » ! » k-1
1 2
§ - > -l
> (b4 p2)" lo<l> <p1+pz> <p1+pz>

[e.9]

P1 k
po ) (p1+p2) -k
p1 +p2 kz:o
1 — 1
= po(p1 + p2) ZP1+p2 'k=P1p07
p1+Dpo = I
_n
Po

Pro ¢tvrtou rovnost jsme vyuzili zndmého faktu

k ! k—1
2 () () Gl) ot
I DP1 + P2 P1 + P2 p1+ 2’
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ktery plyne ze vzorce pro stfedni hodnotu binomického rozdéleni Bi(k, pllj:m),
a dale jsme zbylou sumu zderivovali a vyuzili vzorec pro soucet geometrické

rady. Podobné pro X, dostavame F Xy = ;’—(2). Stredni hodnota ndhodného vektoru

(X1, X5)7" je tedy rovna
-
Po’ Po

Z jednoduchého geometrického rozdéleni plyne E (X7 + X5) = (1 — po)/po =
(p1 + p2)/po, coz je v souladu s dosazenym vysledkem.
Pro kovarian¢ni matici

K [ var(Xy)  cov(Xy, Xo)
XX T cov(Xy, X)) var(Xy)

dale vyuzijeme vzorec var X; = E (Xl(Xl — 1)) +E (X1 — (E X1)2>- Nejprve
urcime

E <X1(X1 - 1)) = i i <m;:n>p1np2mm‘n(n_ 1)
- x k [k D1 : P2 o k _
— ,;); <l> <p1 +p2> (p1 +p2> (p1+p2)°po - L(1 — 1)
& o (B » l( 2 )’H. -
_kz::o(pl Tp2) pol; <l> <p1 +p2> pi+ P =1

= (p1/(p1 +p2))°  k(k —1)

= 3 (o1 + ) (p o )2 k(k—1)

= ( o p2>2p0(171 +p2)? i k(k = 1)(p1 +p2)*
[



Vyraz ve svorce totiz lze vypocitat nasledovné:

e I e I
=\l \p1+p2 DP1+ P2
k » l ) k—1
1 2
= (=1
lzl'(k <p1+p2> <p1+p2> ( )
:< P1 ) _1)2'“: (k—2)! ( P >12< P2 )kl
P1+ P2 = (L =2)(k=D!'\p1+p2 D1+ D2 (2.2)
k(1 l k—1 )
2 () e (1) (5) (25)
D1+ P2 o \!) \p1+Dp2 D1+ P2
2 k
( h >k:(k:—1)< b1 X b2 )
Dp1+p2 P1+p2  p1+D2

2
:( b )k:(k:—l),
P1+ P2

kde jsme v (A) pouze posunuli vzniklou sumu a nésledné vyuzili binomickou vétu.
Celkem tedy dostavame:

2pt +zg_pj_p1(1—pz)

var X; =

P p m® P
Obdobné ziskdme .
var Xo = pi( —n)
po

Nyni spoc¢itame kovarianci:

= (m+n "
EX, X, = ZZ( ) b ) ( P ) (p1+p2)""po -
D1

m=0n—0 + D2 DP1+ P2

g
g%]: ( ><p1+p2> (m+pz>k_l(p1+p2)kpﬂ‘l(k—l)

oot 50585 -£r )

pL+p)f = (p1 +p2)
(%) (%)

Pro (x) plati

k l » k—1 »
2 1
=0 P1 + P2 p1+ po p1 + pa

kde jsme vyuzili znalosti stredni hodnoty binomického rozdéleni (v nasem pripadé



se jednd o Bi(k, -EL-)). Déle pro (+x) pocitejme

() () ()

k k’) plpkfl
=S [+ —1) ( b2
2! )i

l p1+p2)k
k 1kl
ey > Phps” +Z . <k> P
1=0 (p1+p2)f = 1) (p1+ p2)
2
=k (k- )( b )
D1+ D2 P1 + D2

kde jsme opét vyuzili znalost stfedni hodnoty binomického rozdéleni s vyse zmi-
nénymi parametry a vypocet [2.2] Sectenim ziskame
E X1 Xy = Z(Pl + p2)*po

2
kQ pl —k pl —k<k—1) ( pl )
=1 p1+ D2 D1+ P2 P1+ D2

Z p1+ D2) pok(k - 1)%

o0

(p1 + p2)?
= &22]90(]?1 + p2)’? i k(k —1)(p1 + p2)*~2
(p1 + p2) k=2
2
= P1P2Po—3
Po
_ 2p1po
i

Celkem dostavame

COV(Xl,XQ) =E X1X2 —E X1 E X2

_2mp2 pip2
P5 PoPo
_ P1P2
v}

Kovarian¢ni matice ma tedy tvar
Ky x, = i ] p1(1 —pa) P1p2
bk P1D2 p2(1—p1)

Opét se snadno presvédéime, Ze var(X; + X3) = (1 — po)/p3.

Nyni se zamérime na pravdépodobnostni vytvorujici funkci nahodného vek-
toru z definice [I} Tato funkce je uzitetna pro popsani vsech hodnot, kterych muze
nadhodny vektor nabyvat.

Definice 2. Pravdépodobnostni vytvorujici funkce diskrétniho nahodného
vektoru Y = (Y1,Ya,...,Y,)" je definovdna jako

=3 > N Py =k, Yo = ko, .., = ky)siishr sk (2.3)

k1=0 k2=0 kn=0

kde s = (s1,89,...,8,),8 € R" takové, Ze vysledny vyraz konverquje.
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Nejprve spocitame vytvorujici funkci binomického rozdéleni. Pro ndhodnou
veli¢inu Z, kterd méa binomické rozdéleni Bi(n,p), plati

" [n e
P(Z=k =) <k>p’“(1 )"
k=0

pro jeji vytvorujici funkci ziskame tedy
[e.e] n n _ "
Po(s) = 3Pz =195 = 3 (1) iy hhst = (1)l
k=0 k=0
kde jsme v posledni rovnosti vyuzili binomickou vétu.

Pro ndhodny vektor (X, X5)" z definice |I| miZeme nyn{ pocitat

PX1 X2(517 52)

= i i <m+n> ( b )n< b )m(pl +p2)" " posy sy’

m=0n=0 n p1+p2 pl+p2

St () (25) () ()

o k
P2 P1 S1
ZPOZ(M +p2)k k( + )

P1+p2 p1+Dp2 S

k=0
k
> D2 +p181/82]
= Po p1+p2)So—
kZ:% [( ) p1+ P2
- Po . (2.4)
1 — pi1s1 — pa2sg



3. Okamzik nastani prvniho
uspéchu

3.1 Soucet poctu neuspéchii

Uvazujme nyni stejny model jako vyse, ve kterém mame tti typy udalosti, které
mohou nastat: U, Ny, Ny s pravdépodobnostmi postupné pg, p1, pe. Sledujeme-li
pokusy do n-tého kola, kde n je pevné dané, potom rozdéleni nahodného vektoru
(X1, X5)" odpovida rozdéleni multinomickému. Je-li totiz n pevné, pak pouze
sledujeme, kolikrat jaka udélost nastala a pocet udalosti typu U muzeme pak
snadno dopocitat. My ovsem chceme pokus provadét pouze do prvniho tspéchu.

Oznacme N pocet pokust predchazejicich prvnimu tspéchu, tedy celkovy po-
¢et netispéchit bez ohledu na jejich typ. Potom ma ndhodny vektor (X;, N)T
sdruzené rozdéleni dané vzorcem

n
P(Xi=2,N=n)= <x>pﬂfp§‘xpo, (3.1)

kden € Ngaz € {0,1,...,n}.
Odsud spocitame pravdépodobnostni vytvorujici funkci

> - n —X T n
PXl,N(Sh S9) = Z Z <x>pfp§ PoS152

n=0 x=0

o0
= Z Posy(p1s1+ p2)"

n=0

DPo
1 —pisisy — p282‘

Dosazenim postupné sy = 1, s; = 1 ziskdme marginalni rozdéleni jednotlivych
slozek vektoru (X1, N)'. Pro ndhodnou veli¢inu X ziskame

Po
Px (s1) = ————
1< 1> 1 —pisi —p2
b
Po +P1 — Pp1S1
_ Po
po+pi(1 —51)
Po
— Po+p1 )
A G=")

Odsud vidime, ze veli¢ina X; ma geometrické rozdéleni s parametrem popTOpl' Ob-
dobné pro nahodnou veli¢cinu N mame

Po Po Po

Pyn(s2) = = = ’
N( 2) 1 — pi1Sg — paso 1 —82(]91 +P2) 1 —32(1 _p0>

coz odpovida vytvorujici funkci geometrického rozdéleni s parametrem py.
Nyni zkoumejme podminéné rozdéleni X; za znalosti celkového poc¢tu netspé-
chii, tedy hodnoty ndhodné veliciny N. Ukazuje se, ze za podminky N = n je

9



rozdéleni veli¢iny X; binomické s parametry (n,p;/(1 — po)). Z definice podmi-
néného rozdéleni mame totiz

P(Xy=xz,N =n) (Z)pgfpg_zpo
P(X) = 2|N =n) = =

) b)

Sdruzené rozdéleni ndhodného vektoru (X1, X»)' je poté ddno vzorcem [2.1|z de-
finice dvojrozmérného geometrického rozdéleni.

3.1.1 Rozsireni na negativné binomické rozdéleni

Jak jsme konstatovali v prvni kapitole, geometrické rozdéleni je specidlnim
pripadem negativné binomického rozdéleni. Vyse zminéné dvojrozmérné geomet-
rické rozdéleni 1ze tedy snadno rozsirit na dvojrozmérny pripad negativné bino-
mického rozdéleni, jehoz rozdéleni ziskame ze vzorce kdy budeme postupovat
do okamziku nastani r-tého tspéchu. Ziskavame tak vzorec

n+r—1 N\ & n—z r
P(Xlzrr,Nzn)=< .1 ><$>p1p2 Po-

Pravdépodobnostni vytvorujici funkci lze pak ziskat z pravdépodobnostni vytvo-
rujici funkce pro dvojrozmérné geometrické rozdéleni, a to s¢itanim do r-tého
uspéchu. Celou situaci si totiz muzeme rozdélit na nezavisla ¢ekani na jednotlivé
tspéchy. Je-li S = Y37, X; ndhodna veli¢ina definovand jako soucet nezavis-
Iych stejné rozdélenych nahodnych velic¢in, pak pro jeji vytvorujici funkei plati
Ps(s) = [Px,(s)]". V nasem pifpadé udavaji veli¢iny X;, i € {1,2,...,n} podet
neuspéchi pred prvnim tspéchem v i-tém kole. Diky tak ziskavame

Po '
P $1,82) = .
Xl’N( ' 2) (1 — P15152 — p282>

3.2 Kombinované typy neaspéchi

Uvazujme Ctyri mozné stavy, které mohou nastat: U, Ny, No, N3 s pravdépo-
dobnostmi postupné py, p1, p2, p3. Ddle oznacme X; ; ndhodnou velic¢inu udavajici
pocet vystupt N; nebo N;, i # j. Pokus provadime do prvniho dosazeni stavu U,
kterym rozumime tspéch. Podobné jako vyse oznac¢me N pocet netspéchii pred
prvnim tuspéchem. Potom plati

min(z,y)
P(X172:£L',X273:y): Z P<X1:$—]€,X2:k,X3:y—k)
k=0
min(z,y)
x a:—i—y—k) vk, k y—k
= 2 Py pspy po,
= W0
kde x,y € Np.

10



Poznamka. Vsimnéme si, Ze pokud p1 = 0, pak musi nutné platit X; = 0, a tedy
Xi12 = Xy, a potom Xo3 = N. Za téchto podminek jsme tedy v pripadé ze sekce
. Pokud p; = 0, pak Xy =0, a tedy X2 = X1, Xo3 = X3. Za téchto podminek
jsme tedy v pripadé z kapitoly [2

Nyni budeme zkoumat margindlni rozdéleni ndhodnych velicin X;, a Xy 3.
Podobné jako v sekci 3.1 uréime pravdépodobnostni vytvorujici funkci sdruzeného
nahodného vektoru (X o, X273)T. K tomu budeme pottebovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1. Necht K je diskrétni ndhodnd velicina, {Y;}, i € {1,2,...} jsou
nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny a necht je velicina K s nimi nezdvisla.
Oznacime-li S = YK,Y;, pak pro Py, vytvorujici funkci ndhodné veliciny Yi,
Py vytvorujici funkci nahodné veliciny K plati

P, (s) = Pc(Py,(s)).
Diikaz. 7 definice pravdépodobnostni vytvorujici funkce pocitejme
Ps,(s) = E s = E (E [s*|K]) = i E [s%¢|K = k| P(K = k)
k=0
= i E %K = k| P(K = k) = i E(s")*P(K = k)
k=0

= S [Pr(s))f PO = k) = P (P (s)).

kde jsme ve treti rovnosti vyuzili vétu o aplné pravdépodobnosti a v paté rovnosti
nezavislost K a {Y;}32, a toho, ze veliciny {Y;}5°, jsou stejné rozdélené a neza-
vislé.

]

Nejprve se zaméfime na vytvorujici funkci ndhodného vektoru (X, Xo3)"
podminénou jevem N = n. Ze sekce vime, ze N ma geometrické rozdéleni
s parametrem py. Podminéné rozdéleni ndhodného vektoru (X2, Xo3)" za pod-
minky N = n pak z definice podminéného rozdéleni je

P(XLQ = I,X273 = le = TL)
 PXi=n—-yXo=24+y—nXs=n—2,N=n)
P(N =n)

_ <n>< x )p?_yp%”*y_”p?‘x
x)\n—y (1—po)»

kde z € {0,1,...,n}aye{n—u=x,...,n}
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Odsud mtzeme pak urcit pravdépodobnostni vytvorujici funkei

n n n—y, r+y—n_n—zx
n T b1 "P2 P3 .y
Px,5,%55/N=n (81, 52) = Z Z ( ) < ) e

r=0y=n—=x T n—-y (]- - pO)n
1 " ny . n—x . z T—
TS ( )sl(pm) > <l>p1 {(p2s2)'
(1 —=po)" iz \ 1=0 3.9
. "/ (3.2)
= D181 + Pasi182)*(p3se)” ™
(1—p0)";<x>(11 25152)" (p3S2)
_ <p151 + P25152 +p352>n
I —po

Z tvrzeni [I] a vypoctu [3.2 pak dostdvame

D181 + P25152 +p332>
I —po
_ Do
1 —p151 — p2siS2 — p3s2

PX1,27X2,3(81782) = Pn (

Marginalni rozdéleni ndhodnych velicin X5 a Xy 3 ziskdme obdobné jako vyse
dosazenim postupné s; = 1, s; = 1 do pravdépodobnostni vytvorujici funkce
sdruZeného ndhodného vektoru (X2, Xo3)". Ziskdme postupné

Po

Po 1-
Py, ,(s1) = = -
: _ _ _ _ _po_
1 S1 (p1 -+ p2) P3 1 S1 (1 17‘;3)
a
Po =
PX2 3(52) — — 1_p1 .
, . _ _ _po_
L—p1—sa2p2+p3) 1—s (1 17‘;1)

Z téchto vyjadieni mizeme nahlédnout, zZe veliciny X, o a Xz 3 maji geometrické
rozdéleni s parametrem po/(1 — ps) a po/(1 — p1) v tomto poradi.

3.2.1 Momenty

Diky znalosti margindlnich rozdéleni ndhodnych veli¢in X; o a X535 mizeme
snadno urcit jejich stfedni hodnoty a rozptyly. Dostavame tak

EXi,j:m a VarX@j:(pi+pj)(pi2+pj+po),

Po Po
kde(7,j) = (1,2) nebo (i,5) = (2,3).

3.2.2 Rozsireni na negativné binomické rozdéleni

Obdobné jako na konci sekce muzeme ziskané vysledky aplikovat na nega-
tivné binomické rozdéleni, které si i zde mizeme interpretovat jako soucet r ne-
zavislych nahodnych veli¢in s geometrickym rozdélenim. Vytvorujici funkce bude
mit tvar

T
Po
P 51,82) =
12 X0 (51:52) (1 — D151 — P25152 —p352>
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a pro pravdépodobnostni rozdéleni plati

P(Xl,z = :C:X2,3 = Z/) =

mi§,y) x+y—/€+7’—1 x+y—k3 ) -k k _y—k_ r
k=0 r—1 x—k g b Po

kde x,y € Np.
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4. Odhady parametru

4.1 Odhady metodou maximalni vérohodnosti

V této ¢asti se budeme zabyvat odhady parametri dvojrozmérného geometric-
kého rozdéleni. K jejich nalezeni vyuzijeme metodu maximélni vérohodnosti. Pri-
pomenme, ze zname-li pravdépodobnosti netspéchti jednotlivych druhi, ku pii-
kladu p; a po, pak pravdépodobnost tspéchu py miizeme dopocitat z jejich znalosti
jako pg = 1 — p1 — p2. My ovsem py budeme povazovat za dalsi parametr naseho
rozdéleni pravé z toho duvodu, ze odpovida pravdépodobnosti tispéchu. Pokud
nas totiz zajima pouze to, s jakou pravdépodobnosti nastane tispéch, miizeme po-
uzit odhad parametru py primo a nemusime jej dopocitavat z vyse zminéné rov-
nosti. Navic pti realnych simulacich dochézi k zaokrouhlovani odhadi parametri.
Pti dopocitavani pg bychom se tak mohli dopoustét vétsi chyby, nez pti vypoctu
primo z odhadu pro py.

Mé¢jme nyni nahodny vybér X, Xo, ..., X, z dvojrozmérného geometric-
kého rozdéleni s parametry py, ps (a pg). Ozna¢me 6 = (py, p1, p2). Oznaé¢me na-
hodny vektor X = (X, Xs,...,X,)". Ddle ozna¢me X ; = 31, X;, podobné
pro Xo. Pro sdruzenou hustotu nahodného vektoru X plati

S (T T2\ 4 @ wi1 wio mix [ Tin T Ti2
fx(x,0) =]] ( . >p1 "o po = P o g 1 ( . )
i—1 i1 i=1 i,1
Déle ozna¢me L, (0) = log(fx(X,8)), potom

L£4(0) = Xirlog(pr) + Xizlog(pz) +n - log(po) + 3 ( ' 2)-
=1

Xiq

Nyni vyuzijeme Lagrangeovy multiplikatory. V nasem piipadé pfiddme podminku
po + p1 + p2 = 1. PiSme tedy

En(g) = ‘Cn(O) - )\(Po +p1+p2— 1)'

Nyni funkci £,(0) zderivujeme podle vSech parametri a dané vyrazy polozime
rovny nule. Pro p; tak napriklad dostavame rovnost

0L,(0 X
© _Xa
op P1
odkud dostavame x
p=" (4.1)
pro po a py obdobnym vypoctem dostdvame
n X

poZy pQZT'

Hodnotu A uréime z téchto rovnosti a z vazebné podminky:
1
L=po+p1+p2= X(XH +Xio+n) = A=X 1+ X s+n.
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Pro p; tak dostdvame z rovnosti [4.1] odhad

__ X1
b1y, = )
X1+ X +n
obdobné pro py ziskavame odhad
By = 22
2n Xia+Xpo+n

a nakonec pro py je odhad metodou maximalni vérohodnosti roven

n
Xiu+X+n

Do, =

Zjistili jsme tedy, ze odhad vektorového parametru @ metodou maximéalni
vérohodnosti je roven

é\T:( n X+1 X+2 )T
" X+1—|—X+2+n’X+1—|—X+2+n7X+1+X+2+n .

Pokud tedy mame k dispozici n pozorovani, pak pravdépodobnost tspéchu
ziskame jako tento pocet pozorovani; v pripadé geometrického rozdéleni se jedna
o pocet nastalych tspéchi, déleny celkovym poctem kol, ktera k témto n tspé-
chiim vedla, tedy po¢tem vsech pozorovanych udalosti. To souhlasi také s intuici,
kterd nam rika, ze jednotlivé pravdépodobnosti mizeme odhadnout jako pocet
udalosti daného typu déleny celkovym poctem vsech udalosti.

4.2 Vlastnosti odhadua

Zamérme se nyni na vlastnosti ziskanych odhadi. O odhadech ziskanych me-
todou maximalni vérohodnosti je obecné znamo, ze byvaji (slabé) konzistentni
a zpravidla nejsou nestranné. Zamérme se nyni na konzistenci odhadi jednotli-
vych parametri. Ze silného zdkona velkych c¢isel pro nezavislé stejné rozdélené
nahodné veliciny dostavame, ze

1& —

*ZXi,l:Xn,l i> ]ﬂ?

n -1 n—00 po
a podobné

1 & ~ P D2

*ZXZ‘,Q = X2 — —.

n i1 n—00 Po

Potom pro funkci g : (0,1)% — R, pro niz plati g(z,y) = z/(z +y + 1) a ktera je
spojita na svém definicnim oboru, ziskavame z véty o spojité transformaci

p1

_ = = P pP1 D2 Do P1Po
Pipn =9(Xn1, Xn2) — g{—,—) = = = p1.
( )2 (po po) BtP4+1 polpo+pi+p2)

Vidime tedy, ze odhad py,, je konzistentnim odhadem parametru p;. Obdobné diky
funkci & : (0,1)% — R definované predpisem h(z,y) = y/(x+y+1) ziskdme z véty
o spojité transformaci konzistenci ps,,. Konzistenci odhadu pg,, pak obdrzime diky
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funkei & : (0,1)* = R, pro niz k(z,y) = 1/(x +y + 1). Odsud jiz dostavame, ze
odhad 8,, je konzistentnim odhadem 6.
7 vlastnosti vybérového priuméru vime, ze

Potom pro py z Jensenovy nerovnosti pro funkci k(x,y) definovanou vyse plati
E ﬁan =E k(yn,layng) > k’(E yn,ly E Yn’Q) = po,

a tedy vidime, ze odhad p,,, neni nestranny.

Dale si uvédomme, ze pokud by byl odhad p;,, nestranny, pak by i py,, mu-
sel byt nestranny, protoze napf. stfedni hodnotu odhadu ps,, 1ze snadno ziskat
ze stfedni hodnoty odhadu py,, prohozenim p; a po. Aplikujme nyni na obé strany
rovnosti

Pop + Dip + D2, =1

stfedni hodnotu. Z linearity stfedni hodnoty pak dostavame
Epo, +Ep1,+Ep2,=E1=1

Ovsem E pg,, # po, tedy nutné E py,, # p1 a E pa, # p2. Odhady tedy nejsou
nestranné a tedy 6,, neni nestrannym odhadem 6.

4.3 Intervaly spolehlivosti

Pro jednotlivé odhady parametrii nyni uréime (asymptotické) intervaly spo-
lehlivosti. Z centralni limitni véty pro ndhodny vybér z dvojrozmérného geomet-
rického rozdéleni dostavame

Xo1\ (b d 0 4 (;p(1—p2)  pipe
() = (8) 22 (G) #0507 i)

Déle vyuzijeme delta metodu k nalezeni asymptotického rozdéleni pro jednot-
livé odhady parametr. Oznacime-li X = (X1, X5)" ndhodny vektor s dvojroz-
mérnym geometrickym rozdélenim, pak asymptotickd rozdéleni neznamych para-
metr budou obecné tvaru

Vi (f (Xn1, Xn2)—f (E X)) =5 N(0,(Df(E X)) Ky, x,(Df (E X)), (4.2)

kde Ky, x, je kovarian¢ni matice ndhodného vektoru X, f : (0,1)*> — R je néjakd
vhodné zvolena funkce a Df je Jacobiho matice této funkce.

Uvazujme nejprve pro py,, funkei g(z,y) = z/(z +y + 1). Pro Jacobiho matici
této funkce plati

-
_ y+1 —x
(Dy(x.) = (G i)
a déle po dosazeni strednich hodnot

(Dg (pl p2>)T = (Po(po +p2), —popr) -

p07 Po
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dosazenim do vzorce 1.2 dostdvame
__ d
Vi (B, = p1) = N(0,popr(1—p1))-

Odsud snadno nahlédneme, zZe interval spolehlivosti pro p; je

(A U—a/2\/BonPin(1 = Pin) __ t1-as2/PonBin(l — pAln>)

Py — \/ﬁ » P1p, + \/ﬁ

kde u1_q/2 je (1 — a/2)-kvantil normovaného normélniho rozdéleni.

Obdobnym zptisobem lze spocitat asymptoticka rozdéleni a intervaly spoleh-
livosti pro zbylé parametry pomoci funkei h(x,y) = y/(x +y+ 1) pro parametr py
a k(z,y) =1/(x +y+ 1) pro parametr pg. Obecné pak pro ¢ = 0,1, 2 dostavame
interval spolehlivosti pro p; tvaru

G U1-a/2/BonBin(1 — Bin) ul_a/zmmn(l—@n))

Pin — \/ﬁ y Pin + \/ﬁ
4.4 Odhady parametri pro hody kostkou

V zavérecéné casti kapitoly o odhadech parametri se podivame na konkrétni
piiklad odhadovani parametrt v situaci, kdy hazime kostkou tak dlouho, dokud
nepadne prvni Sestka. Pomoci vyse uvedenych odhadt parametrt pg, p1, pe spo-
¢itame v nasi konkrétni situaci uvedené pravdépodobnosti.

Me¢jme spravedlivou kostku a uvazujme tii mozné stavy, které mohou nastat:
padla sestka (U), padlo sudé ¢islo mensi nez Sest (V1) a padlo liché cislo (Vy).
Hra kon¢i v okamziku, kdy padne prvni Sestka. Ocekavané pravdépodobnosti
jednotlivych stavi jsou

1 1 1
P(U=1)=po= 5 P(Ni=1)=p1 = 3’ PN =1)=p, = .
Tuto hru provedeme stokrat, pricemz u kazdé zaznamename pocet padlych sudych
¢isel mensich nez Sest a pocet padlych lichych ¢isel pred prvni padlou Sestkou.
Nakonec pak dosadime do vzorecki odvozenych v sekei 4.2} ¢imz ziskdme kyzené

odhady.
Poznamka. Hody kostkou byly simulovdny v programu PyCharm. [

V probéhlé simulaci padlo ve 100 hrach celkem 181 sudych cisel mensich nez
6 a 275 lichych cisel. Ze vzoreckl pro odhady dostavame tak postupné

. 100 I
Pon = 1814275 + 100 139
181 181
— — =0.33
Pin = 1R1 42754100 556
2 2
Po, = [E _ 20 . a0

181+ 2754+ 100 556

Werze programu: PyCharm 2019.3.5 (Community Edition) Build PC-193.7288.30, built on
May 7, 2020 Runtime version: 11.0.64+8-b520.66 amd64 VM: OpenJDK 64-Bit Server VM by
JetBrains s.r.o Windows 10 10.0 GC: ParNew, ConcurrentMarkSweep Memory: 968M Cores: 8

17



Tyto odhady se od skutecnych pravdépodobnosti lisi jen zanedbatelné. Vidime
tedy, ze odvozené odhady parametrii jsou pomérné spolehlivé a v praxi tak mohou
slouzit jako dobra aproximace skuteénych nezndmych hodnot parametri.

Dosazenim do vzorce pro intervalovy odhad dostavdme pro p; 95% interval
spolehlivosti ptiblizné (0,29;0,36). Odsud vidime, Ze tento intervalovy odhad sku-
tecnou hodnotu parametru pokryva, a muze tedy také slouzit jako spolehliva
aproximace v realnych situacich, kdy skutecnou hodnotu parametru nezname.
Obdobné pro ps dostavame 95% interval spolehlivosti (0,45;0,54) a pro pp mame
interval (0,15;0,21).

Nyni cely tento pokus provedeme stokrat a jednotlivé ¢etnosti vypoctenych
hodnot odhadt parametri zaneseme do histogram. El

Odhady parametru p 0

20 A

Pocet odpovidajicich pozorovani

0.14 0.16 0.18 0.20 0.22
Vypocteny odhad

Obrazek 4.1: Cetnosti vypoctenych hodnot odhadu parametru py.

2Zdrojovy kéd k provedené simulaci lze nalézt pod nésledujicim odkazem v souboru thesis-
code: | https://github.com/DianaPavlovic/Diana.git!
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Odhady parametru p_1

20 A

Pocet odpovidajicich pozorovani

0.28 0.30 0.32 0.34 0.36
Vypocteny odhad

Obréazek 4.2: Cetnosti vypoctenych hodnot odhadu parametru p;.

Odhady parametru p_2

20 A

15 A

Pocet odpovidajicich pozorovani

0.44 0.46 0.48 0.50 0.52 0.54
Vypocteny odhad

Obrazek 4.3: Cetnosti vypoctenych hodnot odhadu parametru ps.



V histogramu [4.1| cetnosti odhadl parametru py vidime, ze nejcastéjsi hodnota
odhadu je priblizné mezi hodnotami 0,16 a 0,17. Skute¢na hodnota parametru pg
v situaci, kdy hézime spravedlivou kostkou, je rovna 1/6 = 0,166, tedy odhad
parametru funguje velmi spolehlivé.

Obdobné v histogramu [£.2] pro odhad parametru p; vidime, Ze vétSina pozo-
rovanych hodnot se pohybuje mezi hodnotami 0,32 a 0,35. Skutecna hodnota p;
je rovna 1/3 = 0,333, tedy i tento odhad parametru je pomérné presny.

Nakonec v histogramu vidime, ze namérené hodnoty se pohybuji mezi
hodnotami 0,48 az 0,52, pricemz skuteénd hodnota parametru je rovna presné
0,5.

7 vyse popsané simulace vidime, Ze odhady jsou velmi presné a mohou nam
tak dat velmi dobrou predstavu o skutecné hodnoté parametri v situaci, kdy tyto
parametry nezname.
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Z.aver

Tato prace umoznuje vhled do problematiky vicerozmérného geometrického
rozdéleni. Je zfejmé, Ze podobnych rozsiteni je mozno udélat nepreberné mnozstvi
a ze v praci odkryvame jen malou ¢ast rozsahlé problematiky. Zde jsme se zamérili
jen na ta rozsiteni, kterd intuitivné vyplyvaji ze zakladni verze dvojrozmérného
geometrického rozdéleni.

Doufame, ze ¢tenéare tato prace obohatila a ze mu prijemnym zptisobem po-
odkryla svét vicerozmérnych rozdéleni.
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