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Abstrakt: V tejto praci zhrnieme zakladné pojmy subdivision sprevadzané ukaz-
kami zauzivanych schém. Prinesieme tiez vlastné implementacie tychto schém.
V dalsich castiach definujeme tzv. Exponencialnu schému, ktorda bude predme-
tom nasho skimania a ilustrujeme jej spravanie na vlastnych obrazkoch. Zame-
riame sa na vlastnosti kriviek, ktoré tato schéma produkuje. Ako sa ukaze, tieto
krivky budi nutne triedy C'. TaktieZ zhrnieme pojmy potrebné pre nase sktima-
nie subdivision kriviek, na ktorych zalozime dokaz potvrdzujici dani vlastnost
Exponencialnej schémy.
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Abstract: In this thesis we summarize the basic terms of subdivision and accom-
pany them with examples of widely used schemes. We also show our own imple-
mentations of those schemes. In further parts we define the so-called Exponential
scheme, which will be a subject of our research, and we illustrate it’s behavior
using our own images. We focus on properties of curves this scheme produces.
As we will see, those curves are C!'-continuous. We also sum up the terms neces-
sary for our research of subdivision curves, which will form the basis of our proof
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Uvod

Princip subdivision predstavuje jeden z mnohych pristupov, ako reprezentovat
krivky a plochy. Hladké utvary, tvorené nekonecnym poctom bodov, popisuje
pomocou dvoch objektov. Prvym je vektor bodov, ktory vizualizujeme ako lomené
ciary, v pripade kriviek, respektive kontrolna sief vrcholov, ktori vizualizujeme
nakreslenim hran a stien tejto siete, v pripade povrchov.

Druhym objektom je tzv. subdivision schéma. T4 popisuje postup ako dané
vektory, ¢i kontrolné siete zhusfovat. Opakovana aplikicia tohto procesu by mala
viest ku konvergencii danych objektov k limite, ktorou je potom dany utvar, ktory
chceme reprezentovaf.

Subdivision schémy mézu byt rozne komplexné. Medzi jednoduchsie schémy
patria napriklad Chaikinova schéma pre krivky, ¢i Doo-Sabinova pre povrchy.
V stcastnosti sa ndjdu vsak aj schémy, ktoré vyuzivaju viac ako len body. Napri-
klad |Chalmoviansky a Juttler| (2007)) definuji schému pre krivky, ktord pracuje
nielen s bodmi v rovine, ale aj norméalovymi vektormi. Takyto pristup moze umoz-
nit blizsiu kontrolu nad vyslednymi krivkami.

Reprezentécia pomocou subdivision je obzvlast vyhodna v pocitacovej grafike.
Zabezpecuje totiz diskretizaciu spojitych ttvarov a zaroven umoznuje definovat
roznorodé krivky a plochy. Skvelou ukazkou spdsobilosti sundivision je kratky
animovany film Geriho hra (Geri’s game) z roku 1997. Tvorcovia z Pixaru ho
animovali cely pouzitim subdivision.

V tejto praci sa budeme zaoberat pripadom subdivision kriviek. Ich vlastnosti
su vcelku dobre chapané, no tedria okolo nich je o to komplexnejsia. Nas budu
zaujimaft len zédklady potrebné na porozumenie subdivision krivkam a ich jedno-
duchu analyzu. Podrobnejsie poznatky a alternativne pristupy spisuje vo svojej
knihe Sabin| (2010).

V prvej kapitole zozbierame zakladné pojmy potrebné pre forméalne zavede-
nie subdivision. Uvedieme tiez zakladné sposoby, ako matematicky reprezentovat
subdivision procesy, menovite subdivision maticu a subdivision masku. Na ilustra-
ciu tjchto pojmov vyuzijeme vlastni implementaciu tzv. Stvorbodovej schémy.
Ta patri medzi najzndmejsie priklady subdivision schém pre krivky. Spravanie
procesu spatého so Stvorbodovou schémou ilustrujeme na vlastnych prikladoch.

V druhej c¢asti sa pozrieme na tzv. Exponencidlnu schému. Ta je konkrétnym
pripadom schém, ktoré definuju Warren a Weimer| (2002) v kapitole 4. Expo-
nencialnu schému implementujeme a ilustrujeme na prikladoch. Krivky, ktoré
definuje, budt triedy C'. KedZe sa [Warren a Weimer (2002) nezaoberaju doka-
zom vlastnosti danych schémy, zostane tato praca na nas. Vo zvysku kapitoly
preto zhrnieme dalsie pojmy potrebné na analyzu subdivision schém a zavedieme
rovnomernd konvergenciu pre tieto schémy.

V tretej kapitole sa nésledne budeme venovat samotnému dékazu konvergen-
cie Exponencialnej schémy. Vyuzijeme na to analyzu subdivision matic. V tvode
kapitoly objasnime pojmy s 1iou spété. Nésledne bez dokazu preberieme vety [2a[3]
z prace |Warren a Weimer| (2002)). Tie nam udaji postacujice podmienky na kon-
vergenciu subdivision schém. Zhrnieme tiez teériu potrebni na analyzu derivacie
subdivision krivky. V samom zavere vyuzijeme nadobudnuté poznatky a apliku-
jeme ich na dbékaz konvergencie Exponencidlnej schémy. V sérii vlastnych lemm



ukdZeme jednak existenciu subdivision kriviek, ako aj ich zaradenie do triedy C!.



1. Zakladné pojmy

1.1 Subdivision

V tejto sekcii definujeme dolezité pojmy a zavedieme znacenie, ktoré budeme
vyuzivat vo zvysku prace. Subdivision pracuje s postupnostami vektorov. Aby
sme sa vyhli zmétoc¢nému znaceniu, budeme ¢leny postupnosti indexovat dolnym
indexom (ay) a entity vektoru hornym indexom v zatvorkéach (a(”).

Pri subdivision procesoch budeme tiez nase vektory predlzovat. Z tohoto do-
vodu budeme pre vektor P znacit [(P) pocet jeho prvkov. T. j.

pP— (p(1)7 P '7p(l(P))) :

kde P® je bod v R". Vo zvysku prace budeme pracovat s R2.
Prejdime teda k prvej definicii.

Definicia 1 (Subdivision). Majme postupnost { Py}, kde pre kazdé k je Py
konecny vektor bodov R? a navyse [(Pyy1) > I(Py). Proces, ktory zo vstupu Py
postupne pocita aproximdcie Py, sa nazyva subdivision.

Dolezitym pojmom pre subdivision st lomené ciary, hlavne tie urcené vek-
tormi Pj. Pre zjednodusenie analyzy budeme lomené ¢iary chapat ako paramet-
rické krivky, teda funkcie z R do R2 Bodom z P, budd prislichat celo¢iselné
hodnoty parametra, a aby sme sa vyhli zmendm v definiécnom obore, budeme
toto rozdelenie postupne zhustovat. V tejto praci sa zameriame na tzv. bindrne
schémy, ktoré v kazdom kroku zdvojnasobia [(Py). Obecne, ak by sme v kazdom
kroku dostali a-nasobne viac bodov, intervaly by sme delili na a casti. Prejdime
k formalnej definicii.

Definicia 2 (Lomen4 ¢iara). Lomenou Giarou uréenou vektorom Py, kde P, =
(Pk(o), ce ,§’<Pk)‘”), rozumieme funkciu py: [0,1(Py) — 1) — R? dani vatahom

i+(lf i i
o (52) = A e

prei € {0, ..., l(P,) —2} aa €[0,1).

Obr. 1.1: Body vektoru P, a lomené Ciara py,.



Na obréazku ilustrujeme priklad bodov aj s lomenou ¢iarou, ktoru urcuju.

V tomto momente mame vsetko potrebné na definiciu subdivision krivky po-
mocou bodovej konvergencie. Prave vlastnosti subdivision kriviek buda predme-
tom naseho zaujmu.

Definicia 3. Majme postupnost vektorov bodov Py, ktord je dand subdivision pro-
cesom. Dalej, nech py je postupnost lomenych ciar takijch, ze Vk > 0 je py, je dand
vektorom Py. Potom subdivision krivku definujeme ako

Poo(T) = kh_)m pr(x), Vo € [0,1(Py) — 1),
ak tato limita existuje.

Vysledné krivka p,, v praxi moze, ale nemusi byt uzavreta. Lomené ¢iary py
dostaneme tak, ze iseckami pospajame body v poradi, v ktorom sa nachadzaja
vo vektore Py. Pre n-prvkovy vektor Py potom vieme loment ¢iaru uzavriet spo-
jenim P,gl(Pk)) a P,El).

Bodova konvergencia casto nezachovava vlastnosti povodnych lomenych ciar
pr- Obzvlast dolezitd je pre nas spojitost krivky a vlastnosti derivacii. Z tohoto
hladiska sa budeme c¢asto zaoberat rovnomernou konvergenciou. T4 prenasa spo-
jitost povodnych funkcii na ich limitu. Kedze lomené ciary p; st spojité, rovno-
mernd konvergencia zabezpedi, ze bude spojitd aj krivka pe.

Povieme, ze postupnost p, rovnomerne konverguje k p.,, ak Ve > 0dn, pre
ktoré plati

Vk>n Ve el0,l(F) —1): |pr(z) — po(x)] < €.

Konkrétny subdivision proces, ktory pocita postupnost P, bezne nazyvame
subdivision schéma. Na obrazku ukazujeme zaciatok postupnosti pre tzv.
Stvorbodovii schému a vysledni subdivision krivku. Tato schéma, ako jej nazov
napoveda, pocita nové body vyuzitim stvorice predchadzajtucich bodov. Pévodné
body zachovava a medzi ne vlozi afinnii kombinaciu okolitych bodov.

Algoritmus 1 Stvorbodové schéma

VYSTUP: Ppyi1,l(Piy1) =2 1(FPy)

for i = 1 to [(Fy) do
21—1 %
Pk(i? = —1/16 . P]ngl mod {(Py)) +9/16 . P]gz mod {(Py))
return Py

Vlastnd implementdcia v programe Mathematica sa nachddza v prilohe [A.T]

Schémy zachovavajice body z predchadzajiceho kroku nazyvame interpo-
lacné. Na obrazku porovnavame rozdiely, ktoré nastavaji v jednom kroku
Stvorbodovej schémy. Cierne body sa zachovali a boli doplnené o ¢ervené.



1.2 Pojmy popisujice subdivision proces

Existuju dva rozne sposoby, ako jednoducho vyjadrit dianie v kroku subdivi-
sion. Pre zjednodusenie analyzy zadefinujeme oba. Zacneme pohladom z linearnej
algebry.

Definicia 4 (Matica subdivision). Matica subdivision je (nie nutne konecnd)
matica Sy, ktord splna vztah

Pyy1 = Sk - Py,
pre nejaké k > 0.

V praxi je hodnota [(FPy) bezne zhora neobmedzend. Rozmery matice teda
mozu zavisiet na povodnom pocte bodov. Pre vseobecni analyzu danej schémy
poditame s nekoneénou maticou. Napriklad maticu subdivision pre Stvorbodovii
schému vieme napisat ako

9/16 9/16 —1/16 0 0

0 1 0 0 0

~1/16 9/16 9/16 —1/16 0
Sy, = 0 0 1 0 0 .-
0 —1/16 9/16 9/16 —1/16 ---

0 0 0 1 0

0 0 -—1/16 9/16 9/16

7 matice vieme lahko vycitat, ako budu vyzerat nové body. Lahko z nej zis-
time napriklad, ¢i je dana schéma interpolacna — staci zistit, ¢i obsahuje riadok

(b) p1
(e) pa

Obr. 1.2: Pévodny tutvar (a), 4 kroky subdivision (b)-(e), a vysledna krivka (f).

(a) po (c) p2
(d) ps (f) Poo



Obr. 1.3: Porovnanie zmien po kroku Stvorbodovej schémy. Novovzniknuté body
st zvyraznené Cervenou, stara lomena ciara je ¢iarkovane.

s jedinou 1 a samymi 0. Alternativny pristup ndm naopak umozni lahko vidiet
vplyv predchadzajicich bodov. Okrem toho ndm zjednodusi pracu s nekonec¢nymi
maticami. Najskor vsak pre P definujeme p, ako formalny polyném

Modbeme si v§imnut, ze koeficientami st body roviny. Praca s tymito polynémami
nas vedie k zavedeniu masky:.

Definicia 5 (Maska subdivision). Bud $x(x) formdlny polynom taky, Ze pre k > 0
plati

Z~7k+1(5’7> = 5 () 'pk(xQ)-

Potom 3, nazyvame maska subdivision.

Mobzeme si v&imnut dosadenie x* do p,. To vyplyva z prace s bindrnymi sché-
mami. KedZe chceme ziskat dvojnasobok bodov, musime si na ne spravit priestor.
Pre a-nasobné pocty bodov by sme zas dosadzali xz®.

Pri nasej praci budeme v maskach vyuzivat aj zaporné mocniny x. To ném,
napriklad pri interpola¢nych maskach, umozni lepsie znézornif, akym sposobom
sa bod prejavi v jednotlivych smeroch. Pri maske, podobne ako v pripade ma-
tice, musime dévat pozor na [(Py). Na vSeobecny popis totiz chceme, aby maska
subdivision vedela pracovat s nekone¢nym poc¢tom bodov. Pre konecné P, potom
mozu v P, vznikniat | zvyskové® ¢leny, ktoré nepredstavuju nijaky bod. Schémy,
ktoré pracuju s bodmi cyklicky, sa s tymto vysporiadaju doplnenim Py a Py
na nekonecné periodické postupnosti.

Opit si to ilustrujme na Stvorbodovej schéme. Jej subdivision maska je

Sp(z) = —1/1627° +9/162~ " + 12° + 9/16x" — 1/162°.

MbZeme si viimnat, Ze sa jedné o nenulové prvky v stipei matice Sy,. Maska popi-
suje, na ktorych pozicidch sa prejavi kazdy bod P, Tomu vzdy prislicha stlpec
matice, ktorym ho ndsobime. KedZze sa zaujimame o bindrne schémy, stipce ma-
tice budi vzdy oproti predchadzajiicemu posunuté o 2 riadky nizsie. Bod PG+
sa totiz vzdy prejavi préve s posunom 2 oproti P, kedZze musime ratat s 2
novymi bodmi. Prave tento poznatok sa nam este zide, ked sa budeme chcief vy-
hnut pocitaniu s nekoneénymi maticami. Jednoducho dani operaciu prevedieme
na pocitanie s maskami a vysledok spat na maticu.

7



Aplikujme teda Stvorbodovii schému na p(z) = POz% + PMg! + P2g2 ¢
P®z3 a dostaneme

1 9 1
Sk(z) - plx) = <—16P(0)) 7+ 0272 + (16P(0) — 16P(1)> 7!+ PO0
9 9 1
P poy 2 poy L p(2)> 1 p(1),2
* (16 16 ) e
Lpo . 9 pm 9 pe_ L pe) 3, poya
+(—16P + P+ SO —p )x b POy
1 9 9
_ 2 pm P pe P p(3)) 5. pl3),6
+ ( 6 + 16 + 16 z° + T+
1 9 1
_ 1 p@ p(3)) T4 0g (_p<3>>
* ( T TR AR R N T

Mozeme si vsimnuf, ze body na krajnych pozicidach nemali dostatoény vstup
na vypocet podla definicie schémy. Vo vystupe teda moézu byt len body pri
20, 2% 23, 2% a 25 Aby sme nemali prédzdne miesta, modzeme zobrat jedine tro-
jicu uprostred. Zo styroch bodov sme sa dostali k trom. Vidime, ze aby Stvorbo-
dova schéma fungovala, potrebujeme body brat cyklicky. Tam sa ich pocet bude
zvysovat ako by sme cakali.

Nakoniec zavedieme este jednu, na teraz posledni, definiciu, ktora bude roz-

liSovat spravanie schém.

Definicia 6. Povieme, Ze subdivision schéma je staticka, ak vypocet Pyi1 z Py
nezalezi na k.

Inymi slovami statické schémy spliiaji vztahy
Sk+1 =Sk =5,
Se1(r) = 8(r) = 3(),

pre vsetky £ > 0. Mozeme si vsimnut, ze stvorbodova schéma je staticka, kedze
vo vyjadreni Sy ani 5 nefiguruje k.

K statickym schémam sa vieme priblizit aj od schém nestatickych. Staci, aby
postupnost ich matic mala limitu.

Definicia 7 (Konvergencia postupnosti matic). Bud {Ax}2, postupnost matic.
Povieme, Ze Ay konverguje k matici A, ak Vi,j € Z plati

lim AU = A6,

k—o0



2. Exponencialna schéma

2.1 Definicia

Predmetom naseho blizsieho skimania bude tzv. Exponencialna schéma. Ta
je dana maskou

=1 24+ (1 —vp)o 4+ (1 — )2 + et

pre
exp(2~'7")

vV = -
(1+exp(2717F))
Volba v, sa ukéze obzvlast vyhodnd v kapitole [3] Tam sa ukéze, ze tato po-
stupnost relativne rychlo konverguje k svojej limitnej hodnote. Tento fakt potom

vyuzijeme pri dokazovani vlastnosti Exponencidlnej schémy. V nasledujuicej ta-
bulke mézeme vidiet prvych niekolko hodnot vy.

k Vi

0 0,2350037
1 0,2461341
2 0,2490260
3 0,2497560

Kedze hodnoty v sa liSia medzi krokmi subdivision, nejednd sa o stacionarnu
schému.

Na obrazku ilustrujeme, ako sa rozsiruje vplyv bodov Pj. Mdzeme si vSim-
nuf, ze nové body st afinnou kombinaciou dvojice bodov z predchadzajiceho
kroku. Taktiez vidime, ze povodné body sa nezachovavaji. Lahko odvodime al-
goritmus na vypocet bodov.

0 1 2 3 4 5
P,f,jl P;f;+)1 P/§+)1 Pk(+)1 Pk(+)1 Pk(,+)1

Obr. 2.1: Modré sipky zodpovedaji ndsobeniu vy, zelené nésobeniu (1 — vy).
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Obr. 2.2: Pévodny utvar (a), 4 kroky subdivision (b)-(e) a vysledna krivka (f).

Algoritmus 2 Exponencidlna schéma

VSTUP: ]C,Pk,l(Pk) Z 2
VYSTUP: Piy1, [(Pryy1) =2 1(P)

exp(271F)

(1 +exp(2-17F))°
for ¢ = 0 to I(P;) —1 do

Ve =

Pk+1 = (1—w)- B (Z mod I(Pk)) | p(“rl mod [(Fy))
pk(izlﬂ) =y Pk(z mod {Pe)) 4 (1 _ Vk) ) P]ngrl mod I(Py))

return Py

Vlastna implementacia v programe Mathematica sa nachddza v prilohe [A.2]

Na obrézku 2.2 predvedieme spravanie Exponencidlnej schémy. Za¢neme s tym
istym vstupnym vektorom P, ako pri Stvorbodovej schéme. Jednotlivé lomené
ciary sa vSak lisia medzi schémami a to isté plati aj pre vyslednu krivku p... Kym
Stvorbodova schéma pdvodné body zachovévala, Exponencidlna ich ,usekéva“.
Nejedna sa teda o interpolacnii schému. Na kazdej tisecke vznikne nova dvojica
krajnych bodov, ako zvyraziiujeme na obrazku [2.3]

Ked uz vieme, ako spocitat nové body, mozeme polahky odvodit maticu expo-
nencialnej schémy. T4, podobne ako maska, bude zavisiet od kroku &k subdivision



Obr. 2.3: Porovnanie zmien po kroku Exponencidlnej schémy. Novovzniknuté
body st zvyraznené cervenou, starda lomena ciara je ¢iarkovane.

procesu. Vysledny tvar matice je

1—Vk Vi 0 0
Vi 1—V]C 0 0
g, — 0 l—Vk Vi 0
ke 0 ve 1—wu, 0
0 0 1—1yy vy,
0 0 Vi 1—I/k

2.2 Pojmy potrebné pre analyzu

Pre potreby skiimania konvergencie potrebujeme zadefinovat normu, ktorou
budeme merat vzdialenosti funkcii. Rovnako sa ndm zidu aj normy urcujice vel-
kosti vektorov a matic. V nasom pripade st vhodné maximové normy. Definujeme
postupne vektorovii a maticovii normu ako

1P| = max(|P)),

4 = max 127
P20 ||PI|
kde | - | je euklidovskd norma, kedze pri skiimani subdivision schém sa nacha-

dzame v R?. Pre ttto definiciu vieme lahko spoé¢itat normu matice len z po-
hladu na jej riadky. To bude obzvlast vyhodné pri subdivision maticiach, ktoré
st nekonecné, avsak ich riadky sa periodicky opakuji. Pre poriadok uvedieme
nasledujicu lemmu s vlastnym dokazom.

Lemma 1. Bud A matica, ktorej kazZdy riadok md obmedzeny pocet nenulovijch
prvkov. Potom plati

|Al| = max (Z |A(i’j)|) . (2.1)

JEZ
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Doékaz. Bud P lubovolny nenulovy vektor. Velkost kazdej jeho zlozky vieme zhora
odhadnut ||P]|, ¢im dostaneme vektor P’ taky, ze || P'|| = || P||. Dostavame

AP < [[AP'].
Oznac¢me i zlozku vektoru AP’ taki, 7e |(AP')®| = ||AP'||. Potom plati

IAP| _ AP _ [(AP)®)]

P11 P
_ iAW |P]
L
_ A6

JEZ

Stac¢i nam teda najst vektor P, pre ktory nastane rovnost. V prvej nerov-
nosti stadi, aby kazda zlozka spliiala |PY)| = ||P||. Dalej uréime i také, Ze hod-
nota ¢z A% je najvicsia moznd. Nésledne zvolime PY) = (&[|P|],0), kde
znamienka uréime tak, aby A®9) . (|| P||) bolo kladné. Tym docielime rovnost
v druhej nerovnosti.

]

Kedze budeme skiimat konvergenciu funkcii pg, definujeme aj pre funkcie
normu analogicky

1F1l = max(]f (z)]).

Ta ndm dava alternativnu definiciu rovnomernej konvergencie. Postupnost py rov-
nomerne konverguje k p.,, ak Ve > 0 dn také, ze

VE > n: ||pr — peoll < €.

V pévodnej definicii € ohranicuje vsetky hodnoty |pg(z) — peo(2)|, tu ohranic¢uje
maximum z nich a teda opat vsetky.

V pripade subdivision schém budeme jednoducho hovorif, zZe dand schéma
rovnomerne konverguje ku krivke p,,. Tym budeme mysliet, Ze tato limitna krivka
existuje, ako aj fakt, ze lomené ¢Ciary p; k nej konverguji rovnomerne.

V pripade exponencidlnej schémy to bude krivka triedy C!. V nasledujiicej
kapitole si predstavime prostriedky skiimajtice subdivision schémy, ktoré dalej
pouzijeme na dokaz.
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3. Analyza subdivision schém

3.1 Konvergencia subdivision schém

Cielom tejto sekcie je overit rovnomerni konvergenciu subdivision schém. To
sa d& mnohymi spésobmi. My budeme skiimat matice a ich vplyv na vzdialenosti
bodov. Zavedieme teda pomocné pojmy.

Definicia 8. Diferenéni masku definujeme ako formdalny polynom gl(m) =1-—ux.
Diferencnti maticu definujeme ako

Dalej oznacime T), maticu dand vztahom
DS, =T;D.

Ked diferenconou maskou vynasobime p;,, dostaneme polyném, ktorého koefi-
cienty su rozdiely dvoch po sebe iducich bodov. Diferenéna matica ma rovnaku
funkciu, avsak pre vektory bodov. Tieto dva pojmy nam zjednodusia zapis.

Matica T} bude o nieco dolezitejsia. Pouzitim definicného vzfahu na vektor
P, dostaneme

TwDP, = DS, P, = DPyy;.

Vidime, ze matica T} je subdivision maticou pre vektory D P.

Nez sa presunieme k vetam, ktoré ndm umoznia analyzovat spravanie schémy;,
ukazeme este, ako odvodit tvar matice T;. Vyuzijeme masky, aby sme sa vyhli
pocitaniu s nekone¢nymi maticami. Maska ¢, musi spliiat vztah

gl<m>]~)k:+l(x) = %k(x)gi(ﬁ)f?k(ﬁ)
Dosadenim priamo z definicie masky subdivision dostaneme
d()31()py(a) = B (2)d(2*)py(2?),

odkial vieme vykratit p,(z2) a d(z) = 1 — . Vysledné vyjadrenie tak bude

3 Sk(7)
MéZeme si vsimnit, Ze tento pristup funguje len vtedy, ked je maska 5(z) delitelna
1+ 2. V opa¢nom pripade sa k rozumnému vyjadreniu nedostaneme.

Na druhej strane to nie je nijak zvlast zviazujici predpoklad. Aby §(—1) = 0,
potrebujeme, aby koeficienty na parnych poziciach a neparnych poziciach mali
rovnaky sucet. Zo vztahu matice a masky vieme, ze kazdy riadok matice S je
tvoreny bud vSetkymi koeficientami na parnych alebo vSetkymi na neparnych po-
ziciach 5. Pozadujeme teda, aby vsetky riadky matice subdivision mali rovnaky
stucet svojich prvkov.

Pre nas postup budeme potrebovat najprv urc¢it podmienku pre rovnomerni
konvergenciu staciondrnych schém. To ndm umozni nasledujica prebrata veta.
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Veta 2 (Postacujica podmienka na rovnomernt konvergenciu stacionarnych
schém). Bud T matica spliiajica DS = TD. Potom ak |T| < 1, tak staciondrna
subdivision schéma dand maticou S rovnomerne konverquje pre kazdy vstupny
vektor F.

Dékaz. Vid Warren a Weimer| (2002)), sekcia 3.2, str. 73-74.
[

Vetu demonstrujeme na priklade Stvorbodovej schémy. Ako vieme, t4 je dand
maskou 3(z) = —1/16273 +9/162~! + 12" + 9/162" — 1/162°. Odtial dostaneme

5 1 1 1 1 1 1
@ 1o +—z 7+t + 22+ —at - =2

) =177 =16 16 2 2 16 16

Matica T" bude potom tvaru

1/16  1/2 —1/16 0 0
~1/16  1/2  1/16 0 0
0 116 1/2 —1/16 0

0 —1/16 1/2 1/16 0
0 0 1/16 1/2 —1/16
0

0 —1/16 1/2  1/16

Na riadkoch st vzdy tri nenulové ¢leny: —1/16,1/2 a 1/16. Podla Lemmy (1| do-
staneme ||T|| = 5/8 < 1, takze Stvorbodova schéma skuto¢ne rovnomerne kon-
verguje.

Pre nestacionarne schémy je vsak postup o nieco fazsi. Kedze sa v réznych
krokoch roznia matice subdivision, treba uvazovat inak. Jednou z vhodnych vlast-
nosti je, ak matice subdivision konverguju ku konkrétnej matici. T4 potom defi-
nuje nejaku stacionarnu subdivision schému a to vieme vyuzit.

Veta 3 (Postacujice podmienky na rovnomerni konvergenciu subdivision sché-
my). Majme subdivision schému s maticami {Sy}3>,. Nech tdto postupnost matic
konverguje k Sy a navyse splna nasledovné:

o Eristuji 0 < o<1 a B >0 také, Ze |Sk — Sxo|| < Ba®, pre kaZdé k.
o Staciondrna subdivision schéma dand S rovnomerne konverguje.

Potom rovnomerne konverguje aj schéma dand postupnostou Sy pre lubovolni
volbu pociatocnych bodov F.

Dokaz. Vid Warren a Weimer| (2002)), sekcia 4.4, str. 116-118.

14



3.2 Derivacie subdivision kriviek

Predchadzajica sekcia nam dala prostriedky potrebné na overenie, ze dana
subdivision schéma rovnomerne konverguje. O vlastnostiach vyslednej subdivision
krivky ps vSak nehovori ni¢. Budeme preto potrebovat dalSie nastroje na overenie,
ze Exponencialna schéma skuto¢ne rovnomerne konverguje k C! krivke. VyuZijeme
nasledujiicu vlastnost rovnomernej konvergencie.

Veta 4. Bud fy(z) postupnost funkcii, ktord rovnomerne konverguje k funkcit
foo(x). Ak aj postupnost fi(x) rovnomerne konverguje k nejakej funkcii g(x),
potom je g deriviciou fuo.

Dékaz. Vid |Warren a Weimer| (2002)), sekcia 3.1, str. 68-69.
O

To znamend, ze nam staci zamerat sa na postupnost derivacii pj.. Ak ukazeme,
ze rovnomerne konverguje, dostaneme to, ¢o sme potrebovali. Vyuzijeme, ze uz
vieme dokéazat rovnomernt konvergenciu subdivision schémy.

Na zaciatok uvazme definiciu derivacie. T4 je dana vzorcom

PR (C (CE))

t—0 t

Dosadenim 1/2! miesto ¢t dostaneme ekvivalentny vztah

f'(z) = lim 2" - (f(:c) - f(q: — 21[)> :

l—00

Pocitajme teda pre i € Z a a € (0, 1)

, 1+« — i 21 14+« i~|—a—2k‘l
P ) = im 2 (e ) | 5 —

= lim 2'- ((1 —a) - sz') +a- P,C(Hl)—

l—00

— (1= a+2"") P+ (o= 2¢) . P
= lim —2% . i + 2% . p{Y = oF . (P — pY) .

l—00

Hodnoty derivacii medzi jednotlivymi bodmi vieme zapisat vektorom P, =
28D P,. V miestach prislichajticich & = 0 madme definované len pravé a lavé
derivacie. Rozdiel ich hodnét bude pre i rovny P, @ — P/ (+Y  Opéit chceme
skumat || DFP;||.

Definujme teda maticu 7T} dant vztahom

2DS;, =TyD.
Aplikaciou na 2P, dostaneme
T.2"DP, = 281D S, P, = 2" D P, 1.

Matica T}, je teda maticou subdivision pre vektory P, = 28D P,,. Ak na takito
subdivision schému aplikujeme postup z predoslej sekcie, ukazeme jej rovnomernt
konvergenciu.
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Odvodme este masku ¢, aby sme nemuseli nasobit nekonecné matice. Podobne
ako v predoslej sekcii zacneme vztahom

2 d(2)3(0)p (o) = t(2)2"d(2%)py (2%),

odkial vyjadrime

3.3 Dokaz konvergencie Exponencialnej schémy

V tejto sekcii postupne vybudujeme dokaz vety 8| ako sériu vlastnych lemm aj
s ich dokazmi. Zacneme overenim podmienok vety [3 ktori pouzijeme na overenie,
¢i Exponencidlna schéma vobec rovnomerne konverguje.

Lemma 5. Bud Sy postupnost matic subdivision Fxponencidlnej schémy. Potom
Sk konverguje k matici

3/4 1/4 0 0
1/4 3/4 0 0
g _ 0 3/4 1/4 0
= 0 1/4 3/4 0
0 0 3/4 1/4
0 0 1/4 3/4

Navyse pre kazdé k > 0 plati

1 1\*
1Sk — Seol| < 39 (4> :

Dokaz. Pripomenme si, ze tvar matice subdivision pre exponencidlnu schému je

1—I/k Vi 0 0
vy, 1—1yy 0 0
S, — 0 1—Vk Vi 0
g 0 ve l—u, 0
0 0 1—l/k 14%
0 0 Vi 1—I/k

Na dokaz konvergencie nam staci ukazat, ze limy_,o. v, = 1/4. Plati

lim 2717%F = 0.
k—o0

KedZe exponencidla je v 0 spojita, dostavame limy,_,o, exp(2717%) = 1. Odtial uz
Tahko
y y exp(2717F) 1
im v, = lim =-.
fooo T kovoo (1+exp(2-1-%))2 4
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Pre vypocet ||Sy — Sao| vyuZijeme Lemma [1} Matica Sy — Se ma v kazdom
riadku dve nenulové hodnoty, konkrétne (1 — vy) —3/4 a 1/4 — 1. Norma teda
bude

ISk — Sool| = |1 — v — 3/4]| + |vp — 1/4| =2 - |v, — 1/4].
Rozpiseme

1
VvV — —

e~ Swll =2~ |
_ |4 cexp(2717F) — (1 + exp(2717F))?

2. (1+exp(2717F))2
1 ‘—(1 —exp(2717F))2

27| (1 + exp(2-F))2

_'1.(1——@qﬂ2_k*)>2‘

2 1 +exp(2-1-k)

)

Y

Y

Dalej budeme upravovat ¢len v zatvorke. Vyuzijeme, Ze
1—2z 2

1+2 1+=x

a nerovnost exp(x) > x + 1. Upravujeme

1—exp(27'M)| 2 i
1 +exp(2717F)| |1+ exp(2-17F) ’
<2
24271k ’
o-1-k 1
=2+24%;=L,%+1M
Dosadenim do povodného dostavame
1 1 2
So- sl < 2 ()
15 =5 \Tors
1 1
2 16-2%k £8.2k 41’
1 1 1 (1)k
< —_—_—- = . —
2 16-22 32 \4

¢o sme cheeli dokazat.
O

Mozeme si vsimnuf, ze na rovnomerni konvergenciu Exponencidlnej schémy
nam staci uz len ukazat, Zze stacionarna schéma dand maticou S, rovnomerne
konverguje. Nésledne sa budeme zaoberat uz len vlastnostami derivacii, aby sme
overili, Ze ps bude skutoéne triedy C!.

Stacionarna schéma dana nasou limitnou maticiou S, sa nazyva Chaikinova
schéma. Vlastna implementécia tejto schémy v programe Mathematica sa nacha-
dza v prilohe [A:3] Obrazok ilustruje podobnost medzi prvym krokom Expo-
nencialnej a krokmi Chaikinovej schémy. O Chaikinovej schéme sa d& dokazat, ze
sama o sebe rovnomerne konverguje k C? krivkdm. Pre nas pripad stadi overit, Ze
vObec rovnomerne konverguje.
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Obr. 3.1: Porovnanie zmien v kroku Exponencidlnej schémy (vlavo) a Chaikinovej
schémy (vpravo). Novovzniknuté body s zvyraznené cervenou, stard lomen4 ¢iara
je ciarkovane.

Lemma 6. Chatkinova schéma rovnomerne konverguje.

Doékaz. Maska Chaikinovej schémy je v tvare

1 3 3 1 1
Sp(z) = Zxo + le + ZwQ + 1333 =1 (14 x)°.
Odtial dostaneme
- 1 1 1 1
t(z) = 1 (1+2)= ZIO + 59:1 + ZxQ,
¢o vedie k matici
1/4 1/4 0 0
0 1/2 0 0
T 0 1/4 1/4 0
o 0 0 1/2 0
0 0 1/4 1/4
0 0 0 1/2

Pomocou Lemma [I] vypocitame ||T|| = 1/2 < 1. Chaikinova schéma teda sku-
tocne rovnoemerne konverguje podla vety [2]
O

Na overenie, ¢i je vyslednd krivka po, skutocne triedy C! skonstruujeme matice
T}, pre derivacie. Pri vyslednej subdivision schéme zopakujeme postup na overenie
jej rovnomernej konvergencie, opat podla vety [3]
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Vieme teda, ze

?) = 202" + (2 — 42t + 2up2%
x

Vysledna matica je potom tvaru

2uy, 2uy, 0 0
0 2—4uy, 0 0
T 0 2Vk 2Vk 0
b 0 0 2—4y 0
0 0 QI/k QI/k
0 0 0 2 — 4y,

Lemma 7. Subdivision schéma dand maticami T}, rovnomerne konverguje.

Dékaz. Vyuzitim limy_,, vx = 1/4 dostaneme tvar limitnej matice

1/2 1/2 0 0

0 1 0 0

B 0 1/2 1/2 0
Toe = 0 0 1 0
0 0 1/2 1/2

0o 0 0 1

Nés zaujima norma matice T}, — T, ktora ma na riadkoch nenulové ¢leny bud
2u, — 1/2 (dvakrat), alebo 1 — 4. Vyslednd norma bude |1 — 4vg|. MozZeme si
v8imnt, Ze to je rovné dvojnasobku ||Sy — S ||. Plati teda

I~ Tl =2+ 5~ Sull < o (4]
Teraz overime, ze stacionarna schéma dand 7., rovnomerne konverguje. Vi-
dime, 7e jej maska je foo(x) = 1/2- (1 + x)%. Odtial dostaneme
i(z) = 1/22° + 1/22".

Maske zodpoveda matica
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s normou trividlne ||U]| = 1/2 < 1. Takze schémy dané T, aj T rovnomerne
konverguju.
[

Dosledkom je nasledujica veta, ktora zhrnie vlastnosti Exponencidlnej sché-
my.

Veta 8. Exponencidlna schéma rovnomerne konverguje ku krivke ps triedy C*
pre kazdi volbu pociatocného vektoru Fy.

Dokaz. Bud Sy postupnost subdivision matic Exponencidlnej schémy. Podla
lemmy [5] tieto matice konverguji k matici Sy, takej, Ze || Sy — Swol| < 1/32-(1/4)F.
Podla lemmy [0] matica S,, definuje staciondrnu schému, ktord rovnomerne kon-
verguje. Tym st overené podmienky vety [3 podla ktorej Exponencidlna schéma
tiez rovnomerne konverguje.

Dalej bud T}, postupnost matic spliiajicich 2DSy, = Ty, D. Z lemmy [7| vyplyva,
ze tieto matice definuji rovnomerne konvergentnu subdivision schému.

]
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Zaver

V praci sme zhrnuli prostriedky potrebné na pracu so subdivision schémami.
Okrem zakladnych pojmov sme usporiadali aj myslienky potrebné na analyzu
tychto schém. Myslienky analyzy subdivision matic sme tiez vyuzili pri sku-
mani vlastnosti Exponencialnej schémy. Podarilo sa nam dokazat, ze konverguje
ku krivkam triedy C!. Okrem toho sme tspesne demonstrovali vlastnti implemen-
taciu niekolkych dolezitych schém, vratane Exponencialne;j.

Prirodzenou otézkou zostava horna hranica spojitosti Exponencidlnej schémy:.
N&$ postup nam umoznil ukézat, Ze 1ou vieme reprezentovat krivky triedy C!,
no o potencidlnych C? krivkach nevieme ni¢. Moznym pokracovanim prace by
bolo ukazanie dalsich sposobov analyzy subdivision. To by mohlo zodpovedat aj
dalsie otazky, napriklad, ¢i existuju vektory Py, pre ktoré Exponencidlna schéma
konverguje ku krivkdm C?, & C3, pripadne, kde je horn4 hranica.

Inym smerom by sa dalo pokracovat k subdivision schémam pre plochy. Zistif,
¢o by sa dalo povedat o ich konvergencii, a najst paralely s pripadom kriviek.
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A. Priloha — Implementacie
schém

A.1 Stvorbodova schéma

FourPointSchemeStep [inPoints_]1 := (

n = Length[inPoints];
cyclicPoints = inPoints;
For[i = 0, i < 3, i++, (
PrependTo[cyclicPoints, inPoints[[n - il]];
AppendTo[cyclicPoints, inPoints[[i + 1]1]];
)15
AppendTo[cyclicPoints, inPoints[[4]]];
Result = {};
For[i = 1, i <= n, i++, (
AppendTo [Result, inPoints[[i]]];
AppendTo [Result, -1/16*cyclicPoints[[i + 2]]
+ 9/16*cyclicPoints [[i + 3]]
+ 9/16*xcyclicPoints [[i + 4]]
- 1/16*cyclicPoints[[1i + 5]]];
)15
Return[Result]
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A.2 Exponencialna schéma

ExponentialSchemeStep [inPoints_, step_] := (

n = Length[inPoints];
Ni = E7(27(-step - 1))/(1 + E~(27(-step - 1)))72;
cyclicPoints = inPoints;
AppendTo[cyclicPoints, inPoints[[1]]];
Result = {};
For[i =1, 1 <= n, i++, (
AppendTo [Result, (1-Ni)xcyclicPoints[[i]]
+ Ni*cyclicPoints [[i+1]1];
AppendTo [Result, Ni*cyclicPoints [[i]]
+ (1-Ni)*cyclicPoints [[i+1]1]];
)15
Return[Result];
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A.3 Chaikinova schéma

ChaikinSchemeStep [inPoints_] := (

n = Length[inPoints];
cyclicPoints = inPoints;
AppendTo[cyclicPoints, inPoints[[1]]];
Result = {};
For[i =1, i <= n, i++, (
AppendTo [Result, 3/4*cyclicPoints[[i]]
+ 1/4xcyclicPoints [[1i
AppendTo [Result, 1/4*cyclicPoints[[i]]
+ 3/4xcyclicPoints [[1i
)15
Return[Result];
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