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Abstrakt: Nepruzny rozptyl volné se siticich elektronti na svételnych vinach je
v soucasné dobé predmétem vyzkumu diky moznym aplikacim v pokrocilych me-
todach elektronové mikroskopie a difrakce. Typicky je tato interakce popisovana
v rezimu, kdy se rychlost elektronu béhem interakce témér nezméni. V této praci
se zabyvame popisem dynamiky elektronti v interakénim potencialu generovaném
optickou vlnou za hranicemi této aproximace. V klasickém modelu interakce te-
sime nelinearni pohybovou rovnici a v ramci kvantového modelu se zabyvame
popisem dynamiky pomoci parabolické aproximace potencialu, ale také studu-
jeme evoluci vlnové funkce volného elektronu v plném periodickém potencialu.
Pomoci numerickych simulaci na zakladé analytickych vysledki nasledné ukazu-
jeme ocekavany vyvoj spektra elektrontt béhem interakce.
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Abstract: Inelastic scattering of freely propagating electrons on light waves is
currently a studied topic because of potential applications in advanced electron
microscopy and diffraction. The interaction is typically described using an ap-
proximation, in which we assume that the electron’s velocity nearly does not
change during the interaction. In this thesis we aim to describe the dynamics of
electrons in an interaction potential generated by an optical wave beyond this
regime. In classical description we solve the nonlinear equation of motion and
while addressing the problem using quantum mechanical description we first use
parabolic approximation of the interaction potential and then we also study the
evolution of a free electron wavefunction in a full periodic potential. Using nume-
rical simulations we show the expected evolution of the electron spectra during
the interaction, based on analytical solutions.
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Uvod

V pocatcich kvantové mechaniky prisli Kapitza a Dirac s teoretickym popi-
sem jevu, ve kterém elektronové viny difraguji na intenzitni mrizce formované
stojatou elektromagnetickou vinou ve vakuu (Kapitza a Dirac, [1933). Prokaza-
telné experimentalni ovéreni si ale muselo pockat na vynalez vysoce intenzivniho
koherentniho zdroje svétla, kterym je laser. Interakce elektront se stojatou op-
tickou vlnou je zprostredkovana pomoci ponderomotorického potencialu, ktery
ovliviiuje pohyb nabité ¢astice v rychle oscilujicim nehomogennim elektromagne-
tickém poli. V kontextu plné kvantového popisu interakce elektronu se stojatou
vlnou bychom hovorili o stimulovaném Comptonové rozptylu. Tento koncept byl
prezentovan v puvodni praci, kterda obsahuje odvozeni Kapitzova-Diracova efektu,
a jedna se o proces, pri kterém elektron absorbuje foton z prvni vlny a néasledné
emituje foton do viny druhé, ktera se spolecné s prvni sklada ve stojatou vinu.

S rozvojem laserové techniky se stalo predmétem zajmu také studium nepruz-
ného rozptylu elektronti na svételnych vlnach. Existuji totiz prace, které popi-
suji a experimentalné demonstruji, ze je pomoci nepruzného rozptylu elektront
na ponderomotorickém potencialu mozno vytvaret ultrakratké elektronové pulzy
(Kozak a kol.| [2018al), (Hilbert a kol., [2009)). Potencidlni aplikace takovych pulzu
v pokrocilych metodéch elektronové difrakce a mikroskopie by umoznovaly vizu-
alizaci fyzikdlnich procesti na attosekundovych (10718 s) ¢asovych skaldch, jako
napt. dynamiky elektronti v atomech, molekulach a pevnych latkach.

Tato préce se zabyva studiem nerelativistické dynamiky volného elektronu
v ponderomotorickém potencialu za zminéného nepruzného rezimu interakce.
V prvni kapitole se blize podivame na podstatu této interakce jakozto zobecnéni
pivodniho Kapitzova-Diracova efektu. Kratce shrneme soucasné experimenty a
popiseme konkrétni usporadani, které nam umozni studovat casovy vyvoj pouze
v 1D priblizeni. V tomto uspotradani odvodime tvar ponderomotorického potenci-
alu, ktery je generovan optickou zéaznéjovou vlnou, jez se vii¢i laboratorni soustave
pohybuje nenulovou rychlosti.

Pro odvozeny tvar potencidlu budeme v ramci klasického modelu fesit neline-
arni pohybovou rovnici ve snaze obdrzet analyticky vztah pro trajektorii rozpty-
leného elektronu. Analytické feSeni nam umozni popsat nékteré zajimavé aspekty
trajektorii, jako jsou napiiklad perioda a maximalni mozné zména kinetické ener-
gie elektronu béhem interakce. V kvantovém modelu se nejprve podivame na
situaci, ve které je vhodné pouzit tzv. parabolickou aproximaci odvozeného po-
tencialu, tedy nahrazeni skute¢ného tvaru parabolou v blizkosti minima. Problém
tak efektivné prevedeme na fyzikalni systém linearniho harmonického oscilatoru,
pro ktery zname analytické feseni. Nasledné se budeme jesté vénovat feseni casové
Schrodingerovy rovnice pro nezjednoduseny tvar ponderomotorického potencialu
pri uvazeni pocatecniho stavu elektronu ve tvaru rovinné vlny. Vysledky obdr-
zené zminénymi postupy rovnéz numerickymi metodami vizualizujeme, abychom
kvantitativné srovnali jejich predpoveédi.



1. Rozptyl nabité castice na
ponderomotorickém potencialu

1.1 Kapitzav-Diracav efekt

Ptvodni koncept, ktery poklada teoreticky zaklad problematice studované
v této praci, je obsazen v clanku (Kapitza a Dirac, [1933)). Zjednodusené lze Tict, ze
Kapitza a Dirac prisli s ideou difrakce elektronovych (de Broglicho) vin na inten-
zitni miizce formované stojatou elektromagnetickou vlnou v analogii s klasickymi
experimenty difrakce svéla na prostorové periodické mfizce (napt. krystalu). Role
hmoty a zareni jsou tak do jisté miry oproti klasickému difrakénimu experimentu
vymeénény. Klasicky se ¢asové stfedovana interakce elektronu se stojatou elektro-
magnetickou vinou popisuje skrze ptisobeni sily spojené s tzv. ponderomotorickym
potencidlem, kterému se budeme vénovat pozdéji v této kapitole. Puvodni schéma
experimentu bylo takové, Ze urychlené elektrony nalétavaly mezi zrcadlo a ¢ocku,
kde byla vytvorena (alespon lokalné v blizkosti zrcadla) stojatd vlna od zdroje
svétla, ktery ¢ocku osvétloval. Cést elektront se pak misto pifmého prichodu
stojatou vlnou meéla odchylovat od pavodniho sméru dle Braggova zakona (kde
perioda ,mfizky“ je ekvivalentni poloviné vlnové délky stojaté vlny). Nicméné
jiz. v puvodnim c¢lanku Kapitza a Dirac uvedli, Ze pomoci dobové techniky bude
experimentalni ovéreni velmi obtizné.

Misto uvazovani elektronu prochéazejicitho polem stojaté viny byl popis kon-
struovan kolem faktu, ze elektron interaguje se dvéma protichiidné se sificimi vl-
nami o stejnych frekvencich. Kazdé z vin by tak v kvantovém obraze indukovala
prechod, ve kterém by elektron absorboval foton a znovu emitoval v libovolném
sméru, v disledku ¢ehoz by doslo ke zméné jeho hybnosti a on byl vychylen od
ptuvodni drahy. V piipadé obou vin ptsobicich zaroven byl ale v praci (Kapitza a
Dirac, [1933)) prezentovan koncept stimulovaného Comptonova rozptylu, kdy elek-
tron absorbuje foton z jedné vlny, ale misto spontanniho emitovani je opétovna
emise stimulovana existenci druhé viny, tedy smér emise prestava byt libovolny.
Nicméné i v tomto pripadé zlistava celkova energie elektronu zachovana a jedna
se tak o pruzny rozptyl. Odvozeni pravdépodobnosti stimulovaného Comptonova
rozptylu bylo diivodem, pro¢ autofi usoudili, Ze bude velmi obtizné efekt s teh-
dejsimi zdroji svétla pozorovat (musime si uvédomit, ze prvni laser byl pouzit az
v roce 1960, viz (Maiman a kol., [1960)). S pouzitim parametri pro svétlo rtu-
tové vybojky bylo odvozeno, ze podil difragovanych elektronti oproti ptivodnimu
svazku bude pfiblizné 107, S modern{ laserovou technikou je ale pozorovani elek-
troni difragovanych na stojaté viné mozné, jak se lze presvédcit z mnoha praci,
napf. (Freimund a kol 2001)).

1.2 Experimentalni kontext

V nasledujicich c¢astech se budeme zabyvat prevazné formalnim odvozenim
ponderomotorického potencialu, ktery v klasickém a zjednoduseném kvantovém
(semiklasickém) modelu fidi interakci. V této ¢asti ale nejprve shrneme nékteré



dilezité aspekty experimentalni situace, kterou budeme v dalsich kapitolach te-
oreticky modelovat, a zminime aplika¢ni moznosti kontrolovaného rozptylu elek-
tronli na ponderomotorickém potencidlu. Opfeme se zejména o praci M. Kozaka,
ktera se zabyva zobecnénim diskutovaného Kapitzova-Diracova efektu na ne-
pruzny rozptyl elektront na ponderomotorickém potencidlu zaznéjové viny, ktera
v laboratorni soustavé neni stojata. Hlavni koncept najdeme v kompaktni formé
napt. v ¢lanku (Kozéak a kol., 2018al). Materidly zabyvajici se ,,pfibuznou® proble-
matikou ale nejsou ojedinélé, dalsim prikladem miize byt prace S. A. Hilberta a
kol. (Hilbert a kol., 2009)), ve které je prezentovan koncept temporalni (,,Casové®)
cocky slouzici k fokusaci a zesileni ultrakratkych elektronovych pulza. Princip
cocky je rovnéz zalozen na interakci elektronii s ponderomotorickym potencia-
lem. Ve zminénych pracich bylo popsdno (a experimentélné demonstrovano), jak
lze pomoci nepruzné interakce elektronového svazku s optickou vlnou generovat
attosekundové (10718 s) elektronové pulzy.

Takto kratké pulzy by mély velky aplikac¢ni ptinos, jelikoz zatimco dynamiku
strukturnich zmén na atomovych skalach je mozné vizualizovat pomoci pikosekun-
dovych (1071%s) a femtosekundovych (1071%s) elektronovych pulzi, rychlejsi pro-
cesy (napf. dynamika elektroni v atomech, molekuldach nebo pevnych latkéach)
vyzaduji elektronové pulzy o délce kratsi nez 1 fs. Samotnd vizualizace potom
probihd pomoci ultrarychlé elektronové difrakce a mikroskopie.

Prezentovany koncept generovani attosekundovych elektronovych pulzi je za-
loZzen na periodické modulaci energie elektronového svazku skrze interakci s pon-
deromotorickym potencidlem optické viny, ktera je vytvarena ve vakuu dvéma
femtosekundovymi laserovymi pulzy na rtznych frekvencich. Nésledné disperzni
siteni ve vakuu vede v dusledku modulace rychlosti elektront nepruznym roz-
ptylem na jejich kompresi a formovani ultrakratkého pulzu. Tato technika je
pouzitelna pro prizptsobeni a pocatecni charakterizaci pulzti volnych elektronti
v experimentech se subfemtosekundovym ¢asovym rozliSenim.

Kromé ponderomotorického potencialu muze elektron také neelasticky intera-
govat s optickymi blizkymi poli nanostruktur, viz napt. prace (De Abajol, 2010)).

t<0 t=0

Evanescent

fs intense optical field

pulse

Rl

Carbon nanotube

Obréazek 1.1: Schéma interakce elektronového pulzu s optickym blizkym polem
uhlikové nanotrubice pfevzaté z (Barwick a kol [2009). a) Situace pfed interakci,
kdy se svazek elektroni a laserovy pulz jesté nepiekryvaji. b) Pfesny moment
maximalniho prekryvu laserového pulzu, vzniklé evanescentni viny a elektrono-
vého svazku. c) Ilustrace procesu bezprostredné po interakei, kdy elektron ziska
nebo ztrati energii o velikosti celoc¢iselného nasobku energie fotonu.




Tento princip je zalozen na faktu, ze fazova rychlost sifeni vzniklé evanescentni
optické viny mize byt mensi nez rychlost svétla. Pokud je fazova rychlost syn-
chronizovana s rychlosti sifeni elektronu, bude zména hybnosti elektronu zaviset
na fazi pole, kterou po dobu interakce citi, a také na typu prostorového modu
svétla, se kterym interaguje. Tato interakce slouzi naptiklad k zobrazovani op-
tickych blizkych poli nanostruktur, ¢imz se zabyva napf. prace (Barwick a kol.|
2009)), z niz byl pfevzat obrazek [L.1]

Obecné lze tici, ze neelasticky rozptyl elektronti na optickych polich je vétsi-
nou popisovan v aproximaci zanedbatelné zmény rychlosti elektronii béhem inter-
akce. Uvazuje se tedy, ze na elektron pusobi sila, kterd zavisi pouze na pocatecni
fazi pole (ponderomotorického potencidlu) a velikosti obélky optického pole, ale
nemeéni se v disledku zmény polohy elektronu v klidové soustaveé viny. Tato apro-
ximace je velmi dobfe platna pro elektrony urychlené na kinetické energie desitek
keV, jejichz energie se zméni béhem interakce s femtosekundovym laserovym pul-
zem pouze o nékolik eV. Existuji ovsem aplikace (napt. urychlovani elektront
pomoci optickych poli (Breuer a Hommelhoft, [2013))), které jdou za hranice apli-
kovatelnosti této aproximace. V této praci se budeme zabyvat analytickym te-
senim dynamiky elektroni v potencialu, jehoz tvar je dany harmonickou funkci
prostorové souradnice podél sméru siteni elektronti, a to za hranici vySe zminéné
aproximace. V klasickém pristupu tedy budeme tesit pohybové rovnice pro elek-
tron v potencialu daného tvaru. V kvantovém modelu se nejprve podivame na
dynamiku elektronu v ramci jedné periody potencialu a nésledné se budeme za-
byvat pripadem plného harmonického potencialu pro elektron s ostrou hodnotou
hybnosti.

1.3 Uvazované 1D zjednoduseni

Jak jiz bylo zminéno, tak rozptyl elektronového svazku na ,intenzitni mtizce*
spojené se stojatou vinou byl teoreticky studovan uz Kapitzou a Diracem (Ka-
pitza a Dirac, |1933)) v pocatcich vyvoje kvantové mechaniky a byl demonstrovan
také experimentalné. V piivodni verzi experimentu ale dochazelo pouze ke zméné
transverzalni slozky hybnosti a podélna hybnost zistavala nezménéna. My se ale
v navaznosti na praci (Kozak a kol [2018a) zaméfime na interakci, ve které do-
chazi pouze ke zméné podélné hybnosti. Zaroven ale povolime asynchronni rezim,
ve kterém neni na pocatku rychlost zaznéjové viny (generované protichiudnymi
laserovymi pulzy) totoznd s rychlost{ volné se §fifcich elektront (viz obrézek [1.2)).

Interakce elektronti s periodickym ponderomotorickym potencidlem vede za
uvazované geometrie, jak uvidime, na periodické fokusovani a rozostrovani distri-
buce elektront, a to jak v redlném prostoru, tak v prostoru hybnosti (energif).
Ukéazeme, Ze pro spravné zvolenou silu potencidlu umoznuje zminény asynchronni
rezim interakce generovani ostrého piku v energetickém spektru, ktery bude po-
sunuty oproti puvodni energii elektronti. Tim Ize elektrony selektivné zpomalit
(pripad, kdy je zdzné&jova vina pomalejsi nez elektron) nebo urychlit (pripad, kdy
je vlna rychlejsi), coz by v synchronnim pfipadé nebylo mozné.

V popisu se zamérime na experimentalni situaci znazornénou na obrazku 1.2}
pro niz pozdéji odvodime tvar ponderomotorického potencidlu. V této situaci se
laserové pulzy sifi proti sobé a elektron se s nimi pohybuje kolinearné. Zminime
ale, ze ¢lanek (Kozak a kol., |2018a) obsahuje mimojiné teoretické odvozeni zpu-



sobu, jakym ziskat stojatou vinu v klidové soustavé libovolné rychlého elektronu
a zaroven pri interakci zachovat transverzalni hybnost pro specialni thly a a 3
mezi smérem Siteni elektronu a sméry propagace dvou stretavajicich se vin.
Odvozeni stoji na relativistickych zakonech zachovani energie a hybnosti pro
pripad nulové zmény transverzalni hybnosti, tedy Ahk; = 0, kde k, je transver-
zalni ¢ast vlnového vektoru elektronového svazku a h je redukovand Planckova
konstanta. Z pohledu zakonii zachovani rozptylena ¢astice soucasné absorbuje fo-
ton z jedné vlny a emituje foton do vlny druhé skrze stimulovany Comptoniiv
rozptyl. Sila interakce je pak imérnd intenzité vin (tedy cetnosti fotoni). Di-
lezitym dusledkem odvozeni je, ze pokud sméry siteni vin lezi v jedné roviné se
smérem propagace elektronového svazku, tak lze v souladu se zadkony zachovani
vzdy zvolit experimentalni parametry (frekvence vin wy, wy a dhly «, § mezi
sificimi se vlnami a elektronovym svazkem) tak, aby dochézelo pouze ke zméné
podélné hybnosti elektroni. V takovém pripadé bude ponderomotoricky poten-
cial, ktery elektrony pocituji, zaviset pouze na jedné prostorové souradnici a 1D
modelovd situace, kterd je zndzornénd na obrazku [I.2) bude opravnéna.

1.4 Nerelativistickd ponderomotoricka sila mo-
nofrekvencniho oscilujiciho pole

Uvazme nabitou ¢astici v poli elektromagnetické viny. Klasickd interakce pole
s castici je vyjadrena pres pusobeni Lorentzovy sily

F(r,t)=q|E(r,t)+v x B(r,t)],

kde ¢ je nadboj c¢astice, r jeji polohovy vektor, v rychlost a E, B znaci vektory
elektrické intenzity a magnetické indukce pole.

Za déle specifikované situace ma zasadni vliv na vyslednou trajektorii ¢astice
pravé ponderomotoricka sila. Jeji plisobeni pocituje ¢astice v rychle oscilujicim
nehomogennim elektromagnetickém poli. Jedné se o nelinedrni silu (v intenzité
pole), ktera zpisobuje, Ze se ¢astice pohybuje smérem do oblasti o nizsi velikosti
intenzity narozdil od pouhych oscilaci kolem pevného bodu (oscila¢niho centra),
jako je tomu v pripadé homogenniho oscilujiciho pole. Déje se tak, jelikoz ¢astice

Obrazek 1.2: Elektron s rychlosti vy v poli zdznéjové viny (fialovd) s grupovou
rychlosti v,, vzniklé superpozici vln o frekvencich wy (modrd) a wo (Cervend).



v jedné poloviné oscila¢ni periody vnima mensi velikost sily nez ve druhé a ¢asove
sttedované plisobeni tak ¢astici vytlacuje z oblasti o vysoké intenzité.

Vzhledem k souvislosti ponderomotorické sily s oscilujicimi nehomogennimi
poli neni prekvapivé, ze jde o pusobeni zkoumané v oblasti laserové fyziky. Od-
vozeni ponderomotorické sily a ji prislusejictho potencialu tak najdeme v mnoha
textech vénovanych interakci laserovych puzil s nabitymi ¢asticemi. Prikladem
muze byt tvodni kapitola poznamek D. Bauera k prednasce o interakci lase-
rového zareni s hmotou (Bauer, 2006) nebo ¢lanek E. J. Bochovea, ve kterém
odvozuje klasické radiac¢ni sily v obecnéjsim pripadé obsahujicim tlumeni pole
(Bochove, 1996). Pro nase ucely nejprve v kratkosti shrneme Bauerovo odvozeni,
které predpoklada, ze je ¢astice na pocatku v klidu. Hlavni kroky postupu potom
aplikujeme na superpozici dvou elektromagnetickych vin pro ¢éastici, ktera ma na
pocéatku nenulovou rychlost vy, pro niz ale plati |vy| < ¢.

Uvazme elektromagnetické pole, napt. laserového pulzu, ve tvaru

E(r,t) = ; (Bo(r,t) e + Ej(r,t)e ™) (1.1)

kde Eq je komplexni amplituda pole a w je oscila¢ni frekvence. Odvozeni ponde-
romotorické sily pusobici na ¢astici o naboji ¢ a hmotnosti m stoji na moznosti
separace relevantnich c¢asovych skal na kratké, které jsou dané oscila¢ni periodou
pulzu 27/w a dlouhé, které souvisi s pohybem ¢éstice v dusledku ponderomo-
torické sily, tedy s ptisobenim stfedovanym pfes mnoho period. Pfredpokladame
proto, ze ¢asovd modulace amplitudy Ej je v porovnani s ocilacemi pomald, coz
nam umozni s velkou presnosti uvazovat

aBé:’t) =-VxE(r,t) = B(r,t)~ iVx (Eo(r,t) et — Ex(r,t) e_i‘”t> :
Za téchto predpokladu rozvineme trajektorii r(¢) do ¢leni odpovidajicich efek-
tiim, které jsou linearni resp. kvadratické v polich a zaroven vhodné rozvineme
Lorentzovu silu na pravé strané pohybové rovnice. Poté srovname cleny danych
stupnii a v sestavenych rovnicich identifikujeme clen, ktery po ¢asovém stredovani
vede na vyraz pro ponderomotorickou silu (provedeno v ¢asti|1.5)).

Vysledkem popsaného postupu jsou, pro pole dané vztahem (1.1)), vyrazy (viz
Bauer}, 2006) pro ponderomotorickou silu F,(r,t) a s ni spojeny potencial U,(r, t)
ve tvaru

2

q ~ 2
Fy(r,t) = ———V |Ey(r,1)|
Amew? 2 (1.2)
Uplr.t) = 1 — | Bo(r.1)] .

1.5 Odvozeni pro pripad superpozice jednodu-
chych poli

Vzhledem k tomu, Ze bude nasim ustrednim zdjmem zkoumani chovani nabité
castice v ponderomotorickém potencidlu zaznéjové viny, ktera vznika superpo-
zici dvou stejné intenzivnich vin o rozdilnych frekvencich, tak je tfeba odvozeni
potencialu na tuto situaci zobecnit.



Uvazme proto kompozitni elektromagnetické pole
E(r,t) = E\(r,t) + Ey(r,t), kde
1 A A
E;(r,t) = 3 (Si(r,t)e“it + &;“(r,t)e_wit) proi € {1,2}.

Vektory &; predstavuji komplexni amplitudy vin a w; ptislusné frekvence. Necht se
castice v ¢ase t = 0 nachazi v misté ry a jeji poc¢atecni rychlost je vy. Pohybovou
rovnici chceme tesit v klidové soustavé ¢astice ' = r — vyt, a proto bychom méli
provést Lorentzovu transformaci pole

(1.3)

E| =E|,
E| =~(E,+v,x B) ,
B| =By,

1
Blzy@ﬁ—éme>,

kde indexy ||, L znadi slozku rovnobéznou resp. kolmou vici sméru rychlosti vy.
Jelikoz budeme ale uvazovat nerelativistickou rychlost |vg| < ¢, tak aproximujeme
v =~ 1. Uvazovana transformace tak bude mit tvar

E =E+wvxB,

1 1.4
R:B—GWXE. (1.4)
C

V klidové soustavé napisme pohybovou rovnici pro nabitou ¢astici, na niz
pusobi Lorentzova sila
d*r'(t)
dt?

dr' (t)
dt

m

=q|E(r t)+ x B'(r',t)

Abychom rovnici zjednodusili, tak provedeme analogicky k c¢lanku (Bochove,
1996)) rozvoje

r'(t) — 7
( t) = (ro, t) + (r'(t) — rg) -VE'(ri,t)+..., (1.5)
1) = B'(rh, t) + (r'(t) —mg) - VB (15, 1) + ...,

kde ¢leny R®(t) rozvoje trajektorie v pocatecni klidové soustavé ¢astice odpovi-
daji ptisobeni tmérnému i-té mocniné poli a vektory pole jsou rozvinuty v mocni-
nach posunuti ¢astice od pivodni polohyE]. Pokud dosadime rozvoje do pohybové
rovnice a srovname Cleny, které zavisi na E’ a B’ linedrné, resp. kvadraticky, tak
ziskame soustavu rovnic ve tvaru

d?RW(t)
e ] (1.62)
2 R(2) (1)
nﬂ{;fﬂ:q_H”@-VE%ﬁﬂ+dRﬁ@)xB%ﬁﬂ . (16b)

Pouzivame znadeni 7 i pies to, ze pocatecéni poloha je v klidové i laboratorni soustavé pro
t = 0 stejnd. Divodem je, ze vektor r{, bude obecné odkazovat na pocéteéni polohu v klidové
soustave, a ta se v nenulovém cCase od pocatec¢ni polohy v laboratorni soustavé jiz lisit bude.
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kde 1ze jednoduse nahlednout z predchoziho, Ze oba ¢leny rozvoje trajektorie
spliiuji po¢atecni podminky R¥(t =0) =0 a £ RO (t = 0) = 0.

Soustava bude pro obecnd pole obtizné analyticky feSitelna. Omezme
se proto na jednoduchou podobu poli a diskutovanou 1D geometrii problému.
Uvazme dvé rovinné vlny s vinovymi vektory k; a ks, které se Siti proti sobé.
Budeme predpokladat, ze maji obé viny stejnou velikost amplitudy, jsou pola-
rizované kolmo na smér siteni, ale polarizace jsou si vzajemné rovnobézné, a ze
pocatecni rychlost nabité castice vy je rovnobézna se smérem Siteni vin. Efektivne
tedy uvazujeme problém se dvéma vyznacnymi sméry, a tak méjme takovou sou-
stavu soutradnic, kdy jsou pocatecni rychlost a smér Siteni vln rovnobézné s osou
x a vlny jsou polarizované ve sméru osy y.

Amplitudy &; (viz ((1.3)) budou za vySe popsané situace v podobé

£ (l’) E, 6( k1x+<,01)ey’

52(1;) — E()6 (k2x+¢2)ey ,

kde e, znaci jednotkovy vektor ve sméru osy y, ¢; jsou pocatecni faze vin a Ej je
konstantni velikost amplitudy. Misto predpokladané ,pomalé®” casové zavislosti
amplitud (diskutované v predchozi ¢asti) jsme tak zvolili amplitudy zcela casové
nezavislé. Po dopocitani magnetické indukce z Maxwellovy rovnice (stejné tak
jako v pripadé jedné viny) dostaneme kompozitni pole ve tvaru

E(x,t) = Eq [cos(wit — kx4 1) + cos(wat + kox + ¢2)] €y,
(1.7)

E
B(x,t) = ?0 [cos(wit — k1x + ¢1) — cos(wat + kax + po)] €, .

Uvazujeme rychlost ¢astice vg = vg e, a pocateéni polohu (jeji soufadnice v labo-
ratorni soustavé) ro = g e, . Po transformaci (1.4]) a dosazeni velikosti vlnového
vektoru ve vakuu k; = w;/c tak dostaneme v klidové soustavé pole

E'(«',t) =E, [(1 — UO) cos (wlt (1 — UO) _ % + ('01)
c c c
v wo !
+ <1+Co)cos<wzt(l+ C>+2 +902>]
E /
B’(gj’)]f) _=0 [<1 _ ) CoS (Wlt (1 _ UO) — % _I—SOl)
c c c c
— <1+U0>cos (wgt(1+%> —|—W+gp2>] e, .
c c

Pro elektromagnetické pole dané vztahem (|1.8)) chceme ziskat feseni rovnice

(1.6a)) a dosadit jej do pravé strany rovnice (L.6b]). Casové stiedni hodnota vy-
sledného vyrazu bude totiz predstavovat hledané vyjadieni ponderomotorické sily



pusobici na ¢astici. Reseni rovnice (1.6a)) vede pfimou integraci na

dRMV(t) qF, [ 1 !
®) _ 1o [ sin (wlt (1 — UO) _ 1% + g01>
dt m |wq c c

1 !
+—sin (UJgt <1 + UO) + w2To + @2)] €y,
Wo c c
1 /
CoS (wlt (1 — UO) _ Y% + <p1>
w? (1 — ”?0) c c

1 Vo Way
+————CO0s | wal (1 + ) + + 2
w3 <1 + %0) C c

Vidime, ze prvni ¢len rozvoje trajektorie predstavuje pouze oscilace ve sméru
polarizace elektrické intenzity pole (v nasem pripadé osy y). Pred dosazenim
vysledki do pravé strany ([1.6b)) si uvédomime, Ze plati

qEo
m

RY(t) = —

€y .

OF'
RU() =RV (1) e, = RU()- VE(ry,t) = RV() 5 (o 1) = 0.
kde posledni rovnost plyne z faktu, Ze elektrickd intenzita E’ zavisi pouze na
soufadnici 2’. Piisobici sila druhého fadu (zna¢me F®) se tak v tomto piipadé
zredukuje na
dRW(t)

FO(ry, 1) = g—

x B'(rg,t) .

Dosazeni vede po tpravach na vyraz

2E2 __ Yo /
FO(r) t) = 720 % [ < sin <2w1t (1 — UO) — 9o 2<p1>
c

mc 2w1 c
1+ (
T gin <2w2t <1 + 1’“) 4 o¥2%0 2@)
29 c c
1—% Vg Wa ) Vg w1,
+——=5sin | wyt (1 + > + + 2 | cos | wit (1 - ) - + 1
Wo c c c c
1 + Yo / /
— ¢ sin (wlt <1 — Uo) _ W% + 901> cos (th (1 + UO) + @2%o + @2)] .
w1 c c c c

Tento tvar bychom chtéli casové vystiedovat a dojit ke kompaktnimu vyrazu
analogickému (1.2)). Vidime ale, Ze to obecné mozné neni. Diivodem k ¢asovému
stfedovani (viz ¢ast je eliminace ¢asové zavislosti skrze oscilacni frekvence w;.
Pokud ale v predchozim vyrazu provedeme casové stiedovani pres néjaky velky
(v porovnani s oscilacemi) ¢asovy interval, tak se prvni dva ¢leny, které osciluji
na jedné frekvenci, vzdy vystreduji na nulu. Netrividlni vysledek tak musi davat
druha dvojice ¢lenti obsahujici dvé riizné frekvence. Pro libovolné vy ale stredovani
na netrivialni vysledek evidentné nevede.
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Vsimneme si ale, Ze pro Speciélnﬂ (dale synchronni) rychlost vy, spliujici

w1<1—UO>ZWQ(].+UO> — UOZCM,
c c w1 + Wa

bude i druha dvojice ¢lenti oscilovat na jedné frekvenci a zaroven je bude mozné
diky stejnym prefaktorim pomoci souc¢tového vzorce pro sin(x — y) sloucit do
jednoho c¢asové nezavislého c¢lenu. Dosazenim synchronni rychlosti tak vyraz pro
F® dostaneme pred stfedovanim do tvaru

2E2 4 t '
FO(r) t) = S S R b PO (et o LN Sl ol 2¢1
me(wy + we) |wy wy + wa c
4 t / /
_4 sin < ad b + 2w2x0 + 2(,02> + 2sin (x[)(wl ) + o — @1)] € .
Wo w1 + W C &

Pokud provedeme casové stredovani

1 T
(FO)(rg) = 7 [ FO(ry. 1) ar,
0

kde pro délku intervalu 7" plati 7' > m(wy +ws)/(2wiwse), tak vyjadiime hledanou
ponderomotorickou silu, ktera ptisobi na ¢astici v misté rj = xj, e,, ve tvaru

Fy(xp) =

= —————sin
me(wr + wo)

222 ] (xg(wl + wo) oy ¢1> . (1.9)

Vidime tedy, Ze na ¢astici bude skutecné puisobit sila, ktera je zptisobena prosto-
rovou modulaci intenzity a pusobit bude kolmo na smér polarizace vin. Z je
zaroven zrejmé, ze je sila invariantni vici zaméné g <> —q, a tedy ptisobi stejné
na kladné i zadporné nabité ¢astice. Integraci jednoduse uré¢ime (az na aditivni
konstantu) prislusny ponderomotoricky potenciél

2 2E2 /
¢ E§ cos zy(wr + we)
m(wy + ws)? c

+ o — g01> + konst .

Jelikoz jsme pocétecéni polohu v klidové soustavé xj, béhem odvozeni nijak blize
nespecifikovali, tak muzeme odvozené vyjadreni chapat jako funkci obecné sou-
fadnice @’ = x, v klidové soustave ¢astice. Po zpétné transformaci do laboratorni
soustavy tak dostaneme (dosazenim synchronni rychlosti ¢éastice) ponderomoto-
ricky potencial

2¢°E2
Uy(x,t) = T20 o (

m(wy + wo)?

x(wr + wo)
c

— (w1 —wo) t+ o — 901> + konst .

(1.10)
Konkrétni volbu integrac¢ni konstanty a diskuzi ohledné vyznamu konstantniho
fazového posunu ¢ — 1 provedeme pred fesenim pohybové rovnice.

2Tato rychlost mé jednoduchou interpretaci z hlediska uvazovaného elektromagnetického
pole. Jedna se o grupovou rychlost slozené vlny, o cemz se jednoduse mtizeme presvédcéit, kdyz
na pouzijeme goniometrickou identitu cosx + cosy = 2cos((z + y)/2) cos((z — y)/2).
V dalsich ¢astech tak obcéas zaménime pojmy synchronni rychlost ¢astice a grupova rychlost
pole, ale vzdy budeme myslet totéz.
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1.6 Klasicky versus kvantovy pristup

V dalsich kapitoldch budeme chtit teoreticky popsat a nasledné simulovat si-
tuaci analogickou Kapitzovu-Diracovu efektu, ale se zaménou roli transverzalni
a podélné souradnice. Elektrony se budou sitit kolinearné se stietavajicimi se
laserovymi pulzy a stojata vlna se bude vytvaret v jejich klidové soustavé. In-
terakce se zaznéjovou vlnou bude v nasem zjednoduseni, jak jiz bylo zminéno,
vyjadrena skrze Cisté klasicky tvar ponderomotorického potencidlu (1.10)). Bude
se jednat o nepruznou interakci, coz je v plné kvantovém popisu zptisobeno roz-
dilnymi frekvencemi koincidujicich laserovych pulzii, tedy rozdilnymi energiemi
absorbovaného a emitovaného fotonu ve stimulovaném Comptonové rozptylu.

Vzhledem k periodicité potencialu v podélném sméru siteni souboru elektront
bychom ocekavali v kvantovém modelu koherentni rozptyl vedouci na interfe-
rencni peaky v energetickém spektru. Takova podoba spektra by byla disledkem
kvantové interference mezi elektronovymi vinami rozptylenymi od po sobé jdou-
cich period potencialu, stejné jako tomu bylo ve spektru transverzalnich hybnosti
z vysSe popsaného puvodniho Kapitzova-Diracova efektu. Jak je ale patrné napr.
z (Kozak a kol 2018a), tak k dosazeni koherentniho rezimu interakce je tieba,
aby podélna (koherentni) délka pocateéniho elektronového pulzu byla mnoho-
nasobné vétsi nez perioda rozptylového potencidlu, tedy v nasem pripadé nez
perioda zaznéjové viny. V opacném pripadé, ve kterém je podélnd koherentni
délka elektronového pulzu mensi nebo srovnatelnd s prostorovou periodou pon-
deromotorického potencialu, bude mit kvantova interference zanedbatelny vliv a
na interakci lze nahlizet jako na klasicky rozptyl bodové castice, ktery je popsan
trajektorii Tesici pohybovou rovnici.
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2. Klasicky model

V této kapitole se budeme zabyvat klasickym nahledem na situaci, tedy mo-
delem, ve kterém je interakce elektronu s ponderomotorickym potencidlem vyja-
drena jako rozptyl nerelativistické nabité bodové ¢astice. Pro popsanou geomet-
rickou situaci jsme odvodili tvar potencialu . V tomto obecném vyjadreni
jsme si ponechali volnost ve volbé integracni konstanty. Konstantni fazovy posun
2 — 1 je mozné odtransformovat pouhym posunem souradnicové soustavy, tedy
rovnéz postrada primy fyzikalni vyznam.

2.1 Analytické reseni pohybové rovnice

Méjme elektron v poli ponderomotorického potencialu ve tvaru

U, (2, 1) = ’;1 (1 _ cos W) | (2.1)

kde A je konstantni amplituda, v, je grupova (synchronni) rychlost potencidlu a
A je jeho prostorova perioda. Pohybovou rovnici
ou TA | 2m(vgt — z(1))
mi(t) = ——(z,t) = 3= ——sin—L "2
budeme fesit v klidové soustave potencialu, tedy prejdeme k souradnici ¢ = z—v,t.
V této soustaveé se pohybova rovnice dostava na tvar

=0. (2.2)

V rovnici (2.2)) pozndvame analogii pohybové rovnice matematického kyvadla,
kterou si v této casti vyresime v jeji nelinearni podobé pro obecné pocatecéni
podminky

qt=0)=2(t=0)=2, ¢t=0)=%21t=0)—uv,=0vy, (2.3)

u kterych budeme pouze formalné pfedpoklddat, ze [dvg| < |v,|, tak aby i pro
¢astici pohybujict se vzhledem k zdzné&jové viné byl efektivni potencidl ([2.1), ktery
Castice pocituje, stejny. Reseni nelinedrniho kyvadla se vénuje mnoho praci, p¥i-
kladem muze byt ¢lanek Beléndeze a kol. (Beléndez a kol., 2007)), ktery se omezuje
na nulovou pocatecni rychlost kyvadla. V nasem zajmu je ale Tesit rovnici za obec-
nych podminek , tim zahrneme pravé i rezim, ve kterém rychlost elektronu
neni synchronizovana s grupovou rychlosti potencidlu. Motivaci k feseni rovnice
v jejim obecném tvaru je zejména moznost vyhnout se numerické integraci pohy-
bové rovnice a pripadné rozpoznani nékterych vyznacnych vlastnosti reseni.

Prvni integral rovnice jednoduse spocteme, vynasobime-li obé strany
¢(t). To umozni integraci v Case, kterd vede na

(@(B))? = 2 cos 2740

m A

+Cla
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kde vy¢islenim v ¢ = 0 a dosazenim pocédtecnich podminek (2.3]) identifikujeme

integrac¢ni konstantu

, A 21z
¢ = 0vy — — cos 3
m

Po prvni integraci rovnice (2.2) tak mame urceny kvadrat rychlosti elektronu
v klidové soustavé potencidlu

(q(t))? = dvg + ;i (cos M — cos 27TZO> ) (2.4)

A A

Vztah (2.4) pfevedeme pomoci identity 1 — cos(2x) = 2sin?z a vytknut{ vyrazu
v 1. zavorce do tvaru

2A
. 2A . Tz m5v2 . 7Tq<t>
2 _ 2 2 0 2
(Q<t)) = 5U0 (1 + 5 S )\> (1 11 ° 2 mzq sin \

movg 5 2 sin® %
_ 241 mq(t)
1— 2 M%)
m K2 < sin A ’

kde jsme zavedli parametr x? = ( P ) / (1 + 5 2 sin? ”Z‘J) Hodnota kladného
realného parametru x, ktery je plné urceny pocatecmml podminkami zg, dvg a
parametry potencidlu A, A\, rozhoduje jednoduchym zptisobem, zda bude dany
elektron vazany v ramci jedné prostorové periody potencidlu, nebo bude mit
dostatecnou energii na prebihani mezi periodami.

Tuto skutecnost ndhledneme jednoduchou ivahou. Méjme elektron s pocatecni
polohou zy a pocatecni rychlosti v klidové soustavé potencidlu dvg. Kineticka
energie, vyjadrena v klidové soustavé viny, kterd je potfebna k opusténi dané
prostorové periody potencialu, je dana relaci

1
Emdvg > U™ — Uy(q = 20) -

Maximum potencidlu U™ je déano velikosti amplitudy A. Po dosazeni U,(q = 2)
tak dostaneme podminku

TZ
0 s 1> K2,

1

§m51}§ > A — Asin?
Vidime tedy, Ze elektron s £ < 1 bude cestovat mezi periodami a elektron s k > 1
bude uvéznén v jedné prostorové periodé potencialu. Tento poznatek se nam bude
hodit v dalsi préaci s rovnici

()] = \/mKQ\/ n? MA( ). (2.5)

Pripad nevazanych elektront (tj. x < 1) je jednodussi, a proto s nim za¢neme.
Jednodussi je zejména proto, protoze vime, Ze rychlost elektronu nebude podél
trajektorie ménit znaménko, protoze nevazany elektron neméa v potencidlu body
obratu. Znaménko rychlosti je tak urcCeno znaménkem pocatecéni rychlosti dvyg,
coz je ostatné ziejmé uz ze vztahu (2.4 v ¢ase t = 0. Pro nevazané elektrony tak

z (2.5)) dostaneme
: 2A o mq(t)
q(t) = sgn(évg)\/w\/l — KkZsin? S




odkud separaci proménnych a substituci v integralu ziskame

| 2A
/ = sgn( (5110 T —t+c, (2.6)
/1 52 sin? mk

kde pro kompaktnost zapisu znac¢ime Q(t) = ”q)ft). Rovnici (2.6) chceme inver-
tovat, abychom méli funk¢ni predpis pro trajektorii ¢(t). Na levé strané rovnice
poznavame netiplny elipticky integrdl prvnfho druhu F(Q(t), x?). Konstantu cy
jednoduse najdeme z pocatecni podminky, jelikoz dosazeni ¢t = 0 do (2.6]) vede na

K inverzi eliptickych integrali se vaze cela tfida specialnich funkei, které jsou
v literatute nejcastéji nazyvany Jacobian elliptic functions. Ucelené sepsané vlast-
nosti eliptickych integrala a jejich inverzi najdeme napt. v prirucce matematic-
kych funkci vydané Olverem a kol. (Olver a kol., 2010). Jednou z téchto funkci
je Jacobiho amplituda am(x, k), jejiz defini¢ni vztah lze formulovat jako

=F(p, k) = ¢=am(z, k). (2.7)

Na zékladé vztahu (2.6)) tak lze popsat trajektorii nevazanych elektroni (x < 1)
v klidové soustavé potencidlu (2.1)) jako

q(t) = 7);am (sgn(évo) 24 t+F (7TZ07 /{2) ,/£2) . (2.8)

AV mk? A

Pripad vazanych elektroni (k > 1) vyfesime pfevedenim na tlohu s nulo-
vou pocatecni rychlosti. Vazanost elektronu znamend, Ze pro pocatecni polohu
20 € (—=A/2,)/2) bude v kazdém case platit ¢(t) € (—=A\/2,/2). Vime tedy, Ze
v tomto intervalu budou existovat 2 body obratu, které 1ze popsat relaci

4(t) =0 = [q(t)] = Gmaz -

Souradnici ¢,q; najdeme jednoduse resenim rovnice

1
—mévg

Up(q = Qmaz) - Up(q = ZO) = 9

tedy hledanim bodu, ve kterém byla vSechna kinetickd energie (v klidové soustavé)
vyuzita na vystoupani v potencialu. Resenim je soutradnice

A dv A 1
Qmaz = = arcsin \/W;ZO + sin? % = arcsin ~- (2.9)

Trajektorii vazanych elektronti najdeme tak, ze budeme fesit rovnici (2.2)) s po-
catecnimi podminkami

q(t =10) = Gmaz = Gt =19) =0 (2.10)

v néjakém case ty a od vysledného reseni budeme pozadovat splnéni podminek
(2.3)), ¢imz dostaneme vztah pro ¢y (tedy pro ¢asovy rozestup mezi poc¢itkem a
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nejblizsim bodem obratu). Pri feseni vyjdeme ze vztahu ({2.4)), ktery pro podminky
(2.10) ziska tvar

(q(t))2 _ 277;4 (Sl 2 Wq;\naz _ sin? 7Tq>\(t)> ' (2.11>

Tuto rovnici se vyplati, stejné jako v ¢lanku (Beléndez a kol., 2007), upravit
na tvar, ktery povede po separaci proménnych na elipticky integral v tzv. Le-
gendreové normalnim tvaru. Nejprve pro prehlednost preskalujeme trajektorii
Q(t) = mq(t)/ X a nésledné provedeme substituci

o(t) =sinQ(t) = (¢(1))* = (Q(1))*cos’ Q(t) = (1 — &*(1))(Qt)).
Tim od rovnice prejdeme k
G =22 () (1= ) - ).

kde jsme oznacili k? = sin*(T@maz/)\). Dodatecné preskdlovani o(t) = ¢(t)/k a
odmocnéni pak vede na rovnici

) = ﬁim — k22(1)(1 - 2(1)). (212)

Od vysledného feseni budeme pozadovat platnost podminek ([2.3)) a vycislenim
vztahu (2.12) v t = 0 (po zpétném dohledani substituci) dostaneme

2./4 27rz0
%cosﬁz0 \/ ,/1—s 27TZO\/1— .

Jelikoz vime, ze pro zo € (—A/2,A/2) je cos(mzo/A) > 0 a zaroven

TZ0

A )

ﬂ-Qmaw

) > | sin —

k = sin

tak vidime, ze bude opét znaménko po odstranéni absolutni hodnoty v ([2.12])
urceno pomoci sgn(dvg). Provedenim separace proménnych a vyintegrovanim tak

dostaneme
o(t) do 2A
= sgn(duvg)y| —~(t — ¢t
/to) \/ k282 (92) Sgn( UO) m /\( 0)7

kde se vyplati si uvédomit, ze dle podminek (2.10f) plati

SlIl TTdmax

tg) =——=—=1.
¢(to) L
Roztrzenim mezi integrace a identifikaci ptislusnych eliptickych integrali (mu-

sime vzit v potaz, ze jsou eliptické integraly v Legendreové normalnim tvaru)
dostaneme rovnici

F(arcsin p(t), k?) = K(k?) + sgn(évo)\/gi (t —to),
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kde K (k?) znaci uplny elipticky integral prvniho druhu s hodnotou parametru 2.
Rovnici vyéislime v ¢ase t = 0 a dosadime podminky (2.3)), ¢imz ziskdme vztah

pro to
B A m 9 . [sin 2 5
to = sgn(évo);,/ﬂ <K(k )—F (arcsm ( - > K )) :

Zbyva nam tedy invertovat rovnici ve tvaru

[2A in 70
F(arcsin o(t), k%) = sgn(dv) —} t+F (arcsin <smk A ) ,k;2> . (2.13)
m

k ¢emuz se nam bude hodit dalsi z Jacobiho eliptickych funkei, sn(x,m) (viz
Olver a kol., |2010), kterou lze zavést nasledujicimi ekvivalentnimi zpusoby

F(arcsing,m) =z = sing = sn(x,m), sn(x,m) =sinam(z,m) .

Lze nahlédnout, ze parametry k a x, které jsme pri feseni pouzivali, mezi sebou
maji jednoduchy vztah. Z (2.9) totiz plyne

max 1
k:sian = —.

A K

Invertovani rovnice ([2.13) tak vede, po dohledani (a inverzi) vSech dil¢ich sub-
stituci, na vyjadieni trajektorie vazanych elektroni (k > 1) v klidové soustavé
potencidlu (|2.1)

A\ 1 24 1y 1
q(t) = - arcsin {Ksn [sgn(évo)i\/;t + F (arcsin (/@ sin 7T>\Z0) ) KQ) 5 52] }

2.2 Vlastnosti reseni

V této casti kratce nahlédneme na nékteré vlastnosti trajektorii volnych a va-
zanych elektronii, které jsme popsali pomoci vztahti a (2.14). Kli¢ové budou
zejména zakladni matematické vlastnosti Jacobiho eliptickych funkci am(xz, m)
a sn(x,m). Vlastnostmi plynoucimi z fyzikdlnich parametru se budeme zabyvat
vice v nasledujici ¢asti.

,Kostru® trajektorii tvori funkce

ys(x) = am(z,m),

-]

kde index f znaci volnou trajektorii, index b trajektorii vazanou a pro jejich
urcujici parametry plati m,p € (0,1). Skalovani faktorem /p v zavedeni y;(x)
neni bezdivodné, je zde z divodu transformacni identity (viz |Olver a kol., 2010)

ofed) - (3)
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Funkci () tak lze velmi hrubé chapat jako ,spojity, redlny a omezeny ekviva-
lent* eliptické funkci am (x, %) pro p € (0,1). Nahlédnutim na nalezené trajek-
torie a vidime, Ze jsou spojeny presné skrze tuto transformaci, pokud
si uvédomime, ze i neuplny elipticky integral prvniho druhu spliuje obdobnou
transformaci (viz Olver a kol., [2010])

F (x ;) =VkF larcsm (%) k] .

Na obrazcich [2.1)a 2.2l mame vykresleny kiivky y;(z) a ys(z) pro nékolik hod-
not parametri m, p € (0, 1), které urcuji jejich tvar. Z grafi vidime, Ze nejzajima-
véjsi chovani maji krivky prislusejici hodnotam m a p blizkym jedné. V pripadé
nevazané kiivky ys(z) tyto hodnoty odpovidaji ,tésnému prekmitnuti“ do dalsi
prostorové periody a v pripadé kiivky y,(x) se jednd o ,hrani¢ni vazanost®. Za-
roven vidime, ze v limitnim ptipadé m = p = 1 krivky splynou a predstavuji
trajektorii ¢astice, ktera presné vystoupa do vrcholu potencidlu, kde se zastavi.

Dilezitou vlastnosti, kterou budeme v analyze s konkretnimi fyzikalnimi pa-
rametry vyuzivat, je periodicita. Funkce am(z,m) je pro m € (0,1) spojitd a
monoténni v proménné = a pseudoperiodickd s periodou 2K (m). Plati tedy (viz
Olver a kol., |2010))

am(x + 2K (m), m) = am(x,m) + 7.

Nahlédneme-li na vztah popisujici nevazanou trajektorii , tak vidime, ze
posun o 7 v nasi situaci presné odpovida precestovani elektronu na totozné misto
ve vedlejsi prostorové periodé potencialu.

Funkce sn(x,m) je prom € (0, 1) spojitou a realnou funkei s funkénimi hodno-
tami v intervalu (—1,1) a periodou 4K (m). Diky tomu, Ze je arcsin na intervalu
(—1,1) prosty, tak bude slozenda funkce popisujici vazanou trajektorii y,(x) peri-
odickd pravé s periodou 4K (m), coz je vysledek, ktery je zndmy pro nepfetacejici
se matematické kyvadlo (viz Beléndez a kol., |2007)).

o|7
3

©
IS

<
e

L — m=0,25
— m=0,75

yrx)
eg

m=0,95
m=0,999

w
g

— m=1

SIE]

Obrézek 2.1: Graf feseni odpovidajicich nevazanym trajektoriim v bezrozmérné
uloze pro nékolik hodnot urcujiciho parametru m.
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Obréazek 2.2: Graf feseni odpovidajicich vazanym trajektoriim v bezrozmérné
uloze pro nékolik hodnot urcujicitho parametru p.

2.3 Teoretické predpovédi pro dynamiku elek-
tront

Podivejme se nyni na dtsledky, které plynou z analytického feseni pohybové
rovnice, pokud uvazime specifické provedeni experimentu. V dalsi ¢asti budeme
chtit simulovat predpokladanou dynamiku distribuce elektronti v realném pro-
storu a v prostoru energii, a tak je tfeba zvolit vhodné hodnoty fyzikalnich pa-
rametri. Budeme se proto vénovat nékterym dulezitym vlastnostem dynamiky,
jako je maximalni mozna zména kinetické energie elektront a také vhodné inter-
pretujeme podminku x > 1 pro zachyceni elektront do jedné periody.

Identifikujme nejprve volné parametry v ponderomotorickém potencialu. Pre-
chod od obecného vyjadieni ponderomotorického potencialu vV uvazovaném
geometrickém usporadani ke tvaru potencialu byl proveden volbou

2¢°E?
konst = ————9 —p1 =7
m(wl +w2>2 ¥2 ¥1
a oznacenim
4q° E? w1 —w 2mce
Azq—OQ, vgzcg, A= —.
m(w1 + wg) w1 + Wo w1 + Wo

Budeme ptedpokladat, ze experimentalni usporadani pro generovani laserovych
pulzi je takové, ze frekvence w; a wy nejsou zcela nezavislé. Experimentalnim
prikladem takové situace muze byt metoda zndzornéna v praci (Kozak a kol.,
2018b), kde byla pouzita optickd parametrickd generace a pro soucet energii fo-
tont z obou vln platilo A(w; + ws) = fwy, kde wy byla frekvence ¢erpaciho svazku
parametrického zesilovace. My se ale zamérime na Situaciﬂ kdy jsou laserové
pulzy s frekvencemi w; a wy generovany jako treti a druhd harmonicka frekvence
femtosekundového laserového pulzu se zékladni frekvenci wy. Uvazme tedy, Ze
plati w; = 3wy a we = 2wy. Thned vidime, ze bude za tohoto predpokladu platit

!Experiment, ktery odpovidd tomuto uspoifddédni, je v soudasné dobé méfen na FAU,
Erlangen-Nirnberg.
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v, =c/ba )= (2mc)/(bwy) = No/5, kde g znaci vlnovou délku puvodniho lase-
rového pulzu. Velikost synchronni rychlosti v, je dilezita z hlediska uvaZovaného
nerelativistickéhoﬂ popisu. Pro interakci probihajici ve vakuu tak budou ampli-
tuda a prostorova perioda potencidlu ur¢eny pouze vinovou délkou a intenzitou
puvodniho laserového pulzu.

V sekci jsme diskutovali, ze klasicka aproximace studované interakce ma
smysl pro podélnou koherentni délku elektronového svazku srovnatelnou s prosto-
rovou periodou ponderomotorického potencialu. Uvazme proto pro jednoduchost
konstantni distribuci elektronti na intervalu (—%, %), ktery odpovida jedné pro-
storové periodé. Distribuci elektront v prostoru energii budeme charakterizovat
pres rozdil poc¢atecni kinetické energie (vyjadreny v laboratorni soustavé) oproti
synchronnimu pripadu, kdy plati dvy = 0. Pro tento rozdil plati

AEy = ;m {(Ug + 6vp)? — Uﬂ = mgvo (0vg + 2v,) . (2.15)
Pokud chceme pozdéji diskutovat moznosti vyuziti interakce ke kontrolovanému
urychleni souboru elektront, tak dava smysl uvazovat pripad AE, < 0. Vyjadie-
nim dvy z rovnice dostaneme

2AE
dvg = —vy £ \/vZ+ 0.
m

Nasi fyzikdlni situaci odpovida reseni se znaménkem +, jelikoz pocatecni rozdil
oproti synchronni rychlosti uvazujeme jisté |dvg| < |vy|. Samozfejmé nam vyraz
pod odmocninou dava také restrikci na hodnotu A Ejy, pokud ji budeme uvazovat
zapornou. Restrikce odpovidd nerovnosti

ktera bude u dale uvazovanych hodnot také splnéna, jelikoz hodnota synchronni
kinetické energie elektronu E,, odpovidajici rychlosti v, = 0,2 ¢, je E, = 10,5 keV.

Elektronové pulzy jsou v experimentdlnim usporadani (Kozak a kol., 2018b)
generovany pomoci fotoemise, kterd je buzena ultrafialovymi laserovymi pulzy
dopadajicimi na katodu elektronového mikroskopu. Energetickou distribuci takto
generovanych elektronii lze pomérné presné charakterizovat Gaussovym rozdé-
lenim, jak se muzeme presvédcit napt. v praci (Feist a kol., [2017). Kinetickou
energii elektront (pro nés podstatnou stfedni hodnotu AFjy) lze takto zvolit (sa-
moziejmé v rozmezi podminéném aparaturou) nezdvisle na nasledné interakci.
Nicméné musime vzit v potaz, Ze se v popisu omezujeme na |dvy| < |v,], abychom
mohli uvazovat tvar potencialu ({2.1)).

V casti jsme diskutovali periodicitu nalezenych trajektorii. Vime tedy, ze
v pripadé vazanych i nevazanych elektronii bude vyvoj jejich rychlosti v klidové
soustavé periodicky (pseudoperiodickd nevazana trajektorie se posune béhem pe-
riody o konstantu). Casové zavisly rozdil kinetické energie oproti synchronni si-
tuaci

AE(t) = ;m (v + (1)) = 22] , (2.16)

2Mira chyby vzniklé pouzitim Galileovy transformace mezi vztaznymi soustavami a zane-
dbédnim + faktoru v Lorentzové transformaci pole (1.4) tak jde kvantifikovat skrze hodnotu
odpovidajictho ~,, = 1,021.
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tak bude rovnéz oscilovat v case s periodou, kterou umime na zékladé analytického
feSeni pro dané fyzikalni parametry explicitné vyjadrit. Krajni hodnoty AE(t),
tedy minimalni a maximalni kinetickou energii elektronu béhem interakce, lze
jednodusSe urcit z prvniho integralu pohybové rovnice ve tvaru . Béhem teseni
pohybové rovnice (v ¢asti jsme vyuzili toho, Ze elektrony vazané na jednu
periodu potencialu jsou charakterizovany parametrem « > 1 a existuji pro né
dva body obratu, ve kterych je jejich rychlost ¢(¢) v klidové soustavé potencidlu
nulova. Oproti tomu nevazané elektrony, charakterizované x < 1, se nikdy vici
klidové soustavé potencialu nezastavi. Na zakladé vztahu nam tyto uvahy
umoznuji souhrnné uréit krajni hodnoty ¢,,;, & Gnes, viz tabulka 2.1]

Kk>1 k<1

Qnin Qmax Qnin Qmax
2
Sug>0 —L1/2A 1 24 [aA1x 1 /24
K m K m m K K m
k2
Sug< 0 —1,24 1 /24 _1 A _ fadi-x
K m K m K m m K

Tabulka 2.1: Tabulka shrnujici meze rychlosti v klidové soustavé pro vazané
(k > 1) a nevazané elektrony (k < 1), které jsou oproti potencidlu urych-
lené/zpomalené.

Tim se potvrzuje ocekévani, ze nejvice kinetické energie ma pti interakci moz-
nost ziskat trida elektront, které byly na pocatku oproti potencidlu zpomaleny
a zaroven jejich trajektorie spliuji podminku vazanosti x > 1. Krajni hodnota
oscilujictho rozdilu energie AE(t), viz , je pro vazany elektron dana

A+ KugvV2Am

K2

AEa‘maac =

Upravime-li tvar zavedeného parametru s na

1
K? = ;

mév2 .. 9
0 20
2A + sin A

tak vidime, Ze pro libovolné pocateéni podminky zg, dvg (vyjma zg = £A/2) lze od
urc¢ité hrani¢ni velikosti amplitudy A..;; dosdhnout vazanosti (tedy x > 1). Krajni
velikost amplitudy A..; lze z podminky x = 1 vyjadienim dvy (AEy) popsat jako
funkci pocatecéni polohy a pocatecniho rozdilu kinetické energie elektronu oproti
synchronnimu piipadu

2
m QAEO
Aprit(20, AEy) = ———— [[o2 + =" — 0, | . 2.17
t( 0 0) 9 cos2 (LZO) ( g m 9) ( )

A

7 obrazku vidime, Ze narist A..; ovliviiuje predeviim zména uvazované po-
¢atecni polohy, zatimco zavislost na AFEj je asymptoticky linedrni.
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Obréazek 2.3: Graf, ktery na logaritmické skale ilustruje zavislost velikosti am-
plitudy A..;; potifebné k zachyceni elektronu, o pocatecni poloze zy a rozdilu
kinetické energie oproti synchronnimu pripadu A FEjy, do jedné prostorové periody
ponderomotorického potencialu.

2.4 Simulace casového vyvoje pro konkrétni fy-
zikalni parametry

V této sekci zvolime konkrétni sadu fyzikdlnich parametri a néasledné vizu-
alizujeme evoluci distribuce elektront. Pro vybrané rozdéleni pocatecnich kine-
tickych energii najdeme vhodnou amplitudu potencidlu kladenim pozadavku na
urcity podil elektronti zachycenych v jedné periodé. Ve vsech simulacich budeme
predpokladat, ze puvodni femtosekundovy laserovy pulz, ze kterého v experi-
mentu vznikaji protichidné optické viny generovanim treti a druhé harmonické
frekvence, ma vlnovou délku Ay = 1030 nm. Jelikoz amplituda ponderomotoric-
kého potencidlu stéle zavisi na intenzité laseru, tak predpokladem pouze fixujeme
prostorovou periodu na A = 206 nm.

Nejprve se budeme zabyvat rezimem slabé interakce, ve kterém je rozdil kine-
tické energie oproti synchronnimu pripadu v fadu jednotek eV, a vysledky porov-
name se synchronnim pripadem. Jak bylo zminéno jiz v predchozi ¢asti, tak pro
veli¢inu AFEy budeme v nasem souboru elektront uvazovat Gaussovu distribuci,
popsanou normalizovanou distribuc¢ni funkci

FAE) = 1 M] 7

exp | —
opV 2T p[ 20%

kde pp znadi sttedni hodnotu a o smérodatnou odchylku. Misto parametru og
budeme specifikovat $itku distribu¢ni funkce v poloviné maxima (v literatute Full
Width at Half Mazimum), pro kterou plati FWHMpg = 2v/21In2 0.

Zvolme tedy dvé normalni rozdéleni s totoznymi sitkami FWHMg = 0,5eV
a stfednimi hodnotami ,u(bf) =0eV a ,ug) = —9eV, kde pomoci hornich indext
naznacujeme, ze se jedna o synchronni a asynchronni pripad. Abychom urdili
vhodnou amplitudu potencialu, tak nejprve vykreslime zavislost podilu elektronti
zachycenych do jedné periody na velikosti amplitudy za uvazovanych rozdéleni
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pocatecnich podminek pro asynchronni pripad. Pro kazdy elektron vygenerujeme
A A

pocatecni polohu z konstantniho rozdéleni v intervalu zg € (—5, 5) a pocatecni
rozdil energie oproti synchronnimu ptipadu z normalniho rozdéleni o paramet-
rech FWHMpg a ug). Ke kazdé dvojici pocateénich podminek vycislime velikost
amplitudy Ae.;¢ (viz (2.17))) potfebnou k ,uvéznéni® elektronu do jedné periody
potencialu. Relativni kumulativni ¢etnost hodnot A..; bude pak, za dostatecné
velkého mnozstvi generovanych pocateénich podminek, odpovidat podilu zachy-
cenych elektronti.

7, obrazku pozorujeme, ze podil vazanych elektronil nejprve na intervalu
A € (0,20meV) strmé roste a pro vyssi velikosti amplitudy se rust zasadné zpo-
maluje. Zvolime proto pro nasledné numerické simulace amplitudu A = 30meV,
kterd odpovida priblizné 85% podilu zachycenych elektronti. Pro tuto hodnotu
amplitudy si z rozdéleni pocatecnich podminek miizeme sestavit hustotu prav-
dépodobnosti (normalizovanou distribuéni funkei) fy(7') periody T oscilaci pro
elektrony s riznymi poc¢atecnimi podminkami, kterou pozdéji vyuzijeme pii inter-
pretaci zndzornéné dynamiky. Z ¢asti[2.1]a 2.2 vime, Ze je perioda ddna vztahem

™

CWETS ‘e (%) . je-li k(z0, AEg) > 1.

™

AR m je-1i
. { Ak 27[((,42)7 je-li K(20, AEp) < 1, (2.18)

Z vykreslenych distribu¢nich funkei fy (7)) pro synchronni a asynchronni piipad,
viz obrazek [2.5] vidime, Ze v synchronnim rezimu dostdvdme pro uvazované roz-
déleni pocatecnich podminek jeden vyznamny pik, a to konkrétné na hodnoté
T = 4,008 ps. Pokud bychom potencial nahradili parabolickou aproximaci
(rozvojem funkce cos do druhého tadu), tak by rovnice presla na lineari-
zovanou verzi matematického kyvadla, pro niz jednoduse vyjadiime periodu tra-
jektorie Ty, = A\y/2m/A. Vyéislenim periody linearizované trajektorie zjistime,
ze dle ocekavani odpovida nalezenému piku. V asynchronnim rezimu vidime, ze
se hlavni pik zuzil a mirné posunul, ale zaroven vznikl méné ostry pik na mensi
hodnoté T', u néhoz ¢ekame, ze prislusi nevazanym elektronim.

Evoluce distribuci elektronii v redlném prostoru i v prostoru energii vykreslime
v softwaru Wolfram Mathematica, jelikoz ma v sobé implementovany Jacobiho
eliptické funkce i jejich derivace, které se vyskytuji v nalezenych trajektoriich
a . Vizualizaci tak bude moZno provést pro fadové 10° elektronti.

100
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Obrézek 2.4: Zavislost podilu zachycenych elektronti na velikosti amplitudy po-
tencialu pro pripad normalniho rozdéleni AFEj s ;L(g) =—-9eVaFWHMg =0,5¢V.
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Obrazek 2.5: Normalizované distribuéni funkce fy(T) periody T na souboru
elektroni pro (a) synchronni piipad ,UJS) = 0eV a (b) asynchronni piipad

,u%l) = —9¢eV se shodnymi sitkami rozdéleni energii FWHMpg = 0,5€V.
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Obrézek 2.6: Casovy vyvoj hustoty distribuce elektronti v prostoru energi
v ramci synchronniho rezimu interakce s pocatecni sitkou rozdéleni energii
FWHMEg = 0,5eV a amplitudou potencidlu A = 30 meV.
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Obrazek 2.7: Casovy vyvoj hustoty distribuce elektrontl v prostoru energif v rameci
asynchronniho rezimu interakce s pocatecnim rozdélenim rozdilové energie o
sttedni hodnoté ,u(g) = —9¢eV a sitce FWHMg = 0,5eV prii velikosti amplitudy
potencialu A = 30 meV.

q[A]
q[A]

-0,25

2

4 6 8 10
t [ps]

Hustota distribuce [rel. j.]
L |
0 10 50 250 1000 10000
Obrazek 2.8: Srovnani casovych vyvoji hustot distribuci elektroni v realném pro-
storu v synchronnim rezimu (vlevo) a v asynchronnim rezimu (vpravo) interakee.
Fyzikélni parametry odpovidaji evoluci distribuci na obrazcich 2.6 a 2.7
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Na obrazku vidime, zZe v synchronnim rezimu interakce skutecné dochazi
v ramci naseho modelu k periodické fokusaci a opétovnému rozsiteni ¢asové zavislé
distribuce elektront v prostoru energii. Perioda je v tomto rezimu, pochopitelné,
polovi¢éni oproti periodé celkového pohybu, coz je zptisobeno symetrii trajektorie
podle minima potencidlu (analogicky k matematickému kyvadlu vypusténému
z klidu). Zajimavéjsi situace nastava v asynchronnim rezimu, viz obrazek kde
pozorujeme po prvotnim rozostieni distribuce opétovné periodické fokusovani, ale
tentokrat stridavé na kladnych a zapornych hodnotach AFE. Zastaveni interakce
v Case, ktery odpovidd ostrému piku na kladné hodnoté AE (z obrézku [2.5b| vime,
ze tento ¢as odpovida priblizné poloviné linearizované periody), tak povede k tzké
energetické distribuci urychlenych elektronii. Diky logaritmické barevné skéle také
pozorujeme v dolni poloviné obrazku cast distribuce oscilujici s kratsi ¢asovou
periodou pouze na zapornych hodnotidch AFE. Tato ¢ast odpovidd nevazanym
elektroniim (energetické meze lze stanovit dosazenim z tabulky do vztahu
(2.16])) a oscilace probihaji s periodou odpovidajici mensimu piku z obrazku [2.5b|

Zaroven jsme na obrazku vizualizovali evoluce distribuci elektronti v re-
alném prostoru pro synchronni a asynchronni rezim interakce. Vidime, ze v syn-
chronnim rezimu probiha s oc¢ekdvanou periodou fokusace distribuce v minimu
potencialu a jeji nasledné rozsirovani. Oproti tomu v asynchronnim piipadé vi-
dime, ze zaostfeni distribuce probiha mimo minimum potencialu, sttidavé na
kladné a zaporné souradnici v klidové soustavé. Diky logaritmické skéle je zaro-
ven na obrazku patrna tiida elektronii, které precestovaly z vedlejsi prostorové
periody. Opét ve srovnani s obrazkem rozpozname, ze v ¢asovém vyvoji za-
ostfeni distribuce v readlném prostoru odpovida rozostieni v prostoru energii a
vice versa.
terakce, kdy je pocatecni rozdil energie oproti synchronnimu ptipadu vétsi a na-
slednd modulace kinetické energie elektronu v disledku interakce také. Chceme
ilustrovat zejména vliv vybrané velikosti amplitudy potencidlu na chovani c¢aso-
vého vyvoje. Zvolme normalni rozdéleni veliciny AFEy s parametry ,usg) = —1keV
a FWHMpg = 50¢V. Sestrojime-li graf analogicky obrazku tak zjistime, ze
nartst podilu zachycenych elektronti zpomaluje mnohem rychleji nez v pripadé
slabé interakce. Napriklad 80% podil zachycenych elektronu odpovida az velikosti
amplitudy 260 eV. Pro ilustraci rozdilu zpusobeného volbou amplitudy tak zvo-
lime v jednom piipadé A = 30eV odpovidajici 25% podilu a ve druhém pripadé
A = 150eV odpovidajici 72% podilu elektronu zachycenych do jedné periody.
Z obrazku vidime, ze pii velikosti amplitudy A = 30eV nedojde k zachyceni
dostatecného mnozstvi elektronu na to, aby se na kladnych hodnotdch AE utvo-
il ostry pik distribuce elektronti. Oproti tomu v pripadé amplitudy A = 150eV
pozorujeme dynamiku analogickou situaci znazornéné na obrazku s tim roz-
dilem, ze vlivem mensiho podilu zachycenych elektroni jsou piky méné ostré.
Dynamika v rezimu silné interakce probihd na kratsich casovych skélach, v 75%
podilu vézanych elektronti bychom (analogicky jako pfi vykresleni obrazku
zjistili, ze perioda casového vyvoje je priblizné T = 60fs.
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Obrazek 2.9: Srovnani casovych vyvoji hustot distribuci elektronii v pro-
storu energii pfi normdlnim rozdéleni AF, s parametry uy = —1keV a
FWHMpEg = 50eV. Obrazek nalevo odpovida amplitudé potencialu A = 30eV

a obrazek napravo amplitudé A = 150eV.
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3. Kvantovy model

V této kapitole se budeme zabyvat nahledem na interakci elektronu s ponde-
romotorickym potencidlem skrze kvantové mechanicky popis. Budeme pracovat
s potencialem v odvozeném klasickém tvaru a evoluci budeme zkoumat od
zacatku v jeho klidové soustavé. Nejprve se budeme vénovat popisu dynamiky
v jedné prostorové periodé uzitim parabolické aproximace. Nasledné budeme po-
moci Blochova teorému a vhodné unitarni transformace studovat interakci elek-
tronu, ktery byl na pocatku ve stavu s ostrou hladinou hybnosti, s plnym perio-
dickym potencialem.

3.1 Popis dynamiky kvantového systému

Nerelativistickou dynamiku kvantového systému popisuje casova Schrodinge-
rova rovnice

i) = B, (31)

kde [4(t)) znadi ¢asové zavisly stavovy vektor naseho systému a H je jeho Ha-
miltonian, ktery miiZe byt v obecném systému rovnéz casové zavisly. Reseni rov-
nice pro zakladni kvantové systémy je predmétem tvodnich kurzt kvantové me-
chaniky. Kompaktnim shrnutim nerelativistické kvantové mechaniky je napriklad
ucebnice (Cejnar, 2013)).

V abstraktnim smyslu je ¢asova Schrodingerova rovnice evolu¢ni operatoro-
vou rovnici na Hilbertové prostoru, ktery obsahuje (pro systém) relevantni stavové
vektory. Prikladem takového prostoru miize byt prostor kvadraticky integrovatel-
nych funkei L#(RY). Hamiltonidn systému je souc¢tem operatoru kinetické energie
T a operdtoru potencidlni energie V. Napf. v nasem fyzikdlnim systému, ktery
obsahuje jednu ¢éstici, jejiz dynamiku chceme popisovat v klidové soustavé pon-
deromotorického potencialu, plati

~2 ~
A N A (. 2
T:p—, Vz(l—cosm>, (3.2)

kde p a q jsou operatory hybnosti a souradnice (i znadi operator identity). V sou-
radnicové reprezentaci lze operatory vyjadrit skrze jejich ptsobeni na vlnovou
funkci stavového vektoru, v pripadé hybnosti a souradnice pak plati p = —ihd%
a § = q. Casové zavisly stavovy vektor |¢(t)) je v soufadnicové reprezentaci vy-
jadfen pomoci zminované komplexni vinové funkce (¢, q), kterd odpovida tzv.
amplitudé pravdépodobnosti. Kvadrét jeji absolutni hodnoty [¢(t,q)|? poté vy-
jadiuje pro (t,q) € L*(I) (tedy v kazdém case kvadraticky integrovatelnou
na néjakém uvazovaném intervalu I) hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice
v Case t na souradnici q.

Casovy vyvoj v kvantové mechanice predstavuje unitarn{ transformaci stavo-
vého vektoru. Takovou transformaci popisujeme ptisobenim evolu¢niho operatoru

A

U (ta,t1) na stavovy vektor

Y (t2)) = U(ta, t1)[10(t1)) .
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Stav [¢(t)) v rovnici tak lze nahradit ptsobenim evolu¢niho operatoru
U(t) = U(t,0) na pocatecni stavovy vektor [1(0)). Rovnice tak prejde v di-
ferencialni rovnici pro evoluéni operator a omezime-li se na ¢asové nezavislé Ha-
miltonidny, tak lze rovnou psét feeni ve tvaru (piirozené pozadujeme U(0) = 1)

U(t) = exp <—;ﬁlt> . (3.3)

3.2 Parabolicka aproximace potencialu v jedné
prostorové periodé

Nejprve za model studované dynamiky v kvantovém rezimu vezmeme jedno-
duchy pripad, ve kterém uvazime, ze je elektron na pocatku lokalizovan pouze
v blizkosti minima jedné prostorové periody potencialu. Rovnéz zanedbame moz-
nost, ze by elektron mohl ,precestovat® do vedlejsi prostorové periody vlivem
kvantového tunelovani. Témito predpoklady se omezujeme na situaci, ve které je
vhodné pouzit tzv. parabolickou aproximaci operatoru potencidlni energie

Pokud oznacime

tak ziskdme znamy Hamiltonidn linedrniho harmonického oscilatoru

1
mO2* . (3.4)

)

2 p

H=-"—+-
2m+2

Stacionarni Schrodingerovu rovnici, kterda odpovida vlastnimu problému

H|yp) = Ely),

najdeme pro Hamiltonian (3.4) vyfesenou v kazdé tivodni uéebnici kvantové me-
chaniky, pifkladem je (Skala a Akademie véd Ceské republiky Prahal, [2005). Re-
senim jsou diskrétni energetické hladiny F,, kde n € N U {0}, s prislusnymi
vlnovymi funkcemi v, (x) staciondrnich stavii, ve tvaru

E, =HQ <n+ ;) ,

4/ mQ (35)
7h 7m7§2q2 mQ
w"<q):\/2nn!€ o (qV h) |

H,(z) znadi tzv. Hermittv polynom v proménné z, ktery lze vyjadrit vztahem

22 dar 2

H,(z)=(—1)"e e (e™™).

Mnozina vlnovych funkei v,(q) tvori Gplnou ortonorméalni bézi Hilbertova pro-
storu, ktery pro fyzikalni systém linearniho harmonického oscilatoru odpovida
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prostoru kvadraticky integrovatelnych funkci. Ortonormalitu element béaze lze
vyjadrit bud v abstraktnim smyslu (pres stavové vektory) nebo konkrétné skrze
skalarni soucin prislusny danému Hilbertovu prostoru

(Waltén) = [ 01(0) Yinla) da = b

kde 1} (q) znac¢i komplexni sdruzeni vlnové funkce. Dilezitou vlastnosti uplné
béaze je splnéni tzv. relace iplnosti

io ) (Wl = 1., (3.6)

ktera je z teoretického a vypocetniho hlediska zasadni. Umoznuje nam totiz libo-
volny stavovy vektor |¢) z naseho Hilbertova prostoru rozlozit do béze vektoru
|thn) pouhym vlozenim relace tiplnosti

(e} o0

’¢> = Z(%\@ |¢n> = Z Cn|¢n>,

n=0 n=0

kde ¢, znaci rozvojovy koeficient (1, |@) .

Je dilezité zminit, Ze souradnicova reprezentace stavového vektoru pomoci
vlnové funkce 1 (q) neni jedinou moznosti konkrétniho vyjadieni stavu systému.
Casto se pouzivd rovnéz hybnostni (také impulsova) reprezentace, ve které je
stavovy vektor popsan vinovou funkci W(p), jejiz interpretace je analogicka. Jedna
se opét o amplitudu pravdépodobnosti, tentokrat na prostoru hybnosti, a kvadrat
absolutni hodnoty |¥(p)|? vyjadiuje hustotu pravdépodobnosti nalezeni ¢astice
ve stavu s hybnosti p. Pfechod mezi souradnicovou a hybnostni reprezentaci je
dan Fourierovou transformaci ve tvaru

V) = = [ vl i, (3.7)

Odvozeni tohoto zavéru se provadi pres vlastni stavy operatori souradnice a hyb-
nosti, viz napt. (Cejnar} [2013). Vlastni stavy linedrniho harmonického oscilatoru,
které jsou popsany v vinovymi funkcemi 1, (q), jsou z pohledu transformace
specialni. Hermitovy polynomy jsou totiz v urc¢itém smyslu vlastnimi funk-
cemi vzhledem k Fourierové transformaci, coz jde vyjadrit skrze identitu ((viz
Olver a kol., [2010))

N [T e () evar= e, (A
€ n €2 r=1e€ n .
Zﬁ —00 \/§ \/§

Pokud tuto identitu aplikujeme pri vypoctu transformace (3.7) vinovych funkei
¥n(q), tak dojdeme k hybnostni reprezentaci vlastnich stavi ve tvaru

(=) 1 e ( p )
\I/n — e 2mhQ HTL . 38
Q V27 n! v/ TmhS) mh{ (38)

Zminéné poznatky vyuzijeme pti zkoumani casového vyvoje uvazovaného zjed-
noduseni naseho systému. Z ¢asti[3.1] vime, Ze pokud méme systém v pocateénim
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stavu |¢o) = [1(0)), tak plati, Ze pro ¢asové nezavisly Hamiltonidn bude stav
v Case t -

(1)) = 77" o)
Pokud tedy poéatecni stavovy vektor (jeho vlnovou funkei) rozlozime do béze
vlastnich stavii daného Hamiltonidnu, tak lze (implicitné chapeme exponencielu
operatoru jako mocninnou radu) pusobeni evolu¢niho operatoru piimo nahradit

casove zavislym fazovym faktorem. ReSenim casové Schrodingerovy rovnice tak
bude pro uvazovany Hamiltonidn vinova funkce (v soufadnicové reprezentaci)

U(tg) = X e 0 (g) kde e, = [ Ui@)oo(@)dg. (39)
n=0 o

3.3 Znazornéni evoluce v jedné periodé a srov-
nani s klasickym resenim

Stejné jako v sekci bychom chtéli vhodnym zptisobem vizualizovat casovy
vyvoj vlnové funkce, ke které jsme v ramci parabolické aproximace dospéli. Pri
volbé konkrétnich fyzikalnich parametrii si vzpomenme na diskuzi vedenou v ¢asti
[1.6] Zde bylo zminéno, Ze bychom méli pro podélnou koherentni délku elektrono-
vého svazku srovnatelnou s rozméry jedné prostorové periody potencialu pozoro-
vat vyvoj blizky klasickému chovani. Pro ovéreni tohoto oc¢ekavani bychom radi pri
znazornéni dynamiky zvolili stejné fyzikalni parametry v pripadé klasické i kvan-
tové simulace. Vime ale, ze diskutovana parabolickd aproximace v jedné periodé
odpovida studovanému problému pouze v pripadé, kdy je vinova funkce lokali-
zovana do oblasti, ktera je blizkd minimu potencidlu. Zaroven si pak pri volbé
pocatecniho stavu musime uvédomit, ze nelze nezavisle volit distribuce v realném
prostoru a v prostoru hybnosti (narozdil od pocateénich podminek v klasickém
popisu), protoZe pievod mezi distribucemi je vzdy ddn vztahem (3.7)), ktery sou-
visi s faktem, ze vinova funkce musi vzdy spliiovat kvantové relace neuréitosti (viz
napt. Cejnar}, 2013)).

Zvolime proto nejprve vinovou funkci poc¢ateéniho stavu |¢pg) a pro efektivni
srovnani modelt vybereme nasledné pocateéni podminky klasickych trajekto-
rii zg, dvg s rozdélenimi, kterd budou odpovidat hustotdm pravdépodobnosti
lbo(q = 20)|* a |®@o(p = mduy)|?. Pro jednoduchost uvazime normalizovanou vl-
novou funkci v hybnostni reprezentaci ve tvaru gaussovského vlnového baliku

1 o (p—pp)?

Do(p) = e (3.10)

V2ol

tak aby jeji kvadrat odpovidal normalnimu rozdéleni, které ma stfedni hodnotu
tp a smérodatnou odchylku o,. Provedenim inverzni transformace (3.7)) ziskame
souradnicovou reprezentaci

i 202 o
dolg) = e T\ ZE e (3.11)

jejiz absolutni hodnota ma stejny tvar jako funkce (3.10). Muzeme v ni dokonce
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identifikovat parametry{l] vinového baliku v soufadnicové reprezentaci

h2
=0, o’=—.

Ha TT 4o
Abychom v co nejvétsi mite reprodukovali parametry asynchronniho rezimu
slabé interakce (evoluce distribuce elektroni v prostoru energii na obrazku [2.7))
a soufasné vyhoveéli predpokladim kladenym v ¢&sti [3.2] tak zvolime stfedni
hodnotu hybnosti p, v klidové soustavé takovou, aby odpovidala veli¢iné AEj, a
smérodatnou odchylku o, tak, aby lokalizace vinového baliku byla blizk4d minimu

potencidlu. Ze vztahu (2.15) vyjadiime

_ 2(AEp)
tp = (Movy) = muy, ( 1+ 2 1) ,
kam dosadime hmotnost elektronu, velikost synchronni rychlosti v, = 0,2¢ a
(AEy) = —9eV. Hodnotu o, zvolime tak, aby $itka normalniho rozdéleni |¢o(g)|?
v poloviné maxima byla A/6 (stdle budeme uvazovat A = 206 nm). Pro vlnovou
funkci ®y(p) s témito parametry, ur¢ime pri amplitudé potencidlu A = 30 meV
(figuruje v (A)) numericky rozvojové koeficienty

o= [ W) @o(p) dp.

V rozvoji bylo nakonec pouzito celkem N = 50 vInovych funkei ¥, (p) (posledni
koeficient vySel |cso| = 5-107°). Numericky urc¢end vinovd funkce pak bude mit
v hybnostni reprezentaci, dle (3.9)), tvar

N .
U(t,p) =Y coe w5, (p). (3.12)
n=0

Pro lepsi fyzikdlni predstavu (v kontextu drivéjsich vizualizaci) pii vykresleni
evoluce kvadratu absolutni hodnoty vinové funkee (3.12)) parametrizujeme prostor
hybnosti pomoci rozdilové energie oproti synchronnimu pripadu

p(AE) = mu, ( 1+ 288 1) :

2
mvg

Z divodu mensi relativni ostrosti pikti byla pri vykreslovani obrazkt a
pouzita odmocninnd barevna skala (narozdil od logaritmické u obrazku v ¢ésti
. Vidime, ze v obou pripadech opét dochézi k periodickému formovani piki
v prostoru energii, které se nasledné rozostiuji. Perioda oscilaci je u vinové funkce
totozna s periodou trajektorie klasického linearizovaného matematického kyvadla.
V pripadé klasického ¢asového vyvoje (obrézek je perioda delsi fadové o0 0,05 s,
coz je opét zpusobeno nelinedrnimi trajektoriemi (viz obr. . Pokud ale srov-
name Sfiku a rychlost poklesu funkce |¥ (¢, p(AE))|* ve sméru osy AFE s chovanim
distribuce elektroni v klasickém modelu, tak vidime, ze si velmi dobfe odpovi-
daji. Pokud bychom vykreslili ¢asovy vyvoj v realném prostoru, tak bychom opét
vidéli, Ze zaostfeni v prostoru energii opovida rozostieni v redlném prostoru a vice
versa. Nicméné v klasickém modelu jsme jiz k tomuto zavéru dosli a v kvantovém
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popisu je to primy dusledek transformace (3.7 mezi souradnicovou a hybnostni

reprezentaci.
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Obrazek 3.1: Casovy vyvoj kvadratu vinové funkce, parametrizované rozdilem
energie oproti synchronnimu rezimu interakce, v parabolické aproximaci poten-
cialu. Pocatecéni vlnova funkce byla ve tvaru gaussovského vinového baliku se
stfedni hodnotou hybnosti, ktera odpovida AE, = —9¢eV a s Sitkou v poloviné
maxima, ktera byla specifikovana v souradnicové reprezentaci jako \/6.
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Obrézek 3.2: Klasicky ¢asovy vyvoj hustoty distribuce elektronii v prostoru energii
v asynchronnim rezimu interakce, slouzici k porovnani s obrézkem [3.1] Distribu¢ni
funkce pocatecnich poloh a rychlosti klasickych trajektorii odpovidaly kvadrattim
normalizovanych pocatecnich vinovych funkei |¢o(q = 20)|* a |@o(p = mduvy)|?.



Na zaveér této casti jesté stejnym numerickym postupem znazornime v klidové
soustavé evoluci pocatecni vinové funkce elektronu, kterd odpovida rovinné viné
s vlnovym vektorem ko = p,/h, kterd je lokalizovana do blizkosti minima po-
tencidlu pomoci zobecnéného normalniho rozdéleni (viz napi. Nadarajahl [2005)).

Normalizovana vlnova funkce v souradnicové reprezentaci gb(()") (q), kde n znaci
kladny parametr souvisejici s tvarem rozdéleni, je pak popsdna funkci

(n) _ ikog
¢ (q) =€ (3.13)
104 F
— n=2 —_ N=2
20+ — n=4 |— — n=4
—_— T~ 103 L
n=6 — n=6
sk E
= — n=8 o, — n=8
o — =10 |2 T — n=10
’:;? 10 [J{_ll
= 2 ol
= | =
1k
0= — - - L | J AVA I
-0,5 -0,25 0 0,25 0,5 _3p _20 _10 0 10 20 30
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Obrazek 3.3: Znazornéni kvadratu absolutni hodnoty pocateéni vinové funkce,
ktera byla pouzita pro numerické simulace, jejichz vysledky jsou na obrazku
Na obrazku vlevo mame, pro nékolik hodnot parametru n, vinovou funkci v sou-
radnicové reprezentaci a na obrazku vpravo mame hybnostni reprezentaci.

7, obrazku vidime, Ze pro vyssi hodnoty parametru n je tvar vinové funkce
v soutadnicové reprezentaci témér obdelnikovy. Soucasné je ale ziejmé, ze kdyz
takto pribyva ,pravidelnost® vinové funkce v redlném prostoru, tak klesa pomér
mezi vyskami hlavniho a postrannich pika vinové funkce v hybnostni reprezentaci.
Pro numerické urceni ¢asového vyvoje, viz obrazek [3.4] byla pouzita pocatecni
vlnova funkce gbén) (q) s parametrem n = 8. Na obrazku pozorujeme evoluci, ktera
je svou periodicitou a sitkou na ose AFE analogicka casovému vyvoji gaussovského
vinového baliku, viz obrazek Viditelnym rozdilem oproti drivéjsi simulaci je
ale vétsi sitka hlavniho piku a pozorovani postrannich piku (jiz pti odmocninné
barevné gkdle). Zaroven si miZzeme vSimnout, ze ihned po rozostieni distribuce
pozorujeme nejprve formovani dvou nizkych piki, které se nasledné slouci do
tvaru zobecnéného normalniho rozdéleni. Toto chovani do jisté miry pripominé
klasické evoluce, pozorované v ¢asti[2.4]

Wztah 0,0, = h/2 odpovidd hraniénimu splnénf{ relaci neuréitosti, coz je zndmy vysledek
pro vlnovy balik ve tvaru normélniho rozdéleni.
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Obrazek 3.4: Casovy vyvoj kvadratu vinové funkce, parametrizované rozdilem
energie oproti synchronnimu rezimu interakce. Pocatec¢ni vinova funkce méla tvar

(()n) (q) pron = 8. Vlnovy vektor kg byl volen tak, aby byla hybnostni reprezentace
centrovéna v hodnoté AFE, = —9eV. Sitka zobecnéného normalniho rozdéleni
odpovidala tfetiné prostorové periody potencidlu.

3.4 Aplikace Blochova teorému na plny perio-
dicky potencial

Podivejme se blize na fyzikdlni situaci, ve které je podélna koherentni délka
elektronového svazku mnohonasobné delsi nez prostorova perioda ponderomoto-
rického potencialu. V tomto rezimu interakce nelze pouzit parabolickou aproxi-
maci, jelikoz elektrony v ramci rozptylu ,citi* plny periodicky potencidl. Zaroven
ocekavame, ze budeme pravé v tomto rezimu nejvyraznéji pozorovat kvantovou
povahu interakce. Opét se omezime na feseni problému v klidové soustavé poten-
cialu, ale tentokrat budeme uvazovat periodicky Hamiltonian

A2 A
g P A s 2T
H—2m+ 5 (1 cos — ) (3.14)

P1i feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice vyuzijeme Blochova teorému
(viz napf. |Ashcroft a Merminl, [1976), ktery pro obecny 3D periodicky potencidl
V(r+ R) = V(r), kde R je tzv. mifzkovy vektor, ukazujd’ Ze vlnova funkce
vlastniho stavu Hamiltonianu s timto potencialem musi byt ve tvaru

Unk(r) = €7 ung(r) . (3.15)

Funkce u,(r) je prostorové periodické se stejnou periodou jako potencidl V', tedy
plati ung(r + R) = unk(r). Energetické spektrum nekoneéného periodického po-
tencidlu je vzdy spojité, ma pasovou strukturu (viz 2013) a vlastni funkce

2Jeden z moznych diikazti teorému (viz Ashcroft a Mermin, 1976) je zalozen na komutaci
Hamiltonidnu s operatorem posunuti T'g.
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Uk (r) nejsou (ve standardnim smyslu) normalizovatelné, jelikoz nenélezi do pro-
storu kvadraticky integrovatelnych funkci. Vektor k, ktery v literature po vyna-
sobeni A najdeme pod néazvy crystal momentum ¢i quasimomentum, predstavuje
kvantové | ¢islo“, které specifikuje konkrétni stav v rdmci daného energetického
pasu. Hodnota vektoru k ale neurcuje vlastni stav jednoznacné, k tomu je treba
znat jesté prislusnou hodnotu diskrétniho indexu n, ktery je nejcastéji nazyvan
band indez.

Vhodnym zptisobem Teseni vlastniho problému je vyuzit symetrie kvantového
popisu vici transformaci, kterou lze spojit s unitarnim operatorem U. Pii trans-
formaci stavového vektoru systému |¢) a operatori fyzikdlnich veli¢in A ve tvaru

¢") = Ulo),
A =0A0"

kde U f zna¢i hermitovsky sdruzeny operator, ztustanou predpovédi a struktura
nerelativistické kvantové mechaniky (skaldrni souciny, vlastni ¢isla, maticové ele-
menty operatori, komutétory, atd.) zachovany (viz napf. Cejnar| [2013)). Pokud
zvolime U = e~ (viz Santoro, [2017), tak dostanem

Uni(1) = k(7)) |
. 2 3.16)
1 (p+ hk) X (
H, =———>=+V(7).
= v
Blochiiv teorém spolecné s popsanou transformaci budeme chtit aplikovat na
reseni naseho 1D stacionarniho problému, ktery je popsan rovnici

A
2mdq® = 2

1 —cos A)] ¥(q) = E¥(q).

Nasim hlavnim cilem je ziskat predpovédi pro dynamiku elektronu s konkrétnim
pocateénim stavem |¢g), ktery budeme chtit, tak jako v parabolické aproximaci,
rozlozit do vlastnich stavi Hamiltonidnu. Casové zavislou vinovou funkei na-
sledné, za znalosti vlastnich energii, ziskdme ve formé rady. Nasada v podobé
vlnové funkce s obecnym k (v 1D pouze jedna slozka k) by byla vhodn4
pro studium pasové struktury (disperznich relaci £, (k)), ale bylo by velmi obtizné
ziskat rozumné aproximace vinovych funkci spojité-diskrétniho spektra, nehledé
na nas zameér prevést nasledné problém na nestacionarni.

Uvazme, ze je vinova funkce elektronu pred interakci popsana v klidové sou-
stavé rovinnou vlnou ¢q(q) = %e"koq, tedy stavem s ostrou hodnotou hybnosti.
Abychom nakonec zvladli pomoci numerickych vypocti aproximovat ¢asove za-
vislou vlnovou funkci, tak v ansatzu zvolime k = ko, ¢imz se v TeSeni
vlastniho problému omezime na diskrétni hladiny

2 7
gt (1o )| w0 = B, @)

kde 1, (q) = e*%u, (q) a u,(q+ \) = u,(q) . Pokud nynf provedeme transformaci
Hamiltonianu a vlnové funkce analogickou té, kterda nas pro obecny periodicky

3Rovnost e~ Tpetk ™ = p 4 hk je disledkem tzv. BCH formule (viz (Cejnar, 2013) a
kanonickych komutac¢nich relaci [#,,, P,,] = ihdmmn, -
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potencial dovedla k (3.16]), tak dostaneme rovnici

R [ d , 2 4 o
(TN ST S
Znacnou vyhodou prevedeni problému na hledédni A-periodickych funkei u,(q)

je fakt, ze se nyni pohybujeme na prostoru kvadraticky integrovatelnych funkci

L?({0, ), ve kterém méme tiplnou ortonormélni bézi {¢;(q)}3> ., = %e P
Mizeme tedy provést rozvoj
©© 27r1]
un(Q) = Z an¢j(Q)7 kde Cnj —/ n(Q) dg-
j=—00

Rozvoj dosadime do rovnice ([3.17)), kterou nasledné vynasobime funkei ¢;(q) a
obé strany vyintegrujeme na intervalu (0, \). Vysledkem je, diky ortonormalité
funkei ¢;(¢), rovnice

> Hj;cnj = Encu, (3.19)

j=—00
kde Hj; zna¢i maticovy element transformovaného Hamiltonidnu v bazi funke

b;(q), tedy

d A
iy = {16, = [ 010 [—(dq+z’ko)+2(1—cos2”q)]¢]<>

Ziskdvdme tedy jasny postup pro numerické feseni, a tim je sestaveni matice Hj;

a jejl nasledné diagonalizace, ¢imz ziskdame vlastni energie FE, a sadu vlastnich

vektortt {cn; }52 ., které obsahuji rozvojové koeficienty, pomoci kterych ziskdme

funkce u,(q), tedy po vynasobeni faktorem e hledané vlastni stavy ,(q) .
Ocividné nikdy nenajdeme funkce w,,(q) zcela presné, jelikoz bychom museli se-

stavit a diagonalizovat nekonecné rozmérnou matici Hj;. Tento problém ale jesté

nechme chvili stranou a uvazme, Zze mame k dispozici koeficienty Cnj 2 vlastni

1

energie [, . Uvazovana pocatecni vinova funkce ¢o(q) = ﬁe’koq ma v pretrans-

formované soustaveé jednoduchy tvar konstanty ¢;(q) = J eji rozklad do funkeci
un(q) tak vede na

o A 1 271"Lj
= nUn n = = Cp N Tdg =
nz:;)H un(q) a kK /0 \/Xu Z ]/ /\e qg=cy

j—foo

jelikoz zfejmé posledni tvar integralu vede na nenulovy vysledek pouze v pripadé
j = 0. Dle vztahu ({3.9)), ve kterém nyni hraji u, (q) roli vlastnich funkei s energiemi
E,, tak lze casové zavislou vinovou funkci v transformované soustave zapsat jako

o0

choe FBut choe LBt 3 Cny e 5ta

j*—oo

V puvodni soustaveé, ktera odpovida klidové soustavé ponderomotorického poten-
cialu, tak vysledné Teseni zapiSeme ve tvaru

Cn, 2 '
Z Z ”0 —nony exp (zkzgq + — i q— z E,ﬂf) . (3.20)

n=0j=—o0 A
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Vlnovou funkei v prostoru hybnosti lze vyjadrit jako

o0

s 2 i 219
\Ij@’p) = Z Z 7;h C;kLocan_ﬁE”t ) {p —h (ko + m)} ) (3'21>

n=0j=—o0 /\

kde jsme pri vypoctu transformace (3.7) aplikovali distribu¢ni identitu (viz |Cej-
nar, [2013))

/Oo eipl;pqdq =27hé(p’ —p).

3.5 Interpretace a znazornéni evoluce ostré hla-
diny hybnosti

Z tvaru (3.21) vysledné vlnové funkce v hybnostni reprezentaci vidime, ze
jsme pro pocatecni stav ®o(p) o< d(p — hkg) ziskali superpozici diskrétnich hla-
din, které si jsou vzdaleny o celistvy nasobek Ap = 2wh/\. Z ¢asti vime, ze
A =27e/(wy + wa), a tedy Ap = h(w; +ws)/c, coz odpovidd zméné hybnosti elek-
tronu, ktery absorboval foton od jedné z vin a vlivem stimulovaného Comptonova
rozpylu emitoval foton do druhé, opacnym smérem se $f¥ici, viny. Casové zavisla
mira obsazeni hladiny s indexem j je pak (viz (3.21))) ddna vyrazem

oo .
X;(t) = Z czocnje_%E”t .
n=0

Abychom vytvorili obrazek, ktery bude znazornovat casovy vyvoj obsazeni
jednotlivych hladin, tak budeme chtit nahradit divergentni § funkce. Vyuzijeme
distribu¢ni limitu ] ,

lim ——e (e

a=0 |a|/m
Rovnici (3.19)), jejimz feSenim jsou koeficienty ¢,; a vlastni energie E,,, je tfeba
pri numerickém feseni vhodné omezit limitni hodnotou K na

=d(x).

K
/
Z H[jcnj = Encnl7
=K

tak aby byla dosazena dostatecné dobra konvergence koeficientti c,,;. Reseni jsme
opét konstruovali v prostredi Wolfram Mathematica, kde hlavni numerickou ne-
stabilitu zpiisoboval vypocet maticovych elementti H;; pro rychle oscilujici bazové
funkce ¢; s vysokym j. Nakonec bylo ale pro K = 50 nalezeno dostate¢né stabilni
reseni, jehoz presnost je charakterizovatelnd pomoci hodnoty

max min |c,;| ~ 2 - 1071,
no

Vizualizaci feseni tak provedeme, dle vysSe popsaného, pomoci vinové funkce

K 5K — (ko + 22)\
qj(t,p)zﬁ; % |(t)exp —(p (ko + )> , (3.22)

la a
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kde pouzijeme a = 5 - 107% a oznacujeme EEK)(t) = 32K chocnsexp(—LE,t) .

Abychom mohli vysledek srovnat s predchozimi obrazky, tak zvolime opét stejné
fyzikalni parametry, tedy A = 206 nm, do vztahu

2AF,
pozhkozmvg( 1+ 20—1>
muv;
dosadime AFEy = —9¢€V a pri vypoctu maticovych elementu jsme vzali velikost

amplitudy A = 30 meV.

Na obréazku [3.5] vidime, Ze i kdyZ se pohybujeme mimo parabolickou apro-
ximaci, tak pozorujeme periodické fokusovani vinové funkce (v tomto pripadé
obsazeni diskrétnich hladin) mimo pocatecni hodnotu energie. Srovnanim s ob-
razkem zjistime, Ze si pozice hlavnich piki odpovidaji v case i v konkrétnich
hodnotach AE. Viditelnym rozdilem oproti klasickému obrazku (samoziejmé vy-
jma celkové ,diskrétni“ povahy) je ale rychlejsi rozplyvani hlavnich piki, zejména
kdyz si uvédomime, Ze obrézek [2.7 byl vykreslen na logaritmické barevné skéle.
Opakovani postupu pro vétsi pocet hladin hybnosti z pozadovaného rozdéleni by

t[ps]

%(t, p(AE)|* [rel. j.]

0 1 2 3 4

Obréazek 3.5: Casovy vyvoj kvadratu vinové funkce, parametrizované rozdilem
energie oproti synchronnimu pripadu. Znazornéna evoluce popisuje interakci po-
¢atecni vinové funkce ve tvaru vlastniho stavu hybnosti, ktery odpovida energii
AEy = —9¢€V, s nekoneénym periodickym potencidlem. Bila oblast v blizkosti
(t,AE) — (0, —9¢V) je zpusobena limitovanim vykreslovaného intervalu funké-
nich hodnot.

39



Z.aver

V ramci tvodni kapitoly jsme shrnuli nékteré diilezité aspekty interakce na-
bité castice s ponderomotorickym potencialem. Kratce jsme se rovnéz zabyvali
aplika¢nimi moznostmi nepruzného rezimu této interakce, které motivuji sou-
Casné experimenty. V c¢asti jsme argumentovali, pro¢ je za urcitého experi-
mentalniho usporadani mozné problematiku studovat pouze v jedné prostorové
dimenzi. Pro toto uspotradani jsme v sekci odvodili konkrétni harmonicky
tvar ponderomotorického potencialu, ktery pocituje nabita ¢astice pohybujici se
rychlosti synchronizovanou s grupovou rychlosti optické zaznéjové viny tvorené
dvéma koincidujicimi laserovymi pulzy. V praci se omezujeme na plné nerelati-
visticky popis, a tak byl béhem tohoto odvozeni pii prechodu do klidové soustavy
zaznéjové viny y-faktor polozen rovny jedné. Zaroven byla zanedbana konecnost
interakéniho potencialu a ¢asova modulace obalky laserovych pulzti. Dopad téchto
aproximaci na finalni predpovédi ¢asového vyvoje by bylo mozné analyzovat po-
moci plné numerickych simulaci.

Studium dynamiky nas v klasickém pristupu dovedlo k feseni pohybové rov-
nice analogické problému matematického kyvadla. Tuto rovnici jsme tesili v jeji
nelinearni podobé pro obecné pocateéni podminky trajektorie elektronu. Reseni
jsme rozdélili na pripad nevazanych trajektorii, které prisluseji elektrontim s do-
stateénou kinetickou energii pro opusténi prostorové periody potencidlu, a va-
zanych trajektorii setrvavajicich v jedné periodé. Vyuzitim Jacobiho eliptickych
funkci, jez je mozné zavést pomoci analytické inverze eliptického integralu prvniho
druhu, jsme dosli ke kompletnimu vyjadreni trajektorie v obou téchto pripadech.
Analytické feseni nam umoznilo provést vizualizaci evoluce distribuce elektront
v realném prostoru a prostoru energii pro fadové 10° elektronii s vyuzitim omezené
vypocetni kapacity. Zajimava situace nastava v asynchronnim rezimu interakce,
kdy méa elektron na pocatku rychlost odliSnou od grupové rychlosti zaznéjové
vlny. V tomto rezimu pozorujeme ostré fokusovani distribuce elektronii v pro-
storu energii mimo pocatecni pik energetického rozdéleni. Rozdil rychlosti bylo
ale tfeba uvazovat maly, aby bylo mozné s dostatecnou presnosti pouzit odvozeny
tvar potencialu.

V kvantovém modelu jsme nejprve nahradili redlny tvar potencidlu parabolou
v blizkosti minima, ¢imz jsme studovanou interakci prevedli na systém lineér-
niho harmonického oscilatoru. S vyuzitim znamych vlastnich stavi ve tvaru Her-
mitovych polynomt jsme se zabyvali ¢asovym vyvojem vlnové funkce ve tvaru
gaussovského vlnového baliku, abychom nazorné porovnali predpovédi s klasic-
kym modelem. Evoluci vlnové funkce v parabolické aproximaci potencidlu jsme
nasledné ilustrovali jesté na pocatecni vinové funkci ve tvaru rovinné viny mo-
dulované odmocninou z distribu¢ni funkce zobecnéného normalniho rozdéleni.
Vyuzitim Blochova teorému a vhodné unitarni transformace plného harmonic-
kého Hamiltonidnu se nam podarilo po analytickych tupravach znazornit evoluci
pocatecni vinové funkce ve tvaru rovinné viny, tedy vlastniho stavu operatoru
hybnosti. Casovy vyvoj je charakterizovan obsazenim diskrétnich energetickych
hladin, které jsou od sebe v laboratorni soustavé vzdaleny o energeticky rozdil
odpovidajici rozdilu mezi energii absorbovaného a emitovaného fotonu v ramci
stimulovaného Comptonova rozptylu.
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Vysledky prezentovanych vypoctii prinaseji zajimavou moznost selektivniho
urychleni ¢i zpomaleni vyznamné c¢asti populace monoenergetickych elektront
prostrednictvim interakce se svétlem. Tato manipulace neni mozna v synchron-
nim rezimu, kdy je pocatecni rychlost elektront a zaznéjové viny stejnd a zména
rychlosti elektront béhem interakce zanedbatelna. Provedena teoreticka analyza
a numerické vypocty poslouzi jako zaklad pro numerické simulace, v nichz bude
uvazovano realistické ¢asové a prostorové rozlozeni elektroni a také skuteény tvar
laserovych pulzli generujicich ponderomotoricky potencidl. Vysledky budou rov-
néz vyuzity k odhadu parametri vhodnych pro experimentalni demonstraci a
praktické aplikace asynchronni interakce mezi elektrony a svételnou vinou.
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