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Abstrakt: Prace se tématicky zabyva metodami numerického popisu anharmo-
nickych molekularnich vibraci zahrnujicich také vibronické kaplovani. Hlavnim
zajmem je provérit moznost zda lze souborem interagujicich harmonickych oscila-
tortt nahradit pohyb v adiabatickém anharmonickém potencialu. Prace prvné im-
plementuje a provéruje numerickou metodu pro hledani vlastnich stavi v anhar-
monickych potencidlech. Predevsim pak zahrnuje diskusi, jak presny popis z hle-
diska ziskanych spekter a vlastnich stavii poskytuje model vibronického kaplovani
v porovnani s adiabatickou aproximaci stejného modelu.
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Uvod

V molekulové fyzice a také ve fyzice pevnych latek se nejhojnéji vyuziva pred-
pokladt tzv. Born-Oppenheimerovy aproximace platné v rozsahu nizkych energii.
Ta vychazi z fadového rozdilu mezi hmotnostmi jader a elektronti a na zakladé
separace casovych skal pohybii téchto konstituenti dovoluje Tesit jejich dyna-
miku samostatné. Born-Oppenheimerova aproximace ovsem nezahrnuje moznost
prechodu do vyssich neseparovanych energetickych stavi elektronového obalu (u
separovanych stavi je stale pouzitelna, prechody nastéavaji pouze ptisobenim vnéj-
siho pole). Proto je nutné zahrnout do rovnic i interakéni, tzv. vibronické, ¢leny,
popisujici pravdépodobnost téchto prechodii mezi vibracemi a excitovanym elek-
tronovym obalem. Jsou zapotiebi predevsim v systémech a pti energiich, pti nichz
se nachazi rizné elektronické stavy blizko sebe.

V blizkosti prechodii do jinych elektronovych hladin zméni ovsem efektivni
potencidly tvar s takzvanym vyhnutym kiizenim (avoided crossing). Tyto nové
potencidly jsou vysledkem prechodu do takzvané adiabatické reprezentace vlast-
nich stavt elektronového obalu. Prechodem do odlisné baze musime ovsem trans-
formovat i operator kinetické energie. Lze ovsem uzit predpoklad, kdy zanedbame
dalsi c¢leny, které se po transformaci objevi, a ponechame pouze standardni ¢len
s Laplaceovym operatorem.

Urceni tvaru potencidlu v némz probiha vibra¢ni pohyb jader molekuly je téz
zalezitosti Teseni Schrodingerovy rovnice pro soustavu elektronti pohybujicich se
v elektrostatickém poli jader. Neni zde nasi tlohou diskutovat ziskané poznatky
z této oblasti (a téz to presahuje rozsah této prace), vyuzijeme pouze nejjedno-
dussich zavéru s pozadavkem, aby nase numerickd metoda nebyla omezena na
konkrétni tvar potencidlové jamy a byla tedy ponechdna moznost aplikovat ji na
obtiznéjsi tlohy. Prvnim a nejjednodussim odhadem potencidlové jamy je har-
monicky oscilator. Ten predstavuje jednak analyticky jednoduse TeSitelny tvar a
jednak kazdy potencial s lokalnim minimem se jim da na jistém okoli nahradit.
Predevsim pro modelovani nizkoenergetickych vibraci je tedy vhodné jej pouzit.

Ne vzdy se ovSsem omezujeme na nizké vibrac¢ni hladiny a chceme zkoumat
vibrace blizké excitac¢ni ¢i disociacni energii molekul. Zde si jiz zfejmé s har-
monickym potencidlem nelze vystacit. Skutec¢nost silného odpuzovani pii malych
vzdalenostech a na delsich vzdalenostech vymizeni interakce muzeme popsat nej-
¢tu urcujicich parametra je snadny na implementaci, byt se dnes jiz pro presné;jsi
modelovani nepouziva.

Préace si klade za cil zprvu naucit se efektivnimu numerickému teseni staci-
onarni Schrodingerovy rovnice ve vicero anharmonickych potencidlech. Téz im-
plementovanou numerickou metodu peclivé otestovat z hlediska rychlosti konver-
gence a presnosti feseni v zavislosti na volenych parametrech tulohy. Nalezenou
zavislost pak detailné objasnit z hlediska numerickych jevii.

Tutéz numerickou implementaci se prace nasledné pokousi pouzit pro pripad
interagujicich potencialii. Na ni pak provést testovani pouzitelnosti prechodu z
diabatické do adiabatické reprezentace. Obracené si také klade otazku, s jakou
presnosti se daji anharmonické potencidly modelovat pomoci interakce nékolika
harmonickych potenciali.



1. Teoreticky prehled

1.1 Dynamika molekul — obecné poznamky

Dynamika atomt a molekul a vysvétleni jejich struktury patii mezi problémy,
na néz prinesla uspokojivé vysvétleni teprve kvantova mechanika. Zakladni rovnici
popisujici chovani kvantové-mechanického systému je tzv. bezéasova Schrodinge-
rova rovnice

HU(x) = E¥(x), (1.1)

kde E jsou vlastni ¢isla Hamiltonidnu A a W(z) znadi vlnovou funkei vlastniho,
tzv. staciondrniho, stavu, pro niz plati ¥(z) € Lo(R?) (viz Skdla (2011)). Nékteré
zakladni pripady Teseni rovnice jsou dobfe znamy. Pro molekulovou dyna-
miku je ovSem velmi dilezita rovnice vodikového atomu, kterda mé po rozepsani
tvar

h? h? e?

Ap— —A, — ————
2me 2m,, dre|R — 7|

U, (Rr) = E,0,(Rr), (1.2)

kde R a r jsme oznacili souradnice protonu a elektronu. V teorii struktury atomi
a molekul je tohle téi posledni analyticky feéitelny pf“ipad (1ze nalézt tamtéz, Viz
molekuly, je jiz potreba zabyvat se aprox1mat1vn1m1 numerickymi metodami. Nej-
castéji se pristupuje k separatnimu reseni soustavy elektroni molekuly a nasledné
k feseni pohybu jader, tento bézny aproximativni pristup si predstavime v nésle-
dujici sekci. Budeme pritom myslenkové vychéazet ze zakladnich ucebnic kvantové
chemie (viz napt. Zahradnik| (1976)).

1.2 Aproximace v kvantové teorii molekul

Jak bylo stru¢né zminéno vyse, formulace obecné kvantové-mechanické tlohy
neni obtizna. Obtiznost tkvi v jejim nasledném feseni, nebot se jednd v principu o
vicedimenzionalni nehomogenni diferencidlni rovnici druhého radu. Celkovy Ha-
miltonian kazdého problému teorie molekul pak lze obecné rozdélit na soucet tri
prispévki

ﬁ:ﬁ0+ﬁ6xt+ﬁinta (13)

kde H, je Hamiltontiv operator pro pohyb bodovych ¢astic v coulombickém poli.
Dalsi dva ¢leny H ot & H int Teprezentuji vSechny vnéjsi interakce (s vnéjsim elek-
trickym a magnetickym polem) a relativistické a jiné korekce jako napiiklad spi-
nové interakce, korekce na konecnou velikost jadra a korekce plynouci z kvantové
teorie pole.

Hovotime-li o feSeni dynamiky néjaké molekuly, bézné se postupuje zanedbéa-
nim poslednich dvou ¢lentt v rozpisu (1.3)). Ty se pfiddvaji teprve ndsledné jako
perturbacni vlivy zakladniho problému.



1.2.1 Born-Oppenheimerova aproximace

Po zanedbéani vnéjsich makroskopickych a vnitinich spinovych interakei lze
Hamiltonian systému dale rozepsat na vice prispévki

A

Hoy=T;+Te+Vj4+Vje+ Ve =T, + H,. (1.4)

Soucet poslednich ¢tyT operatort jsme v rovnici - 1.4)) oznadili souhrnné H,. Cleny
T; ja T reprezentuji operatory kinetické energie pro c¢astice tvorici jadro resp.
elektrony v elektronovém obalu

T,({Rs}) = —Z o (15
T.({r:}) . iA (1.6)

Zbylé ¢leny pak reprezentuji coulombické interakce postupné mezi jadry navza-
jem, jadry a elektrony a nakonec i mezi elektrony navzajem

N 2

~ Z[ZJ@
V.({RY) =Y ——22 1.7
j]({ I}) §4W8’R[—RJ’ ( )

62

Vie{R}{ri}) Zj: Z dre R — | (1.8)

n

Velfrh) =3 — (1.9)

= Amelr; — r;|

Vlnova funkce je pak funkei vSech souradnic ¥ = U({R;},{r;}). Formulujme
nyni pozadavky Born-Oppenheimerovy aproximace Born a Oppenheimer| (1927).
Vychazime z pozorovani, ze pomér hmotnosti mezi atomovymi jadry a elektrony
je velky (u elektronu a protonu je hmotnostni pomeér asi 1:2000). Z druhého New-
tonova zdkona je tedy elektrontim ve vzajemné coulombické interakei udélovana
podstatné vyssi rychlost. Born-Oppenheimerova aproximace tedy predpoklada, ze
elektrony se pohybuji v potencidlovém poli vytvoreném jadry molekuly a upravuji
svij pohyb okamzité se zménou konfigurace jader. A naopak jadra se pohybuji v
potencidlovém poli elektroni (v tzv. nadplose potencidlové energie). Predpoklada
ale, ze pole vytvorené elektrony ma natolik rychlé fluktuace, Ze ty se na samotném
pohybu jader neprojevi a efektivné bude piisobit pouze stfedni hodnota tohoto
pole. Vlnovou funkei systému molekuly lze tedy separovat do tvaru

V({ R} {ri}) = Y ({Ri})O({ R} {ri}), (1.10)

kde ¥({R;}) znaci vlnovou funkci jader a ®({R;},{r;}) je vlnova funkce elektro-
nového obalu. Na soutadnice {R;} lze nyni ve funkci ® pohlizet jako na parame-
try.

7 pozadavku vztahujictho se na pohyb elektront, kdy predpokladame, ze
nejsou ovlivnény pohybem jader (pouze jejich aktudlni polohou), muzeme psat
separatné Schrodingerovu rovnici

Ha®({Ri}{r:}) = WH{R D) 2({R:}.{r:}). (1.11)



kde polohy jader vystupuji také jako parametry energie W.
Podivejme se nyni jak v principu ptisobi operator kinetické energie jader na
separovanou funkei (|1.10)).

Tilw({Ri})2({R}{r:})] = ({RI} {Tz})Tjw({Rz})
- hQZ o Ve URDIVI®{ R} i)
+¢({Rz})Tj<I>({RI},{m})‘ (1.12)

V Born-Oppenheimerové aproximaci se tedy tplné zanedba vliv poslednich dvou
clentt v (1.12). Tim se redukuje ptisobeni na elektronovou ¢ést vlnové funkce
pouze prostiednictvim lenu H ., jak je vyjddieno v rovnici (T.11)).

Funkce W ({R;}) téZ vyjadiuje potencidl, ve kterém se pohybuji jadra. Pro
né samostatné tedy musi platit

[T;({Rr}) + WHRDW{Ri}) = E({Ri}). (1.13)

V nasem vykladu se omezime na dvouatomové molekuly. Mizeme tedy prejit
u soutadnic jader k soufadnicim popisujicim pohyb tezistové soustavy (tfi di-
menze), rotaci molekuly jako celku (dvé dimenze) a jedné soutadnici relativni
polohy jader (ozna¢me R) vici sobé navzajem (stretching). Pokud bychom ho-
vorili o slozitéjsich molekulach, lze vzdy prejit k vnitfnim soufadnicim a tim
podobné redukovat slozitost feseného problému (viz Domcke, (1999)). V dobré
aproximaci muzeme celkovy pohyb molekuly jako takové pri diskusi vnitini dy-
namiky zanedbat. Taktéz zde nebudeme uvazovat ani rotaci molekuly. Zavislost
na souradnicich jader v rovnicich se nyni redukuje na zavislost na jedné
soutradnici

[T5(R) + W(R)|(R) = E(R). (1.14)

Kineticky clen pii prechodu do novych soutadnic bude mit stejny tvar, ovsem
bude vydélen faktorem rozméru hmotnosti, ozna¢me jej pu. Neni pro nas dilezité
urc¢it podobu tohoto faktoru, proto prejdéme k nové soustaveé jednotek, ve které
plati © = h = 1. Rovnice pak prechézi na tvar

s+ W) w0 = B (1.15)

Zanedbali jsme transla¢ni i rotacni stupné volnosti molekuly, rovnice (1.15)) tedy
popisuje pouze vibrac¢ni hladiny.

1.2.2 Adiabaticka aproximace

Vyse byla provedena separace jaderné a elektronové vinové funkee (1.10)), jez
je zékladem Born-Oppenheimerovy aproximace. Vlnova funkce celé molekuly (bez
aproximaci) lze ovsem hledat ve tvaru nekone¢ného rozvoje (nyni jiz pro zavislost
na jedné soufadnici jader)

(R, {r:}) sz i(R, {r:}), (1.16)



tento rozvoj se nazyva nékdy Born-Huangiiv a probiha pres vSechny elektronické
stavy (predpokladame diskrétni spektrum). Born-Oppenheimerova aproximace
omezila sumaci pouze na jediny ¢len, mtizeme ji tedy povazovat za aproximaci
nultého radu. Adiabatickou aproximaci nazveme omezeni sumace na ko-
necny pocet clent, dale ovsem budou diskutovany pouze dva. Kazda vlnova funkce
jader v; pak splnuje analogii rovnice , kazda se svym potencialem W;.

Diabaticka reprezentace
Nyni aplikujme na rozvoj (1.16)) Hamiltonian (|1.4)), dostaneme

2

2 [@(R, ArDIWAR) - EJs(R) + @:(R, {r)Tj0(R)]

+ 3 [~ [VRU(R)[Va®i(R, {ri})] + vi( RT; (R, {ri})] = 0. (1.17)

i=1

Nazveme nyni ®4(R,{r;}), Po(R,{r;}) bazi diabatické reprezentace. V Born-
Oppenheimerové aproximaci jsme v predchozi rovnici zanedbali vliv poslednich
dvou ¢lenti, coz je mozné pokud je funkce ®; dostatecné pomalu se ménici funkci
R, takze lze zanedbat jeji derivace podle této proménné. To vsak vzdy nemusi pla-
tit, zvlasté v oblastech kiizeni dvou potencialt z riznym charakterem. Nasobime-
li nyni skaldrné rovnici bazovymi funkcemi diabatické reprezentace (s kon-
venci [ @3drd{r;} = d;1.), dostaneme soustavu rovnic

[T; — Ely1(R ZVh Yi( (1.18)
[T; — Elypo(R ngz Ui( (1.19)

Oznadili jsme Vji(R) = [ CID;I:I a®rd{r;}. Diagonalni ¢leny nazveme diabatickymi
potencialy a oznac¢ime jako I/VZ-(D)(R) = V;i(R), nediagonalni pak urcuji takzvanou
vibronickou interakci (vibronicky — svazani vibra¢ni a elektronické dynamiky)
potenciali danych diabatickou reprezentaci (plati Vo = Vi = Vi3). Presné urceni
tvaru matice V' (R) presahuje rozsah této prace, hlubsi diskuse 1ze nalézt naptiklad
v praci Estrada a kol. (1986)). Pro nase potfeby postaci brat potencialy Wi(D)(R)
ve tvaru znamych funkei jako harmonické ¢ Morseho. Kaplovaci interakce V;;(R)
budeme pak povazovat za konstantni, coz lze ospravedlnit faktem, Ze pro nas
interakce bude dilezitd pouze na omezeném intervalu v mistech kde se diabatické
potencidly krizi. Mimo tento interval nas pak velikost interakce prilis zajimat
nebude, nebot zde jsou jiz jeji vlivy potlaceny. Nakonec budeme fesit maticovy
problém

[(T 0 ) N (Wff’)(R) Vi )1 (wm%)) (m( >> (1.20)
0 Ty Vi,  WP(R))| \Wa(R) a(R)

V dalsich sekcich této prace se budeme zabyvat numerickym resenim rovnic tohoto
typu.



Adiabaticka reprezentace

K maticovému problému muzeme pristoupit téz néasledovné. Budeme
pozadovat, aby matice potencidlovych ¢lenti byla diagonalni. Z tvaru této matice
vime, Ze musi existovat unitarni transformace U (R), ktera ji diagonalizuje. Diago-
nalni cleny pak oznac¢ime Wi(A). Transformaci vektoru vlnovych funkei prejdeme
do tzv. adiabatické reprezentace

1/’1<R)> (801(R)>

U - : 1.21
(%(R) 2ol R) (1.21)
takto bude nova baze odpovidat predchozi definici adiabatické aproximace apli-

kované na elektronovy Hamiltonidn dany 2 x 2 matici potencidlu v rovnici (|1.20)).
Dostavame

T; 0 Wit(R) 0 21(R) 21(R)
Ul 7 . U++< ! ! =" o (1.22
)T (0 )| (20) -2 (i) o
Prechod od diabatickych potenciali k adiabatickym lze snadno vyjadrit, nebot
se jedna pouze o diagonalizaci matice 2 X 2

1 1 2
W) = L [P 8) + W)+ o[ ) - WP )+ v,
(1.23)

1 1 2
WEOR) = ¢ WP (8) + WiPAR)] - L[ ) - W)+ v,
(1.24)

Jelikoz matice U je obecné zavisla na souradnici R, tak transformace matice ki-
netickych operatorti nabude vyrazu, jez zde kvuli stru¢nosti uvadét nebudeme.
Aplikujeme pouze dalsi aproximativni krok, kdy zanedbame vsechny cleny, které
transformaci v matici pribudou. Prakticky tedy ponechame matici kinetickych
¢lent nezménénou. Opravnénost takovéto aproximace je pravé vlastnim predmeé-
tem této prace a bude dale zkouméana numerickymi metodami.

Ze vztahu (1.23)) a lze snadno vidét efekt prechodu do adiabatické
reprezentace (viz obrazek , kdy pokud se v diabatické reprezentaci potencialy
kiizily, dojde k vyhnutému krizeni (avoided crossing). Tenhle jev je dobfe zndmy
v teorii nadploch potencidlni energie.

1.3 Tvary molekulovych potencialt

Realistické molekuldrni potencialy nelze popsat presné zadnou analytickou
formuli. V molekulové fyzice se vSak vyskytuji dilezité analytické modely, které
postihuji zakladni charakteristiky realnych interakeci a navic jsou analyticky Tesi-
telné. Harmonické ptiblizeni se hodi pro malé vibrace v okoli minima potencialu.
Morseho potencial je analyticky resitelny model, ktery méa konec¢nou disociac¢ni
energii.



W1,2(R)

S -

Obrazek 1.1: Dva harmonické potencidly reprezentujici diabatické potencidly.

Céarkovanymi ¢arami je naznacen prechod k adiabatickym potencidlim. Cerné
horizontalni ¢ary pak naznacuji energetické hladiny.

1.3.1 Harmonické priblizeni

Uvazujme obecny potencidl W (R) zavisly na jedné vlastni souradnici mole-
kuly. Dale méjme ¢éstici s malou energii pohybujici se v okoli minima Ry daného

potencialu. Pak na jistém okoli mizeme tvar potencidlu rozvinout pomoci Taylo-
rova rozvoje

W(R) = W(Ro) + W/;RO)(R — Ry) + WHQ(!RO)(R — Ry)>+ O(R*).  (1.25)

Prvni élen v rozvoji je konstantni, nemd tedy na feseni Schrédingerovy rovnice

vliv, posouva pouze energetickou hladinu. Druhy ¢len je nulovy z nutné podminky

pro lokalni extrém funkce. Zanedbame-li kubické a vyssi cleny v rozvoji, prejdeme

v (1.15)) na rovnici kvantového harmonického oscildtoru (bez ijmy na obecnosti
volme Ry = 0).

1@ W/(R)
T2drE T T 2 321 AR

ed(R). (1.26)

Jeji feseni nalezneme v zékladnich textech kvantové mechaniky, napt. Formanek
(2004). Piejdeme k soutadnici ¢ = \/wR, kde w = /W"(Ry). Vlastni energie pak
nabyvaji hodnot

1
Ep = w(k + *),

5 (1.27)



W(R)

—— Morseho potencial
Harmonické priblizenf{

Obréazek 1.2: Tvar Morseho potencidlu a jeho harmonického pfiblizeni. Cernymi
horizontalnimi ¢arami jsou naznaceny hladiny vlastnich energii.

kde k € Ny. VInové funkce nasledné

ou()) = —— e T Hy(q). (1.28)

NN

Funkce Hy(q) znadi k-ty Hermittv polynom, jeZ je urcen rovnici

[V
[

Hilg) = (-1)fe¥ e

e 2.

Pro dalsi kapitoly podstatnym poznatkem o mnoziné vlastnich funkci kvantového
harmonického potencidlu je, Ze tvori tiplnou ortonormalni bézi na prostoru Ls(R)
(viz téz Formanek! (2004))).

1.3.2 Morseho potencial

Harmonické priblizeni je znaéné omezené na nizké energie, selhava naptriklad
tehdy, ma-li popsat asymptotiku v nekonec¢nu. Popisujeme-li naptiklad vibrace
dvouatomové molekuly, pak tvar potencidlu v zavislosti na poloze atomovych
jader vuci sobé 1épe odpovida tzv. Morseho potencidlu (viz napt. |Atkins (1994)).

W (R) = A(1 — e~ BUE=Fo)2, (1.29)

ktery je popsan tfemi parametry. Parametr A souvisi s disociacni energii, B ur-
¢uje $itku tohoto potencidlu a Ry je poloha minima. Na obrazku je srovnan
Morseho potencial s jeho harmonickym priblizenim.



1.4 Prevedeni na soustavu linearnich rovnic

Jak jsme avizovali vysSe, v této praci pristoupime k hledani vinovych funkci
pomoci numerickych metod. Ukazme si nyni, jak 1ze prevést Schrodingerovu rov-
nici na soustavu linearnich rovnic, jedna se o postup znamy téz z Hylleraas-
Undheimovy véty (viz |Hylleraas a Undheim| (1930)). Konkrétné se zamérime na
feseni rovnice ¢i soustavu resp. (1.22). Vlnova funkce je vektorem v
Hilbertové prostoru. Jelikoz Hilbertuv prostor je uplny prostor se skalarnim sou-
¢inem, lze v ném hledat tplnou ortonormalni bazi vektort. Pro vlnové funkce z
prostoru Ls(R), jak jiz vime, je takovou bézi naptiklad mnozina vlastnich funkei
harmonického oscilatoru {¢y }7° . Kazdou vlastni funkei ,,(R) jednorozmérného
potencialu 1ze tedy rozlozit do rady

— Sk on(R) (1.30)

s redlnymi koeficienty c® . Numericky nelze pracovat s nekone¢énym rozvojem, je
zapotTebi tedy prejit aproximaci ke konecné radé

N
=Yk on(R). (1.31)
k=1
Budeme déle uzivat skalarni soucin ve tvaru
(xilx;) / X; (R)x;(R)dR. (1.32)

Dosadime z (1.31]) za ¢ v (1.15)) a zleva skaldrné vyndsobime postupné funkcemi
ér pro k = 0,1,2,..., N. Tim ziskdme soustavu rovnic pro neznamé c¥, jez lze

vyjadrit jako

(i H|gr) (a1|H|ds) ... (61]H|on)) (¢! c!
(Galfllon)  (@alflon) .. (Galfllon) | | ) _ | (1.33)
(OnlH|p) (Dol Hldo) .. (dnlH|on)) \ e

Nalezenim vlastnich ¢isel a vlastnich stavi obdrzime odhady energii a vlastnich
funkci feseného potencialu. Z Hylleraas-Undheimovy véty pak vime, ze takto zis-
kané hodnoty vlastnich energii jsou hornimi odhady presnych vlastnich hodnot.
Poznamenejme jesté, ze pti hledani jednotlivych ¢lenti v matici je zapo-
trebi provést numerickou integraci. V této praci byla pro tyto tucely vzdy pouzita
lichobéznikova metoda integrace.

Obdobny postup aplikujeme pri feseni maticové vyjadrenych Schrodingero-
vych rovnic a (L.22). Zde rozkladu podrobime kaZdou slozku vek-
torové vyjadrené vlnové funkce. Harmonicka baze bude ovsem pro kazdou slozku
riznd, nebot ji volime dle pifslusného potencidlu, oznacme je {¢} 1o, a {7},
Po analogickém postupu jako vyse obdrzime soustavu rovnic, jez lze vyjadrit

blokové jako
(5% 72) (5060 - = (5hei). o
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Zde bloky H; jsou analogické jako v rovnici (|1.33]), nediagonalni bloky pak maji
tvar

(D1[Vizl@d?)  (611Vaald3) ... (o1|Viz]ow)

(dalVial@7)  (03[Vi2l63) ... (da|Viald})
Vi = . : , :

(G4 Vialéd) (GYVialdd) ... (GhlVialéd)

Uloha je tedy analogickd tloze s jednim neinteragujicim potencidlem. Diago-
nalizac{ maticového problému (1.34) pak muzeme separatné fesit Schrodingerovu
rovnici pro kazdy adiabaticky potencial zvlast, tedy prechazime na predchozi
pripad.

1.5 Vice vibracénich dimenzi

Jedno z moznych zobecnéni modelu pohybu jader se tyka rozsiteni do dvou
¢i vice vibracnich dimenzi. Pokud se znovu omezime na predpoklady aproximace
Born-Oppenheimerovy, pak prechodem do vice vibra¢nich dimenzi prechazime v
podstaté do vicedimenzionalni nadplochy potencialni energie vytvorené elektro-
novym obalem. Jednd se tedy o funkci vice proménnych Wé(xy, x,...,74), kde
X1, T, ..., Tq popisuji souradnice d stupni volnosti. Podobné je mozné tento po-
tencial v okoli jeho rovnovazného stavu Wd(a:(lo), xéo) s s a:&o)) = W¢ rozvinout do
Taylorovy fady a zanedbat ¢leny fadu vyssiho nez druhého.

d 1 owd
Wd(xl,xg, ey Tg) %Wéj + Z T &EO (x; — IEEO))
1 32Wo (0) (0)
z_: ZEaIJ xi — ;) (35— ;). (1.35)

Po odstranéni ¢lent nultého a prvniho fadu (z nutné podminky extrému) dosta-
vame kvadraticky potencial. Operator kinetické energie nabyva pro vice vibrac-
nich dimenzi tvaru pozitivné definitni kvadriky druhého stupné (nebot x; presta-
vuji obecné soufadnice, nikoli nutné kartézské)

d 2
ty 0
TV =-%Y 2
Z 2 8%83@7

ij=1

(1.36)

kde t;; jsou prvky néjaké symetrické pozitivné definitni matice.

Zcela obecné lze ukazat (viz |Domcke| (1999)), Ze lze nalézt linearni trans-
formace soufadnic k bezrozmérnym jednotkdm (xy, s, ..., 24)T — (q1,¢2, ..., qa)*
takova, ze pro tyto nové souradnice nabyva potenciadlni i kineticky c¢len soucasné
diagonalni podoby bez mixujicich ¢lenti. Hamiltonian pak prechézi do tvaru d-
dimenzionalniho harmonického oscilatoru

N 1L o2 1 ¢
Hd:—52m+§zwfqi2, (1.37)

i=1 % =1
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kde w; koresponduje s kruhovou frekvenci jednotlivych stupnt volnosti. V této
podobé néasledné miizeme jiz prevzit dobfe znamé reseni vicedimenzionalniho har-
monického oscilatoru (Formanek| (2004]))), tedy jako souc¢in jednorozmérnych vlast-
nich funkef (1.28)), ktery lze ndsledné znovu brét jako tplnou ortonorméln{ bazi
A L2 (Rd)

V této perspektivé by pak hledani vlastnich stavii d-dimenzionalniho anhar-
monického potencialu ¢i modelovani interagujicich potenciali bylo zcela analo-
gické jednorozmérnému pripadu.

12



2. Prakticka realizace modelu

2.1 Vlastni stavy jednoho anharmonického osci-
latoru v jedné dimenzi

Vlastni energetické stavy FE obecného potencidlu W(R), kde R je néjaka
vlastni souradnice, ziskame fesenim Schrodingerovy rovnice . V této pod-
kapitole volime Morseho potencial jako testovaci potencial pro demonstraci nami
pouzivané numerické metody. Tuto volbu ospravedlnuje (dle kapitoly o tvaru mo-
lekulovych potencidlil) podobnost skutetnému potencidlu jader atomu v dvoua-
tomové molekule. V principu jsme ale schopni niZze naznacenym postupem fesit
libovolny tvar potencidlové jamy.

Posloupnost vlnovych funkci harmonického oscilatoru, jez v dalsim bereme
za bazové, plné urcuji dvé konstanty: u, w. Jelikoz p jsme vySe vhodnou volbou
jednotek zafixovali na yu = 1, mame volnost pouze v parametru w. Pro ruzné
hodnoty tohoto parametru miize postup ritizné rychle konvergovat. Za rozumny
odhad povazujeme volit hodnotu tak, ze harmonicky potencial s danymi konstan-
tami 1w? R? nejlépe kopiruje voleny anharmonicky potencial v okolf jeho minima.
Formulovano jinak, konstanty odecteme z druhého ¢lenu Taylorova rozvoje anhar-
monického potencidlu v minimu.

Kazdou vlastni funkci Morseho potencialu lze aproximativné rozepsat ve tvaru
rady . Ukolem je nelézt pro pifslusnou vlastni funkci Morseho potencidlu
dostatecny pocet bazovych funkci, aby se konecény rozvoj lisil od spravné funkce
jen v ramci pozadované presnosti. Formalné budeme pozadovat

[1¥m(R) = ¥ (R < |1 (R)]]. (2.1)

Jelikoz ale v principu nezndme 1), (R), nelze relaci jako kritérium spravnosti
ziskaného ¥ (R) pouZit. Je tieba uZit jiného, odvozeného, kritéria. Aplikujeme v
prvni fadé predpoklad, ze posloupnost ma limitu ({¢,, }5°_, je tplna orto-
norméalni baze v Hilbertové prostoru), a dale predpokladejme, Ze od néjakého N
jsou prispévky od dalsich funkei malé ve smyslu . Konvergenci tedy ovérime
tak, Ze budeme pozadovat pro néjaké k v posloupnosti { M} }

[ (R) = ¥ (R)]| < || (R)]]- (2.2)

V pozadavku lze nalézt podobnost s Cauchyho kritériem konvergence. V
predevsim kontrolujeme velikost prispévku pridanych bazovych funkci. Do-
dejme jen, ze pro kazdy stav anharmonického potencialu budeme pozadovat kla-
sickou normalizaci ||1|| = 1, tedy v rovnicich a lze jesté upravit pravou
stranu. Konkrétné pro

[[m (R) — ¥ (R)|| < 1. (2.3)

Podobné je zapotiebi ovétit spravnost numericky ziskané vlastni energie EV.
Zde budeme pozadovat v principu stejnou relaci

<1 (2.4)
| E]
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V castém pripadé neznalosti analyticky presné hodnoty pak

e — B
e <L (2.5)

Neznamou ziistava, jak velka baze vlastnich funkei postacuje pro splnéni relaci
a . Ocekavame, ze dany m-ty vlastni stav a vlastni energie v Morseho
potencialu budou konvergovat az od takového poctu bazovych funkei, kdy veli-
kost klasicky povolené oblasti harmonické funkce (pro danou nejvyssi hladinu)
odpovida velikosti klasicky povolené oblasti Morseho potencidlu (pro spoctenou
vlastni energii).

Volba parametra dlohy

P1i volbé realistickych hodnot parametri se inspirujeme u experimentalné
namérenych dat molekuly Hs. Ta m4 jeden vibracni méd (tzv. stretching). Diso-
ciacni energie vodikové molekuly je priblizné 4.5 eV a rozdil mezi prvni a druhou
vibra¢ni energetickou hladinou je ~ 0.5 eV (data dle Waech a Bernstein| (1967))).
Taylortv rozvoj Morseho potencialu v minimu (Ry = 0) mé tvar

AWu(R)| 1 EWu(R)

dr |, 2 drr |,

Wir(R) = Wi (0) + R? + o(R*) = AB*R?,
kdy prvni i druhy ¢len Taylorova rozvoje jsou nulové. Konstanta A odpovida

disociacni energii molekuly. Vysledek ztotoznime s predpisem pro harmonickou
funkei 2w?R?, odtud

w 0.5 1

B - ~ = R
V2A  V2-45 6

kde w volime 0.5 kviili identité rozdilu energii E,, .1 — E,, = hw = w platné u
harmonického oscilatoru. S touhle volbou parametrt je jiz mozné vykreslit vinové
funkce Tesené tlohy.

Analyza konvergence

Morseho potencial je vhodny pro analyzu konvergence vinovych funkeci diky
tomu, ze velikost jeho klasicky povolené oblasti diverguje do nekonecna pro ko-
necnou energii. Lze tedy snadno ovérit tvrzeni vyse, ze pro dobfe zkonvergovanou
m-tou vlnovou funkci potrebujeme alespon tolik bazovych vektorti, aby velikost
klasicky povolené oblasti harmonického potencidlu byla dostatecnd vzhledem k
velikosti klasicky povolené oblasti anharmonického potencidlu. Budeme zkoumat
platnost relace s L?-normou. Na grafech v obrazku lze vidét, ze nizké
stavy se s rostoucim poctem bazovych funkci prakticky nemeéni, kdezto vyssi stavy
v Morseho potencidlu konverguji dle oc¢ekavani pomaleji. Je tedy nasnadé ana-
lyzovat numerické hodnoty az pro vyssi stavy, pricemz budeme mit zajiSténou
vzdy lepsi konvergenci stavii nizsich. U Morseho potencidlu s nami vyse zvole-
nymi parametry je mozné sledovat pro nizké N Sestnact stavii E], vyssi stavy se

ldle |Waech a Bernstein| (1967) mame 15 znamych, experimentélné zjisténych, vibra¢nich
energii molekuly Hs
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4
s ) = 3
KA Morseho potencial o
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) harmonicka clen ) 5]
o vinové funkce + energie 7
& &
1
—— Morseho potencial
—— harmonické ¢len 8
0 —— vinové funkce + energie
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
R—Ro [A] R=Ro [A]
(a) N =32 (b) N = 64
5 5
44 4
s 3 s 31
C )
2 2
o o
327 521
c c
] fir}
1{ 1
—— Morseho potencial —— Morseho potencial
E— harmonicka ¢len harmonicka ¢len 1
01 —— vlnové funkce + energie 01 —— vlnové funkce + energie
-0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
R—Ro [A] R=Ro [A]
(c) N =128 (d) N = 256

Obrazek 2.1: Vybrané (1., 2., 3., 5., 6., 12.) vlnové funkce vlastnich stavi Ha-
miltonidnu s Morseho potencidlem spoctené pomoci N bazovych funkci. Kazda
vlastni funkce je vertikalné posunuta o hodnotu vlastni energie, cely potencial je
pak vertikdlné posunut o konstantu rovnou disociaéni energii. Carkovand kiivka
reprezentuje harmonicky c¢len Taylorova rozvoje Morseho potencialu v minimu.
Pocatek horizontalni osy je posunut do rovnovazného stavu. ReSeny problém roz-
meérove i priubéhem potencidlu priblizné odpovida molekulové vazbé dvou vodikt

H — H, kde Ry = 0.74 A.
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Tabulka 2.1: Konvergence 13.-16. vlnové funkce pro N bazovych funkci. Vysledky
uvadime s presnosti na tfi platné cifry, coz pro orientacni ovéreni konvergence
postacuje. Tucné jsou vyznaceny hodnoty mezi nimiz se nachézi Ny, pro niz
oc¢ekavame, ze vlastni stav bude jiz blizko presné podobé.

|

m 13 14 15 16
N =32 0.824 0.591 0.869 0.819
48 0.768 0.787 0.678 0.703
64 | 0.775 0.859 0.768 0.732
9 | 0.201 0.518 0.770 0.818

128 | 0.0293 0.183 0.571 0.889
192 | 5.21-107* 8.75-10%  0.0898 0.400
256 | 1.32-107° 4.70-10~*  0.0107 0.134
384 | 2.16-107% 2.60-107% 2.01-10~* 8.83-107*
512 | 5.32:107% 2.97-107® 6.28-107¢ 7.77-1074
768 | 5.15-107% 7.84-107° 5.18107% 2.23.107°

zacnou objevovat az s velkym poc¢tem bazovych funkci. Analyzujme tedy 16. a
tii nizsi stavy. V tabulce [2.1] jsou uvedeny hodnoty levé strany pro rostouci
pocet bazovych funkci. Vyssi stavy dle ocekavani konverguji patrné pomaleji s
tim, ze pro N ~ 400 lze povazovat podminku pro vSechny zkoumané stavy
za splnénou. Tucné jsou vyznaceny ty hodnoty, jez byly sestaveny s dostatecného
poctu bazovych funkci dle vysSe zminéného kritéria velikosti klasicky povolenych
oblasti (pro Mosrseho potencidl ji ozna¢me [). Jelikoz je Morseho potencial asy-
metricky vzhledem k ose y a smérem do 400 vice ,roztahly*, bereme polovinu [
jako vzdalenost pravého bodu obratu k ose y. Pro danou energii vlastniho stavu
mame vztah

I(E)

") (2.6)

) = -1 (V)

VA

Potadi N4, nejvyssiho stavu v harmonickém oscildtoru, pro jehoz energii ma
harmonicky potencial kratsi klasicky povolenou oblast nez Morseho potencial,
uréime vztahem

Nyas = Bwlz(E) - ;J | (2.7)

Hodnoty z tabulky 1ze jesté vizudlné porovnat na obrazku [2.2] kde verti-
kalné vyznacujeme pravé N,,q.. Urcéené N,,., zfejmé neni dostacujici pocet bazo-
vych funkei pro zkonvergovany vlastni stav, ovsem funguje jako urcita charakte-
ristika daného stavu, ktera lze pouzit pro orientaci ve volbé velikosti baze. Vidime
totiz, ze pro N > N4, jiz norma rozdilu jde relativné rychle do nuly. Jako dobry
odhad pro vhodny pocet bazovych funkei se diky obrazku ukazuje 2N,,4.. To
muze byt ovsem pouze specifikem dané lohy a nikoliv obecnym pravidlem, nebot
nemame teoreticky podklad pro tuto konkrétni volbu.

Podobné jako pro normu rozdilu vlastnich funkci lze porovnavat obdrzené
hodnoty vlastnich energii. V tabulce jsou vypsany hodnoty rozdilu z relace
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Obrazek 2.2: Graf konvergence ¢tyt vlastnich stavii Morseho potencidlu v zavis-

losti na velikosti bazové mnoziny. Svislymi ¢arami jsou vyznaceny hodnoty Ny,
pro jednotlivé stavy m.

spolecné s odhadem energie daného stavu pro nejvétsi zvolenou bazovou
mnozinu a presnou hodnotou danou z analytického feseni Morseho potencialu
(viz nize). TéZ je vykreslen graf na obrazku [2.3] ve kterém lze vizudlné porovnat
konvergence stavil spolecné s hodnotou Ny,.., jez zde podava relativné spravny
odhad pro volbu bazovych funkci. Lze tedy trvdit, ze nakolik by v tloze nebyla
potfeba znat presné vlastni funkci ale hodnotu vlastni energie, postaci velikost
bazové mnoziny dle vztahu ([2.7)).

Numericka analyza

Podivejme se na zadany kol jesté z numerické perspektivy. V tabulce[2.2]jsme
obdrzeli u 13. vlastni funkce nejlepsi chybu fadu 10712, ktera se nasledné pro vétsi
bazi jiz nezlepsila. Zda se, ze hlavni roli zde jiz prebiraji numerické faktory. V
pouzitém programu je standardné pouzit format Cisel floating point s dvojitou
presnosti (double precision, loat64), jehoz strojova presnost je

Emach = 2722 ~ 1.11 - 10716,

V nasi dloze jsme tedy obdrzeli pro vlastni stavy o ¢tyfi fady horsi presnost nez
je ta strojova.

Predné je tfeba hledat snizeni presnosti v feseni maticového problému (|1.33)).
Kazdy ¢len urcujeme numerickou integraci pomoci lichobéznikového pravidla. Dle
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Tabulka 2.2: Konvergence 13.-16. vlastni energie Morseho potencialu pro N ba-
zovych funkci. Norma je urc¢ena z rozdilu po sobé jdoucich spoctenych energii.
Vysledky uvadime s presnosti na tii platné cifry. Tuéné jsou vyznaceny hodnoty
mezi nimiz se nachézi N,,,., pro niz o¢ekavame, ze vlastni energie bude jiz témér
spravna. Téz je ve spodni ¢asti uveden spocteny odhad pro N = 768 v porovnani
s piesnou hodnotou analytického feSeni EE=<t,

|[EMi+t — EMe| [oV]
m 13 14 15 16
N=32 0.552 0.703 0.863 1.03
48 0.220 0.309 0.401 0.496
64 0.120 0.224 0.333 0.444
96 0.0100 0.0465 0.107 0.173
128 | 3.50-107* 6.35-10°3 0.0382 0.103
192 | 1.80-10°7 2.91-107° 1.40-103 0.0154
256 | 1.31-10710 1.04-10°7 2.83-107° 1.75-1073
384 | 3.49-10°*2 1.03-10~1 1.27-10°8 1.17-107°
512 | 1.04-10719 9.82.10 11 6.17-10~1 9.81-10~%
768 | 3.21.1071° 5.54-10710 1.13-10710 8.47-10711
E08 1 4.0798611084 4.2187500014 4.3298611097 4.41319444391
EEret | 40798611111  4.2187500000 4.3298611111  4.41319444444
|EpEzet _ 768 2.7.1077 1.4-1079 1.4-1079 5.3-107°

|EM‘<+1 _ EMkl /EMk+1

10—11 .

10_13 T T T T T T T
100 200 300 400 500 600 700
N bazovych funkci
Obrazek 2.3: Graf konvergence ¢tyt vlastnich energii Morseho potencidlu v zavis-

losti na velikosti bazové mnoziny. Svislymi ¢arami jsou vyznaceny hodnoty Ny,
pro jednotlivé stavy m.
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Euler-Maclaurinovy fady (Lampret| (2001)) aproximuje lichobéznikova metoda in-
tegraci pres interval presné az na korekce imérné sudym mocninam délce voleného
integra¢niho kroku h = (b — a)/M, kde M je pocet déleni intervalu.

/abf(a;)da; —h <f(2“) 4 f(ath)+ fla+2h)+ ..+ fb—h)+ f<2b)>

h2 / / h4 n "
+ (@) = S0 = sl (@) = S (O] + e
Vlnové funkce pro vazané stavy néjakého potencidlu vsak maji v krajnich bodech
tvar exponencidly, tedy také vsechny derivace ubyvaji exponencidlné. Volime-li
tedy v numerické integraci dostatecné Siroky interval a dostatecné maly inte-
gracni krok, budou korekce z Euler-Maclaurinovy fady zanedbatelné i vzhledem
ke strojové presnosti.

Kazdy séitanec v lichobéznikové integraci (prvni ¢len Euler-Maclaurinovy
rady) je ovSem reprezentovan se strojovou presnosti. Pri s¢itdni obdrzime sou-

¢et, pro néjz je odchylka radu

N J (JW (a2t f(b— )2+ f(j)2>smach

4
Namisto problému hledani vlastnich ¢isel a stava stavi
0V = BV
resime problém s chybovym ¢lenem
(H+AH)U = EV.

Dle Bauer a Fike (1960) pro podminénost tilohy hledani vlastnich ¢isel plati na-
sledujici véta.

Véta 1 (Bauer, Fike). Pokud je A diagonalizovatelnd matice s vlastnimi cisly
A1, Aa, .oy Ay, potom vlastni cisla matice A + E lezi v kruhu

Ki ={z |z = A < o(X) - || B[},

kde c¢(X) = || X|||| X Y| je ¢islo podminénosti matice vlastnich vektori v maticové
normé || - ||.

Predchozi véta nam neposkytuje spodni ale pouze horni odhad chyby a to
jak pro konvergenci naseho postupu, tak pro srovnani s presnymi hodnotami.
Mizeme ale ihned diky ni vysvétlit chovani norem v tabulkéich a [2.2) nebot
pro vétsi bazovou mnozinu bude téz vétsi matice AH a tedy také jeji maticova
norma. Proto pozorujeme zhorseni konvergence u velkych N.

Méjme nyni konkrétné matici H vytvorenou ze 768 bazovych funkci. Budeme
pracovat s maticovou 2-normu (||Alls = \/Amaz(ATA)), diky ¢emuz ovSem do-
staneme ¢(X) = 1, nebot matice vlastnich vektortu je pro hermitovskou matici
H unitarni. Ta pak mé vSechna vlastni ¢isla na jednotkové kruznici v komplexni
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roviné. Spocteme si dale chybovou matici dle horniho odhadu chyby jednotlivych
prvki z rovnice (2.8). Jeji relativni norma potom vychazi

|AH||/Eyg =~ 4.1-107%,

Dostavame tedy pomérné hruby odhad odchylky, ktera je ovsem v souladu s daty
v tabulce a také s kritériem ([2.5)).

Presnéji 1ze obdrzenou chybu odhadnou z Rayleigh-Schrodingerovy poruchové
teorie. V ni se odvozuji korekce energie poruseného Hamiltonianu, tedy v podstaté
Hermitovsky sdruzené matice. Pro korekci energie prvniho radu plati

AE; = (i|AH|i), (2.8)

kde |i) je i-ty vlastni stav neporuseného problému. PouZitim tohoto vztahu pro
korekci energii dostavame priblizny odhad chyby

|AE16|/E16 ~T- 10_13.

Tento odhad jiz velmi dobfe koreluje se ziskanou odchylkou. Vyse ziskané od-
hady chyb by bylo jesté mozné zkoumat z hlediska mnozstvi pouzitych bodua pri
integraci a téz velikosti integrovaného intervalu. To vSak pro diskusi neni prilis
podstatné, nebot jsme si kladli za cil vysvétlit hodnoty ziskané vyse s jiz imple-
mentovanou integraci [}

Faktor, ktery téz ovliviiuje vyslednou presnost je mira poklesu v krajich vinové
funkce. Bude-li klesat pomalu, pak je potfeba vétsi bazova mnozina, aby tento
pokles popsala. Predevsim zde bude hrat roli oblast R > 0. Dle WKB aproximace
zde klesa vlnova funkce jako (Rp je bod obratu)

U(R) = O kL, o B
2m(W(R) — E)]

Analogicky pak druha strana. Zvazime-li prubéh Morseho potencialu, pak je pa-
trné pokles na oblasti R > 0 vlnové funkce mnohem pomalejsi nez na R < 0.

Rozebrali jsme relativné podrobné konvergenci vlastnich energii zkoumaného
potencialu. Lze téz uvést odhady o oc¢ekavané odchylce velikosti vlastnich vektor,
to ovSsem neni vlastnim predmeétem této prace, proto je zde z divodu tspornosti
nebudeme diskutovat.

Komparace s analyticky presnym resenim

A¢ nas predchozi postup neobsahuje teoretické predpoklady, jez jsou neodu-
vodnéné, je vzdy vhodné téz porovnat numerické feSeni problému s analyticky
presnym TeSenim, pokud ovsem existuje. V pripadé potencialu Morseho typu ana-
lytické feseni nalézt lze (viz napr. Dahl a Springborg (1988))). Obecna m-ta vlastni
vlnova funkce ma nasledujici tvar

Ym(z) = NmzA’m’%e’%ZLg’\’mel)(z), (2.9)

2Pro tplnost uvedme, Ze velikost kroku pii integraci urcujeme z velikosti baze, tady h =

_1
100V N
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Tabulka 2.3: Konvergence 16. vlastni funkce Morseho potencidlu pro N bazovych
funkci k presné funkci dané analytickym fesenim. Vysledky uvadime s presnosti
na tii platné cifry. Tuéné jsou vyznaceny hodnoty mezi nimiz se nachazi N, .

| g — vig|

N=48 1.11
64 1.09
96 0.926
128 0.847
192 0.225

256 0.0186

384 8.17-107°
512 6.01-1077
768 3.34-10710

kde A a B jsou parametry Morseho potencidlu ([1.29)), dale znac¢ime \ = LQA,
z = 2 e~ BUE=Fo) " [(9)(2) je zobecnény Laguerriiv polynom
27 % d™

m!  dzm

L(2) = (27" %e™)

a normalizac¢ni faktor

=[]

Nakonec uvedme téZ presnou hodnotu vlastniho ¢&isla (energie) EE* pro stav

29)

B? 1
EEret — A 7(A—m— )2 (2.10)

kde m =0,1,...,[A— 5.

Srovnani hodnot vlastnich energii jsme jiz uéinili vyse, v tabulce [2.2] Nyni
jesté srovname spocteny a presny tvar vlastni funkce, jejiz hodnoty ziskdvame
pomoci fuknce special.genlaguerre (prendsobené uvedenymi faktory) v py-
thonovské knihovné scipy. Budeme tedy ovéfovat podminku (2.1)) ovsem pro
stru¢nost pouze s jednim vlastnim stavem (konkrétné vybereme ten 16. pro nami
vysSe zvolené parametry). Srovnani (normu rodilu) uvddime v tabulce . Ob-
drzeli jsme ponékud (o ¢tyri fady) lepsi odchylku nez pii zkouméni konvergence
pomoci nerovnice , coZ lze pricist faktu, Ze ¢len 1 nese fadové vétsi chybu
do vysledku (viz rozbor vyse), kdezto 15 nese pouze neptesnost danou $ifenim

strojové presnosti.

Metodicka poznamka

Prestoze 1ze problém s Morseho potencidlem fesit analyticky a pouzitym nu-
merickym postupem jsme schopni pfibliZit se spravnému vysledku v fadu 10719,
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lze si jesté klast otazku, nakolik modelovany problém odpovida problému sku-
tecnému. Ponechme nyni stranou analyzu presného tvaru potencidlu a zamérme
pozornost pouze na jednorozmérnou souradnici R, jez vyjadiuje vzdéalenost jader
v molekule Hs a v principi by méla nabyvat pouze hodnot v intervalu (0, c0).
V grafech na obrazku jsme pocatek souradné soustavy volili dle minima po-
tencialu, neni tedy vizualné patrné, kde lezi nulova hodnota vzdalenosti dvou
molekul. Jeji hodnota je R = —0.74 A. Zd4 se, 7e v této zaporné hodnoté jsou
vlnové funkce jiz bezpecné nulové, nicméné nakolik funkce slozené z harmonické
baze klesaji exponencialné, obecné nulové nejsou. Neda se ocekavat, ze by u mo-
lekuly vodiku mél tento fakt néjaky vyznamny vliv (v fddu odchylek ziskanych
jinymi vlivy) na tvar vlnovych funkei pripadné hodnoty vlastnich energii. Nelze
ovsem vyloucit pevnéjsi vazby ¢i uzsi jamy, kde by tento vliv jiz zanedbatelny
nebyl a numerické feseni by pak pozbylo validity.

Tahle obtiz muze byt efektivné resena odlisSnou volbou ortonormalni baze. Na-
priklad lze vybrat vlastni funkce nekoneéné potencidlové jamy v intervalu (0, L),
zavislé na volném parametru L. V principu tak dostavame presnéjsi metodu.
Numericky by ovSem feseni bylo zdlouhavéjsi, nebof vznikd potfeba zkoumat
odchylku v zavislosti na parametru L.

2.2 Vlastni stavy potencialu se dvéma minimy

Nase prace sméruje k analyze presnosti riznych modelti dvou a vice inter-
agujicich oscilatori. V teoretickém prehledu bylo odvozeno, ze prechodem do
adiabatické baze prejdou dva interagujici potencidly na jiné dva, z nichz jeden
ma tvar potencialu o dvou minimech. Nez prejdeme primo k témto aplikacim, je
vhodné si konvergenci naseho postupu provérit pravé na takovém tvaru potenci-
alu, jez je blize podobny problému, ktery se pozdéji vyskytne. Tedy potencialu
obecné s vice lokalnimi minimy. Nejjednodussi polynomialni funkci, ktera spliuje
pozadované vlastnosti je polynom ¢tvrtého radu

pa(r) = ax* — ba® +c. (2.11)

Parametry a a b souvisi s vyskou potencidlové bariéry mezi minimy a téz jejich
vzdalenosti, ty ozna¢me h a d. Plati
b 2b
h= 4a’ d= a’
parametr ¢ pak potencidl pouze vertikalné posunuje. I zde, jako v predchozim
pripadé, lze nalézt konkrétni priklad molekuly, jejiz potencial pro urcitou vlastni
souradnici ma dany tvar. Konkrétné mtzeme uvést pyramidalni (Cjs,) molekulu
amoniaku N Hj a jeho vibraéni méd nevlastni torze (anglicky umbrella motion),
pridruzena vlastni souradnice je tihel nevlastni torze. Planarni molekule pridélime
uhel 0°; pak jednotlivda minima sedi pod tthlem ~ 4+60°. Potencidlova bariéra zde
ma vysku priblizné 0.21 eV (viz Espinosa-Garcia a kol.| (2012)). Odtud dostéavame

a=162-10"%eV-thel™ b=1.17-10"% eV - thel 2.

Z kvalitativniho rozboru Schrédingerovy rovnice (napft. v |[Formanek (2004))
(1.15) s potencidlovou funkei typu (2.11]) 1ze dovodit piiblizné chovani jejiho fe-
Seni. Predné, pti nizkych hladindch energie, lze na uzity typ potencialu pohlizet
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jako na dvé oddélené potencidlové jamy. Funkce bude mit tedy takovy tvar, jaky
by méla tehdy, pokud by to byla samostatnd jama. Daly by se tedy ocekavat
dvakrat degenerované energetické stavy. Nicméné vlivem kvantového tunelovani
tento odhad neni presny. Degenerované hladiny se totiz rozstépi a to tim vice, ¢im
nizsi bude potencidlova bariéra pro danou energii. Tomuto odejmuti degenerace
se 11kd inverzni dublovani (inversion doubling).

Prakticky ovSsem algoritmus na feseni vlastnich stavli a energii nijak nemé-
nime. Jediné parametry, jez je potfeba pozménit pro zlepseni konvergence, jsou
parametry harmonického oscilatoru, jehoz vlastni funkce uzivame v maticové rov-
nici (1.33). Nabizi se znovu rozvinout potencial do Taylorovy fady v jednom z
minim. Bazové funkce budeme ovSsem centrovat v nule, abychom i numericky
zajistili symetrii podle osy y.

Nékteré vlastni stavy vykreslujeme v grafech na obrazku 2.4l Znovu lze zkou-
mat zavislost na poc¢tu bazovych funkci pro konvergenci vlastnich energii s vlast-
nich stavi. V principu nelze ocekavat radikalné odlisné chovani nez jsme pozo-
rovali v predchozim pripadu v grafech a [2.3] Nebudeme tedy nyni provadét
stejné dikladnou analyzu jako vyse, pouze budeme sledovat konvergenci v tabulce
2.4 Zde si 1ze vSimnout jednak pfesnosti s jakou jsme vysledek energie obdrzeli a
jednak potvrzeni ocekavaného inverzniho dublovani, jez je pro dva nejvyssi stavy
radové vyraznéjsi nez pro stavy nizsi.

Dtvod toho, Ze jsme obdrzeli o jeden az dva Fady presnéjsi hodnotu (ve smyslu
(2.5)) vlastni energie nez u ptipadu Morseho potencidlu (blizkou strojové pres-
nosti), tkvi pravdépodobné ve vicero vlivech. Za prvé pro spoéteni prvnich étyt
funkci sta¢i mnohem mensi baze, diky ¢emuz pak norma chybové matice neni tak
velkd. Za druhé téz uzivame patrné ¥idsi déleni pii numerické integraci (krok urcu-
jeme velikosti béaze), redukuje se tedy téz chyba dand séitdnim velkého mnozstvi
c¢isel. Nakonec, a patrné nejmarkantnéji, se projevuje fakt, ze funkce na krajich
klesd mnohem rychleji nez u Morseho potencidlu (pokles je urcen pribéhem po-
tencidlu, viz poznamka o WKB aproximaci vyse).

2.3 Interagujici potencialy

Dynamiku molekuly, jak je rozebrano v teoretickém prehledu této prace, lze
popsat pomoci riznych stupni aproximaci. Cilem této sekce by mélo byt prove-
Iit, jak se diskutované aproximace od sebe kvalitativné lisi, tedy zda a v jakych
pripadech je vhodné pouzit to které priblizeni. Zde pak neni nutné priblizovat in-
teragujici potencidly néjakému specifickému problému. Interakce v rovnicich pro
interagujici potencidly je zajiSténa takzvanym kaplovacim c¢lenem, ten svazuje
reseni Schrodingerovych rovnic v jednotlivych diabatickych potencidlech. Vysled-
kem jsou vlastni stavy, které respektuji moznost, ze se molekula muze nachazet
v obou elektronickych stavech.

Vlnova funkce je konfigurovana z feseni v jednotlivych diabatickych potenci-
alech

\I/(T‘,R) == Z C@Jgﬁi’J(R)q)i(T,R),
1,J
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Obrazek 2.4: Vlnové funkce vlastnich stavii Hamiltonidnu s potencidlem danym
kvadrickou formuli spoc¢tené pomoci N bazovych funkci. Kazda vlastni funkce
je vertikdlné posunuta o hodnotu vlastni energie. Cérkovana kiivka reprezen-
tuje harmonicky ¢len Taylorova rozvoje potencidlu v minimu. ReSeny problém
rozmeérove i pribéhem potencidlu priblizné odpovida potencidlu nevlastni torze
molekuly amoniaku N Hj.

Tabulka 2.4: Konvergence ¢ty vlastnich energii dvouminimového potencidlu pro
N bazovych funkci. Norma je urcena z rozdilu po sobé jdoucich spoctenych energii.
Vysledky uvadime s presnosti na tii platné cifry. Téz je ve spodni ¢asti uveden
odhad vlastni energie pro 256 bazovych funkei.

BN — BN [oV]
m 1 2 3 4
N=12 | 3.12-10"2% 6.32-103 0.0135 0.0120
16 7.37-107° 9.59-10% 4.87-107%* 1.57-107%
24 1.08-1079 1.33-1079 4.44-107° 8.27-107?
32 | 1.360-1071%  5.09-10~ 4 2.85-10712 3.37-10713
48 | 5.27-10716 5.27-1071 5.05-10~1 0.00
64 | 4.82-1071 2.78-10715 4.64-1071 3.58-1071°
96 | 2.23-1071 6.52-10716 6.83-1071° 6.02-1071°
128 | 2.60-10714 2.31-10714 2.38-10714 3.12-1071°
192 | 3.34-1074 9.81-1071° 1.31-107 1.09-10~ 4
256 | 2.80-10~™ 3.39-10~ ™ 8.43-10~H 1.10-1074
ng’(j 0.063648 0.063848 0.17121 0.18041
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kde jsme vlastni funkce jiz rozepsali do béaze a kde tedy ¢; j(R) je J-ty vlastni
stav harmonického potencidlu v i-tém (pro nas i = 1, 2) diabatickém potencialu.
Funkce ®(r,R) pak vyjadiuje elektronovou vlnovou funkei.

Adiabaticka aproximace pak odstranuje kaplovaci ¢len a pohyb jader popi-
suje jako pohyb v potencidlech danych diagonalizaci ptivodniho problému (viz
teoreticky prehled), které spolu jiz dale neinteraguji.

2.3.1 Diabatické potencialy

V diabatické bazi pozorujeme interakci dvou obecnych potenciali prostred-
nictvim kaplovani (uvddime pocestény anglicky termin coupling, dalo by se téz
rici vazba nebo interakéni ¢len). V této praci neni nasim tdélem hledat presnou
podobu nadplochy potenciadlni energie, tu lze nalézt v jiné, rozsahlejsi, literature
(viz napt. Fernandez a Garcia (2021))). Neni pro nés téz potieba implementovat co
nejpresnéjsi potencialovou nadplochu, pro prvni vhled postaci kvalitativné zana-
lyzovat interakci dvou identickych, ovSsem posunutych, harmonickych oscilatort.
Zazity postup se pak snadno rozsiii i na presnéjsi potencidly.

Rozméry ulohy

Nebudeme zde, jako vyse, motivovat tilohu experimentalnimi daty konkrétni
molekuly. Je ovSsem pottebné alespon si ujasnit v jakém pomeéru jsou rtzné uzité
konstanty. Harmonické potencidly charakterizujeme tithlovou frekvenci w a jejich
posunutim Ry. Pak ndm stac¢i urcit, v jakém poméru jsou mezi sebou a pomérové
jak velky je viici nim kaplovaci ¢len Vis.

Velikost posunuti budeme volit tak, aby kiizeni (crossing) nastalo priblizné u
patého vlastniho stavu harmonickych potenciali. Déle pripomenme ze pro kon-
stantni kaplovaci ¢len Vi, se potencidly rozstépi na vzdalenost 2Vi5. Budeme tedy
zkoumat velikosti kaplovani (majici rozmér energie) od Vi5 ~ hw aZ po malé hod-
noty Vo < hw.

Analyza modelu

Zde po nés uloha vyzaduje rozsiteni predchoziho numerického postupu do
dvou vibra¢nich dimenzi. Jedna se v podstaté o diferencialni rovnici pro dvou-

slozkovou vinovou funkei
_ ((R)

kde prvni resp. druha slozka popisuje amplitudu pravdépodobnosti nalezeni sys-
tému v misté R pricemz elektronovy obal je lokalizovany v prvnim resp. druhém
elektronickém stavu. Abychom se nemuseli v dalsim zabyvat rozmeéry tulohy, pre-
jdéme jiz nyni k bezrozmérné obecné soutadnici q. Rozepsanim Schrodingerovy
rovnice pomoci takto pojaté vinové funkce prejde Hamiltonian do blokové formy
(1.34). Numerické FeSenf rovnice nemusime radikdlné upravovat vzhledem
k predchozim pfipadium, podobné jako vySe totiz budeme rozvijet slozky v (q)
a 19(q) do ortonormdlni baze. Rozdil nalezneme pouze v rozméru maticového
problému, jez bude dvakrat vétsi pro stejnou pozadovanou presnost. Obdrzené
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Obrézek 2.5: Prvni a druha slozka vinové funkce dvou kaplovanych harmonickych
oscilator s hodnotou kaplovaci konstanty Aw. Prerusovanou carou je vyznacen
prubéh adiabatickych potenciali.

vlastni funkce lze nasledné pozorovat rtiznou optikou. Predné kazda z jejich slo-
zek popisuje amplitudu pravdépodobnostniho rozlozeni lokalizované v jednom
elektronovém stavu. Lze se ovSem zabyvat kompletni druhou mocninou vlnové
funkce

(@) = [u(@)l + [a(a) %, (2.12)

jednd se pak o pravdépodobnost vyskytu nelokalné v obou potencidlech. Tahle
pravdépodobnost nas bude zajimat primarné, nebof se d& snadno porovnat s
vysledky v adiabatickych potencidlech (viz graf na obrazku .

Diskutujme nejprve samostatné vykreslenou prvni a druhou slozku vinové
funkce (viz obréazek pro velikost kaplovaci konstanty Vis = hw. Predevsim
si vSimnéme tvaru samotnych vlnovych funkci, které patrné osciluji i v druhé
potencialové jameé. Skrze kaplovani se systém lokalizovany v jednom elektronovém
stavu miuze vyskytovat i v bézné zakazané oblasti nejen v exponencialnim poklesu.
Kaplovani zptisobi déle rozstépeni degenerace energii. V grafu na tomtéz obrazku
vykreslujeme jiz také tvary adiabatickych potenciali. které budou diskutovany
dale.

V dalsim se jiz omezime na tvar pribéhu druhé mocniny vinové funkce
porovnanou s hrubsi aproximaci v adiabatické aproximaci a téz hodnoty vlastnich
energii pro obé aproximace. Tento prubéh je zndzornén v grafu na obrazku [2.6

2.3.2 Adiabatické potencialy

Adiabatickou aproximaci jsme podrobné rozebrali vyse v teoretické casti, pri-
pomenme pouze nékolik pro aplikaci dilezitym poznatkt. Hamiltonian v podobé
blokové matice v rovnici muze byt rozdélen na soucet diagonalni matice
operatoru kinetické energie a matice operatort potencialni energie a kaplovacich
vazeb. Naslednou diagonalizaci druhé matice prejdeme do takzvané adiabatické
reprezentace. Aproximativni krok zde spoc¢iva v tom, ze zanedbavame korekce,
které se objevi v matici operatorti kinetické energie vlivem prechodu do jiné baze.
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Obrézek 2.6: Pribéh druhé mocniny vinovych funkci dvou kaplovanych harmonic-
kych oscilatorti. Carkovanymi ¢arami je vykreslen pritbéh potencialii v adiabatické
aproximaci.

V podstaté tedy rovnice ((1.34) nabyva v adiabatické reprezentaci podoby

(6 2)- (0 b () =) e

kde operatory WI(A) a WQ(A) nazyvame adiabatické potencialy. Nové potencialové
jamy nyni uz nejsou mezi sebou nijak kaplovany a také se nijak neprotinaji (tento
jev je v anglické literatute nazyvan avoided crossing).

Adiabaticka aproximace nam numericky problém vratila do zndmého pro-
blému hledani vlastnich stavii v obecném potencialu, jez jsme rozebrali vyse.

2.3.3 Komparace pouzitych aproximaci

Srovnani lze provést na nékolika trovnich. Nejprve budeme analyzovat roz-
dily vlastnich energii pro rizné hodnoty kaplovaciho ¢lenu a téz v zavislosti na
samotné hodnoté vlastni energie. Posléze se zamétime na srovnani pribéhu vlast-
nich funkei a to nejen s ohledem na celkovou normu rozdilu funkei, ale téz vliv
aproximace na prubéh vlastnich funkci v oblasti kfizeni potenciali.

Zbézné vizualni srovnani grafiit v obrazcich a jiz muze prozradit jisty
o¢ekavany, nebot harmonické oscilatory jsou pii téchto energiich (a daném kap-
lovacim ¢lenu) efektivné dostateéné vzdalené. Odlisnosti se zacinaji projevovat u
energii které se blizi mistu kiizeni diabatickych potenciali, vizudlné jsou jiz pa-
trné rozdily v energiich jednotlivych stavii, ale také v pribéhu vlnovych funkei.
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Obréazek 2.7: Prubéh druhé mocniny vinovych funkci dvou kaplovanych harmo-
nickych oscilatort v adiabatické reprezentaci.

Nejvyssi pozorovatelné stavy si jiz moc neodpovidaji. Vlastni stav vyssiho adia-
batického potencialu je pak jiz velmi odlisny od nalezenych funkci v diabatické
reprezentaci.

Energetické hladiny

Pristupme nyni k porovnani hladin nékolika vlastnich energii. Podobné jako v
sekci o dvouminimovém potencialu vyse, i zde lze sledovat jev inverzniho dublo-
vani. Tento je pak vyraznéjsi v adiabatické reprezentaci. Pro srovnani bereme
osm hodnot kaplovaciho ¢lenu. V tabulkach jsou uvedeny rozdily energii vy-
branych stavii a pro porovnani taktéz velikosti inverzniho dublovani. Vizuélné
pak tyto numerické vysledky muzeme porovnat v grafu na obrazku 2.8

Nejprve si v tabulkédch povsimneme dobte patrné nepresnosti, kterou prinasi
adiabaticka reprezentace pro malé hodnoty kaplovaciho ¢lenu u vyssich stavi.
Rozdily jsou jiz tadu nékolik desetin Aw. Pro slabé kaplovani se totiz feseni v di-
abatické reprezentaci blizi situaci dvou neinteragujicich harmonickych oscilatort,
adiabaticky potencial se pak pro tyto vyssi stavy chova diametralné odlisné. To
lze nejlépe pozorovat na velikosti inverzniho dublovani, které se u adiabatické
reprezentace ustavuje na jisté nenulové hodnoté, u diabatické vsak s klesajicim
kaplovanim klesa vyrazné k hodnotam blizkym nule (pro pripad Vis = 0 by nu-
lové byt mélo). To, Ze pro adiabatickou reprezentaci ziskdavame vzdy néjakou miru
stépeni degenerace je zpuisobeno trivialné tim, ze vinové funkce lokalizované v jed-
notlivych jaméch maji nenulovy prinik. Cim vétsi tento prinik je, tim vyraznéji
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Tabulka 2.5: Srovnani hodnot vybranych dvojic vlastnich energii pro dva intera-
gujici harmonické oscilatory v zavislosti na velikosti kaplovani. V poslednich dvou
sloupcich jsou uvedeny hodnoty inverzniho dublovani. Vsechny hodnoty energii v
tabulce jsou bezrozmérné (podélené hw). EP a EA? znaéi energie v jednotlivych

reprezentacich.
EP —pAd pP_pdd ED gD pld_ pad
Vig =4 592103 4.38-.1073 0.0111 0.0127
2| 1.60-107% 1.20-10~* 1.01-107*  1.40-1073
1| 543-107*  2.23.107* 297.107* 6.18-10~*
0.5 2.8310* -6.01-107° 1.29-107%*  4.72.10~*
0.2 ] 221-100% -1.59-10~* 4.97-107°  4.30-10~*
0.1 | 2.18107* -1.80-107* 2.47-107°  4.23-10~*
0.05| 2.20-107* -1.89-107* 1.23-107° 4.21-10*
0.01 | 2.23-107* -1.94-107* 2.47.107%  4.20-10~*
EP —Fpd EP —EM EP —EP E_ pd
Vipg =4 0.0210 6.72-1073 0.140 0.154
2 | 8.46-1073  2.07-1073 0.0172 0.0236
1| 4.44-107% -7.15-107* 5.08-1073 0.0102
0.5 | 3.56-107%  -1.93-10% 2.20-10~*  7.69-1073
0.2 | 3.50-107% -2.60-1073 8.46-10~*  6.94-1073
0.1 | 3.58107% -2.81-107% 4.20-10~* 6.81-1073
0.05 | 3.65-107% -2.92.107% 2.10-107* 6.77-1073
0.01 | 3.72.107% -3.00-107% 4.20-107°  6.76-1073
EY —FE{ ER - EY ER - EP E{l— EM
Vig=4|-1.33-10% -4.60-1073 0.586 0.589
2 0.0120 -0.0240 0.495 0.531
1 0.0634 -0.0696 0.314 0.448
0.5 0.110 -0.118 0.168 0.395
0.2 0.143 -0.159 0.0682 0.371
0.1 0.157 -0.175 0.0342 0.365
0.05 0.164 -0.183 0.0171 0.364
0.01 0.170 -0.190 3.42-1073 0.363
Ef — By B - B ED - By B — B
Vig=4 | -6.64-10% -9.20-1073 0.622 0.625
21 -0.0154 -0.0430 0.568 0.595
1|-2.12.107* -0.139 0.417 0.556
0.5 0.0384 -0.244 0.241 0.524
0.2 0.0822 -0.322 0.101 0.506
0.1 0.102 -0.349 0.0509 0.501
0.05 0.113 -0.362 0.0255 0.500
0.01 0.122 -0.372 5.10-1073 0.499
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Obrazek 2.8: Rozdily numericky ziskanych hodnot vlastnich energii dvou intera-
gujicich harmonickych oscilatorti pro dvé rtizné aproximace.

se rozstépi energetické hladiny. U silné kaplovanych oscilatort jsou naopak i tyto
vyssi stavy aproximovany adiabaticky velmi dobte, fadu tisicin Aw.

Pro nejnizsi vlastni stavy funguje adiabatickd aproximace uspokojivé pro celou
skalu velikosti uzitého kaplovani, pricemz pro mensi kaplovaci ¢leny se presnost
zvysSuje. Pro tyto jsou totiz feseni v jednotlivych harmonickych ¢astech oddéleny
interakéné natolik, ze se ovliviuji velmi mélo.

Je patrné, ze omezeni presnosti adiabatické reprezentace primo souvisi s ve-
likosti dublovani v této aproximaci. To je zase zavislé na velikosti bariéry oddé-
lujici klasicky povolené oblasti, coz je skutecné horni odhad ziskané neptesnosti
pro malé vlastni energie a dané slabé kaplovani dvou potenciali. Nalezli jsme
tedy prvni obecnéjsi kritérium pouzitelnosti adiabatické reprezentace v modelech
interagujicich oscilatortt dané velikosti inverzniho dublovani.

Tohle kritérium ma vsak jen omezenou skalu pouzitelnosti, nebot je podstatné
zavislé na pozadavku, aby hladiny v jednotlivych diabatickych potencidlech byly
stejné, jen tehdy muzeme hovofit o rozstépeni degenerace (viz grafy na obrazku
. Muzeme ovsem predpokladat, ze velikost potencidlové bariéry (resp. pravde-
podobnost prichodu/protunelovani) bude sama dobrym kritériem pouzitelnosti
adiabatické reprezentace predevsim u nizkych stavli a malych kaplovacich ¢lenti.
Tento odhad neni nepodlozeny, nebot kaplovacim ¢lenem v podstaté volime miru
jakou funkce z druhého diabatického potencialu bude ovliviiovat feseni v prv-
nim diabatickém potenciadlu. U adiabatického potencialu tohle moderuje vyska
potencidlové bariéry (ta se zvySuje napiiklad se vzdalenosti druhého potencidlu).
Proto pro malé kaplovani a nizké stavy maji tyhle dva faktory stejny efekt. Nao-
pak pro vyssi stavy je uz ze stejnych divodi nutny vyssi kapling. Ovérme si takto
argumentacné vyslovené kritérium pro pripad interagujicich potencidli, z nichz
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Obrézek 2.9: Ukéazka teseni interagujicich potencialta v pripadé, kdy je jeden ver-
tikalné posunut.

Tabulka 2.6: Srovnani hodnot vybranych vlastnich energii pouzitych aproximaci
pro vertikdlné posunuté oscilatory. Oznadili jsme AE; = EP — EA4,

‘/12 AEl AEQ AE3 AE4 AElo AEH
4 13.14-1073  8.04-107% 9.89-10~3  0.0184  -4.15-10~3 -6.65-107°
2| 861-107* 2491073 2.57-107% 8.90-10~*  -0.0116 -0.0241
1]226-10~* 7.67-10* 7.65-107* 3.58-107%  -0.0109 -0.0488
0.5 | 5.95-10™° 2.634-10~* 2.72.10~* 1.80-107* -7.27-10=3  -0.0650
0.2 | 1.17-10=°  1.02:107* 1.18107* 1.14.107* -7.84-103  -0.0738
0.1|4.77:107¢% 7.65-10™° 9.30-107° 1.01-103 -8.67-102  -0.0760
0.05 | 2.99-107¢  6.94-107° 8.61-107° 9.74-107* -9.06:10~*  -0.0767
0.01 | 2.42-107% 6.69-107° 8.37-107° 9.60-10~* -9.27-10~*  -0.0770

je jeden vertikalné posunut. V tabulce 2.6 a v grafu na obrazku se oCeka-
vané chovani potvrzuje. Nizké stavy pro malé kaplovani jsou ziskany s obdobnou
presnosti jako pro ptredchozi pripad.

Podarilo se nam tedy formulovat alespon omezené rozsahlé obecné pravidlo,
které dava do souvislosti vSsechny parametry zadané ulohy: jak vzdalenost poten-
cialt a jejich kaplovani, tak i tuhost interagujicich oscilatort, vzhledem ke které
jsme vzdy vyjadtrovali velikosti kaplovani.

Zastavme se jesté u stavil druhého adiabatického potencidlu pro model kdy
diabatické potencidly nejsou posunuty. Ten je rozumné reprezentovan az tehdy,
kdy je kaplovaci ¢len velky, nebot pro mensi kaplovaci ¢leny je v diabatické re-
prezentaci rozmyty do vice stavi (viz obrazek . Pro Vi5 = 4hw je energeticky
rozdil ve dvou diskutovanych aproximacich 0.151/w. Nem4 se jim tedy prilis smysl
zabyvat, navic pri takto velkych kaplovanich se tento prvni stav v druhém adi-
abatickém potencidlu nachazi jiz na takové energetické hladiné, kde je jiz treba
pouzit presnéjsich tvart interagujicich potenciali.

VInové funkce

Vénujme se nyni strucénéji samotnému tvaru vinovych funkei pro interagujici
potencialy. Nebudeme vinové funkce porovnavat piimo, nybrz srovndme hustotu
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Obrazek 2.10: Rozdily numericky ziskanych hodnot vlastnich energii dvou inter-
agujicich harmonickych oscilatori, kdy jeden je vertikalné posunut.

pravdépodobnosti, kterou popisuji. Pfejdeme znovu do nejjednodussiho pripadu
dvou energeticky stejné polozenych harmonickych potencialti. Zde si vybereme
znovu nékolik vlastnich funkeci a pro osm hodnot kaplovaciho ¢lenu srovname
normu rozdilu téchto funkeci v diskutovanych aproximacich. Oc¢ekavame kvalita-
tivné obdobné chovani jako v pripadé srovnavani energii.

V tabulce 2.7 je tohle srovnani provedeno. Obdrzeli jsme s uspokojivou pfes-
nosti tvary vinovych funkci pro vSechny kaplovaci ¢leny u nizsich stavi. Kompli-
kace nastava teprve u energeticky vyssich stavi interagujicich oscilatorti s malymi
kaplovacimi konstantami. Zde se norma rozdilu hustoty pravdépodobnosti pohy-
buje v ramci jednotek procent.

Tabulka 2.7: Srovnani vybranych vlastnich stavia ziskanych ve dvou pouzitych

aproximacich. Oznaéili jsme [|AYZ(| = [[¢7 p — 17 4ql-
Vio | IAGRI1 IA9S Avs (1AL [1AYSI AYl
4 11.03-107 5.17-107* 3.24-.107° 6.59-10~* 6.28-10~* 5.94-10~*
2 275107% 1.52.107* 1.85-107% 2.19-107* 4.46:10% 3.32-1073
1]1.15107* 221-107° 1.07-107* 2.92:10~* 8.28-107%  0.0105
0.5 | 7.82:107° 3.79-107° 9.14-10~* 5.14-10*  0.0105 0.0183
0.2 | 7.21-10° 5.59-107° 9.21-107* 6.62:10~*  0.0141 0.0250
0.1 732107 6.09-107° 9.46-107* 7.14-10~*  0.0159 0.0274
0.05 | 7.44-107° 6.32:107° 9.65-107* 7.41-10~*  0.0169 0.0287
0.01 | 7.58-107° 6.49-10™° 9.84.10~* 7.63-10~*  0.0177 0.0297

32



0.020 0.020
— V=1 — V=1
0.015 - Vip=01 0.015 1 Vip=0.1

0.010 4 0.010 4
0.005 - / / \ \ 0.005 - /\/\
= =
£ 0.000 \ / ¥ 0.000 a aWa
B T ~ \/ \/ VAYAY e
7$-0.005 $-0.005
~0.010 - ~0.010
~0.015 - ~0.015
 _—

—0.020 A —0.020 4

—-0.025 T T T T T T T —0.025 T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

q q
(a) AY3(q) (b) A¥E(q)
0.125 — V=1 0.125 4 — V=1
Vi2=0.1 Vi2=0.1
0.100 A 0.100 A
0.075 A 0.075 A
S 0.050 N;g 0.050 A
i 0.025 e 0.025 4 /\
=3 =2
wl A AATTAAAA < AR \AAAA -
-0.025 4 ~0.025
-0.050 4 ~0.050 -
-0.075 4 . . . . . ) . -0.075 i
-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
q q
(c) Av(q) (d) Avo(a)

Obrazek 2.11: Rozdil v prubéhu funkei pro diabatickou a adiabatickou reprezen-
taci. Srovnani je provedeno pro ¢tyfi vlastni stavy a dvé hodnoty kaplovaciho
¢lenu.

Nyni se jesté podivejme na jedno zajimavé srovnani, a to na samotny pribéh
hustoty pravdépodobnosti (druhé mocniny vinové funkce) v jednotlivych jejich
bodech. Z tvaru fesenych rovnic jsme odhadli, Ze nejvétsi nesrovnalosti by mély
nastat kolem mista kiizeni dvou diabatickych potenciali. To proto, Ze zde se
nejvice projevi nehomogenni ¢leny v soustavé rovnic - oproti adia-
batickému Teseni. Demonstrujme si tento jev na tvaru nékolika vlnovych funkci
pro dvé hodnoty kaplovacich ¢lent, Vio = 0.1hw a Vis = 1hw. V grafech na ob-
rdzku jsou tyto rozdily ([[Av*(q)] = [[¥B(q) — ¥aa(@)]]) vykresleny a zde
také muzeme pozorovat potvrzeni vyse zminéného odhadu. U vsech pripadi po-
zorujeme nejvétsi nepresnost kolem stfedu horizontalni soutradnice, tedy v misté
ktizeni.

2.4 Obraceni postupu a zobecnéni

Ptechod od diabatické do adiabatické reprezentace s prislusnymi pouzitymi
aproximacemi je uzitecnym nastrojem pro redukci dimensionality numerického
problému. Také efektivné slouzi v teorii rozptylu pro popis pravdépodobnosti
prechodi do jinych elektronickych stavi, pripadné popisu disociaci molekul a téz
se z jeho pomoci d&4 modelovat prenos elektrické excitace v Tetizcich atomu (viz
Sio a Lienaul (2017)).

Je ovSem mozné hovorit téz o opa¢ném prechodu, kdy naopak néjaké obecny
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potencial modelujeme soustavou interagujicich potencialt, abychom zjednodusili
tvar u uzitych funkci. Této obracené aproximativni ¢innosti se d& vyuzit napri-
klad v teorii rezonanci, neboli stavt trvalych zachytt elektroniti na molekule. Po
jejich zachytu se jadra pohybuji znovu v néjaké nadplose potencialni energie.
Je ovSem mozné, ze se takto vznikly anion rozpadne. Energie produkti rozpad-
nuvsi se molekuly vSak jiz nejsou diskrétni, mohou nabyvat spojité skaly energii,
to se ovSem obtizné modeluje numerickymi metodami, proto se ¢asto pristupuje
k tomu, Ze se neuvazuje spojité spektrum nybrz diskrétni spektrum v néjakém
obecné velmi Sirokém potencidlu. Tento tvar potencidlu by tedy v principu sSel
nahradit modelem interagujicich potenciali. Existuje tedy potencialni motivace
pouziti naopak prechodu do diabatické reprezentace jako aproximativni krok. Vy-
sledky obdrzené vyse ovsem nejsou nikterak vazany na jednosmérny prechod od
diabatické do adiabatické reprezentace a daji se tedy povazovat stejné dobie za
numerické testovani pouzitelnosti kaplovanych harmonickych oscilatori jakozto

vvvvvv
vvvvvv

vvvvvv

potenciali, lze uvazovat o priblizeni téchto potenciali pomoci interagujicich har-
monickych potencialti. Tuhle perspektivu bychom jindy radi blize provérili.
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Z.aver

V nasi praci jsme nejdrive studovali numerickou metodu hledani vlastnich
stavl systému pomoci koneéné podmnoziny tiplné ortonormalni baze. Tu jsme v
ramci prace naprogramovali v jazyce Python a otestovali jeji konvergenci vzhle-
dem k poctu bazovych funkci pro dva typy anharmonickych potenciali. Bylo
ukazano, ze rychlost konvergence pouzité metody tzce souvisi s velikosti klasicky
povolené oblasti modelovaného potencidlu a s jejim pokrytim bazovymi funkcemi.

Také jsme podrobné rozebrali numerickou presnost obdrzenych vysledki z
hlediska numerickych jevi. Hlavni zdroje nepresnosti tkvi v feseni velkych matic
a ve vlivech spjatych s tvarem modelovaného potencialu.

U Morseho potencialu tak predstavoval obtiz asymptoticky pribéh, kdy slabé
vazané stavy konverguji pomaleji a je tedy zapotifebi vétsi mnoziny bazovych
funkci. Pro Morseho potencial bylo pak mozné srovnat numerické vysledky s ana-
lytickym Tesenim, ¢imz jsme znovu ovérili funkénost pouzité numerické metody.
Ukazalo se, ze spoc¢tenou odchylku lze dobie odhadnout z vysledkii Reyleigh-
Schrodingerovy poruchové teorie.

Druhym modelovanym potencialem byl potencidl se dvéma minimy, jez je
podobny adiabatickému potencidlu v dalsich ¢astech prace. Zde se podobné pro-
blematické aspekty zhorsujici konvergenci nevyskytuji, proto bylo mozné obdrzet
radove lepsi vysledky nez u Morseho potencidlu. U tohoto pripadu byl téz demon-
strovan dulezity jev inverzniho dublovani, jez souvisi s osovou symetrii daného
potencialu.

Hlavni cast této prace se tyka srovnani aproximativnich pristuptt k modelu
dvou interagujicich potencialii. Ty jsme pro jednoduchost a s ohledem na zamys-
lené budouci aplikace zvolili za harmonické. Srovnavame feseni problému dvou
kaplovanych diabatickych potenciali a jeho aproximace v podobé prechodu ke
dvéma adiabatickym anharmonickym potencidlim. Kvantitativné jsme provérili,
jaké chyby se dopustime pri prechodu z jednoho do druhého pristupu. Pro nizké
stavy jsou oba popisy pomérné dobre zaménitelné, pricemz dolni omezeni pres-
nosti dodava pravé inverzni dublovani v anharmonickém adiabatickém potencialu.
Zaménitelnost pristupt pro vyssi stavy se pak lisi v zavislosti na velikosti kaplo-
vani mezi potencialy, kdy pro silnéjsi interakci funguje prechod lépe.

Jelikoz jsme v principu provérili funkénost oboustranného prechodu mezi
obéma pristupy, slo by se dale zabyvat otdzkou, zda a nakolik by bylo mozné
modelovat libovolny potencidl pravé konecnym poctem interagujicich harmonic-
kych potenciali. Tento postup by byl vyhodny zejména z hlediska jednoduchosti
implementace Teseni diabatickych potenciali.

Taktéz bychom vyhledové radi diskutovali pfipad rozsifeni modelu do vice
vibra¢nich modi. Tedy feseni problému ve vicedimenzionalnich potencidlech, bez
kterych v popisu komplexnéjsich molekul neobejdeme.

Potencidlni aplikaci ziskanych vysledk a pripadnych rozsiteni na vice elek-
tronovych stavl a do vice dimenzi predstavuje modelovani srazek elektront s ne-
utralni molekulou. V soucasné implementaci se zatim vibrace neutralni molekuly
modeluji pouze v jejich harmonickém (vicedimenziondlnim) ptiblizeni, coz je zpra-
vidla dobra aproximace pouze pro nizké vibracni stavy. Interagujici harmonické
potencialy by mohli zjednodusit potiz s implementaci slozitéjsich potencial.
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