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Uvod

Historie

Problémem spojenym s nekonecnem se zabyvali mnozi filosofové a matema-
tici. Myslenka, ze nekoneéné mnoho ¢isel je mozné secist ke koneénému souctu,
byla rozporuplna.

Napriklad Zenon z Eleje dosel k neexistenci pohybu na zakladé domnénky, ze
nekonecné sc¢itani kladnych ¢isel nemtize za zadné okolnosti vést ke koneéné hod-
noté. Zenonova myslenka veskrze spocivala v iivaze, ze pokud se chceme pohnout
z jednoho bodu do druhého, musime prekonat urcitou vzdéalenost, nez vsak tuto
vzdalenost zdolame, musime se nejdrive dostat pres jeji polovinu. Pokud tuto
myslenku budeme opakovat, dojdeme k tomu, Ze abychom usli napriklad jeden
metr, musime nejdiive ujit pil metru, nez budeme moci ujit polovinu metru, mu-
sime ujit ¢tvrtinu a takto do nekonec¢na. Pokud ale neni mozné pii nekoneéném
souctu ziskat jinou hodnotu nez nekonecnou, neni ani mozné se hybat. Pti kaz-
dém pohybu bychom museli prekonat nekoneéné dlouhou drahu.

Jeden z uspésnych pokusi o soucet nekonecéné rady provedl Archimédés ve
svém dile Kvadratura paraboly. Archimédés dokéazal, ze plochu ohranic¢enou pa-
rabolou a primkou lze vyjadrit jako 4/3 nasobku plochy vepsaného trojihelniku.
Néasledné interpretoval cely problém jako soucet nekonecéné rady a dosel k zavéru,
zel+1/44+1/164---=4/3.

Uspésnych pokust pfibyvalo, az se kolem roku 1350 podafilo R. Swineshea-
dovi secist prvni negeometrickou nekonecnou radu. Swineshead Tesi nasledujici
fyzikalni tlohu:

Jakd je prumeérnd rychlost v hmotného bodu s pocdtecni rychlosti vy v casovém
intervalu t € [0,1], ktery se pohybuje béhem proni poloviny casového intervalu
konstantni rychlosti, béhem dalsi cturtiny intervalu rychlosti dvojndsobnou nez
na pocatku, behem dlasi osminy intervalu pak rychlosti, kterd je trojndsobkem
pocatecni a tak ddle.

A dochazi k zavéru, ze

Ve druhé poloviné 17. stoleti vznika teorie nekonec¢nych rad spole¢né s utvare-
nim infinitezimalniho poc¢tu. V této dobé se nekonecnymi radami zabyvaji velikani
jako Newton, Leibniz, Bernoulli, Lagrange, Euler a mnoho dalsich.

Problémem bylo, ze pojem konvergence nebyl pfesné definovan. Vétsina dosa-
zenych vysledkil na poli nekonecnych rad byla odvozena na zakladé algebraickych
metod. Toto vedlo k ne zcela spravnym zavértim.

Prikladem je prace italského matematika Guida Grandiho (1671-1742). Jeho



zajmem byla fada

Z (_ 1)n7

n=0
ktera je dnes znamé pod nazvem ,,Grandiho rada“. Grandi dochazi pti s¢itani této
fady k dvéma odlisnym vysledkiim na zakladé rtiznych uzavorkovani.

iy_nn:1—1+1—1+-~=(L—D+(L—D+.”:Q

n=0

A soucasné

iy—D":1—1+1—1+-~:1—(L—D—(L—D—-~:L

n=0

Zavér, ze by mélo platit ;1 = 0“, Grandi povazuje za znak stvoreni svéta Bohem
z niceho. Toto vyvolalo bouflivou polemiku, které se mimo Grandiho zucastnili
Leibniz, Nicolaus Bernoulli a dalsi. V téchto debatach se zacaly upresnovat pojmy
divergentni, konvergentni rada a soucet takovychto rad.

Grandiho rada vSak opusténd nezustala. Grandi prichazi s tfetim souc¢tem této
rady. Oznacime-li jeji soucet S, pak plati

S=1-1+1-1+...

1-§=1-(1-1+41—..)=1-141-1+---=§
1-5=35

25 =1
1

Tomuto zavéru dava urcity vyznam Euler, ktery prichazi s myslenkou pritazeni
urcité hodnoty i divergentnim rfadam. Ale az koncem 19. stoleti prichdzi Cesaro
s metodou, kterd dava tomuto vysledku validitu. Dnes tento soucet oznacujeme
jako Cesaruv.

V 19. stoleti zasluhou Abela, Gausse, Cauchyho, Bolzana a dalsich mate-
matikti dochazi k dikladnému vybudovani zakladi matematické analyzy a od
divergentnich tad, jako predmétu zajmu, je na urcitou dobu opusténo. Vyjimku
tvorily prace Fouriera a Poissona.

Koncem 19. stoleti se k divergentnim fadam vraci Cesaro a Borel. Zacinaji se
objevovat rtzné sc¢itaci metody, které jsou postupem casu zobecnovany. Prikladem
je metoda pojmenovand po Cesarovi, o jejiz zobecnéni se postaral Holder a také
Norlund. T sam Cesaro prisel s jistym zobecnénim své metody.

Zasadni prilom nastal poc¢atkem 20. stoleti, kdy Fejér dokazal, ze Fourierova
rada kazdé spojité 2w —periodické funkce je cesarovsky scitatelna k této funkci
vsude, i kdyz v bézném smyslu mize v mnoha bodech divergovat.



Poznamka ke zdrojuim

Historicky tivod do problému byl ¢erpan predevsim ze zdroji [Horak! (2012) a
|D0élé a Novék| (]2002[). Hlavnim podkladem k praci jsou skripta Sté pének| (|197 9[) a
kniha Hardy| (1949). Dale jsem cerpal z jiz zminované prace Horak (2012)), a také
z materialtt Kaczor a Nowak] (2000), Kovafova) (2008)), [Robinson| (2017)), [Zoubkova)
(2019)) a Netukal (2015). Nadéle v praci nebudu zdroje explicitné uvadét.




1. Limitovaci metody

V této kapitole zacneme budovat teorii limitovacich (resp. s¢itacich) metod.
Nebot nekonecénou fadu muzeme vnimat jako limitu posloupnosti ¢asteénych
soucti, budeme se tedy i v jejich kontextu bavit v fe¢i posloupnosti.

1.1 Zakladni pojmy

V celé préci se soustiedime pouze na posloupnosti relanych ¢isel. Zavedme si
proto umluvu.

Umluva. V dal$im textu budeme oznacenim posloupnost chépat jako posloup-
nost realnych c¢isel.

Na tvod pripomenme nasledujici definici.

Definice 1. Rekneme, Ze posloupnost {r,,}°°, je konvergentni, jestlize existuje
realné ¢islo s s vlastnosti:

VeeR, e>03ng e NVneNn>ng: |z, —s| <e.
Déle fekneme, ze posloupnost {x,,}>° je divergentni, jestlize
VK € R, Ing e NVn e Nyn > ng : a, > K (resp. a, < K).
V ptripadé, Ze neni splnéno nic z predchoziho, pak rikame, ze posloupnost osciluje.

Definice 2 (tfida omezenych posloupnosti). Ozna¢me ¢*° linearni prostor vsech
omezenych posloupnosti realnych ¢isel a ¢ linedrni podprostor vsech konvergent-
nich posloupnosti.

Priklad. Posloupnost © = {1,0,1,0,...} ¢ ¢, ale zfejmé plati z € (. Tedy
c 0>,

Budeme hledat metodu, ktera néjakym zpusobem priradi limitu i nékterym
divergentnim nebo oscilujicim posloupnostem (resp. pritadi soucet i nékterym
divergentnim nebo oscilujicim faddam). Zaroven pro nas bude uzitecné pozadovat,
aby se tato limita shodovala s klasickym vyznamem limity na mnoziné c. Tyto
uvahy jsou motivaci pro néasledujici definici.

Definice 3 (limitovaci resp. sc¢itaci metoda). Necht P je funkciondl, jehoz defi-
nicnim oborem je néjakd mnozina posloupnosti ¢(P) (resp. mnozina rad s(P)),
dvojici (c¢(P), P) (resp. dvojici (s(P), P)) nazveme limitovaci (resp. séitaci)
metodou (P).

Polem konvergence metody (P) je mnozina vsech posloupnosti, které maji
P-limitu (resp. mnozina vSech tad, které maji P-soucet).

Rekneme, Ze limitovaci metoda je konservativni, jestlize ¢ C ¢(P). Metodu
nazveme regularni, jestlize je konservativni a navic plati implikace

A0 = s €R = (P) lim an =,

kde symbol (P)lim,, .~ @, znaci lim P(a), a = {a,} C R.



Poznamka. Uvazme reguldrni limitovaci metodu (P) a posloupnost {s,}22,.
Potom plati
lim s, =s€R = (P) lim s, =s.

n—oo n—oo
Ale nemusi platit opacna implikace. Takové metody nés zajimaji predevsim.
Nicméné nas budou zajimat podminky, za kterych opacna implikce plati. Pod-
minky takového typu nazyvame tauberovskymi.

Definice 4 (ekvivalentni limitovaci metody). Necht (¢(P),P) a (¢(Q),Q) jsou
limitovaci metody. Pak fekneme, ze metoda (¢(P),P) obsahuje metodu (¢(Q),Q),
jestlize ¢(Q) C ¢(P) a navic pro vSechny posloupnosti {s,} € ¢(Q) plati

(P) Jitg s = (Q) lizg, 5.

Déle fekneme, ze metody (¢(P),P) a (¢(Q),Q) jsou ekvivalentni, jestlize se tyto
metody obsahuji navzajem.

1.2 Tri klasické limitovaci metody

Zacnéme Huttonovou metodou, ktera spociva v prumérovani dvou po sobé
jdoucich ¢lenti posloupnosti.
Definice 5 (Huttonova limitovaci metoda). Necht {s,}22, je posloupnost, po-

lozme

Sn_1 1 Sn
ho== hy=-""—"

> 1.
2 o "=

Oznacme
c(H) = {O‘ ={sn}r2y: 3 lim h, € R},
H(o) =limh,, H:c(H)—R.
Potom dvojici (¢(H), H) nazveme Huttonovou limitovaci metodou (H).

Priklad (Grandiho fada). Uvazujme fadu Y02 ,(—1)". Oznac¢ime-li posloupnost
¢astecnych soudt s, = S7_,(—1)%, potom {s,}>°, = {1,0,1,0, ... }. A Huttonova
metoda prirazuje této radé nasledujici soucet.

= . Sn—1+sn . ]. ].
H —1)" = lim 22200 i = 2
() 2 (=1)" = Jim, === = lim 5 =3

Poznamka. Huttonova metoda rozsifuje oblast konvergence mocninné rady

S ,q" na g € [—1;1), a pro tato ¢ plati (H) Y02, ¢" = 1%(1'

Jeden z velice uzite¢nych vztahii pro Huttonovu metodu plyne z nésledujici
tvahy. Necht {a,}>, je posloupnost a s € R takové, ze (H) >0 ja, = s. Potom
jest

> . Sp1 S, Gy o= Qp—1 + ag
S:(H)Za’“:nlggofszrzf'
k=0 k=1

Pokud tada napravo konverguje, pak jiz nutné plati (a,—1 + a,) — 0. Odvodili
jsme nutnou podminku pro s¢itatelnost rady Huttonovou metodou. Nasledujici
véta tento poznatek shrnuje a rozsituje o dalsi dvé podminky.
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Véta 1 (nutné podminky pro Huttonovu metodu). Bud {a,}>2, posloupnost a
(H)>0 ga, = s € R, potom

(a) lim, soo(an_1+ a,) = 0;
(b) a, = O(n);

(c) oznacime-li {s,}>2, posloupnost castecnych soucti rady > a,, pak s, = o(n),
a tim spise a, = o(n).

Diikaz. Prvni podminku jsme jiz dokazali pred vétou. Zbyva tedy (b),(c).
(b) Polozme
a_y =0, ap= (=%, k>—-1, ¢, =an1+a, n>0.
Dle podminky (a) 3K € R, K > 0, takové, Ze |c,| < K,n > 0. Déle plati
by — by = (—1)cy, k>0,

a tedy

n n

bn = Z(bk - bk—l) = Z(—l)kck, n Z 0.

k=0 k=0
Odtud plyne
lan| = bn] < K(n+1).

(c) Polozme s 1 =0, 1y = (—1)*sy, pro k > —1. Potom s;, = (—1)*ry, a plati

— + s (=1)F(ry —ri-1)
=

= k> 0.
2 2 ’ -
Ekvivalntné muzeme psat
Qhk(—l)k =T — Tk-1, k Z 0.
Sumaci obou stran rovnosti pres k dostaneme
n n
23 (=1 *he =Y (re — 1—1) = rp = (=1)"s,, n > 0.
k=0 k=0

Nyni rozdélme cleny vystupujici v souc¢tu na sudé a liché tj.

n

S (=1)*hy = (=1)"h, + :z_:(_l)khk _

k=0
|25 ] .
— (=1 hn+ 3 (hak — har) + 1_(2_1)hn _
|5+ ]
Z (th’ - h2k+1).

k=0

L+ (=)
=~ h
2 nt



Dosazenim do predchoziho dostaneme

2]
(=1)"sp = (1+ (=1)")ha+2 Y (hor — hopt1) =

k=0

=14+ (=D)"ha+2[ > (hor — hory1) + > (hok — hory) |
0<k<\/m N

n > 6.

Polozme dale
Uy, = sup |hn - hn+1|7 k > 0.
n>k

Pak plati

lim u, = 0,
k—o00

nebof predpoklddame, ze h,, méa konecnou limitu, a tedy

lim (An — Apg1) = 0.

n—oo

Odtud mame pron € N

[sn| = [(=1)snl| <

<|A+(DMhal+2 | >0 N(hor = harp) [+ >0 [(hak — hagia)|
psksvn vi<ks| 23t

S 2|hn| + 2u0\/ﬁ+ 2UL\/EJn

Tedy
sl 2|hn|+2u0\/ﬁ+2uwﬁjn ~(2|hy| +%+2u neN
n n B n \/ﬁ I‘\/HJ 7

Navic

nll_>IIO10< - +\/ﬁ+2ut\/ﬂ> =0,

nebof h, ma konecnou limitu a Ul ym) také koverguje do nuly. Z c¢ehoz

dostavame
21| + 2uov/n + 2u) | n = o(n).

Z predchoziho odhadu pak s, = o(n), a tim spise a,, = o(n).

[
Fakt, ze podminku v (b) nelze nahradit a,, = O(n®) pro zadné o < 1, demon-
struje nasledujici priklad.



Priklad. Urceme, pro ktera o € R mé rada >, (n+11))”a (H)-soucet.
K teseni vyuzijeme dokazany vztah

= Ay = Ap—1 + ag
H) Y ar=5+> —5—
k=0 P

Dostavame, ze zadana rada je huttonovsky scitatelna pravé tehdy, kdyz konver-

guje Tada
> 1 1
D — - —.
SV ()
Pro kazdé o € R a kazdé k € N plati
11 /k+1 dr
(k+1)a ko =« k :Lva-‘rl‘

Oznacme pro kazdé k € N

k+1
bk = —Oé/ 1:
k

rotl '

Predpokladejme nejprve, ze o € (—1,00). Potom je funkce z +— xa—lﬂ klesajici na

(0,00), a tedy
k2 k1
/ du < / d—x pro k € N.
k k

11 rotl — xoa—i—l’

Odtud vyplyvd, ze posloupnost {b; }32; je monoténni, presnéji feceno je nerostouct
pro a € [0,00) a neklesajici pro a € (—1,0]. Déle plati

b - o] keN
|bk| = | |/ xa+1—ka+1’ pro & € IN.
Tedy
lim b, = 0.
k—o0
7 Leibnizova kritéria konvergence plyne, 7ze fada 372, (—1)* ( e i) je kon-
vergentni, dokazali jsme, ze pro a € (—1,00) je Tada fo: ( 1) = huttonovsky

sCitatelna.
Nyni uvazme « € (—o0o, — 1]. Potom je funkce = — xa% neklesajici na (0,00).
Pro kazdé k € N jest

k+1
/ dr_ (k+1—k)y=k1'>1
k

xa+1 — kaJrl

Odtud je vidét, ze neni splnéna podminka (a) ve Vété |1, nebot neplati

1 1
lim [~ — — ) =o.
i (e ) =

Tedy pro a € (—o0, — 1] fada 72, (El +11)) nema koneény huttonovsky soucet.
Zbyva ukazat, ze tento priklad skuteéné dokazuje, ze podminku v (b) nelze
nahradit O(n®) pro zadné o < 1. To lze nahlédnout nasledovné. Bud o < 1,

zvolme [ € (—1, — «). Pak plati —a — > 0, a tedy

(=n"
n 1\?
'( D71 _ i b <1 + ) = 00.
n

n—o0 n« n—00




Odtud plyne (5;11);5 # O(n®). Soucasné ale § > —1, z predchoziho mame, ze

(H) >0 ((7;11);6 konverguje.

Predchozi priklad nas vede k vysloveni nasledujici véty, ktera problém zobec-
nuje.

Véta 2 (huttonovska scitatelnost fady typu > (—1)"a,). Necht f : [0,00) —
(0,00) je konkdvni funkce. Potom > 02 (—1)"f(n) je huttonovsky scitatelnd prdvé
tehdy, kdyz lim, o (f(n+1) — f(n)) = 0.

Diikaz.  Stejné jako v predchozim prikladu nahlédneme, ze 300 ((—=1)"f(n) je
huttonovsky sc¢itatelna prave tehdy, kdyz konverguje rada

2(—1)” (f(n+1) — f(n).

., = 7 Necht >0°  (=1)" (f(n+ 1) — f(n)) konverguje. Potom jisté plati, z nutné
podminky konvergence, ze

Tim (f(n+ 1) — f(n)) = 0.

,, <= 7 Na duhou stranu, vime-li, Ze limita dvou po sobé jdoucich ¢leni je nulova,
pak konvergenci dostaneme z Leibnizova kritéria, pokud je posloupnost
{f(n+1) = f(n)}5>, monoténni. Ukazme, Ze plati

fin+1) = f(n) < f(n) = f(n=1), proneN.

Nerovnost muzeme zapsat takto

fin+1) = f(n) _ f(n) = f(n—1)
m+1)—n — n—(n—-1)

, pron € N.

Tento vztah plyne z konkavity, tedy dle predpokladu je nerovnost splnéna. Cel-
kem dostédvame, ze posloupnost {f(n + 1) — f(n)}32, monoténné konverguje k
nule.

]

Véta 3 (huttonovské scitatelnost fady typu > (—1)"a, podruhé). Necht je
f:(0,00) = R funkce a necht f' je monoténni funkce na (0,00). Potom

2 o(=1)"f(n) je huttonovsky scitatelnd pravé tehdy, kdyz lim, . f'(x) = 0.
Diikaz. 7 predchoziho vime, ze fada >0° ((—1)"f(n) je huttonovsky scitatelna
pravé tehdy, kdyz konverguje fada 300, (—1)" (f(n+ 1) — f(n)). Z monotonie
f" plyne, ze f' € L'([n,n + 1]) pro kazdé n € N, tedy také pro kazdé n € N
f € AC([n,n + 1]). Navic

Fn+1) = f(n) = /"“ f(z)dz, neN.

n
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Déle z monotonie f’ dostdvame konvexitu (resp. konkavitu) funkce f. B.U.N.O
necht je f konkévni. Z konkavity pak plyne pron > 1:

fin+1)—f(n) _ f(n) = fln—1)
(n+1) — n—(n—1)
fln+1) = f(n) < f(n) = f(n—1).

Z ¢ehoz {f(n+ 1) — f(n)}22, je nerostouci.
Predpokladejme nyni, ze lim,_,o, f'(x) = 0. Pak jest

<

n+1
Fn+1) = f(n)] = ryde| < [ 17| de <

< max{|f'(n)[; |f'(n + DI} =0, pron — oc.

Tedy lim, o (f(n + 1) — f(n)) = 0. Implikace plyne z Leibnizova kritéria kon-
vergence.
Na druhou stranu, je-li >°° (—1)"f(n) huttonovsky scitatelnd, pak z Véty

(a) plyne .
0= lim (f(n+1) = f(n)) = lim f'(z)dx.

n—oo n

Odtud a z monotonie f' dostavame, zZe

. /
M, max |f ()| =0,

a tedy lim, ., f'(z) = 0.

O
Jiz vime, pro kterd a je huttonovsky scitatelna rada > 07 ( +1)a' Mohli bychom
se tedy ptat, jak je to s konvergenci fad nachazejicich se v pomyslné mezete tésné
pred bodem a = 1. Takové fady jsou naptiklad Z;:O:Q(_l)naog( = pro a > 0.
Nésledujici priklad na nasi otazku odpovida.

n

Piiklad. Zkoumejme huttonovskou séitatenost fady Y00 ,(—1)" Toa(a)"

kde a > 0 a symbol log znaci prirozeny logaritmus.

Oznaéme f(z) = W, pro x € [2,00). Potom f je nezdporna a plati

g) — log®(z) — alog® ' (z) _ log(z) —
) 102 (1) o™ (2)

Soucasné pro kazdé a > 0 mame

Zbyva monotonie f’. Spoctéme druhou derivaci f.

() = 2 log™ (x) — (ngi:l)z)(@ +1)log"(2)L
_ log(z) — (a+1)(log(z) —a) _
xlog®t?(x)

ala+1—log(z))
()

x log

11



Rozhodujici ¢len je v tomto pripadé vyraz v ¢itateli, nebot vyraz ve jmenovateli
na intervalu [2,00) neméni znaménko. Zrejmé existuje xy € [2,00) takové, ze pro
kazdé x > xq plati, ze vyraz

ala+1—log(z)) < 0.

Tim ziskdvame monotonii f', a z Véty[3|dostévame, Ze zadand Ffada je huttonovsky
s¢itatelna pro kazdé a > 0.

Déle se nabizi otazka, jestli néjakd kombinace podminek ve Véteé [1] je posta-
cujici pro huttonovskou scitatelnost. Odpoved na tuto otdzku je vsak zaporna.
To ukazuje dalsi priklad.

Priklad. Uvazme posloupnost a,, = %, pro n € N. Ovérme, ze tato posloupnost
spliiuje vSechny podminky ve Vété [I, ale neni huttnovsky scitatelna.

(a) Jisté

1 1
lim (a,—1 + a,) = lim ( + ) =0.

n—o0 n—oo \n, — 1 n

(b) Déle také pro vsechna n € N :
1
lan| = H <l<n.
n
Z ¢ehoz plyne, ze a, = O(n).
c) Zrejmeé plati, ze a, = o(n). Oznacme s, = Y ;_; ap. Pak jest
k=1

n 1

. Sn . Zk:l &

lim =% = lim ==k
n—oo n, n—oo n

Nyni vyuzijeme Stolzovu vétu. Vidime, ze posloupnosti {n}>
a {7, +}1°2; monoténné rostou k nekonecnu, a tedy plati

n 1 n 1 n—1 1
17 S ) D I~ 1
lim ZELE — fyy ZRo1E ~ 2hmlE oy L
Odtud s,, = o(n).
Soucasné ale
1 1 X1 1 1 1 &1 2n-—1
H == - i :
( >n§_:1n 2+n2::22<n—1+n) 2+n§::22 n(n —1)
1 & 1 1 1
_§+n§2n—1_§n§2n(n—l)'

V posledni rovnosti mame rozdil divergentni a konvergentni rady. Z toho plyne,

ze Y021 + nemé koneény (H)-soucet.

Véta 4 (tauberovskd véta pro Huttonovu metodu). Necht {a,,}>°, je posloupnost
a necht (H) Y02 yan, = s € R, potom

(a) =2 pan =5 <= lim,_ o ap = 0;

12



(b) liminf, ,ooa, >0 = >°,a, =s.

Dikaz. Oznacme s, = Y} _ar, n > 0.
(a) Jest

Spn— Sn CL a Qp, Qp,
hn: 12_'_ Z k+22:k0 k+ :Sn—l_‘_i 7?21

Odtud plyne prvni ¢ast tvrzeni.

(b) Dale plati

Sp_1+ 58 0Ok — Ap + > @ a
hn: n12 n:Ek_o k 2n Zk—O kzsn_l nzo

Tedy
1
liminf s,, > liminf h,, + §liminfan >s+0=s.
7, druhé strany je
G,

limsup s,_; < limsup h,, + limsup (—2> =

:hmhn—;liminfan <s—0=s.

O

Urcité rozsitreni Huttonovy metody ptindsi metoda Cesarova nebo téz metoda

aritmetickych primért, kterd jiz nepriméruje pouze dva po sobé jdouci ¢leny
posloupnosti, ale pracuje s aritmetickym primérem castecnych soucti.

Definice 6 (Cesarova limitovaci metoda). Bud {s,}22, posloupnost, polozme

n:n+125k, TLENU{O}

Oznacme

c(C) = {0 ={sn}2y: 3 lim o, € R} :
Clo) = lim 0, C:¢(C) >R,
Dvojici (¢(C), C) nazveme Cesarovou limitovaci metodou (C,1).

Priklad (Grandiho fada). Secteme pomoci Cesarovy metody Grandiho fadu.
Oznac¢me s,, posloupnost ¢astecnych soucta fady o2 (—1)".
Pak jest

Ziio Sk . n + 1

Oop = = , n>1.
2n+1 2n+1
Soucasné N
Dheo Sk _on 1
n—1 — =35 = 3 > 1
Tn-1 = 2n 2n 2 "=
Tedy ztejmé
1
lim oy, = llm Oop1 = =
n—00 2’

Odtud plyne, Ze (C,1) 0% ,(—=1)" = 1.

13



Véta 5 (vztah Huttonovy a Cesarovy metody). Bud {s,}32, posloupnost a at
(H)lim, o S, = s € R. Pak plati (C)1)lim,,_, s, = s.
Diikaz. Necht n > 0, pak

1 <50 So + S1 n n snl—l—sn) n Sn
n+1 2(n+1)

Op = — .
2 2 2
Z Véty (c) plyne, Ze vyraz 2(n Ty 0, pro n — oo. Déle z regularity Cesarovy
metody a z predpokladu, ze lim,, .o, h, = s, dostavame

1 So So + S1 Sp—1 + Sn) .
nggon+1(2 y Tt T =5

Poznamka. Ve Vété 5| neplati opacnd implikace.
Priklad. Ukazme, ze posloupnost dana predpisem

1, pokudn=0 (mod 4)
0, pokudn=1 (mod4)
—1, pokud n=2 (mod 4)
0, pokudn=3 (mod4), n >0,

Ay —

je scitatelnd pomoci Cesarovské metody, ale nikoliv pomoci Huttonovy.
Ozna¢me s, = >_}_, ax, potom {s,}>>,={1,1,0,0,1,1,0,0,...}.

(H): Pron > 1 plati
S4n—4 + San—3

h4n73 = 2 = 17
San—3 + San—2 1
hipg = ———= = —.
An—2 5 5
Tedy zfejmé limita {h,} neexistuje.
(C,1): Zkoumejme
in 1
T 2% g
1 o on4 1 1
Oun — -,
R l;] Cdn+2 2
1 A4nf2 _ 2n+2 1
n —
Oint2 = ,;) T an+3 2
1 A _2n+2 1
n — —.
O4n+3 = Z n+4 5
Dostavame, ze
. . . . 1
limoy, =limoy, 11 =limoy, 0 =limoy,13 = 2

a tedy plati (C)1) Y02y an = 3.
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Poznamka. Ukazali jsme, ze Cesarova metoda obsahuje Huttonovu metodu a
soucasné, ze tyto metody nejsou ekvivalentni.

Véta 6 (nutd podminka pro Cesarovu metodu). Necht {a,}22 je posloupnost a
(C1) >y an = s € R, potom oznacime-li s, = > j_qax, pron € NU{0} plati

(a) sn =o0(n), a, = o(n);
(b) X003y
(€) Yi_okar = o(n?).

Dukaz.

(a) Ze vztahu lim,,_,o 0, = s plyne lim,,_, Z—ﬁanﬂ = s, tedy

lim,, o (O‘n — Z—ﬁanH) = 0. Dale plati

L S zgzosk_(n+2)z’,g+3sk

S Teta ) B (n+1)(n+2)

|+ 2) kg sk — (n+2) Thto sk | _ | Sna
(n+1)(n+2) Cn+ 1l

Tedy limy, 00 ;225 = 0, a také lim, S"jlf;ls" = lim, 0 ;25 = 0.

(b) Oznac¢me s/, = >1 sk, n > 0. Nejprve pomoci matematické indukce doka-
zeme nasledujici rovnost.

n / n—2

Qg Sn 1 Sn Sk
= + +2 , > 9.
};)]{74—1 nn+1) n+1 ,%(k+1)(k+2)(k:+3) "

Pro n = 2 dava leva strana rovnosti

e 2 '3
Na pravé strané mame
8/1 So 86 So + S1 ag + a1 + ao So
21, 22 4 970 L
6 * 3 - 6 6 * 3 * 3
_2a0+a; | agtartax | ap

+ 242
—=ap+ — + —.
6 3 3 T3

Tedy rovost plati. Nyni predpokladejme pravdivost tvrzeni pro n > 2 a
dokazme je pro (n+1). Za¢néme opét levou stranou rovnosti. Z indukéniho
predpokladu dostavame

ni:l ay :f: Uk Oni1
—k+1 S k+1 0 n+2
_ Ont1 X Sn1 z_: Sl _
n+2 n(n+1) n+1 D(k+2)(k+3)
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Prava strana dava

D) +2) vt ,;)(k+1)(kf2)(k+3)'

Odectenim levé strany od pravé dostavame

S Sn+1 ) Sh—1 _ Op41 Sp_1 _ S
m+1)n+2) n+2 nr+1)(n+2) n+2 nn+1l) n+l

s , 2 1
BCENCrD R (n(n+1)(n+2) - n(n+1)> *
1 1y
o (n+2_n+1> B

St S B sh 4 B Sn _0
T n+D+2) +Dn+2) (n+Dn+2)

Tim jsme rovnost dokézali. Zbyva

n n—2
. Qg . Sn—1 Sk
| =1 .
A 2 ”1—>I20<n(n+1)+n+1+ 205 )(k+2)(k+3)>

Z definice cesarovské scitatelnosti dostavame ze existuje K € R,K > 0

takové, ze pro kazdé k € N plati

k+1

s s
li n—1 k <
ngﬁlo<n(n+1) g Z (k+1) k+2)(l~c+3)>_

Sl n—2 1
< li nl 2K .
_n1—>HC}°<n(n+1)+n+1+ Z(k:+2)(k:+3)>

Tvrzeni plyne z (a) a z konvergence fady Y32, W'

(c) Plati

n 1n1

Op — Op— Zk—*zsk

Sn 1 1\ ! Sn
_n+1+<n+1_n>zsk_ 1t ZS’“
Vyraz (0, — 0,-1) — 0 z ¢ehoZ plyne, Ze (nsf;l + n(n+1 Zk Osk) — 0.
Tvrzeni dostavame z (a).

O
Opét by nas mohlo napadnout, zda néjaka kombinace téchto nutnych podmi-

nek jiz neni postacujici. Na tuto otdzku odpovida opét rada 3272, -

Priklad. Ukazme, ze >0, % splnuje vSechny podminky ve Véteé , avsak neni ce-
sarovsky scitatelnd. Jiz vime, Ze podminka (a) v této vété je splnéna. Soucasné je
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zfejma konvergence fady > 07 # To ndm dava podminku (b). Zbyva podminka

(c).

Zkoumejme nyni

ko1 n ko1 n n—k+1
. E n . = A E . = . E _—
Cl z : h k=1 =1 4 h k=1 =1 4 h k=1 k

1 n n—oo n n—oo n n—oo n
n+1&1
=i ( P 1)
k=1
Z véty o aritmetice limit a ristové skaly vidime, ze
=1
(C1)> = =o0.

n=1

Véta 7 (regularita Cesarovy metody). Cesdrova metoda je requldrni.

Diikaz. Necht {s,}>, je posloupnost a necht lim, ., s, = s € R. Rozdélme
dikaz na dvé c¢asti. Nejprve dokazeme tvrzeni pro s = 0. Zvolme e > 0, k nému
naleznéme ny € N takové, ze pro kazdé n € N : n > ng je |s,] < 5. Oznacme
M = max{so, ...,Sn,} a polozme n; = max{no,2*"2}. Potom pro kazde n>n
plati
So + -+ +F S, N Spgt1 T+ + Sn < Mnyg N (n —mng)e
n n n 2n

<e.

Tim je tvrzeni dokazano pro ptripad s = 0.
Nyni pfedpoklddejme, ze s € R. Polozme s; = s,, — s, pro n € N. Potom plati
lim, o s = 0, a tedy dle predchoziho dostavame

Véta 8 (tauberovskd podminka pro Cesarovu metodu). Necht {a,}>>, je po-
sloupnost a (C,1) 32y a, = s € R. Necht je splnéna alespon jedna z ndsledujicich
podiminek:

() Xiookar = o(n),
(b) an=0(%).
Potom plati 372, a, = s.

Diikaz. Oznacme s, = > ;_, ax, potom

L Yheos

k=0 °k
Sp — Op = E ap — ——— =
k=0
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(n+1) Shooak = Xhoo Sio @i i kai

n+1 n+1

Je-li splnéna podminka (a), limitnim pfechodem n — oo dostavame tvrzeni.
Je-li splnéna podminka (b), zvolime £ > 0. K nému nalezneme ng € N takové, ze
Vk € N: kay < . Potom

ap + 2a1 + - -+ + nay, ao—i-“-—l—noano+(n0+1)an0+1+'--+nan <

n+1 N n+1 n+1 -
< max{|ag|, ..., |an|}no(no +1) (n—mnp)e
- n+1 n+1 °
Naleznéme n; € N takové, ze Vk € Nk > n; : max|aollang Jro(notl) o

]
Polozme ny = max{ng, ny }. Potom pro Vk € N, k > ny, jest

max{|ag|, ..., |an|}no(no +1) (n—mnp)e
n+1 n+1

< 2e.

]

Definice 7 (Abelova limitovaci metoda). Necht {a, }5°, je posloupnost. Ozna¢me
s(A) = {a ={an},: Elxlig{ ;Z:Oanx € R} 7

Ale) = lim Y anz", «a€ s(A).

Dvojici (s(A), A) nazveme Abelovou s¢itaci metodou.
Poznamka. Limitovaci verse Abelovy metody
(A) lim s, = zli)r{li(l —x) ngoanx”.
Vztah Abelovy a Cesarovy metody uvadi Frobeniova véta.
Véta 9 (Frobenius). Necht {a,}}2, je posloupnost, s € R a (C,1) > a, = s.
Potom plati (A) >0° g a, = s.

Ditkaz. Z Véty [6a) plyne, ze fada Y02, a,2™ konverguje pro vSechna = € (0,1).
Oznacme s,, = > ar a definujme funkci

f(x) =" a,2", =z €(0,1).
n=0

Potom plati pro Va € (0,1)

(e 9]

flz)=(1—12) f:osn:c” =(1-1x)? 70(71 + D)o,z™.
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Déle ztejmé
1 o0
= (n+1)z", z€(0,).
(1 - l')2 n=0

Zvolme € > 0. K nému naleznéme ny € N takové, ze pro Vn € N : n > ng je
€

lon, — s < 7

Odtud dostéavame, ze pro kazdé x € (0,1) plati

[e.9]

f(x)—s| < (1—2)? > (n+1)|o, — sla" <

n=0

no

<=2 (n+1)|o, — sa" + %
n=0
K dokonceni dikazu zbyva nalézt o > 0 tak, ze

no

(1—2)2 Y (n+1)]o, — sla” < =

5, T e (1—(5,1)

n=0

Poznamka. Opacna implikace v Frobeniové vété neplati, viz priklad.
Priklad. Ukazeme, ze nekonecna rfada Yo% (—1)"(n + 1) ma soucet ve smyslu

Abelovy metody, nikoliv vSak ve smyslu Cesarovy metody.

(C,1): Vysimnéme si, ze zadand fada nesplnuje nutnou podminku scitatelnosti
pro Cesarovu metodu.

Oznac¢ime-li a,, = (—1)"(n + 1), pak zfejmé neplati a, = o(n). Déle neni
napriklad splnéna nutnd podminka konvergence rady 3 .7, ', dokonce
ani neplati

Sr_o kar, = o(n?). Dle Véty [7] fada (C,1) 302 4(—1)"(n + 1) neni konver-
gentni.

(A): Polozme pro z € (0,1)

Potom plati




Poznamka. Abelova metoda obsahuje Cesarovu metodu a tyto metody nejsou
ekvivalentni. Tedy plati

¢ G c(H) S e(C) S s(A).

Véta 10 (Abelova). Necht {a,}2, je posloupnost a p € (0,00) je polomeér kon-
vergence mocninné rady Y o o an(x — xo)".

(a) Jestlize Y70 anp™ konverguge, potom plati

lim > an(z — zo)" Zanp
—0

z—(zo+p)— .

(b) Jestlize Y200 g an(—p)™ konverguje, potom plati

o0 o0

im Y an(z —20)" =D an(—p)™

LI:_>(~T0_f7)+ n=0 n=0

Dikaz. K dikazu vyuzime Abelovo kritéruim pro stejnomérné konvergentni
fady. Predpokladejme, Ze mocninna fada > 72, a,p" konverguje. Pro n € N a
x € [xg,x0 + p| polozme f,(x) = apnp™ a gn(x) = % Potom je fada >0°  fn
stéjnomérné konvergentni na [xg, zo + p|, {g.} je posloupnost stejné omezenych
funkei s konstantou omezenosti rovnou jedné. Dale pro kazdé x € [z, zo+p] je po-
sloupnost {g,(x)} nerostouci. Dle Abelova kritéria je tedy fada Y00 a,(x — xo)"
stejnomérné konvergentni na [xg,z0+p|. K dokonceni ditkazu pouzijme Mooreovu-

Osgoodovu vétu. Z té plyne

00 k
im Y ap(z—20)" = lim lim > a,(z—zo)"
xz—(xo+p) o z—(zo+p) k—00 =0
k
= lim lim an(x — xp)" Z app".
k=00 z—(zo+p) ;= 0

Tim je Abelova véta dokdzana.
O

Véta 11 (tauberovska podminka pro Abelovu metodu). Bud{a,}5°, posloupnost
a necht (A)>° qa, = s € R. Ddle bud splnéna alespon jedna z ndsledujicich
podminek:

(a) Yo kar = o(n),
(b) an=o0(2).
Potom Y07, a, = s.

Diikaz. Vsiméme si, ze podminka (a) bezprostiedné plyne z podminky (b). Staci
proto dokézat pouze (a). Dukaz provedeme tak, ze dokazeme, ze z podminky (a)
plyne sc¢itatelnost rady ».>° , a,, pomoci Cesarovy metody, tvrzeni pak dostaneme

z Véty
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Oznac¢me s, = >_1_, ax, pro n > 0. Polozme déle pro = € (0,1)

f(z) = (1) ff

Pak plati

f@)=(1—-2)*> (n+1)o,z"
n=0

Odtud potom pro tato x jest

(1—a) f% o™ = (1 — ) /O ’ (1f_<ti)2 dt.

7 predchozich dvou rovnosti ziskame

xli)r{l_(l —x) ({(_xl — i anx"> =

n=0
~ i (1= S (5 - o) =
Neb
Sy — Op = n >0,

plyne z predchoziho a z Véty [12] ze
(C1) nh_)IglO(Sn —0,) =0.
Polozime-li nyni o_; = 0, potom
Sp — 0p =n(o, —op_1), pron > 0.

Z poslednich dvou rovnosti pak mame

n

Z ]{?(O'k; — O'k;_1) = 0(71)

k=0
Soucasné
lip 2= [ g =l Yoo = ona” =

Dohromady dostavame

n
Hm, 2 (7 = o) = Jim on = 5

]

Nésledujici tvrzeni se vraci k Frobeniové vété a ukazuje, za jakych podminek
je mozné impikaci v této vété obratit.
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Véta 12 (postacujici podminka pro opacnou implikaci). Necht {a,}2, je po-
sloupnost, (A) >0 ya, = s € R. Oznacime pron >0 : s, = Y.}, ar. Necht ddle
plati s, = O(1). Potom (C,1) >, a, = s.

Diikaz. B.U.N.O. piedopokladejme, Ze ag = 0, s = 0. Polozme wy = 0,

" w
n = k y n = 7’” 9 > 0
w Z ag, U i+ 1) n

Potom z s, = O(1) plyne, zZe

n

wy, = (n+1)s, —kz::Osk = O(n)
w-oll)

= Z ax”, g(r)= Z v, x € (0,1).
n=1 n=1

Tedy pro tato x mame

Definujme

o w < w < w
)+ (1—2)d(x) = Dty L — B pntl
9(x) + (1 = z)g'(2) ;n<n+1) n;n 25,
o = % n_ > Wn, n+1: > Wy — Wp—1 n _
nz::l n:ﬁ ;n+1x nz::lin x f(z).

Dale plati lim,_,;_ f(x) = 0, z tohoto a predchoziho jest
gz)+ (1 —2)d(z) =0(1), x = 1_,

(1) ~elop)+o-

1 ,r— 1_.

pak tedy

Odtud a z v, = O (%) a Véty (b) mame

Z v, = 0.
n=1

Zvolme m € N, potom

Celkem dostavame
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1.3 Nevlastni regularita

Doposud zminéné piiklady vedou k myslence, zda uvedené metody funguji v
pripadech posloupnosti, které nejsou omezené. Jiz jsme nahlédli, ze predstavené
metody umoznuji priradit limitu posloupnostem, které jsou omezené a osciluji,
dokonce vime, ze dokazeme priradit limitu i nékterym neomezenym poslopnos-
tem, které osciluji. Zbyva tedy pripad neoscilujicich neomezenych posloupnosti.
K odpovédi se nam bude hodit nasledujici definice.

Definice 8 (nevlastni regularita). Rekneme, Ze limitovaci metoda (P) je ne-
vlastné regularni, pokud je regularni a navic je splnéna implikace:
Je-li {s,}°2, posloupnost takovd, ze s, — 0o, pron — oo, potom (P) lim s,, = co.

Véta 13 (nevlastni regularita metody (H)). Huttonova metoda je nevlastné re-
qularni.

Diikaz. Bud {s,}>, posloupnost takovd, Ze lim,,_,, s, = co. Pak jisté pro kazdé
K > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati s,,_; > K.
Potom jest
Sp1t s, K+ K 2K

— =K > ny.
5 > 9 5 , N.=Zny

Tedy i posloupnost {h,,}7°, je divergentni.
[

Véta 14 (nevlastni regularita metody (C,1)). Metoda (C,1) je neviastné regu-
ldrni.

Diikaz. Bud {s,}22, posloupnost, takova, ze lim,_,.. s, = 00. Zvolme K > 0 a
naleznéme ng € N takové, ze pro kazdé n € N, n > ng, plati s, > K. Oznac¢me
déle Y00 s, = M € R.

Potom plati

1 n
ol = S| =
o] n—i—lkzzg)k
. T
= Sk + Sk >
n+ 1= k=no+1
. ey
> Sk| — Sk| | =
n+ 1\ | k=0
1
- —no)K — |M]).
— ((n— ) — |M)

Limitnim prechodem dostavame, Ze posloupnost {o,}22, je divergentni.
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Véta 15 (nevlastni regularita Abelovy metody). Abelova metoda je nevlastné
requldrni

Diikaz. K prokazani pravdivosti tvrzeni pouzijeme limitovaci versi Abelovy me-
tody. Necht je {s,}°, posloupnost, takova, ze lim, . s, = oo. Tato posloup-
nost representuje posloupnost castecnych souctti néjaké posloupnosti, kterou se
snazime secist pomoci Abelovy metody. Nyni zvolme K € R. Z divergence po-
sloupnosti {s,}2°, naleznéme ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati s,, > K.
Potom pro Vx € (0,1) plati odhad

no+1

0o ng 00 T
dospr" =D s+ Y st > —max{|sn\;n§n0}+[(1 :
n=0 -7

n=0 n=ngp+1
Prendsobime nerovnost vyrazem (1—z), coz je pro vSechna x € (0,1) kladné ¢islo.
Dostavame
oo
(1—2) > spa”™ > Ka"t! — max{|s,|;n < ng}.

n=0

Nyni naleznéme zq € (0,1) tak, ze 25°"' > 1 a soucasné, aby platilo

1
2

K
(1 — z) max{|s,|;n <ng} < 3

Pak tedy pro x € (zy,1) plati

K K
2 3

e

(1—2)> s,z >
n=0

Odtud -
lim (1 —2) ) spa™ = oo.

1—
T—r n—0
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2. Limitovaci metody definované
pomoci linearnich transformaci

2.1 Linearni transformace

Definice 9 (A-transformace). Necht A = (@, x)n ken je nekonecnd realnd matice,
{sn}>2, posloupnost. Necht dale pro vsechna n € N konverguje fada

(e}
ty, = Z Qp | Sk-
k=0

Potom tento systém rovnosti nazyvame linearni transformaci posloupnosti
{sn}2 . Posloupnost {t,}°°, nazyvame A-transformaci posloupnosti {s, }52.
Matici A ztotoznujeme se zobrazenim A : {s,}>° , — {t,}52,.

Definice 10 (Maticové limitovaci metody). Bud A = (@, )nken a bud {t,}52,
A-transformace posloupnosti {s, }7°,. Polozme

(L) = {0 — {5}, 3 lim b, € R} ,

m—00

La(o)= lim t,, o€c(La).

m—0o0

Dvojici (¢(L4), L4) nazveme limitovaci metodou L 4.

Priklad (Hutton). Huttonova limitovaci metoda je prikladem metody L4 dané
matici

10000
$ 2000
01100
003 30

Priklad (Cesaro). Cesarova limitovaci metoda je prikladem metody L4 s matici

10000
12000
53 5 00
P11 0

Poznamka. Abelova metoda neni typem maticové limitovaci metody.
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2.2 Silverman - Steinhaus - Toeplitzova véta o
regularité

Véta 16 (Silverman - Steinhaus - Toeplitz). Necht A = (c, ) je nekonecnd dolni
trojuhelnikovd matice a necht (S) je limitovaci metoda ddna predpisem

(S)lima, = limb,, kdeb, = Z Cn kU

k=0

Pak limitovaci metoda (S) je requldarni prave tehdy, kdyz jsou splnény nasledujici
podminky

(i) VE e NU{0} : lim,, oo Cpie = 0,
(ii) lim,, o0 ZZ:O Cnk = L,

(iii) 3C >0 VneN: Y} (lennl <C.

Diikaz.

,, = 7 Dokazeme, ze podminky (i), (ii), (iii) jsou nutné. Necht tedy limitovaci
metoda (S) je reguldrni.

Zvolme k € N. Polozme a; = 1,a, = 0 pro kazdé n # k. Pak tedy a,, — 0 a
by, = ¢u k. Odtud plyne, Ze ¢, — 0 pro n — oo. Tedy (i) je nutnd podminka.

Nyni polozme a,, = 1, pro kazdé n € N. Potom jest a, — 1. Tedy

n
bn = Z Cnk-
k=0

Odtud >3 _ycnr — 1, pro n — oco. Tim je dokdzana nutnost (ii) podminky.

Zbyva podminka (iii). Predpokladejme, ze podminka (iii) neni splnéna. Potom
pro kazdé C' > 0 existuje index ne € NU {0} takovy, ze Y79 |cnk| > C. Zvolme
C > 0, potom k nému existuje dokonce nekonec¢né mnoho takovych indexti n. €
N U {0}. Ozna¢me n; nejmens{ index, pro ktery plati S>31 |cn, x| > 102 Déle
definujeme prvnich n; ¢leni posloupnosti {a,} predpisem

SgN Cp, ) = SEN Ak, |ag| = 0

Potom
ni

1
Z TO‘CHLH > 10

ni
bn1 = Z Cny KAk =
k=0 k=0

Z podminky (i) existuje ng takové, ze
ni
Z lcnk] <1, pron > ny.
k=0

7, ¢ehoz tedy plyne

1
< — ron > ng.
1p Pron="o

1
Z Cn, k0K
k=0
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Nyni zvolme nejmensi index ny takovy, ze ng > max{ng,ni} a > 312, |Cno k| >
10% + 1 + 10. Definujme dalsi ¢leny {a,} predpisem

n+1<k<ns.

1
SEN Cpy k = SEN g,  |ag| = 102

Potom plati

n2
bn, = Z Cno kA = Z Cno, kO Z Cno kAl =
k=0 k=n1+1
n2

ni 1
= Z Cn27k(lk —+ 1702 Z |Cn2,k|'
k=0

k=ni1+1

Z predchoziho plyne nasledujici odhad

1 1
by, > —(10*+14+10—1) = 10%
T} + 102( L )
Indukei definujeme posloupnost {a,} tak, Ze jeji ¢leny od indexu ng_1 + 1 jsou
po index nj rovny ﬁ nebo —ﬁ. Potom posloupnost {b,} spliuje

bn, > 105, prok=123,....

Nebot ale plati lim, ., a, = 0, a soucasné posloupnost {b,} méa divergentni
podposloupnost {b,, }, dostavame spor. Tedy podminka (iii) je nutna.

,, <= 7 Nechf jsou podminky splnény a necht limapy = A € R. Protoze je
posloupnost {ay}72, konvergentni, plyne odtud i jeji omezenost. Naleznéme tedy
K e R: K >0 takové, ze Yk € N : |a| < K. Plati

o0 o0
S lenpar] < KD |enk] < KC.
k=0 k=0

Rada 32 ¢, rax je tedy absolutné konvergentni.
Dale zvolme € > 0 a k nému naleznéme k; € N takové, ze Vk € N, k > k; :
lar, — A| < ;5. Z prvni podminky plyne existence indexti ni,ng, ..., n, takovych,

ze pro k < k:l, n > ny plati
€

4k K-

Polozme n* = max{ny,...,ng, }. Pak tedy

|Cn,k:‘ <

< Z ‘Cn kak] < Z JLZH;(

7, druhé podminky véty plyne existence n** takového, ze pro n > n** plati

ZC”‘“ ‘ 6?(

Pak tedy plati pro n > n*:

k1
< < —=
_kz:%)|cn,k| AK
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A pro n > max{n*, n**} :

Z Cn’k_1’ =

k=k1+1

00 k1
D k= 1= o
k=0 k=0

<

k1
> Cnk
k=0

Z Cnjk — 1) +
k=0
9

< £ _ &
— 6K 4K 2K

Nakonec z t¥eti podminky véty a z konvergence posloupnosti {ax }3°, plyne

00 00 - 0 .
> eslan— A X Jenslla— A1 < 5 D fensd < 5
k=k1+1 k=k1+1 k=k1+1

K dokonceni dikazu zbyva

00 k1 00 00
Z Cr kU — A)’ < Z Cn k| + Z Cp(ar — A)’ + 4| Z CrkCnk — 1‘
k=0 k=0 k=k1+1 k=k1+1
< c + £ + - €
4 4 2

Poznamka. Budeme-li piedpokladat ve Vété |16/ misto (i) a (ii) podminky
(i*) VE e NU{0} : lim,, o0 i € R,
(i1*) limy, o0 % cu € R,

a podminku (iii) zachovame, dostaneme, ze Véta |16 charakterisuje konservativni
metody.

Véta 17 (o poli konvergence pro maticové metody). Necht je (L4) maticovd
limitovaci metoda. Potom (> C c¢(L4) prdve tehdy, kdyzZ matice A = (an )n.ken
splnuje podminky

(i) existuje lim,, o0 Gp s

(ii) 7ady 3202 |ank| konverguji stejnomerné v n.
Diikaz. ,, = " Dokazme nejprve, ze z podminek (i) a (ii) plyne, ze
[e.e]
sup Y _ |an x| = M < 0.
" k=0

Zvolme € > 0, z podminky (ii) k nému nalezneme ng € N takové, ze pro kazdé
p:q = no plati

q
Z lan k| <e.
k=p
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Tedy jisté plati pron >0

[ee)
Z lani| <e.

k=ng

Diky podmince (i) existuje K > 0 takové, ze

nog—1

Z lank| < K, n>0.
k=0

Odtud dostavame sup,, 5oy |ani| = K + ¢ < 0.
Nyni zvolme posloupnost {s,}5°, € £*°. Pro libovolné n > 0 jest

00 00
‘tn‘ S Z ‘an,kHSk" S sup ‘Sk" Z |an,k|>
k=0 k k=0

tedy, vzhledem k sup, >-32 |ani| = M < 00, je 7 = {t,}7°, € £>°. Oznacime-li

lim anp =ar, ne {0,1,...},

potom dle podminky (ii) je dokonce

o0 o
lim ¢, = lim A, S = QA Sk.
n—oo n—)oo];) ok ok l;) kk

Tim dostaneme 7 € ¢, coz znamend (* C ¢(L4).
,, < 7 Predpokladejme nyni naopak, ze £ C ¢(L4). Jelikoz

e"=4{0,...,0,1,0,...} €¢, n>0,

jei La(e") € ¢, pron > 0, takze ziejmé, vzhledem k definci maticové transfor-
mace, je podminka (i) nutné splnéna. Dle poznamky nad vétou dostaneme, ze
plati pro kazdé m > 0

(o)
Z | k| < oco.
k=0

Zbyva nam dokazat, ze nutné plati (ii). Uvazme matici B = (b, x)nren takovou,
7€
bn,k = Qp,kp — A, nak Z 0.

Pro kazdou posloupnost {s,}5°, € (> je zfejmé

0o )
{Z bmksk} € Cp.
k=0 n=0

Jelikoz dale plati Y32 |ax| < oo, vidime, ze podminka (ii) je splnéna pravé tehdy,
kdyz fady Y32 |bn.x| konverguji stejnomérné v n. Postupujme déle sporem. Necht
existuje € > 0 takové, ze pro nekonec¢né mnoho celych p > 0 existuje posloupnost
¢; > 0,7€{0,1,...}, jejiz cleny zaviseji na p, takova, ze

o

> gl > 4e, j>0.

k=p+1
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Nyni budeme konstruovat dvé celoéiselné posloupnosti {k;}, {n;} tak, Ze nejmensi
z pravé zminénych ¢isel p oznac¢ime ky. K danému k;, ¢« > 0, najdeme n; takové,
ze

o0

Z |bn“k| > 46,
k=k;+1

k;
Z ’bni,k’ < E.
k=0

Déle vybereme z vyse zminénych p prirozené k; 1, > k; tak, ze

o0
Z |bm,k| < €.
k=kiy1+1
Tedy dohromady méame
kit1
Z |bnz7k| > 357 1> 0.
k=k;+1

Protoze nyni

1 (—l)isgn bni,ky kz +1< k < k?i+1, ke {0,1, C. },
%k = 0, jinak

Vidime, ze {s;}2, € (> a supy |si| < 1. Dale pro sudd i dostaneme, Ze

00 k; kit 0o
Z bnhksllc > — Z |bm,k| + Z |bm,/€| - Z |bnuk| > €.
k=0 k=0 k=n;+1 k=n;+1+1

Pro licha ¢+ mame pak analogicky

o0
> b, kSE < —€.
k=0

Zde ziskdvame kyzeny spor.

2.3 Specialni maticové limitovaci metody

Definice 11 (metoda Rieszovych prumeéri). Necht {s,}7°,, {¢.}22, jsou po-
sloupnosti. Necht dale plati go > 0, g, > 0, n € N. Polozme

Qn=>qn r9(s)= ZQQ n>0.
k=0 n

Oznacéme
c(R,) = {0 ={sn}02y: Elnh_>no1O Ty € ]R} 7
R,(0) =limr,, R,:c(R,) — R

Potom dvojici (¢(R,), R,;) nazveme metodou Rieszovych prameéri.
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Priklad (Riesz). Metoda Rieszovych prumeéru je representovana matici

1 0 0 0
q1 q2

q1+q2 q1+q2 0 0
q q2 q3

q1+92+93  q1+g92+¢3  qi1+q2+g3

Definice 12 (metoda Norlundovych priméru). Necht {s,,}7°, {pn}>2, jsou po-
sloupnosti. Necht dale plati py > 0, p,, > 0, n € N. Polozme

P, = Zpkv t,(f’)(s) — M’ n > 0.
k=0 B,

Oznacme
¢(N,) = {a — {su}320: 3 lim 1, € R} ,
N,(o) =limt,, N,:c(N,) — R
Potom dvojici (¢(NN,), Np) nazveme metodou Nérlundovych pramért.

Poznamka. Metoda Norlundovych pramért byla prvné popsana G. T. Voronym
v roce 1901 a nezavisle na ném ji publikoval N. E. Noérlund v roce 1920. Mizeme
se proto setkat také s oznacenim metoda Voroného primeéri.

Priklad (Norlund). Metoda Norlundovych primeéri je representovina matici

1 0 0 0
p p
P1 -‘fPQ p1 -i};DQ 0 0

p3 b2 p1
p1+p2+p3  pi+p2+p3  pi1+p2+p3

Poznamka. Metody Rieszovych a Norlundovych priameért jsou zobecnénim Ce-
sarovy metody, nebot je-li ¢, = p, = 1, pro Vn € N, jsou tyto metody totozné.

Definice 13 (konetna Rieszova a Nérlundova metoda). Rekneme, Ze Rieszova
resp. Norlundova metoda je konecna, jestlize () = lim,, oo > 5o @n < 00O resp.
P =1lim, o> 3o DPn < 00.

Véta 18 (o regularité). Rieszova resp. Norlundova metoda je requldrni prave
tehdy, kdyz plati
Gn = O(Qn)v Tesp. Pn = O(Pn)

Dikaz. 7 podoby matice Rieszovy resp. Norlundovy metody je ziejmé, Ze jsou
splnény podminky (ii) a (iii) ve Vét&[16] Zvolme k € N. Potom diky pfedpokladu
véty plati

. . Qn
lim ¢, = lim = 0.
) n

Obdobné pro Nérlundovu metodu.
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Poznamka. 7 predchozi véty plyne, ze pokud ) = oo resp. P = oo, pak je
prislusna metoda regularni.

Poznamka. Kazda konecna Rieszova resp. Norlundova metoda je regularni.

Diitkaz. Necht Q) = >°7° g, konverguje. Potom jeji ¢leny g, konverguji k nule.
Odtud plyne % — 0. Ovéfeni podminky (iii) je v pripadé Norlundovy metody
stejné.

m

Zaméime se na vztah mezi dvéma Norlundvymi metodami. Necht (N,p) a
(N,q) jsou regularni Norlundovy metody. Necht dale {k,}22,, {1}, jsou po-
sloupnosti spliujici pro kazdé n € NU {0} soustavu rovnic

kOpn+ _'_knpo = Qn,

Potom {k,}5%, a {l,,}52, jsou urceny jednoznacéné, nebot py a g jsou nenulové.
Sec¢teme-li pro kazdé n obé strany rovnic, dostavame systém jehoz fesenim jsou
Qna P,,n e NU{0}

koPy 4 -+ kyPo = Qn,

Pomoci takto zkonstruovanych posloupnosti mizeme rozhodnout o vztahu

Véta 19 (o vztahu dvou Norlundovych metod). Necht (N,p), (N,q) jsou requldrnid
Nérlundovy metody. Potom metoda (N,q) obsahuje (N,p) pravé tehdy, kdyz jsou
splnény nasledugjici podminky:

(i) |ko| Py + -+ |kn|Po < HQ,, kde H € RT zavisi na n,

(ii) kgf — 0, pro kazdé r < n.

Diikaz. Oznac¢me s(x) = > 0° ) s,2". Potom plati pro dostatecné malé x

Z Qntgq)(sytn = Z(qosn + ot guso)z" = q()s(z),
n=0 n=0

kde g(z) znaci 302, g,x™. Posledni rovnost plyne z Cauchyova sou¢inu nekonec-
nych fad. Podobné dostavame vztah

i&@@ﬂzmmw.

Odtud tedy
S QutD(s) =3 kya™ Y Pt (s)a™.
n=0 n=0 n=0
Rozepsanim ziskame

Qut'D(5) = kp Pt (5) + k1 Pt (s) + - - - + ko PotP (s).
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kp—rPr
Qn

Vydélenim obou stran rovnosti (), a oznacenim c,, , =
pro r > n, dostavame

,pror <nacy, =0,

t;q)(s) = Z Cn,rtfnp)(s)
r=0

Diky podmince (iii) ve Vété pro kazdé n € N existuje C' > 0 takové, zZe
"o lcnr| < C. Tim dostavame prvni podminku polozime-li H = C. Z vyse uve-
deného je jasné, ze druha podminka je postacujici, a jeji nutnost pak dostavame

z Véty [18
0

Véta 20 (ekvivalentni Norlundovy metody). Jsou-li (N,p) a (N,q) reguldrni Nor-
lundovy metody. Potom (N,p), (N,q) jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz jsou rady
o o lknly 20 |ln| konvergentni.

Diikaz. ,, = 7 7 definice Norlundovy metody mame pg, go > 0, a tedy ikg,ly>0.
7 Véty |19 dostavame, ze koP, < HQ,. Tedy posloupnost { } S je omezena,

. Déle z Véty l mame pro kazdé r < n

stejné tak posloupnost {P—n}
‘kO‘Pn + |k1’Pn71 + e |kr‘Pnfr S HQn

Po vydéleni rovnosti P,

Pn_ n
ol Pl 2t | T <

Nyni zvolme r < n pevné. Limitnim prechodem dostaneme
. @n
|ko| + k1| + - - + |k.| < Hlimsup 7 )

Z toho plyne konvergence fady >o° , |k, |. Analogicky dostaneme konvergenci fady
neeo |nl-

., <=7 Z konvergence tady >0 | k| plyne lim,, . k, = 0, soucasné také

lim,, o0 % = 0. Pak tedy, nebot je posloupnost {@,,}5°, rostouci, plati pro kazdé

neNU{0}: Qo< Qs < -+ < Q. Odtud plyne odhad

n=0
Podobné dostavame
n=0 n=0 n=0

Tvrzeni plyne z Véty |19 volbou H = 300 o |1, 0% o | knl-
[

Jednim z uziteénych prikladu Norlundovy metody je Cesarova metoda radu

k. Tu ziskdme vhodnou volbou posloupnosti {p, }. Zavedme tuto metodu pomoci
definice.
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Definice 14 (Cesarova metoda fadu k). Necht s = {s,}>2, je posloupnost.
Polozme
s% =s,, prokazdé n > 0.

Definujme déle posloupnosti {s¥}°°, pfedpisem
n
sF=S"s"1 prok>1.
=0
Oznacme pro kazdé k > 0

Sk

CS(S) = (nfk) )
o(C*) = {s — {sn}320 3 lim Ch(s) € R},
C*(s) = lim C*(s), C*:¢(C*) = R.

Potom dvojici (¢(C*),C*) nazveme metoda Cesarovych praméra radu k.

Poznamka. Zavedneni Cesarovy metody fadu k& mizeme také ekvivalentné for-
mulovat takto

n i+k—1 )

i=0 \ k—1 )Sn—i

(")

Tim ziskdme moznost vyjadrit matici representujici tuto metodu.

Cp(s) =

Priklad (Cesaro fadu k). Cesarova metoda fadu k je representovana matici

k—1
)

Nyni definujeme Holderovu limitovaci metodu, kterou budeme studovat do
vétsi podrobnosti. Na konci kapitoly vsak ukazeme, ze Holderova metoda radu k
je ekvivalentni s Cesarovu metodu téhoz radu, a tedy vse, co dokdzeme pro jednu
metodu, plati i pro druhou.

Definice 15 (Holderova metoda). Necht {s,}2°, je posloupnost. Polozme
H? =s,, prokazdén > 0.
Definujme déle posloupnosti { H*}2, pfedpisem
o H

HSZT, prO/{:Zl
n

Oznac¢me pro kazdé k > 0
C(HF) = {3 — {50} 3 lim HA(s) € R} ,

H*(s) = lim HF(s), H*:c(H*) = R.

Potom dvojici (c(H*),H*) nazveme Hélderovou metodou ¥adu k.
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Poznamka. Ziejmé plati, Ze metoda H? je totozna s konvergenci posloupnosti
{sn}5°, a metoda H' odpovidd Cesarové limitovaci metodé fadu 1. Zajimavéjsi
vlastnost je, ze metoda H” je piikladem maticové limitovaci metody uréené ma-
tici, kterd odpovida k—té mocniné matice representujici Cesarovou limitovaci
metodu radu 1.

Véta 21 (vztah Hoélderovych metod riznych tada). Necht 0 < k < l. Potom
plati, ze (H') obsahuje (H*).

Diikaz. Necht (H*) 3% a, = s € R. Pfedpoklddejme, 7e | = k + 1. PouZijeme-li
Cesarovu metodu na posloupnost { H*}> ; pak z regularity této metody plyne,
ze

n Kk
s = lim ==L — lim HF

7 toho dostavame (H*1) % ja, = s. Pro | > k + 1 postup opakujeme.
[

Véta 22 (regularita Holderovy metody). Hélderova metoda H* je requldrni pro
kazdé k € NU {0}.

Diikaz. Tvrzeni plyne z Véty , nebot HY = s,,.
O

Véta 23 (Nutnd podminka pro Hoélderovu metodu). Necht {a;}5°, je posloupnost

a (H*)YX2,a; = s € R. Oznacme s, = Sy a;. Potom plati s, = o(n*) a také

an = o(n*).

Diikaz. 7 definice Holderovy metody mame

Hy =5+ o(1),
HY™' = nH) — (n— 1) H;_; = o(n),

H2 = nHﬁL —(n— 1)H,11,1 =5, = o(nk),

Sp — Sp_1 = a, = o(nF).

]

Ve, co jsme doposud dokazali pro Holderovu metodu, plati také pro Cesarovu
metodu prislusného radu.

Véta 24 (vztah Holderovy a Cesarovy metody). Necht k € N U {0}. Potom
metody (C.k) a H* jsou ekvivalentn.

Diikaz. Rozdélme dikaz do dou kroki. Nejprve zvolme posloupnost {a,}°,.
Ukéazeme, ze plati pro kazdé k > 2 :

(C.k) lim a, = (C,k — 1) lim Got ¥ _,
n—00 n—+00 n+1

35



Polozme

=0
Daéle definujme posloupnosti pro k£ > 1 :

(o= {S)

n=0

v [o'e) Qa J’_...J’_a o . .
Oznacme {0,}5°, = {W}n:o a definujme analogicky

n 0o
[}, — {Zaz} ,
1=0 n=0

prok>1:

n o0
[k}, = {mel}
1=0 n=0

Vyuzijeme Abelovu parcidlni sumaci. Vime, ze plati

Za,b—ab —1—2 (bi — biy1) kdeagz

Specialné pro volbu b; =i + p, kde p € R, ¢ > 0, dostaneme

Tedy nebot ziejmé plati ¥ = (n + 1)o,, mame

=0 7
so=> 5= (i+2)m)—m;=> (i+2)m)—> m;
=0 1=0 =0 =0

sk =(n+kymt — (k- 1)m”
Odtud vydélenim posldni rovnosti vyrazem ("Zk) ziskame
(k

—
(") (")

(n+ k)ymk=t (k- 1)mk

sk (n+k)ymy'

@l

T (n+k)(nt+k—1)! n+k
Wlk(k—1)! k
mkil mfi

=k — (k= 1)

n+k—1
k—1
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Tim dostavame definici Cesarovy metody. Tedy mizeme psat
Cr(s) = kCyH(m) — (k — 1)Cy(m).

Déle, je-li lim,, o, C*"Y(m) = a, pak i lim,_ o, C*(m) = a. Z pFedchozi rovnosti
méme lim,, ., C*(s) = a.

Piedpokladejme nyn{ naopak, Ze lim,, ., C*(s) = a. Zfejmé plati

mF=t = m* —mF | Dosazenim pak do rovnosti s* = (n + k)mF=t — (k — 1)m~

ziskame

Stejné jako vyse odvodime
C(s) = (n+1)Cp(m) — nCy_y(m).
Vypiseme-li si tuto rovnost pro rtizna n > 0, dostaneme nasledujici rovnosti:

Cpi(s) = (n+ 1)Cy(m) — nCyi_y (m),

n

Souctem téchto rovnosti ziskame
CE(8) +CF(s) + -+ CF(s) = (n+ 1)C*(m).
Vydélime vyrazem (n + 1) a mame

_ Go(s) + Cils) +--- + Ci(s)

k

= CFr(s).

Tedy jiz nutné lim,,_,o, C¥(m) = a. Koneéné z rovnosti C¥(s) = (n + 1)C*(m) —
nC*_ (m) plyne lim, .., C* ,(m) = a.
Dokézany poznatek nyni pouzijeme k—krat a dostaneme

hm<jm):nmcﬁ1(%+””+%j::mnc§wﬂw@)

= lim Oy *(H*(a)) = ...

= lim C}(H*Y(a)) = lim H*(a).

n—o0 n—oo

Tim je tvrzeni dokazané.

]

Priklad. Pomoci H? metody secteme fadu Y00 o(—1)"(n+1). Soucasné ukézeme,
7e tato fada neni s¢itatelnd metodami H* pro k < 2.
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Polozme HY = " ((—=1)"(n + 1). Potom {H?}>°, = {1, - 1,2, — 2,... }.
Zkoumejme pro n € NU {0}

1 _ ?QOH?: H2+1 _ n+1
T o4+ 1 on+1 2n+1’
2n+1 2n+2

Z¥ejmé lim H} neexistuje. Na posloupnost { H}}°° ; pouzijeme Holderovu metodu
znovu. Jiz mame {H}}% = {1,0,%,0,%, ... }. Tedy pro n € NU {0} plati

s Y HD 1404340424+ 0+ 2

— — 2n+1
T oon+1 on+ 1 ’
n 2 3 n+1
g oH! 140+ 54045440+ 575540
2n+1 .
2n + 2 2n + 2

Zbyva ur¢it lim H2. K tomu vyuZijeme Stolzovu vétu, nebot posloupnosti
{2n + 1}, {2n + 2}22 , monoténné diverguji k nekoneénu. Tedy

lim H2 = lim !

= m
n+1
1 1 1
= lim 2ntl _ im 7$ =,
2n+1 Hl 2n+1 Hl . 2n—1 Hl
lim H22n+1 = lim @ = lim Z’L:O ? Zl:O i
27:;11 . 1 n+1 1

= lim = lim - —— = —.
n—oo 2 n—o22n+1 4

1

Celkem dostavéme, ze lim H? = ;.
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