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Uvod

Stochastické amrtnostni modely tvori fundamentélni zaklad v odhadovani a pre-
dikci tmrtnosti. Jejich podrobnéjsi vyzkum si vyzaduje stéale se zlepsujici stredni
oc¢ekavana doba doziti, ktera se za poslednich nékolik dekad zménila zptsobem,
ktery by méalokdo odhadoval. Pojistovny, soukromé penzijni spolec¢nosti, ale i stat-
ni instituce musi spravné odhadovat a predikovat vyvoj imrtnosti. Pomoci téchto
odhadt stanovuji pojistné, penzijni pilite a analyzuji stabilitu socialni ekonomiky.
Vérohodné odhady tmrtnosti a stfedniho ocekdavaného véku doziti jsou pro tyto
subjekty klicové.

Tato prace se zabyva stochastickymi tmrtnostnimi modely v kontextu kvantifi-
kace vybranych pojistnématematickych rizik. Nejprve uvedeme struény historicky
vyvoj tmrtnosti a motivaci k tomuto tématu. Nasleduje kratky prehled definic
a tvrzeni, o které se prace opira v jednotlivych sekcich.

Ve treti kapitole si ujasnime zakladni myslenky ztvarnujici nasi predstavu o timrt-
nosti. Nasledné zavedeme pét stochastickych tmrtnostnich modeli: Lee-Cartertuv
model a jeho rozsiteni o kohortni ¢len, Cairns-Blake-Dowdtv model s jeho dvéma
rozsitenimi o kohortni a varia¢ni ¢len. Déale se zaméfime na pristupy k modelo-
vani predikci. Tuto sekci zakonéime definicemi diagnostickych testti, které nam
poslouzi jako hodnotici kriteria v empirické ¢asti préce.

Ctvrté kapitola se zabyvé pojistnématematickymi riziky v kontextu dmrtnosti.
Nejprve si predstavime rizika vychézejici z takzvaného standardniho vzorce, ktery
slouzi pro vypocet solventnostniho rizikového kapitalu pojistoven. Jedna se o ri-
zika imrtnosti, katastrofy a dlouhovékosti. Poté popisujeme rizika spojena ptimo
s odhadem modeli: riziko drovné, trendu a selekéni.

Pata kapitola se vénuje zajisténi rizika dlouhovékosti, které povazujeme za nej-
vice materialni pro zivotni pojistovny, penzijni spolecnosti a penzijni statni fondy.
Sekci zahajime s definici longevity dluhopisu a vysvétlenim jeho principu a penéz-
nich tokt. Poté se prace zabyva pristupem ke stanoveni spravedlivé ceny tohoto
finan¢niho kontraktu. K tomu je vyuzita takzvana Wangova transformace, kterd
zavadi parametr ceny trzniho rizika, ktery je klicovy pro stanoveni férové ceny
longevity dluhopisu.

Posledni sesta kapitola je empirickou ¢asti prace. Aplikujeme zde vybrané teore-
tické sekce na ceskych datech timrtnosti. Za¢neme s odhadem vsech stochastickych
umrtnostnich modelt, kde popisujeme jednotlivé odhady parametria a prolozeni
skutecnych realizaci pro muzskou populaci. Vénujeme se také zakladni diagnos-
tice residui. V dalsi ¢asti provadime predikéni testy na jednotlivé modely. Vzdy
pro obé pohlavi a pro veky 65 a 85. Pro kazdy test a pohlavi uvadime tabulku
uspésnosti danych modeli. V posledni ¢asti ocenujeme longevity dluhopis pomoci
Wangovy transformace a trzni ceny rizika. Dodavame rozpady spravedlivé ceny
kontraktu pro pojistovnu, investora a odhadnutou cenou trzniho rizika.



1. Historicky vyvoj a motivace

Modelovani a predpovidani timrtnosti je v historii matematiky pomérné mladé
téma. Zajem o podrobnéjsi zkouméani tohoto tématu vzesel do popredi koncem
minulého stoleti. Pocatky méfeni a analyzy imrtnosti se vSak datuji v pomérné
daleké minulosti, a to konkrétné do druhé poloviny 17. stoleti, kdy John Graunt
prednesl Natural And Political Observations Made upon the Bills of Mortality.
Jeho projev se povazuje za zaklad moderni predstavy o chovani tmrtnosti.

Motivace k podrobnéjsimu badani, které zacalo koncem 20. stoleti, prameni z po-
mérné strmého globalniho nartstu ocekavané doby doziti novorozencu, ktery je
styl. Tento pozitivni fakt prodluzovani véku doziti s sebou prinasi i problematické
vyzvy. Zejména pak nutnost podrobnéjsiho vyzkumu a modelovani imrtnosti, a to
hlavné z dtivodu penzijnich politik, jez tvori hlavni socialni pilit modernich ekono-
mik. Pojistovny ¢i penzijni fondy, at statni nebo soukromé, jsou zatizeny problémy
udrzitelnosti z divodu vyznamného ristu véku doziti, se kterym nepocitaly pri
kalkulaci spravedlivych pojistnych castek nékolik dekad zpét. Tehdejsi predstava
o oc¢ekavaném véku doziti znacné podhodnocuje dnesni realitu. Problém téchto
systému pochazi z nepresnosti extrémné dlouhé predikce oc¢ekavaného veku doziti,
konkrétné znatelné podhodnoceni skutecné realizace. Kazdy rok, ktery konkrétni
pojisténé kohorty ziji navic oproti ocekavani, vytvari obrovské finanéni ztraty
institucim, které takovyto zavazek prijaly. Zavaznost téchto financnich ztrat, jez
dosahuji gigantickych rozmért, motivuji k podrobnéjsimu zkoumani vyvoje a pre-
dikce timrtnosti.

Hlavnim cilem této prace je predstavit nékolik imrtnostnich modelti, popsat je-
jich vlastnosti a interpretovat dané parametry. Nasledné modely otestovat pomoci
stanovenych testl predikce na zdkladé ¢eskych historickych dat. Porovnat jejich
vysledky a zkoumat zdroje jejich nepresnosti. Prace si také klade za cil predsta-
veni vybranych pojistnématematickych rizik a zaméreni se na nejvice materialni
riziko v kontextu umrtnosti pri vyplaté dozivotnich dichodu, a to jest riziko
dlouhovékosti.



2. Zakladni pojmy, definice, véty

Tato kapitola slouzi pro zavedeni zékladniho znaceni, definic a vét, které budeme
pouzivat v celé praci. Prvni ¢ast je vénovana demografii, poté nasleduje kratky
usek k casovym faddm a na konci si shrneme zobecnény linearni a nelinearni
model.

2.1 Demografické pojmy a tvrzeni

Zde si zadefinujeme zakladni pojmy a znaceni, které budeme pouzivat v celé
praci. Zacneme uvodnim znacenim demografickych ndhodnych veli¢in a pravdeé-
podobnosti. Poznamenejme, Ze pojmy a znaceni ¢erpame prevazné z Cipral (2006).

Uvazujme zijici osobu ve véku x, kterou budeme oznacovat zkracené jako vék x.
Zavedme:

o T, oznacuje nahodnou veli¢inu zbyvajici délky zivota véku x.

o Pravdépodobnost, ze vék x zemte do t > 0 let, znacime jako

o Pravdépodobnost, ze vék x prezije alespon ¢ > 0 let, znac¢ime jako
e = P(T, > t).

« Ocekévanou stiedni dobou doziti véku x rozumime %e, = E[T},].

Intenzitu amrtnosti véku = 4 ¢ pro ndhodnou veli¢inu véku doziti T, definujeme
jako:
P[T, <t+dt|T, > 1]

=i . 2.1
Hayt dtgrol+ dt (2.1)

Centralni tmrtnostni miru definujeme jako:
My = —, (2.2)

kde D, je ndhodna veli¢ina poc¢tu smrti véku x a N, je ndhodnd veli¢ina poc¢tu
zijicich vékt x. Poznamenejme, ze m,, se vztahuje vzdy ke konkrétnimu kalendar-
nimu roku.

Teoretické modely typicky definujeme pomoci spojité intenzity timrtnosti. Pro
ucely empirickych odhadt z realnych dat musime tuto spojitou miru aproximo-
vat diskrétni ndhodnou veli¢inou. Plati nasledujici aproximace:

m, =~ /’LIE+1/2‘ (23)



Odvozeni tohoto vztahu lze nalézt v [Pollard| (1972). Této aproximace vyuzijeme
v kapitole 6. Empirickd cast. Dodejme, Ze pro ucely prehlednosti budeme inten-
zitu Gmrtnosti znacit jako p,,, kde y je dany kalendaini rok. Formélné timto
zépisem rozumime intenzitu tmrtnostni v pili roku a tedy i véku: fig11/2,y41/2-

Dle Brouhns a kol| (2002) zavedeme predpoklad, Ze ndhodna veli¢ina D, ma
Poissonovo rozdélent:

D, ~ Po(ESu,), (2.4)

kde E¢ je centralni expozice vékii x. Tento predpoklad pro nds bude esencialni
pti odhadovani modeli pomoci metod zobecnénych (ne)linearnich modeli.

Poslednim vztahem této sekce je takzvany princip ekvivalence, kterym rozumime
rovnici:
EPV(pojistné) = EPV (pojistné plnéni).

7 této rovnice vychazi pojistitel pii netto ocenovani pojistnych smluv a stanoveni
spravedlivého netto pojistného pramenici z povahy konkrétniho pojisténi.

2.2 Casové Fady

Pro ucely predikce vybranych stochastickych modelit budeme vyuzivat koncept
casovych tad, které si nyni zadefinujeme. Definice cerpame z|[Praskova a Lachout
(1998)).

Normalnim bilym sumem rozumime nahodny proces {g;,t € Z} nekorelovanych
ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou a nenulovym kone¢nym rozptylem
pochéazejici z norméalniho rozdéleni.

Néhodny proces {X;,t € Z} spliuje ARIMA(p,d,q) model, plati-li:

AdXt + alAdXt_l + ... a,pAdXt_p + on = Et + blet—l + ... bqgt—qa t e Z, (25)
kde {e;} je normalni bily Sum, p € R, a1,...,a, a by, ..., by, jsou realné konstanty,
a, # 0, b, # 0 a AYX, reprezentuje d-tou diferenci procesu X;.

2.3 Zobecnény linearni a nelinearni model

Také budeme v dalsi kapitole potfebovat definici a feSeni takzvaného zobecnéného
linedrniho modelu. Vychézime ze ¢lanku Nelder a Wedderburn| (1972). Rekneme,
ze data (Y;, X;) spliuji zobecnény linedrni model (GLM), pokud:

1. Yi,...,Y, jsou nezavisla a rozdéleni Y; zavisi na X; skrze regresni koeficienty

B=(B,...,0,)".



2. Podminéna hustota Y; pri daném X; se da zapsat ve formatu:

F00:0) = eap = gy 0,

kde b() je zndma dvakrat diferencovatelna funkce a ¢ > 0 je konstanta.

3. Parametr 0; zavisi na X; a B skrze linearni prediktor n; := X! 3.

4. Existuje znama striktné monotonni dvakrat spojité diferencovatelna linkova
funkce g takovd, ze g(u;) = n;, kde p; = E[Y;| X;].

Necht Y7, ..., Y, jsou nezavisld pozorovani, takova ze Y; ~ Po(\;). Necht \; zavisi
na X; skrze identitu log\; = X! 8. Poissonovo rozdéleni s parametrem \; > 0 je
exponencialniho typu, tj. splnuje druhy bod predchozi definice, s u; = \;,0; =
log(\;), o = 1,b(0;) = =% nebot plati:

o
F005:9) = ey log(n) = X log(y) = e

Linkové funkce jest logaritmus: g(u;) = X! 8. Odhad parametru vychéazi z ma-
ximalné vérohodného odhadu a metody iterativnich vazenych nejmensich ¢tverct.

Log-vérohodnost pro Poissonovo rozdéleni z n pozorovani jest:
i=1

Podle Kulich| (2021) vede tato log-vérohodnost skrze metodu iterativnich vaze-
nych nejmensich ¢tverci k feseni ve tvaru:

B;Hl) _ (XTW(k)X)_l(XTW(k)Z(k)), (2.6)
kde
W(k) = dz’ag():l(k), . Xn(k)),
~ (k)
. A Y, — N\
Zi(k) _ XiTB(k) n %
Ai

Odvozeni odhadu véetné pouzitého algoritmu je mozné nalézt v Kulich! (2021)).

zobecnuje striktni linearni model a pridava linkovou funkci, umoznuje
obecnéjsi hustotu odezvy, nicméné stale vyzaduje, aby m byl linearni prediktor.
Pro ucely odhadu Lee-Cartetova modelu si nevystac¢ime s linearnim vzta-
hem, proto definujme Zobecnény nelinearni model (GNM), jako , kde treti

podminku nahradime nésledovné:
3. Parametr 0; zavisi na X; a B skrze nelinearni funkci n;(X;,8).

Takto definovany model umoznuje, aby prediktory byly napriklad v multiplika-
tivni tvaru, ¢ehoz vyuzijeme v i v jeho rozsiteni Reseni vy-
uziva také algoritmus iterativnich vazenych nejmensich ¢tvercii, s pouzitim dalsi
metod jako je QR dekompozice, singularni rozklad i Gauss—Newtonova metoda.
Préce|Lee a Carter (1992) pouziva pro odhad metodu singuladrniho rozkladu.
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3. Stochastické imrtnostni
modely

V této kapitole se budeme vénovat stochastickym umrtnostnim modeltim. Nej-
prve si ujasnime zakladni myslenky a znaceni. Nasledné si zadefinujeme primarni
modely a jejich jednotliva rozsiteni. Poté budeme rozebirat pristupy k predikci
u konkretnich modelti a v posledni sekci si zavedeme diagnostické testy. Tato
kapitola je teoretickym fundamentem pro kapitolu 6. Empirickd cdst.

3.1 Predmluva a znaceni

Pro 1cel dikladného pochopeni esence stochastickych imrtnostnich modela je
tfeba si nejprve rozebrat zakladni myslenku jejich vyznamu. Podstata takovychto
modelt je nalezeni vhodného vztahu mezi vékem, ¢asem a umrtnosti. Apriorné
predpoklddame, ze hlavnimi faktory vysvétlujicimi timrtnost jsou veék a cas. Exis-
tuji také dalsi faktory urcujici imrtnost, avsak vyse uvedené jsou bezesporu témi
dely, je nasledujici: Jaky je nejlepsi odhad tmrtnosti v zavislosti na vstupnich
parametrech a jaka je predikce imrtnosti do budoucnosti?

V celé praci budeme pracovat s roky a véky. Konzistentné budeme znacit véky
proménou z a kalendaini roky pismenem y. Uvazujeme tedy hypotetickou dato-
vou sadu s véky: x1, ..., Z,, a 0Ky y1,...,¥n,. Celkem tudiZ mame n, véki a n,
roki. Nez si predstavime jednotlivé modely, tak je tieba se rozhodnout pomoci
jaké veli¢iny chceme mérit imrtnost. Jednim z nejbéznéjsich ptistupu je uziti in-
tenzity Gmrtnosti ,,,, kterou jsme si definovali v (2.1)). Nasim cilem v nésledujici
sekci bude zkoumat modely, které budou mit na levé strané intenzitu imrtnosti
a na pravé strané parametry vysvétlujici imrtnost. Poznamenejme, ze u kazdého
modelu budeme odhadovat logaritmickou transformaci intenzity timrtnosti.

3.2 Podstata modela a jejich tridy

Za prvni stochasticky model timrtnosti se povazuje Lee-Cartertiv model publiko-
vany v praci Lee a Carter| (1992). Na néhoz navazuje nékolik modifikaci a také
dalsi pribuzné modely. Nékteré z nich budou prezentovany v této podkapitole,
kterd vychéazi primarné z Macdonald a kol. (2018)).

3.2.1 Lee-Carteruv model

Lee-Carteruv model je formulovan nasledovneé:

(LC) 2 log(piyy) = ay + Buky, T=T1, Ty Y = Y1s- s Ynys



kde o, je absolutni ¢len reprezentujici efekt véku, soucin 3k, predstavuje efekt
roku a véku v multiplikativnim vztahu. Takto definovany model nema jedno-
znacné urcené feseni. Proto je tfeba zavést podminky lokace a méritka, napriklad
dle |Lee a Carter| (1992) nasledovné:

Ny Ny
i=1 i=1

Tento model se déa Tesit vicero metodami, naptiklad skrze singularni rozklad.
Nicméné, my vyuzijeme zobecnény nelinearni model nebof druhy clen je
nelinearni. Tato metoda odhadne model pomoci pristupu maximalni véro-
hodnosti, avsak tento odhad nemusi spliiovat podminky lokace a métitka .
Splnéni téchto podminek lze docilit pomoci reparametrizace odhadnutych koefi-

cientii. Necht &g, 3 g @ kg jsou libovolné odhady modelu metodou .

Definujme:
1 & ~ 1 &= .
K= — A . _ — ) . 32
ny ; HyzyE7 6 Ny P /BIZZ,E ( )
Pak koeficienty definované nasledovneé:
& =dap+ /By
i = n.B(kp — R1)
N B
B="E (3.3)
n.3

ziejmé splnuji podminky lokace a méfitka (3.1)) a plati:

&+ B = ap + Bphp.

vvvvvv

adaptace modelu pro reflexi takzvaného efektu kohorty. Na prelomu tisicileti vyslo
na toto téma nékolik praci a ¢lanku, které tento efekt predstavuji. Napriklad préace
CMI (2002), ktera ukazuje vyznamnost kohortniho efektu v modelovani dmrt-
nosti. Efekt kohorty v modelovani timrtnosti se da4 popsat jako zvlastni chovani
skupiny jedinci, jez jsou narozeni ve stejném roce oproti jedinciim narozenych
v rocich pfedchozich nebo nésledujicich. Jinymi slovy je to specialni charakte-
ristika jednotlivych generaci. Existence efektu kohorty se vysvétluje vice faktory
charakteristické pro konkrétni generace. Typickym prikladem jsou kohorty naro-
zené behem druhé svétové valky, u kterych je ziejmé specifické chovani, které je
odlisuje od pred a povalecnych dob.

Lee-Cartertiv model obohaceny o efekt kohorty mtizeme definovat dle[Dowd a kol.
(2010) nasledovne:

(LC = C) :log(pzy) = g + Buoky + 59%, T=T1, Ty Y= Y15 Yny»



kde 7, je efekt kohorty a ¢ = y — x je rok narozeni dané kohorty. Obdobné jako
u zdkladniho [(LC)|modelu musime definovat podminky jednoznacnosti, napriklad
jako:

Ny Ny Ny Yny —T1
SBe=1, Y BP=1 > K, =0, > qe=0. (3.4)
=1 =1 =1 C=Y1—Tng

Reseni modelu opét vychézi z pristupu ale odhadnuté koefici-

enty nemusi splnovat vyse definované podminky jednoznacnosti, a proto znovu

A A2
pristoupime k reparametrizaci. Necht &g, 55, BSE), kg a 4g jsou libovolné odhady

modelu metodou (GNM)| Definujme:

1 Yngy —T1 _ (2) 1 ng (2)
ng f— %y , = — T ; 35
K ny +n, —1 c_ylz_:xnz Yok p Ny ; Bevr (35)

% a B maji tvar (3.2) Pak koeficienty definované nasledovné:

R =n.B(kp — k1),
. B
B ="k,
N3
~(2)
~2) E
/8 - ~(2)7
N3
R C) DO
¥=n.8"(g — 1), (3.6)

ziejmé splnuji podminky lokace a méritka (3.4) a plati:
Ao ma s 5@ 5 A ~(2)
a+ PR+ 5 4=ap+ Bghe+ 0 Ve

3.2.2 Cairns—Blake—-Dowduv model

Dalsi ze znamych stochastickych modeltt imrtnosti je takzvany Cairns-Blake-
Dowdiv model, jenz se da definovat dle Macdonald a kol.| (2018) nasledovne:

(CBD) : log(psy) = /fél) + /ﬁéQ)(:v —I), T=T1, . Ty Y = Yo -5 Yny-

Povsimneme si, ze tento model popisuje intenzitu imrtnosti jako linearni funkci
dvou parametrii: absolutniho a linearniho prislusného rozdilu daného véku a pri-
meérného véku. Poznamenejme, Ze pro pevné y predstavuje model véku x takzvany
Gompertziuv zékon tmrtnosti. Diky jednoduchosti modelu je mozné ho
odhadnout pomoci zobecnéného linedrniho modelu [[GLM)] ktery oproti
nevyzaduje dodatecné podminky jednoznacnosti. Vsech riznych kombinaci z a y
je celkem n, x n,, tim padem vektor odezvy a modelovd matice pro model
maji pravé n, x n, radkd. Oznacme:
k) = (/{(k) kT k=12,

Y1 M yny,
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pak Kk = (n(l)T, R(Q)T)T je 2n,, vektor neznamych parametri. Modelovou matici
ozna¢me jako X := [X;, X5], kde X7, X3 jsou blokové diagonalni matice
dimenze (n, X n,) x n,. Jednotlivé bloky obou matic jsou tvoreny vektory o délce
n, nasledovné:

1 0 - 0] [ zy—2 O --- 0
1 0 0 Tp, —2 0 0
X]_:Iny®1nz: 7X2: ]
0 0 1 0 0 z—7z
0 -+ 0 1] . 0 o 0 Ty, — 7
(CBD)| mtzeme tedy pfepsat nasledovné:
log(p) = Xk,
kde pt = (a1 Haoyrs - - - M, yrs - - - ,uxwyny)T. Reseni piedchozi rovnice vychazi

z iterativnich vazenych nejmensi ¢tvercu a je ve tvaru ([2.6)), kde 8 = k.

I tento model se dé jednoduse rozsitrit o efekt kohorty, naptiklad jako:

(CBD —C) : log(piyy) = fﬁz(}) + 53(,2)(1' =)+ e

T=2T1,- -y Tng, Yy =Y1y---,Yny,

kde ¢ = y — . Modelova matice tohoto modelu je tvaru X := [X,X3], kde X je
modelovd matice pifslusnd [([CBD)] Matice X3 je typu (ng X ny) X (ny 4+ ng — 1),
nebot celkovy pocet kohort pro véky n, a roky n, jest pravé (n,+n, —1). Matice
X3 ma v prvnim sloupci jednu jednotku na pozici [n,], ve druhém sloupci ma
dvé jednotky na pozicich [n, — 1] a [2n,], iterativné ma v n,-tém sloupci k krat
jednotku. Od sloupce n, do sloupce n, obsahuje kazdy sloupec matice pfesné n,
jednotek od sloupce n,+1 zacne pocet jednotek klesat az k poslednim sloupci, kde
je opét jen jedna jednotka. Tedy formalné k-ty sloupec ma jednotku na pozicich:

e —k+1][ne x2—(k—=1)+1],...)[n. Xk, 1 <k <n, —1,
gy X (k+1—=ng)+1],[n, x (E4+2—n,)+2],...,[ny X (k) + 1y, np, <k <ny,
[Ny X ny + 1],[ng X (k+2—n,)+2],...[n, X (k) + 1], ny <k <n,+n, —1.

11



Graficky je mozné si X3 predstavit jako:

O --- 0 1 0

0 0
X3:

0 0

0 1 0 0

Méme-li modelovou matici X', pak mtizeme obdobné prepsat [(CBD-C)|jako:
log(p) = X'B,

kde B := (kT 4T)T. Reseni dostane opét skrze stejné jako pro [(CBD)|

Slozitéjsi péti-parametrické rozsiteni (CBD)[ modelu o efekt kohorty definujeme
jako:

(CBD = V) :log(ftey) = /-@él) + /ﬁl(f) (x —Z)+ /fl(/3)|(:c —Z) = S| + 7,

T=21- 3 Tngy Y = Y15+ 3Yny
kde ¢, je smérodatna odchylka véku. Takto definovany model reflektuje nejen ko-
hortni efekt, ktery je typicky vyznamny pii modelovani timrtnosti, ale zohlednuje
také odchylky véku od priméru ponizenou smérodatnou odchylkou. Tento ¢len
se empiricky ukazuje jako statisticky vyznamny.

Modelovou matici sestavime jako X~ := [X1,X2, X200, X3), kde X1,X5 a X

jsou stejné jako v|(CBD)} respektive v|(CBD-C)l Matice Xoyor := In, ® Toyar ma

dimenzi (n, X n,) X n,, kde

Loyar = (|(361 - IE) - gm|7 v 7’(xnz - jj) - gEDT'
Identicky jako v predchozich pripadech zapiseme |[(CBD-V)[nésledovné:
log(p) = X' B,

kde B := (k1 ,kl kL 4T)T a opét fesime skrze [(GLM)|

3.3 Pristupy k predpovidani modelt

Esencialni vlastnost, kterou pozadujeme od tmrtnostnich modelt, jest poskyt-
nout vérohodny odhad budoucich realizaci timrtnosti. Zde si ujasnime, jak bu-
deme pristupovat k predikci u vSech modelit definovanych vyse. Pomoci metod
zavedenych v této sekci budeme zkoumat empirické vlastnosti predikei jednotli-
vych modela v posledni kapitole.

Pro cel predikce stochastickych modelt zvolime pristup modelovani pomoci ca-

sovych fad, konkrétné podle t¥idy (vice rozmérnych) modelt ARIMA(p,d,q) pro
vhodné zvolené parametry (p,d,q).

12



3.3.1 Predikce v Lee-Carterové modelu

Idea za predikci modelu je pro kazdé x zafixovat parametry «,, S, jako
odhady, které jsme ziskali, nasledné vhodné preparametrizovali, z metody ,
a predikovat pouze parametr ménici se s y, tedy x,. Nejcastéjsim pifstupem je
modelovat x, jako ndhodnou prochdzku s driftem, kterd je specidlnim piipadem

ARIMA(p,d,q) modelu, definovaného v (2.5)), kde p =1 a d =0,q = 0. Polozme:
Ky = [+ Ky—1 + &y, y=2,...,ny, (3.7)

kde £, je normaln{ bily Sum, tedy e, je ndhodny vybér z N(0,0%) a o, jsou
neznamé parametry. Odhad takto definovaného modelu je ptimocary. Definujme
nahodnou posloupnost prvnich rozdilt modelu (Ak,):
Aky = Ky — Ky_1 y=2,...,n
= [+ &y
Ztejmé plati:
E[Aky| = u+0, Var[Ak,) = Var[e,] = o*.
Protoze je (g,) je nezdvisld posloupnost, pak (Ak,) je ndhodny vybér z N(u,0?).

Tim padem nestranny a konzistentni odhad parametru p je vybérovy pramér
a pro parametr o2 je to vibérovy rozptyl (Ak,):

1o 1o
i = A 5? = Ak, — %),
i ny_1y§::2 Ky 0 ny—2y§::2( Ky = IT°)

Pro 1cely predikce budeme pottebovat znat i standardni chybu odhadu ji:

SE(,EL) _ (Var[ﬂ])% = (Var[nyl_ 1 Z:Afiybé = ((:;/__11)202)% = (nil)

(3.8)

Nase situace je nésledujici: odhadli jsme pomoci |(GNM)| metody fadu parametri
Kyis - - - shy,, & Poté je vhodné preparametrizovali tak, aby byly splnény podminky

Ny

jednoznacnosti. Tim padem mutzeme podminit touto znamou fadou a predikovat

m budoucich hodnot £, pro ¥ = yn,+1,- - . Yn,+m dle (3.7) jako:
’%ynerm =p+ Ky, +m—1 + Eyny+m = 20+ Ry +m—2 + Eyny+m + Eyny +m—1

m
=ML+ Ky, + Z Eyny i
J=1

Nasim cilem je odhadnout stredni hodnotu &y, 1, podminénou znidmou radou

(Kyps - - ,/{yny):

E[’%ynﬁm’(’iym e ﬁyny)] = mjiL+ E["’iyny (g - - 7"’€yny)] + Z ]E[gynyﬂ]
y=1
=mfl+ Ky, +mx0=mi+r,, (3.9)
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a dopoustime se tedy predikéni chyby mo?. Poznamenejme, Ze linedrni fad chyby
zpusobuje rychle klesajici vérohodnost odhadu z modelu. UpTesnéme, ze
vysledek muzeme pouzit jak ke konstrukei konfidenénich intervalit pomoci
standardni chyby prenasobenou délkou predikce m, ale taky i ke konstrukci
predikénich intervali pomoci odmocniny z predikénich chyby rovnu v/mo. Kon-
fiden¢ni interval zachycuje chybu v odhadu parametru, oproti tomu predikéni
interval obsahuje chybu, jez vychézi ze zanedbani ndhodnych disturbanci ().

Zabyvame-li se rozsifenym |(LC-C)| modelem, tak musime obdobné jako u pa-
rametru , pfedpokladat ¢asovou fadu i pro efekt kohorty 7.. Pro parametr -,
predpokladédme, Ze se ¥idi procesem ARIMA(1,1,0), tedy:

A/yc = p+ ¢<A76—1) + €, (310>

kde e, je ndhodny vybér z N(0,02) a p, % a o jsou neznamé parametry. Piedpo-
kladejme, ze zndme odhady parametra fi, v, &, pak m-ty krok predikce je:

Afyynerxnzfler =p+ ¢A7yny+znzf2+m + Eyny+Tngy —1+m =
m—1

=mp + ¢mA7yny+Cl?nz—1 + Z @b(m_k)A’Yyny-kxnz—l—&-k‘{’ (311)
k=1

m
+> €Yy +Tng —14j-
j=1

Nasi m-tou predikci dostaneme z rovnice (3.11)), kde polozime vSechny cleny fady
(e.) rovné nule a nahradime parametry jejich odhadem:

m—1
. . oam A (m—Fk) |
ANy tany—1em = M+ Ay, o, 1 + > 1) AF g tny 14k (3.12)
k=1

Predikéni rozptyl odhadu (3.12]) uréime jako:

m

E[A'?C-s-m - A’76+m]2 = E[Z Eyny+$nw_1+j]2 =

J=1

= ZE[gyny‘f'xnm—l‘f'j]Q — m0-2, (313)

Jj=1

a tedy predikéni chybu jako \/mo.

3.3.2 Predikce v Cairns—Blake—-Dowd modelu

V této casti se bude vénovat predikci modelu a jeho dvou rozsiteni, které
jsme si zadefinovali vysSe. V pripadé zakladniho modelu uvazujeme dva parametry
zavislé na Casu: /ﬁél) a /422). Oproti ptivodnimu modelu zde mame dvé pro-
ménné, které na sobé jiz mohou byt zavislé a typicky také budou, proto je nutné je
modelovat jako dvourozmérnou casovou radu. Podle Blake a kol.| (2006)) je vhodné
tento nahodny vektor modelovat pres dvourozmérnou nahodnou prochazku s drif-
tem. PovsSimne si paralely s jednorozmérnym pripadem u modelu.
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Definujme:
Ky =1+ Ky_1+ ¢, y=2,...,1ny, (3.14)

kde €, je dvourozmérny ndhodny vybér z No(0,3), p = (u1,u2)” je nezndmy
vektor a 3 je kovarianéni matice. Opét zavedeme prvni diferenci vektorové rady
(ky) jako:

AKy = Ky — Ky_1 Yy=2,...,ny
= p+Ey.
Obdobné jako u predikce parametru lze ukazat, ze Ak, je ndhodny vybér

z No(p,X) a muzeme oznacit prvky jeho matice jako:

Var[AxW)] Cov[AxM Ak

X = Cov[ArM Ax?)] Var[Ax®)]

Odhady parametri ziskame stejnou cestou jako v predchozi podkapitole:

B = n _ Z AK’]’? Y= n _9 Z(A’("’j - l’l’)(AK’J - l"’)Ta (315)
y =2 y =2

Uvazujme situaci,, kdy mame odhadnuté parametry [((CBD)| modelu pomoci me-
tody [(GLM)| Zname tedy ¢asovou fadu:

kY . /1,(113
/4;52) N Ii7(12y) '
Pak z (3.14)) dostavame pro m-ty krok predikce:

m—+ny

Bny4+m = W + Kny+m—1 + Eny4+m = MK + Knp, + Z €j, (316>
j=ny+1

kde k,, je posledni znamd hodnota. Nasi centralni m-tou predikci dostaneme
z rovnice (3.16)), kde polozime vSechny ¢leny rady (e,) rovné nulovému vektoru
a nahradime g jeho odhadem:

’%ny-i—m = mﬁ' + K, -
Necht X™ a X2 jsou matice modelu pro predikci m let do budoucnosti:
xXW=1,91,,
X®=1,0,
X = (X0, X @),
kde z,, = (x1—7,...,7,,—%)T. Abychom mohli zkonstruovat konfiden¢ni interval

musime spocitat rozptyl m-té predikce. Ozna¢me celou rfadu predikei pocinaje
ny + 1 az n, + m matici typu m x 2:

Rp= ("“fgzly)lm + [l Crm "{7(12@,)1m + ,azcm)Ta
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kde ¢,, = (1,...,m)’. Spoc¢téme tedy kovarianéni matici predikce podminénou
posledni zndamou hodnotou (&y, ):

Var(X&p|(kn,)] = XVar [ /Zblzm ] X7
2“m
cnVarlinley,  enCovliiy, fip]ey, xT

= XVar [ cnCovliiy, el eaVarlislel,

1
= XVar[fi] ® epel X1 = XT e cmel X7, (3.17)

Ny —

kde jsme v prvni a druhé rovnosti vyuzili vlastnosti kovarianéni matice vzhledem
ke konstanté a nasobeni nenahodnou matici nebo vektorem, ve tieti rovnici defi-
nici Kroneckerova soucinu a v posledni rovnosti kovarianéni matici fi vychazejici
zZ . Nyni jiz mtizeme jednoduse postavit konfidenc¢ni interval, a to tak, ze
odmocnime jednotlivé prvky diagonaly a s hodnotou centralni predikce
urc¢ime ramena intervalu.

Predikéni chybu odhadu ([3.16]) urc¢ime jako:

m—+ny m—+ny
E[’%ny—l—m - K«ny—f—m]Q = ]E[ Z Ej]2 = Z E[é‘j]2 =m3. (318)
j=ny+1 j=ny+1

Pro konstrukei predikénich intervali modelu [(CBD)|musime predikéni chybu (5.7))
pfendsobit z obou stran vektorem (1,2 —Z)? a vytvofit fadu pomoci vektoru e,,:

(L,z —2)"3S(1,2 — 7).

Kohortni ¢len 4. v modelu [(CBD-C)| modelujeme stejné jako u |(LC-C), a to
tedy dle (3.10)). Predikce v modelu [(CBD-V)|je analogickym rozsitenim predikce
(CBD)| o treti dimenzi.

3.4 Diagnostika modela

V této sekci si zadefinujeme tti predikéni testy, které budeme nasledné aplikovat
v podkapitole 6.2 Empirickd diagnostika modelii na redlnych datech. Dané testy
sleduji vlastnosti predikci, kazdy z nich ma za cil ovérit jinou specifickou vlastnost.
Sekce vychéazi z Dowd a kol. (2010). Poznamenejme, ze existuje mnoho zpusobu
testovani spravnosti predikce stochasticky imrtnostnich modelt. Nicméné my po-
vazujeme nasledujici tTi testy jako dostatecné k posouzeni vérohodnosti predikce
modelu.

Hlavnim tcelem vyzkumu stochastickych tmrtnostnich modeli je snaha o co
nejlepsi mozny odhad budoucich mér timrtnosti pro jednotlivé véky z dostupnych
dat. Proto se nase testy budou zamérovat na schopnost modelt vérohodné od-
hadnout imrtnost. Pokud se chystdme analyzovat vlastnosti odhadi modeli je
tfeba rozliSovat dva druhy odhadi: odhad ve vzorku a odhad mimo vzorek. Dia-
gnostikou odhadu ve vzorku rozumime schopnost modelu vhodné prokladat data,
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z nichz byly odhadnuty jeho koeficienty, naproti tomu diagnostikou odhadu mimo
vzorek chapeme jako schopnost modelu vhodné predikovat budouci body, ze kte-
rych nejsou modelové koeficienty spocteny.

Poznamenejme, ze dobry model, vztazeno k nasim pozadavku, by meél posky-
tovat oba odhady v dobré kvalité. Zaméreni téchto testi je zkoumat vlastnosti
odhadu mimo vzorek, ktery je v kontextu pojistovny primarnim zdjmem. Atributy
odhadu ve vzorku budeme analyzovat v podkapitole 6.1 Odhady model.

3.4.1 Test konvergence zuzujiciho horizontu

V prvnim testu budeme zkoumat, zda predikce modelu konzistentné konverguje
ke skutecné hodnoté pri postupném zuzovani horizontu predpoveédi. Zvolime si je-
den konkrétni rok Y; a odhadneme ni-krat model k rokim Y; —1,Y;—2,...,Y; —
ny. Pro kazdy odhadnuty model budeme predikovat hodnotu roku Y;. Jinymi
slovy dostaneme n; predikci hodnoty roku Yi, kde nejkratsi predpoved je 1-roéni
a nejdelsi ni-rocni. Model povazujeme za tspésny v tomto testu pokud se zuzuji-
cim horizontem predikce konzistentné konverguje ke skuteéné hodnoté. Dodejme,
ze konzistence konvergence je klicova vlastnost, proto se na ni primarné zamé-
fime v empirické ¢asti testu. Tento test je empiricky vyhotoven v podkapitole
6.2.1 Test konvergence zuzujicitho horizontu.

3.4.2 Test dlouhé predikce

V tomto testu budeme analyzovat schopnost modelu predikovat delsi ¢asové pre-
dikce od fixniho roku Y5 do roku Y5 +ns. Predchozi test zkoumal predikei jednoho
konkrétniho roku Y; pri zkracujicim se okné predikce. Naopak v tomto testu bu-
deme porovnavat jednotlivé budouci realizace v letech Yo + 1.Y5 + 2, ... Y5 + ny
s predikci zalozenou na datech do roku Y5. Hlavni rozdil o proti predchozim testu
je zrusSeni fixace konkretniho roku Y;. K vyhodnoceni testu si zavedeme pomocné
statistiky. Budeme pocitat, kolik skutecnych hodnot lezi pod centralni predikei,
kolik nad, a také kolik jich bude lezet pod dolnim intervalem predikce a kolik nad
hornim intervalem predikce. Definujme tedy statistiky:

xy, := pocet skuteénych hodnot lezicich pod dolnim intervalem predikce,
xy = pocet skutecnych hodnot lezicich nad hornim intervalem predikce,
x¢, = pocet skutecnych hodnot lezicich pod centralni predikci,

Z¢, = pocet skutecnych hodnot lezicich nad centralni predikei.

U dobrého modelu ocekdvame pribliznou shodu z¢, a x¢,,. Pokud prevazuje jedna
statistika nad druhou, tak dany model bud nadhodnocuje (z¢, >> ¢, ), nebo
podhodnocuje (z¢, << z¢,, ). Podstatny je i soucet statistik xz, + x/, je-li model
spolehlivy, tak by tento soucet meél byt co nejmensi, presnéji z; + zp < noq,
uvazujeme-li (1 — ) %-predikéni interval. Tento test budeme empiricky vyhodno-
covat v podkapitole 6.2.2 Test dlouhé predikce.
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3.4.3 Test posouvajiciho se okna predikce

V poslednim testu chceme zkoumat vyvoj a stabilitu predikce, kdyz posouvame
predikované okno dopfedu. Konkrétnéji, zvolime fixni rok Y3, od kterého budeme
predikovat, zacatek predikéniho okna ns, a konec predikéniho okna ns,. Pro kazdy
model provedeme ns, —ng, predikei. Jednotlivé predikce budou mit predikéni okno
ns, dlouhé, vychazejici z dat od Ys —h+1,Ys —h+2,..., Y5 — h+n3, —ng, do
Y3, Y3+1, ..., Y3+nz.—n3,—1. Opét nas bude zajimat kolik skutecné realizovanych
hodnot bude lezet v predikénich pasech, vyuzijeme i ¢tverici hodnoticich statistik
[zL,xu, xo, 0y, jez byly definovany v predchozim testu. Od dobrého modelu
oc¢ekavame obdobné vlastnosti jako u Testu dlouhé predikce. Dany test empiricky
zkoumame v kapitole 6.2.3 Test posouvajiciho se okna predikce.
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4. Pojistnématematicka rizika
v kontextu imrtnosti

V této kapitole se budeme zabyvat riziky, kterym je pojiStovna vystavena a zaro-
ven se poji s umrtnosti. Nejprve je tfeba si ujasnit, co myslime pod pojmem riziko.
V kontextu této prace budeme rizikem rozumét jakoukoliv udalost, kterd miize
mit negativni dopad na budouci penézni toky pojistovny. Zakon o pojistovnictvi
SIT (2009) v sekei solventnosti uklada pojistovné povinnost dostat svych zdvazku
v libovolném budoucim okamziku. Proto je pro pojistovnu klicové spravné defino-
vat, méerit a zajistovat se proti rizikiim, které by mohly mit signifikantni dopady
na jeji financ¢ni stabilitu. Zajisténim rizika rozumime libovolné preneseni rizika
na dalsi subjekt, ktery typicky za prijeti rizika pozaduje kompenzaci ve formé ri-
zikové prémie. Pripomenme, ze ctenalr miuze nalézt definice pojistné-technickych
pojmu v knize Cipra/ (2006).

Pojistovna je vystavena velkému mnozstvi riiznorodych rizik, avsak jak jiz bylo
zminéno vyse, my se budeme zabyvat pouze vybranymi riziky, jez pfimo souviseji
s umrtnostni tématikou. Zacneme od rizik specifikovanych v zivotnim sub-modulu
standardniho vzorce slouziciho pro vypocet solventnostniho rizikového kapitalu
dle regulatorniho ramce Solvency II: umrtnosti, dlouhovekosti, katastrofické. Tato
¢ast Cerpa prevazné z EU| (2009). Dalsi skupinou jsou rizika souvisejici pfimo s od-
hadem a modelem: drovné a trendu, které vychazeji z Macdonald a kol.| (2018]).
Jednotliva rizika si probereme v nésledujicich podkapitolach.

4.1 Riziko timrtnosti a katastrofy

Rizikem timrtnosti rozumime ztratu nebo nepriznivou zménu hodnoty pojistného
zavazku vyplyvajici ze zmén drovné, vyvoje nebo volatility mér amrtnosti, kdy
zvysSeni miry amrtnosti vede ke zvysSeni hodnoty pojistnych zavazki. Klicovym
v této definice je efekt zvyseni tmrtnosti. Podivame-li se na typické portfolio
smluv zivotnich pojistoven, tak nejvétsi hrozbou rizika timrtnosti jsou upsana ri-
zikova pojisténi pro pripad smrti. NavysSeni miry imrtnosti v tomto pripadé vede
osob, nez bylo pti uzavieni smluv oc¢ekédvano, a tim padem jsou diive vyplacena
pojistna plnéni. Navic u regulérné placenych pojisténi jsou pozitivni penézni toky
plynouci z placeni pojistného zastaveny drive, nez se ocekavalo a ztrata z téchto
smluv je jesté vice signifikantni. Riziko timrtnosti v souvislosti se stochastickymi
umrtnostnimi modely je podhodnoceni budouci miry tmrtnosti oproti skutecnym
realizacim.

V kontextu Solvency II je tieba rozliSovat mezi rizikem imrtnosti a zivotni kata-
strofy, kdy obé tyto rizika souvisi s diivéjsim tmrtim oproti predchozimu oceka-
vani, avsak katastrofické se poji se Sokovym skokem imrtnosti v kratkém casovém
horizontu v fadu jednotek let(epidemie, zemétteseni, tsunami,..), naopak pod ri-
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zikem tumrtnosti si mizeme predstavit napriklad predcasné tmrti spojené s kou-
renim, obezitou ¢i nizkou fyzickou aktivitou. Katastrofické riziko je definovano ve
standardnim vzorci jako riziko ztraty nebo nepfiznivé zmény hodnoty pojistného
zavazku vyplyvajiciho ze znacné neurcitosti predpokladl pii tvorbé cen a stano-
veni rezerv v souvislosti s mimoradnymi nebo zvlastnimi udalostmi. Formalné dle
Solvency I je riziko imrtnosti definované jako okamzity a trvaly nartst tmrtnosti
o 15 %, tedy ¢, x 1.15. Riziko katastrofy je definovano jako okamzité absolutni
zvysSeni umrtnosti o 0.0015 po dobu jednoho roku, tedy ¢, + 0.0015.

4.2 Riziko dlouhovékosti

Rizikem dlouhovékosti rozumime ztratu nebo nepfiznivé zmény hodnoty pojist-
ného zavazku vyplyvajici ze zmén trovné, vyvoje nebo volatility mér amrtnosti,
kdy snizeni miry amrtnosti vede ke zvyseni hodnoty pojistnych zavazki. Povsim-
neme si podobnosti s rizikem imrtnosti, kde jediny rozdil v definici je snizeni miry
umrtnosti vedouci k zvyseni zavazki. Budeme-li se opét zabyvat typickym portfo-
liem smluv zivotni pojistovny nebo penzijni spole¢nosti, tak riziko dlouhovékosti
ma nejvétsi dopad na anuitni smlouvy a pojisténi pro pripad doziti. Toto riziko
je esencialni pro spravce penzijnich fond a soucasné zpuisobuje obrovské financ¢ni
ztraty, jak penzijnim spolecnostem, tak statiim starajicim se o starobni diichodce.
Extrémni finanéni dopady pojici se s timto rizikem v penzijnich systémech jsou
spojeny se stale zlepsujicim se zdravotnictvi a zivotnim stylem pojisténych a také
obrovskym pojistnym kmenem, ktery se diky témto faktortim stale zvétsuje. Pod-
statnym vlivem v neudrzitelnosti penzijnich systému je také vyvoj porodnosti
kohort a demograficka struktura obyvatelstva, témito faktory se nebudeme dale
zabyvat, nebot se pfimo nepoji s imrtnostnimi modely. Riziko dlouhovékosti je
jednim z nejvice materidlnich rizik pro zivotni pojistovny a penzijni spolec¢nosti,
proto se budeme v dalsi kapitole zabyvat pristupem k jeho zajisténi. Formalné
dle Solvency II je riziko dlouhovékosti definované jako okamzity a trvaly pokles
umrtnosti o 20 %, tedy ¢, x 0.80.

4.3 Riziko tirovné

Rizikem trovné nebo také rizikem spatného odhadu rozumime riziko, jez vznika,
je-li soucasny pojistiteliv odhad imrtnosti nespravny nebo odchyleny od skutec-
nosti. Pod toto riziko spada i neptfesné urceni demografickych predpokladi, napt.
predpoklady riznych kategorii morbidit. Pojistitel ma k dispozici pouze konec¢ny
pocet relevantnich pozorovani pro dana portfolia a na zakladé nich stanovuje svoje
odhady a predpoklady. Prikladem mtize byt rizné chovani kmenii jednotlivych
druhti pojisténi dané pojistovny. Pouziva-li pojistitel svoje vlastni tmrtnostni ta-
bulky zalozené na tmrti v jeho pojistnych kmenech, pak mize vzniknout riziko
urovné. Takovéto tabulky jsou typicky zaloZeny na relativné malém mnozstvi po-
zorovani a tim padem mohou byt vychyleny od skuteénych tmrtnosti. Dalsim
prikladem tohoto rizika mize byt nereflektovani pripadné zmény pravidel tpisu
do svych tmrtnostnich odhadi.
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4.4 Riziko trendu

Rizikem trendu nebo také vyvoje rozumime riziko odchyleni budouciho vyvoje
umrtnosti od nejlepsiho predpokladu zalozeného na historickych datech. Nebot
jsou vsSechny odhady umrtnosti vychazejici ze stochastickych timrtnostnich mo-
delti zaloZeny na principu modelovani budoucnosti na zakladé minulosti, nemusi
se v takovémto odhadu projevit trend, ktery neni tfeba nutné zachycen v histo-
rickych datech nebo muze byt pouze mirné reflektovan v nejnovéjsi datech a tim
padem tento trend nebude zohlednén v nejlepsim odhadu budouciho vyvoje amrt-
nosti. Riziko trendu mizeme rozdélit na riziko modelu a selekéni riziko, které si
predstavime v dalsi samostatné podkapitole. Rizikem modelu rozumime rozdil-
nost nejlepsich odhad timrtnosti zalozené na riznych modelech. S jistotou nelze
rict, ktery z uvazovanych modeli mé ten spravny budouci odhad. Mtzeme za-
vést urcité diagnostiky a testy na posouzeni spravnosti danych modeli k redukei
tohoto rizika, ale nikdy ho nemtzeme plné mitigovat, proto pojistitel musi vzit
v potaz existenci tohoto rizika a pocitat s nim ve své kapitalové pozici. Diagnos-
tické testy jsme si zavedli v podkapitole 3./ Diagnostika modeli a budeme je
aplikovat na data v podkapitole 6.2 Empirickd diagnostika modeli.

4.5 Selekéni riziko

Selek¢énim rizikem rozumime ztratu nebo neptiznivé zmény hodnoty pojistného
zavazku vyplyvajici z faktu, ze imrtnosti pojistnych kmenti se nefidi imrtnostmi
populace. Je-li tedy pojistny produkt, jehoz kmen nebude nésledovat uvazované
umrtnosti populace, ocenén pomoci imrtnostnich tabulek populace, tak dochazi
k realizaci selek¢éniho rizika. Pojistné kmeny maji typicky vyssi pravdépodobnosti
doziti, nez predikuji tmrtnostni tabulky populace. Tato skutecnost je zpiisobena
nékolika faktory. Jednim z nejvyznamnéjsim je selekce pojisSténych osob na za-
kladé jejich zdravotni dokumentace, profese ¢i zalib. Dalsi pric¢ina je, ze zivotni
pojisténi si typicky porizuji lidé s vyssSim piijmy a vyssSim vzdélanim, nez je pri-
mér populace, jak tvrdi prace Browne a Kim| (1993)). Tyto vlastnosti jsou spojené
také s lepsim zivotnim stylem. Posledni mozny faktor, je autorova domnénka, ze
dojde-li k zhorseni zdravotniho stavu pojisténého a s tim naptiklad spojena ztrata
zameéstnani, pak je-li dany pojistény i pojistnikem, tak jeho nova financni situace
muze napomoci k predcéasnému ukonceni placeni pojistného a tedy i ukonceni
pojistné smlouvy bez naroku na pripadné plnéni v ptipadé smrti. Poznamenejme,
ze selekénimu riziku se také v nékterych pramenech 1ika riziko zakladu.
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5. Zajisténi rizika dlouhovékosti

V této casti se zamérime na zajisténi rizika, konkrétné na zajisténi vici riziku
dlouhovékosti, které bude nasim centralnim zajmem i v podkapitole 6.3 Oceneni
longevity dluhopisu. Jak jsme jiz uvedli v predchozi kapitole, riziko dlouhovékosti
povazujeme jako jedno z nejvic materialnich rizik pro penzijni fondy a pojistovny
s vyznamnym portfoliem anuitantii. Nejprve si predstavime longevity dluhopis,
ktery predstavuje finan¢ni nastroj pro pojistitele na zajisténi proti riziku dlouho-
vékosti anuitnich kmenti. Nasledné se zamérime na teoreticky pristup k ocenéni
takového kontraktu pomoci parametru trzniho rizika skrze pristup zvany jako
Wangova transformace.

5.1 Longevity dluhopis

Vv

zivotni pojistovny a penzijni fondy, zejména v pripadé vyplaty dozivotnich di-
chodi, je nepredikovany nartust dlouhovékosti. V této ¢asti si ukdzeme, jak je
mozné se zajistit proti riziku dlouhovékosti v portfoliu anuit pomoci specialniho
typu dluhopisu. Tato podkapitola je zpracovana dle |Lin a Cox (2005)).

Predpokladejme, Ze pojistitel méa portfolio, které obsahuje [, Zivotnich anuit ve
véku z v ¢ase t = 0. Pro jednoduchost necht vSechny smlouvy maji ro¢ni vyplatu
v jednotkové hodnoté. Pojistitel se chce zajisti proti riziku dlouhovékosti, nebot
jeho ocekavané penézni toky v roce t jsou stanovené pomoci ocekavanych poctu
prezivsich [, 4 v roce t. Naopak jeho skutecné vydaje jsou odvozené ze skutecné
realizovaného poctu preziviich I,.,. Pokud plati, ze I, >> l,.+ pak je porusen
princip ekvivalence a pojistitel trpi neo¢ekavanou ztratou. Jinymi slovy riziko od-
chylky jeho nejlepsiho odhadu neni reflektovano v cené pojisténi.

V ramci longevity dluhopisu uvazujeme tri subjekty, které mezi sebou uzavi-
raji financéni smlouvu: pojistitel, zprosttedkovatel a investor. Pojistitel se chce
zajistit vaci riziku dlouhovékosti, investor chce zhodnotit svoji investici a zpro-
stredkovatel slouzi jako prostrednik mezi obéma subjekty. Zprostiedkovatele uva-
zujeme, abychom eliminovali kreditni riziko protistrany. V ¢ase ¢ = 0 pojistitel
kupuje zajisténi od zprostiredkovatele za cenu P, zaroven investor nakupuje od
zprostiedkovatele dluhopis za cenu V. Prostfednik pomoci kombinaci penéznich
tokti od obou subjekti nakoupi bezrizikovy (statni) dluhopis za cenu W. Zde
je vidét uloha zprosttedkovatele, ktery ndkupem bezrizikového aktiva zredukuje
kreditni riziko. Zprostredkovatel bude vyzadovat, aby platil vztah P +V > W.
Pro zjednoduseni predpokladejme, ze plati P+ V = W, tedy zadna provize pro
spravee smlouvy. Bezrizikovy dluhopis nese ro¢ni kuponové platby ve vysi Cj.
Tyto kupony rozdeéli zprostredkovatel v ¢ase ¢t nasledovneé:

Ot — Bt + -Dt7 (51)
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kde B; je kupon pro pojistitele a D, je kupon pro investora. Pojistitelovy penézni
toky v roce t > 0 plynouci ze zajisténi jsou:

A

By = Cy, oy = lagt > Ch
- z:p—l—t - lm+t7 lm+t < Za:—i—t < Ct (52)
= 0 Zert < Z:L‘+t-

Celkovou nahodnou ztratu v roce t > 0 pro pojistitele bez zajisténi muzeme
vyjadrit jako:
Z(t) = max(lyss — ly44,0). (5.3)
Zajisti-li se pojistitel longevity bondem, pak jeho ztratu muzeme vyjadrit jako:
Zy(t) = Z(t) — By,

kterd je nenulova pouze v tom ptipadé, ze I, — I, > Cy. Tedy prekroci-li pocet
prezivsich urcitou vyssi mez stanovenou v podobé kuponu C;. Kupon D; pro
investora ur¢ime jednoduse pomoci rovnic (5.1)) a (5.2)):

A

D, =0, logt — Lot > Cy
= Ct + lpys — Z$+t7 loys < Z;L’+t < Cy (5.4)
= Ot Zz+t < lx+t-

Rovnice zprostredkovatele:

T
P+V =W =Fd0,T)+ > Cd(0,t),

t=1
kde F' je nominélni hodnota statniho dluhopisu a d(0,t) je diskontni faktor do ¢asu
t. Prvni rovnost plyne z predpokladu nulové provize zprostiedkovatele. Druha
rovnost plyne z principu férového ocenéni dluhopisu, ktery v casech ¢ vyplaci
kupony C; a v dobé splatnosti vyplaci nomindl F'. V obrazku dodavame nacrt
schéma penéznich toki longevity dluhopisu.

Obrézek 5.1: Schéma penéznich toki longevity dluhopisu.

23



Celkove je tedy zprostiredkovateliiv penézni tok roven nule, pojistitel je plné za-
jistén vudi riziku dlouhovékosti, pokud nedojde k extrémnimu nartstu realizo-
vanych prezivsich oproti predpokladané hodnoté a i v tom pripadé je jeho rea-
lizovand ztrata ponizena o hodnotu kupénu C;. Investor profituje z kontraktu,
jsou-li realizovani prezivsi blizko oc¢ekavané hodnoty nebo dokonce pod ocekava-
nou hodnotou. Néasleduje zédsadni otazka: Jaka ma byt cena longevity dluhopisu
pri predpokladu bezarbitrazniho principu?

Poznamenejme, ze zajisténi proti riziku dlouhovékosti se da dosdhnout i bez
zprostifedkovatele a to formou swapu. AvSak tato forma bez prisunu bezriziko-
vych kupont v sobé nese riziko, ze investor nebude moci splacet kuponové platby
nalezici pojistovné, vzrostou-li vyznamné realizované pocty prezivsich nad oceka-
vané hodnoty. V tomto pripadé je nutné uvazovat v ocenéni longevity dluhopisu
i kreditni riziko protistrany.

5.2 Wangova transformace

Jednim z moznych pristupt k ocenéni longevity kontraktu je pouziti metody dis-
torze, konkrétné v podobé Wangovy transformace, kterda je popsana napriklad
v [Lin a Cox! (2005)). Princip tohoto pristupu je transformovat rozdéleni distri-
bucni funkce tak, aby zahrnovala i trzni hodnotu ceny rizika a to skrze neznamy
parametr. Pfedpokladem je, Ze trh uvazuje nejistotu spojenou s cenou anuit, ktera
vznikd odhadem z imrtnostnich tabulek a reflektuje ji ve svém ohodnoceni da-
ného kontraktu. V nasem pripadé budeme Wangovu transformaci aplikovat na
rozdéleni pravdépodobnosti umrti. Postup bude nasledovny: trzni cenu anuity
polozime rovnu Wangové transformaci na pravdépodobnost tmrti, kterou odhad-
neme pomoci modelu uvedenych v kapitole stochastickych timrtnostnich model
a spocteme hodnotu parametru trzniho rizika. Nakonec uréime spravedlivé po-
jistné P pro zajistnou smlouvu i cenu V' pro investora.

Necht ®(x) reprezentuje distribu¢ni funkei standardniho normadlniho rozdéleni.
Poté muzeme definovat distorzni operéator distribuéni funkce ®(x) jako:

ga(u) = (D7 (u) — N), (5.5)

kde 0 < u < 1 a parametr A\ € R predstavuje trzni cenu rizika. Pomoci operatoru
(5.5) je mozné pro libovolnou distribucni funkeci F'(z) definovat jeji Wangovu
transformaci jako:

F*(x) = gx(F(x)), x €R. (5.6)

F*(x) reprezentuje skrze parametr A rizikové rozsiteni distribuéni funkce F'(z).
Férova cena jakéhokoliv zavazku by pak méla byt ziskana pomoci diskontované
stfedni hodnoty vychazejici z rozdéleni predstavujici F*(z), které je jiz obohacené
o systematické riziko trhu, protoze vsechny strany toto riziko zohlednuji a tim
padem i reflektuji v cené daného zavazku. Timto typem rizika rozumime riziko,
které se nedd odstranit diverzifikaci a je tedy prijato trhem jako nejnizsi mozné

24



riziko a proto je reflektované v kazdé trzni cené. Pii uvazovani longevity bondu
je prikladem takového rizika nejistota spojena s konstrukci imrtnostni tabulky,
ktera je pouzita pro ocenéni anuit, ale také nejisty vyvoj budoucich smrti. Tyto
nejistoty musi byt soucasti ocenéni v bezarbitraznim pristupu, nebot je nelze
eliminovat. Parametr A odhadneme z dat pomoci nasledujici rovnice:

al ™ (t)) = Y [1 — ¢(¢7 (10,) — Aa(t0))]d(0,2), (5.7)

t=1

kde a™@*¢t je trzni cena jednotkové anuity pro vék x a ¢len

@ 5 = (67 (1) — Na(to)) (5.8)

je Wangova transformace pravdépodobnosti imrtnosti, reprezentujici pravdépo-
dobnost imrti obohacenou o rizikovou prirazku. Tato trzni cena zahrnuje i sys-
tematické riziko a tim padem muizeme numericky urc¢it parametr \,. Vztah
je odvozen z netto pristupu, kde jest A\, = 0, a tedy rovnice:

T T

as(to) =D _[1 = (67" (1) — 0)]d(0,t) = >_[1 = ¢4,]d(0,t),

t=1 t=1

predstavuje spravedlivou cenu jednotkové anuity, ktera vychazi z principu ekvi-
valence. Formuli 1ze nalézt v |Cipra (2006). Parametr trzniho rizika A, v rovnici
(5.7]) reprezentuje ipravu netto pristupu o trzni riziko, které je obsazeno v trzni
cené anuity.

Zname-li trzni cenu rizika muzeme jiz primocafe spocitat spravedlivé pojistné
P pro zajistnou smlouvu i cenu V' pro investora jako:

P = ZT:E*[Bt]d(O,t),

V= §Tj E*[Dy)d(0,t) + Fd(0,T),

t=1

E*[Z] je sttedni hodnota vztazena k th*x, B; a Dy jsou kupény definované v (|5.2))

a (54).
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6. Empiricka cast

V této c¢asti budeme odhadovat, diagnostikovat a aplikovat tmrtnostni modely
definované v teoretické podkapitole 3.2 Podstata modelu a jejich tridy. Pro ucely
diagnostiky vyuzijeme tii testy, které jsme si zavedli v podkapitole 3.4 Diagnos-
tika modelu. Predlohou pro aplikaci pro nés bude kapitola 5. Zajisteni rizika. Ka-
pitola ma nasledujici strukturu: nejprve si zadefinujeme datovou sadu, ze které
budeme vychazet. Poté v podkapitole 6.1 Odhady modeli provedeme odhady
vsech modelt na zékladé jejich definic. Budeme analyzovat odhadnuté parame-
try a residua. Nasledné v ¢asti 6.2 Empirickd diagnostika modeli prozkouméame
jednotlivé modely vSemi tfemi teoretickymi predikénimi testy pro vybrané veky.
V poslednim tseku budeme aplikovat modely na odhad férové ceny longevity
dluhopisu a s nim spojené trzni ceny rizika. Dodejme, Ze vSechny vypocty byly
provedeny v softwaru Rstudio.

Nejprve si zadefinujeme datovou sadu, ze které budeme vychazet v celé kapitole 6.
Datovym vzorkem pro nas je jak sada poctu centralnich imrti, tak sada expozic
v Ceské republice. Obé databéze zacinaji rokem 1950 a konéi v roce 2019. Namé-
rené pocty jsou od véku 0 do veéku 110, pricemz jsou uvedeni samostatné muzi
a zeny. Datové sady pochazeji z The Human Mortality Database HMD) (2021)),
kterd obsahuje imrtnostni a populaéni(expoziéni) data uréend pro védce, analy-
tiky, zpravodaje,... Jedna se o vefejné pristupnou databazi, ktera obsahuje data
ze 41 zemi véetné Ceské republiky. Ceské data jsou piebirana pifmo z Ceského
statistického uradu. Databaze obsahuje rtizné pruniky casovych a vékovych oken
obsahujici timrtnosti, expozice, ocekavané doby doziti, tmrtnostni tabulky a ve-
likosti populaci délené pro obé pohlavi. V riznych c¢ésti této kapitoly se budeme
omezovat na specifické podmnoziny téchto dat. V tabulce dodavame statis-
tiky vyvoje primérného véku amrti a primérného véku populace po desetiletych
oknech, zvlast pro muze a zZeny. Pozorujeme rostouci trend ve vyvoji vSech sle-
dovanych hodnot. PovSimneme si i rozdili v primérném véku damrti mtizu a zen.
U starsich roku vidime rozdil kolem péti let ve stfedu intervalu dokonce i osm let.

Roky Prameérny vék tmrti Primérny vék expozice

Muzi Zeny | Muzi Zeny
1950-1959 | 59,5 64,3 | 32,0 34,3
1960-1969 | 63,3 69,2 | 33,1 35,9
1970-1979 | 64,6 71,1 | 334 36,7
1980-1989 | 66,5 73,6 | 334 36,8
1990-1999 | 67,1 75,1 | 34,9 38,2
2000-2009 | 68,8 76,6 | 37,6 40,7
2010-2019 | 71,3 78,5 | 39,7 42,6

Tabulka 6.1: Statistiky primérnych véka timrti a expozic pro Zeny a muze z c¢es-
kych dat od roku 1950 do 2019 po desetiletych skupinach.
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6.1 Odhady modeli

V této kapitole postupné odhadneme vSechny modely z podkapitoly 3.2. Podstata
modeli a jejich tridy a budeme zkoumat jejich vlastnosti a interpretaci jednot-
livych parametrii. Datovou sadu pro ucel odhadt budeme brat celou v dimenzi
roku, tedy od roku 1950 do roku 2019, v dimenzi véku se omezime na veéky od
50 do 95. Takto ztzeny vybér dat je motivovan faktem velice nizkych meérenych
historickych hodnot pro starsi roky, ktery je zptisoben znatelné mensi stredni
dobou doziti pro obé pohlavi hlavé pro roky po pilce 20. stoleti. V souladu se
znaCenim pouzivanym v praci mame: n, = 46, n, = 70 a 1 = 50,...,2,, = 95,
y1 = 1950, ... ,y,, = 2019.

Budeme zkoumat odhad intenzity timrtnosti, kterou aproximujeme diskrétni cen-
tralni imrtnostni mirou, dle vztahu . Poznamenejme, Ze u vSech modeli uva-
zujeme logaritmickou transformaci odezvy. Déle predpokladame, ze pocet smrti
pochazi z Poissonova rozdéleni, tak jako bylo uvedeno v . Pro kazdy model
spocteme takzvana pracovni residua, to jsou residua z posledni iterace algoritmu
iterativnich vazenych nejmensich ¢tverci. Residua jsou tvaru:
my — My,
resy = ———, E=1,...,n Xny.
my,

Poznamenejme, Ze residua jsou fazeny dle vektoru odezvy, tedy od nejstarsich
roki a nejmladsich véki. Slozky vektoru residui odpovidaji:

[(yhxl)? (ylamQ)v R (yl,l’nx), (y27x1)7 R (ynyvxnm)]'

Vsechny odhady a analyzy jsou provedeny na muzské populaci. Ekvivalentni grafy
pro zenskou populace muze ¢tenar nalézt v Priloze A.1.

6.1.1 Lee-Carteruv model

Pripomenme, ze |(LC)[ model je definovan nasledovné:

(LC) : log(pyy) = 0y + Buky, T=T1,. 0, Ty, Y =Yy s Yny-

Provedeme odhad pomoci metody a poté transformujeme parametry dle
tak, aby platila jednoznacnost odhadnutych parametri, a tedy i vztah .
V grafu nalezneme odhadnuté parametry modelu pro muzskou populaci a po-
rovnani odhadu véku 65 a skutecné realizovanych timrtnosti v jednotlivych letech.

Zamérime-li se na tento obrazek spolecné s podminkami meéritka a lokace de-
finovanych v , tak muzeme parametry modelu interpretovat nasledovneé: a,
vysvétluje timrtnost jako prumérny prispévek daného véku pres vSechny roky,
B, pro vék x skaluje parametr k,, ktery predstavuje zménu (zlepSeni) Gmrtnosti
mezi jednotlivymi roky. Zamérme se na obrazky s a odhadu tmrtnosti pro vék
65. Miizeme si povSimnout, ze obé trajektorie jsou stejné. Toto tvrzeni plati pro
libovolné zvoleny vék a vychéazi z podstaty modelu a podminek jednoznacnosti.
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V grafu[6.2] pozorujeme residua (LC) modelu pro muzskou populaci. Analyzujeme-
li pritbéh residui, tak dochézime k zavéru, ze residua maji nulovou stredni hod-
notu. Nicméné je patrny trend rozptylu, ktery postupné klesa s tim, jak model
odhaduje novéjsi data. Hodnota Durbin-Watsonovy statistiky jest 1.10, a zami-
tame tedy nulovou hypotézu o nekorelovanosti residui na hladiné 0.05.

Odhad Lee-Carterova modelu
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Obréazek 6.1: Odhad (LC) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muzi pro véky 50-
95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné odhadu o,
Bz a ky. V poslednim grafu (vpravo dole) je ¢ernou krivkou vyobrazen odhad (LC)
modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosocCtverce) predstavuji skutecné realizované
umrtnosti.
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Obréazek 6.2: Residua (LC) modelu na ceskych datech imrtnosti muzi pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019.

6.1.2 Lee-Carteruv model s kohortnim ¢lenem

model jsme si zadefinovaly jako:
(LC - C) : log(luar,y) =0y + ﬁxﬁy + 59(52)707 T=T1,- 3Ty Y =Y15--- 7yny-

Opét provedeme odhad pomoci metodya poté transformujeme parametry
dle tak, aby platila jednoznac¢nost odhadnutych parametri, tedy i vztahy
. Poznamenejme, ze mnozstvi odhadovanych parametri spolecné s neline-
arni vztahem parametrii zapfic¢ini, Ze metoda m4 problémy dokonvergo-
vat k TeSeni. Z tohoto diivodu prvni pokus odhadu je vzdy spustén se startovacim
hodnotami, které jsme obdrzeli z odhadu (LC) modelu. Pokud takto definovany
model nekonverguje, tak je nasledné nékolikrat spustén s nahodnymi startovacimi
hodnotami. Casova naro¢nost a pocet iteraci je znatelny obzvlast pro velky rozsah
roki i véki. Dodejme, Ze odhad (LC-C) modelu pro Zenskou populaci mél velky
problém konvergovat kvili rozsdhlosti a proménlivosti dat. V grafu[6.3|nalezneme
odhadnuté parametry modelu pro muzskou populaci a porovnani odhadu véku
65 a skutecné realizovanych timrtnosti v jednotlivych letech.

Podivame-li se na tento obrazek spolecné s rozsitenymi podminkami méritka
a lokace definovanych v , tak mtzeme parametry modelu interpretovat né-
sledovné: a, stejné jako u (LC) modelu vysvétluje tmrtnost jako prumérny pri-
spévek daného véku pres vsechny roky, 3, pro vék x skaluje parametr x,, ktery
opét piedstavuje zménu(zlepseni) imrtnosti mezi jednotlivymi roky, 32 pro dany
vek x skaluje kohortni ¢len 7., jez predstavuje specifické imrtnostni chovani jed-
notlivych kohort. Poznamenejme, Ze opét plati fakt shodnosti trajektorii pro «,
a odhad modelu. Z obrazka pifslusnych pro v, 53 a B je patrné, ze kohortni
¢len je vyznamny a vhodny pro modelovani imrtnosti, avsak pouze pro kohorty,
které nejsou na kraji intervalu. Ve stfedu obrazku pozorujeme stabilitu kohort

29



s tfm i rostouci piislusny skalovaci ¢len 5 a tim padem i klesajici skalovaci ¢len
B. Naopak na kraji vidime nestabilitu kohort, zptisobenou malym vzorkem dat,
ktery byl pouzit na jejich odhad.

Odhad Lee-Carterova modelu s kohortnim ¢lenem
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Obréazek 6.3: Odhad (LC-C) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muzi pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné odhadu
g, Ky, Bay Ve @ B3,V poslednim grafu (vpravo dole) je ¢ernou kiivkou vyobra-
zen odhad (LC-C) modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosoctverce) predstavuji
skutecné realizované timrtnosti.
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V grafu [6.4] doddvame residua (LC-C) modelu pro muzskou populaci. Zamérime-
li se na prubéh residui, tak dochdzime ke stejnému zévéru jako pro (LC) model
a to, ze residua maji nulovou stfedni hodnotu a rozptyl postupné klesa s tim jak
model odhaduje novéjsi data. Hodnota Durbin-Watsonovy statistiky jest 1.43,
opét zamitame nulovou hypotézu o nekorelovanosti residui na hladiné 0.05.

Residua Lee-Carterova modelu s kohortnim ¢lenem
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Obrézek 6.4: Residua (LC-C) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muzu pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019.

6.1.3 Cairns—Blake—Dowduv model

V teoretické ¢asti jsme si model definovali nasledovné:

(CBD) : log(fsy) = /ﬁél) + f@f)(x —I), T=T1, . Ty Y = Yo s Yny-

Provedeme odhad pomoci metody . V grafu nalezneme odhadnuté pa-
rametry modelu pro muzskou populaci a také porovnani odhadu véku 65 a sku-
tecné realizovanych tmrtnosti v jednotlivych letech. U konstantniho ¢lenu Ii:(yl)
je opét vidét podobnost trajektorie s odhadem (CBD) modelu. PovS§imneme si
opacného chovani dvou odhadovanych parametri. Oba parametry jsou u starsich
roku bez jednoznacného trendu, poté kolem roku 1990 zac¢ne parametr sklonu 552)

rust, a proti tomu parametr /fél) zacne klesat.
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Odhad Cairns—Blake—Dowdtiova modelu
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Obrazek 6.5: Odhad (CBD) modelu na ceskych datech tmrtnosti muzi pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji odhadu liz(}) a /{§2).
V poslednim grafu je ¢ernou kiivkou vyobrazen odhad (CBD) modelu pro vék 65
a Cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované dmrtnosti.

V grafu dodévame residua (CBD) modelu pro muzskou populaci. Stredni
hodnota se zda u starsi rok mirné vychylena do zapornych hodnot, nasledné se
blizi k nule. Trend rozptylu neni tak vyznamny jako u (LC) modeli. Nicméné je
stale patrny klesajici smér. Spoc¢teme-li Durbin-Watsonovu statistiku, tak dosta-
neme hodnotu 0.82, a opét zamitame nulovou hypotézu o nekorelovanosti residui
na hladiné 0.05. Pozitivni autokorelovanost residui je tedy mnohem silnéjsi nez
u modelu (LC) a (LC-C).
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Residua Cairns—Blake—-Dowdtiova modelu
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Obréazek 6.6: Residua (CBD) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muziu pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019.

6.1.4 Cairns—Blake—Dowduv model s kohortnim ¢lenem

Pfipomenme, ze [(CBD-C)| mé tvar:
(CBD — C) : log(ftsy) = 51(11) + k@2 —T) + e,

Yy
T=T1, Ty Y =Yl Ynyy C= Y1 — Ty -+, Yny — L1

Odhad modelu je dosazen skrze metodu. V grafu nalezneme odhad-
nuté parametry modelu pro muzskou populaci, a také porovnani odhadu véku 65
a skutecné realizovanych imrtnosti v jednotlivych letech. Pozorujeme, Ze trend
obou konstantnich parametrii mél) a 7, je opacny. U odhadu zenské populace jsou
sklony konstantnich parametrt prohozené, tedy figl) je klesajici a 7. je rostouci.
U linearniho parametru /19 jsme dostali podobnou trajektorii jako u (CBD) mo-
delu. Presto, ze hodnoty parametrii jsou enormni, tak model vérohodné proklada
skutecné realizace o cemz svédci posledni obrazek.
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Odhad Cairns—-Blake—-Dowdutova modelu s kohortnim élenem
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Obréazek 6.7: Odhad (CBD-C) modelu na ceskych datech tmrtnosti muzi pro
véky 50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné
odhadu /{Z(}), Ii?(f) a 7Y.. V poslednim grafu (vpravo dole) je ¢ernou kiivkou vyobra-
zen odhad (CBD-C) modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosoctverce) predstavuji
skutecné realizované timrtnosti.

V grafu dodavame residua (CBD-C) modelu pro muzskou populaci. Stredni
hodnota je u starsich rokt opét mirné vychylena do zapornych hodnot, nasledné
se blizi k nule. Trend rozptylu ma opét nekonstantni pribéh, konkrétné se jedna
o klesajici smér. Spoc¢teme-li Durbin-Watsonovu statistiku, tak dostaneme hod-
notu 1.46, a opét zamitame nulovou hypotézu o nekorelovanosti residui na hladiné
0.05. Pozitivni autokorelovanost residui je patrnd pro mladsi roky.
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Residua Cairns—Blake—-Dowduova modelu s kohortnim élenem
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Obréazek 6.8: Residua (CBD-C) modelu na ¢eskych datech dmrtnosti muzi pro
véky 50-95 od roku 1950 do 2019.

6.1.5 Cairns—Blake—Dowduv model s variacnim c¢lenem

Pripomertime, Ze [(CBD-V)|m4 tvar:

(CBD = V) :log(ptay) = & + £ (x — 2) + 67| (2 — 2) — | + e

T=T1 3 Ty Y =Yy oo Ynys C = Y1 — Ty o+ 5 Yny — T1-

Odhad modelu je stejné jako u predchozich variant (CBD) modelu odhadnut me-
todou V grafu nalezneme odhadnuté parametry modelu pro muzskou
populaci a také porovnani odhadu véku 65 a skutecné realizovanych tmrtnosti
v jednotlivych letech. Totozné jako u (CBD-C) modelu plati, Ze trend obou kon-
stantnich parametru /ﬁ?(}) a 7. je opacny. U linearniho parametru mf) muzeme opeét
vidét tvar V, ktery byl charakteristicky pro obé predchozi varianty. Rozsitujici
parametr 112(13) ma rostouci konkavni sekvenci s propadem v roce 1990.

V grafu dodévame residua (CBD-V) modelu pro muzskou populaci. Vlast-
nosti stfedni hodnoty a rozptylu residui jsou totozné k zbylym dvéma variantam.
Durbin-Watsonova statistika ma hodnotu 1.55, a opét zamitame nulovou hypo-
tézu o nekorelovanosti residui na hladiné 0.05. Pozitivni autokorelovanost residui
je patrna pro mladsi roky.
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Odhad Cairns—Blake—Dowdtiova modelu s variacnim ¢lenem
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Obrazek 6.9: Odhad (CBD-V) modelu na ceskych datech dmrtnosti muzi pro
véky 50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné
odhadu (M, kP, k{3 a ~.. V poslednim grafu je ¢ernou kiivkou vyobrazen odhad
(CBD-V) modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosoctverce) predstavuji skuteéné
realizované imrtnosti.
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Residua Cairns—Blake—-Dowduova modelu s variaénim é¢lenem
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Obrazek 6.10: Residua (CBD-V) modelu na ceskych datech imrtnosti muzi pro
véky 50-95 od roku 1950 do 2019.

6.2 Empiricka diagnostika modelt

V této kapitole budeme zkoumat predikéni vlastnosti modeli definovanych v pod-
kapitole 3.2 Podstata modelu a jejich tridy. Vyuzijeme k tomu testy definované
v podkapitole 3.4 Diagnostika modelii.

Nejdrive uvedme, ze pro vyhodnocovani jednotlivych testti se budeme omezo-
vat jen na urcitou ¢ast aktualnéjsich dat, typicky blize k prelomu tisicileti. Testy
budeme provadét zvlast pro obé pohlavi, nebot chovani tmrtnosti v pozdéjsich
stadii zivota ma diametralni rozdily pro muze a zeny. Nase hlavni zaméreni cili
prave na tyto pozdéjsi veky.

Nyni uréime véky, na které se zamérime pri testovani modeli. Jinymi slovy, jaké
véky jsou pro nase ucely nejvice podstatné. Jak jiz bylo zminéno v kapitole 4. Po-
jistnématematicka rizika v kontextu umrtnosti, tak jednim z nejvice materialnich
rizik pro pojistovnu je riziko dlouhovékosti. V dalsi podkapitole 6.3 Ocenéni lon-
gevity dluhopisu budeme pocitat cenu zajistnych kontrakti pro portfolio anui-
tantli, kde vérohodnost a spravnost modeli v predikci tmrtnosti v pozdéjsim
véku je esencialni. Z téchto divodu budeme zkoumat vlastnosti modela pro vék
65, ke kterému se momentalné blizi vék odchodu do starobniho dichod v Ceské
republice. Dodejme, ze vék odchodu do starobniho dtichodu se lisi jak pres po-
hlavi, tak u Zen dle po¢tu vychovanych déti. Nicméné vék 65 se da povazovat
jako vhodny pro uéely stanoveni za¢atku starobnfho dichodu v Ceské republice.
Poznamenejme, ze zbyvajici stfedni doba doziti véki 65 je pro pojistovny, které
maji velké pojistné kmeny dichodovych anuit, esencidlni parametr.
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V nékolika poslednich dekadach byla signifikantné zvysena stredni délka zivota
pro miize a zeny, avsak tento rist byl zastaven pandemii Covid-19. V tabulce
nalezneme stiedni doby doziti novorozencii v Ceské republice pro vybrané roky
mezi 1993 a 2020. Data jsou ziskand z |(CSU| (2021)). Pozorujeme rychle rostouct
trend do roku 2019 po kterém néasleduje pokles v roce 2020 kvili pandemii. Na-
sSim dal$im zkoumanym vékem bude 85 let. Tento vybér je motivovan faktem, ze
sttedni doba doziti pro obé pohlavi pri véku 85 je v jednotkéach let, a tim pa-
dem ocekavani jest, ze budouci predikovani prezivsi véku 85 budou rychle klesat.
Pokud bude vsak predikce klesat s pomalejsi dynamikou, nez pojistovny pred-
pokladaly pri stanoveni pojistného diuchodovych kontrakti, tak to pro né nutné
znamena velké budouci financ¢ni ztraty.

pohlavi | 1993 2000 2010 2019 2020
Muzi | 693 71.6 744 763 75.3
Zeny | 765 784 80.6 821 814

Tabulka 6.2: Vyvoj stfedni doby doziti novorozencit v Ceské republice pro obé
pohlavi v uvazovaném horizontu od roku 1993 do 2020.

V nasledujicich podkapitolach provedeme jednotlivé testy. Mérenou nahodnou
veli¢inou je jiz difive zminénd intenzita imrtnosti, ktera je ovSem aproximovana
centrdlni umrtnostni mérou, dle vztahu (2.3). Pro vSechny porovnani budeme
uvazovat délku historického okénka v rozsahu h = 20 let. Jinymi slovy, veskeré
nase odhady v této podkapitole budou zalozeny na historickych datovych oknech
o délce 20-ti let. Pro kazdy test, model, vék a pohlavi budeme hodnotit, zda dany
model proSel (v) nebo ne (X). Kategorii véku budeme hodnotit jako celek, nebot
od modelu pozadujeme, aby byl ispésnych u obou testovanych véki. Neptipous-
tim tedy moznost pouziti vicero typt modelt pro rizné véky, ovsem pripoustime
pouziti jinych modelii pro konkrétni pohlavi. Typicky vyjdeme z grafického po-
rovnavani a nameérenych statistik. Poznamenejme, Ze u vSech testt volime 90%
predikéni interval.

6.2.1 Test konvergence zuzujiciho horizontu

Tento test sleduje konvergenci predikce ke skutecné hodnoté. Zvolime si rok Y7 :=
2015 a ny := 15. Provedeme tedy 15-krat odhad modelt od rokt 1981, ...,1995 do
roku 2000, . ..,2014 a budeme predikovat rok 2015. Jinymi slovy, délky budoucich
predikci budou 15, 14, ... 1 rok. Vhodny model by mél postupné konzistentné kon-
vergovat ke skute¢né hodnoté roku 2015. Zobrazime vysledky muzi do grafii
a[6.12 Zen do grafu a pro vék 65 respektive 85, spolecné s predikénimi

intervaly.

« Pro (LC) model pozorujeme konzistentni konvergenci ke skuteéné hodnoté
pro obé pohlavi. Posledni jednoro¢ni predpovéd je mirné vychylena, to zpt-
sobi, ze dvouleta predpovéd z roku 2013 je presnéjsi nez jednoleta predpoved
z roku 2014. Nicméné tento fakt se tyka vétsiny testovanych model a mi-
zeme tedy (LC) model povazovat za tspésnych pro obé pohlavi.
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o U (LC-C) modelu pozorujeme signifikantni skoky v predikci. Vice jsou pa-
trné u zen, kde nemuzeme hovorit o konzistentni konvergenci ke skutecné
hodnoté. Pro oba véky Zen pozorujeme, ze predikce z roku 2008 je vy-
znamné vychylena. Poté se predpoveéd postupné vraci k skuteéné hodnoté,
ale nedostatecné rychle. (LC-C) model muzeme doporuéit jako vhodny pro
muzské predikce neb i pres znatelné vychyleni se model rychle vraci ke sku-
tecné hodnoté, toto tvrzeni ovSem neplati u Zen, proto ho nepovazujeme za
uspésny.

» Zakladni (CBD) model dosahuje dobrych vysledku pro Zeny s mirnym pod-
hodnocujicim trendem v kratsich predikcich. Tento fakt plati i pro muze,
kde u véku 85 je jesté akceptovatelny, avsak u véku 65 toto tvrdit nelze.
Z tohoto duvodu nemuzeme (CBD) model povazovat jako vhodny pro muze.

« Model (CBD-C) projevuje opét znaky podhodnoceni budouci realizace stej-
né jako drtiva vétsina modeli v tomto testu. U Zen ve véku 65 v grafu[6.13]se
tento trend prekvapivé otocil a model nadhodnocuje predikeci oproti realizaci
v roce 2015. Model vsak konzistentné konverguje ke skuteéné hodnoté ve
vsech pripadech, a proto ho povazujeme za tspésny pro obé pohlavi.

 Posledni (CBD-V) model dosahl nejlepsich vysledku v tomto testu. Je tieba
zkoumat obrazky podrobné, nebot mnozstvi predikovanych parametri je
u tohoto modelu vyssi nez u ostatnich, a tim padem je i predikéni interval
spolecné s meéritkem rozsiteny. Nicméné i tak je patrnd nejlepsi stabilni
predikce a to dokonce i u dlouhych oken predpovédi.

Vysledky prvniho testu nalezneme v tabulce 6.3

model | LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Muzi [V X v v
Zeny |V X v v v

Tabulka 6.3: Vysledky testu konvergence zuzujicitho horizontu.
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Test 1: Projekce urmtnosti v roce 2015. Muzi, vék:65
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Obréazek 6.11: Predikce zalozena na ceskych datech timrtnosti muzt pro veéky
50-100 od roka 1981,...,1995 do roka 2000,...,2014, které jsou predikované
do rokt 2015. Cerné k¥ivky predstavuji 15-ro¢ni, 14-ro¢ni,...,1-roéni centralni
predikei a prislusny 90% predikéni interval pro vék 65. Cervené body reprezentuiji
realizovanou hodnotu imrtnosti v roce 2015.
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Test 1: Projekce urmtnosti v roce 2015. Muzi, vék:85
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Obrézek 6.12: Predikce zalozena na ceskych datech timrtnosti muzt pro veky
50-100 od rokua 1981,...,1995 do roki 2000,...,2014, které jsou predikované
do rokt 2015. Cerné kiivky predstavuji 15-ro¢ni, 14-ro¢ni,...,1-roéni centralni
predikei a piislusny 90% predikéeni interval pro vék 85. Cervené body reprezentuji
realizovanou hodnotu imrtnosti v roce 2015.
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Test 1: Projekce urmtnosti v roce 2015. Zeny, vék:65
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Obrézek 6.13: Predikce zaloZena na ceskych datech tmrtnosti Zen pro véky 50-
100 od roku 1981,...,1995 do roka 2000, ...,2014, které jsou predikované do
roktt 2015. Cerné kiivky predstavuji 15-roéni, 14-ro¢ni,. .. ,1-roéni centralni pre-
dikci a piislusny 90% predikéni interval pro vék 65. Cervené body reprezentuji
realizovanou hodnotu imrtnosti v roce 2015.
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Test 1: Projekce urmtnosti v roce 2015. Zeny, vék:85
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Obréazek 6.14: Predikce zaloZena na ceskych datech tmrtnosti Zen pro véky 50-
100 od roku 1981,...,1995 do roka 2000, ...,2014, které jsou predikované do
roktt 2015. Cerné kiivky predstavuji 15-roéni, 14-ro¢ni,. .. ,1-roéni centralni pre-
dikei a piislusny 90% predikéni interval pro vék 85. Cervené body reprezentuji
realizovanou hodnotu imrtnosti v roce 2015.
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6.2.2 Test dlouhé predikce

V dalsim testu se zamérime na to, jak jednotlivé modely vérohodné predikuji
delsi predikce do budoucnosti. To je jedna z klicovych vlastnosti dobrych model.
Zvolime si rok Y5 := 2000 a ny := 15. Odhadneme dany model z dat od roku 1981
do 2000 a poté predikujeme jednorocni, dvouroéni,..., patnactiro¢ni predpovéd
budoucich hodnot, které porovname se skuteénymi realizacemi. Zaméiime se na
hodnoty ¢tverice [zy,xrL, e, T, ], kterou jsme si definovali v teoretické Casti
textu. Poznamenejme, ze idedlni model by mél prokladat realizované hodnoty
stfedem, tedy z¢, = x¢, a poet hodnot mimo 90% predikéni interval by mél
byt do n2 x a = 15 % 0.1 = 1.5 pro jednotlivy vék, tedy pro oba véky by pocet
prekroceni mél byt do 3. Dosazené vysledky muzi nalezneme v grafech [6.15|a[6.16]
zen v grafech [6.17]a[6.18 pro vék 65 respektive 85, spolené s predikénimi intervaly.
Hodnoty statistik [y, 2L, ¢, ,2c, ] nalezneme v tabulkach a pro muze

respektive zeny.

model | LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Ty 3 2 0 2 0

T 0 10 7 ) 0

Tcy 19 4 12 14 14

T, 11 26 18 16 16

Tabulka 6.4: Hodnoty Ctvefice [zy, xL, zc, T, | pro test dlouhé predikce muzi,
oba véky.

model | LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
70 1 2 1 2 0
L 5 15 T 14 0
e, |3 5 13 16 6
ze, |27 25 17 14 24

Tabulka 6.5: Hodnoty ¢tverice [zy, L, o, 2, | pro test dlouhé predikce Zen, oba
véky.

« (LC) model dobie predikuje v pripadé véku 65. Muzska predpovéd je pro-
lozena stredem realizovanych hodnot, u Zen je v prvni poloviné intervalu
predikce nadhodnocena oproti skuteéné realizovanym hodnotam, v druhé
casti je patrny navrat ke stfedu hodnot. Pro vék 85 je muzska predikce
vychylena pod realizované hodnoty, a model tedy podhodnocuje budouci
realizace. U zZen je ke konci patrné slabé nadhodnoceni. U zZenské predikce
jsme nameéfili celkem Sest hodnot mimo predikéni interval, nicméné z grafu
[6.17 je patrné, Ze hodnoty lezi téméf na spodnim rameni intervalu. U muz-
ského odhadu jsme dostali celkem tifi hodnoty, které lezi mimo predikéni
pas, tedy predikce se pohybuje v rdamci tolerance. Z vyse uvedeného pova-
zujeme (LC) model za tspésny pro obé pohlavi.

« (LC-C) model dosahl dobrych vysledki pouze pro muze ve véku 65. Pro
ostatni predikce jsou vysledky nedostatecné o ¢em sveédci jak grafické zob-
razeni, tak i statistiky zy a x, z tabulek [6.4] a[6.5] které celkem naméfily 29
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prekroceni predikénich intervali. Tim padem nelze (LC-C) model povazovat
za uspeésny ani pro jedno pohlavi.

e (CBD) model pro vék 65 v prvni poloviné intervalu zna¢né nadhodnocuje
predikci pro obé pohlavi. Ve druhé ¢asti se predikce narovnava na skutecné
hodnoty. Vysledky pro vék 85 jsou uspokojivé jak pro zeny, tak pro muze.
Uzavirame s relativné uspokojivym vysledkem pro miize, nebot odlehlé rea-
lizace veéku 65 jsou pomérné blizko dolnimu ramenu intervalu. Nicméné pro
zeny nelze dospét ke stejnému zavéru.

o Vysledky predikce modelu (CBD-C) pro vék 65 u muzi jsou nadhodno-
ceny, kde ¢tyti hodnoty lezi mimo predikéni interval. Pro Zeny je predikce
naprosto vychylena a pouze jedna hodnota lezi v intervalu. Naopak pro vék
85 jsou dosazené vysledky uspokojivé pro obé pohlavi s mirnym podhod-
nocenim. Diametralni rozdil mezi predikci pro jednotlivé véky je zptisoben
kohortnim ¢lenem, ktery je pro starsi véky odhadnout na vétsim vzorku
dat nez pro mladsi véky. Pro vék 65 muzeme pozorovat, ze v roce 2014
jiz. dochazi k predikci kohortniho ¢lenu a tim padem i k rozsiteni ramen
predikéniho intervalu. (CBD-C) model povazujeme za Gspésny pouze pro
muze, nebof hodnoty pod predikénim intervalem jsou pomérné blizko hra-
nice pasu.

o Predikce modelu (CBD-V) je nejlepsi ze vSech uvedenych modelt. Zadna
z hodnot neprekrocila predikéni pas. To je ovSem z cCasti zpusobeno po-
mérné Sirokym intervalem, nebof nejistota obsazena v rozpéti predikéniho
intervalu je dand odhadem t¥i nezndmych parametri a pro vék 65 ke konci
dokonce ¢tyrmi parametry. Nicméné tabulka ukazuje, ze predikce pro
muze je prolozena stiedem realizovanych hodnot. Pro Zeny bylo dosazeno
nadhodnoceni skute¢ny hodnot, o ¢emz svédéi hodnota x¢, z tabulky [6.5
Model (CBD-V) povazujeme za uspésny pro obé pohlavi.

Vysledky druhého testu nalezneme v tabulce

model ‘ LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Muzi | v X v v v
Zeny |V X X X v/

Tabulka 6.6: Vysledky testu dlouhé predikce.
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Test 2: Projekce urmtnosti od roku 2001 do 2015. Muzi, vék:65
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Obréazek 6.15: Predikce zalozena na ceskych datech timrtnosti muzt pro veky
50-100 v letech 1981-2000. Cerné kiivky piedstavuji x-ro¢ni centralni predikci
a prislusny 90% predikéni interval pro vék 65. Cervené body reprezentuji skuteéné
realizované hodnoty v jednotlivych letech.
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Test 2: Projekce urmtnosti od roku 2001 do 2015. Muzi, vék:85
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Obréazek 6.16: Predikce zalozena na ceskych datech timrtnosti muzt pro veky
50-100 v letech 1981-2000. Cerné kiivky piedstavuji x-ro¢ni centralni predikci
a prislusny 90% predikéni interval pro vék 85. Cervené body reprezentuji skuteéné
realizované hodnoty v jednotlivych letech.
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Test 2: Projekce urmtnosti od roku 2001 do 2015. Zeny, vék:65
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Obrézek 6.17: Predikce zalozena na ¢eskych datech imrtnosti Zen pro véky 50-100
v letech 1981-2000. Cerné kiivky predstavuji x-ro¢ni centralni predikei a pifslusny
90% predikéni interval pro vék 65. Cervené body reprezentuji skutecné realizované
hodnoty v jednotlivych letech.
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Test 2: Projekce irmtnosti od roku 2001 do 2015. Zeny, vék:85
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Obrézek 6.18: Predikce zalozena na ¢eskych datech imrtnosti Zen pro véky 50-100
v letech 1981-2000. Cerné kiivky predstavuji x-ro¢ni centralni predikei a pifslusny
90% predikéni interval pro vék 85. Cervené body reprezentuji skutecné realizované
hodnoty v jednotlivych letech.
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6.2.3 Test posouvajiciho se okna predikce

Zde budeme zkoumat vyvoj a stabilitu predikce, pfi pohyblivém okné predikce.
Zvolime si rok Y3 := 1986, n3, := 20 a ng, := 30. Celkem budeme odha-
dovat ns, — n3, = 10-krat modely zaloZené na datech od roka 1967,...,1976
do roki 1986,...,1995 a poté provedeme pro kazdy odhad dvacetiroéni pre-
dikci do budoucnosti, tedy do rokia 2006, ...,2015. Porovname se skutec¢né rea-
lizovanymi hodnotami v danych letech. Opét budeme sledovat ¢tverici statistik
[zv, L, xcy, 2o, |, kterou jsme si definovali v teoretické ¢asti textu. Dosazené vy-
sledky muzi nalezneme v grafech a zen v grafech a pro vék 65
respektive 85, spolecné s predikénimi intervaly. V tabulkach a dodavame
hodnoty statistik [y, 1, zc, ,2¢, ] pro oba véky muzi respektive zen.

model | LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Ty 0 X 0 0 0

Ty 18 x 15 6 0

oy 0 X 0 2 2

T, 20 x 20 18 18

Tabulka 6.7: Hodnoty Ctvefice [xy,zp, Z¢,,xc,] pro test posouvajictho se okna
predikce muzi, oba véky.

model | LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Ty 0 X 0 0 0

xrr 16 x 11 9 0

Tcy 0 X 0 3 0

Tc, 20 x 20 17 20

Tabulka 6.8: Hodnoty Ctvefice [xy,zp, ¢, ,xc,] pro test posouvajictho se okna
predikce zen, oba véky.

« (LC) model silné nadhodnocuje oba véky v predikei pro muze. Pro vék 65
dokonce ani jedna realizovand hodnota nelezi v predikénim intervalu, jak
je vidét na grafu [6.19] Predikce pro vék 85 na konci horizontu konvergo-
valy ke skutecnym hodnotam, ale i tak je patrné markantni nadhodnoceni.
V pripadé zen vidime slabsi nadhodnocenti, které je vice znatelné u véku 65.
(LC) model mé oc¢ividné problém vérohodné predikovat tmrtnosti muzi,
u zen neni patrna signifikantni trendova odchylka od skutec¢nych hodnot
proto tuto predikci lze povazovat za vhodnou.

o (LC-C) model byl schopen tspésné konvergovat pouze u zen pro vék 85.
U ostatnich odhadi, obzvlast u véka 65 mél problém s konvergenci. Spousta
hodnot nebyla predikovana, z tohoto divodu neuvadime ctverici hodno-
ticich statistik, protoze by nebyla konzistentné porovnatelna s ostatnimi
modely. Neschopnost odhadnuti danych rokt a problém extrémné Sirokych
ramen modelu je zpiisobeno nelinearni vztahem parametrti a velkym dato-
vym vzorkem, a to hlavné v dimenzi véku. Tim paddem (LC-C) model neni
uspésny v tomto testu.
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« (CBD) model silné nadhodnocuje pro véky 65. Zaméiime-li se na véky 85,
tak stale pozorujeme nadhodnoceni pro oba véky, avSak vétsina hodnot jiz
lezi v predikénich intervalech. Nevhodnost predpovédi pro vék 65 nas vede
k hodnoceni (CBD) modelu jako nevhodny pro obé pohlavi.

e Model(CBD-C) mé podobnou trajektorii jako predchazejici (CBD) model.
Avsak centralni predikce mnohem lepé proklada skutecné realizace a také
mnohem vic bodii lezi v predikénich interval o ¢em svédci i rozdil ve statis-
tikdch xp a zy, ktery je pomérné znatelny u obou pohlavi, pricemz u mizu
vyznamnéji. (CBD-C) povazujeme za Gspésny pro obé pohlavi.

 Predikéni interval (CBD-V) modelu obsahuje vSechny skuteéné realizace,
coz je dusledkem sirsich ramen spojenych s vétsi nahodou obsazenou v pre-
dikci. Centralni predikce pomérné kopiruje centralni predikci (CBD-C) mo-
delu, coz je patrné ze statistik ¢, a x¢,. Model povazujeme za vhodny pro
obé pohlavi.

Vysledky tietiho testu nalezneme v tabulce

model ‘ LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Muzi |V X X 4 v
Zeny | X X X v v

Tabulka 6.9: Vysledky testu posouvajiciho se okna predikce.
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Test 3: Projekce hodnot od roku 2006 do 2015. Muzi, vék:65
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Obrézek 6.19: Predikce zaloZena na ceskych datech imrtnosti muzi pro veky 50-
100 od rokta 1967, . ..,1976 do roki 1986, . .., 1995, které jsou predikované do rokiu
2006, . ..,2015. Cerné kiivky piedstavuji 20-ro¢ni centralni predikei a piislusny
90% predikéni interval pro vék 65. Cervené body reprezentuji skuteéné realizované
hodnoty v jednotlivych letech.
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Test 3: Projekce hodnot od roku 2006 do 2015. Muzi, vék:85
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Obrézek 6.20: Predikce zaloZena na ¢eskych datech imrtnosti muzi pro veky 50-
100 od rokta 1967, . ..,1976 do roki 1986, . .., 1995, které jsou predikované do rokiu
2006, . ..,2015. Cerné kiivky piedstavuji 20-ro¢ni centralni predikei a piislusny
90% predikéni interval pro vék 85. Cervené body reprezentuji skuteéné realizované
hodnoty v jednotlivych letech.
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Test 3: Projekce hodnot od roku 2006 do 2015. Zeny, vék:65
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Obrézek 6.21: Predikce zalozena na ¢eskych datech imrtnosti Zen pro véky 50-100
od roki 1967,...,1976 do roka 1986, ...,1995, které jsou predikované do roku
2006, . ..,2015. Cerné kiivky piedstavuji 20-ro¢ni centralni predikei a piislusny
90% predikéni interval pro vék 65. Cervené body reprezentuji skuteéné realizované
hodnoty v jednotlivych letech.
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Test 3: Projekce hodnot od roku 2006 do 2015. Zeny, vék:85
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Obrézek 6.22: Predikce zalozena na ¢eskych datech imrtnosti Zen pro véky 50-100
od roki 1967,...,1976 do roka 1986, ...,1995, které jsou predikované do roku

2006, . ..,2015. Cerné kiivky piedstavuji 20-ro¢ni centralni predikei a piislusny
90% predikéni interval pro vék 85. Cervené body reprezentuji skuteéné realizované

hodnoty v jednotlivych letech.

6.2.4 Shrnuti

Z vyse uvedené veskrze grafické evaluace modelt v jednotlivych testech mtzeme
provést celkové hodnoceni. Nejlepsich vysledkiu dosdhl model (CBD-V), ktery
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uspél u vsech testti. Poznamenejme, ze sitka predikénich ramen intervalu, ktera
pomohla ke splnéni nékterych testl je pro realné aplikace problematicka, nebot
¢im Sirsi predikéni interval zvolime, tim je aplikace rizikovéjsi. Rozdil v ocenéni
mezi hodnotou horntho a spodniho predikéniho intervalu miize byt signifikantni.
Modely (LC) a (CBD-C) splnily vSechny testy pro muzskou populaci, avsak oba
neprosly v jednom testu pro zenskou populaci. Mizeme je tedy jednoznacéné do-
porucit pro modelovani muzské timrtnosti a s drobnymi vyhradami i pro Zen-
skou populaci. (CBD) model mél problémy s neptresnou predikci, a tim padem
ho nemtzeme doporucit jako vhodny. Nicméné poznamenejme, ze byl numericky
stabilni. To se ovSem ned4 tvrdit o modelu (LC-C), ktery uspél pouze v muzské
predikci prvniho testu. Obecné mél problém se stabilitou, konvergenci i c¢aso-
vou naroc¢nosti odhadi. Z téchto divodu ho povazujeme za krajné nevhodny pro
modelovani a predikci imrtnosti.

6.3 Ocenéni longevity dluhopisu

V této sekci budeme pocitat spravedlivou cenu longevity dluhopisu, tak jak jsme
si ji definovali v teoretické kapitole 5. Zajisteni rizika dlouhovékosti. Postup bude
nasledovny: pro portfolio anuitanti l,, véku xg uré¢ime trzni cenu anuity k roku
to. Poté pomoci imrtnostnich modelii odhadneme vyvoj imrtnosti po roce t,.
Nésledné odhadneme trzni cenu rizika A, kterou pouzijeme pro Wangovu trans-
formaci. Mame-li odhadnuty parametr A\, mizeme ho pouzit na vypocet jednot-
livych kupont a spravedlivé ceny longevity dluhopisu. Vysledkem této analyzy
by mél byt prehled trznich cen rizika a cen longevity dluhopisti pro obé pohlavi
a vSech pét imrtnostnich model.

Nejdrive je tfeba si zvolit nékolik parametrii. Referencéni rok zvolime jako t, =
2019. Tato volba je motivovana tim, ze v prvni sekci empirické kapitoly mame
jiz. vSechny tmrtnosti modely odhadnuty k tomuto roku. Vék, ktery nas bude
zajimat, jest xo = 65, ten pouzivame v této praci jako referen¢ni rok odchodu
do starobniho diichodu v Ceské republice, viz diskuze na zac¢atku podkapitoly
6.2 Empirickd diagnostika modelu. Pro tento rok mame jednotlivé modely otes-
tované. Nicméné analyzu provedeme pro vsechny uvedené modely, tedy i pro ty,
které nesplnily vSechny testy v predchozi sekci. Predpokladame, ze velikost na-
Seho anuitniho kmene je [, = 10000.

Vymosovou kiivku, budeme pro jednoduchost predpokladat plochou, tedy, ze vy-
nos v jednotlivych letech je konstantni a to konkrétné ¢ = 0.03 p.a.. Diskontni
faktor urc¢ime pomoci spojitého trocent:

d(O,t) — e fot i(v)dv _ e fot wdv 6—0.0315'

Takto definovany diskontni faktor pouzijeme jak pri stanoveni ceny anuity, tak
pro diskontovani kuponu longevity dluhopisu. Maturitu dluhopisu volime jako
T = 35 let. Tedy portfolio anuitanti bude v dobé maturity dluhopisu ve véku
100.
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V ¢lanku Lin a Cox! (2005) pouzili autofi jako odhad trzni cenu anuity a@ %t (t,)
kvétovanou cenu z sekundarniho U.S. anuitniho trhu. Tento to trh v Ceské re-
publice neexistuje, proto je tfeba vhodné aproximovat tuto cenu. Nas postup
bude takovy, Ze k urceni a%*(t,) pouzijeme Ceské timrtnosti tabulky zalo-
zené na datech ziskanych z HMD]| (2021)) k roku 2019. Takto spoc¢tené imrtnostni
pravdépodobnosti musime preskalovat selekénimi faktory, které skaluji populac¢ni
umrtnosti na tmrtnosti pojistnych kmenti. Tato tprava nam zajisti mitigaci tak-
zvaného selekéniho rizika a vyslednou cenu anuity mizeme povazovat za proxy
k trzni cené anuity. Poznamenejme, zZe se autor pokousSel ziskat tyto selekéni
faktory ¢eskych pojistoven jak u Ceské spole¢nosti aktuart, tak i u nejvétsich
zivotnich pojistoven v Ceské republice. BohuZel Ceské spole¢nost aktuari takova
data neeviduje a soukromé pojistovny nebyly vstiicné ke sdileni téchto citlivych
dat. Z téchto divodu budeme v ocenéni pouzivat selekéni faktory z anglického
pojistného trhu, které nalezneme ve ¢lanku (CMI (2005) od anglického institutu
aktuara (The Institute and Faculty of Actuaries). Tato prace analyzuje selekéni
faktory pro muzskou a zenskou populaci zvlast pres jednotlivé druhy pojisténi.
My pouzijeme selekéni faktory z celkového kmene uvazovanych pojistnych smluv.
Tento postup je inspirovan ¢lankem Levantesi a kol.| (2009), ktery zvolil obdobny
pristup pro italskou populaci. Selekéni faktory muzeme nalézt v tabulce [6.10]
Transformované pravdépodobnosti tmrti ziskame jako:

iy = 1t S F,

kde ;g{*T) je populaéni pravdépodobnost timrti obdrzena z HMD| (2021) a SF;;
je selekéni faktor pro vékovou skupinu ¢ a pohlavi j.

Vékova skupina | Muzi  Zeny
65-69 1,26 1,34
70-74 1,32 1,35
75-79 1,25 1,27
80-84 1,15 1,17
85-89 1,10 1,11
90-94 1,14 1,17
95-99 1,12 1,17
100-104 0,85 1,02

Tabulka 6.10: Selekéni faktory pro zeny a muze v jednotlivych vékovych kategorii
pro agregované pojistné smlouvy. List ¢.2 (muzi), list ¢.6 (Zeny), pruméry za roky
2000-2003 ziskané z [CMI (2005).

Mame-li transformované pravdépodobnosti tmrti ;q,, pak je miizeme pouzit ke
stanoveni trzni ceny anuity pro mize a zeny dle vztahu:
35
agy™"(2019) = Y [1 — 1445]d(0,1).

t=1

Odhadnuté hodnoty trzni ceny anuity s jednotkovou roéni vyplatou jsou 12.51
a 14.61 pro muze, respektive zeny. Obé tyto ceny pouzijeme pro stanoveni hodnoty
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A5 pomoci nasledujici rovnice:

agy™*(2019) = D [1 — ¢(67 (ed65) — Ae5(2019))]d(0,1),

t=1

kde ¢(x) reprezentuje distribu¢ni funkei standardniho normélniho rozdéleni a 4qg5
jsou pravdépodobnosti imrti ziskané z predikce tmrtnostniho modelu. Provedeme
pro vsech pét modelti i obé pohlavi a dostavame hodnoty trzniho rizika v tabulce
6.11] V grafech [6.23][6.24] a [6.25][6.26] doddvame porovnéni Wangovych transfor-
maci tumrtnosti dle a Skalovanych timrtnosti ,g4; vybranych véki pro muze,
respektive zeny. Z tabulky si mizeme vsimnout znatelného vychyleni trzniho ri-
zika Zzenské populace pro model (CBD-V) to i odpovidé grafim a[6.26] kde
pozorujeme opacny trend oproti zbytku modeli. To jest, ze pro véky 74 — 76 je
transformované tmrti pod ;gg5 a pro véky 89 — 91 je naopak nad. Ostatni modely
maji tento jev opacny. Dané pozitivni vychyleni bude mit za nasledek vyssi cenu
P, pti stanoveni férové ceny dluhopisu. Poznamenejme, ze trzni riziko je pres jed-
notlivé modely pomérné stabilni pro muzskou populaci, u Zen je patrny rostouci
trend Ags.

model | LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
Muzi | 0.0699 0.1224 0.0908  0.0937  0.1070
Zeny | 0.0203 0.0349 0.0476  0.1453  0.3628

Tabulka 6.11: Hodnoty trzniho rizika véku 65 ziskané z Wangovy transformace
pro obé pohlavi.

Nyni jiz mame vSe potiebné pro stanoveni spravedlivé ceny longevity dluhopisu
pro nase portfolio 65—letych anuitantii, /g5 = 10000. Dodejme, ze kupon C} vo-
lime fixni pro vsechny casové okamziky, a to jako hodnotu C; = C =i x F =
0.03 * 10000 = 300, kde F' = 10000 je nominalni hodnota statniho dluhopisu.
Dodejme, Ze cena dluhopisu je taktéz rovna W = 10000, dluhopis je tedy upsan
at par. Kazdy anuitant dostava jednotkovou vyplatu za rok. Upisovatel anuity je
tedy plné zajistén proti pripadnému neocekavanému narastu prezivsich anuitanti
v kazdém roce az do vyse 300 (véetné), dojde-li v daném roce k prekroceni této
hranice, pak je upisovatelova ztrata ponizena o 300, ale zustava jiz kladna.

Vysledky nalezneme v tabulkdch a pro muZe, respektive Zeny. Pozna-
menejme, ze z konstrukce pravdépodobnosti imrti a Wangovy transformace dana
cena P reflektuje jak riziko dlouhovékosti, tak selekéni riziko. U muzi vidime, ze
cena P se pohybuje kolem hodnoty 3640, vyjma modelu (CBD), kde je pouze 3578
naopak nejvétsi hodnotu odhadl (LC-C) model 3702. Dodejme, Ze pravé modely
(LC-C) a (CBD) doséhly nejhorsich diagnostickych vysledki pro muze a tim péa-
dem je i patrné odchyleni ceny P od ostatnich modeli. U Zen jsou vysledky ceny
P vyznamné odlisné. Nejmensi hodnoty bylo dosazeno pro (LC) model 929, nej-
vyssi pro (CBD-V) 3781. Poznamenejme, ze modely (CBD-C) a (CBD-V), které
dosahovaly dobrych diagnostickych predikénich vysledkt pro zenskou populaci,
odhaduji cenu P relativné konzistentné. Tim padem povazujeme jejich odhady
jako vhodné pro urceni ceny P u zenské populace. Pozorujeme, Ze rostouci trzni
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hodnota rizika je konzistentni s rostouci hodnotou P. Tento fakt je intuitivni,
za predpokladu, ze selekéni riziko, které je také reflektované v P, je v kazdém
umrtnostnim modelu zohlednénou stejnou mérou.

model LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
A1 0.0699 0.1224 0.0908  0.0937  0.1070

P 3608 3702 3578 3681 3630

V| 6392 6298 6422 6319 6370

W | 10000 10000 10000 10000 10000

Tabulka 6.12: Vysledky ocenéni longevity dluhopisu P, V pro muzskou populaci
véku 65, s portfoliem velikosti 10000 k roku 2019 a trokovou mirou 3 % p.a.
spole¢né s trzni hodnotou rizika pres jednotlivé modely.

model LC LC-C CBD CBD-C CBD-V
A1 0.0203 0.0349 0.0476  0.1453  0.3628

P 929 1599 2274 3453 3781

V| 9071 8401 7726 6547 6219

W | 10000 10000 10000 10000 10000

Tabulka 6.13: Vysledky ocenéni longevity dluhopisu P, V pro zenskou populaci
véku 65, s portfoliem velikosti 10000 k roku 2019 a trokovou mirou 3 % p.a.
spolecné s trzni hodnotou rizika pres jednotlivé modely.
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Projekce muzskych umrtnosti pro véky od 74 do 76
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Obrazek 6.23: Predikce muzskych Wangovych transformaci amrtnostni ;qg; jed-
notlivych modelt pro roky 74 —76 spole¢né s rozsifenymi pravdépodobnostmi ;g5
zalozenych na tmrtnostnich tabulkach z roku 2019 skalované selekénimi faktory

(¢ernd). Odhady modelu konstruovany z ¢eskych dat tmrtnosti muzu pro véky
50-101 od roku 1950 do 2019.



Projekce muzskych umrtnosti pro véky od 89 do 91
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Obrazek 6.24: Predikce muzskych Wangovych transformaci amrtnostni ;qg; jed-
notlivych modelt pro roky 89 —91 spole¢né s rozsifenymi pravdépodobnostmi ;g5
zalozenych na tmrtnostnich tabulkach z roku 2019 skalované selekénimi faktory

(¢ernd). Odhady modelu konstruovany z ¢eskych dat tmrtnosti muzu pro véky
50-101 od roku 1950 do 2019.



Projekce zenskych umrtnosti pro véky od 74 do 76
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Obrazek 6.25: Predikce Zenskych Wangovych transformaci amrtnostni ,qg; jed-
notlivych modelt pro roky 74 — 76 spolecné s rozsitenymi pravdépodobnostmi
Qg5 zalozenych na imrtnostnich tabulkach z roku 2019 skalované selekénimi fak-

tory (¢ernd). Odhady modelu konstruovany z ¢eskych dat amrtnosti Zen pro véky
50-101 od roku 1950 do 2019.



Projekce zenskych umrtnosti pro véky od 89 do 91
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Obrazek 6.26: Predikce Zenskych Wangovych transformaci amrtnostni ,qg; jed-
notlivych modelt pro roky 89 — 91 spolecné s rozsifenymi pravdépodobnostmi
Qg5 zalozenych na imrtnostnich tabulkach z roku 2019 skalované selekénimi fak-

tory (¢ernd). Odhady modelu konstruovany z ¢eskych dat amrtnosti Zen pro véky
50-101 od roku 1950 do 2019.



Z.aver

Tato prace se zabyvala imrtnostnimi stochastickymi modely v kontextu kvantifi-
kace vybranych pojistnématematickych rizik. Nejprve jsme uvedli struény histo-
ricky vyvoj imrtnosti a motivaci k zkoumani tohoto tématu. Nasledoval kratky
prehled definic a tvrzeni, o které se prace opirala v jednotlivych sekcich.

Ve treti kapitole jsme si ujasnili zdkladni myslenky ztvarnujici nasi predstavu
o umrtnosti. Poté jsme zavedli pét stochastickych tmrtnostnich modeli: Lee-
Cartertiv model a jeho rozsiteni o kohortni ¢len, Cairns-Blake-Dowdiv model
s jeho dvéma rozsitenimi o kohortni a varia¢ni ¢len. Déle jsme se zamérili na
pristupy k modelovani predikei. Tato sekce byla zakoncena definicemi diagnostic-
kych testi, které nam poslouzily jako hodnotici kriteria v empirické casti prace.

Ctvrta kapitola se zabyvala pojistnématematickymi riziky v kontextu Gmrtnosti.
Nejdrive jsme si predstavili rizika vychazejici z takzvaného standardniho vzorce,
ktery slouzi pro vypocet solventnostniho rizikového kapitalu pojistoven. Poté jsme
dodali rizika spojena s odhadem model.

Pata kapitola se vénovala zajisténi rizika dlouhovékosti, které povazujeme za
nejvice materialni pro zivotni pojistovny, penzijni spolecnosti a penzijni statni
fondy. Sekci jsme zahdjili s definici longevity dluhopisu a vysvétlenim jeho prin-
cipu a penéznich tokl. Poté jsme se zabyvali pristupem ke stanoveni spravedlivé
ceny tohoto finanéniho kontraktu. K tomu jsme pouzili Wangovu transformaci,
kterd se poji s takzvanym parametrem ceny trzniho rizika.

Posledni sesta kapitola byla empirickou casti prace. Aplikovali jsme zde vybrané
teoretické sekce prace na c¢eskych datech timrtnosti. Zacali jsme s odhadem vsech
stochastickych tmrtnostnich modell, kde jsme popisovali jednotlivé odhady pa-
rametri a prolozeni skuteénych realizaci pro muzskou populaci. Vénovali jsme
se také zakladni diagnostice residui. Odhady vsech modelt vérohodné prokladaly
skutec¢né realizované timrtnosti véku 65 a splinovaly nasi teoretickou predstavu
o chovani jednotlivych parametri. Odhad (LC-C) modelu byl pomérné nérocny,
nebof nelinearni vztah odhadovanych parametrii na velké datové sadé ne vzdy
konvergoval k feseni. Nékolik iteraci s ndhodnymi startovacimi body bylo tieba
pouzit jak pro muze, tak i pro zeny. Analyza residualni slozka vykazovala znamky
autokorelace pro vSsechny modely, nejvic patrna byla u mladsi rokt. Taktéz kle-
sajici rozptyl byl znatelny u vsech model.

Ve druhé casti empirické kapitoly jsme provedli predikéni testy na jednotlivé
modely. Vzdy pro obé pohlavi a pro véky 65 a 85. Pro kazdy test a pohlavi
jsme uvedli tabulku tspésnosti danych modelt. Z dosazenych vysledk jsme do-
sli k zdvéru, ze nejlepsi model jest (CBD-V), ktery uspél u vsech testi. Modely
(LC) a (CBD-C) splnily vSechny testy pro muzskou populaci, avSak oba neprosly
v jednom testu pro Zenskou populaci. Miizeme je tedy jednoznacéné doporucit pro
modelovani muzské imrtnosti a s drobnymi vyhradami i pro Zzenskou populaci.
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(CBD) model mél problémy s nepfesnou predikei, a tim padem ho nemuzeme
doporucit jako vhodny. Nicméné poznamenejme, ze byl numericky stabilni. To se
ovsem nedd tvrdit o modelu (LC-C), ktery uspél pouze v muzské predikeci prv-
niho testu. Obecné mél problém se stabilitou, konvergenci i ¢asovou narocnosti
odhadu. Z téchto divodi nepovazujeme (LC-C) za vhodny pro modelovani a pre-
dikovani tmrtnosti.

V poslednim empirickém tiseku jsme ocenili longevity dluhopis pomoci Wangovy
transformace a trzni ceny rizika. Dodali jsme rozpady spravedlivé ceny kontraktu
pro pojistovnu a investora spoleéné s odhadnutou cenou trzniho rizika. U vy-
sledku pro muzskou populaci pozorujeme podobné hodnoty ceny P pro vsechny
modely. Toto tvrzeni ovsem neplati pro zenskou populaci, kde vysledky ceny P
jsou vyznamné odlisné. Nejmensi hodnoty bylo dosazeno pro (LC) model 929,
nejvyssi pro (CBD-V) 3781. Tento rozptyl je vysledkem nevhodnosti nékterych
modelti, kterou jsme detekovali v podkapitole 6.2 Empirickd diagnostika modeli,
pro zenskou populaci. Uzavirame s faktem, zZe rostouci trzni hodnota rizika je
konzistentni s rostouci hodnotou P, coz je v souladu s nasi teoretickou predsta-
vou.

65



Seznam pouzité literatury

BLAKE, D., CAIrNs, A. J. G. a Dowp, K. (2006). A two-factor model for
stochastic mortality with parametr uncertainty. The Journal of Risk and Insu-
rance, 73, 687-718.

Brounns, N., DENuIT, M. a VERMUNT, J. K. (2002). A Poisson log-bilinear

approach to the construction of projected lifetables. Insurance: Mathematics
and Economics, 31(3), 373-393.

BroOwNE, M. J. a Kim, K. (1993). An International Analysis of Life Insurance
Demand. Journal of Risk and Insurance, 60, 4, 676-634.

CrprA, T. (2006). Pojistnd matematika: teorie a praze. Ekopress, Praha. ISBN
80-86929-11-6.

CMI (2002). Working Paper 1: An interim basis for adjusting the 92 series’
mortality projections for cohort effects. Institute and Faculty of Actuaries.

CMI (2005). Working Paper 17: Report on the preliminary results of an analysis
into the mortality experience of pensioners of self-administered pension schemes
for the period 2000 to 2003. Institute and Faculty of Actuaries.

CSU  (2021). Nadéje doZiti we wvybrangch wécich v Ceské repub-
lice v letech 1920-2020. Cesky statisticky tfad, Dostupné na
https://www.czso.cz/csu/czso/obyut__cr.

Dowbp, K., Cairns, A. J. G., BLAKE, D., CouGHLAN, G. D., EPSTEIN,
D. a KHALAF-ALLAH, M. (2010). Backtesting stochastic mortality models:
An ex post evaluation of multiperiod-ahead density forecasts. North American
Actuarial Journal, 14, 281-298.

EU (2009). Smérnice Evropského parlamentu a Rady 2009/138/ES. Evropsky
parlament a rada evropské unie.

HMD (2021). Human mortality database. University of California, Berkeley
(USA), and Max Planck Institute for Demographic Research (Germany), Avai-
lable at www.mortality.org or www.humanmortality.de.

KuricH, M. (2021). FEztended Course Notes: NMST/32 Advanced Regression
Model. Department of Probability and Mathematical Statistics Faculty of
Mathematics and Physics, Charles University.

LEE, R. D. a CARTER, L. (1992). Modeling and forecasting US mortality. Jour-
nal of the American Statistical Association, 87, 659-671.

LEVANTESI, S., MENZIETTI, M. a TORRI, T. (2009). Longevity bond pricing
models: an application to the Italian annuity market and pension schemes. 72.
Giornale dell’Istituto Italiano degli Attuari, 125-147.

LiN, Y. a Cox, S. H. (2005). Securitization of mortality risks in life annuities.
The Journal of Risk and Insurance, 72, 227-252.

66



MACDONALD, A., RICHARDS, S. a CURRIE, 1. (2018). Modelling Mortality with
Actuarial Applications. Cambridge: Cambridge University Press.

NELDER, J. a WEDDERBURN, R. (1972). Generalized linear models. Journal of
the Royal Statistical Society, A135(3), 370-384.

PoLLARD, J. H. (1972). Mathematical Models for the Growth of Human Popu-
lations. Journal of the Institute of Actuaries, 99(3), 307-308.

PRASKOVA, Z. a LACHOUT, P. (1998). Zdklady ndhodnijch procesi. 1.vydani.
Praha : Karolinum. ISBN 80-7184-688-0.

SIT (2009). Zdkon ¢. 277/2009 Sb. Zdkon o pojistovnictvi. Sbirka zakont
31.08.20009.

67



Seznam obrazku

5.1

Schéma penéznich toku longevity dluhopisu.| . . . . . . ... . ..

61

Odhad (LC) modelu na ¢eskych datech amrtnosti muzu pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji po-

stupné odhadu a,, B, a k,. V poslednim grafu (vpravo dole) je

cernou kfivkou vyobrazen odhad (LC) modelu pro vek 65 a cer-

vené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované imrtnosti.| 28

6.2

Residua (LC) modelu na c¢eskych datech imrtnosti muzu pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . . ...

29

6.3

Odhad (LC-C) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muzu pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji po-

stupné odhadu o, ky, Be, V. a 8. V poslednim grafu (vpravo

dole) je ¢ernou krivkou vyobrazen odhad (LC-C) modelu pro vék

65 a Cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované

amrtnostil . . . ..

6.4

Residua (LC-C) modelu na ceskych datech tmrtnosti muzu pro

veky 50-95 od toku 1950 do 2019) - . . . . . . . . . . . ... ...

31

6.5

Odhad (CBD) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muzu pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji od-

hadu /1?31) a 51(12). V poslednim grafu je ¢ernou kfivkou vyobrazen

odhad (CBD) modelu pro vék 65 a cervené body (kosoctverce)

predstavuji skutecné realizované umrtnosti.f. . . . . . . . . . . ..

32

6.6

Residua (CBD) modelu na ceskych datech tmrtnosti muzu pro

6.7

veky 50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . ... ... ... ...

33

Odhad (CBD-C) modelu na ceskych datech timrtnosti muzu pro

veky 50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovi-

daji postupné odhadu (", £{?) a .. V poslednim grafu (vpravo

dole) je ¢ernou krivkou vyobrazen odhad (CBD-C) modelu pro vék

65 a Cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované

amrtnostil . . . . . L

6.8

Residua (CBD-C) modelu na ceskych datech imrtnosti muzi pro

veky 50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . ... ..o

35

6.9

Odhad (CBD-V) modelu na ¢eskych datech imrtnosti muzi pro

veky 50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji

postupné odhadu £V, k{2, £ a ~.. V poslednim grafu je ernou

kiivkou vyobrazen odhad (CBD-V) modelu pro vék 65 a ¢ervené

body (kosoc¢tverce) predstavuji skutecné realizované amrtnosti,| . .

36

[6.10

Residua (CBD-V) modelu na ceskych datech imrtnosti muzi pro

veky 50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . ... ... ... ..

37

6.11

Predikce zalozena na ceskych datech tmrtnosti muzu pro veky

50-100 od roku 1981, ...,1995 do roku 2000, ...,2014, které jsou

predikované do rokt 2015. Cerné krivky predstavuji 15-roc¢ni, 14-

rocni,. .., l-rocni centralni predikci a prislusny 90% predikéni in-

terval pro vek 65. Cervené body reprezentuji realizovanou hodnotu




6.12

Predikce zalozena na ceskych datech tmrtnosti muzu pro veky |

50-100 od roku 1981, ...,1995 do roku 2000, ...,2014, které jsou

predikované do roku 2015. Cerné kiivky predstavuji 15-ro¢ni, 14-

rocni,. .. ,l-rocni centralni predikeci a prislusny 90% predikéni in-

terval pro vék 85. Cervené body reprezentuji realizovanou hodnotu

amrtnosti v roce 2010 . . . . .. 41

6.13

Predikce zalozena na ceskych datech tmrtnosti zen pro veky 50- |

100 od roku 1981, ...,1995 do roku 2000, ..., 2014, které jsou pre-

dikované do rokt 2015. Cerné krivky predstavuji 15-rocni, 14-

rocni,. .., l-rocni centralni predikci a prislusny 90% predikéni in-

terval pro vék 65. Cervené body reprezentuji realizovanou hodnotu

amrtnosti v roce 2015 . . . . . L 42

6.14

Predikce zalozena na ceskych datech tmrtnosti zen pro veky 50- |

100 od roku 1981, ...,1995 do roku 2000, ...,2014, které jsou pre-

dikované do rokt 2015. Cerné krivky predstavuji 15-rocni, 14-

rocni,. .., l-rocni centralni predikci a prislusny 90% predikéni in-

terval pro vek 85. Cervené body reprezentuji realizovanou hodnotu

6.15

Predikce zalozena na ceskych datech imrtnosti muzu pro veky 50-

100 v letech 1981-2000. Cerné krivky predstavuji x-ro¢ni centralni

predikci a prislusny 90% predikéni interval pro vék 65. Cervené

body reprezentuji skutecne realizované hodnoty v jednotlivych letech.| 46

[6.16

Predikce zalozena na ¢eskych datech amrtnosti muzu pro veky 50-

100 v letech 1981-2000. Cerné kiivky predstavuji x-ro¢ni centralni

predikci a prislusny 90% predikéni interval pro vék 85. Cervené

body reprezentuji skutecne realizované hodnoty v jednotlivych letech.| 47

[6.17

Predikce zalozena na ceskych datech umrtnosti zen pro veky 50-

100 v letech 1981-2000. Cerné kiivky predstavuji x-rocni centralni

predikei a prislusny 90% predikéni interval pro vék 65. Cervené

body reprezentuji skutecne realizované hodnoty v jednotlivych letech.| 48

.18

Predikce zalozena na ceskych datech tumrtnosti zen pro veky 50-

100 v letech 1981-2000. Cerné kiivky predstavuji x-rocni centralni

predikci a prislusny 90% predikéni interval pro vék 85. Cervené

body reprezentuji skutecné realizované hodnoty v jednotlivych letech.| 49

6.19

Predikce zalozena na ceskych datech imrtnosti muzu pro veky 50- [

100 od roku 1967, ...,1976 do roku 1986, ..., 1995, které jsou pre-

dikované do rokt 2006, . .., 2015. Cerné kiivky predstavuji 20-ro¢ni

centralni predikci a prislusny 90% predikéni interval pro vék 65.

Cervené body reprezentuji skutecné realizované hodnoty v jednot-

livych letech.| . . . . . .. .. oo 52

[6.20

Predikce zalozena na ceskych datech imrtnosti muzu pro veky 50- |

100 od roku 1967, ...,1976 do roku 1986, ..., 1995, které jsou pre-

dikované do rokt 2006, ..., 2015. Cerné krivky predstavuji 20-ro¢ni

centralni predikci a prislusny 90% predikéni interval pro vék 85.

Cervené body reprezentuji skutecné realizované hodnoty v jednot-

livych letech.| . . . . . . . . oo 53

69



[6.21 Predikce zalozena na ceskych datech umrtnosti zen pro veky 50-100 |

od roku 1967,...,1976 do roku 1986, ...,1995, které jsou predi-

kované do roku 2006, ...,2015. Cerné kiivky predstavuji 20-ro¢ni

centralni predikeci a prislusny 90% predikcni interval pro vék 65.

Cervené body reprezentuji skutec¢né realizované hodnoty v jednot-

livych letech.| . . . . . .. ... oo 54

[6.22 Predikce zalozena na ceskych datech imrtnosti zen pro veky 50-100 |

od roku 1967,...,1976 do roku 1986, ...,1995, které jsou predi-

kované do roki 2006, . ..,2015. Cerné kiivky predstavuji 20-roc¢ni

centralni predikci a prislusny 90% predikcni interval pro vék 85.

Cervené body reprezentuji skuteéné realizované hodnoty v jednot-

livych letech.| . . . . . . ... o 959

[6.23 Predikce muzskych Wangovych transformaci umrtnostni ,qg5, jed- |

notlivych modelu pro roky 74 — 76 spolecné s rozsirenymi prav- [

dépodobnostmi @4 zalozenych na umrtnostnich tabulkach z roku

2019 skalované selek¢nimi faktory (cerna). Odhady modelu kon-

struovany z ceskych dat amrtnosti muzu pro veky 50-101 od roku |

1950 do 2019 . . . . . Lo 60

[6.24 Predikce muzskych Wangovych transformaci umrtnostni ,qg;, jed- |

notlivych modelu pro roky 89 — 91 spolecné s rozsirenymi prav- |

dépodobnostmi g4 zalozenych na umrtnostnich tabulkach z roku

2019 skalované selek¢nimi faktory (¢erna). Odhady modelu kon-

struovany z ceskych dat umrtnosti muzu pro véky 50-101 od roku |

1950 do 2019 . . . . . Lo 61

[6.25 Predikce zenskych Wangovych transformaci umrtnostni ;qg- jed- |

notlivych modelu pro roky 74 — 76 spolecné s rozsirenymi prav- |

dépodobnostmi g4 zalozenych na amrtnostnich tabulkach z roku

2019 skalované selekénimi faktory (¢erna). Odhady modelu kon-

struovany z ceskych dat tmrtnosti zen pro veky 50-101 od roku |

1950 do 2019 . . . . . Lo 62

[6.26 Predikce zenskych Wangovych transformaci umrtnostni ;qs- jed- |

notlivych modelu pro roky 89 — 91 spolecné s rozsirenymi prav- |

depodobnostmi ;g4 zalozenych na umrtnostnich tabulkach z roku

2019 skalované selekénimi faktory (¢ernd). Odhady modelu kon-

struovany z ceskych dat umrtnosti zen pro veky 50-101 od roku [

1950 do 2019 . . . . ..o 63

[A.1 Odhad (LC) modelu na ceskych datech timrtnosti zen pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji po-

stupné odhadu «,, (8, a k,. V poslednim grafu (vpravo dole) je

cernou krivkou vyobrazen odhad (LC) modelu pro vek 65 a cer-

vené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované imrtnosti.| 73

[A.2 Residua (LC) modelu na ceskych datech mrtnosti zen pro veky |

50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . .. ..o 74
[A.4 Residua (LC-C) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro veky |
00-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . . . ..o 74

70



A3

Odhad (LC-C) modelu na c¢eskych datech imrtnosti zen pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji po-

stupné odhadu a,,ky,, B, 7. a 2. V poslednim grafu (vpravo

dole) je ¢ernou krivkou vyobrazen odhad (LC-C) modelu pro vék

65 a cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované

amrtnostil . . . . .

NG

Odhad (CBD) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji od-

hadu £V a £{?). V poslednim grafu je ¢ernou kfivkou vyobrazen

odhad (CBD) modelu pro vék 65 a cervené body (kosoctverce)

predstavuji skutecné realizované umrtnosti.f. . . . . . . . . . . ..

76

A6

Residua (CBD) modelu na ceskych datech imrtnosti zen pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . . ...

77

A7

Odhad (CBD-C) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro veky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji po-

stupné odhadu (", !?) a .. V poslednim grafu (vpravo dole) je

¢ernou krivkou vyobrazen odhad (CBD-C) modelu pro vék 65 a

cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované umrt-

NOStIL . . . . e

A8

Residua (CBD-C) modelu na ceskych datech tmrtnosti zen pro

veky 50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . ... ...

79

A0

Residua (CBD-V) modelu na ceskych datech tmrtnosti zen pro

veky 50-95 od roku 1950 do 2019 . . . . . . ... ... ... ..

79

[A.10 Odhad (CBD-V) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro véky

50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji po-

stupn¢ odhadu (!, £, k¥ a ~.. V poslednim grafu je ¢ernou

kiivkou vyobrazen odhad (CBD-V) modelu pro veék 65 a ¢ervené

body (koso¢tverce) predstavuji skuteéné realizované amrtnosti,| . .

71

80



Seznam tabulek

[6.1 Statistiky prumérnych veku timrti a expozic pro zeny a muze z ces- |
kych dat od roku 1950 do 2019 po desetiletych skupinach.| 26
6.2 Vyvoj stiedni doby doziti novorozencii v Ceské republice pro obé |
pohlavi v uvazovaném horizontu od roku 1993 do 2020.] . . . . . . 38
6.3  Vysledky testu konvergence zuzujiciho horizontu.| . . . . . . . .. 39
(6.4 Hodnoty ¢tverice (xy, z1, xc, ,xc, | pro test dlouhé predikce muzu, |
obaveky|. . . ... 44
[6.5 Hodnoty ctverice |zy,zr, Tc,,xc, | pro test dlouhé predikce zen, |
oba veky.|. . . ... 44
6.6 Vysledky testu dlouhé predikce.| . . . . . . . .. ... oo 45
6.7 Hodnoty ¢tverice |xy,xp, xc,,Tc, | pro test posouvajiciho se okna |
predikce muzu, oba veky.|. . . . ... ..o 0000000 50
(6.8 Hodnoty ctvetice |xy, zr, xc,,, ¢, | pro test posouvajictho se okna |
predikce Zen, oba veky| . . . . . . ... 50
6.9 Vysledky testu posouvajiciho se okna predikce.|. . . . . . . . . .. 51
[6.10 Selekeni faktory pro zeny a muze v jednotlivych vékovych kategorii |
pro agregované pojistné smlouvy. List ¢.2 (muzi), list ¢.6 (Zeny), |
priméry za roky 2000-2003 ziskané z |CMI (2005).] . . . . . . . .. 57
[6.11 Hodnoty trzniho rizika veku 65 ziskané z Wangovy transformace |
proobépohlavi|. . . . . . ... o oo 58
[6.12 Vysledky ocenéni longevity dluhopisu P, V pro muzskou populaci |
veku 65, s porttoliem velikosti 10000 k roku 2019 a irokovou mirou [
3 % p.a. spolecné s trzni hodnotou rizika pres jednotlivé modely.| . 59
[6.13 Vysledky ocenéni longevity dluhopisu P, V pro zenskou populaci |
veku 65, s porttoliem velikosti 10000 k roku 2019 a tirokovou mirou |
3 % p.a. spoleéné s trzni hodnotou rizika pres jednotlivé modely] . 59

72



A. Prilohy

A.1 Odhady modela a residui pro zenskou po-

pulaci
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Obrazek A.1: Odhad (LC) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro véky 50-
95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné odhadu o,
B a ky. V poslednim grafu (vpravo dole) je ¢ernou krivkou vyobrazen odhad (LC)
modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosocCtverce) predstavuji skutecné realizované
umrtnosti.
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Residua Lee-Carterova modelu
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Obrazek A.2: Residua (LC) modelu na ¢eskych datech imrtnosti Zen pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019
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Obrézek A.4: Residua (LC-C) modelu na ¢eskych datech damrtnosti Zen pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019.
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Odhad Lee-Carterova modelu s kohortnim ¢lenem
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Obrazek A.3: Odhad (LC-C) modelu na ¢eskych datech dmrtnosti Zen pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné odhadu
Qaskiys Bey Ve a BP. V poslednim grafu (vpravo dole) je ¢ernou kiivkou vyobra-
zen odhad (LC-C) modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosoctverce) predstavuji

skutecéné realizované umrtnosti.



Odhad Cairns—Blake—Dowdtiova modelu
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Obrazek A.5: Odhad (CBD) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji odhadu liz(}) a /{§2).
V poslednim grafu je ¢ernou kiivkou vyobrazen odhad (CBD) modelu pro vék 65
a Cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné realizované dmrtnosti.
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Residua Cairns—Blake—-Dowdtiova modelu
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Obrazek A.6: Residua (CBD) modelu na ceskych datech imrtnosti zen pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019.
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Odhad Cairns—-Blake—-Dowdutova modelu s kohortnim élenem
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Obrazek A.7: Odhad (CBD-C) modelu na ¢eskych datech imrtnosti zen pro véky
50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné odhadu
/{él), /{f) a Ye. V poslednim grafu (vpravo dole) je ¢ernou kivkou vyobrazen odhad
(CBD-C) modelu pro vék 65 a cervené body (kosoctverce) predstavuji skutecné
realizované amrtnosti.
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Residua Cairns—Blake—-Dowduova modelu s kohortnim élenem
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Obrazek A.8: Residua (CBD-C) modelu na ¢eskych datech dmrtnosti Zen pro
véky 50-95 od roku 1950 do 2019.
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0.2-
0.1-

0.0-

Residua

-01-

-0.2-

0 1000 2000 3000
Odhadnuté hodnoty

Obrazek A.9: Residua (CBD-V) modelu na ceskych datech dmrtnosti Zen pro
veky 50-95 od roku 1950 do 2019.
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Odhad Cairns—Blake—Dowdtiova modelu s variacnim ¢lenem
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Obrazek A.10: Odhad (CBD-V) modelu na ceskych datech dmrtnosti zen pro
véky 50-95 od roku 1950 do 2019. Cerné body v grafech odpovidaji postupné
odhadu (M, kP, k{3 a ~.. V poslednim grafu je ¢ernou kiivkou vyobrazen odhad
(CBD-V) modelu pro vék 65 a ¢ervené body (kosoctverce) predstavuji skuteéné
realizované imrtnosti.
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