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Abstrakt: V p�redlo�zen�e pr�aci studujeme existenci a jednozna�cnost �re�sen�� zobecn�en�e Sto-kesovy �ulohy. Studium tohoto probl�emu je motivov�ano zkoum�an��m �c�aste�cn�e regularityslab�eho �re�sen�� syst�emu popisuj��c��ho proud�en�� nestla�citeln�e kapaliny, jej���z viskozita z�avis��na tlaku a na rychlosti st�rihu. Vysv�etlen�� souvislosti mezi t�emito probl�emy se nach�az��v prvn�� kapitole, kde jsou uvedeny i n�ejak�e modely viskozity. V dal�s��ch kapitol�ach jsoustudov�any vlastnosti �re�sen�� v z�avislosti na parametrech v modelech viskozity. K tomu jevyu�zito kompaktn�� vno�ren�� mezi Sobolevov�ymi prostory a n�asledn�e vhodn�e pou�zit�� Fred-holmov�ych v�et. Z�av�ere�cn�y p�r��klad ukazuje pou�zit�� vybudovan�e teorie.
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Kapitola 1
�Uvod
Pr�ace navazuje na �cl�anek Nguyena Duc Huye [4], zobec�nuje jeho v�ysledky a v r�amcizachov�an�� celistvosti jsou n�ekter�e jeho pas�a�ze p�ripomenuty.
1.1 MotivaceV n�asleduj��c�� pr�aci budeme studovat zobecn�en�y Stokes�uv probl�em tohoto tvaru:Necht' 
 � Rd je omezen�a oblast s lipschitzovskou hranic��, f : 
 7! Rd, g : 
 7! R,A = Aklij : 
 7! Rd4 , B = Bkj : 
 7! Rd2 , kde i; j; k; l 2 f1; 2; : : : ; dg. Hled�ame dvojicifunkc�� (u; p) : 
 7! Rd � R �re�s��c�� soustavu rovnic:

�div(ADu) +Brp = f na 
divu = g na 
u = 0 na @
 (1.1.1)
ve smyslu distribuc��, kde Du zna�c�� symetrick�y gradient rychlosti a rp gradient tlaku.Detailn�eji (za pou�zit�� Einsteinovy suma�cn�� konvence):

� @@xiAklij (Du)lj +Bkj @p@xj = fk na 
 k = 1; 2; : : : ; d@ui@xi = g na 
u = 0 na @
 (1.1.2)
Nguyen Duc Huy ve sv�e pr�aci [4] uva�zoval zobecn�en�� Stokesova probl�emu ve dvou bodech,jednak m��sto gradientu tlaku uva�zoval gradient tlaku vyn�asoben obecnou konstantn��matic��, za druh�e m��sto Laplaceova oper�atoru uva�zoval obecn�y eliptick�y oper�ator druh�eho�r�adu. V t�eto pr�aci p�ujdeme v zobec�nov�an�� je�st�e d�al a m��sto konstantn�� matice B budemeuva�zovat matici funkc��. Pro �uplnost p�ripom��n�am, �ze klasickou verzi Stokesova probl�emudostanu, kdy�z budu v syst�emu 1.1.1 uva�zovat matici A tvaru: Aklij = 2�lk�ij a matici Btvaru Bkj = �kj a od prav�e strany f je nutno ode�c��st rg, proto�ze 2divDu = divru +divrTu = �u+rdivu = �u+rg.
Pro demonstraci u�zite�cnosti tohoto syst�emu je t�reba ud�elat krat�s�� exkurzi do modelov�an��proud�en�� kapalin. Kapaliny jsou �casto v technologick�ych procesech vystaveny velk�ymzm�en�am tlaku. Je velice dob�re zdokumentov�ano, �ze viskozita kapaliny se v takov�ychsituac��ch m�en�� dramaticky s tlakem, n�ekdy dokonce exponenci�aln�e. Na druhou stranuzm�eny v hustot�e jsou st�ale zanedbateln�e a tyto kapaliny mohou b�yt st�ale modelov�any
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jako nestla�citeln�e. Nav��c viskozita m�u�ze tak�e krom�e tlaku z�aviset i na rychlosti st�rihu.Ust�alen�e proud�en�� takov�ych kapalin v oblasti 
 � Rd (d = 2; 3) m�u�ze b�yt pops�anon�asleduj��c��m syst�emem:
�divS(p;Du) + (u:r)u+rp = f na 
divu = 0 na I � 
; (1.1.3)

kde u = (u1; : : : ; ud) je rychlost, Du je symetrick�y gradient rychlosti, p je tlak, f =(f1; : : : ; fd) jsou vn�ej�s�� s��ly a Ip+ S(p;Du) je Cauchyho tenzor nap�et��.Nav��c, po zaveden�� V = V (Du) def= (1 + jDuj2)1=2 , po�zadujeme, aby existovaly kladn�ekonstanty �0, �1, �0 a m 2 (1; 2) tak, aby pro jakoukoli symetrickou d�d matici � platilyn�asleduj��c�� odhady nez�avisle na p:
�0V (Du)m�2j�j2 � h @S@Du(p;Du)�; �i � �1V (Du)m�2j�j2���@�@p (p; jDuj2)Du��� � �0V (Du)(m�2)=2 (1.1.4)

Pro dan�a u; p uva�zujme: S(p;Du) = �(p; jDuj2)Du (1.1.5)kde p�redpokl�ad�ame, �ze � je spojit�e diferencovateln�a funkce zadan�a rovnost�� �(p; jDuj2) =(c+ (p) + jDuj2)(m�2)=2Z �cl�anku [6] m�u�zeme uva�zovat n�asleduj��c�� t�ri tvary , kter�e spl�nuj�� podm��nku 1.1.4:
� 1(p) = (1 + �2p2)�q=2
� 2(p) = (1 + exp(�p))�q
� 3(p) = � exp(��qp) pro p > 01 pro p � 0pro jakoukoli volbu kladn�ych konstant A, �, �, q a m 2 (1; 2). N�asleduj��c�� v�ysledek byldok�az�an pro syst�em 1.1.3 dopln�en�y Dirichletovou hrani�cn�� podm��nkou

v = 0 na 
 (1.1.6)
viz op�et �cl�anek [6]
1.1.1 V�eta. Necht' 
 je otev�ren�a omezen�a mno�zina v Rd s lipschitzovskou hranic�� @
,d = 2; 3. Pro m 2 ( 3dd+2 ; 2), �0 < �0�0+�1 1C2 , p0 2 R a f 2 (W 1;m0 (
))� existuje slab�e �re�sen��u 2 W 1;m0 (
), p 2 Lm0(
) syst�emu 1.1.3 spl�nuj��c�� podm��nku

R
 p(x)dx = p0.Jedna ze standardn��ch metod d�ukazu �c�aste�cn�e regularity slab�eho �re�sen�� rovnice 1.1.3 jenep�r��m�y p�r��stup zalo�zen na rozkladov�ych vlastnostech pr�um�eru tlaku a rychlosti.Zavedeme ozna�cen��:
hviR def= �ZB(x;R) v(z) dz = 1jB(x;R)j ZB(x;R) v(z) dz
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pro jakoukoli (at' u�z re�alnou, vektorovou, maticovou �ci tenzorovou) funkci v de�novan�ena B(x;R) a d�ale pro � 2 (0; 1):
Emv1 (x;R) def=  1jB(x;R)j RB(x;R) jDu(z)� hDuiRj dz

!1=m

Emv2 (x;R) def= 1R
 1jB(x;R)j RB(x;R) ju(z)� huiR � hDui(z � x)jm dz!1=m

Emv3 (x;R) def=  1jB(x;R)j RB(x;R) jp(z)� hpiRj2 dz
!1=2

Emv(x;R) def= Emv1 (x;R) + Emv2 (x;R) + Emv3 (x;R) +R�
(1.1.7)

1.1.2 Caccioppoliho nerovnost. Necht' A = Aklij je d2 � d2 matice, B = Bmk je d� d
matice takov�a, �ze

�0N j�j2 � hA�; �i; jAklij j � �1N; 8i; j; k; l = 1; : : : ; dkI �Bk � �0 < 1 (1.1.8)
pro n�ejak�a kladn�a �0, �1 a �0, v�sechna � 2 Rd2 symetrick�a, N 2 [N0; 1]. P�redpokl�adejme,
�ze �0 < �0�0 + 4�1 (1.1.9)
Pak existuje kladn�a konstanta c(N0) = c(N0; �0; �1�0 ; d) tak, �ze pro ka�zd�e � 2 (0; 1), R < R0,
ka�zd�e slab�e �re�sen�� (u; p) syst�emu

�div(ADu) +Brp = 0 na B(0; R0)divu = 0 na B(0; R0) (1.1.10)
spl�nuje nerovnosti: RB(0;�R) jDruj2dx � c(N0)R2(1��)2 RB(0;R) jDu�W j2dxRB(0;�R) jrpj2dx � c(N0)�1Nd2R2(1��)2 RB(0;R) jDu�W j2dx (1.1.11)
pro jakoukoli volbu konstantn�� matice W 2 Rd2
Plat�� n�asleduj��c�� lemma
1.1.3 Lemma. Pro ka�zd�e M 2 (0;1) a v�sechna � 2 (0; 1) existuje " > 0 a konstantaC�(M) takov�a, �ze pro ka�zd�e slab�e �re�sen�� (u; p) syst�emu 1.1.3 maj��c�� vlastnosti dan�e v�etou
1.1.1 a spl�nuj��c�� pro ka�zd�e x 2 
, R > 0, B(x;R) � 
 nerovnosti

Emv(x;R) < "jhuiRj+ jhDuiRj+ jhpiRj � M (1.1.12)
pak Emv(x; �R) � 2C�(M)��Emv(x;R) (1.1.13)
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D�ukaz. Nazna�c��m zde pouze hlavn�� my�slenky d�ukazu. P�redpokl�adejme, �ze pro n�ejak�e �a M existuj�� "h ! 0, xh, vh, ph a Rh ! 0 spl�nuj��c�� 1.1.12 a z�arove�n
Emvh(xh; �Rh) > 2C�(M)��"h: (1.1.14)

Tento p�redpoklad dovedu ke sporu v��ce kroky. Z d�uvodu velk�e n�aro�cnosti na m��sto ajist�e irelevance vzhledem k t�ehle pr�aci, omez��m se pouze na nejnutn�ej�s�� v�ec�� nejv��ce nasouvislost se zobecn�enou Stokesovou �ulohou.1. - stanoven�� C�(M): D��ky nerovnosti 1.1.12 plat��:
hphiRh ! a v RhuhiRh ! b v RdhDvhiRh ! e v Rd2 (1.1.15)

Pak V (hDvhiRh)! V (e) a jaj+ jbj+ jej �M . Ozna�cme
A = Aklij = @Sij(a;e)@Dukl 2 Rd4B = I � @�@p (a; e)e 2 Rd2 (1.1.16)

Pak je nerovnost 1.1.8 spln�ena s N = (1+ jej2)m�22 , N0 = (1+ jM j2)m�22 a proto�ze jespln�eno 1.1.4, plat�� tak�e 1.1.9 Lemma 1.1 zaji�st'uje, �ze odhad 1.1.13 na �re�sen�� 1.1.10plat�� s konstantou C�(M) = c(N0).2. - �sk�alov�an�� a stejnom�ern�e odhady: Uva�zujme nyn�� p�re�sk�alovan�e funkce wh, qh kter�ejsou d�any na B(0; 1) p�redpisy:
qh(y) = 1"h (ph(xh +Rhy)� hphiRh)wh(y) = 1Rh"h (uh(xh +Rhy)� huhi � hDvhiRhRhy): (1.1.17)

Z de�nice: Dywh(y) = "�1h (Dxuh(xh +Rhy)� hDuhiRh) (1.1.18)Nav��c plat�� hqhi1 = 0; hwhi1 = 0; hDwhi1 = 0 (1.1.19)Pak z 1.1.12 plat��, �ze qh, wh jsou stejn�e omezen�e v L2(B(0; 1)) a W 1;m(B(0; 1)).D��ky t�emto odhad�um m�u�zeme naj��t funkce q 2 L2(B(0; 1)) a w 2 W 1;m(B(0; 1))tak, �ze Dwh ! Dw slab�e v Lm(B(0; 1))wh ! w slab�e v W 1;mdiv (B(0; 1))wh ! w siln�e v Lm(B(0; 1))wh ! w skoro v�sude v B(0; 1)qh ! q slab�e v L2(B(0; 1))
(1.1.20)

Nav��c plat�� Emwh(0; �) > 2C�(M)�� (1.1.21)
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3. - slab�a formulace syst�emu �re�sen�eho p�re�sk�alovan�ymi prom�enn�ymi: Po p�ren�asoben��syst�emu 1.1.3 libovolnou funkc�� ' 2 C10 (B(xh; Rh)), vlo�zen�� p�re�sk�alovan�ych veli�cinqh, wh, Dwh m��sto ph, uh, Duh, substituci y = x�xhRh a vyd�elen��m rovnice Rd�1h "hdostaneme1�hfRB(0;1) S(hphiRh + �hqh; hDuhiRh + �hDwh)Dy dy+ RB(0;1)(huhiRh + hDuhiRhRhy + �hRhwh)� (huhiRh+hDuhiRhRhy + �hRhwh)Dy dy � RB(0;1)(hphiRh+�hqh)divy dy �Rh RB(0;1) f dyg = 0divwh = 0 na B(0; 1)(1.1.22)kde  (y) = '(xh +Rhy).4. - p�rechod k limit�e: Pokud v syst�emu 1.1.22 p�rejdeme k limit�e, zjist��me, �ze q aw �re�s�� Stokes�uv syst�em zobecn�en�y do mnou uva�zovan�eho tvaru. Nejd�r��ve ale p�arkonvergenc��. Z nerovnosti 1.1.12:
Rh ! 0; "h ! 0; R�h"�1h � 1 (1.1.23)a d�ale pak: "hqh ! 0 v L2"hDwh ! 0 v L2hphiRh + "hqh ! a v L2hDuhiRh + "hDwh ! e v L2 (1.1.24)

P�rejd�eme nyn�� k limitn��mu p�rechodu v rovnici. Ozna�cme v�yrazy na prav�e stran�erovnice 1.1.22 po �rad�e I1, I2, I3 a I4. Pak proto�ze Rh"�1h ! 0, tak�e I4 ! 0. D�aleproto�ze: Z
B(0;1)hphiRhdiv dy = hphiRh ZB(0;1) div dy = 0 (1.1.25)

plat�� I3 ! �ZB(0;1) qdiv dy (1.1.26)
D�ale:

I2 = 1�h RB(0;1)huhiRh � huhiRhD dy+Rh�h RB(0;1)fhuhiRh � (hDuhiRhy + �hwh) + (hDuhiRhy+�hwh)� huhiRhgD dy + R2h�h RB(0;1)(hDuhiRhy + �hwh)�(hDuhiRhy + �hwh)D dy= I21 + I22 + I23:
(1.1.27)

Plat��: I21 = 1"h (huhiRh � huhiRh)ZB(0;1)D dy = 0 (1.1.28)
pro v�sechna  2 C10 (B(0; 1))Tak�e I22 ! 0, proto�ze Rh"h = R�h"h R1��h ! 0 (1.1.29)
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a integr�aly jsou stejn�e omezen�e. Podobn�e i I23 jde k nule. Tak�ze I2 ! 0 Nakoneczbyl �clen I1. Vyu�ziji rovnostiZ
B(0;1) S(hphiRh ; hDvhiRh)D dy = 0 (1.1.30)

pro n�asleduj��c�� v�ypo�cty:
I1 = 1�h (RB(0;1)[S(hphiRh + �hqh; hDuhiRh + �hDwh)�S(hphiRh ; hDuhiRh ]D dy)= 1�h (RB(0;1) R 10 @@sS(hphiRh + s�hqh; hDuhiRh+s�hDwh)dsD dy)= RB(0;1) R 10 @S(hphiRh+s�hqh;hDuhiRh+s�hDwh)@Du DwhD dsdy+RB(0;1) R 10 @�(hphiRh+s�hqh;hDuhiRh+s�hDwh)@p (hDuhiRh+s�hDwh)qhD dsdy:

(1.1.31)

a po p�rechodu k limit�e zbyde z rovnice 1.1.22 n�asleduj��c�� slab�a formulace zobecn�en�ehoStokesova probl�emu s nezn�am�ymi w a q:RB(0;1) @S@Du(a; e)DwD � RB(0;1) qdiv + RB(0;1) @S@p (a; e)qD = 0divw = 0 (1.1.32)
5. - siln�a konvergence naB(0; �): pro tuto pr�aci ji�z ned�ule�zit�y krok, proto jej vynech�am.

Z d�ukazu je tedy patrn�e, �ze studium zobecn�en�eho Stokesova probl�emu je motivov�anour�citou linearizac�� rovnice 1.1.3
1.2 Protip�r��kladyVzhledem k �uvodn�� motivaci probl�emu je opr�avn�en�e, pokud budu p�redpokl�adat symetri�cnosta elipti�cnost matice A a matici B budu uva�zovat tvaru I �K.N�asleduj��c��mi p�r��klady chci demonstrovat nutnost jist�ych podm��nek pro existenci a jed-nozna�cnost probl�emu 1.1.1.
1.2.1 Protip�r��klad. Uva�zujme syst�em 1.1.1 v dimenzi d = 2 zadan�y n�asleduj��c��mi mat-

icemi Bkj = �kj a Aklij = � 1 pro i = j = k = l = 1 nebo i = k = 1; j = l = 20 jinak
na oblasti 
 = (0; �)� (0; �) s daty f1 = f2 = g = 0
Tedy syst�em: @2u1@x21 + @2u2@x1@x2 + @p@x1 = 0 na 
@p@x2 = 0 na 
@u1@x1 + @u2@x2 = 0 na 
u = 0 na @
 (1.2.1)
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Uprav��m levou stranu prvn�� rovnice t��mto zp�usobem:@2u1@x21 + @2u2@x1@x2 + @p@x1 = @@x1 (@u1@x1 + @u2@x2 ) + @p@x1 = @p@x1 ,
a prvn�� rovnice se redukuje na tvar:

@p@x1 = 0 (1.2.2)
�Re�sen�� je nap�r��klad dvojice funkc�� (u; p) = ((� cosx1; �x2 sinx1); 0) pro jak�ekoli � 2 R a
rovnice nem�a �re�sen�� jednozna�cn�e ur�cen�e. Pro zaru�cen�� jednozna�cnosti jsou podm��nky na
matici A nutn�e.

1.2.2 Protip�r��klad. Dal�s�� protip�r��klad ukazuje nutnost n�ejak�e podm��nky na matici B,
za oblast, na kter�e budeme �re�sit �ulohu, uva�zujme 
 = (0; 1) � R, f � 1, g � 0, B = 0,A1111 = 1. Je jasn�e, �ze soustava rovnic:

@2u@x2 = 1@u@x = 0 (1.2.3)
nem�a �z�adn�e �re�sen��. P�resn�e podm��nky na matici B budou speci�kov�any pozd�eji.

1.2.3 Protip�r��klad. Pro trivi�alnost p�redchoz��ho p�r��kladu uvedu je�st�e jeden protip�r��klad,
tentokr�at v dimenzi d = 2. Matici B zvol��m nulovou, matici A tak, aby prvn�� �clen rovnice
byl Laplace�uv oper�ator (jak zvolit koe�cienty takov�e matice je nazna�ceno v�y�se), dal�s�� data:
 = f(x1; x2) 2 R2; x21 + x22 < 1g, f1 � 2, f2 � 0, g � 0. V p�rehledn�ej�s�� form�e:�u1 = 2 na 
�u2 = 0 na 
divu = 0 na 
u = 0 na @
 (1.2.4)
Na chv��li zapomeneme na t�ret�� rovnici a rozd�el��me soustavu do dvou syst�emu:�u1 = 2 na 
u1 = 0 na @
 (1.2.5)
a druh�y syst�em obdobn�e: �u2 = 0 na 
u2 = 0 na @
 (1.2.6)
Z principu minima pro harmonick�e funkce plat��, �ze �re�sen�� t�echto dvou syst�em�u jsou jed-

nozna�cn�e ur�cena. Jednoduch�ym propo�ctem se d�a ov�e�rit, �ze funkce u1 = x212 + x222 � 12 je
jednozna�cn�ym �re�sen��m syst�emu 1.2.5 a u2 = 0 je jednozna�cn�ym �re�sen��m syst�emu 1.2.6.
Ale odtud

divu = @u1@x1 + @u2@x2 = x1 + 0 6= 0 na 
 n f(x1; x2) 2 R1; x1 = 0g (1.2.7)
a t�ret�� rovnice v syst�emu 1.2.4 nen�� spln�ena.
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1.3 Zna�cen��
N . . . p�rirozen�a �c��sla f1; 2; 3; : : :gN0 . . . p�rirozen�a �c��sla v�cetn�e nuly - f0; 1; 2; : : :gR . . . t�eleso re�aln�ych �c��selRd . . . Euklidovsk�y prostor dimenze dRd2 . . . prostor �ctvercov�ych matic d� dRd4 . . . prostor �ctvercov�ych matic d� d� d� dspanfx1; : : : ; xng . . . line�arn�� obal vektor�u x1; : : : xnKerL . . . j�adro oper�atoru LRanL . . . obor hodnot oper�atoru LL0 . . . oper�ator adjungovan�y k oper�atoru LI . . . identita, jednotkov�a maticeh:; :iH . . . skal�arn�� sou�cin v hilbertov�e prostoru H[:; :]X . . . dualita mezi prostory X� a X
 . . . otev�ren�a omezen�a oblast s lipschitzovskou hranic��ru . . . zna�cen�� pro gradient ru def= ( @u@x1 ; : : : ; @u@xd )Du . . . symetrick�y gradient u, Du def= ru+rTu2divu . . . divergence u, divu def= Pdi=1 @ui@xiLp(
) . . . pro p 2 [1;1] zna�c�� Lebesqueovy prostory re�aln�ych funkc��k:kp . . . obvykl�a norma v Lebesqueov�e prostoru Lp

1.4 �Umluvy a de�nice(i) V cel�em n�asleduj��c��m textu bude pou�zita Einsteinova suma�cn�� konvence, pokudnebude �re�ceno jinak.(ii) Lp(
)d je ozna�cen�� pro Lebesqueovy prostory vektorov�ych funkc�� (tedy funkc�� u :

 7! Rd) s normou: kukp = 8<:

pqPdi=1 kuikpp p 2 [1;1)qPdi=1 kuik21 p =1 . Prostory Lp(
)d2
(resp. Lp(
)d4) jsou prostory maticov�ych d� d (resp. d� d� d� d)funkc�� s tout�e�znormou.(iii) Pouze pro pot�reby tohoto odstavce de�nujme multiindex � = (�1; : : : ; �d) 2 Nd0j�j = Pdi=1 �i a diferenci�aln�� oper�ator D�u = @j�ju@x�11 :::@x�dd . Pro p 2 [1;1] a k 2 Nozna�c��m W k;p(
) obvykl�y Sobolev�uv prostor re�aln�ych funkc�� s normou de�novanoun�asleduj��c��m zp�usobem: kukk;p = ( pqPj�j�k kD�ukpp pro p 6=1maxj�j�k kD�uk1 pro p =1D�ale de�nuji W 1;p0 (
) def= C0(
)k:k1;p , tzn. uz�av�er spojit�ych funkc�� s kompaktn��mnosi�cem v 
 v p�r��slu�sn�e norm�e prostoru W 1;p(
).Ozna�c��m W k;p(
)d prostor vektorov�ych funkc�� u : 
 7! Rd, u1; : : : ; ud 2 W k;p(
) s
normou kukk;p = 8<: pqPdi=1 kuikpk;p pro p 6=1qPdi=1 kuik2k;1 pro p =1
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Podobn�e zav�ad��m prostor W 1;p0 (
)d, na n�em�z budu uva�zovat je�st�e nav��c normukukD = kDuk2W 1;p0;div(
) je podprostor prostoru W 1;p0 (
)d s nulovou divergenc��, neboli precizn�eji:W 1;p0;div(
) def= fu 2 W 1;p0;div(
)d; divu = 0 ve slab�em smyslug.A stejn�e jako v p�redchoz��m p�r��pad�e zav�ad��m maticov�e varianty t�echto prostor�u.Nav��c ozna�c��m W�1;p0(
) du�aln�� prostor k prostoru W 1;p0 (
), p�r��padn�e k prostoruW 1;p0 (
)d. Vzhledem k tomu, �ze bude v�zdy jasn�e, o kter�y du�al jde, nebezpe�c�� ne-dorozum�en�� nehroz��.(iv) V cel�em n�asleduj��c��m textu bude 
 zna�cit otev�renou omezenou oblast s lipschit-zovskou hranic��, pokud nebude �re�ceno jinak. Nav��c bude 
 nosnou mno�zinou v�sechLebesqueov�ych a Sobolevov�ych prostor�u (a pr�av�e proto budu vynech�avat ozna�cen��nosn�e mno�ziny, pokud nedojde k nedorozum�en��, tzn. nap�r. W 1;p0 = W 1;p0 (
))(v) Kouli v Banachov�e prostoru X o polom�eru r se st�redem v bod�e x0 budu zna�citBX(x0; r). Tedy BX(x0; r) def= fx 2 X; kx � x0kX � rg. Ve speci�aln��m p�r��pad�ex0 = 0 budu parametr x0 vynech�avat (BX(r) = BX(0; r)), stejn�e tak v p�r��pad�e, �zeX bude Euklid�uv prostor, budu vynech�avat parametr X (B(x0; r) = BRd(X0; r)).(vi) Necht' H je Hilbert�uv prostor a necht' M � H. Pak ozna�c��me ortogon�aln�� dopln�ekmno�ziny M symbolem M? = fx 2 H; hx; yiH = 0; 8y 2Mg(vii) Zna�cen��m k:kD budu zna�cit krom�e ji�z zaveden�e normy prostoruW 1;20 i oper�atorovounormu de�novanou p�redpisem h : W 1;20 7! X; khkD = supfkh(z)kX ; kzkD � 1g.Vzhledem k tomu, �ze bude v�zdy jasn�e, zda jde o oper�ator na W 1;20 nebo prvektohoto prostoru, nedorozum�en�� nehroz�� i p�res stejn�e zna�cen��.(viii) Necht' A 2 Rd4 . �Rekneme, �ze A je "symetrick�a", pokud Aklij = Ailkj = Akjil pro v�sechnai; j; k; l 2 1; : : : ; d(ix) �Rekneme, �ze A 2 L1(
)d4 je "eliptick�a", pokud existuje � > 0 tak, �ze pro ka�zd�eu 2 W 1;20 (
)d plat�� j R
Aklij (Du)lj(Du)kij � �kDuk22. Nejv�et�s�� � s touto vlastnost��nazveme "konstantou elipticity".(x) Necht' X je Banach�uv prostor a necht' A : X 7! X 0. �Rekneme, �ze oper�ator A je"eliptick�y", pokud existuje � > 0 tak, �ze pro v�sechna x 2 X plat��j[Ax; x]X j � �kxk2. Nejv�et�s�� � s touto vlastnost�� ozna�c��me jako "konstanta eliptic-ity".(xi) Necht' A 2 Rd4 , B 2 Rd4 , pak de�nujem C = A :B n�asleduj��c��m p�redpisem:
Cmlpj = (A :B)mlpj def= nX

i;k=1Amkpi Bklij
(xii) Matici B 2 L1(
)d2 nazveme "esenci�aln�e regul�arn��", jestli�ze existuje matice C 2L1(
)d2 tak, �ze C(x)B(x) = I = B(x)C(x) pro skoro v�sechna x v 
. Zna�c��meC = B�1, �r��k�ame, �ze C je "inverzn��" k B
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(xiii) O matici B 2 L1(
)d2 �rekneme, �ze je "odra�zen�a od nuly",pokud existuje � > 0tak, �ze j detBj > � skoro v�sude v 
(xiv) Necht' C 2 L1(
)d2 . De�nujme bC, bC 2 L1(
)d4 t��mto zp�usobem:
bCmkni def= Cmk�ni

1.4.1 Pozorov�an��.
(i) Pro pevn�e 
 existuj�� konstanty P1 2 (0;1), P2 2 h1;1) tak, �ze pro ka�zd�e u 2W 1;20 (
)d plat�� kuk2 � P1kukD (1.4.1)kukD � kruk2 � P2kukD (1.4.2)

Nav��c pro ka�zd�e h 2 W�1;2(
) plat��:
P�12 khkD � khk�1;2 � khkD (1.4.3)

D�ukaz. P�ripome�nme, �ze kukD = kru2 + ru2 Tk Nejd�r��ve uk�a�zeme platnost 1.4.2. D��kyKornov�e nerovnosti (viz [7], lemma 1.11) plat�� n�asleduj��c�� sada odhad�u:
kru2 + ru2 Tk2 � 12(kruk2 + krTuk2) = kruk2 � kuk1;2 � P2kru2 + ru2 Tk2

Odhad 1.4.1 je p�r��m�y d�usledek nerovnosti 1.4.2 a Poincar�eho nerovnosti ([2], kapitola2, lemma 1.1.1).Z nerovnostikhk�1;2 = supf[h; ']W 1;20 ; kr'k2 � 1g � supf[h; ']W 1;20 ; k'kD � 1g == khkD a z nerovnostiP�12 khkD = P�12 supf[h; ']W 1;20 ; k'kD � 1g = supf[h; ']W 1;20 ; k'kD � P�12 g �� supf[h; ']W 1;20 ; kr'k2 � 1g = khk�1;2, dost�av�ame 1.4.3
(ii) Necht' C 2 W 1;1(
)d2 a necht' ' 2 W 1;20 (
)d. Pak C' 2 W 1;20 (
)d a existuje kon-

stanta P3 tak, �ze kC'k1;2 � P3kCk1;1k'k1;2.
D�ukaz. Po�c��tejme:
kC'k21;2 = kCij'jk21;2 = dPi=1 kCij'jk21;2 = dPi=1

�kCij'jk22 + dPk=1 k@Cij'j@xk k22�
� dPi=1

 kCk21 dPj=1 k'jk22 + 2kCk21 dPj;k=1 k 'j@xk k22 + 2 dPj=1(k'jk22 dPk=1 k@Cij@xk k21)!
� dPi=1 �2kCk21;1k'k21;2 + 2kCk21;1k'k22� � 4dkCk21;1k'k21;2 (1.4.4)

(iii) Pokud A;B jsou matice typu d� d, pak plat��:

dAB = bA : bB
14



D�ukaz. ( bA : bB)mlpj = Pdi;k=1 Âmkpi B̂klij = Pdi;k=1Amk�piBkl�ij = Pdk=1AmkBkl�pj =(AB)ml�pj =dABmlpj
(iv) Necht' B 2 L1(
)d2. Pak B je odra�zen�a od nuly pr�av�e kdy�z je B esenci�aln�e regul�arn��.

D�ukaz. Necht' B je odra�zen�a od nuly, pak existuje N1 � 
 a � > 0 tak, �ze j detBj >� pro v�sechna x 2 
nN1 a �(N1) = 0. Na 
nN1 de�nujme matici Cij = Bdet(B) (kdeB zna�c�� adjungovanou matici - viz [5] de�nice 8.11). D�ale, proto�ze B 2 L1(
)d2 ,existuje mno�zina N2 � 
 a � > 0 tak, �ze max1�i;j�d jBij(x)j � � pro x 2 (
 nN2)a z�arove�n �(N2) = 0. Z de�nice B je jBij(x)j � (d� 1)!�d�1 pro x 2 
 nN2 a protopro x 2 
 n (N1 [ N2) plat�� jCij(x)j � 1�(d � 1)!�d�1 a Cij 2 L1(
)d2 . Ze zn�am�ev�ety z line�arn�� algebry (viz [5] v�eta 8.12) plat��, �ze C(x)B(x) = B(x)C(x) = I prox 2 
 n (N1 [N2) a �(N1 [N2) = 0.Necht' je nyn�� B esenci�aln�e regul�arn��, to znamen�a, �ze existuje B�1 skoro v�sude.D�ale v��me, �ze 1 = det I = detBB�1 = detB detB�1. A odtud detB = 1detB�1skoro v�sude. Proto�ze B�1 2 L1(
)d2 , je tak�e detB�1 2 L1(
) tedy existuje a 2 Rtak, �ze j detB�1j � a skoro v�sude a proto j detBj � 1a skoro v�sude a B je odra�zen�aod nuly.
(v) Necht' u; v 2 W 1;2(
) a necht' A je symetrick�a. Pak plat�� ADurv = ADuDv

D�ukaz. ADurv = Aklij (Du)lj @vk@xi = 12(Aklij (Du)lj @vk@xi + Ailkj(Du)lj @vi@xk ) =12(Aklij (Du)lj @vk@xi + Aklij (Du)lj @vi@xk ) = Aklij (Du)lj 12(@vk@xi + @vi@xk ) = ADuDv
(vi) Prostor W 1;20 (
)d se skal�arn��m sou�cinem hu; viD def= R
(Du)ij(Dv)ij je Hilbert�uv.

D�ukaz. Prostor W 1;20 je z de�nice uzav�ren�y v norm�e kuk1;2 a z ekvivalence norem jeuzav�ren i v norm�e kuk2D = hu; uiD = R
Pdi;j=1 ((Du)ij)2. Jde tedy op�et o Banach�uvprostor. Nyn�� sta�c�� uk�azat, �ze hu; viD je skute�cn�e skal�arn�� sou�cin. Toto vynech�av�amz d�uvod�u triviality ov�e�ren�� v�sech axiom�u skal�arn��ho sou�cinu.
(vii) Prostor W 1;20;div(
) je uzav�ren�y podprostor prostoru W 1;20 (
)n a tedy se skal�arn��m

sou�cinem hu; viD = R
(Du)ij(Dv)ij je tak�e Hilbert�uv.

D�ukaz. De�nujme funkcion�al:L : W 1;20 (
)d 7! W�1;2
L : u 7! [u;r']W 1;20 8' 2 W 1;20L je line�arn�� a proto�ze :
Z

 ui @'@xi �

 Z



dX
i=1 u2i

! 12  Z



dX
i=1
� @'@xi

�2! 12 � kuk2k'k1;2 � kuk1;2k'k1;2
je L tak�e spojit�y. Proto�ze W 1;20;div = kerL, je d�ukaz hotov.
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Kapitola 2
�Re�sen�� Stokesova probl�emu
2.1 Existence a jednozna�cnostNejprve budeme formulovat existen�cn�� v�ety pro speci�aln�ej�s�� p�r��pad rovnice 1.1.1:

�divADu+Brp = fdivu = 0uj@
 = 0 (2.1.1)
2.1.1 De�nice. Necht' f 2 W�1;2(
)d, A 2 L1(
)d4, B 2 W 1;1(
)d2. Pak �rekneme, �ze
dvojice (u; p) 2 W 1;20;div � L2(
) je slab�e �re�sen�� soustavy 2.1.1, pokud spl�nuje rovnici:

�divADu+Brp = f (2.1.2)
ve smyslu distribuc��, tzn. rovnicedX

i;j;k;l=1
Z

Aklij (Du)lj(D')ki + dX

j;k=1
Z

 p @@j (Bkj'k) = [f; ']W 1;20 (2.1.3)

plat�� pro v�sechna ' 2 W 1;20 (
)d
2.1.2 Pozorov�an��. (i) Pokud je B esenci�aln�e regul�arn�� (C = B�1), pak (u; p) je

slab�ym �re�sen��m 2.1.1 pr�av�e kdy�z �re�s�� rovnici:

�Cdiv (ADu) +rp = h (2.1.4)
ve smyslu distribuc��, kde h je de�nov�ano zp�usobem: [h; ']W 1;20 def= [f; CT']W 1;20 .

(ii) Spo�c��tejme nyn�� odhad na khk�1;2:
khk�1;2 = supfj[h; ']W 1;20 j;' 2 BW 1;20 (1)g = supfj[f; CT']W 1;20 j;' 2 BW 1;20 (1)g� supfj[f; ']W 1;20 j;' 2 BW 1;20 ((P�13 kCTk�11;1))g= P3kCTk1;1supfj[f; ']W 1;20 j;' 2 BW 1;20 (1)g� P3kCTk1;1kfk�1;2 (2.1.5)
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(iii) Pojd'me se pod��vat na prvn�� �clen v rovnici 2.1.4:

[Cdiv (ADu)]m = Cmk @@xi (Aklij (Du)lj) = @@xi (CmkAklij (Du)lj)� @Cmk@xi Aklij (Du)lj =
= @@xn (Ĉmkni Aklij (Du)lj)� @Cmk@xi Aklij (Du)lj = div (Ĉ :ADu)� (rC)ADu

(iv) P�redpokl�adejme, �ze A 2 L1(
)d4, C 2 L1(
)d2. Ozna�cme D def= bC : A, z�rejm�eD 2 L1(
)d4. Pak plat�� n�asleduj��c�� sada odhad�u (kv�uli srozumitelnosti H�olderovy
nerovnosti nebudu v n�asleduj��c��ch odhadech pou�z��vat Einsteinovu suma�cn�� konvenci):

j[divD(Du); ']W 1;20 j = �����R

dPn;m=1
 dPj;l=1Dmlnj (x)(Du)lj(x)

! @'m@xn
�����

� R

dPm;n=1
 dPj;l=1 jDmlnj (x)jj(Du)lj(x)j

! j@'m@xn j
� R


dPm;n=1
 dPj;l=1 jDmlnj (x)j2

! 12  dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2
! 12 j@'m@xn j

= R

 dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2

! 12 dPm;n=1
 dPj;l=1 jDmlnj (x)j2

! 12 j@'m@xn j
� R


 dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2
! 12  dPj;l;m;n=1 jDmlnj (x)j2

! 12 � dPm;n=1 j@'m@xn j2�
12

� kDk1 R

 dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2

! 12 � dPm;n=1 j@'m@xn j2�
12

� kDk1 R

dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2

! 12 �R
 dPm;n=1 j@'m@xn j2�
12

� kDk1kDuk2kr'k2� P2kDk1kukDk'kD (2.1.6)
(v) Necht' op�et A 2 L1(
)d4, C 2 L1(
)d2 a D def= bC :A. Pro pevn�e u 2 W 1;20 zaved'me:Lu 2 W�1;2(
)dLu : ' 7! R
Dmlnj (x) (Du)lj (x) (D')mn (x) 8' 2 W 1;20 (
)dLu je z�rejm�e line�arn�� (plyne z linearity integr�alu) a z p�redchoz��ho odhadu 2.1.6 jeLu tak�e spojit�y. Proto�ze W 1;20;div je Hilbert�uv prostor, z Fr�echet-Rieszovy v�ety (viz [3]

2.9) existuje w 2 W 1;20;div tak, �ze [Lu; ']W 1;20;div = hw;'iD.
De�nujme:D : W 1;20;div 7! W 1;20;divD : u 7! w tak, �ze [Lu; ']W 1;20;div = hw;'i 8' 2 W 1;20;div
Nav��c Fr�echet-Rieszova v�eta d�av�a kLukD = kDukD � P2kDk1kukD a t��m se dost�av�am
k odhadu kDkD = P2kDk1. Linearita D op�et plyne z linearity integr�alu a odhad
2.1.6 n�am d�av�a i spojitost.
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(vi) Znovu p�redpokl�adejme, �ze A 2 L1(
)d4 a C 2 W 1;1(
)d2 a de�nujme maticiEmlj def= @Cmk@xi Aklij . Z�rejm�e E 2 L1(
)d3. Plat�� odhady (op�et kv�uli srozumitelnosti
bez Einsteinovy suma�cn�� konvence):

j[EDu; ']W 1;20 j = �����R

dPj;l;mEmlj (x)(Du)lj(x)'m(x)�����

� R

dPm=1
 dPj;l=1 jEmlj (x)jj(Du)lj(x)j! j'mj

� R
 Pdm=1
 dPj;l=1 jEmlj (x)j2! 12  dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2

! 12 j'm(x)j
= R


 dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2
! 12 dPm=1

 dPj;l=1 jEmlj (x)j2! 12 j'm(x)j
� R


 dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2
! 12  dPj;l;m=1 jEmlj (x)j2! 12 � dPm=1 j'm(x)j2

� 12
� kEk1 R


 dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2
! 12 � dPm=1 j'm(x)j2

� 12
� kEk1 R


dPj;l=1 j(Du)lj(x)j2
! 12 �R


dPm=1 j'm(x)j2
� 12

� kEk1kDuk2k'k2� P1kEk1kukDk'kD (2.1.7)
(vii) V duchu p�redchoz��ch de�nic (A 2 L1(
)d4, C 2 W 1;1(
)d2, Emlj def= @Cmk@xi Aklij)

de�nujme pro pevn�e u 2 W 1;20 n�asleduj��c�� oper�ator:Nu : L2 7! RNu :  7! R
 Emlj (X)(Du)lj(x) (x) 8 2 L2(
)d
a v n�avaznosti na n�ej je�st�e oper�ator:N : W 1;20 7! (L2)0N : u 7! Nu
Z p�redchoz��ho odhadu 2.1.7 plyne kNkD � P1kEk1. Ozna�cme nyn�� Emb vno�ren��W 1;20 do L2.Toto vno�ren�� je kompaktn�� (viz [2], kapitola 2, lemma 1.5.1) a ze Schaud-
erovy v�ety (viz [3], 2.53) je i jeho adjunkce Emb0 kompaktn��.
D�ale de�nujme E : W 1;20 7! W 1;20 n�asleduj��c��m p�redpisem:[Eu; ']W 1;20 = [Nu;Emb']L2 = [Emb0Nu; ']W 1;20 , tak�ze E = Emb0N a plat��, �ze jeE kompaktn��. Nav��c z p�redchoz��ch odhad�u plyne kEkD � P1kEk1 a stejn�e jako v
p�redchoz��m p�r��pad�e de�nujme:E : W 1;20;div 7! W 1;20;divE : u 7! w tak, �ze [Eu; ']W 1;20;div = hw;'iD 8' 2 W 1;20;div
Op�et z Frech�et-Rieszovy v�ety plyne vztah: kEukD = kEukD � P1kEk1kukD a odhadkEkD � P1kEk1. Nav��c E je kompaktn�� oper�ator d��ky kompaktnosti oper�atoru E.

(viii) Dvojice (u; p) spl�nuje rovnici 2.1.4 ve smyslu distribuc��, pr�av�e kdy�z spl�nuje n�asleduj��c��
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rovnici:

[divD(Du); ']W 1;20 + [EDu; ']W 1;20 + [p; div']W 1;20 = [h; ']W 1;20 8' 2 W 1;20 (2.1.8)
Nav��c pokud (u; p) spl�nuje 2.1.8, spl�nuje u tak�e rovnici:Z


CmkAklij (Du) @'@xi +
Z

 @Cmk@xi Aklij (Du)lj'm = [h; ']W 1;20;div 8' 2 W 1;20;div (2.1.9)

hDu;'iD + hEu; 'iD = [h; ']W 1;20;div 8' 2 W 1;20;div (2.1.10)
V n�asleduj��c��m textu uk�a�zeme, �ze existence a jednozna�cnost �re�sen�� rovnice 2.1.10
zaji�stuje u�z existenci a jednozna�cnost �re�sen�� rovnice 2.1.8. Z�am�er t�eto pr�ace je tedy
studium rovnice 2.1.10 a pou�zit�� Fredholmov�ych v�et na oper�ator D+E. (P�ripom��n�am,
�ze E je kompaktn�� oper�ator a za jist�ych podm��nek je D spojit�a bijekce). Nejd�r��ve ale
uk�a�zeme souvislost s �ulohou 2.1.1.

2.1.3 Lemma. Necht' 
 � Rd a necht' 
0 � 
 je libovoln�a nepr�azdn�a podoblast.

(a) Pak existuje K 2 R tak, �ze pro ka�zd�e g 2 L2(
) pro kter�e
R
 g = 0 existuje alespo�n

jedno u 2 W 1;20 (
)d spl�nuj��c��

divu = g; kruk2 � Kkgk2
(b) Pak existuje K 2 R tak, �ze pro v�sechny f 2 W�1;2(
)d pro kter�e plat��, �ze [f; '] = 0

kdykoli ' 2 W 1;20;div, existuje jednozna�cn�e ur�cen�e p 2 L2(
) tak, �ze
rp = f; Z


0 p = 0; kpk2 � Kkfk�1;2
D�ukaz. Viz [2] kapitola 2, lemma 2.1.1
2.1.4 V�eta. Necht' D a E jsou zavedeny jako v pozorov�an�� 2.1.2 a necht' je oper�atorD + E bijektivn�� W 1;20;div 7! W 1;20;div. D�ale necht' 
0 � 
 je nepr�azdn�a podoblast a necht'h 2 W�1;2(
)d. Pak existuje pr�av�e jedna dvojice (u; p) 2 W 1;20;div � L2 spl�nuj��c�� 2.1.4, pro

kterou plat��
R
0 p = 0. Nav��c existuje konstanta k 2 R z�avisej��c�� pouze na 
, 
0, D a E

tak, �ze plat��: kuk1;2 � kkhk�1;2 (2.1.11)kpk2 � kkhk�1;2 (2.1.12)
D�ukaz. Z Frech�et-Rieszovy v�ety existuje y 2 W 1;20;div tak, �ze hy; 'iD = [h; ']W 1;20;div pro ka�zd�e' 2 W 1;20;div. Nav��c kykD = khkD � khk�1;2. D��ky bijektivnosti oper�atoru D + E existujejeho spojit�a inverze a tedy existuje pr�av�e jedno u takov�e, �ze (D+E)u = y a tedy i rovnicihDu;'iD + hEu; 'iD = [h; ']W 1;20;div . Proto�ze u = (D + E)�1y, plat��

kuk1;2 � PkukD � PdkykD � Pdkhk�1;2 (2.1.13)
kuk1;2 � kkhk�1;2 (2.1.14)
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a existuje jednozna�cn�e ur�cen�e �re�sen�� u rovnice 2.1.10.De�nujme nyn�� funkcion�al[rp; ']W 1;20 = [h; ']W 1;20 � [divD(Du)u; ']W 1;20 � [EDu']W 1;20 8' 2 W 1;20 (
)d (2.1.15)
kter�y m�a pro testovac�� funkce ' 2 W 1;20;div tvar[rp; ']W 1;20;div = [h; ']W 1;20;div � hD + E;'iD (2.1.16)
D��ky platnosti rovnice 2.1.10 je [rp; ']W 1;20 = 0 pro ' 2 W 1;20;div, a jsou spln�eny p�redpokladylemmatu 2.1.3, �c�asti (b). To d�av�a jednozna�cnou existenci p 2 L2(
) takov�eho, �ze rp =h� divD(Du)� EDu a R
0 p = 0. Z lemmatu je�st�e plyne n�asleduj��c�� odhad:

kpk2 � Kkhk�1;2 (2.1.17)(u; p) je jedin�a dvojice funkc�� spl�nuj��c�� rovnici 2.1.15, kter�a je ekvivalentn�� s rovnic��:
h(D + E)u; 'iD + [rp; ']W 1;20 = [h; ']W 1;20 (2.1.18)

a ta je d�ale ekvivalentn�� s rovnici 2.1.8 a ta je ekvivalentn�� s 2.1.4. T��m je jednozna�cn�e�re�sen�� rovnice 2.1.4 nalezeno.
2.1.5 V�eta. Necht' D a E jsou zavedeny jako v pozorov�an�� 2.1.2 a necht' D + E je
bijektivn�� W 1;20;div 7! W 1;20;div, d�ale necht' f 2 W�1;2(
), 
0 � 
 je nepr�azdn�a podoblast ag 2 L2(
). Pak existuje pr�av�e jedno slab�e �re�sen�� (u; p) 2 W 1;20 (
)� L2(
) rovnice 1.1.1,
pro kter�e plat��, �ze

R
0 p = 0. Nav��c plat�� odhady:

kuk1;2 � k(kfk�1;2 + kgk2) (2.1.19)
kpk2 � k(kfk�1;2 + kgk2) (2.1.20)

D�ukaz. Nejprve uva�zujme speci�aln�� p�r��pad g = 0 (vlastn�e rovnici 2.1.1). De�nujmenejd�r��v h 2 W�1;2 tak, �ze [h; ']W 1;20 = [f; CT']W 1;20 . D��ky v�et�e 2.1.4 v��me, �ze existuje dvo-jice (u; p) 2 W 1;20;div�L2 �re�s��c�� rovnici 2.1.8. M�ame slab�e �re�sen�� rovnice 2.1.4 a tedy i slab�e�re�sen�� rovnice 2.1.1. V pozorov�an�� 2.1.2 jsme uk�azali, �ze khk�1;2 � P3kCTk1;1kfk�1;2, aproto plat�� n�asleduj��c�� odhady:
kuk1;2 � P3KkCTk1;1kfk�1;2 (2.1.21)

kuk1;2 � kkfk�1;2 (2.1.22)Pro g 6= 0 budeme hledat �re�sen�� ve tvaru u = u0+u1, kde divu0 = 0. Podle lemmatu 2.1.3existuje u1 2 W 1;20 �re�s��c�� divu1 = g, spl�nuj��c�� ku1kD � Kkgk2. �Clen divADu1 de�nujena W 1;20 spojit�y line�arn�� funkcion�al zp�usobem: [divADu1; ']W 1;20 = R
ADu1D'. Plat��kdivADu1k�1;2 � KkAk1ku1kD. Dle ji�z dok�azan�e v�ety 2.1.4 existuje pr�av�e jedno slab�e�re�sen�� (u0; p) rovnice: �divADu0 +rp = f + divADu1 (2.1.23)Pro d�ukaz jednozna�cnosti uva�zujme dv�e �re�sen�� (u; p); (u0; p0). Pak rozd��l (u0 � u; p0 � p)�re�s�� rovnici 2.1.1 s pravou stranou f = 0. Z prvn�� �c�asti d�ukazu je patrn�e, �ze existuje pr�av�e
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jedno �re�sen�� t�eto rovnice, kter�e spl�nuje R
0(p0 � p) = 0 a je z�rejm�e, �ze jedin�e vyhovuj��c���re�sen�� je (u; p) = (0; 0). A odtud nutn�e u = u0 a p = p0 a jednozna�cnost �re�sen�� rovnice1.1.1 je dok�az�ana.Zb�yv�a dok�azat platnost odhad�u. Z v�ety 2.1.4:ku0k1;2 � Pdkf + divADu1k�1;2 � Pd(kfk�1;2 + kdivADu1k�1;2) �� Pd(kfk�1;2 + kAk1ku1kD) � Pd(kfk�1;2 +KkAk1kgk2)Obdobn�e:kpk1;2 � Kkf + divADu1k�1;2 � K(kfk�1;2 + kdivADu1k�1;2) �� K(kfk�1;2 + kAk1ku1kD) � K(kfk�1;2 + kAk1kgk2)�C��m�z je d�ukaz dokon�cen.
2.2 Oper�ator D+EV t�eto kapitole se budu zab�yvat �re�sen��m rovnice (D + E)x = y, x; y 2 W 1;20;div, kter�a, jakjsem ji�z uk�azal, je z�asadn�� pro �re�sen�� probl�emu.Spole�cn�ymi p�redpoklady v�et v t�eto kapitole jsou: matice C 2 W 1;1(
)d2 je tvaru �I+K,matice A 2 L1(
)d4 je symetrick�a a eliptick�a s konstantou � a oper�atory D, E jsouzavedeny jako v pozorov�an�� 2.1.2. Pak lev�a strana rovnice 2.1.9 m�a n�asleduj��c�� tvar:

�Z
Aklij (Du)lj(D')ki +
Z

KmkAklij (Du)lj @'@xi + Z
 @Kmk@xi Aklij (Du)lj'm (2.2.1)

Proto bude u�zite�cn�e rozlo�zit oper�ator D+E n�asleduj��c��m zp�usobem: D+E = �F+G+Ekde F , G a E de�nuji n�asledovn�e (ji�z zkr�acen�e a s automatick�ym pou�zit��m ztoto�zn�en��mezi Hilbertov�ym prostorem a jeho du�alem):hFu; 'iD = R
Aklij (Du)lj(D')kihGu; 'iD = R
KmkAklij (Du)lj @'m@xihEu; 'iD = R
 @Kmk@xi Aklij (Du)lj'm2.2.1 Lemma. Plat��:
1. kFkD � kAk1
2. kGkD � P2kKk1kAk1
3. kEkD � P1krKk1kAk1
4. Existuje F�1 a kFk�1D � kF�1kD � 1� .

D�ukaz. Pro d�ukaz (1)-(3) je nutno uplatnit stejn�y postup odhad�u jako v pozorov�an�� 2.1.2.Proto�ze je to mechanick�e a dlouh�e po�c��t�an��, nech�av�am to na �cten�a�ri. Nav��c jsou ale t�reban�asleduj��c�� dva odhady (bez Einsteinovy suma�cn�� konvence):
k dPk=1KmkAklijk21 = dPi;j;m;l=1 k dPk=1KmkAklijk21 � dPi;j;m;l=1( dPk=1 kKmkk1kAklijk1)2

� dPi;j;m;l=1
� dPk=1 kKmkk21�� dPk=1 kAklijk21

� � dPm;k=1 kKmkk21 dPi;j;k;l=1 kAklijk21= kKk21kAk21 (2.2.2)
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k dPi;k=1 @Cmk@xi Aklijk2 = dPj;m;l=1 k dPi;k=1 @Kmk@xi Aklijk21 � dPj;m;l=1( dPi;k=1 k@Kmk@xi k1kAklijk1)2
� dPj;l;m=1

 dPi;k=1 k@Kmk@xi k21
! dPi;k=1 kAklijk21

! � dPi;m;k=1 k@Kmk@xi k21 dPi;j;k;l=1 kAklijk21� krKk21kAk21 (2.2.3)Pro d�ukaz bodu �cty�ri de�nujme a(u; v) def= hFu; vi. D��ky elipticit�e A plat�� nerovnost:ja(u; u)j = j R ADuDuj � �kuk2D a biline�arn�� forma spl�nuje p�redpoklady Lax-Milgramovalemmatu (viz [1] v�eta 8.2, kapitola 12). Tud���z ke ka�zd�emu w 2 W 1;20;div existuje jed-nozna�cn�e u 2 W 1;20;div tak, �ze hw; vi = a(u; v) = hFu; vi a tedy oper�ator F je bijektivn��.Nav��c plat��, �ze hFu; uiD � �kuk2D a toho vyu�zijeme p�ri d�ukazu odhad�u na normu F�1,proto�ze: kukDkF�1ukD � hu; F�1ui � �kF�1uk2D, plat�� kF�1kD � 1� . Druhou nerovnostdostaneme jako jednoduch�y d�usledek faktu kFkDkF�1kD � kFF�1kD = kIk = 1.
2.2.2 Lemma. Pro j�j > 1� (P2kKk1kAk1 + P1krKk1kAk1) je oper�ator �F +G+E
bijektivn��.

D�ukaz. D��ky existenci inverze F�1 je �F + G + E bijektivn��, pr�av�e kdy�z je bijektivn���I + F�1(G + E). Ze spektr�aln�� teorie v��me, �ze pokud j�j > kF�1(G + E)kD, pak jeoper�ator �I + F�1(G+ E) prost�y a na. Z lemmatu 2.2.1 plat�� odhad
kF�1(G+ E)kD � 1� (P2kKk1kAk1 + P1krKk1kAk1) < j�j (2.2.4)

a d�ukaz je dokon�cen.
2.2.3 Lemma - �uprava Fredholmovy v�ety. Necht' H je Hilbert�uv prostor a necht'

existuj�� t�ri line�arn�� spojit�e oper�atory F;G;E : H 7! H takov�e, �ze F je invertibiln�� a E je
kompaktn��. Na tomto m��st�e je slu�sn�e p�ripomenout, �ze F 0 zna�c�� adjunkci F a podobn�e proG a E. D�ale necht' j�j > kGkHkF�1kH . Pak

1. Ran(�F 0 +G0 + E 0) = Ker(�F +G+ E)?
2. Ran(�F +G+ E) = Ker(�F 0 +G0 + E 0)?.
3. dim(Ker(�F +G+ E)) = dim(Ker(�F 0 +G0 + E 0) a nav��c je kone�cn�a.

D�ukaz. Z invertibility F je �F+G bijektivn�� pr�av�e kdy�z je bijektivn�� oper�ator �I+F�1Ga proto�ze dle p�redpoklad�u je j�j > kF�1GkH , je oper�ator �F + G invertibiln��. Odtud�F + G + E je bijektivn�� pr�av�e kdy�z jsou bijektivn�� oper�atory I + (�F + G)�1E aI + E(�F + G)�1. Proto�ze E je kompaktn�� oper�ator, m�u�zeme pou�z��t druhou Fredhol-movu v�etu (viz [3], 5.26).Budu uva�zovat n�asleduj��c�� rovnosti:Ran(I + E(�F +G)�1) = Ran(�F +G+ E) = (�F +G)Ran(I + (�F +G)�1E)Ker(I + (�F +G)�1E) = Ker(�F +G+ E) = (�F +G)�1Ker(I + E(�F +G)�1)Pro d�ukaz t�echto rovnost�� uv�ad��m n�asleduj��c�� dv�e sady ekvivalenc�� (z d�uvod�u jist�e trivi-ality �uvah bez doprovodn�ych koment�a�r�u):x 2 Ran(I+E(�F +G)�1), 9y 2 H; x = y+E(�F +G)�1y;9z 2 H; y = (�F +G)z ,x = (�F + G)z + Ez , x 2 Ran(�F + G + E) , 9z 2 H; x = (�F + G + E)z , x =
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(�F +G)(I + (�F +G)�1E)z , x 2 (�F +G)Ran(I + (�F +G)�1E),x 2 Ker(I+(�F +G)�1E), (I+(�F +G)�1E)x = 0, (�F +G)(I+(�F +G)�1E)x =0 , x 2 Ker(�F + G + E) , (�F + G + E)x = 0 , (I + E(�F + G)�1)(�F + G)x =0, (�F +G)x 2 Ker(I + E(�F +G)�1), x 2 (�F +G)�1Ker(I + E(�F +G)�1)D�ukaz prvn��ho tvrzen�� u�z jednodu�se plyne z n�asleduj��c��ho pou�zit�� druh�e Fredholmovyv�ety:Ran(�F 0 +G0 + E 0) = Ran(I + (�F +G)�1)0E 0) = Ran(I + (E(�F +G)�1)0)= Ker(I + E(�F +G)�1)? = Ker(�F +G+ E)? d�ukaz prvn�� �c�asti je uzav�ren.D�ukaz druh�e rovnosti bude prob��hat podobn�e:Ran(�F + G + E) = Ran(I + E(�F + G)�1) = Ker(I + (E(�F + G)�1)0)? = Ker(I +((�F +G)�1)0E 0)? = Ker(�F 0 +G0 + E 0)?.Pou�zit��m t�ret�� Fredholmovy v�ety (viz [3], 5.28) rovnou dost�av�ame t�ret�� �c�ast tvrzen��.
2.2.4 Lemma. Bud' X Banach�uv prostor, G : X 7! X line�arn�� spojit�y oper�ator a E :X 7! X line�arn�� kompaktn�� oper�ator. Pak pro ka�zd�e " > 0 existuje nejv�y�se kone�cn�e
mnoho �, j�j > 2kGk+ ", pro kter�a nen�� oper�ator �I +G+ E invertibiln��.

D�ukaz. Proto�ze j�j > kGk, je �I � G bijektivn��. (�I � G)�1E je kompaktn�� oper�ator ad��ky Fredholmov�e alternativ�e je I�(�I�G)�1E prost�y na X pr�av�e kdy�z zobrazuje X naX. Proto je � vlastn��m �c��slem pr�av�e kdy�z je oper�ator �I � (G+ E) invertibiln��. (Nebolina mno�zin�e f� 2 R; j�j > kGkg se spektrum shoduje s bodov�ym spektrem.)Nyn�� necht' existuje nekone�cn�e mnoho vlastn��ch �c��sel oper�atoru G + E v�et�s��ch ne�z " +2kGk. Vybereme jakoukoli posloupnost r�uzn�ych vlastn��ch �c��sel �n > " + 2kGk a k n��p�r��slu�sn�e vlastn�� vektory xn. P�ripom��n�am, �ze vlastn�� vektory k r�uzn�ym vlastn��m �c��sl�umjsou line�arn�e nez�avisl�e. Ozna�cme Xn line�arn�� prostor generovan�y vektory fx1; : : : ; xng.Plat�� X1 � X2 � : : : � Xn. Z Rieszova lemmatu o skoro-kolmici (viz [3] 5.10) existujezn 2 Xn, kznk = 1 a dist(zn; Xn�1) � 1 � "2"+4kGk . Volme m > k pevn�e a ozna�cmez = �m+1zm+1 � (G + E)zm+1. Proto�ze z = Pm+1i=1 �ixi a (G + E)xj = �jxj, z�rejm�ez 2 Xm
kEzm+1 � Ezkk � k(G+ E)zm+1 � (G+ E)zkk � kG(zm+1 � zk)k� k�m+1zm+1 � z + (G+ E)zkk � 2kGk� �m+1dist(zm+1; Xk)� 2kGk� ("+ 2kGk)(1� "2"+4kGk)� 2kGk� 12"

(2.2.5)
Z posloupnosti Ezn nelze vybrat konvergentn�� podposloupnost, co�z je spor s kompaktnost��oper�atoru E.
Probl�em: jde konstanta 2 zlep�sit?
2.2.5 D�usledek. Uva�zujme rovnici 2.1.4 s A 2 L1(
)d4 symetrickou a eliptickou s
konstantou �, C 2 W 1;1(
)d2 tvaru �I�K, K 2 W 1;1(
)d2. Pak pro ka�zd�e " > 0 existuje
nejv�y�se kone�cn�e mnoho � v intervalu (�1;�2P2kKk1kAk1� �")[(2P2kKk1kAk1� +";1),
pro n�e�z neexistuje slab�e �re�sen�� rovnice 2.1.4.

D�ukaz. Pokud (u; p) slab�e �re�s�� rovnici 2.1.4, pak dle pozorov�an�� 2.1.2 u �re�s�� tak�e rovnici:
h(�F +G+ E)u; 'iD = [h; ']W 1;20;div 8' 2 W 1;20;div (2.2.6)
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kde oper�atory F;G;E jsou zavedeny jako na za�c�atku t�eto kapitoly. Dle lemmatu 2.2.1je F bijektivn�� a plat�� n�asleduj��c�� odhad kF�1Gk < P2kKk1kAk1� . Pak lemma 2.2.4d�av�a, �ze pro ka�zd�e " > 0 je oper�ator �I + F�1G + F�1E bijektivn�� pro v�sechna a�z nakone�cn�e mnoho � 2 (�1;�2P2kKk1kAk1� � ") [ (2P2kKk1kAk1� + ";1). Pro takov�a �je bijektivn�� i oper�ator �F + G + E a v�eta 2.1.4 d�av�a jednozna�cn�e ur�cen�e slab�e �re�sen��rovnice 2.1.4.
2.3 D�usledkyV t�eto kapitole uvedu d�usledky poznatk�u kapitol 2.1 a 2.2 p�r��mo na zobecn�en�y Stokes�uvprobl�em. D�ukazy n�asleduj��c��ch v�et se budou z velk�e �c�asti skl�adat pouze z odkaz�u na tytodv�e kapitoly. Nav��c budu v�sude p�redpokl�adat, �ze matice B je r�uzn�a od identity. Z�ajemceo p�r��pad B = I odkazuji na �cl�anek [4]. Nejd�r��ve ale mus��me dok�azat souvislost matice Ba jej�� inverze:
2.3.1 Lemma. Pro matici B 2 W 1;1(
)d2 tvaru B = I � �K, kde K 2 W 1;1 n f0g
a kde j�j < (2kKk1)�1, existuje inverze B�1 2 W 1;1(
)d2 tvaru B�1 = I + L, kdeL =P1i=1 �i (K)i. Nav��c plat��:

krB�1k1 = krLk1 � krKk1 j�j1� 2j�jkKk1 (2.3.1)
kLk1 � nX

i=1 �ikKki1 = j�jkKk11� j�jkKk1 (2.3.2)
D�ukaz. Proto�ze:

kABk21 = dPi;j=1 kAikBkjk21 = dPi;j=1 esssupfjAikBkjjg2
� dPi;j=1 esssupfjAikjg2esssupfjBkjjg2 � dPi;k=1 kAikk21 dPj;k=1 kBkjk21� kAk21kBk21

(2.3.3)
je L1(
)d2 Banachovou algebrou s jednotkou I. Proto�ze plat�� n�asleduj��c�� rovnost k�Kk1 =j�jkKk1 � 2�1kKk�11 kKk1 < 1, jsou spln�eny p�redpoklady zn�am�eho von Neumannovalemmatu (viz [3] 6.8) a existuje B�1. Proto�ze B�1 2 L1(
)d2 je B odra�zen�a od nuly.A z B�1ij = 1detBBji, plat�� @B�1ij@xk = @Bji@xk detB�Bji @detB@xk(detB)2 .Pravou stranu lze odhadnout zhora z omezenosti �clen�u matice B, z omezenosti derivac�� ad��ky tomu, �ze B je odra�zen�a od nuly. Tedy m�ame omezen�e prvn�� derivace a B�1 2 W 1;1.De�nujme sn =Pni=1 �iKi. Uva�zujme nyn�� na W 1;1 ekvivalentn�� normu kfkg = kfk1 +krfk1. Pak sn v t�eto norm�e spl�nuje Bolzano-Cauchyovy podm��nky. Po�c��tejme (proodhad normy gradientu viz Dodatky)

ksn � smkg = k nPi=m�iKikg = k nPi=m j�jiKik1 + k nPi=m j�jirKik1
� nPi=m j�jikKki1 + j�jkrKk1 n�1Pi=m�1 j�ji2ikKki1 (2.3.4)
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a proto�ze ob�e �rady 1Pi=0 j�jikKki1 a j�jkrKk1 1Pi=0 j�ji2ikKki1 konverguj��, je ji�z spln�en��BC podm��nky jasn�e. A proto limn!1 sn = B�1 i v norm�e k:k1;1. D��ky tomu m�u�zemederivovat �radu �clen po �clenu a dostaneme n�asleduj��c�� odhady:
krBk1 = krLk1 � krKk1 j�j1� 2j�jkKk1 (2.3.5)

kLk1 � nX
i=1 �ikKki1 = j�jkKk11� j�jkKk1 (2.3.6)

Ve zbytku t�eto kapitoly budu p�redpokl�adat, �ze matice A 2 L1(
)d4 je symetrick�a aeliptick�a s konstantou �, matice B 2 W 1;1(
)d2 je ve tvaru B = I � �K, kde K 2W 1;1(
)d2 nf0g, funkce f je libovoln�a funkce z prostoruW�1;2(
)d a funkce g je libovoln�az prostoru L2. Pokud budu ps�at o oper�atoru D a E (pop�r. F a G), jde o oper�atoryzaveden�e stejn�e, jako v pozorov�an�� 2.1.2 (resp. jako v kapitole 2.2)
2.3.2 V�eta. Necht' plat��:

j�j < �kAk1 14P2kKk1 + 2P1krKk1 (2.3.7)
Pak pro ka�zd�e f 2 W�1;2(
)d a g 2 L2 existuje pr�av�e jedno �re�sen�� rovnice 1.1.1 a plat��
odhady: kuk1;2 � k(kfk�1;2 + kgk2) (2.3.8)

kpk1;2 � k(kfk�1;2 + kgk2) (2.3.9)
D�ukaz. V�ysledek lemmatu 2.2.2 a lemmatu 2.3.1. Proto�ze � � kAk1 , je j�j < 14kKk1 , aproto existuje C = B�1 tvaru C = I + L dle lemmatu 2.3.1. Nav��c z nerovnosti1� �kKk1 � 1� 14kKk1kKk1 � 1� 12 = 121� 2�kKk1 � 1� 24kKk1kKk1 � 1� 12 = 12 (2.3.10)
plat��: kLk1 � �kKk11��kKk1 � 2j�jkKk1krLk1 � �krKk11�2�kKk1) � 2j�jkrKk1 (2.3.11)
Z lemmatu 2.2.2 v��me, �ze pokud 1 > 1�(P2kLk1kAk1 + P1krLk1kAk1) > �1, pak jeoper�ator D + E bijektivn��. Po dosazen�� odhad�u na normy L dostaneme���kAk1� (P2kLk1 + P1krLk1)��� < kAk1� 2j�j(P2kKk1 + P1krKk1) << kAk1� 2 �kAk1 14P2kKk1+2P1krKk1 (P2kKk1 + P1krKk1) < 1 (2.3.12)
a tedy oper�ator D + E je skute�cn�e bijektivn��. Z v�ety 2.1.5 dost�av�ame z�av�er tvrzen��.P�redchoz�� v�eta ur�cuje ta �, pro kter�a existuje jednozna�cn�e ur�cen�e slab�e �re�sen�� rovnice2.1.1. N�asleduj��c�� v�eta ukazuje, �ze i po oslaben�� omezen�� na � lze n�eco o existenci ajednozna�cnosti �re�sen�� �r��ct.
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2.3.3 V�eta. Necht' j�j < �2P2kAk1kKk1 . Pak existuje C = B�1. Zaved'me D a E dle

pozorov�an�� 2.1.2. D�ale necht' f 2 W�1;2 a existuje z 2 W 1;20;div takov�e, �ze [f; CT']W 1;20;div =hz; 'iD pro v�sechna ' 2 W 1;20;div.
Pokud hz;  iD = 0 pro v�sechna  2 Ker(D0+E 0), pak existuje slab�e �re�sen�� rovnice 2.1.1.
Nav��c pro ka�zd�a dv�e slab�e �re�sen�� (u1; p1) a (u2; p2) rovnice 2.1.1 plat��, �ze hu1�u2; 'iD = 0
pro v�sechna ' 2 Ran(D0 + E 0).
D�ukaz. Existence B�1 plyne z lemmatu (2.3.1), proto�ze j�j < �2P2kAk1kKk1 � 12kKk1 . Ztoho lemmatu taky B�1 = C = I + L a

kLk1 � j�jkKk11� j�jkKk1 � j�j kKk11� �2P2kAk1 � 2j�jkKk1 (2.3.13)
Zavedu G a F jako v kapitole 2.2. Pak:

kGkDkF�1kD � P2kLk1kAk1 1� � P22j�jkKk1kAk1 1� < 1 (2.3.14)
a m�u�zu vyu�z��t v�etu 2.2.3. Z p�redpoklad�u z 2 Ker(D0 + E 0)?. Co�z ov�sem podle zm��n�en�ev�ety znamen�a, �ze z 2 Ran(D + E) a existuje u 2 W 1;20;div �re�s��c�� 2.1.10. D�ale de�nujme:

[rp; ']W 1;20 = [h� divDDu+ EDu; ']W 1;20a proto�ze jsou spln�eny p�redpoklady lemmatu 2.1.3 (tedy [rp; ']W 1;20 = 0 pro v�sechna' 2 W 1;20;div), existuje p 2 L2 spl�nuj��c�� uvedenou rovnici a t��m je dok�az�ana existenceslab�eho �re�sen�� rovnice 2.1.1.Necht' nyn�� u1; u2 jsou dv�e �re�sen�� rovnice 2.1.1. Pak u1 � u2 �re�s�� 2.1.1 s nulovou pravoustranou, tedy (D +E)(u1 � u2) = 0 a op�et z v�ety 2.2.3 je Ker(D +E) = Ran(D0 +E 0)?a plat��, �ze hu1 � u2; 'iD = 0 pro v�sechna ' 2 Ran(D0 + E 0).
2.3.4 D�usledek. Necht' j�j < �2P2kAk1kKk1 . Pak prostor v�sech prav�ych stran, pro kter�e
existuje slab�e �re�sen�� rovnice 2.1.1, m�a kone�cnou kodimenzi. D�ale a�nn�� prostor v�sech u,
kter�a slab�e �re�s�� 2.1.1, m�a kone�cnou dimenzi.

D�ukaz. Z lemmatu 2.2.3 v��me, �ze dimKer(D0 + E 0) je kone�cn�a. Odtud prostor v�sechf 2 W�1;2(
)d takov�ych, �ze [f;  ]W 1;20;div = 0 m�a kone�cnou kodimenzi. Dle v�ety 2.3.3 jdeo prostor prav�ych stran, pro kter�e m�a rovnice 2.1.1 slab�e �re�sen��. D�ale z v�ety 2.3.3 je proka�zd�e dv�e slab�e �re�sen�� u1, u2 spln�eno hu1�u2; 'iD = 0 pro ka�zd�e ' 2 Ran(D0+E 0). Op�etz 2.2.3 prostor v�sech mo�zn�ych rozd��l�u u1 � u2 m�a kone�cnou dimenzi.
2.3.5 Lemma. Plat��:

� Ker(D0 + E 0) je mno�zina v�sech slab�ych �re�sen�� rovnice

div(( bC:A)Tr + (rCA)T ) = 0div = 0 j@
 = 0 (2.3.15)
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� Ran(D0 + E 0) je mno�zina

f' 2 W 1;20;div;9 2 W 1;20;div; h'; ziD = [div(( bC:A)Tr +(rCA)T ); z] pro 8z 2 W 1;20;divg(2.3.16)
D�ukaz. Nejd�r��ve p�ripome�nme, �ze D + E bylo zavedeno tak, �ze plat�� rovnost:

h(D + E)';  iD = Z
CmkAklij (D')lj @ m@xi + Z
 @Cmk@xi Aklij (D')lj m (2.3.17)
Nyn�� necht'  je slab�e �re�sen�� rovnice 2.3.15. To znamen�a, �zeZ


CmkAklij @ m@xi (D')lj + Z
 @Cmk@xi Aklij m(D')lj = 0 8' 2 W 1;20;div (2.3.18)
Pak ale: 0 = R
 CmkAklij (D')lj @ m@xi + R
 @Cmk@xi Aklij (D')lj m= h(D + E)';  iD = h ; (D + E)'iD= h(D0 + E 0) ; 'iD (2.3.19)
a  je v j�adru oper�atoru D0+E 0. Zase na druhou stranu pokud  je v j�adru D0+E 0, pakz uveden�e rovnosti plat��, �ze  �re�s�� slab�e rovnici div(( bC:A)Tr + (rCA)T ) = 0.Nyn�� necht' ' 2 Ran(D0 + E 0), pak existuje  2 W 1;20;div tak, �ze ' = (D0 + E 0) a

h'; ziD = h(D0 + E 0) ; ziD = [div(( bC:A)Tr + (rCA)T ); z] (2.3.20)
pro v�sechna z 2 W 1;20;div a ' je v mno�zin�e 2.3.16. Na druhou stranu necht' ' je v mno�zine2.3.16. To znamen�a, �ze existuje  2 W 1;20;div tak, �ze je pro ka�zd�e z 2 W 1;20;div plat�� 2.3.20 atedy ' 2 Ran(D0 + E 0).Jako d�usledek posledn��ch dvou v�et dost�av�am n�asleduj��c�� v�etu:
2.3.6 D�usledek. Necht' A, B, C jsou zavedeny jako ve v�et�e 2.3.3 a j�j < �2P2kAk1kKk1 .
Pak:

� Pokud [f; CT ] = 0 pro v�sechna slab�a �re�sen��  rovnice 2.3.15, pak existuje slab�e
�re�sen�� rovnice 2.1.1

� Pro ka�zd�e dv�e slab�e �re�sen�� (u1; p1) a (u2; p2) rovnice 2.1.1 plat��, �ze [div(( bC:A)Tr +(rCA)T ); (u1 � u2)]W 1;20;div = 0 pro v�sechna  2 W 1;20;div
D�ukaz. Reprezentujme funkcion�al Cf prvkem z 2 W 1;20;div tak, �ze [f; CT ]W 1;20;div = hz; 'iDplat�� pro v�sechna  2 W 1;20;div. Pak pokud hz;  iD = 0 pro v�sechna  slab�e �re�s��c�� rovnici2.3.15, je z lemmatu 2.3.5 z kolm�e na Ker(D0 + E 0) a tedy dle v�ety 2.3.3 existuje �re�sen��rovnice 2.1.1.Necht' nyn�� existuje ' 2 Ran(D0+E 0). Pak u1�u2 kolm�e na Ran(D0+E 0) dle v�ety 2.3.3a lemmatu 2.3.5 plat�� 0 = h'; u1 � u2iD = (( bC:A)Tr + (rCA)T ); (u1 � u2)]W 1;20;div .
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2.4 Pou�zit��Pro uk�azku pou�zit�� vybudovan�e teorie pou�ziji p�r��klad z �uvodu t�eto pr�ace, kde jsemuva�zoval rovnici:
�divS(p;Du) + (ur)u+rp = f (2.4.1)divu = 0 (2.4.2)Po postupu uveden�em v prvn�� kapitole dostaneme rovnici tvaru 2.1.1, s:

Aklij = @Sij@�kl (a; b) (2.4.3)
Bkj = �kj � @Skj@� (a; b) (2.4.4)kde a 2 R a b 2 Rd2 .Zopakujme, �ze dle [6] budu uva�zovat S : R � Rd2 7! Rd2 tvaru: S(�; �)ij = �(�; j�j2)�ij a�(�; j�j2) = (c+ (�) + j�j2)(r�2)=2. Mo�zn�e tvary  jsou tyto:1. (�) = (1 + �2� 2)�q=22. (�) = (1 + exp(��))�q

3. (�) = � exp(��q�) pro � > 01 pro � � 0;kde c 2 (0; 1], r 2 (1; 2) a � a q jsou kladn�e konstanty. Podot�yk�am, �ze pro takov�e viskozityplat�� podm��nka 1.1.4 (viz [6]).
2.4.1 P�r��klad. Pro n�a�s p�r��klad zvolme druh�y model v dimenzi d = 3 a q = 1, tedy (�) =(1+ exp(��))�1. �Re�s��me rovnici 2.1.1 s daty A a B = I � �K, pro kter�e nyn�� nalezneme

odhady. Hledan�e K je tvaru: Kkj = 1� @Skj@� (a; b) = r�22 (c+(1+e�a)�1+jbj2)(r�4)=2 �e�a(1+e�a)2 bkj
a kKk1 � jr � 22 jj(c+ jbj2)(r�4)=2bj � 2� r2 (c+ jbj2)(r�4)=2jbj (2.4.5)
Nav��c matice K je konstantn�� vzhledem k prostorov�ym sou�radnic��m, a proto krKk1 = 0.
D�ale plat��, �ze

@Sij@�kl (a; b) = @(�(�;j�j2�ij))@�kl (a; b) = @(�(�;j�j2))@�kl (a; b)bij + �(a; jbj2) @�ij@�kl = (r �2)(c+ (a) + jbj2)(r�4)=2bklbij + �(a; jbj2)�ik�jl = (c+ (a) + jbj2)(r�2)=2�ik�lj + (c+ (a) +jbj2)(r�4)=2(r � 2)bklbij.
A tedy j@Sij�kl (a; b)j � (c+ jbj2)(r�2)=2 + (c+ jbj2)(r�4)=2(2� r)jbj2.
A proto�ze Aklij = @Sij@�kl (a; b), plat��

kAk1 � (c+ jbj2)(r�4)=2((c+ jbj2)pd+ (2� r)jbj2) (2.4.6)
Spo�c��tejme je�st�e konstantu elipticity matice A:

jhA�; �ij = @Sij@�kl �ij�kl = (c+ (a) + jbj2)(r�2)=2j�j2+(r � 2)(c+ (a) + jbj2)(r�4)=2(�ijbij)(�klbkl)� (c+ (a) + jbj2)(r�4)=2j�j2(c+ (a) + (r � 1)jbj2) (2.4.7)
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a konstanta elipticity m�a hodnotu (c+ (a)+ jbj2)(r�4)=2(c+ (a)+ (r� 1)jbj2) De�nujme
nyn�� � 2 R rovnost��:

� = (c+ (a) + jbj2)(r�4)=2(c+ (a) + (r � 1)jbj2)4P2(c+ jbj2)(r�4)=2(2�r2 jbj+p3(c+ jbj2) + (2� r)jbj2) (2.4.8)
Pak pro � spl�nuj��c�� j�j < � (2.4.9)
existuje slab�e �re�sen�� rovnice 2.1.1 (dle v�ety 2.3.2). A pro � spl�nuj��c��

j�j < 2� (2.4.10)
je prostor prav�ych stran f , pro kter�e existuje slab�e �re�sen��, kone�cn�e kodimenze. Prostor
v�sech u slab�e �re�s��c�� rovnici m�a nav��c kone�cnou dimenzi. Oboj�� je d�usledek v�ety 2.3.4.
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Kapitola 3
Dodatky
3.1 D�usledek H�olderovy nerovnostiV pr�aci byla �casto pou�zita n�asleduj��c�� nerovnost bez v�et�s��ho vysv�etlen��: dX

i=1 ai
!2 � d dX

i=1 (ai)2 (3.1.1)
Platnost tohoto vzorce plyne z H�olderovy nerovnosti jednodu�se n�asleduj��c��m zp�usobem: dX

i=1 ai
!2 =  dX

i=1 1ai
!2 � dX

i=1 12
dX
i=1 a2i = d dX

i=1 (ai)2 (3.1.2)
3.2 Odhad normy gradientuV kl���cov�em momentu pr�ace je nutno odhadnout normu krKnk1. N�asleduj��c�� postupukazuje, �ze tento odhad sice nen�� trivi�aln��, ale ani p�r��li�s slo�zit�y.
3.2.1 Odhad. M�ejme tedy matici K 2 W 1;1(
)d2. Pak plat�� n�asleduj��c�� odhad:

krKnk1 � 2n�1krKk1kKkn�11 (3.2.1)
D�ukaz. Rovnost budu dokazovat matematickou indukc��. P�redn�e je z�rejm�e, �ze pro n = 1nerovnost plat��. P�red proveden��m induk�cn��ho kroku je�st�e uk�a�zu platnost dvou nerovnost��:

k dPl=1 @Knjl@xi Klkk21 � dPi;j;k=1 k dPl=1 @Knjl@xi Klkk21 � dPi;j;k dPl=1 k@Knjl@xi k21 dPl=1 kKlkk21
� dPi;j;l=1 k@Knjl@xi k21 dPl;k=1 kKlkk21 = krKnk21kKk21 (3.2.2)

a podobn�e
k dPl=1 @Kjl@xi Knlkk21 � dPi;j;k=1 k dPl=1 @Kjl@xi Knlkk21 � dPi;j;k=1 dPl=1 k@Kjl@xi k21 dPl=1 kKnlkk21

� dPi;j;l=1 k@Kjl@xi k21 dPl;k=1 kKnlkk21 = krKk21kKk2n1 (3.2.3)
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a pak
k@Kn+1jk@xi k1 = k dPl=1 @Knjl@xi Klk + dPl=1Knjl @K@xik1 � k dPl=1 @Knjl@xi Klkk1 + k dPl=1Knjl @K@xik1� (krKnk1kKk1 + krKk1kKkn1)� (2n�1krKk1kKkn1 + krKk1kKkn1)� 2nkrKk1kKkn1

(3.2.4)

Pozn�amka: V p�redchoz��ch odhadech jsem byl v��ce ne�z jen velkorys�y. Je to z toho d�uvodu,�ze p�ri rozhodov�an�� mezi eleganc�� v�ysledk�u a jejich ostrost�� jsem dal p�rednost eleganci.
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