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1. Uvop

Pojem kolmosti se definuje pomoci skalarniho soucinu. Rikame, 7e
prvky z,y jsou kolmé, pokud je jejich skalarni soucin roven 0, symbo-
licky (x,y) = 0. K této definici ale potfebujeme, aby na daném prostoru
skalarni soucin existoval. Takto se definuje kolmost na Hilbertové pro-
storu, coz je uplny normovany linearni prostor se skaldrnim soucinem.

Na obecngéjsi t¥idé prostort, kupiikladu v Banachovych prostorech,
skalarni souc¢in obecné nelze zavést, a proto je tfeba kolmost definovat
jinym zpusobem. Pfitom ale budeme pozadovat, aby kolmost defino-
vana na Banachové prostoru byla na Hilbertové prostoru ekvivalentni
s kolmosti definovanou pomoci skalarniho soucinu.

V této praci ukdZzeme nékteré moznosti definovani kolmosti a za-
méfime se hlavné na jednu z nich, Birkhoff-Jamesovu. Pomoci této
kolmosti lze ekvivalentné charakterizovat hladké a striktné konvexni
Banachovy prostory. S pojmem kolmosti souvisi téZ moznost kolmého
promitani. V Hilbertovych prostorech lze ortogonalitu projekce vyjad-
Fit riznymi ekvivalentnimi podminkami. Mame-li v Banachovych pro-
storech definovanou kolmost, muzeme kolmo promitat, takze posledni
¢ast této prace bude vénovana ortogonalnim projekcim v Banachovych
prostorech.

O kolmostech v Banachovych prostorech neexistuje zadné monogra-
fie, mame tedy vétsinou pouze ¢lanky v ¢asopisech. V nich je prezento-
vana Skéla riznych pristupt k definici kolmosti. Zakladni okruhy oté-
zek, které jsou v souvislosti s kolmosti v Banachovych prostorech stu-
dovany, jsou:

1) Které z vlastnosti kolmosti v Hilbertovych prostorech jsou v Ba-
nachovych prostorech zachovany?

2) Jaky je vztah mezi riaznymi definicemi (ekvivalence, implikace...)?
3) Charakteristiky urcitych typu prostori pomoci kolmosti.

Zékladni prehledovou literaturou shrnujici dosazené vysledky jsou
dva ¢lanky Alonso, Benitez [1], [2]. Prvni z nich se tyka hlavnich vlast-
nosti kolmosti v prostorech se skaldrnim soucinem, nejprve vlastnosti
vyjadienych pomoci skaldrniho souc¢inu a pak vlastnosti, ve kterych
se skalarni soucin explicitné nevyskytuje. Tyto druhé zaroven tvorii
prehled nékterych moznych definic kolmosti v normovanych linearnich
prostorech. V ¢lanku jsou posléze jednotlivé pristupy ke kolmosti chro-
nologicky setfazeny, i s odkazy na ¢lanky, kde se prvné objevily. Dale
jsou uvedeny nékteré dosazené vysledky o vlastnostech téchto kolmosti,
s odkazem na literaturu, véetné nékterych vlastnosti dosud nepotvr-
zenych ani nevyvracenych. Pokracovani tohoto ¢lanku [2] se zabyva
vztahy mezi jednotlivymi definicemi kolmosti.
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Konkrétné o Birkhoff-Jamesové kolmosti a souvislosti s linearnimi
funkcionaly pojednava napt. ¢lanek James[4]. Projekcim v Banacho-
vych prostorech s vyuzitim této kolmosti se vénuje napf. Kinnunen|5].

2. RUZNE DEFINICE KOLMOSTI

V nasledujicim jsou v8echna x,y, z prvky Banachova prostoru X a
L je relace na X x X. Budeme fikat, ze prvek x je kolmy na prvek vy,
pokud z L y. V dalsim budeme zkoumat nékteré vlastnosti kolmosti.
Uvedme jejich prehled.

Symetrie: Jestlize z L y, potom y L x.

Aditivita zprava: Jestlize x L yaz L 2z, potom =z L y + z.

Aditivita zleva: Jestlize z L zay L z, potom z 4y L z.

Spojitost: Jestlize {x,} a {y,} jsou posloupnosti prvkia z X,
Ty L Yp, x, — x ay, —y, potomz L y.

Homogenita: Jestlize x L y a A\, u € R, potom Az L uy.

Nedegenerativita: \x | pux, pravé kdyz budto Az = 0 nebo

px = 0.

Existence zprava: Pro z,y € X, © # 0 existuje « takové, Ze
r L ar+y.

Existence zleva: Pro z,y € X, x # 0 existuje a takové, ze
ar +y L x.

Jednoznacnost zprava: Pro x,y € X, v # 0 existuje pravé
jedno «a takové, ze x L ax +vy.
Jednoznac¢nost zleva: Pro x,y € X = # 0 existuje pravé jedno
a,zear+y L x.
Vsechny tyto vlastnosti plati pro kolmost v Hilbertové prostoru. V
nasledujici vété ukazeme nékolik riznych ekvivalentnich vyjadreni pro
kolmost v Hilbertové prostoru.

Véta 2.1. Necht H je Hilbertiv prostor, x,y € H. Pak ndsledujici
turzent jsou ekvivalentni:
(i) = Ly,
(ii) [|z]] < ||z + Ay|| pro vsechna X € R,
(iii) |z +yl* = [l=I* + 1],
(iv) ||z + My|| = ||z — Ay]|| pro vSechna A € R,
) llz+yll = llz =yl
Diikaz. (i)=(ii):
Necht x L y, tedy (z,y) = 0, a necht A € R. Pak

|z + Ayl|* = (z + Ay, 2+ Ay) = (2, 3) + 2X\(2,y) + N (y,y) =
= (z,2) + N(y,y) > (z,2) = ||lz|*.



Takze [|z|| < ||z + Ay|| pro vSechna A € R.

(i))=():
Z podminky (ii) plyne, Zze pro vSechna A € R plati

(2, 2) < (2,2) + 2X(2,y) + N(y, ),
tedy
2A\(z, y) + Aly[I* = 0.
Pro A > 0 je
2(z,y) + Ally[I* = 0,

a tedy pfi limitnim pfechodu A — 0,

2(x,y) >0,
odkud
(z,y) > 0.
Obdobné pro A < 0 a limitni prechod A\ — 0_ dostaneme
(z,y) <0.

Z toho vyplyva, zZe jestlize podminka (ii) plati pro v8echna A € R, pak
(z,y) =0.

(1)=(iii):

Necht (z,y) = 0. Pak dostaneme
le + ylI* = (2, 2) + 2(z,y) + (y,9) = (2,2) + (y.9) = ll=]* + [|y]I*
(ill)=(1):

Predpokladejme, ze ||z +y||* = ||z||*> + ||y||* pro vSechna z,y € H. Pak
dostavame
(2, 2) +2(z, ) + (y,9) = (z,2) + (v, 9)
a tedy
2(z,y) = 0.

(i)=(iv):
Necht = L y. Pro kazdé A € R plati:
lz+Ay)1? = (2, 2)+2M (@, )+ (y, y) = (2, 2)+22(y, y) = [J2]*+22]y])%,
a
lz=Ay[|* = (2, 2)=2X(2, ) +X*(y, y) = (2, 2)+X*(y,y) = [J2]*+7*[|y[>
Tedy

Iz + XylI* = flz — Ayl

A protoze je norma nezaporna, pak

[l + Ayll = llz = Ayl



(iv)=(v):
Ziejmé, staci dosadit A = 1.

(v)=(i):

Predpokladejme, Ze ||z 4 y|| = ||z — y||. Pak

(@) +2(z,y) + (v,y) = (z,2) — 2(z,y) + (v,9),
a tedy
4(x,y) = 0.
U

Nyni pristoupime k definovani kolmosti v Banachovych prostorech.

Definice 2.2 (Nékteré definice kolmosti v Banachovych prostorech).
Necht X je Banachiv prostor, x,y € X. Rekneme, Ze x je kolmé na vy,
symbolicky x L y ve smyslu

(i) Birkhoffa-Jamese, jestlize ||z|| < ||x 4+ A\y|| pro vSechna A € R,
(i) Pythagorovy kolmosti, jestlize ||z — y||* = ||=[|* + ||ly||?,
(iii) Robertse, jestlize ||x + My|| = ||z — Ay|| pro vSechna X € R,
(iv) whloprickové kolmosti, jestlize |z + y|| = ||z — y||.

Ve Véteé 2.1 jsme jiz dokazali, ze vSechny tyto definice jsou na Hilber-
tové prostoru ekvivalentni. Existuji i dalsi (v Banachovych prostorech
obecné neekvivalentni) definice kolmosti, viz napf. Alonso, Benitez [1].

3. BIRKHOFF-JAMESOVA KOLMOST

V dalsim se budeme zabyvat pouze Birkhoff-Jamesovou kolmosti,
pomoci které lze, jak posléze ukidzeme, ekvivalentné charakterizovat
hladké a striktné konvexni prostory. Znaceni x L y budeme pouzivat

(pokud nebude feceno jinak) pro kolmost ve smyslu Birkhoff-Jamese.
Tedy:

Definice 3.1 (Kolmost). Necht X je Banachuv prostor a z,y € X.
Rekneme, Ze z je kolmé na y, symbolicky = L y, jestlize ||z|| < ||z + \y||
pro vSechna A € R.

Tato definice kolmosti ma tu vyhodu, Ze je tzce spojena s teorif
linearnich funkcionalii a nadrovin. V nésledujici vété ukazeme nékteré
z vlastnosti této kolmosti.

Véta 3.2. Birkhoff-Jamesova kolmost je spojitda, homogenni a nedege-
nerationt.

Diikaz. Snadno ukazeme, Ze kolmost je spojita. Necht (x,), (y,) jsou
posloupnosti prvka z X, x, | y, pro vSechnan € N, x, — z, y, — y
a A € R. Protoze x,, L y,, je

[nll < l2n + Ayn]|-



Pokud n — oo, pak
[zl < flz + Ayll.
Tedy x 1 y, takze kolmost je spojitéa.
Homogenita plati pro tuto kolmost taktéz. Mame-liz 1 ya a, 3 € R,
pak chceme ukazat, ze ax L [y, tedy ze pro kazdé A € R je
loz]| < Jlaz + ABy].

Pro o = 0 tato nerovnost plati. Rovnéz plati pro § = 0 a « libovolné.
Necht tedy a, 8 # 0. Z kolmosti x L y je

]l <l + pyll
a tedy
ezl < felllz + pyll
pro kazdé pu € R. Protoze |af||z| = ||az]], je

loz ]} < fla + payl.
Polozme A = 2. Pak [laz|| < [[az + AByl| pro véechna A € R.

Birkhoff-Jamesova kolmost je nedegenerativni: Necht x € X a o, 3 €
R jsou libovolna takova, ze ax L [Sx. Pak pro vSechna A\ € R je

lecz ]| < flaz + ABe]],

a tedy
lafllz] < o+ A[[|lz]l.
Takze ||z|| = 0, coz je pravé tehdy, kdyz = 0. Pak je jiz axr = 0 a
Bz = 0.
Naopak, necht ax = 0 nebo Sz = 0. Pak nerovnost

loz]] < Jlax + Abz|
plati pro v8echna A € R. O

Kolmost neni obecné symetricka. Z toho diivodu je nutné uvazovat
nékteré vlastnosti (aditivitu, existenci, jednoznacnost) zvlast zprava a
zleva.

Poznamka 3.3. Pokud je dimX > 3 a Birkhoff-Jamesova kolmost
je symetricka, pak uz je X Hilbertiv prostor a na X existuje skalérni
soucin takovy, Ze norma definovana pomoci néj je rovna puvodni normé.

Toto tvrzeni uvadi Alonso, Benitez [1| veetné odkazt na ¢lanky, ve
kterych bylo postupné dokézano. Jako jedna z ekvivalentnich charak-
teristik prostort se skaldrnim souc¢inem se objevuje bez dikazu téz v

13].
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4. PRIKLADY A PROTIPRIKLADY

Priklad 4.1. Birkhoff-Jamesova kolmost nenf obecné symetrické. Napf.
uvazujeme-li prostor I3 viech dvojic redlnych &fsel s normou definova-

nou pro x = (21, xs) predpisem ||z|| = |z1| + |22, pak
(1,0) L (1,1)
a
(1,1) £ (1,0).
To snadno ovérime. Nerovnost
L< |1+ A+ A

plati pro kazdé A € R, a tudiz (1,0) L (1,1).
Pokud by (1,1) L (1,0), pak by pro kazdé A € R muselo platit

2 <1+ +1],
takze
1< |14 A
Ale naptiklad pro A = —1 tato nerovnost neni splnéna, tudiz
(1,1) £ (1,0).

Na tomtéz prostoru mizeme ukazat, ze ani aditivita zprava a zleva
obecné neplati.

Nejprve pro aditivitu zprava, tedy nalezneme prvky z,y,z € I3 ta-
kové, ze x Ly, x L z, ale x L y+ z. Vezmeme-li x = (1,0), y = (1, 1),
z=(1,-1), pak (1,0) L (1,1), coz jsme jiz ukazali d¥ive. Nerovnost

[yl =1 <L+ A+ = Al = [ly + Az
plati pro vSechna A € R, takze (1,0) L (1,—1).
Kdyby (1,0) L (1,1)+(1,—1), pak by pro vSechna A\ € R muselo platit
1< |14 2).

Avsak zvolime-li A = —%, pak prava strana nerovnosti bude rovna 0,
takze nerovnost platit nebude. Z toho plyne, ze (1,0) £ (1,1)+ (1, —1).

Kolmost nenf zleva aditivni, tj. 1ze nalézt prvky =, y, 2 € I3 takové, Ze
xlz,ylzax+y Lz Vezmeme-li z = (1,0), y = (0,1), z = (1, 1),
pak opét (1,0) L (1,1).

Protoze

lyll =1
a pro vSechna A € R plati, ze
ly + Azl] = [A[+ [T+ A = 1,

pak je (0,1) L (1,1).

A dale

|z +yll =2,
lz+y+ Xz =1+ A+ |1+ A
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Pokud by bylo x +y L z, pak by pro vSechna A € R muselo platit
2< |1+ A+ |1+ A

To ale neplati, staci zvolit A = —1. Protoze x+y = (1,1) = z, miZeme
k dukazu tvrzeni, ze  +y [ z, pouzit téz fakt, ze Birkoff-Jamesova
kolmost je nedegenerativni, takze je-li z L z, pak musi byt z = 0.

Priiklad 4.2. Dalsim piikladem Banachova prostoru, kde kolmost neni
symetricka, je prostor v8ech spojitych funkci na uzavieném intervalu
[0,1], symbolicky C([0, 1]), s normou || f|| = max{|f(x)|,kde = € [0, 1]}.
Vezmeme-li f(z) = cosz a g(z) = 22, pak plati, Ze

fLlyg
a

gl
To snadno ukazeme. Mame

[f][ =1

a
| f+Agll = max{|f(x)+Ag(x)| : = € [0,1]} = max{|cosx+Az?| : x € [0,1]}
Pro x = 0 je | cosz + Az?| = 1 pro viechna \ € R, takze

max{|cosz + A\z*| : z € [0,1]} > 1.
Z toho vyplyva, ze pro kazdé A € R je

A< 11f + Agll,
tedy f L g.
Ukazeme, ze g Y f. Plati, ze
lgll =1,

g+ Af]| = |2 + A cos x|
Pro A € (—1,0) je
2% 4+ Acosz|| < 1,
takze pro tato A je |lg|| > ||lg + Af||- Z toho vyplyva, ze g L f.

Jesté jednodussi je uvazovat na tomtéz prostoru funkce f(x) =1 a
g(x) =xz. Pak f L g, protoze ||f|| =1a ||f+ Ag|]| > f(0) = 1. Naopak
lgll =1 allg+ Af]| = ||z + Al|l. Napiiklad pro A = —1 je [z + A|| < 1.
Takze f L gag [ f.
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5. CHARAKTERISTIKY HLADKYCH A STRIKTNE KONVEXNICH
PROSTORU

V této kapitole ukazeme, Ze pomoci kolmosti mizeme v Banacho-
vych prostorech ekvivalentné charakterizovat prostory hladké a pro-
story striktné konvexni. Nejprve zavedeme oznaceni a nékolik pojmu.
V dalsim je X Banachiiv prostor a 1 je Birkhoff-Jamesova kolmost.

Oznaceni 5.1. Symbol Sx bude znacit jednotkovou sféru prostoru X,
tedy mnozinu vSech prvka z € X takovych, ze ||z| = 1.

Symbol lin M bude znacit linearni obal mnoziny M.

Necht f je zobrazeni z X do Y. Pak:

Ker f bude znacit jadro zobrazeni f, tedy mnozinu vSech x € X tako-
vych, ze f(z) =0,

Rf bude znacit obor hodnot zobrazeni, tedy mnozinu vSech y € Y
takovych, pro které existuje x € X tak, ze f(z) = v.

Symbolem £(X) oznacime prostor viech spojitych linearnich funkcio-
nali z X do X.

Symbolem X* budeme znacit prostor vSech spojitych linearnich funk-
cionalu z X do R.

Definice 5.2 (Kolmost bodu a mnoziny, dvou mnozin). Rekneme, 7e
prvek x € X je kolmy na mnozZinu M C X, symbolicky x L M, jestlize
pro kazdé¢ m € M je x L m.

Rekneme, ze mnoziny M, N C X jsou na sebe kolmé, symbolicky M L
N, jestlize pro kazdé m € M a pro kazdé n € N je m L n.

Definice 5.3 (Pravy a levy BJ-ortogonélni doplnék). Necht M je pod-
mnozina X. Mnozinu z € X takovych, ze x L m pro vSechna m € M,
nazveme pravym BJ-ortogondlnim doplikem mnoZiny M, symbolicky
M. Obdobné definujeme levy BJ-ortogondlni doplnék mnoZiny M,
symbolicky + M, jako mnozinu x € X takovych, Ze m L = pro viechna
m € M.

Definice 5.4 (Vlastni podprostor, nadrovina). Necht Y je podprosto-
rem prostoru X. Rekneme, ze podprostor Y je vlastnim podprostorem
X, jestlize Y # X. Kazdou mnozinu tvaru z + H, kde x € X a H je
maximalni vlastni uzavieny podprostor X, nazveme nadrovinou.

Lemma 5.5. Necht X je Banachiv prostor a H jeho uzavieny pod-
prostor. Pak H je maximdlnim vlastnim uzaviengm podprostorem X
praveé tehdy, kdyz existuje nenulovy linedrni funkciondl f na X takovy,

Ze H = Ker f.

Dikaz. Necht y ¢ H. Pro h € H definujme f(h + \y) = \. Pak f je
nenulovy linearni funkcional. Protoze f(h+ A\y) = 0 pravé kdyz A = 0,
atedy f(h) =0, je H=Kerf.

Pro opacnou implikaci necht f je nenulovy linearni funkcional na X
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takovy, ze H = Ker f. Pak H je vlastni podprostor X a zbyva doka-
zat, Ze je maximalnim vlastnim podprostorem. Zvolme y € X \ H a
ukazeme, ze lin{y, H} = X. Libovolny prvek x € X muZeme napsat ve
tvaru:

f) o f@)
r=(r— y)+ Y
Y )
(x — %y) € Ha %y € X\ H. Takze H je maximalni vlastni pod-
prostor. U

Definice 5.6 (Hladky prostor). Rekneme, 7e prostor X je hladky v
bode x € Sx, jestlize existuje pravé jeden funkcional f € X* takovy, ze
Ifll =1 Fla)=1.

Rekneme, Ze prostor X je hladky, jestlize X je hladky v kazdém bodé
Sx.

Definice 5.7 (Striktné konvexni prostor). Banachiv prostor X se na-
zyva strikiné konvexnt, jestlize pro x,y € Sx takova, Ze x—;ry € Sx, plati
T =Y.

Definice 5.8 (Algebraicky soudet). Rekneme, Ze X je algebraickym
souc¢tem (prostori) M a N, symbolicky X = M @ N, jestlize kazdé
x € X lze rozlozit na soucet x = m +n, kde m € M, n € N, a tento
rozklad je urcen jednoznacné.

A jesté zformulujeme Hahn-Banachovu vétu a jeji dusledek, nebot
oboji pozdéji pouzijeme.
Véta 5.9 (Hahn-Banachova véta - analyticka verze). Necht X je Ba-

nachiv prostor, M jeho podprostor a f € M*. Pak existuje F' € X*
takovy, Ze F' = f na M o || F|| = | f]l-

Véta 5.10 (Véta o tecné). Necht X je Banachiv prostor a x € X
nenulovy prvek. Potom existuje f € X* takovy, Ze ||f|| =1 a f(z) =
]l

A nyni se jiz budeme zabyvat pfipravnymi tvrzenimi a pozdéji hlavni
vétou pro charakteristiku hladkych Banachovych prostort pomoci kol-
mosti.

Lemma 5.11. Necht f € X*, x € X. Pakx 1 Ker f pravé tehdy, kdyz

[f (@) = 1]l
Diikaz. "=" Necht x L Ker f a necht |f(z)| = «afz||. Pro y € Ker f
plati

[f(@+y)l = [f(z)] = allz]] < allz+yl],
pri¢emz posledni nerovnost plyne z definice kolmosti.
Pro xz =0 je ||z|| = 0, tudiz dle pfedchoziho | f(z)| = 0. Z toho plyne,
ze rovnost |f(x)| = || f]|||z] je splnéna, nebot jsou obé strany rovny 0.
Necht x # 0. Z toho vyplyva, ze x & Ker f. Kdyby totiz prvek x lezel
v Ker f, pak by x L x, protoze dle predpokladu je x kolmé na vSechny



14

prvky Ker f. Jenze x L x pravé tehdy, kdyz z = 0. Takze opravdu
x ¢ Ker f. Protoze Ker f tvofi nadrovinu v X a x & Ker f, je

X =lin{z} @ Ker f.

Protoze

[f@)] < 1=,
je

allzl] < | £l
a tedy

a<|f].

Zbyva ukazat, ze || f|| < a neboli ze pro viechna z € X je |f(2)] < «ofz]|.
Prvek z mizeme zapsat ve tvaru z = Az + y, kde y € Ker f. Mame

[f ()| = [f(z + Ay)| = [M[f ()] = [Alaz]]
Protoze z L vy, je
Azl < [Mallz + py
pro v8echna p € R. Je-li A # 0, polozime pu = % Pravou stranu upra-
vime takto
Alellz + pyll = elfAz +yll = aflz]].
Z toho vyplyva, ze | f(2)] < «||z].

"<" Predpokladejme, ze |f(x)| = ||f]|||z]]. Chceme dokazat, ze pro
vSechna A\ € R a v8echna y € Ker f je ||z|| < ||z + Ay||. Zvolme tedy
A€ Ray e Ker f. Pak plati

LAl = Lf ()] = 1f (2 + )l < Al + Ayl

Tedy mame
]l < flz + Ayl

Protoze jsme volili A € R a y € Ker f libovolné, plati nerovnost
pro vSechna A € R, tedy x L y, z ¢ehoz vyplyva, ze x L Ker f. 0

Disledek 5.12. Necht x € X a x # 0. Pak existuje nadrovina H
prochdzejici pocdatkem takovd, Ze x 1 H.

Diikaz. Podle Véty o tetné 5.10 existuje f € X* tak, ze [|[f]| =1 a
f(z) = ||z]|. Mnozina Ker f tvoifi nadrovinu prochéazejici poc¢atkem.
Definujeme tedy H = Ker f. Protoze x # 0, je ||z|| nenulové, a tedy
f(z) # 0. Z toho vyplyva, ze « € Ker f. Protoze ||f|| =1 a |f(z)| =
x|, je [f(z)| = ||fIll|z|| & to je dle Lemmatu 5.11 ekvivalentni s tim,
zex L Ker f. Tedy x L H. O

Ditsledek 5.13. Necht'z,y € X, x # 0. Pak existuje o € R takové, Ze
rlaoar+y.
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Diikaz. Z dikazu Dusledku 5.12 vime, ze existuje f € X* takové, ze
Ifll = 1, f(z) = ||z|| a = L Ker f. Pfedpokladejme, Ze méme prvek
z Ker f, ktery je tvaru ax + y. Pak plati
flaz+y) =0.
Upravou dostaneme
af(z)+ fly) =0.
Protoze x # 0, je ||z|| # 0, a tedy f(x) # 0. Takze dostavame

_1W

fz)
Tedy pro libovolné z,y € X, x # 0 jsme nasli @ € R takové, zZe
z L ar+y. Cimz je dikaz hotov. U

Tvrzeni 5.14. Necht x,y € X. Pak © 1 ax + y prdvé tehdy, kdyz
eristuje f € X* takové, Ze || f|| =1, f(z) = ||z| a f(ax +y) =0.

Diikaz. Nejprve par predbéznych tvah:

Ozna¢ime z = ax + y. Pokud z, 2z jsou linedrné zéavislé, pak tvrzeni
plati trividlné (to plyne z nedegenerativity). Déle necht tedy z, z jsou
linedrné nezavislé. Pro prvky z lin{z, z} definujme linearni zobrazeni
predpisem f(az + bz) = a||x||. Takze

f(@) = |||
a ziejmé
I/l = 1.
Dle definice je z L z pravé tehdy, kdyz pro vsechna A € R je
]l < [l + Az]l.
Neboli

laz|| < [lax + bz|
pro vSechna a,b € R. Neboli

|f(az + bz)| < [lax + bz||.

Tedy ||f]] <1, takze x L z praveé kdyz || f|| = 1.

Je-li z L z, pak definujme funkci f na lin{z, z} jako vyse. Pak ji roz-
sifime pomoci Hahn-Banachovy véty 5.9 na celé X tak, Ze norma f
zustane stejnd na X. Tim je tvrzeni dokazano. U

Nésledujici véta ukazuje, ze hladkost, jednozna¢nost zprava a aditi-
vita zprava jsou ekvivalentni.

Véta 5.15 (Ekvivalentni charakteristika hladkych Banachovych pro-
stort1). Necht X je Banachiv prostor. Pak ndsledugici tvrzeni jsou ekvi-
valentni:
(i) X je hladky,
(ii) proz,y € X, x # 0 ezistuje prdvé jedno « takové, Zex 1L ax+y,
(iii) jestlizex Ly ax L z, pak v L (y+ 2).
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Diikaz. (1)=(ii)

Necht z,y € X, x # 0. Dle Dusledku 5.13 existuje a € R takové, ze
xr L ax +y. Jiz jsme odvodili, Ze je tvaru a = —%, kde f € X*
takové, ze ||f]] = 1, f(z) = ||z||. Protoze je X hladky, existuje pravé

jedno takové f, a tedy « je urceno jednoznac¢né.

(i))=(1):
Staci dokazat v pripadé, kdy X je dvourozmérny. Jestlize v bodé x je
Sx hladka, pak mnozina vSech bodu takovych, ze = L y, je primka.
Kdyz Sx v bodé x neni hladka, pak mnozinou je dvourozmérny kuzel
(tj. dva dhly omezené dvéma ruznobézkami). Pak jisté existuje y ta-
kové, ze pfimka tvaru az + y, kde a je parametr, protind tento kuzel
ve vice nez jednom bodé. To je spor s jednoznac¢nosti.

(i)« (iii)
Necht x € Sx a ozna¢me M mnozinu vSech y € X takovych, ze xz L y.
Z Diisledku 5.12 existuje nadrovina H, ze H C M. Prostor je hladky v
bodé z, pravé kdyz je nadrovina urc¢ena jednoznacéné, neboli H = M.
Aditivita zprava je ekvivalentni s tim, ze M je linearni podprostor,
neboli H = M. Tim je dokazano, ze (i) je ekvivalentni s (iii). O
Diive nez zformulujeme nésledujici vétu, uvedeme definici pojmu

konvexni funkce. Tento pojem budeme vzapéti potiebovat.

Definice 5.16 (Konvexni funkce). Necht M je konvexni mnoZina.
Funkce f se nazyva konvexni na konvexni mnozing, jestlize pro kazdé
t,u € M a pro kazdé X\ € [0, 1] plati, Ze

FOE+ (1= Nu) SAf(E) + (1 =) f(uw).
Lemma 5.17. Necht x,y € X. Pak existuje o takové, Ze (ax+y) L x.
Navic pro toto o plati, Ze ||ax + y|| < ||[kx + y|| pro kaZdé k € R.
A ddle, jestlize (Ax+vy) L x a (Bx+y) L x, pak pro kaZdé a € [A, B]
je (cx +y) L x.
Diikaz. Definujeme funkci n : (—o0,00) — [0,00) predpisem n(t) =
[tz + y||. UkdZeme, Ze tato funkce je konvexni. Necht z,y € X pevné,
u,v € Ra A€ [0,1]. Pak pro funkci n dostavame

n(u+ (1= A)w) = [|(Au+ (1= No)a +y|| <
< JAuz + Ayl + [(1 = Aoz + (1 = Ny =
Muz +yl| + (1 = Nllva +yl| = An(u) + (1 = N)n(v).

Protoze n je spojita funkce a

lim n(t) = 4o0,

t—+oo

existuje bod, ve kterém n nabyva svého minima.
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Pro ditkaz druhé ¢asti lemmatu: (ax+vy) L x z definice pravé tehdy,
kdyz
oz +y|| < flaz +y + Azl = [[(a + Az + y|

pro v8echna A € R. To je ekvivalentni s tvrzenim, Ze pro vSechna k € R
je

lox +yl| < |k +yll.
Toto « je zaroven bodem, kde nabyva funkce n svého minima. Takze

funkce n nabyva svého minima pravé v téch bodech «, pro kteréa
(ax+y) L .

Necht (Az+y) Lz, (Bx+y) L x, A< Baa«a € [A, B]. Pak existuje
A € [0, 1] takové, ze @« = AA + (1 — X\) B. Protoze n je konvexni funkce,
je mnozina bodt, kde nabyvéa svého minima, konvexni. U

Nasledujici véta je obdobou Véty 5.15, tentokrat pro striktni kon-
vexitu a jednoznac¢nost zleva.

Véta 5.18 (Ekvivalentni charakteristika striktné konvexnich Banacho-
vych prostori). Necht X je Banachiv prostor. Pak ndsledujici podminky
jsou ekvivalentni:

(1) X je striktné konvexnt,
(i) prox,y € X, x # 0 existuje pravé jedno « takové, Ze ax+y L x.

Diikaz. (1)=(ii)

ProtozZe je X striktné konvexni, nabyva funkce n(t) = ||tz 4+ y|| minima
pravé v jednom bodé. Dle Lemmatu 5.17 nabyva funkce n minima prave
v téch bodech ¢, pro které plati tx +y L x. Tudiz existuje préavé jedno
a takové, ze ax +y L x.

(i) = (i)
Sporem: Necht X neni striktné konvexni. Pak existuji prvky z,y € Sy,
x # y, takové, ze Ax + (1 — \)y € Sx pro kazdé A € [0, 1]. (Cela tsecka
s krajnimi body z,y lezi na Sx, a tedy ||Az+ (1 —A)y || = 1 pro kazdé
Ae0,1].)

Ozna¢ime v = z +y a v = x —y a ukdzeme, ze u L v, tedy zZe
|ul| < |lu+ pv|| pro kazdé € R.

Tuto nerovnost stac¢i dokazat pro u > 0, protoze pokud nahradime —v
pomoci v, dostaneme platnost pro u < 0. (Pro p = 0 plati trivialng)

Protoze || %3] = 1, je [|%]| =1, a tedy |jul| = 2.
Dale mame
futol =lle+y+e—yl =2 =2]z] =2
lu—vll=lz+y—(z—-yl =Il2yll=2[yl =2
a

lu+ poll = [l +y + plz =yl = 11+ wz+ 1 = py|
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Pro0<u<1je

14+ 1—pn
2 2

protoze (1£4)z + (52)y € Sx. Takze pro 0 < pu < 1je [Ju|| = [Ju+ po].

Pro p > 1 plati

1L+ )z + (1 = pwyll = 2|( )z =+ ( Jll =2,

(A4 z+(1—wyll = [[(p+D)z—(p=L)yl| = [[(p+Dzl|=[[(n—D)y| =
w2l = e =Ulyll = lp+ 1 = [p =1 =p+1—-(p-1) =2
Tedy |lu]| < ||u + pov|| plati pro viechna p € R a pro 0 < p < 1 plati

dokonce rovnost. Takze u L v.
Nyni ukézeme, ze pro 0 < p < 1 je u+ pv L v (tedy Ze ||u+ pv|| <
|u + pv + Av|| pro vSechna A € R). To plati, protoze
[+ pol| = [Jull < flu+ A+ ]| = [Ju+ Av + pol]
pro vSechna A € R. Z toho vyplyva, ze u +pv L v pro0 < pu <1, ato

je spor s jednoznacnosti zleva. A tedy X je striktné konvexni. O

Priklad 5.19. Pomoci této véty naptiklad mizeme ukazat, ze prostor
vSech posloupnosti redlnych ¢isel, které konverguji k 0, symbolicky cg,
opatfeny normou ||z|| = max{|z,| : n € N} (z € co,x = (21, 22,...))
neni striktné konvexni.
Ukazeme, Ze existuji x,y € cp, x # 0 a alespon dvé rizné o € R takova,
ze
ar+y L x.
Tedy chceme, aby pro vsechna A € R platilo
o +yl| < [l +y + Az
Pro
x=(1,0,0,0,...),
y=(0,1,0,0,...)
mame
loz +yll = [l(a, 1,0,0,.. )],
lox +y + x| = |[(a + A, 1,0,0...) ]
Pro o € [-1,1] je
lox +yl| =1

lox +y+ x| > 1

pro kazdé A € R. Takze ax +y L x pro a € [—1,1], tudiz neni spl-
néna jednoznacnost zleva, tedy neni splnéna podminka (ii) z Véty 5.18.
Z toho plyne, ze prostor ¢y s touto normou neni striktné konvexni.
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Poznamka 5.20. To je samoziejmé vidét ihned i jinak:
Necht x = (1,1,0,0...), y = (1,0,0,0...).
Pak z,y € S,,. A dale:
Tty
2

1
=(1,%,0,0...
( ?2? ) )7

takze N
T
5 Ve Seo

a x # y. TudiZz ¢y neni striktné konvexni.

6. PROMITANI v BANACHOVYCH PROSTORECH

S kolmosti souvisi moznost kolmého promitani. Pro ortogonalni pro-
jekci v Hilbertovych prostorech existuje vice ekvivalentnich charakte-
ristik. Nékteré z nich zde zformulujeme a dokazeme. Poté se podivame
na moznosti kolmého promitani v Banachovych prostorech s vyuzitim
Birkhoff-Jamesovy ortogonality. Za¢néme tedy projekcemi v Hilberto-
vych prostorech. Necht H je Hilbertuv prostor.

Definice 6.1 (Projekce). Zobrazeni P € L(H) takové, ze P2 = P a P
je netrivialni (tj. existuje x € H takové, ze Px # 0), se nazyva projekce.

Definice 6.2 (Ortogonéalni projekce). Projekci P nazveme ortogondlni,
pokud RP 1 Ker P.

Definice 6.3 (Miniméalni projekce). Projekci P nazveme minimdini,
pokud pro kazdou projekci Q : H — H je ||z — Pz|| < ||z — Qz]|.

Definice 6.4. Oznacime P* zobrazeni H — H takové, ze (Px,y) =
(x, P*y) pro vSechna x,y € H. Toto zobrazeni nazveme hermiteovsky
adjungovangm zobrazenim k P

Rekneme, Ze P je hermiteovsky, jestlize P = P~.

Rekneme, ze P je normdlni, pokud PP* = P*P.

Rekneme, ze P je pozitivni, pokud (Px,x) > 0 pro vSechna z € H.

V naésledujici vété bude symbol x | y znacit kolmost definovanou
skalarnim soucinem.

Véta 6.5. Necht H je Hilbertiv prostor, M podprostor P a P : H — M
projekce. Pak ndsledugici tvrzent jsou ekvivalentni:
(i) P je ortogondlni,
(ii) Px L x — Px pro vSechna x € H.
(i) | P) = 1,
(iv) P je minimdlnt,
v) P je hermiteovsky,
(vi) P je normdlnd,
(vii) P je pozitivni,
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(viil) existuje netrividlni uzavieny podprostor M CC H tak, Ze ||z —
Pz|| = dist(z, M) pro kazdé x € H,

Jesté nez tuto vétu dokdzeme, pripomeneme bez dikazu dvé véty z
Hilbertovych prostori, které budeme v dikazu potiebovat.

Véta 6.6 (Charakteristika nejblizsiho prvku). Necht M je podprostor
Hilbertova prostoru H, m € M, x € H. Pak ||x — m| = dist(z, M),
prave kdyZz x —m 1L M.

Véta 6.7 (Existence nejblizsiho prvku). Necht M je uzavieny podpro-
stor Hilbertova prostoru H a x € X. Pak existuje pravé jeden prvek
m € M takovy, Ze ||x — m|| = dist(x, M).

A nyni se vratime k dikazu Véty 6.5.
Diikaz. (1)=(ii)

Necht RP 1 Ker P a chceme ukazat, ze Px 1. x— Px pro kazdé x € H.
Pro kazdé x € H je Px € RP. Protoze

P(z — Px) = Pz — P*r =0,
jex — Px € Ker P.
(ii)=-(iii)
Protoze P je projekce, je
1Pl =1P% < [P

Tedy |[P|| > 1.
Pro odvozeni opac¢né nerovnosti necht pro kazdé x € H je

Pz L z — Puz.
Pouzijeme Pythagorovu vétu, neboli podminku (iii) z Véty 2.1 a do-
staneme
1Pz + (z — Po)||* = ||Px||* + ||z — Pz|*.

7 toho pak tupravou ziskame

l2]* = [|P[|* + ||z — Pz,

l]|* = || Pe]?,

]l = [l Pe]].

Protoze

|1 P[| = sup{||Pz]| : [[«]| <1},
je | P|| < 1. Takze || P|| = 1.

(iii)=(i)
Necht |P|| =1 az € (Ker P)*. Ukazeme, 7ze x € RP, tedy ze Px = .
Protoze P(x — Px) =0, je
x — Px € Ker P,
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a tedy
r— Px L x.
Takze
0= (z— Pz,x) = (z,x) — (Pz,x),
neboli

lz]* = (Pz, ).
Ze Schwarzovy nerovnosti plyne
(P, x)| < [[Pz|||=|
a dale tpravou
[P|lll=ll < 1Pz ]* = fl=]?,
nebot || P|| = 1.
Tedy ve vyrazu

|z]* = [(Pz,2)| < [ P|lll=]| < [ Plll=]* = |||

nastavaji rovnosti, takze

[Pxf| =[]

a déle
1Pz]|* = ||z]|* = (Pz, ).
Z toho plyne, Ze
1Pz —2|* = [|Pz||* — 2(Pz,x) + ||=[|* = 0.
| Pz — z||* = 0 pravé kdyz Pz —x = 0. Tedy Px = z, takze v € RP
pro kazdé z € (Ker P)*, a proto
(Ker P)* = RP,
RP 1 Ker P.

(viii)< (i)
Necht ||z — Px| = dist(x, M). Z Véty 6.6 je tato rovnost ekvivalentni s
tvrzenim, ze x — Px L M. Protoze Px € X, je toto ekvivalentni s tim,
ze pro kazdé v € H je v+ — Px 1 Pz, Pr 1 x — Px (kolmost je v
Hilbertové prostoru symetricka).

(iv)=-(viii)
Necht P je minimélni projekce, tj. pro vSechny projekce Q) : H — M
je [z = Pr| < |lz — Qx| Tedy

|z — Pz|| = inf{||z — Qz|| : @ : H — M projekce}.
Protoze Qx € M, je
|z — Pz|| = inf{||z — Qx| : Qx € M} = dist(z, M).
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(viil)=(iv)
Necht z € H. Vzdalenost bodu x od mnoziny M je z definice
dist(z, M) = inf{||z —y|| : y € M}.

Jestlize

|z — Px|| = dist(x, M),
je

|z — Pz|| = inf{||z — Qz|| : Qx € M}.

Tedy pro kazdou projekci @) plati

|z = Pz| < |lz — Q.

Toto plati pro vSechna z € H, takze P je miniméalni projekce.

()=(v)
Predpokladejme, ze RP 1 Ker P. Necht =,y € H. Pak
(Pz,y) = (Pz,y — Py + Py) = (Pz,y — Py) + (Pz, Py),
(z, Py) = (x — Pz + Px, Py) = (v — Pz, Py) + (Pz, Py).
Protoze pro kazdé z,y € H je Px,Py € RP a (x — Pz),(y — Py) €
Ker P, a prvky z RP jsou dle predpokladu kolmé na prvky z Ker P, je

(x — Pz, Py) = 0.
Tedy
(Pz,y) = (Pz, Py),
(z, Py) = (Px, Py).
Z toho plyne, ze
(Pz,y) = (z, Py)
pro vSechna x,y € H, a tudiz P je hermiteovsky operator.

(v)=(vi)
Ziejmé.

(vi)=-()
Budeme predpokladat, ze P je normélni, a ukazeme, ze RP 1 Ker P.
Nejprve ukdzeme, ze P je normalni pravé tehdy, kdyz || Pz|| = ||P*x||
pro kazdé x € H. Necht P je normélni, x € H. Pak

|Pz||* = (Px, Px) = (v, P*Pz) = (v, PP*z) = (P*x, P*z) = | P*z|*.
Tedy pro kazdé z € H je
|Pal = | P*al].
Pro opa¢nou implikaci necht ||Px| = ||P*z|| pro kazdé = € H. Pak
|Pz||* = (Px, Px) = (x, P*Px)



23

|P*z||? = (P*z, P*x) = (x, PP*z).
Tedy pro vSechna z € H
(x, P*Px) = (x, PP*x),

(x, P*Px — PP*z) = 0.

Z toho plyne, ze P*Px— PP*x = 0, a to plati praveé tehdy, kdyz P*P =
P P*. Takze mame, ze P je normélni pravé tehdy, kdyz || Pz|| = ||P*x||
pro kazdé x € H.

Tedy ||Pz| = 0, pravé kdyz ||P*z|| = 0. Pfitom ||Px| = 0, prave
kdyz Px = 0. A ||P*z|| = 0, pravé kdyz P*z = 0. Z toho vyplyva, Ze
x € Ker P préavé tehdy, kdyz = € Ker P*. A tedy Ker P = Ker P*.
Necht y € Ker P*. Pak P*y = 0, a proto (z, P*y) = 0 pro kazdé = € H.
Protoze

(z, P*y) = (Pz,y),

je
y L Px.
RP je mnozinou vsech Pz, kde x € H, takze
y LRP
neboli
y € (RP)" .
Tedy

(RP)* = Ker P* = Ker P.
Tim jsme dokazali, ze RP L Ker P.
(v)=(vii)

Predpokladejme, ze P je hermiteovsky, a ukidZzeme, ze P je pozitivni,
tedy ze (Px,x) > 0 pro vSechna x € H. Necht z € H. Mame

(Px,z) = (P*z,7) = (Px, P*z).
Protoze je P hermiteovsky, je (Pxz, P*x) = (Px, Px). Tedy
(Pz,2) = ||[Pz]* > 0
pro kazdé x € H, tudiz P je pozitivni.
(vii)=(i)
Necht P je pozitivni, x € RP, y € Ker P. Chceme dokazat, ze RP L
Ker P, neboli ze x 1 y pro vSechna z € RP a y € Ker P. Mame
(Plx+y),z+y) =0

Tedy
(Px,x) + (Px,y) + (Py,z) + (Py,y) > 0.
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Protoze x € RP, je Pr = x. Z toho, 7ze y € Ker P dostavame, ze
Py = 0, a tedy skalarni souc¢in Py a libovolného prvku H dava 0.
Po dosazeni do pfedchozi nerovnosti dostaneme

(x,z) + (x,y) > 0.
Tedy pro kazdé z € RP ay € Ker P je
—llzl* < (2, y).

Necht (z,9) = XA # 0. Nerovnost —||z||> < (z,y) plati pro vSechna

y € Ker P, tedy i pro prvek —2||z||?y, protoze
2 2
P(—Z||z|?y) = —=||z]|*Py = 0.
(=3 2l%y) = —3 2Py
Dosazenim tohoto prvku za y do nerovnosti ziskdme
2 20 2 20 12 2
—[lzl|* < (2, =< lIzl"y) = =S ll=[*(z, y) = =2]|=]",
A A
coz je spor. Takze (x,y) =0, a tedy RP L Ker P. O

Pro zobecnéni teorie o projekcich na Banachovy prostory budeme
opét uvazovat Birkoff-Jamesovu definici kolmosti a v dalsim bude tedy
symbol x | y znacit opét kolmost ve smyslu Birkoffa-Jamese.

Definice 6.8 (Projekce v Banachovych prostorech). Necht X je Bana-
chiv prostor. Linearni zobrazeni P : X — X nazveme projekci, pokud
P? = P aexistuje z € X, 7e P(z) # 0.

Definice 6.9 (Topologicky soucet). Necht X = M @& N. Pak kazdé
x € X lze napsat jednoznac¢né ve tvaru x = xp; + zy, kde xy € M,
xn € N. Definujme projekce

Py: X — M,

Py: X — N,

tak, ze

PN(SL’)

XM,

IN.

Rekneme, 7e X je topologickim souctem (prostori)) M a N, symbolicky
X = M &; N, jestlize X je algebraickym souc¢tem M a N a projekce
Py a Py jsou spojité.

Definice 6.10 (Komplementovany podprostor). Rekneme, ze M je
komplementovany podprostor X, jestlize existuje podprostor N C X
takovy, ze X = M &; N.
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Kazdy komplementovany podprostor je uzavieny. Pokud M neni
komplementovany, projekce na M nemusi byt spojita.
Protoze kolmost ve smyslu Birkhoffa-Jamese obecné neni symetricka,
je nutné definovat ortogonalitu projekce zleva a zprava.

Definice 6.11 (Zleva/zprava ortogonélni projekce). Projekci P na-
zveme zleva ortogondlni, pokud Px 1 x — Px pro kazdé x € X, a
zprava ortogondlni, pokud x — Pz L Px pro kazdé = € X.

V Banachovych prostorech jsou dulezité zejména projekce s normou
rovnou jedné a minimalni projekce. Na obé se blizeji podivame.

Definice 6.12 (Minimalni projekce). Projekci P nazveme minimdlny,
pokud pro kazdou projekci @) : X — X a pro kazdé x € X je
|z = Pz|| < [z — Q]

Véta 6.13. Necht X je Banachiv prostor, M komplementovany pod-
prostor X. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(i) existuje zleva ortogondlni projekce X na M,
(ii) existuje (uzavieny) N CC M tak, Ze X =M &N a M L N,
(iii) existuje projekce Q : X — M takovd, Ze ||Q] = 1.

Diikaz. (1)=(ii)

Necht P je zleva ortogonalni projekce X na X. Oznac¢ime N = Ker P
a M =RP aukidzeme, ze X = M & N.

Necht y € M, z € N libovolné. Tedy

Py =y,
Pz=0.
Necht =z =y + 2.
Pak
Pr=Py+ Pz =y,
a

z=x—y=ux— Px.

Protoze je P zleva ortogonalni, je y L z. Kolmost plati pro vSechna
ye M, ze N, takze M 1 N.

(if)=(i)
Necht N je podprostor X takovy, ze X = M @&; N a M 1 N. Necht
P je projekce X na M takova, ze Ker P = N. Pro kazdé z € X je
Px e M, x— Px € N. Protoze M L N, je

Px 1 x — Pux.
To plati pro kazdé x € X a tedy P je zleva ortogonalni projekce.
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(1)=(iii)
Necht P je zleva ortogonalni projekce X na M. Pak pro kazdé x € X
a pro kazdé \ € R plati

|Px|| < ||Pz+ Az — Px)||.
Specialné pro A =1 je

[Pz < [|lz].
Protoze
|1P|| = sup{|| Pz| : [lz|| <1},
je [Pl <1.
Proz € M je Px =z, a tedy
[Pz]| =[],
tudiz ||P|| = 1.

(iil)=(ii)
Necht P je projekce X na M takova, ze || P|| = 1. Ozna¢ime N = Ker P.
Necht y € M, z € N libovolné, pak tedy Py = y, Pz = 0. Ukazeme,
ze y L z, tedy ze pro kazdé A € R plati

[yl < lly + Azll,
Il
ly + Az||
Protoze ||P|| =1 a || ||§Ii§|| | =1, plati
Y+ Az
P <
ly + Azl
Y
I <1l
ly + Az
Takze m +}\ i < 1 pro vSechna A € R, tedy y L z pro kazdé y € M a
z€ N,atudiz M L N. U

Véta 6.14. Necht X je Banachiv prostor, M komplementovany pod-
prostor X. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni:

(i) existuje zprava ortogondlni projekce X na M,

(ii) existuje (uzavieny) N CC M tak, ¢ X = M & N a N L M,

(iil) ezistuje minimdlni projekce X na M.
Diikaz. (1)=(ii)
Necht P je zprava ortogonalni projekce X na X, tj. x — Px 1 Px
pro kazdé x € X. Oznacime N = Ker P a M = RP a ukdzeme, Ze
X=Na&M.
Necht y € M, z € N libovolné. Tedy

Py =y,
Pz=0.
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Necht z =y + 2.

Opét
Pr=Py—+ Pz =y,
z=x—y=ux— Px.

Protoze je P zprava ortogonélni, je z 1L y pro vSechnay € M a z € N,
tedy N L M.

(i) =(i)
Necht N je podprostor X takovy, ze X = M &, N a N 1. M. Necht
P je projekce X na M takova, ze Ker P = N. Pro kazdé z € X je
Px e M, x— Px € N. Protoze N L M, je

r— Pz L Px.
To plati pro kazdé x € X a tedy P je zprava ortogonélni projekce.

(ii)=-(iii)
Necht N je podprostor X takovy, ze X = M@y N a N | M, a necht P
je projekce z X do M takova, ze Ker P = N. Pro x € X a libovolnou
projekci @@ : X — M plati

Pr—QreM

r— Px e N.
Protoze N 1 M, je
xr— Px L Px— Qu,
tedy
|z — Pz|| < ||z — Pz + APz — Qx)]|.
To plati pro kazdé A € R, specialné pro A = 1 dostavame
| = Pz| <[Pz — Q.
Tato nerovnost plati pro v8echny projekce @) : X — M, takze P je
minimalni projekce.

(iii)=(ii)
Necht P je minimalni projekce X do M. Ozna¢ime N = Ker P. Necht
y € M, ze€ N avy,z jsou nenulové.
Ukézeme, ze z | y, tedy ze pro kazdé \ € R plati
12l < llz + Ayl
Necht = =y + 2. Pak
Px=y.
Protoze M je podprostor a y € M, pak pro kazdé A € R je i

Ay € M.
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A dale
Px— \y € M.
Protoze z # 0, pak x € M. Z toho plyne, Ze
x— (Pr—M\y) & M.
Necht Ny je podprostor X takovy, ze N = Ny®lin{z}. Existuje projekce
Q : X — M takova, 7ze © — (Px — \y) € Ker Q.
Polozime
Ker@Q = Ny & lin{z — (Pz — \y)}.

Plati, ze

Q(z — (Pz — Ay)) = 0.
Protoze Px — Ay € M = RQ, je

Qr — (P — Ay)) = Qr — (Pz — Ay) = 0,
a tedy
Qr = (Px — \y).

Protoze predpoklddame, ze P je minimalni, je

|z = Pz| < |lz — Q.

Z predchoziho dostavame

|z = Pz| = |l —yl| = ||zl
a
|z — Q|| = ||z — Pz + Ay|| = [lo — y + Ay[| = ||z + Ay]|.
Takze
Izl < [z + Ayll.
To plati pro kazdé A € R, a tedy z L y. 0
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