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cess, driven by a non-Gaussian L�evy process. We perform Bayesian inference for model
parameters by means of Markov chain Monte Carlo algorithm based on data augmenta-
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�Uvod

Mezi hlavn�� n�ahodn�e procesy, kter�e se u�z��vaj�� ve �nan�cn��ch aplikac��ch, pat�r�� bezesporu
Brown�uv pohyb. Jedn�a se o spojit�y n�ahodn�y proces, kter�y m�a stacion�arn�� nez�avisl�e
a norm�aln�e rozd�elen�e p�r��r�ustky, co�z z n�ej d�el�a vhodn�y n�astroj pro modelov�an�� cenov�ych
uktuac�� na �nan�cn��ch trz��ch. Z�akladn�� model pro cenu aktiva St v �case t je Bacheli�er�uv
model

St = S0 + �t+ �Bt; (1)

kde S0 > 0 je po�c�ate�cn�� cena aktiva, � � 0 je o�cek�avan�y v�ynos aktiva, � > 0 je volatilita
aktiva (m��ra rozpt�ylenosti kolem o�cek�avan�eho v�ynosu) a Bt je hodnota Brownova pohybu
v �case t. Tento model byl navr�zen Louisem Bacheli�erem (1900) pro modelov�an�� cen akci�� na
pa�r���zsk�e burze. Nev�yhodou (1) je, �ze m�u�ze b�yt St < 0 d��ky Brownovu pohybu. Modelem,
kter�y odstra�nuje tento nedostatek, je tzv. Samuelson�uv model (1965)

St = S0 expf�t+ �Btg; (2)

kde S0 > 0, � � 0 a � > 0. Jde vlastn�e o multiplikativn�� verzi (1), kter�a vyhovuje
stochastick�e diferenci�aln�� rovnici (d�ale jen SDR)

dSt
St

= �dBt +

�
�+

�2

2

�
dt

a naz�yv�a se geometrick�y Brown�uv pohyb. Model (2) se ale neum�� vyrovnat s n�asleduj��c��m
probl�emem. Pokud z aktiv, b�e�zn�e pozorovan�ych na �nan�cn��ch trz��ch, utvo�r��me logaritmick�e
p�r��r�ustky, jejich empirick�e rozd�elen�� vykazuje t�e�zk�e chvosty a asymetrii.

Mo�znost��, jak zachytit empirick�e chov�an�� logaritmick�ych p�r��r�ustk�u, je uva�zovat, �ze
volatilita � aktiva St nen�� v �case konstantn��, ale �ze se s n��m m�en�� n�ahodn�e. Zav�ad��me
proto pojem stochastick�a volatilita. Mezi modely stochastick�e volatility pat�r�� nap�r. GARCH
model, skokov�e-dif�uzn�� model, Heston�uv model �ci Variance-Gamma model1. V�et�sinou se
jedn�a o model, kde logaritmick�e p�r��r�ustky maj�� norm�aln�� rozd�elen�� s dynamicky se m�en��c��m
rozptylem, kter�y je zalo�zen na tzv. L�evyho procesu. L�evyho proces m�a v�et�sinou skokovit�y
charakter, nebot' empirick�e trajektorie cen aktiva obsahuj�� skoky.

Jednou z hlavn��ch pot���z�� p�ri pr�aci s t�emito modely je to, �ze skute�cnou okam�zitou volati-
litu nelze na trhu pozorovat (lze pozorovat pouze logaritmick�e p�r��r�ustky), a proto mus�� b�yt
modelov�ana jako skryt�y stav. Jednou z mo�znost��, jak ji modelovat, je pou�z��t bayesovsk�e
z�av�ery zalo�zen�e na Markov chain Monte Carlo (d�ale jen MCMC ) metod�ach.

1 �cten�a�re odkazujeme nap�r. na Cont a Tankov [3]



Model pro tuto pr�aci vych�az�� z �cl�anku Dellaportas, Papaspiliopoulos a Roberts [4].
Uva�zujeme model stochastick�e volatility, kde p�redpokl�ad�ame, �ze logaritmus ceny aktiva
je �re�sen��m SDR bez driftov�e slo�zky. Slo�zku volatility p�ritom modelujeme jako stacion�arn��,
skryt�y Ornstein�uv-Uhlenbeck�uv (d�ale jenOU ) proces, kter�y je �r��zen negaussovsk�ym L�evyho
procesem. Za t�eto speci�kace m�a volatilita skokov�e p�r��r�ustky a kles�a exponenci�aln�e, kde
�casy skok�u a jim odpov��daj��c�� velikosti jsou �r��zeny rozd�elen��m p�r��r�ustk�u negaussovsk�eho
L�evyho procesu. Za �r��d��c�� L�evyho proces vol��me slo�zen�y Poisson�uv proces, kde �casy ud�alost��
tvo�r�� Poisson�uv proces s kone�cnou intenzitou a odpov��daj��c�� velikosti skok�u jsou nez�avisl�e
stejn�e rozd�elen�e kladn�e n�ahodn�e veli�ciny s exponenci�aln��m rozd�elen��m. D�ule�zit�ym faktorem
je, �ze kladnost skok�u slo�zen�eho Poissonova procesu implikuje nejenom kladnost cel�e jeho
trajektorie, ale i kladnost cel�e stochastick�e volatility (viz obr�azek 1). V�ysledn�y OU proces
m�a nav��c gamma rozd�elen�� jako sv�e margin�aln�� rozd�elen��. Z�av�ery o parametrech modelu
prov�ad��me metodami bayesovsk�e anal�yzy s pou�zit��m MCMC algoritmu, kter�y je zalo�zen na
standardn�� hierarchick�e parametrizaci a augmentaci dat. C��lem je vyj�ad�rit nepozorovan�y
proces stochastick�e volatility pro pozorovanou cenu �nan�cn��ho aktiva.
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Obr�azek 1: �R��d��c�� L�evyho proces (vlevo) a k n�emu p�r��slu�sn�a stochastick�a volatilita (vpravo).
Vodorovn�a osa ud�av�a sledovan�y �casov�y horizont ve dnech.

Pr�ace je �clen�ena n�asledovn�e. V prvn�� kapitole uv�ad��me z�akladn�� poznatky z teorie
L�evyho proces�u, obecn�ych OU proces�u, bodov�ych proces�u, MCMC metod a stochastick�eho
integr�alu. Tato kapitola slou�z�� p�redev�s��m jako teoretick�y z�aklad pro dal�s�� kapitoly. Druh�a
kapitola uv�ad�� model, kter�y uva�zujeme. Nejprve motivujeme jeho zaveden��, posl�eze ho
popisujeme a nakonec tvo�r��me MCMC metodologii pro jeho bayesovsk�e vyhodnocen��.
T�ret�� kapitola uv�ad�� praktick�e vyhodnocen�� modelu pomoc�� MCMC metodologie, kter�a
je nast��n�ena v druh�e kapitole na simulovan�ych a re�aln�ych datech (kurz americk�eho dolaru
v�u�ci britsk�e lib�re). MCMC algoritmus, ve�sker�e grafy a dodate�cn�e v�ypo�cty prov�ad��me ve
statistick�em softwaru R; CD s algoritmem se nach�az�� v p�r��loze.



Kapitola 1

Teoretick�e z�aklady

1.1 L�evyho procesy

1.1.1 L�evyho procesy a neomezen�e d�eliteln�a rozd�elen��

Necht' (
;F ;P) je pravd�epodobnostn�� prostor.
De�nice 1.1. Funkce f : h0; T i ! R

d je c�adl�ag funkce, jestli�ze pro ka�zd�e t 2 h0; T i,
kde T > 0

a) existuj�� vlastn�� limity f(t�) = limx!t� f(x) a f(t+) = limx!t+ f(x)

b) plat�� f(t) = f(t+)

Pozn�amka 1.1. C�adl�ag funkce mohou m��t body nespojitosti. Pokud tedy t bude takov�y
bod nespojitosti, budeme zna�cit �f(t) = f(t)� f(t�). �

De�nice 1.2. L�evyho proces1 je c�adl�ag2 n�ahodn�y proces (Zt)t�0 na prostoru (
;F ;P)
s hodnotami v Rd (d�ale jen na Rd), jestli�ze

a) Z0 = 0 skoro jist�e (po�c�atek je v nule)

b) pro ka�zd�e n 2 N a pro ka�zd�e d�elen�� 0 � t0 � : : : � tn jsou n�ahodn�e veli�ciny Zt0 ,
Zt1 � Zt0 , : : :, Ztn � Ztn�1 nez�avisl�e (nez�avisl�e p�r��r�ustky)

c) Zt+h � Zt
d
= Zh pro ka�zd�e t � 0, h � 0 (stacion�arn�� p�r��r�ustky)

d) pro ka�zd�e " > 0 je limh!0 P(kZt+h � Ztk � ") = 0 (spojitost podle pravd�epodobnosti)

1 n�ekdy t�e�z homogenn�� L�evyho proces
2 p�r��vlastek c�adl�ag v de�nici m�u�zeme vynechat, nebot' podle Sato [13] Theorem 11.5 lze uk�azat, �ze

ka�zd�y L�evyho proces m�a jednozna�cn�e ur�cenou modi�kaci, kter�a je c�adl�ag

1



1.1 L�evyho procesy 2

Pozn�amka 1.2. Z�akladn�� p�redstavitele L�evyho proces�u jsou standardn�� Brown�uv pohyb (viz
de�nice 1.37) a Poisson�uv proces (viz de�nice 1.15). Pro dal�s�� informace o t�echto procesech
odkazujeme �cten�a�re nap�r. na knihu Sato [13], Chapter 1. �
De�nice 1.3. Pravd�epodobnostn�� rozd�elen�� F na Rd se naz�yv�a neomezen�e d�eliteln�e
rozd�elen��, jestli�ze pro ka�zd�e n 2 N existuj�� nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e n�ahodn�e veli�ciny

Y1; : : : ; Yn, jejich�z rozd�elen�� je Fn tak, �ze n�ahodn�a veli�cina Y
d
=
Pn

k=1 Yk a m�a rozd�elen�� F .

Mezi L�evyho procesy a neomezen�e d�eliteln�ymi rozd�elen��mi existuje t�esn�a souvislost.
Necht' (Zt) je L�evyho proces na R

d. Polo�zme tk =
kt
n
, kde k = 0; : : : ; n a t > 0, a ozna�cme

F = L(Zt) a Fk = L(Ztk � Ztk�1). Proto�ze

Zt = (Zt1 � Zt0) + � � �+ (Ztn � Ztn�1)

je podle de�nice L�evyho procesu sou�cet n nez�avisl�ych stejn�e rozd�elen�ych n�ahodn�ych veli�cin,
dost�av�ame neomezenou d�elitelnost. Pokud d�ale tn�tn�1 = : : : = t1�t0 = 1, plat�� s vyu�zit��m
nez�avislosti a stacionarity p�r��r�ustk�u L�evyho procesu (Zt), �ze

Zt
d
= tZ1

K rozd�elen�� cel�eho L�evyho procesu (Zt) tedy sta�c�� zn�at jeho rozd�elen�� v �case 1.

V�eta 1.1. Necht' (Zt)t�0 je L�evyho proces na R
d. Potom pro ka�zd�e t � 0 je rozd�elen��

n�ahodn�eho vektoru Zt neomezen�e d�eliteln�e. Naopak, kdy�z F je neomezen�e d�eliteln�e rozd�elen��,
potom existuje L�evyho proces (Zt)t�0 takov�y, �ze rozd�elen�� n�ahodn�eho vektoru Z1 je d�ano F .

D�UKAZ: Sato [13], Theorem 7.10, str. 35 �

1.1.2 Reprezentace L�evyho procesu

Pojd'me se pod��vat na strukturu rozd�elen�� L�evyho procesu (Zt). V��me, �ze rozd�elen�� re�aln�eho
n�ahodn�eho vektoru je jednozna�cn�e ur�ceno jeho charakteristickou funkc��3. De�nujme proto
charakteristickou funkci re�aln�eho n�ahodn�eho vektoru Zt na R

d jako

�t(z) � �Zt(z) � E expfihz; Ztig;
kde z 2 Rd. Necht' Zt+s = Zs + (Zt+s � Zs) pro t > s. Potom

�t+s(z) = �Zt+s
(z) = �Zs(z)�Zt+s�Zs(z) = �Zs(z)�Zt(z) = �s(z)�t(z);

kde jsme vyu�zili nez�avislosti a stacionarity p�r��r�ustk�u Zt+s�Zt a Zs. Stochastick�a spojitost
(Zt) implikuje, �ze Zt ! Zs pro t ! s. Podle tvrzen�� v Cont a Tankov [3] na str. 36 d�ale
plat��, �ze �Zt ! �Zs pro t ! s. Z uveden�ych vlastnost�� dost�av�ame, �ze charakteristick�a
funkce L�evyho procesu (Zt) m�a exponenci�aln�� charakter.

3 viz Sato [13], Proposition 2.5 (ii)



1.1 L�evyho procesy 3

De�nice 1.4. Necht' (Zt)t�0 je L�evyho proces na R
d. M��ra � na Rd de�novan�a p�redpisem

�(A) = E[#ft 2 h0; 1i : �Zt 6= 0;�Zt 2 Ag];
kde A 2 B(Rd) a �Zt = Zt � Zt� se naz�yv�a L�evyho m��ra procesu Zt.

Pozn�amka 1.3. L�evyho m��ra ud�av�a st�redn�� po�cet skok�u za jednotku �casu, jejich�z velikost
n�ale�z�� do borelovsk�e mno�ziny A na Rd. �

V�eta 1.2 (L�evyho-Chin�cinova reprezentace (I)). Polo�zme D = fx 2 Rd : kxk � 1g.
(i) Necht' F je neomezen�e d�eliteln�e rozd�elen�� s charakteristickou funkc�� �F na Rd. Potom

�F (z) = expf	(z)g;
	(z) = �1

2
hz; Azi+ ih; zi+

Z
Rd

(eihz;xi � 1� ihz; xiID(x))�(dx); (1.1)

kde z 2 R
d, A je symetrick�a pozitivn�e semide�nitn�� d � d gaussovsk�a kovarian�cn��

matice,  2 Rd a � je L�evyho m��ra na Rd spl�nuj��c�� �(f0g) = 0 a podm��nkyZ
kxk�1

kxk2�(dx) < +1 &

Z
kxk�1

�(dx) < +1 (1.2)

(ii) Reprezentace funkce �F (z) je jednozna�cn�e ur�cena trojic�� (A; �; )

(iii) Pokud m�ame d�anu trojici (A; �; ) spl�nuj��c�� (1.2), potom existuje neomezen�e d�eliteln�e
rozd�elen�� F , jeho�z charakteristick�a funkce je d�ana exponentem (1.1)

D�UKAZ: Sato [13], Theorem 8.1, str. 40, 41, 44 a 45 �

De�nice 1.5. Pro rozd�elen�� F a jeho charakteristickou funkci �F z p�redchoz�� v�ety je

� trojice (A; �; ) charakteristick�a trojice rozd�elen�� F

� funkce 	(z) = lnf�F (z)g charakteristick�y exponent rozd�elen�� F

Pozn�amka 1.4. Integrand v (1.1) je integrovateln�y vzhledem k m���re �, nebot' je omezen�y
na jak�emkoliv okol�� bodu nula a pro kxk ! 0 je

expfihz; xig � 1� ihz; xiID(x) = O(kxk2);
pro pevn�e z 2 R

d. Samoz�rejm�e konvergentn�� integr�al v (1.1) lze z��skat i jinak. Uva�zujme
omezen�e m�e�riteln�e funkce c : Rd ! R spl�nuj��c��

c(x) = 1 + o(kxk); kxk ! 0

c(x) = O(kxk); kxk ! +1



1.1 L�evyho procesy 4

Potom (1.1) lze p�repsat na

	(z) = �1

2
hz; Azi+ ihc; zi+

Z
Rd

(expfihz; xig � 1� ihz; xic(x))�(dx);

kde c 2 Rd de�nujeme p�redpisem

c =  +

Z
Rd

x(c(x)� ID(x))�(dx)

Funkce c se naz�yv�a usek�avac�� funkce a (A; �; c) charakteristick�a trojice vzhledem k usek�avac��
funkci c. Zd�urazn�eme, �ze zm�ena usek�avac�� funkce nem�a vliv na L�evyho m��ru �, ani na
matici A, ale pouze na . �
Pozn�amka 1.5. Podm��nka (1.2) klade n�aroky na charakter skokovosti procesu. Konkr�etn�e
t�reba podm��nka Z

kxk�1

�(dx) < +1

znamen�a, �ze skok�u L�evyho procesu (Zt) v�et�s��ch ne�z 1 je jen kone�cn�e mnoho. �
L�evyho-Chin�cinova reprezentace vych�azela z toho, �ze neomezen�e d�eliteln�e rozd�elen�� je

rozd�elen�� n�ejak�eho L�evyho procesu v �case t = 1. Pokud uva�zujeme charakteristickou trojici
ve tvaru (tA; t�; t), kde t 2 R

d, potom charakteristick�y exponent v (1.1) m�a tvar t	(z).
Dostaneme tak reprezentaci Zt pro ka�zd�e t � 0.

V�eta 1.3 (L�evyho-Chin�cinova reprezentace (II)). Necht' (Zt) je L�evyho proces na Rd.
Potom existuje spojit�a funkce 	 : Rd ! C takov�a, �ze

E expfihz; Ztig = expft	(z)g;

kde z 2 Rd a 	(z) je funkce de�nov�ana v (1.1).

Pod��vejme se je�st�e na strukturu trajektori�� L�evyho procesu (Zt).

V�eta 1.4 (L�evyho-Itô�uv rozklad (I)). Necht' (Zt)t�0 je L�evyho proces na Rd a � jeho
L�evyho m��ra. De�nujme

JZ(B) = #fs > 0 : �Zs 6= 0; (s;�Zs) 2 Bg; B 2 B�(0;+1)� R
d
�
; (1.3)

tedy po�cet skok�u L�evyho procesu (Zt) n�ale�zej��c��ch do borelovsk�e mno�ziny B. Potom

(i) � je Radonova m��ra na Rd n f0g spl�nuj��c��Z
kxk�1

kxk2�(dx) < +1 &

Z
kxk�1

�(dx) < +1 (1.4)
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(ii) skokov�a m��ra JZ je Poissonova n�ahodn�a m��ra4 na h0;+1) � R
d s m��rou intenzity

�(dx)dt

(iii) existuje vektor  a d-dimenzion�aln�� Brown�uv pohyb5 (Bt)t�0 s kovarian�cn�� matic�� A
tak, �ze

Zt = Zc
t + Z l

t + lim
�!0+

~Z�
t ; (1.5)

kde je

Zc
t = t+Bt

Z l
t =

Z
kxk�1; s2h0;ti

xJZ(ds� dx)

~Z�
t =

Z
��kxk<1; s2h0;ti

xfJZ(ds� dx)� �(dx)dsg

�Cleny v (1.5) jsou nez�avisl�e a konvergence posledn��ho �clenu je stejnom�ern�a pro ka�zd�e
t 2 h0; T i skoro jist�e.

D�UKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.7, str. 81 �

Pozn�amka 1.6. K L�evyho-Itôovu rozkladu se stejn�e jako v L�evyho-Chin�cinov�e reprezentaci
v�a�ze charakteristick�a trojice (A; �; ), kter�a je ur�cena jednozna�cn�e. �Clen Zc

t je spojit�y
gaussovsk�y L�evyho proces, kter�y lze popsat driftem  a kovarian�cn�� matic�� A obecn�eho
Brownova pohybu. Zbyl�e dva �cleny v (1.5) jsou nespojit�e procesy v�cle�nuj��c�� do L�evyho
procesu (Zt) skoky, kter�e popisuje L�evyho m��ra �.

D��ky �clenu lim�!0+
~Z�
t m�u�ze m��t proces (Zt) nekone�cn�e mnoho skok�u na omezen�em

�casov�em intervalu, ale a�z na kone�cn�e mnoho jsou v�sechny men�s�� ne�z libovoln�e kladn�e �.
Kompenzace L�evyho m��ry � m��rou JZ je z d�uvod�u konvergence. L�evyho m��ra � toti�z m�u�ze
m��t nekone�cn�e mnoho mal�ych atom�u v okol�� nuly a jejich suma nemus�� konvergovat. �

1.1.3 Slo�zen�y Poisson�uv proces

De�nice 1.6. N�ahodn�y proces (Xt)t�0 na R
d je slo�zen�y Poisson�uv proces s intenzitou

� > 0 a rozd�elen��m velikosti skok�u f na Rd, jestli�ze je ve tvaru

Xt =
NtX
i=1

Yi;

kde velikosti skok�u Yi jsou nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e n�ahodn�e veli�ciny s rozd�elen��m f
a (Nt)t�0 je Poisson�uv proces s intenzitou � nez�avisl�y na (Yi)i�1, kde i 2 N.

4 viz de�nice 1.17
5 zde m�ame na mysli Brown�uv pohyb s libovolnou kovarian�cn�� matic�� A na rozd��l od standardn��ho

Brownova pohybu, kter�y m�a jednotkovou kovarian�cn�� matici
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Pozn�amka 1.7. Slo�zen�y Poisson�uv proces, kter�ym se v t�eto pr�aci budeme zab�yvat, pat�r��
mezi nejzn�am�ej�s�� L�evyho procesy. Poznamenejme, �ze pokud plat�� Yi = 1 pro ka�zd�e i 2 N,
dost�av�ame de�nici Poissonova procesu. �
Pozn�amka 1.8. Z de�nice slo�zen�eho Poissonova procesu m�u�zeme odvodit tyto vlastnosti:

1. trajektorie procesu (Xt)t�0 jsou po �c�astech konstantn�� funkce

2. �casy skok�u (Ti)i�1 maj�� stejn�e rozd�elen�� jako Poisson�uv proces (Nt)t�0

3. velikosti skok�u (Yi) jsou nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e n�ahodn�e veli�ciny s rozd�elen��m f

�
Uved'me nyn�� reprezentaci slo�zen�eho Poissonova procesu

V�eta 1.5. Necht' (Xt) je slo�zen�y Poisson�uv proces na R
d. Potom jeho charakteristick�a

funkce m�a reprezentaci

E[expfihu;Xtig] = expft�
Z
Rd

(eihu;xi � 1)f(dx)g

pro ka�zd�e u 2 Rd.

D�UKAZ: P�r��m�ym v�ypo�ctem

E expfihu;Xtig = E

�
E
�
exp

�
i


u;

N(t)X
k=1

Yk
�	

jN(t)
��

=

+1X
n=0

�
E exp

�
i


u;

nX
k=1

Yk
�	
:P(N(t) = n)

�

=

+1X
n=0

�� nY
k=1

E expfihu; Ykig

�
(�t)n

n!
expf��tg

�

Proto�ze Yk, kde k 2 N, jsou z de�nice slo�zen�eho Poissonova procesu nez�avisl�e stejn�e
rozd�elen�e n�ahodn�e veli�ciny s rozd�elen��m f , ozna�c��me-li jeho p�r��slu�snou charakteristickou
funkci �f , dostaneme

+1X
n=0

��
�f (u)

�n (�t)n
n!

expf��tg
�
= expf��tg

+1X
n=0

(�t�f (u))
n

n!
= expf�t(�f (u)� 1)g;

co�z d�av�a po�zadovan�e tvrzen�� p�repisem argumentu exponenci�aly do integr�aln��ho tvaru. �

Pozn�amka 1.9. Polo�z��me-li �(dx) = �f(dx), lze tvrzen�� p�redchoz�� v�ety napsat

E[expfihu;Xtig] = exp

�
t

Z
Rd

(expfihu; xig � 1)�(dx)

�
;

kde u 2 Rd a tvar charakteristick�eho exponentu v (1.1) je

	(z) =

Z
Rd

(expfihu; xig � 1)�(dx);
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co�z d�av�a speci�aln�� tvar L�evyho-Chin�cinovy reprezentace (1.1). Proto � je L�evyho m��ra
procesu (Xt), kter�a ov�sem nen�� m��rou pravd�epodobnostn��, nebot' pro � 6= 1Z

Rd

�(dx) =

Z
Rd

�f(dx) = � 6= 1

�

V�eta 1.6. Proces (Xt) je slo�zen�y Poisson�uv proces na R
d pr�av�e tehdy, kdy�z je L�evyho proces

a jeho trajektorie jsou po �c�astech konstantn�� funkce.

D�UKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.3, str. 72 { 74 �

P�redchoz�� v�eta m�a pro n�as velk�y v�yznam, nebot' pomoc�� n�� lze odvodit charakteristickou
trojici (A; �; ) pro obecn�y L�evyho proces (Zt), kter�y m�a po �c�astech konstantn�� trajektorie.
Porovnejme charakteristick�y exponent slo�zen�eho Poissonova procesu a L�evyho-Chin�cinovy
reprezentace (1.1). Jestli�ze mus�� platit

�1

2
hz; Azi+ ih; zi+

Z
Rd

(eihz;xi � 1� ihz; xiIkxk�1(x))�(dx) =
Z
Rd

(eihz;xi � 1)�(dx);

potom v�ysledkem je n�asleduj��c�� v�eta, kde 0d�d zna�c�� nulovou d� d matici.

V�eta 1.7. L�evyho proces (Zt) na R
d m�a po �c�astech konstantn�� trajektorie pr�av�e tehdy,

kdy�z pro jeho charakteristickou trojici (A; �; ) plat��

A = 0d�d;

Z
Rd

�(dx) < +1;  =

Z
kxk�1

x�(dx)

D�UKAZ: Sato [13], Theorem 21.5, str. 137 �

Pozn�amka 1.10. Ekvivalentn�� p�repis pomoc�� charakteristick�eho exponentu je

	(z) =

Z
Rd

(eihz;xi � 1)�(dx);

kde podm��nka na L�evyho m��ru je �(Rd) < +1. �
V dal�s��m n�as budou zaj��mat L�evyho procesy, kter�e maj�� kone�cnou variaci.

De�nice 1.7. Necht' D = fa = t0 < t1 < : : : < tn�1 < tn = bg je kone�cn�e d�elen�� intervalu
ha; bi. Tot�aln�� variace funkce f:ha; bi ! R

d se de�nuje p�redpisem

TV (f) = sup
D

nX
i=1

kf(ti)� f(ti�1)k

Pokud TV (f) < +1, �rekneme, �ze f je funkce s kone�cnou variac��.
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V�eta 1.8. L�evyho proces (Zt) na R
d m�a kone�cnou variaci, pr�av�e kdy�z jeho charakteristick�a

trojice (A; �; ) spl�nuje

A = 0d�d &

Z
kxk�1

kxk�(dx) < +1

D�UKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.9, str. 86 �

D�usledek 1.1 (L�evyho-Itô�uv rozklad (II), L�evyho-Chin�cinova reprezentace (III)).
Necht' (Zt) je L�evyho proces na R

d s kone�cnou variac�� a charakteristickou trojic�� (0d�d; �; ).
Potom plat��

Zt = bt+

Z
h0;ti�Rd

xJZ(ds� dx) (L�evy-Itô)

E expfihz; Ztig = exp

�
t

�
ihb; zi+

Z
Rd

(eihz;xi � 1)�(dx)

��
; (L�evy-Chin�cin)

kde b =  � R
kxk�1

x�(dx). �

Pozn�amka 1.11. Charakteristick�a trojice L�evyho procesu (Zt) je d�ana v tomto p�r��pad�e
(0d�d; �; ) a nikoliv (0d�d; �; b), jak bychom se mohli na prvn�� pohled domn��vat. Slo�zku bt
interpretujeme v L�evyho-Chin�cinov�e reprezentaci jako spojitou �c�ast L�evyho procesu (Zt).

�
Krom�e uva�zov�an�� L�evyho proces�u s kone�cnou variac�� budeme uva�zovat i L�evyho procesy,
kter�e jsou subordin�atory.

De�nice 1.8. �Rekneme, �ze L�evyho proces (Zt) na R je subordin�ator, jestli�ze jsou v�sechny
jeho trajektorie neklesaj��c�� funkce skoro jist�e.

Pozn�amka 1.12. Pojem subordin�atoru poch�az�� z toho, �ze ho lze pou�z��t jako �casov�e zm�eny
pro jin�y L�evyho proces, co�z je d�ule�zit�e p�ri budov�an�� �nan�cn��ch model�u zalo�zen�ych pr�av�e
na L�evyho procesech. �
V�eta 1.9 (Vlastnosti subordin�atoru). Necht' (Zt)t�0 je L�evyho proces na R. Potom je
ekvivalentn��:

(i) Zt � 0 skoro jist�e pro n�ejak�e t > 0

(ii) Zt � 0 skoro jist�e pro ka�zd�e t > 0

(iii) trajektorie (Zt) jsou skoro jist�e neklesaj��c��, tzn. t � s) Zt � Zs

(iv) pro charakteristickou trojici (A; �; ) plat��

A = 0; �((�1; 0i) = 0;

Z +1

0

(x ^ 1)�(dx) < +1; b � 0



1.2 Bodov�e procesy 9

D�UKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.10, str. 88 �

Pozn�amka 1.13. Pro podm��nky v (iv) vych�az��me z L�evyho-Chin�cinovy reprezentace (III).
Vzhledem k tomu, �ze m�ame neklesaj��c�� L�evyho proces (Zt), tento m�a kone�cnou variaci.
Proto�ze operujeme na R, plat�� A = 0 a

R
jxj�1

x�(dx) < +1. Pro neklesaj��c�� trajektorie

d�ale nem�ame �z�adn�e z�aporn�e skoky, proto i �((�1; 0i) = 0. �

1.2 Bodov�e procesy

Bodov�e procesy m�u�zeme obecn�e de�novat na �upln�ych separabiln��ch lok�aln�e kompaktn��ch
metrick�ych prostorech (viz Rataj [12]). Pro �u�cely t�eto pr�ace si vysta�c��me s bodov�ymi
procesy na d-rozm�ern�em eukleidovsk�em prostoru (viz M�ller a Waagepetersen [9]).

1.2.1 Z�aklady

Necht' Bd je syst�em borelovsk�ych podmno�zin Rd a Bd
0 � Bd je syst�em omezen�ych borelovsk�ych

mno�zin. De�nujme prostor lok�aln�e kone�cn�ych podmno�zin R
d jako

N = f� � R
d : �(B) < +1 pro ka�zd�e B 2 Bd

0g;

kde �(B) ozna�cuje po�cet bod�u mno�ziny � \B. Na N zavedeme �-algebru N n�asledovn�e:

N = �ff� 2 N : �(B) = mg; m 2 N0; B 2 Bd
0g

De�nice 1.9. Uved'me n�ekolik de�nic:

(a) bodov�y proces � je m�e�riteln�e zobrazen�� � : (
;F ;P) ! (N ;N); kde (
;F ;P) je
pravd�epodobnostn�� prostor

(b) rozd�elen�� bodov�eho procesu je m��ra � na (N ;N) de�novan�a �(A) = P(� 2 A);
kde mno�zina A 2 N

(c) kone�cn�y bodov�y proces je proces, pro n�ej�z plat�� �(Rd) < +1 skoro jist�e

Pozn�amka 1.14. V de�nici bodov�eho procesu p�ripou�st��me pouze tzv. jednoduch�y bodov�y
proces, kde skoro v�sechny jeho realizace maj�� navz�ajem r�uzn�e body. �

V�eta 1.10. � je bodov�y proces, pr�av�e kdy�z �(B) je n�ahodn�a veli�cina pro ka�zd�e B 2 Bd
0.

D�UKAZ:
"
=)": de�nice bodov�eho procesu,

"
(=": Rataj [12], V�eta 3.1, str. 15 �

De�nice 1.10. Necht' � je bodov�y proces. Pr�azdn�e pravd�epodobnosti procesu � jsou
pravd�epodobnosti P(�(B) = 0), kde B 2 Bd

0 .
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V�eta 1.11. Rozd�elen�� procesu � je jednozna�cn�e ur�ceno pr�azdn�ymi pravd�epodobnostmi.

D�UKAZ: Rataj [12], D�usledek 4.2, str. 20 �

De�nice 1.11. M��ra intenzity pro bodov�y proces � se de�nuje p�redpisem

�(B) = E�(B);

kde mno�zina B 2 Bd.

Pozn�amka 1.15. M��ra intenzity ud�av�a st�redn�� po�cet bod�u procesu � v mno�zin�e B. Pokud
existuje hustota ~� m��ry � vzhledem k Lebesgueov�e m���re, tzn.

�(B) =

Z
B

~�(x)dx;

kde B 2 Bd, potom se ~� naz�yv�a funkce intenzity. �
De�nice 1.12. �Rekneme, �ze m��ra � je

� dif�uzn�� m��ra, jestli�ze plat�� �(fxg) = 0 pro ka�zd�e x 2 Rd

� lok�aln�e kone�cn�a m��ra, jestli�ze ka�zd�e omezen�e mno�zin�e p�ri�razuje kone�cnou m��ru

De�nice 1.13. Necht' � je dif�uzn�� lok�aln�e kone�cn�a m��ra na R
d. Poisson�uv bodov�y

proces je proces � takov�y, �ze

(i) �(B) � Po(�(B)) pro ka�zdou mno�zinu B 2 Bd
0

(ii) �(B1);�(B2); : : : ;�(Bn) jsou nez�avisl�e n�ahodn�e veli�ciny a pro ka�zd�e n 2 N jsou
B1; : : : ; Bn 2 Bd

0 po dvou disjunktn�� mno�ziny

V�eta 1.12. Poisson�uv bodov�y proces � existuje a je jednozna�cn�e ur�cen m��rou intenzity.

D�UKAZ: M�ller a Waagepetersen [9], Theorem 3.1, str. 16 �

V�eta 1.13. Necht' P , resp. Q, jsou rozd�elen�� Poissonov�ych proces�u s m��rami intenzit �P (�),
resp. �Q(�), tak, �ze �P (S)+�Q(S) < +1, kde S 2 Bd

0. Necht' m��ra �P je absolutn�e spojit�a
vzhledem k m���re �Q s hustotou

f(x) =
�P (dx)

�Q(dx)

Potom m��ra P je absolutn�e spojit�a vzhledem k m���re Q a p�r��slu�sn�a Radonova-Nikod�ymova
derivace mezi t�emito dv�ema m��rami pro pevnou realizaci fx1; : : : ; xng 2 
 je d�ana vztahem

dP

dQ
= expf�Q(S)� �P (S)g

	(S)Y
i=1

f(xi); (1.6)

kde je sou�cin nahrazen 1, pokud 	(S) = 0.

D�UKAZ: Papaspiliopoulos [11], Lemma 5.1.4, str. 126 �
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1.2.2 Poissonova n�ahodn�a m��ra

De�nice 1.14. Necht' (
;F ;P) je pravd�epodobnostn�� prostor, B � F je �-algebra a (E; E)
je m�e�riteln�y prostor. Zobrazen��

� : E � 
! R

naz�yv�ame (E ;B)-n�ahodn�a pravd�epodobnostn�� m��ra, jestli�ze

(i) pro ka�zdou mno�zinu D 2 E je �(D; �) n�ahodn�a veli�cina na m�e�riteln�em prostoru (
;B)
(ii) �(E; �) = 1 skoro jist�e a pro ka�zdou mno�zinu D 2 E je �(D; �) � 0 skoro jist�e

(iii) pro ka�zdou posloupnost disjunktn��ch mno�zin Dn 2 E , kde n 2 N, plat��

�

�+1[
n=1

Dn; �
�
=

+1X
n=1

�(Dn; �) skoro jist�e

De�nice 1.15. Necht' f�igi2N je posloupnost nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�cin s rozd�elen��m
Exp(�) a Tn =

Pn

i=1 �i. Proces (Nt)t�0 de�novan�y

Nt =
X
n�1

It�Tn

se naz�yv�a Poisson�uv proces s intenzitou �, kde � > 0.

Pozn�amka 1.16. Poisson�uv proces je skokov�y proces, kter�y po�c��t�a po�cet n�ahodn�ych �cas�u
ud�alost�� (Tn), kter�e se vyskytly mezi �casy 0 a t, kde (Tn�Tn�1)n2N je posloupnost nez�avisl�ych
stejn�e rozd�elen�ych exponenci�aln��ch n�ahodn�ych veli�cin. �

�Casy ud�alost�� T1; T2; : : : tvo�r�� n�ahodnou kon�guraci na intervalu h0;+1), na jej��m�z
z�aklad�e lze de�novat �c��tac�� m��ru M po�c��taj��c�� po�cet �cas�u ud�alost��. Polo�zme

M(A; !) = #fi 2 N; Ti(!) 2 Ag;
kde A 2 B(R+). Z�rejm�e M(�; !) je kladn�a, celo�c��seln�a m��ra, kter�a je s pravd�epodobnost�� 1
kone�cn�a pro jakoukoliv omezenou mno�zinu A. Je to tedy n�ahodn�a m��ra.

De�nice 1.16. Necht' E 2 Bd. Radonova m��ra � na m�e�riteln�em prostoru (E;Bd) je
takov�a m��ra, �ze pro ka�zdou kompaktn�� m�e�ritelnou mno�zinu B 2 Bd plat�� �(B) < +1.

De�nice 1.17. Necht' (
;F ;P) je pravd�epodobnostn�� prostor, E 2 Bd a � je kladn�a
Radonova m��ra na (E; E), kde �-algebra E = fE \ B;B 2 Bdg. Poissonova n�ahodn�a
m��ra na E s m��rou intenzity � je celo�c��seln�a n�ahodn�a m��ra

M : E � 
 ! N

(A; !) 7! M(A; !)

takov�a, �ze plat��
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(i) pro skoro v�sechna ! 2 
, je M(�; !) je celo�c��seln�a Radonova m��ra
(ii) pro ka�zdou m�e�ritelnou mno�zinu A � E plat��, �ze M(A) � Po(�(A))

(iii) pro disjunktn�� m�e�riteln�e mno�ziny A1; : : : ; An 2 E jsou M(A1); : : : ;M(An) nez�avisl�e
n�ahodn�e veli�ciny

Uved'me je�st�e existen�cn�� v�ysledek pro Poissonovu n�ahodnou m��ru.

V�eta 1.14. Pro libovolnou n�ahodnou m��ru � na mno�zin�e E 2 Bd existuje Poissonova
n�ahodn�a m��ra M na mno�zin�e E s intenzitou �.

D�UKAZ: P�redvedeme pouze p�r��pad �(E) < +1. Pro p�r��pad �(E) = +1 odkazujeme na
Cont a Tankov [3], PROPOSITION 2.14, str. 58. M��ru M zkonstruujeme z posloupnosti
nez�avisl�ych n�ahodn�ych veli�cin v t�echto kroc��ch:

1. uva�zujeme X1; X2; : : : nez�avisl�e stejn�e rozd�elen�e n�ahodn�e veli�ciny takov�e, �ze plat��
P(Xi 2 A) = �(A)

�(E)

2. uva�zujeme M(E) jako n�ahodnou veli�cinu s Poissonov�ym rozd�elen��m se st�redn��
hodnotou �(E), kter�a je nez�avisl�a na Xi, kde i 2 N

3. pro ka�zdou mno�zinu A 2 E de�nujeme sou�cet M(A) =
PM(E)

i=1 IA(Xi)

Potom lze samoz�rejm�e snadno ov�e�rit, �ze M je Poissonova n�ahodn�a m��ra s intenzitou �. �

Konstrukce dan�a v p�redchoz��m d�ukazu ukazuje, �ze libovolnou Poissonovu n�ahodnou
m��ru na E lze reprezentovat jako �c��tac�� m��ru sdru�zenou s n�ahodnou posloupnost�� z E.
Tedy pro n�ejakou n�ahodnou posloupnost fXn(!)gn2N a ka�zdou mno�zinu A 2 E lze ps�at

M(A; !) =
X
n�1

IA(Xn(!))

M je proto sou�cet Diracov�ych m�er � le�z��c��ch v bodech (Xn). Proto�ze po�zadujeme, abyM(A)
byla kone�cn�a m��ra pro libovoln�y kompakt A � E, dost�av�ame omezen�� na posloupnost (Xn),
kter�e znamen�a, aby mno�zina A \ fXngn�1 byla skoro jist�e kone�cn�a pr�av�e pro A � E.

Uva�zujme nyn�� Poissonovu n�ahodnou m��ru M na mno�zin�e E = h0; T i � R
d n f0g. Dle

p�redchoz��ho m�u�zeme M reprezentovat jako �c��tac�� m��ru sdru�zenou s n�ahodn�ymi dvojicemi
bod�u (Tn(!); Yn(!)) 2 E. Reprezentace pomoc�� Diracovy m��ry � je

M(�; !) =
X
n�1

�(Tn(!);Yn(!))

Pro ka�zd�e ! je M(!; �) m��ra na E a lze de�novat integr�al vzhledem k t�eto m���re, jeho�z
konstrukce prob��h�a standardn��m zp�usobem:
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1. Pro jednoduch�e funkce f =
Pn

i=1 ciIAi
de�nujeme

M(f) =
nX
i=1

ciM(Ai);

kde ci � 0 a Ai � E jsou disjunktn�� m�e�riteln�e mno�ziny. M(f) je n�ahodn�a veli�cina se
st�redn�� hodnotou E[M(f)] =

Pn

i=1 ci�(Ai).

2. Pro nez�aporn�e m�e�riteln�e funkce f : E ! h0;+1) de�nujeme

M(f) = lim
n!+1

M(fn);

kde fn % f je neklesaj��c�� posloupnost nez�aporn�ych jednoduch�ych funkc��. Podle
L�eviho v�ety o monot�onn�� konvergenci je M(f) n�ahodn�a veli�cina s hodnotami na
h0;+1) a se st�redn�� hodnotou E[M(f)] = �(f).

3. Pro m�e�riteln�e re�aln�e funkce f : E ! R ud�el�ame rozklad na kladnou f+ a z�apornou
�c�ast f�, tj. f = f+ � f�. Pokud funkce f spl�nuje

�(jf j) =
Z

h0;T i�Rdnf0g

jf(s; y)j�(ds� dy) < +1;

potom nez�aporn�e n�ahodn�e veli�ciny M(f+) a M(f�) maj�� kone�cnou st�redn�� hodnotu.
M(f+) a M(f�) jsou tedy skoro jist�e kone�cn�e a lze de�novat n�ahodnou veli�cinu
M(f) :=M(f+)�M(f�) se st�redn�� hodnotou

E[M(f)] = �(f) =

Z
h0;T i�Rd

f(s; y)�(ds� dy)

Vr�at��me-li se zp�et ke slo�zen�emu Poissonovu procesu (Xt), dost�av�ame integrac�� funkce f
vzhledem k n�ahodn�e m���re M

Xt(f) =

Z t

0

Z
Rdnf0g

f(s; y)M(ds dy) =
X

fn2N; Tn2h0;tig

f(Tn; Yn)

Proces (Xt(f))t2h0;T i je skokov�y proces, jen�z m�a skoky v n�ahodn�ych �casech Tn, a jeho skoky
maj�� velikosti f(Tn; Yn). Na z�aklad�e t�eto motivace lze tedy vyj�ad�rit slo�zen�y Poisson�uv
proces jako k�otovan�y bodov�y proces, jeho�z de�nici nyn�� p�ripomeneme.

De�nice 1.18. Necht'M je �upln�y separabiln�� metrick�y prostor. Tomuto prostoru budeme
�r��kat prostor k�ot. K�otovan�y bodov�y proces je n�ahodn�a posloupnost uspo�r�adan�ych
dvojic bod�u �m = f(Xn;Mn)g takov�ych, �ze � = [nXn tvo�r�� bodov�y proces na Rd a Mn

jsou n�ahodn�e elementy s hodnotami v M (k�oty).
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P�rede�sl�a motivace t�e�z znamen�a, �ze ka�zd�y slo�zen�y Poisson�uv proces (Xt) na R
d lze

ztoto�znit s n�ahodnou m��rou na mno�zin�eG = R
d�h0;+1) popisuj��c�� jeho skoky. Polo�z��me-li

pro libovolnou m�e�ritelnou mno�zinu B � G obdobn�e jako v (1.3)

JX(B) = #fs > 0 : �Xs 6= 0; (s;�Xs) 2 Bg; B 2 B(G);
potom pro ka�zdou m�e�ritelnou mno�zinuA � R

d m��ra JX(ht1; t2i�A), kde 0 � t1 < t2 < +1,
po�c��t�a po�cet skok�u mezi �casy t1 a t2.

V�eta 1.15. Necht' (Xt) je slo�zen�y Poisson�uv proces na R
d s intenzitou � a rozd�elen��m

velikost�� skok�u f. Potom skokov�a m��ra JX je Poissonova n�ahodn�a m��ra na Rd � h0;+1)
s m��rou intenzity

�(dx� dt) = �(dx)dt = �f(dx)dt

D�UKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.5, str. 76 a 77 �

1.3 Obecn�e Ornsteinovy-Uhlenbeckovy procesy

V t�eto sekci se bl���ze pod��v�ame na speci�aln�� t�r��du neomezen�e d�eliteln�ych rozd�elen�� a uvedeme
je do souvislosti s obecn�ymi OU procesy.

De�nice 1.19. Neomezen�e d�eliteln�e rozd�elen�� F na Rd je samorozlo�ziteln�e rozd�elen��,
jestli�ze pro ka�zd�e b > 1 existuje neomezen�e d�eliteln�e rozd�elen�� Gb tak, �ze pro p�r��slu�sn�e
charakteristick�e funkce plat��

�F (t) = �F

�
t

b

�
�Gb

(t);

kde t 2 Rd.

Pozn�amka 1.17. V dal�s��m uva�zujeme pouze jednorozm�ern�e samorozlo�ziteln�e rozd�elen��. �
N�a�s dal�s�� c��l je zjistit reprezentaci samorozlo�ziteln�eho rozd�elen�� pomoc�� L�evyho procesu.

De�nice 1.20. Necht' (Zt)t�0 je L�evyho proces na R.Obecn�y Ornstein�uv-Uhlenbeck�uv
proces (Yt)t�0 na R (d�ale jen proces OU typu) de�nujeme jako �re�sen�� rovnice

dYt = ��Yt dt+ dZt; (1.7)

kde � > 0 naz�yv�amem��ra kles�an�� (decay rate) a proces (Zt)t�0 naz�yv�ame �r��d��c�� L�evyho
proces (background driving L�evy process).

Pozn�amka 1.18. Alternativn�� de�nic�� obecn�eho OU procesu je p�r��mo zaps�an�� jeho �re�sen��

Yt = Y0 expf��tg+
Z t

0

expf��(t� s)gdZs; (1.8)

kde t � 0 a � > 0. Tento zp�usob lze nal�ezt v Cont a Tankov [3] na str. 481, kde se z�arove�n
ov�e�ruje, �ze toto �re�sen�� vyhovuje rovnici (1.7). Za proces (Zt) budeme uva�zovat skokov�y
proces na R s kone�cnou variac��, kter�y je subordin�ator. �
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De�nice 1.21. Stacion�arn�� proces OU typu je proces (Yt)t�0 na R, pro kter�y plat��

Yt =

Z t

�1

expf��(t� s)gdZ(�s); (1.9)

kde � > 0, a (Zt)t�0 je L�evyho proces na R.

Neobvykl�a �casov�a transformace u L�evyho procesu (Zt) v (1.9) je z�am�ern�e zvolena, nebot'

nem�a vliv na rozd�elen�� OU procesu (Yt) (viz Barndor�-Nielsen a Shephard [1], str. 168).
Tuto transformaci budeme v dal�s��m uva�zovat jak pro (1.7), tak pro (1.8).

V�eta 1.16. Necht' Y je samorozlo�ziteln�a n�ahodn�a veli�cina. Potom existuje stacion�arn��
n�ahodn�y proces (Yt)t�0 na R a L�evyho proces (Zt)t�0 na R tak, �ze

(i) L(Yt) = L(Y ) pro ka�zd�e t � 0

(ii) pro ka�zd�e � > 0 lze (Yt) reprezentovat (1.9)

Naopak, pokud (Yt) je stacion�arn�� proces na R a (Zt), je L�evyho proces na R tak, �ze plat�� (i)
a tyto spl�nuj�� rovnici (1.9) pro ka�zd�e � > 0, potom Y je samorozlo�ziteln�a n�ahodn�a veli�cina.

D�UKAZ: Barndor�-Nielsen a Shephard [1], Theorem 1, str. 172 �

Pokud m�ame d�ano jednodimenzion�aln�� rozd�elen�� D, potom podle p�redchoz�� v�ety v��me,
�ze existence stacion�arn��ho procesu OU typu s margin�aln��m rozd�elen��m D je ekvivalentn��
se samorozlo�zitelnost�� margin�aln��ho rozd�elen�� D. Stacion�arn�� OU proces lze na z�aklad�e
v�ety 1:16 konstruovat t�emito zp�usoby:

1. zvol��me L�evyho proces (Zt) a na jeho z�aklad�e zjist��me samorozlo�ziteln�e rozd�elen�� D

2. zvol��me samorozlo�ziteln�e rozd�elen�� D a na jeho z�aklad�e zjist��me L�evyho proces (Zt)

Budeme postupovat druh�ym zp�usobem. P�redpokl�adejme, �ze jsme zvolili samorozlo�ziteln�e
rozd�elen�� D na R+. Potom (1.9) lze p�repsat do tvaru

Yt = Y0 expf��tg+
Z t

0

expf��(t� s)gdZ(�s);

kde Yt � D. Necht' U , resp. W , je L�evyho m��ra L�evyho-Chin�cinovy reprezentace Yt,
resp. Z1. P�redpokl�adejme d�ale, �ze U a W maj�� po �rad�e hustoty u a w, p�ri�cem�z u je
diferencovateln�a. Pro hustoty u a w plat�� (viz Barndor�-Nielsen a Shephard [1], str. 173)

w(x) = �u(x)� xu0(x) (1.10)

Poznamenejme, �ze pro zaji�st�en�� stacion�arn��ho �re�sen�� rovnice (1.7) je pot�reba, aby platilo
(viz Barndor�-Nielsen a Shephard [1], str. 175)

E[ln(1 + jZ1j)] < +1 (1.11)
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1.4 Markov chain Monte Carlo algoritmy

1.4.1 Bayesovsk�a statistika a konjugovan�a rozd�elen��

Necht' � = (�1; : : : ; �k)
T je n�ahodn�y vektor s hustotou �(�), kterou m�a vzhledem k �-kone�cn�e

m���re � na m�e�riteln�em prostoru (�;B(�)), kde � je nepr�azdn�a borelovsk�a podmno�zina Rk

a B(�) ozna�cuje borelovsk�e pomno�ziny �. Necht' d�ale X = (X1; : : : ; Xn)
T je n�ahodn�y vek-

tor s podm��n�enou hustotou f(xj�) p�ri dan�em � vzhledem k �-kone�cn�e m���re �n na (R
n;Bn).

V�eta 1.17. Pro podm��n�enou hustotu �(�jx) n�ahodn�eho vektoru � p�ri dan�em X plat��

�(�jx) = �(�)f(xj�)R
�
�(�)f(xj�) d�(�)

pro jmenovatele r�uzn�eho od nuly.

D�UKAZ: Hu�skov�a [7], V�eta 1.1, str. 11 �

Pozn�amka 1.19. Hustota �(�) se naz�yv�a apriorn�� hustota, proto�ze vyjad�ruje informaci
o parametru � je�st�e p�red realizac�� X. Podm��n�enou hustotu �(�jx) parametru � naz�yv�ame
aposteriorn�� hustota, nebot' jde o hustotu parametru � berouc�� v �uvahu realizaci X. Z�av�ery
o parametru � budeme prov�ad�et pr�av�e pomoc�� aposteriorn�� hustoty �(�jx), kter�a v sob�e
zahrnuje jak apriorn�� informaci o parametru �, tak informaci plynouc�� z realizace X.
Podm��n�enou hustotu f(xj�) naz�yv�ame v�erohodnost. Bayesovu v�etu budeme p�repisovat do
tvaru

�(�jx) / f(xj�)�(�);
kde / zna�c�� rovnost a�z na multiplikativn�� konstantu, kterou je v tomto p�r��pad�e integr�al ve
jmenovateli a kterou nebudeme br�at �casto v�ubec na z�retel. �

De�nice 1.22. Syst�em hustot P naz�yv�ame syst�em konjugovan�ych hustot s v�ero-
hodnost�� f(xj�), jestli�ze �(�) 2 P a �(�jx) 2 P .

Pozn�amka 1.20. De�nice �r��k�a, �ze apriorn�� rozd�elen�� �(�) a aposteriorn�� rozd�elen�� �(�jx)
pat�r�� do stejn�eho syst�emu hustot P . Vezmeme-li syst�em v�sech hustot, de�nice trivi�aln�e
plat��. Budeme proto uva�zovat pouze rozumn�e velk�e t�r��dy hustot. V�yhodou syst�emu konju-
govan�ych hustot je to, �ze p�rechod od apriorn��ho k aposteriorn��mu rozd�elen�� se d�eje pouze
zm�enou parametr�u dan�eho rozd�elen��. P�r��kladem takov�eho syst�emu je nap�r��klad syst�em
binomick�ych �ci Poissonov�ych rozd�elen�� (viz Hu�skov�a [7], str. 15 { 26). �

De�nice 1.23. �Rekneme, �ze hustota f(xj�) n�ale�z�� do exponenci�aln�� rodiny rozd�elen��,
jestli�ze m�a tvar

f(xj�) = exp

� dX
j=1

cj(�)Tj(x) + A(�) +B(x)

�
(1.12)
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V�eta 1.18. Syst�em hustot

�(�) = C(�1; : : : ; �d; �) exp

� dX
j=1

�jcj(�) + �A(�)

�
je konjugovan�y s hustotami f(xj�) dan�ymi (1.12).

D�UKAZ: Z Bayesovy v�ety z�rejm�e plat��

�(�jx) / f(xj�)�(�) / exp

� dX
j=1

cj(�)Tj(�) + A(�)

�
exp

� dX
j=1

�jcj(�) + �A(�)

�

= exp

� dX
j=1

(�j + Tj(x))cj(�) + (� + 1)A(�)

�
�

Exponenci�aln�� rodina rozd�elen�� tvo�r�� mo�znost, jak konstruovat syst�em konjugovan�ych
hustot. Typick�ymi p�r��klady rozd�elen�� exponenci�aln��ho typu jsou norm�aln��, binomick�e �ci
Poissonovo rozd�elen��. V t�eto pr�aci bude d�ule�zit�y p�r��klad gamma rozd�elen��. V dal�s��m polo�zme

��i = (�1; : : : ; �i�1; �i+1; : : : ; �d)
T ; (1.13)

kde i = 1; : : : ; d. Pro MCMC modely s v��ce parametry je d�ule�zit�y tento koncept.

De�nice 1.24. Parametr � je podm��n�en�e konjugovan�y parametr, jestli�ze hustoty
�(�ij��i) a �(�ijx; ��i) jsou stejn�eho typu pro i 2 f1; : : : ; dg.

Pozn�amka 1.21. Pokud m�a apriorn�� rozd�elen�� nez�avisl�e slo�zky, tj. �(�) = �1(�1) � : : : ��d(�d)
a margin�aln�� slo�zky �i(�i) jsou konjugovan�e s f(xj�i), potom dostaneme podm��n�enou
konjugovanost. �

1.4.2 Markovsk�a j�adra

Uva�zujme rozd�elen�� �, kter�e m�a hustotu f vzhledem k �-kone�cn�e m���re � na m�e�riteln�em
prostoru (E; E). MCMC algoritmy umo�z�nuj�� simulaci z rozd�elen�� �, kter�e obvykle naz�yv�ame
c��lov�e rozd�elen�� tak, �ze sestroj�� markovsk�y �ret�ezec, jeho�z stacion�arn�� rozd�elen�� je pr�av�e �.
V dal�s��m uva�zujeme obecn�e nespo�cetnou podmno�zinu stav�u E.

De�nice 1.25. M�e�riteln�e zobrazen�� P : E�E ! h0; 1i se naz�yv�a p�rechodov�e j�adro (t�e�z
markovsk�e j�adro) na (E; E), jestli�ze

1. pro ka�zdou mno�zinu A 2 E je P (�; A) nez�aporn�a m�e�riteln�a funkce
2. pro ka�zd�y bod x 2 E je P (x; �) pravd�epodobnostn�� m��ra na E
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V�eta 1.19. Necht' je d�ano markovsk�e j�adro P na (E; E) a rozd�elen�� � na E. Potom existuje
n�ahodn�y proces fXng tak, �ze

P (X0 2 A0; X1 2 A1; : : : ; Xn 2 An) =

Z
A0

Z
A1

: : :

Z
An

P (xn�1; dxn) : : : P (x0; dx1)�(dx0)

(1.14)
pro v�sechna n 2 N0 a A0; : : : ; An 2 E.
D�UKAZ: Meyn a Tweedie [8] �

Pozn�amka 1.22. P�rede�sl�a v�eta ud�av�a, �ze markovsk�y �ret�ezec lze zkonstruovat jen pomoc��
jeho p�rechodov�eho j�adra. Integr�aly v (1.14) ch�apeme iterativn�e, tj. postupujeme od vnit�rn��ho
k vn�ej�s��mu integr�alu. �

De�nice 1.26. Necht' P 0(x;A) = �x(A). P�rechodov�e j�adro n-t�eho �r�adu de�nujeme

P n(x;A) =

Z
E

P (y; A)P n�1(x; dy);

kde n 2 N.

Tzv. stacion�arn�� rozd�elen�� a jeho existence vyjad�ruje pom�ern�e silnou vlastnost stability,
kterou maj�� markovsk�e �ret�ezce.

De�nice 1.27. Pravd�epodobnostn�� rozd�elen�� � na E je limitn�� rozd�elen�� markovsk�eho
�ret�ezce fXng generovan�eho P , jestli�ze

lim
n!+1

P n(x;A)�(dx) = �(A)

pro �-skoro v�sechna x 2 E a pro ka�zdou mno�zinu A 2 E .

De�nice 1.28. �Rekneme, �ze �-kone�cn�a m��ra � na E je invariantn�� m��ra, jestli�ze plat��

�(A) =

Z
E

P (x;A)�(dx)

pro ka�zdou mno�zinu A 2 E . Pokud � je pravd�epodobnostn�� m��ra, naz�yv�a se stacion�arn��
rozd�elen�� markovsk�eho �ret�ezce s p�rechodov�ym j�adrem P .

V�eta 1.20. Je-li � limitn�� rozd�elen��, potom je stacion�arn�� rozd�elen��.

D�UKAZ: Pro A 2 E plat��

�(A) = lim
n!+1

P n(x;A) = lim
n!+1

Z
E

P (y; A)P n�1(x; dy) =

Z
E

P (y; A)�(dy) = �P (A)

�
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De�nice 1.29. Markovsk�y �ret�ezec generovan�y p�rechodov�ym j�adrem P je reverzibiln��
�ret�ezec vzhledem k rozd�elen�� �, jestli�ze pro ka�zd�e dv�e mno�ziny A;B 2 E plat��Z

A

P (x;B)�(dx) =

Z
B

P (x;A)�(dx) (1.15)

Pozn�amka 1.23. Podm��nka (1.15) je tak�e naz�yv�ana detailn�� podm��nka rovnov�ahy a zna-
men�a, �ze pokud m�ame dv�e libovoln�e mno�ziny A a B ze stavov�eho prostoru (E; E), potom
pravd�epodobnost p�rechodu z A do B a z B do A je stejn�a. �

V�eta 1.21. Je-li markovsk�y �ret�ezec reverzibiln�� vzhledem k �, potom � je stacion�arn��
rozd�elen��.

D�UKAZ: Sta�c�� polo�zit A = E v (1.15). �

P�ri pohybu stavov�ym prostorem (E; E) mus�� m��t markovsk�e j�adro P
"
svobodu" tak,

aby bylo skute�cn�e zaji�st�eno prozkoum�an�� cel�eho stavov�eho prostoru.

De�nice 1.30. Necht' ' je pravd�epodobnostn�� m��ra na E . '-nerozlo�ziteln�y �ret�ezec je
markovsk�y �ret�ezec takov�y, �ze pro ka�zd�e x 2 E a ka�zdou mno�zinu A 2 E s '(A) > 0 plat��,
�ze P n(x;A) > 0 pro n�ejak�e n 2 N.

Podm��nka '-nerozlo�zitelnosti �r��k�a, �ze po ur�cit�em po�ctu krok�u �ret�ezce bude nav�st��vena
ka�zd�a mno�zina A ze stavov�eho prostoru s kladnou pravd�epodobnost��. Je to vlastn�e doba
prvn��ho n�avratu do mno�ziny A (�A = minfn 2 N : Xn 2 Ag).
V�eta 1.22. Necht' fXng je '-nerozlo�ziteln�y markovsk�y �ret�ezec. Potom existuje pravd�epo-
dobnostn�� m��ra  na E tak, �ze

(i) fXng je  -nerozlo�ziteln�y

(ii) pro libovolnou pravd�epodobnostn�� m��ru '� na E plat��, �ze fXng je '�-nerozlo�ziteln�y
pr�av�e tehdy, kdy�z '� je absolutn�e spojit�a m��ra vzhledem k m���re '

D�UKAZ: Meyn a Tweedie [8], Proposition 4.2.2, str. 88 �

Pozn�amka 1.24. Pokud mluv��me o  -nerozlo�ziteln�em �ret�ezci, m�ame na mysli, �ze �ret�ezec je
'-nerozlo�ziteln�y pro n�ejak�e ' a m��ra  je maxim�aln�� ve smyslu p�redchoz�� v�ety. �

D�ule�zitou vlastnost�� markovsk�eho �ret�ezce je tak�e i tzv. harrisovsk�a trvalost, kter�a
zaji�st'uje, �ze �ret�ezec m�a stejn�e limitn�� chov�an�� pro ka�zdou po�c�ate�cn�� hodnotu, co�z je d�ule�zit�e
vzhledem k tomu, �ze v�et�sina MCMC algoritm�u za�c��n�a z libovoln�eho startovn��ho bodu.

De�nice 1.31. �Rekneme, �ze mno�zina A 2 E je harrisovsky trval�a mno�zina, jestli�ze
P(existuje n 2 N : Xn 2 AjX0 = x) = 1 pro ka�zd�e x 2 A.
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Pozn�amka 1.25. Ekvivalentn�e lze harrisovsky trvalou mno�zinu de�novat vlastnost��

Q(x;A) = P(�A = +1jX0 = x) = 1

pro ka�zd�e x 2 A, kde �A =
P+1

n=1 I[Xn2A] je po�cet nav�st��ven�� mno�ziny A markovsk�ym
�ret�ezcem fXng. �

De�nice 1.32. Markovsk�y �ret�ezec fXng je harrisovsky trval�y �ret�ezec, pokud je

(i)  -nerozlo�ziteln�y

(ii) ka�zd�a mno�zina A 2 E spl�nuj��c�� podm��nku  (A) > 0 je harrisovsky trval�a mno�zina

T��mto se dost�av�ame k de�nici tzv. ergodick�eho �ret�ezce, co�z je zcela z�akladn�� ot�azka
MCMC metod - tedy k �cemu �ret�ezec konverguje (pota�zmo jak dob�re).

De�nice 1.33. Markovsk�y �ret�ezec, kter�y je  -nerozlo�ziteln�y a v n�em�z existuje stacion�arn��
rozd�elen��, se naz�yv�a nenulov�y �ret�ezec.

De�nice 1.34. Markovsk�y �ret�ezec fXng se naz�yv�a periodick�y �ret�ezec, jestli�ze existuj��
q 2 N, q > 1 a nepr�azdn�e disjunktn�� mno�ziny A0; A1; : : : ; Aq�1; Aq = A0 2 E tak, �ze
P (x;Ai+1) = 1 pro ka�zd�e x 2 Ai, kde i 2 f0; : : : ; q � 1g. V opa�cn�em p�r��pad�e m�ame na
mysli neperiodick�y �ret�ezec.

De�nice 1.35. �Rekneme, �ze markovsk�y �ret�ezec fXng je ergodick�y �ret�ezec, jestli�ze je
harrisovsky trval�y, neperiodick�y a nenulov�y.

Uved'me alespo�n jednu z podm��nek pro ergodick�y �ret�ezec. Dal�s�� podm��nky a jin�e typy
ergodicity �ret�ezce jsou v Casella a Robert [2], str. 160 { 167.

De�nice 1.36. Necht' �1 a �2 jsou dv�e pravd�epodobnostn�� m��ry na E . Potom vzd�alenost
m�er v tot�aln�� variaci de�nujeme vztahem

k�1 � �2kTV = sup
A2E

j�1(A)� �2(A)j

V�eta 1.23. Necht' je markovsk�y �ret�ezec fXng se stacion�arn��m rozd�elen��m � ergodick�y.
Potom

kP n(x; �)� �(�)kTV �! 0 pro n! +1
pro ka�zd�e x 2 E.
D�UKAZ: Casella a Robert [2], Theorem 4.6.4, str. 162 �



1.4 Markov chain Monte Carlo algoritmy 21

Pozn�amka 1.26. V�eta pro ergodick�y �ret�ezec v t�eto form�e je velmi siln�a, nebot' zaru�cuje
konvergenci pro jak�ykoliv po�c�ate�cn�� bod �ret�ezce. Verzi pro libovoln�e po�c�ate�cn�� rozd�elen�� �
lze nal�ezt v Casella a Robert [2], Theorem 4.6.5., str. 162. �

Nyn�� se ji�z dost�av�ame k hlavn��mu v�ysledku pro markovsk�e ergodick�e �ret�ezce fXng,
kter�ym je tzv. ergodick�a v�eta. M�ejme pozorov�an�� X1; : : : ; Xn z markovsk�eho �ret�ezce fXng.
Ozna�cme

Vn(h) =
1

n

nX
i=1

h(Xi); (1.16)

kde h je m�e�riteln�a re�aln�a funkce a zkoumejme limitn�� chov�an�� tzv. ergodick�ych pr�um�er�u
Vn(h) pro n! +1.

V�eta 1.24 (Ergodick�a v�eta). Necht' markovsk�y �ret�ezec fXng m�a �-kone�cnou invariantn��
m��ru �, potom je ekvivalentn��

(i) pokud f 2 L1(�), g 2 L1(�) s
R
g(x)d�(x) 6= 0, potom

lim
n!+1

Vn(f)

Vn(g)
=

R
f(x)d�(x)R
g(x)d�(x)

(ii) markovsk�y �ret�ezec fXng je harrisovsky trval�y

D�UKAZ: Casella a Robert [2], Theorem 4.7.4, str. 169 a 170 �

1.4.3 P�rehled n�ekter�ych algoritm�u

Gibbs�uv v�yb�erov�y pl�an

Necht' prostor E m�a sou�cinov�y charakter, tj. E =
Qd

i=1Ei, a c��lov�e rozd�elen�� � p�r��slu�s��
n�ejak�emu n�ahodn�emu vektoru (X1; : : : ; Xd). Necht' j 2 N a d 2 N.

Gibbs�uv v�yb�erov�y pl�an (GVP) prob��h�a v t�echto kroc��ch:

1. Zvol��me po�c�ate�cn�� stav �(j) = (�
(j)
1 ; : : : ; �

(j)
d )T , kde j = 0

2. V j-t�em kroku simulujeme nov�y stav �(j) z p�redchoz��ho stavu �(j�1) n�asledovn�e:

�
(j)
1 � �(�1j�(j�1)2 ; : : : ; �

(j�1)
d )

�
(j)
2 � �(�2j�(j)1 ; �

(j�1)
3 ; : : : ; �

(j�1)
d )

: : :

�
(j)
d � �(�dj�(j)1 ; : : : ; �

(j)
d�1)

3. Zv�et�s��me j o jedni�cku a jdeme zp�et na krok 2, dokud nevy�cerp�ame p�redem zvolen�y
po�cet iterac�� T , kde T 2 N
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Pozn�amka 1.27. GVP vytv�a�r�� markovsk�y �ret�ezec fXng s p�rechodov�ym j�adrem P , kter�e je
slo�zen��m d p�rechodov�ych jader P i, kde i = 1; : : : ; d. Algoritmus vy�zaduje, �ze um��me simulo-
vat ze v�sech pln�e podm��n�en�ych rozd�elen�� �(�ij��i), kde ��i je d�ano (1.13). Konvergen�cn��
vlastnosti algoritmu GVP lze nal�ezt v Casella a Robert [2], Chapter 7. �

Metropolis�uv-Hastings�uv algoritmus

Uva�zme c��lov�e rozd�elen�� � na (E; E) a p�rechodov�e j�adro P . Necht' fXng je reverzibiln��
markovsk�y �ret�ezec vzhledem k rozd�elen�� �, kde p�rechodov�e j�adro P spl�nuje podm��nku
reverzibility (1.15), tzn.

�(dx)P (x; dy) = �(dy)P (y; dx)

Jedn�a se o posta�cuj��c�� podm��nku pro existenci stacion�arn��ho rozd�elen�� �. J�adro P (x; dy)
se d�ale skl�ad�a z p�rechodov�eho j�adra Q a nez�aporn�e m�e�riteln�e funkce � : E � E ! h0; 1i,
co�z zap���seme

P (x; dy) = Q(x; dy)�(x; y) (1.17)

Vztah (1.17) tedy znamen�a, �ze pokud se nach�az��me ve stavu x v mno�zin�e A 2 E , kandid�at y
vygenerovan�y z mno�ziny B 2 E bude p�rijat s pravd�epodobnost�� �(x; y). Pokud je zam��tnut,
dal�s�� stav �ret�ezce je op�et x. Pro p�rechodov�e j�adro P to tedy znamen�a, �ze m�a tvar

P (x; dy) =

Z
B

Q(x; y)�(x; y)dy + Ify2Bg

�
1�

Z
Q(x; y)�(x; y)dy

�
Pokud plat�� Q(x; dy) = q(x; y)�(dy) pro n�ejak�e q, funkci q naz�yv�ame n�avrhov�a hustota. Na
jej��m z�aklad�e de�nujeme pravd�epodobnost p�rijet�� n�avrhu jako

�(x; y) =

(
min

�
�(y)q(y;x)
�(x)q(x;y)

; 1
	
; pro �(x)q(x; y) > 0,

1; jinak.

Metropolis�uv-Hastings�uv (MH) algoritmus prob��h�a v t�echto kroc��ch:

1. Zvol��me po�c�ate�cn�� stav �(0).

2. V j-t�em kroku nagenerujeme nov�y stav x �ret�ezce z p�rechodov�eho j�adra Q(�(j�1); �),
kter�y slou�z�� jako n�avrh pro p�r���st�� stav.

3. Vy�c��sl��me pravd�epodobnost p�rijet�� n�avrhu �(�(j�1); x), na jej��m�z z�aklad�e n�avrh x na
nov�y stav p�rijmeme (tzn. �(j) := x), nebo z�ustaneme v p�uvodn��m (sou�casn�em) stavu
(tzn. �(j) := �(j�1)).

4. Zv�et�s��me j o jedni�cku a jdeme zp�et na krok 2, dokud nevy�cerp�ame p�redem zvolen�y
po�cet iterac�� T , kde T 2 N.

Pozn�amka 1.28. Oproti algoritmu GVP nen�� pot�rebn�a znalost v�sech pln�e podm��n�en�ych
rozd�elen�� a dokonce ani normuj��c�� konstanty u hustoty �. N�avrhovou hustotu q lze volit
libovoln�e ov�sem s rizikem, �ze MH algoritmus m�u�ze dlouho z�ust�avat v jednom stavu a b�yt
neefektivn��, pokud je hustota nevhodn�e zvolena. Konvergen�cn�� vlastnosti MH algoritmu
lze nal�ezt v Casella a Robert [2], Chapter 6. �
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Metropolisova-Hastingsova n�ahodn�a proch�azka

Jedn�a se o modi�kaci MH algoritmu, kter�a je zalo�zena na modi�kaci n�avrhov�e hustoty q.
Uva�zujme n�ahodnou proch�azku parametru �(j)

�(j) = �(j�1) + �j;

kde rozd�elen�� �j je nez�avisl�e na rozd�elen�� �(j). N�ahodn�e veli�ciny �j jsou obecn�e nez�avisl�e
stejn�e rozd�elen�e s hustotou f�j . N�avrhovou hustotu proto vol��me

q(�(j�1); �(j)) = f�j(�
(j) � �(j�1)):

Pokud q(�(j�1); �(j)) = q(�(j); �(j�1)), tj. n�avrhov�a hustota q z�avis�� pouze na vzd�alenosti �(j)

a �(j�1), pravd�epodobnost p�rijet�� m�a tvar

min

�
1;

�(�(j))

�(�(j�1))

�
:

MH n�ahodnou proch�azku lze tak�e ch�apat v sou�cinov�em tvaru, tj.

�(j) = �(j�1) expf�jg;
kde podle v�ety o transformaci n�ahodn�ych veli�cin dostaneme n�avrhovou hustotu ve tvaru

q(�(j�1); �j) =
1

�(j)
ln

�
�(j)

�(j�1)

�
:

Hybridn�� algoritmus (Metropolis-within-Gibbs)

P�redpokl�adejme, �ze m�ame op�et vektor parametr�u � = (�1; : : : ; �d). Slo�zky vektoru � mohou
b�yt aktualizov�any:

(1) v n�ahodn�em po�rad�� (sm�esi p�rechodov�ych jader),

(2) v pevn�e dan�em po�rad�� (cykly p�rechodov�ych jader) - nap�r. 1! 2! : : :! d.

Budeme se zab�yvat druh�ym p�r��padem. Pro ka�zdou slo�zku �i budeme p�redpokl�adat, �ze m�a
p�rechodov�e j�adro Pi, kde i = 1; : : : ; d. P�rechod ze stavu x = (x1; : : : ; xd) do y = (y1; : : : ; yd)
se d�eje pomoc�� p�rechodov�eho j�adra (viz Gamerman [5], str. 170)

P (x; y) =

Z
� � �
Z dY

i=1

Pi( i�1;  i)d 1 : : :  d�1

Ka�zd�e j�adro Pi m�u�ze b�yt d�ano svou vlastn�� n�avrhovou hustotou qi s pravd�epodobnost��
p�rijet�� �i, kter�a je v tomto p�r��pad�e

�i(x; y) = min

�
1;
�i(yi)qi(yi; xi)

�i(xi)qi(xi; yi)

�
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Poznamenejme, �ze p�rechodov�e j�adro Pi de�nuje reverzibiln�� markovsk�y �ret�ezec s limitn��m
rozd�elen��m �i(�i) a ovliv�nuje pouze i-tou slo�zku vektoru �.

Hybridn�� algoritmus prob��h�a v n�asleduj��c��ch kroc��ch:

1. Zvol��me po�c�ate�cn�� stav �(0).

2. Zvol��me pln�e podm��n�en�e rozd�elen�� �(�ij��i), kde i = 1.

3. Pro i-tou slo�zku vektoru � navrhneme nov�y stav xi nagenerovan�y z hustoty qi(�
(j�1)
i ; xi),

kter�y slou�z�� jako n�avrh pro p�r���st�� stav.

4. Vy�c��sl��me pravd�epodobnost p�rijet�� n�avrhu �i(�
(j�1)
i ; xi), na jej��m�z z�aklad�e n�avrh xi

na nov�y stav p�rijmeme (tzn. �
(j)
i := xi), nebo z�ustaneme v p�uvodn��m (sou�casn�em)

stavu (tzn. �
(j)
i := �

(j�1)
i ).

5. Zv�et�s��me i o jedni�cku a jdeme zp�et na 3. krok. V p�r��pad�e, �ze i = d, jdeme na krok 6.

6. Zv�et�s��me j o jedni�cku a jdeme zp�et na krok 2, dokud nevy�cerp�ame p�redem zvolen�y
po�cet iterac�� T , kde T 2 N.

Pozn�amka 1.29. Speci�aln��m p�r��padem hybridn��ho algoritmu je Metropolis-within-Gibbs
algoritmus, kde jsou pln�e podm��n�en�a rozd�elen�� zalo�zena na slo�zk�ach vektoru � a jsou po
�rad�e aktualizov�ana MH algoritmem. �

Metropolis�uv-Hastings�uv algoritmus zrozen�� a z�aniku

Tento algoritmus se pou�z��v�a pro simulaci z bodov�eho procesu � s hustotou p vzhledem
k Poissonovu bodov�emu procesu �, tj.

P(� 2 B) =
Z
B

p(x)�(dx);

kde B 2 N. Proces � je kone�cn�y d��ky podm��nce �(B) < +1, kde B 2 Bd
0 , a jednoduch�y

d��ky tomu, �ze � je neatomick�a m��ra. P�r��pad, kter�y uva�zujeme, je pops�an ve v�et�e 1.13.
P�redpokl�adejme, �ze B je omezen�a podmno�zina Rd a � je Lebesgueova m��ra. Hustotu p
bodov�eho procesu � budeme uva�zovat vzhledem ke standardn��mu Poissonovu bodov�emu
procesu (homogenn�� proces s jednotkovou intenzitou na mno�zin�e B). Detailn�ej�s�� popis
tohoto algoritmu je uveden v Papaspiliopoulos [11], str. 129 { 132. Konvergen�cn�� vlastnosti
algoritmu jsou uvedeny v Geyer a M�ller [6].
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MH algoritmus zrozen�� a z�aniku prob��h�a v n�asleduj��c��ch kroc��ch:

1. Zvol��me (�ci n�ahodn�e nagenerujeme) po�c�ate�cn�� stav bodov�eho procesu �(0).

2. Necht' v j-t�em kroku m�a bodov�y proces aktu�aln�� kon�guraci bod�u �(j�1) = x 2 N.
N�ahodn�e zvol��me jeden z t�echto n�avrh�u na novou kon�gurac�� bodov�eho procesu �(j):

(a) s pravd�epodobnost�� Q(x) navrhneme p�ridat bod � do aktu�aln�� kon�gurace x,
kde bod � generujeme z hustoty b(x; �) vzhledem k m���re � { zrod bodu

(b) s pravd�epodobnost�� 1�Q(x) navrhneme ubrat bod � z aktu�aln�� kon�gurace x,
kde bod � je zvolen s pravd�epodobnost�� d(x; �) { z�anik bodu

3. N�avrh, kter�y byl u�cin�en v kroku 2 (tj. bud' zrod bodu, nebo z�anik bodu), p�rijmeme

(a) s pravd�epodobnost�� �(x; x [ �) = min(1; h(x; �)) pro zrod bodu do aktu�aln��
kon�gurace x (tzn. �(j) := x [ �)

(b) s pravd�epodobnost�� �(x [ �; x) = min(1; 1=h(x; �)) pro z�anik bodu z aktu�aln��
kon�gurace x (tzn. �(j) := x n �, co�z ztoto�z�nujeme s �(j) := (x [ �) n �)

V opa�cn�em p�r��pad�e z�ustaneme v p�uvodn��m (sou�casn�em) stavu (tzn. �(j) := x).

4. Zv�et�s��me j o jedni�cku a jdeme zp�et na krok 2, dokud nevy�cerp�ame p�redem zvolen�y
po�cet iterac�� T , kde T 2 N.

Zde MH pom�er p�rijet�� pro MH algoritmus zrodu a z�aniku je

h(x; �) =
p(x [ �)
p(x)

1�Q(x [ �)
Q(x)

d(x [ �; �)
b(x; �)

V tomto pom�eru v�et�sinou speci�aln�e vol��me

�(x; �) =
p(x [ �)
p(x)

; Q(�) = 1

2
; b(�; �) = 1

�(B)
; d(x [ �; �) = 1

x(B) + 1
;

kde �(x; �) je tzv. podm��n�en�a intenzita a x(B) + 1 je po�cet bod�u kon�gurace x [ �.

1.5 Itô�uv stochastick�y integr�al

De�nice 1.37. Brown�uv pohyb je spojit�y n�ahodn�y proces (Bt)t�0, pro kter�y plat��

(i) B0 = 0 skoro jist�e

(ii) (Bt) m�a nez�avisl�e p�r��r�ustky, tzn. pro ka�zd�e 0 � t1 < t2 < : : : tn�1 < tn jsou n�ahodn�e
veli�ciny Bt2 �Bt1 ; : : : ; Btn �Btn�1 nez�avisl�e

(iii) pro ka�zd�e t > s � 0 m�a n�ahodn�a veli�cina Bt �Bs norm�aln�� rozd�elen�� N(0; t� s)
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P�ri konstrukci Itôova stochastick�eho integr�alu se sna�z��me d�at rozumn�y smysl v�yrazuZ t

0

f(s; !)dBs(!);

kde Bt(!) je jednodimenzion�aln�� Brown�uv pohyb a f(s; !) : h0;+1)� 
! R.

De�nice 1.38. Filtrace na m�e�riteln�em prostoru (
;F) je rodina �-algeber (Ft)t�0 takov�a,
�ze plat�� Fs � Ft pro 0 < s < t.

De�nice 1.39. Necht' (Ft)t�0 je �ltrace. N�ahodn�y proces g(t; !) : h0;+1) � 
 ! R
n se

naz�yv�a Ft-adaptovan�y n�ahodn�y proces, jestli�ze pro ka�zd�e t � 0 je funkce

! ! g(t; !)

Ft-m�e�riteln�a.

De�nice 1.40. Ozna�cme V = V(S; T ) t�r��du funkc�� f(t; !) : h0;+1) � 
 ! R, pro n�e�z
plat��

(i) zobrazen�� (t; !)! f(t; !) je B�F -m�e�riteln�e, kde B ozna�cuje borelovskou �-algebru

(ii) funkce f(t; !) je Ft-adaptovan�a

(iii) E[
R T
S
f(t; !)2dt] < +1, kde 0 � S < T

Pro funkce f 2 V nyn�� zade�nujeme Itô�uv stochastick�y integr�al

I[f ](!) =

Z T

S

f(s; !)dBs(!)

Idea pro konstrukci je zcela p�rirozen�a. Nejprve zade�nujeme I[�] pro t�r��du jednoduch�ych
funkc�� �, potom uk�a�zeme, �ze ka�zdou funkci f 2 V lze aproximovat t�emito funkcemi, a na
z�aklad�e toho zade�nujeme integr�al

R
fdB jako limitu

R
�dB, kdy�z �! f .

De�nice 1.41. Funkce � 2 V se naz�yv�a jednoduch�a funkce, jestli�ze nab�yv�a tvaru

�(t; !) =
X
j

ej(!)Ifhtt;tj+1)g(t);

kde funkce ej(!) je Ftj -m�e�riteln�a.

De�nice 1.42. Pro jednoduch�e funkce de�nujeme integr�al jakoZ T

S

�(t; !)dBt(!) =
X
j�0

ej(!)[Btj+1 �Btj ](!)
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Lemma 1.1 (Itôova izometrie pro jednoduch�e funkce). Necht' �(t; !) je omezen�a a jednoduch�a
funkce, potom

E

��Z T

S

�(t; !)dBt(!)

�2�
= E

�Z T

S

�2(t; !)dt

�
D�UKAZ: �ksendal [10], str. 26 �

Itôovu izometrii pro jednoduch�e funkce nyn�� pou�zijeme k roz�s���ren�� de�nice od jednoduch�ych
funkc�� k funkc��m z V , co�z prov�ad��me oby�cejn�e v t�echto kroc��ch, jejich�z d�ukazy lze nal�ezt
v �ksendal [10], str. 27 a 28.

KROK 1

Necht' g 2 V je omezen�a funkce a g(�; !) je spojit�a pro ka�zd�e !. Potom existuj�� jednoduch�e
funkce �n 2 V tak, �ze

E

�Z T

S

(g � �n)
2dt

�
�! 0 pro n! +1

KROK 2

Necht' h 2 V je omezen�a. Potom existuje posloupnost omezen�ych funkc�� gn 2 V takov�ych,
�ze gn(�; !) je spojit�a pro ka�zd�e ! a n 2 N, a plat��

E

�Z T

S

(h� gn)
2dt

�
�! 0 pro n! +1

KROK 3

Necht' f 2 V . Potom existuje posloupnost funkc�� fhng � V tak, �ze funkce hn je omezen�a
pro ka�zd�e n 2 N, a plat��

E

�Z T

S

(f � hn)
2dt

�
�! 0 pro n! +1

Tyto kroky umo�zn�� zkompletovat de�nici integr�alu I[f ](!) pro obecn�e funkce f 2 V . Pokud
toti�z zvol��me libovolnou funkci f 2 V , potom podle krok�u 1, 2 a 3 existuj�� jednoduch�e
funkce �n 2 V takov�e, �ze

E

�Z T

S

(f � �n)
2dt

�
�! 0 pro n! +1

Na tomto z�aklad�e de�nujeme

I[f ](!) :=

Z T

S

f(t; !)dBt(!) = lim
n!+1

Z T

S

�n(t; !)dBt(!);

p�ri�cem�z limita existuje jako prvek prostoru L2(P), proto�ze posloupnost
�R T

S
�n(t; !)dBt(!)

	
je cauchyovsk�a posloupnost v L2(P).
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De�nice 1.43. Necht' f 2 V(S; T ). Itô�uv stochastick�y integr�al funkce f od S do T
de�nujeme jako limitu v prostoru L2(P)Z T

S

f(t; !)dBt(!) = lim
n!+1

Z T

S

�n(t; !)dBt(!);

kde f�ng je posloupnost jednoduch�ych funkc�� takov�a, �ze

E

�Z T

S

�
f(t; !)� �n(t; !)

�2
dt

�
�! 0 pro n! +1

D�usledek 1.2 (Itôova izometrie). Pro ka�zdou funkci f 2 V(S; T ) plat��

E

��Z T

S

f(t; !)dBt

�2�
= E

�Z T

S

f 2(t; !)dt

�
�

V�eta 1.25 (Vlastnosti integr�alu). Necht' f 2 V(0; T ), g 2 V(0; T ) a 0 � S < U < T .
Potom plat��

(i)
R T
S
fdBt =

R U
S
fdBt +

R T
U
fdBt pro skoro v�sechna !

(ii)
R T
S
(cf + g)dBt = c

R T
S
fdBt +

R T
S
gdBt pro skoro v�sechna !

(iii) E
�R T

S
fdBt

�
= 0

(iv)
R T
S
fdBt je FT -m�e�riteln�y proces pro pevn�e S a T

D�UKAZ: �ksendal [10], str. 27 �



Kapitola 2

Barndor�-Nielsen�uv a Shephard�uv

model stochastick�e volatility

V t�eto kapitole p�redstav��me model pro cenu �nan�cn��ho aktiva uva�zovan�y v Dellaportas,
Papaspiliopoulos a Roberts [4], kter�y navazuje na �cl�anek Barndor�-Nielsen a Shephard [1].

2.1 Motivace

2.1.1 Finan�cn�� data a jejich logaritmick�e p�r��r�ustky

Necht' St je cena �nan�cn��ho aktiva v �case t, kde St > 0 pro t � 0. Cenami �nan�cn��ch aktiv
b�e�zn�e rozum��me ceny akci��, sm�enn�e kurzy �ci tr�zn�� indexy. Necht' T > 0 a uva�zujme cenu
aktiva St pro t 2 h0; T i. Proved'me kone�cn�e d�elen��D = f0 = t0 < t1 < : : : < tn�1 < tn = Tg
intervalu h0; T i, kde n 2 N.
De�nice 2.1. Krok v�yskytu dat � pro �casy 0 = t0 < t1 < : : : < tn = T de�nujeme
p�redpisem

� = ti � ti�1;

kde i = 1; : : : ; n.

Pozn�amka 2.1. P�redchoz�� �uvaha s d�elen��m intervalu h0; T i m�a zcela praktick�y v�yznam,
nebot' data z �nan�cn��ch trh�u jsou z��sk�av�ana v podob�e diskr�etn��ch �casov�ych �rad. V�et�sinou
uva�zujeme ekvidistantn�� d�elen�� intervalu h0; T i s �casy ti = i�, kde i = 1; : : : ; n. Zaveden��
kroku v�yskytu dat � m�a ten v�yznam, �ze obecn�e nemus�� platit � = 1. Pokud nap�r��klad
m�ame data s krokem v�yskytu 5 minut a z nich chceme uva�zovat data s denn��m krokem
v�yskytu, potom � = 288. �
De�nice 2.2. Necht' Xti = lnfStig, kde i = 0; : : : ; n. Proces logaritm�u cen aktiva
(log-price process) pro body d�elen�� t0; : : : ; tn je diskretizovan�y soubor

X = fXt0 ; Xt1 ; : : : ; Xtng (2.1)

29
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De�nice 2.3. P�r��r�ustky logaritm�u cen aktiva (log-return terms) se de�nuj�� p�redpisem

yi = Xti �Xti�1 ; (2.2)

kde i = 1; : : : ; n.

Pozn�amka 2.2. Zade�nov�an�� p�r��r�ustk�u logaritm�u cen aktiva fyig (d�ale jen p�r��r�ustky) m�a
v�yznam pro jejich snadn�ej�s�� modelov�an��. V�seobecn�e se p�redpokl�ad�a, �ze p�r��r�ustky fyig lze
modelovat pomoc�� stacion�arn��ho stochastick�eho procesu. �

2.1.2 Stylizovan�a empirick�a fakta

Dlouhodob�a pozorov�an�� p�r��r�ustk�u fyig odhalila n�ekter�e statistick�e vlastnosti, kter�e p�r��r�ustky
sd��lej��. Tyto vlastnosti naz�yv�ame stylizovan�a empirick�a fakta. Poznamenejme, �ze tato fakta
podstatn�e z�avis�� na typu dat, kter�y m�ame. Stylizovan�a fakta na�sich dat by se dala shrnout
do n�asleduj��c��ch bod�u:

(a) Pseudonorm�aln�� empirick�a hustota: pokud zvy�sujeme �casovou �sk�alu �, p�res
kterou po�c��t�ame p�r��r�ustky, empirick�a hustota se tvarem bl���z�� st�ale v��ce norm�aln��mu
rozd�elen��.

(b) Zanedbateln�y v�yb�erov�y pr�um�er a rozptyl: ob�e v�yb�erov�e charakteristiky jsou
�r�adu 10�2 a m�en�e.

(c) V�et�s�� �ci men�s�� asymetrie empirick�e hustoty: v�et�s�� asymetrii empirick�e hustoty
lze pozorovat pro men�s�� po�cet p�r��r�ustk�u a men�s�� asymetrii empirick�e hustoty lze
pozorovat pro v�et�s�� po�cet p�r��r�ustk�u.

(d) Nadm�ern�e kol��s�an�� kolem st�redn�� hodnoty: v porovn�an�� s hustotou norm�aln��ho
rozd�elen��, jeho�z st�redn�� hodnota a rozptyl jsou stejn�e jako v bod�e (b), m�a empirick�a
hustota p�r��r�ustk�u

"
�spi�cat�ej�s��" vrchol.

(e) Absence autokorelace: �rada fyig m�a zanedbatelnou autokorelaci.

2.2 Model (Gamma-OU proces)

2.2.1 Popis

Nyn�� p�redstav��me matematick�y model pro popis vlastnost�� p�r��r�ustk�u fyig. Jedn�a se o model
stochastick�e volatility se spojit�ym �casem, kter�y konstruuje rozd�elen�� pozorovan�eho procesu
ceny aktiva (p�r��r�ustky fyig) podm��n�en�e na stochastick�em procesu podm��n�en�ych rozptyl�u
(stochastick�a volatilita). Poznamenejme, �ze modely stochastick�e volatility nejsou omezeny
jen na n�asleduj��c�� p�r��pad, ale obsahuj�� dosti bohatou t�r��du model�u.
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Necht' t 2 h0; T i, kde T > 0. Uva�zujme stochastickou diferenci�aln�� rovnici (d�ale jen SDR)

dXt =
p
v(t) dBt (2.3)

Faktory vystupuj��c�� v rovnici (2.3) jsou

X� : : : logaritmus ceny aktiva

B� : : : standardn�� Brown�uv pohyb

v(�) : : : stochastick�a volatilita

Rovnic�� (2.3) modelujeme proces logaritmu ceny aktiva (Xt) s po�c�ate�cn�� podm��nkou X0 = 0
skoro jist�e. Tento proces z�avis�� na standardn��m Brownov�e pohybu (Bt) a procesu stochastick�e
volatility (v(t)). Volatilitu (v(t)) modelujeme pomoc�� rovnice

dv(t) = �� v(t) dt+ dZt (2.4)

Faktory vystupuj��c�� v rovnici (2.4) jsou

� : : : m��ra kles�an�� volatility, kde � > 0

Z� : : : (homogenn��) L�evyho proces

Rovnice (2.4) reprezentuje (v(t)) jako negaussovk�y OU proces. Negaussovskost zaji�st'uje
(homogenn��) L�evyho proces (Zt) na R, pro kter�y plat��, �ze:

(1) Z0 = 0 skoro jist�e

(2) nem�a drift

(3) je c�adl�ag proces (zprava spojit�y proces s limitami zleva)

(4) m�a kladn�e stacion�arn�� a nez�avisl�e p�r��r�ustky ) m�a neklesaj��c�� trajektorie na R+

(5) m�a kone�cnou variaci

(6) �casy a velikosti jeho skok�u ovliv�nuj�� �casy a velikosti skok�u volatility (v(t))

P�redpokl�adejme d�ale, �ze volatilita (v(t)) m�a kone�cn�e druh�e momenty a je nez�avisl�a se
standardn��m Brownov�ym pohybem (Bt).

Pozn�amka 2.3. Vlastnost (6) �r��k�a, �ze L�evyho proces (Zt) je tak�e �r��d��c�� L�evyho proces, co�z
spolu s vlastnost�� (4) znamen�a, �ze volatilita (v(t)) m�a kladn�e trajektorie. �
Ke zkoum�an�� na�seho modelu si nejprve vymezme n�ekolik z�akladn��ch pojm�u.

De�nice 2.4. Integrovan�a volatilita (integrated volatility) se de�nuje p�redpisem

v�(0; t) =

Z t

0

v(s) ds (2.5)
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De�nice 2.5. Skute�cn�a volatilita (actual volatility) se de�nuje p�redpisem

v�i = v�(0; ti)� v�(0; ti�1); (2.6)

kde i = 1; : : : ; n.

Pozn�amka 2.4. Pojmy integrovan�e a skute�cn�e volatility pom�ahaj�� zachytit stylizovan�a
empirick�a fakta p�r��r�ustk�u fyig. Lze si v�simnout, �ze skute�cn�a volatilita je jen speci�aln��
p�r��pad integrovan�e volatility, nebot'

v�i =

Z ti

0

v(s)ds�
Z ti�1

0

v(s)ds =

Z ti

ti�1

v(s)ds = v�(ti�1; ti)

Integr�al z volatility p�res jak�ykoliv kone�cn�y interval je v�zdy kone�cn�y d��ky kone�cn�e variaci
L�evyho procesu (Zt). �

V�eta 2.1. Necht' yi je p�r��r�ustek de�novan�y (2.2) a v�i skute�cn�a volatilita de�novan�a (2.6).
Potom podle rovnice (2.3) plat��

yijv�i � N(0; v�i ) (2.7)

pro ka�zd�e i = 1; : : : ; n. Nav��c pro i 6= k, kde k = 1; : : : ; n, plat��

corr(yi; yk) = 0

D�UKAZ: Zvolme pevn�e i = 1; : : : ; n. P�rep���seme-li SDR (2.3) do integr�aln��ho tvaru, potom
podle (2:2) plat��

yi = Xti �Xti�1 =

Z ti

ti�1

p
v(s)dBs

Z�rejm�e plat�� E
�R t

0
(
p
v(s))2ds

�
< +1, proto z vlastnosti (iii) ve v�et�e 1.25 pro Itô�uv sto-

chastick�y integr�al dostaneme

Eyi = E

�Z ti

ti�1

p
v(s)dBs

�
= 0

Pro podm��n�en�y rozptyl p�r��r�ustku yi d�ale plat�� var yi = Ey2i � (Eyi)
2, co�z se d��ky Eyi = 0

zredukuje na v�ypo�cet Ey2i . Aplikac�� Itôovy izometrie (d�usledek 1.2) dost�av�ame

var yi = E

�Z ti

ti�1

p
v(s)dBs

�2

= E

�Z ti

ti�1

�p
v(s)

�2
ds

�
= E

�Z ti

ti�1

v(s)ds

�
Plat�� tedy var yi = Ev�i = v�i , nebot' v

�
i je v podm��nce, a vystupuje tedy jako pevn�e �c��slo.

Normalita rozd�elen�� plyne z de�nice Brownova pohybu. Pro korelaci d�ale plat��

corr(yi; yk) =
Eyiyk � EyiEykp
var yi

p
var yk
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Jmenovatel zlomku je nenulov�y d��ky nenulovosti podm��n�en�ych rozptyl�u. Sta�c�� proto zjistit,
zda je �citatel roven nule. Z p�redchoz��ho se v�ypo�cet zredukuje na ur�cen�� Eyiyk. Tedy

cov(yi; yk) = E

�Z ti

ti�1

p
v(s)dBs �

Z tk

tk�1

p
v(s)dBs

�
= 0;

co�z plyne z nez�avislosti standardn��ho Brownova pohybu (Bt) na stochastick�e volatilit�e
(v(t)) a z disjunktnosti p�r��r�ustk�u ti � ti�1 a tk � tk�1. �

Pozn�amka 2.5. Proto�ze rovnice (2.3) a (2.4) modeluj�� p�r��r�ustky fyig jako �sk�alovan�e sm�esi
norm�aln��ch rozd�elen��, je vysti�zena jejich pseudonorm�aln�� empirick�a hustota, nesoum�ernost
empirick�e hustoty a nadm�ern�e kol��s�an�� kolem st�redn�� hodnoty. Absence volatility vypl�yv�a
na z�aklad�e zade�nov�an�� modelu z p�redchoz�� v�ety. �

D�usledek 2.1. Necht' X je proces de�novan�y v (2.1) a v� = fv�1; : : : ; vng je posloupnost
skute�cn�ych volatilit. Potom podm��n�en�a hustota X dan�a skute�cn�ymi volatilitami v� je

f(Xjv�) =
nY
i=1

1p
2�v�i

exp

�
� y2i
2v�i

�
(2.8)

�

D�UKAZ: Z p�redchoz�� v�ety v��me, �ze yijv�i � N(0; v�i ). Posloupnost n�ahodn�ych veli�cin fyig
je nez�avisl�a, co�z plyne z nez�avislosti p�r��r�ustk�u Brownova pohybu. Toto je ekvivalentn��
tvrzen��, �ze sdru�zen�a (podm��n�en�a) hustota je rovna sou�cinu (podm��n�en�ych) margin�aln��ch
hustot. �

Pozn�amka 2.6. Podle (2.2) a (2.6) lze (2.8) p�repsat do tvaru

f(Xjv�) =
nY
i=1

1p
2�v�(ti�1; ti)

exp

�
�(x(ti)� x(ti�1))

2

2v�(ti�1; ti)

�
; (2.9)

kter�y budeme m��t na mysli v�zdy, kdy�z budeme mluvit o podm��n�en�e hustot�e f(Xjv�). �
Uva�zujme n�ahodnou veli�cinu v(0) se samorozlo�ziteln�ym rozd�elen��m Ga(�; �), kter�e m�a

kone�cn�y druh�y moment. Podle v�ety 1.16 k tomuto rozd�elen�� existuje stacion�arn�� n�ahodn�y
proces (v(t)) a L�evyho proces (Zt) tak, �ze plat��

(A) L(v(0)) = L(v(t)) = Ga(�; �) pro ka�zd�e t � 0

(B) v(t) = expf��tgv(0) +
Z t

0

expf��(t� s)gdZs
Pozn�amka 2.7. Vlastnost (A) �cin�� p�redpoklad na volatilitu. Ta m�a rozd�elen�� Ga(�; �) se
st�redn�� hodnotou �=� a rozptylem �=�2, kter�e je stejn�e pro ka�zd�y �cas t � 0. Vlastnost (B)
�r��k�a, kterak je reprezentov�ano �re�sen�� rovnice (2.4). �



2.2 Model (Gamma-OU proces) 34

Zb�yv�a speci�kovat �r��d��c�� L�evyho proces (Zt). Podle Barndor�-Nielsen a Shephard [1]
(str. 173 a 175) m�a rozd�elen�� Ga(�; �) L�evyho hustotu

u(x) = �x�1 expf��xg
Podle (1.10) m�ame pro L�evyho hustotu w

w(x) = �u(x)� xu0(x)

= ��x�1 expf��xg � x

�
��x�2 expf��xg � �x�1� expf��xg

�
= �� expf��xg;

kde posledn�� �r�adek je podle v�ety 1.15 L�evyho hustota slo�zen�eho Poissonova procesu, kter�y
m�a rozd�elen�� velikosti skok�u Exp(�) a intenzitu v�yskytu ud�alost�� �. V na�sem p�r��pad�e tedy
za �r��d��c�� L�evyho proces (Zt) v reprezentaci �re�sen�� (B) vol��me slo�zen�y Poisson�uv proces

Zt =
+1X
j=1

"jI(cj<t) (2.10)

Ve vztahu (2.10) jsou 0 < c1 < c2 < c3 < : : : �casy ud�alost�� generovan�e z Poissonova
procesu s intenzitou � a "j k nim p�r��slu�sn�e velikosti skok�u s rozd�elen��m Exp(�). Intenzita �
v�yskytu ud�alost�� cj pro vztah (2.10) je p�redpokl�ad�ana kone�cn�a, co�z znamen�a stacionaritu
�re�sen�� rovnice (2.4) d��ky (1.11).

V�eta 2.2. Reprezentace volatility v Gamma-OU modelu je d�ana vztahem

v(t) = expf��tgv(0) +
+1X
j=1

expf��(t� cj)g"jI(cj<t) (2.11)

D�UKAZ: K d�ukazu v�ety pou�zijeme vztah (B). Sta�c�� uk�azat, �ze stochastick�y integr�al, kde
integr�atorem je L�evyho proces, d�a sumu v (2.11). Zvolme pevn�e t > 0, realizaci ! L�evyho
procesu (slo�zen�y Poisson�uv proces) a kone�cn�e d�elen�� D = f0 = s0 < s1 < : : : < sn = tg
intervalu h0; ti. Ozna�cme fs(!) = expf��(t� s)g a p�redpokl�adejme d�ale, �ze n�ekter�e body
d�elen�� D spl�yvaj�� se v�semi �casy ud�alost�� cj. Pokud tomu tak nen��, po�cet bod�u d�elen�� D
zv�et�s��me. Vytvo�ruj��c�� suma pro integr�al je�Z t

0

fsdZs

�
(!) = fs0(!)Zs0(!) +

n�1X
k=1

fsk(!)(Zsk+1 � Zsk)(!)

�Clen fs0Zs0 je nulov�y d��ky podm��nce Z0 = 0 skoro jist�e. P�r��r�ustek tvaru Zsk+1�Zsk je bud'
nulov�y, nebo roven "j. A proto�ze sk+1 = cj v�zdy pro n�ejak�e k; j 2 N, limitn��m p�rechodem
dost�av�ame po�zadovan�e tvrzen��.

�
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V�eta 2.3. Reprezentace integrovan�e volatility v Gamma-OU modelu je d�ana vztahem

v�(0; t) =
1

�

�+1X
j=1

[1� expf��(t� cj)g]"jI(cj<t) � v(0)fexpf��tg � 1g
�

(2.12)

D�UKAZ: Nejprve dosad��me (2.11) za integrand ve vztahu (2.5). Po �uprav�e obdr�z��me

v�(0; t) =

Z t

0

expf��sgv(0) ds+
Z t

0

+1X
j=1

expf��(s� cj)g"jIfcj<sg ds

Prvn�� integr�al spo�c��t�ame pomoc�� substituce S1 : y = ��s:Z t

0

expf��sgv(0) ds S1=

Z ��t

0

expfygv(0)
�
�dy
�

�
= �v(0)

�

�
expf��tg � 1

�
U druh�eho integr�alu vyu�zijeme p�redpokladu v�ety a kone�cnosti intenzity � Poissonova
procesu, ze kter�eho poch�az�� ud�alosti cj. Toto zaru�c�� kone�cn�y po�cet s�c��tanc�u v sum�e
a mo�znost jej�� z�am�eny s integr�alem, tj.Z t

0

+1X
j=1

expf��(s� cj)g"jI(cj<s) ds =
+1X
j=1

Z t

0

expf��(s� cj)g"jI(cj<s) ds

Zvolme pevn�e �cas ud�alosti cj Poissonova procesu tak, �ze 0 < cj < t. Vzhledem k indik�atoru
dost�av�ame Z cj

0

expf��(s� cj)g"j:0 ds+
Z t

cj

expf��(s� cj)g"j:1 ds

Prvn�� integr�al je nula. Na druh�y pou�zijeme substituci S2 : y = ��(s� cj) a dostanemeZ t

cj

expf��(s� cj)g"j ds S2=

Z ��(t�cj)

0

expfyg"j
�
�dy
�

�
= �"j

�

�
expf��(t� cj)g � 1

�
Vezmeme-li do �uvahy v�sechny relevantn�� ud�alosti cj, kter�e se vyskytnou do �casu t, dostaneme

1

�

+1X
j=1

�
1� expf��(t� cj)g

�
"jI(cj<t);

co�z d�av�a (2.12). �

V�eta 2.4. Autokorela�cn�� funkce volatility v Gamma-OU modelu je d�ana vztahem

r(t) = corr(v(0); v(t)) = expf��tg
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D�UKAZ: Z de�nice

corr(v(0); v(t)) =
cov(v(0); v(t))p
var v(0)

p
var v(t)

=
Ev(0)v(t)� Ev(0)Ev(t)p

var v(0)
p
var v(t)

Proto�ze L(v(t)) = Ga(�; �) pro ka�zd�e t � 0, m�ame pro rozptyly ve jmenovateli

p
(var v(0))

p
(var v(t)) =

r
�

�2

r
�

�2
=

�

�2

D�ale ozna�cme

Kt =
+1X
j=1

expf�cjg"jI(cj<t)

Nyn�� po�c��tejme st�redn�� hodnoty v �citateli. Prvn�� �clen je roven

Ev(0)v(t) = Ev(0)

�
expf��tgv(0) +

+1X
j=1

expf��(t� cj)g"jI(cj<t)
�

= expf��tg
�
E(v(0))2 + Ev(0)EKt

�
= expf��tg

�
var v(0) + Ev(0) + Ev(0)EKt

�
= expf��tg

�
�

�2
+
�2

�2
+
�

�
EKt

�
Druh�y �clen je naproti tomu roven

Ev(0)Ev(t) = Ev(0)E

�
expf��tgv(0) +

+1X
j=1

expf��(t� cj)g"jI(cj<t)
�

= Ev(0)

�
expf��tg

�
Ev(0) + EKt

��
= expf��tg

�
(Ev(0))2 + Ev(0)EKt

�
= expf��tg

�
�2

�2
+
�

�
EKt

�
Celkov�e je �citatel roven

Ev(0)v(t)� Ev(0)Ev(t) =
�

�2
expf��tg;

co�z d�av�a po vyd�elen�� hodnotou ve jmenovateli po�zadovan�e tvrzen��. �

Jsme-li na �nan�cn��m trhu, jsme schopni pozorovat pouze p�r��r�ustky yi, ale u�z ne jejich
stochastickou volatilitu (v(t)). Tu si ale p�rejeme odhadnout, co�z provedeme metodami
bayesovsk�e anal�yzy s vyu�zit��m v�erohodnosti f(Xjv�) dan�e v (2.9).
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2.2.2 Bayesovsk�a konstrukce

Uva�zme slo�zen�y Poisson�uv proces v (2.10). Tento proces lze nahl���zet jako k�otovan�y bodov�y
proces 	 na mno�zin�e

S = h0; T i � (0;+1)

obsahuj��c�� uspo�r�adan�e dvojice bod�u (cj; �j), kde j = 1; : : : ;m, m 2 N. M��ra intenzity �
procesu 	 je podle v�ety 1.15

�(dc� d") = �� expf��"g%(dc� d");

co�z je sou�cinov�a m��ra m��ry intenzity slo�zen�eho Poissonova procesu s intenzitou � a rozd�elen��
velikosti skok�u Exp(�), kde % ozna�cuje Lebesgueovu m��ru. Pokud se pod��v�ame na vyj�ad�ren��
volatility v (2.11), vid��me, �ze z�avis�� na parametrech �, v(0) a 	 = f(cj; "j)g. V�erohodnost
(2.9) lze tedy zapsat

f(Xjv�) = f(Xj�; v(0);	)
Parametry v(0) a 	 z�avis�� op�et na dal�s��ch parametrech, nebot'

� po�c�ate�cn�� volatilita v(0) m�a rozd�elen�� Ga(�; �)

� pro bodov�y proces 	 jsou

�
cj �casy ud�alost�� Poissonova procesu s intenzitou �
"j velikosti skok�u maj��c�� rozd�elen�� Exp(�)

Uv�a�z��me proto hierarchick�y model v t�echto stupn��ch:

1. yijv�i � N(0; v�i )

2. v(0) � Ga(�; �); cj � cj�1 � Exp(�); "j � Exp(�)

Pokud chceme prov�ad�et bayesovsk�e z�av�ery zalo�zen�e na v�erohodnosti, pot�rebujeme k tomu
zn�at margin�aln�� v�erohodnost

f(Xj�; �; �) =
Z
f(Xj�; v(0);	)�(v(0)j�; �; �)�(	j�; �) dv(0) d	; (2.13)

kterou obdr�z��me integrov�an��m (2.9) vzhledem k apriorn�� m���re, kter�a je d�ana podm��n�en�ymi
rozd�elen��mi parametr�u v(0) a 	. Hustota, kterou z (2.13) nezn�ame, je hustota k�otovan�eho
bodov�eho procesu 	. Tu spo�c��t�ame vzhledem k dominantn�� m���re slo�zen�eho Poissonova
procesu s intenzitou � = 1 a rozd�elen��m velikosti skok�u Exp(1).

V�eta 2.5. Necht' 	(S) ud�av�a po�cet bod�u k�otovan�eho bodov�eho procesu 	 na mno�zin�e S.
Potom hustota procesu 	 je d�ana

�(	j�; �) = expf�(�� 1)Tg(��)	(S) exp
�
�(� � 1)

	(S)X
j=1

"j

�
(2.14)
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D�UKAZ: Zvolme m��ruQ standardn��ho Poissonova procesu na mno�zin�e S s m��rou intenzity

��(dc� d") = expf�"g%(dc� d"); (2.15)

co�z je jen m��ra intenzity �(�) s volbou parametr�u � = 1 a � = 1. Pou�zit��m v�ety 1.13 m�a
odpov��daj��c�� Radonova-Nikod�ymova derivace tvar

d�

dQ
= expfT � �Tg

	(S)Y
j=1

�� expf��"jg
expf�"jg

Nav��c d��ky konstrukci mno�ziny S a volb�e kone�cn�e intenzity slo�zen�eho Poissonova procesu
je 	(S) < +1 skoro jist�e. To zaru�cuje dob�re de�novan�y vztah (2.14). �

Konstrukce v�erohodnosti v (2.13) navrhuje zcela p�rirozen�e pou�z��t parametrizaci (�; �; �).
My ov�sem zvol��me parametrizaci

(�; �; �) �! (�; �; �) =

�
�

�
; �; �

�
;

kde p�redpokl�ad�ame, �ze � = �� (Dellaportas, Papaspiliopoulos a Roberts [4], str. 371). Tato
parametrizace je zvolena proto, aby byla eliminov�ana vysok�a aposteriorn�� z�avislost mezi
jednotliv�ymi parametry modelu a z toho vypl�yvaj��c�� pomal�a konvergence n�asleduj��c��ho
MCMC algoritmu. V t�eto parametrizaci parametry � a � popisuj�� stacion�arn�� vlastnosti
procesu volatility, zat��mco � popisuje jej�� p�rechodov�e vlastnosti. Potom je Bayesova v�eta

�(�; �; �;	; v(0)jX) / f(Xj	; v(0); �)�(v(0)j�; �)�(	j�; �; �)�(�; �; �); (2.16)

kde podm��n�en�a hustota

f(Xj	; v(0); �) =
nY
i=1

1p
2�v�(ti�1; ti)

exp

�
�(x(ti)� x(ti�1))

2

2v�(ti�1; ti)

�
�(v(0)j�; �) =

��

�(�)
v(0)��1 expf��v(0)g

�(	j�; �; �) = expf�(��� 1)Tg(���)	(S) exp
�
�(� � 1)

	(S)X
j=1

"j

�
Zb�yv�a ur�cit sdru�zenou apriorn�� hustotu �(�; �; �). Zde vyu�zijeme toho, �ze parametry �, �
a � jsou podm��n�en�e nez�avisl�e, a jako apriorn�� hustoty pro n�e zvol��me po �rad�e podm��n�en�e
konjugovan�a rozd�elen�� Ga(��; ��), Ga(��; ��) a Ga(�� ; ��).

Parametrizace v (2.16) se naz�yv�a centrovan�a parametrizace, nebot' parametry 	 a v(0)
(nepozorovateln�e parametry) jsou hierarchicky centrovan�e mezi parametry �, � a � a mezi
daty X (p�r��r�ustky fyig). Parametry � a � jsou podm��n�en�e nez�avisl�e na �, 	 a v(0), co�z je
kl���cov�a vlastnost t�eto parametrizace.
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2.2.3 Metoda augmentace dat

Abychom mohli prov�est bayesovsk�e z�av�ery v na�sem modelu, mus��me um�et simulovat ze
sdru�zen�e aposteriorn�� hustoty �(�; �; �;	; v(0)jX), kter�a je d�ana v (2:16). Poznamenejme,
�ze analytick�a mo�znost neexistuje, nebot' aposteriorn�� hustota je ve velmi komplikovan�em
tvaru a nepodob�a se �z�adn�e zn�am�e hustot�e pravd�epodobnosti. Nav��c v�erohodnost v (2.13)
nelze ani analyticky spo�c��tat kv�uli velk�e komplikovanosti integrandu. Vyu�zijeme proto
MCMC algoritmus zalo�zen�y na metod�e augmentace dat (t�e�z roz�s���ren�� dat).

Augmentace dat spo�c��v�a v odhadnut�� nezn�am�eho vektoru parametr�u � na z�aklad�e dat
Y = (Yobs; Ymis), kde Yobs jsou data, kter�a jsme schopni pozorovat, a Ymis jsou data, kter�a
nejsme schopni pozorovat (tj. bud' opravdu chyb��, nebo vystupuj�� jako skryt�e prom�enn�e).
Standardn�� p�r��stup pro chyb�ej��c�� data Ymis, pokud prov�ad��me bayesovsk�e z�av�ery, je

�(�jYobs) /
Z
�(Yobs; Ymisj�)�(�)dYmis

Takov�y typ integrace je �casto nemo�zn�e prov�est vzhledem k mo�zn�e komplikovanosti hustoty
�(Yobs; Ymisj�). Jin�ym p�r��stupem k problematice je uva�zovat

�(�; YmisjYobs) / �(Yobs; Ymisj�)�(�); (2.17)

tzn. nepozorovateln�a data Ymis pova�zujeme za dal�s�� nezn�am�e parametry a pomoc�� MCMC
algoritmu simulujeme z hustoty �(�; YmisjYobs). Aproximaci aposteriorn��ho rozd�elen�� para-
metr�u �, tj. �(�jYobs), dostaneme vynech�an��m dat Ymis. Vztah (2.17) lze p�repsat na

�(�; YmisjYobs) / �(YmisjYobs; �)�(Yobsj�)�(�); (2.18)

z �ceho�z vypl�yv�a i MCMC algoritmus, kter�ym je algoritmus GVP s t�emito kroky:

1. simulace z hustoty �(YmisjYobs; �)
2. simulace z hustoty �(�jYmis; Yobs) (aposteriorn�� rozd�elen�� z�upln�en�ych dat)

Augmentace dat je spojena s integr�alem v (2.13). Tento integr�al krom�e parametr�u �,
� a �, pro n�e�z prov�ad��me bayesovsk�e z�av�ery, z�avis�� tak�e na parametrech v(0) a 	, kter�e
nelze p�r��mo pozorovat. Potom v (2.18) je � = (�; �; �), Ymis = (	; v(0)) a Yobs = X, co�z
vlastn�e vede na (2.16). Augmentaci dat pou�zijeme i pro n�asleduj��c�� algoritmus.

2.2.4 MCMC algoritmus

V�ysledn�y MCMC algoritmus, kter�y uva�zujeme, je Metropolis-within-Gibbs algoritmus, co�z
je algoritmus GVP, kde z pln�e podm��n�en�ych hustot simulujeme pomoc�� MH algoritmu.
Kroky tohoto algoritmu jsou:

KROK 1: Simulace (�; �) ze sdru�zen�e hustoty �(�; �j	; v(0); �)
KROK 2: Simulace � z hustoty �(�jX;	; v(0); �; �)
KROK 3: Simulace v(0) z hustoty �(v(0)jX;	; v(0); �; �; �)
KROK 4: Simulace 	 z hustoty �(	jX; v(0); �; �; �)
KROK 5: Jdi na KROK 1
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Pozn�amka 2.8. Hustoty v jednotliv�ych kroc��ch jsou odvozeny �um�ern�e ze vztahu (2.16), co�z
znamen�a, �ze prom�enn�e v podm��nce dan�e hustoty bereme jako konstanty a do v�ysledn�e
hustoty je neuva�zujeme pro p�r��pad, �ze nejsou n�ejakou funkc�� uva�zovan�eho parametru.
Multiplikativn�� konstanty odstra�nujeme symbolem /, proto�ze pravd�epodobnost p�rijet��
n�avrhu � pro MH algoritmus nez�avis�� na multiplikativn��ch konstant�ach. �

KROK 1 - krok aktualizace parametru � a �

Simulace dvojice parametr�u (�; �) ze sdru�zen�e hustoty �(�; �j	; v(0); �)
�Um�ern�a hustota � je

�(�j�;	; v(0)) / ��+	(S)+���1 exp

�
��
�
v(0) +

	(S)X
j=1

"j + ��

��

� Ga

�
� +	(S) + ��; v(0) +

	(S)X
j=1

"j + ��

�
�Um�ern�a hustota � je

�(�jv(0);	; �) / ��

�(�)
v(0)��	(S)+���1 expf�(�� + �T )�g

Proto�ze d�ale

�j� � Ga

�
� +	(S) + ��; v(0) +

	(S)X
j=1

"j + ��

�
; (2.19)

v�se se d�a p�repsat na (viz Dellaportas, Papaspiliopoulos a Roberts [4], str. 389)

�(�jv(0);	; �) /
�(� + �� +	(S))

�(�)

�
v(0)

�� + v(0) +
P	(S)

j=1 "j

��

�	(S)+���1 expf�(�� + �T )�g

V tomto kroku simulace aktualizujeme nejprve parametr � a posl�eze, v z�avislosti na
parametru �, aktualizujeme parametr �. P�ri simulaci parametru � nejprve generujeme
jeho n�avrh e� multiplikativn�� MH n�ahodnou proch�azkou ze symetrick�e n�avrhov�e hustoty
rozd�elen�� N(0; �2�), kde pro simulaci vol��me �2� = 0;45. Utvo�r��me pravd�epodobnost p�rijet��
n�avrhu, kter�a se d��ky symetri�cnosti n�avrhov�e hustoty z�u�z�� na

� = min

�
�(e�jv(0)p;	p; �p)

�(�pjv(0)p;	p; �p)
; 1

�
; (2.20)

kde �p, 	p, v(0)p, �p jsou hodnoty parametr�u �, 	, v(0), � z p�redchoz�� iterace algoritmu.
Vy�c��sl��me pod��l v (2.20) a hodnotu � porovn�ame s �c��slem p vygenerovan�ym z rozd�e-
len�� R(0; 1). Pokud � � p n�avrh e� na novou hodnotu � p�rijmeme, v opa�cn�em p�r��pad�e
z�ustaneme ve stejn�em stavu.

Hodnotu parametru � generujeme p�r��mo z gamma rozd�elen�� (2.19).
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KROK 2 - krok aktualizace parametru �

Simulace parametru � z hustoty �(�jX;	; v(0); �; �)
�Um�ern�a hustota � je

�(�jX;	; v(0); �; �) / f(Xj	; v(0); �)�	(S)+���1 expf�(�� + �T )�g

P�ri simulaci generujeme n�avrh e� na novou hodnotu parametru � multiplikativn�� MH
n�ahodnou proch�azkou s u�zit��m symetrick�e n�avrhov�e hustoty N(0; �2�), kde pro simulaci
vol��me �2� = 0;2. D�ale postupujeme podobn�e jako v p�rede�sl�em kroku u parametru �.

KROK 3 - krok aktualizace parametru v(0)

Simulace parametru v(0) z hustoty �(v(0)jX;	; v(0); �; �; �)
�Um�ern�a hustota v(0) je

�(v(0)jX;	; �; �; �) / f(Xj	; v(0); �)v(0)��1 expf��v(0)g

P�ri simulaci generujeme n�avrh gv(0) na novou hodnotu parametru v(0) multiplikativn�� MH
n�ahodnou proch�azkou s u�zit��m symetrick�e n�avrhov�e hustoty N(0; �2v(0)), kde pro simulaci

vol��me �2v(0) = 1. D�ale postupujeme obdobn�e jako v p�redchoz��m kroku u parametr�u � a �.

KROK 4 - krok aktualizace parametru 	

Simulace parametru 	 z hustoty �(	jX; v(0); �; �; �)
Tento krok se od p�redchoz��ch odli�suje, nebot' pou�z��v�a MH algoritmus zrodu a z�aniku:

Necht' 	 = f(c1; "1); : : : ; (cm; "m)g je aktu�aln�� kon�gurace bodov�eho procesu 	. V ka�zd�em
kroku se n�ahodn�e rozhodneme pro jednu z n�asleduj��c��ch dvou kon�gurac��:

1. s pravd�epodobnost�� q p�rid�ame nov�y bod (c; ") do aktu�aln�� kon�gurace 	, kde
c � R(0; T ), " � Exp(�) { zrod bodu (tj. 	 [ (c; "))

2. s pravd�epodobnost�� 1�q odebereme bod (cj; "j) z aktu�aln�� kon�gurace 	, kde dvojici
(cj; "j) vol��me rovnom�ern�e n�ahodn�e z existuj��c��ch bod�u { z�anik bodu (tj. 	 n (cj; "j))

Rozhodnut��, jakou kon�guraci uv�a�z��me, �cin��me na z�aklad�e vygenerov�an�� �c��sla p z rozd�e-
len�� R(0; 1). Pokud p � q, uva�zujeme zrod, v opa�cn�em p�r��pad�e uva�zujeme z�anik. V na�sem
p�r��pad�e vol��me q = 1

2
. N�asleduje rozhodnut��, zda n�ahodn�e zvolenou kon�guraci p�rijmeme,

nebo z�ustaneme ve stejn�em stavu, k �cemu�z poslou�z�� pravd�epodobnost p�rijet�� n�avrhu �:

1. �[	;	 [ (c; ")] = minf1; h(	; (c; "))g { pro zrod bodu

2. �[	 [ (c; ");	g] = minf1; 1=h(	; (c; "))g { pro z�anik bodu
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Poznamenejme, �ze form�aln�e spr�avn�y tvar pravd�epodobnosti p�rijet�� n�avrhu �[	;	n(cj; "j)]
pro z�anik bodu (cj; "j) z aktu�aln�� kon�gurace 	 nyn�� ztoto�z�nujeme pro zjednodu�sen�� z�apisu
s tvarem �[	 [ (c; ");	]. Pro MH pom�er p�rijet�� v algoritmu zrozen�� a z�aniku plat��

h(	; (c; ")) =
p(	 [ (c; "))

p(	)

1�Q(	 [ (c; "))

Q(	)

d(	 [ (c; "); (c; "))

b(	; (c; "))
;

kde p(	[ (c; ")), resp. p(	), tvo�r�� �um�ernou hustotu pro bodov�y proces 	, kter�a je z (2.16)

�(	jX; v(0); �; �; �) / f(Xj	; v(0); �)�(	j�; �; �)

D�ale 1 � Q(	 [ (c; ")), resp. Q(	), je pravd�epodobnost, s jakou se rozhodneme zvolit
odebr�an�� bodu z aktu�aln�� kon�gurace 	, resp. p�rid�an�� bodu do t�eto kon�gurace. Tato
pravd�epodobnost je 1� q pro odebr�an�� bodu a q pro p�rid�an�� bodu. Hustota b(	; (c; ")) je
n�avrhov�a hustota pro p�rid�an�� bodu (c; ") do aktu�aln�� kon�gurace 	. Tuto hustotu vol��me
(Papaspiliopoulos [11], str. 197)

b(	; (c; ")) =
1

T
� expf�(� � 1)"g

a jedn�a se o hustotu vzhledem k m���re intenzity ��(�) dan�e (2.15). V p�r��pad�e, �ze chceme
odebrat ur�cit�y bod (c; ") z kon�gurace 	 [ (c; "), potom se tak stane s pravd�epodobnost��

d(	 [ (c; "); (c; ")) =
1

m+ 1
;

kde m+ 1 zna�c�� po�cet bod�u kon�gurace 	 [ (c; "). M�ame tedy

h(	; (c; ")) =
f(Xj�; v(0);	 [ (c; "))�(	 [ (c; ")j�; �)

f(Xj�; v(0);	)�(	j�; �)
1� q

q

(m+ 1)�1

T�1� expf�(� � 1)"g
Podle (2.14) lze d�ale napsat

�(	 [ (c; ")j�; �) = �(	j�; �)�� expf�(� � 1)"g;

proto�ze nov�y bod (c; ") je generov�an nez�avisle na aktu�aln�� kon�guraci 	. Jeliko�z vol��me
speci�aln�e q = 1

2
, v�ysledn�y MH pom�er je ve tvaru

h(	; (c; ")) =
f(Xj�; v(0);	 [ (c; "))

f(Xj�; v(0);	)
�T

m+ 1



Kapitola 3

Vyhodnocen�� modelu

V t�eto kapitole provedeme praktick�e vyhodnocen�� na�seho modelu pro simulovan�e p�r��r�ustky
fyig (d�ale jen simulovan�a data) a re�aln�e p�r��r�ustky fyig (d�ale jen re�aln�a data).

3.1 Parametry modelu a data

Re�aln�a data uva�zujeme s denn��m krokem v�yskytu ve smyslu, �ze � = 1. Tento p�redpoklad
pou�zijeme i pro simulovan�a data. Potom parametr T v tabulce 3.1 ud�av�a rozsah datov�eho
souboru, kter�y uva�zujeme. P�ripome�nme, �ze vyhodnocujeme model stochastick�e volatility,
kde volatilita je modelov�ana jako negaussovsk�y OU proces �r��zen�y slo�zen�ym Poissonov�ym
procesem. Pro model prov�ad��me bayesovsk�e z�av�ery zalo�zen�e na augmentaci dat s pomoc��
MCMC algoritmu. Pot�rebujeme tedy speci�kovat po�c�ate�cn�� hodnoty parametr�u �, �, �,
v(0) a 	 MCMC algoritmu, d�ale v�erohodnost a apriorn�� rozd�elen�� parametr�u �, �, �.

Parametr � � � T v(0)

DATA SET 10 2
3

0;1 500 Ga(2
3
; 10)

Tabulka 3.1: Po�c�ate�cn�� hodnoty parametr�u �, �, � a v(0) do MCMC algoritmu. Rozsah
datov�eho souboru, kter�y pou�z��v�ame pro simulaci, ud�av�a parametr T .

Po�c�ate�cn�� (a z�arove�n i stacion�arn��) hodnoty parametr�u �, �, �, v(0) pro MCMC algorit-
mus uv�ad��me v tabulce 3.1, kde po�c�ate�cn�� hodnotu v(0) generujeme z rozd�elen�� Ga(�; �).
Po�c�ate�cn�� kon�guraci bodov�eho procesu 	 = f(cj; "j)g z��sk�ame tak, �ze �casy ud�alost�� cj
generujeme z Poissonova procesu s intenzitou � = �� na intervalu h0; T i a odpov��daj��c��
velikosti skok�u "j z rozd�elen�� Exp(�). V�erohodnost pro bayesovsk�e z�av�ery vol��me (2.13),
apriorn�� hustoty parametr�u �, � a � jsou uvedeny v tabulce 3.2.
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Parametr � � �

Apriorn�� rozd�elen�� Ga(1; 0;1) Ga(1; 0;1) Ga(1; 1)

Tabulka 3.2: Apriorn�� rozd�elen�� parametr�u �, � a �.

Simulovan�a data

K simulaci dat pou�z��v�ame v�etu 2.1, kter�a ud�av�a, �ze rozd�elen�� p�r��r�ustk�u logaritm�u cen
aktiva fyigi2N je norm�aln�� rozd�elen�� N(0; v�i ). Ka�zd�y p�r��r�ustek yi m�a jin�y rozptyl v�i ,
co�z znamen�a, �ze data jsou generov�ana jako �sk�alovan�a sm�es norm�aln��ch rozd�elen��. Hod-
notu v�i z��sk�ame u�zit��m vztahu (2.6), kde za integrovanou volatilitu vol��me vztah (2.12). In-
tegrovanou volatilitu vy�c��slujeme v �casech t = 1; 2; : : : ; T , kde T = 500. V�sechny relevantn��
parametry pro v�ypo�cet integrovan�e volatility z (2.12) ud�av�a tabulka 3.1. Parametr � je d�an
p�r��mo v tabulce, parametr v(0) generujeme z rozd�elen�� Ga(�; �), �casy ud�alost�� cj generujeme
z Poissonova procesu s intenzitou � = �� na intervalu h0; T i, skoky ud�alost�� "j generujeme
z rozd�elen�� Exp(�).
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Obr�azek 3.1: Simulovan�a data fyig. Body vyzna�cuj�� rozd��ly logaritm�u fyig �ktivn��ch cen
aktiva s denn��m krokem v�yskytu. Vodorovn�a osa ud�av�a sledovan�y �casov�y horizont.
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Re�aln�a data

Jako p�r��klad re�aln�ych dat uva�zujeme kurz americk�eho dolaru v�u�ci britsk�e lib�re. Celkem
bereme do �uvahy p�et set jeden aktivn�� obchodn�� den v obdob�� od 15. prosince 1989
do 18. listopadu 1991. Z t�echto dat utvo�r��me T = 500 logaritmick�ych p�r��r�ustk�u, kter�e
vyn�asob��me konstantou

p
600, abychom dostali podobnou empirickou hustotu jako pro

p�r��pad simulovan�ych dat, a mohli tak l�epe porovnat algoritmus na obou typech dat.
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Obr�azek 3.2: (a) �Casov�a �rada kurzu americk�eho dolaru v�u�ci britsk�e lib�re, (b) z n�ej
vytvo�ren�a re�aln�a data fyig. Sm�enn�y kurz m�a denn�� krok v�yskytu, p�r��r�ustky fyig jsou
vytvo�reny z p�uvodn��ch p�r��r�ustk�u vyn�asoben��m �c��slem

p
600. Vodorovn�a osa ud�av�a �casov�y

horizont, po kter�y data sledujeme.

Stylizovan�a empirick�a fakta simulovan�ych a re�aln�ych dat

Jak na simulovan�ych, tak na re�aln�ych datech lze pozorovat asymetrick�y pseudonorm�aln��
tvar jejich empirick�ych hustot z obr�azku 3.3. Hustoty takt�e�z nadm�ern�e kol��saj�� kolem
sv�e st�redn�� hodnoty, co�z je zp�usobeno vysokou koncentrac�� dat v okol�� jejich v�yb�erov�eho
pr�um�eru. Pod��v�ame-li se na autokorela�cn�� funkce na obr�azku 3.4, autokorelace �rad fyig
je z�rejm�e nev�yznamn�a pro oba typy dat. V�yb�erov�y pr�um�er pro simulovan�a, resp. re�aln�a
data, �cin�� 1;53:10�2, resp. �5;23:10�3. V�yb�erov�y rozptyl simulovan�ych, resp. re�aln�ych dat,
�cin�� 5;92:10�2, resp. 2;98:10�2.
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Obr�azek 3.3: J�adrov�y odhad hustoty (S) simulovan�ych dat fyig, resp. (R) re�aln�ych
dat fyig, o d�elce T = 500 pozorov�an��. P�reru�sovan�e nakreslen�a hustota ud�av�a hustotu
norm�aln��ho rozd�elen�� se st�redn�� hodnotou rovnou v�yb�erov�emu pr�um�eru a rozptylem rovn�ym
v�yb�erov�emu rozptylu p�r��slu�sn�ych dat. Modr�e prou�zky pod hustotami zna�c�� datov�y v�yb�er
a �cerven�a p�reru�sovan�a �c�ara v�yb�erov�y pr�um�er dat.
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Obr�azek 3.4: Autokorela�cn�� funkce (S) simulovan�ych dat fyig a (R) re�aln�ych dat fyig.
Vodorovn�a osa ud�av�a rozd��l ve dnech mezi jednotliv�ymi pozorov�an��mi.
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3.2 Diagnostika MCMC simulace

Pro oba typy dat bylo provedeno celkem 1 100 000 iterac�� algoritmu s t��m, �ze prvn��ch
100 000 iterac�� nebylo br�ano v potaz (tzv. zaho�ren�� �ret�ezce). Ze zbytku iterac�� potom byla
uva�zov�ana ka�zd�a tis��c�� iterace a toto zten�cen�� bylo pou�zito pro n�asleduj��c�� zpracov�an��.

Z�av�ery o parametrech modelu �, �, � prov�ad��me bayesovsky podle vztahu (2.16). Na
obr�azku 3.5 m�u�zeme vid�et odhady aposteriorn��ch hustot t�echto parametr�u pro simulo-
van�a a re�aln�a data v porovn�an�� s apriorn��mi hustotami dan�ymi v tabulce 3.2. Tabulka 3.3,
resp. 3.4, ud�av�a n�ekter�e aposteriorn�� charakteristiky parametr�u pro simulovan�a, resp. re�aln�a,
data. Porovn�an��m hustot na obr�azku 3.5 a charakteristik v tabulk�ach 3.3, resp. 3.4, vid��me,
�ze MCMC algoritmus d�av�a hor�s�� v�ysledky pro re�aln�a data. To m�u�zeme vid�et i z pr�ub�ehu
simulac��, resp. autokorela�cn��ch funkc��, na obr�azku 3.6, resp. 3.7. Zat��mco pro simulovan�a
data sta�c�� prov�est 1 100 000 iterac�� se zaho�ren��m prvn��ch 100 000 iterac�� a dostaneme dobr�e
v�ysledky, re�aln�a data vy�zaduj�� v�et�s�� zaho�ren�� i po�cet iterac��. �Ret�ezec v jejich p�r��pad�e toti�z
vykazuje pomalej�s�� konvergenci ke skute�cn�ym hodnot�am parametr�u dan�ych v tabulce 3.1.
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Obr�azek 3.5: J�adrov�y odhad aposteriorn��ch hustot parametr�u �, � a � pro (S) simulovan�a
data fyig a (R) re�aln�a data fyig. P�reru�sovan�e vyzna�cen�a hustota ud�av�a apriorn�� rozd�elen��,
p�reru�sovan�a �c�ara ud�av�a po�c�ate�cn�� (stacion�arn��) hodnotu �ret�ezce a modr�e prou�zky pod
hustotou ud�avaj�� realizace dan�eho parametru. J�adrov�y odhad je proveden pro ka�zdou tis��c��
iteraci parametru od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.
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Parametr � � � v(0)

v�yb�erov�y pr�um�er 0;1061 0;6185 9;7278 0;0448
v�yb�erov�y medi�an 0;1058 0;6055 9;4473 0;0446
v�yb�erov�y rozptyl 9:10�5 0;0242 8;5081 3:10�4

v�yb�erov�a sm�erodatn�a odchylka 0;0097 0;1557 2;9169 0;0176
v�yb�erov�y 0;025-kvantil 0;0874 0;3498 4;9147 0;0056
v�yb�erov�y 0;975-kvantil 0;1261 0;9463 16;5176 0;0792

po�c�ate�cn�� (stacion�arn��) hodnota 0;1 2
3

10 0;0328

Tabulka 3.3: Aposteriorn�� charakteristiky parametr�u simulace �, �, � a v(0) u simulovan�ych
dat fyig. V�ypo�cet charakteristik je proveden z ka�zd�e tis��c�� iterace parametru od iterace �c��slo
101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.

Parametr � � � v(0)

v�yb�erov�y pr�um�er 0;4885 1;5434 46;3586 0;0265
v�yb�erov�y medi�an 0;5150 1;4171 44;2680 0;0236
v�yb�erov�y rozptyl 0;1419 0;2128 170;3241 3:10�4

v�yb�erov�a sm�erodatn�a odchylka 0;3767 0;4613 13;0508 0;0179
v�yb�erov�y 0;025-kvantil 0;0059 0;9785 24;5716 0;0025
v�yb�erov�y 0;975-kvantil 1;1026 2;7341 79;3255 0;0742

po�c�ate�cn�� (stacion�arn��) hodnota 0;1 2
3

10 0;0972

Tabulka 3.4: Aposteriorn�� charakteristiky parametr�u �, �, � a v(0) u re�aln�ych dat fyig.
V�ypo�cet charakteristik je proveden z ka�zd�e tis��c�� iterace parametru od iterace �c��slo 101 000
do iterace �c��slo 1 100 000.

V tabulce 3.3, resp. 3.4, je parametr � m��ra kles�an�� volatility (v(t)), � je parametr intenzity

rozd�elen�� velikosti skok�u f"jg slo�zen�eho Poissonova procesu (Zt), v(0) zna�c�� hodnotu volatility

v �case 0. Dvojice parametr�u � a � d�ale ur�cuje intenzitu �(= ��) v�yskytu ud�alost�� fcjg slo�zen�eho

Poissonova procesu (Zt) a stacion�arn�� margin�aln�� rozd�elen�� volatility (v(t)), kter�e je Ga(�; �).
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Obr�azek 3.6: Pr�ub�ehy simulace parametr�u �, �, � a v(0) pro (S) simulovan�a data fyig
a (R) re�aln�a data fyig. Vykreslen�� je provedeno pro ka�zdou tis��c�� iteraci parametru od
iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.
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Obr�azek 3.7: Autokorela�cn�� funkce parametr�u simulace �, �, � a v(0) pro (S) simulovan�a
data fyig a (R) re�aln�a data fyig. V�ypo�cet autokorela�cn�� funkce je proveden pro ka�zdou
tis��c�� iteraci parametru od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.
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Obr�azek 3.8:K�r���zov�e korela�cn�� funkce parametr�u simulace �, �, � a v(0) pro (S) simulovan�a
data fyig a (R) re�aln�a data fyig. K�r���zov�a korela�cn�� funkce je provedena pro ka�zdou tis��c��
iteraci parametru od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.
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Obr�azek 3.9: Diagnostika �c�aste�cn�ych sou�ct�u parametr�u �, �, � a v(0) pro (S) simulovan�a
data fyig a (R) re�aln�a data fyig. K v�ypo�ctu je pou�zit vztah (3.1) a ka�zd�a tis��c�� iterace
parametru od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.

Pomalou konvergenci parametr�u �ret�ezce pro re�aln�a data potvrzuje i diagnostika zalo�zen�a
na speci�aln��ch �c�aste�cn�ych sou�ctech (viz Casella a Robert [2], str. 380). Necht'

SN =
1

N

NX
k=1

'(k);

kde '(k) je nasimulovan�a hodnota parametru ' pro hodnotu iterace k a N je celkov�y po�cet
nasimulovan�ych hodnot. Uva�zujme d�ale �c�aste�cn�e sou�cty ve tvaru

Dn
N =

nX
k=1

�
'(k) � SN

�
; (3.1)

kde n = 1; : : : ; N: Z t�eto charakteristiky m�u�zeme kvalitativn�e odvodit rychlost konvergence
parametru '(k). Pokud je graf Dn

N nepravideln�y a koncentrovan�y v okol�� nuly, zna�c�� to
rychlou konvergenci �ret�ezce (tzv. siln�y mixing). V p�r��pad�e slab�eho mixingu je graf Dn

N

pravideln�y a hodn�e vzd�alen�y od nuly. Tuto diagnostiku m�u�zeme pozorovat na obr�azku 3.9,
kde vid��me, �ze pro simulovan�a data je graf Dn

N nepravideln�y a koncentrovan�y v okol�� nuly,
nap�r. pro parametry � a �. �Ret�ezec tedy v tomto p�r��pad�e konverguje rychle. Naopak, stejn�e
parametry pro re�aln�a data vykazuj�� pravideln�e grafy, kter�e jsou hodn�e vzd�alen�e od nuly.
�Ret�ezec proto v jejich p�r��pad�e konverguje pomalu.
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Obr�azek 3.10: �Casy ud�alost�� fcjg slo�zen�eho Poissonova procesu (Zt)t�0 pro (S) simulovan�a
data fyig a (R) re�aln�a data fyig. Vykreslen�� je provedeno pro ka�zdou tis��c�� kon�guraci �cas�u
ud�alost�� od iterace �c��slo 1 000 do iterace �c��slo 50 000 pro t 2 h0; 50i.
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Obr�azek 3.11: Empirick�y odhad � lnfP(~" > t)g proti t vykreslen�y pro (S) simulovan�a
data fyig a (R) re�aln�a data fyig. Vykreslen�� je provedeno pro ka�zdou tis��c�� kon�guraci
parametru ~" = �" od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 120 000, kde " zna�c�� velikosti
skok�u slo�zen�eho Poissonova procesu (Zt)t�0, kter�e p�r��slu�s�� iteraci parametru �.
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Pod��vejme se nyn�� na slo�zen�y Poisson�uv proces, kter�y vystupuje jako �r��d��c�� L�evyho
proces (Zt)t�0 (tzv. background driving L�evy process). Obr�azek 3.10 vykresluje kon�gurace
�cas�u skok�u cj slo�zen�eho Poissonova procesu pro simulovan�a a re�aln�a data pro prvn��ch 50 000
iterac��. Toto je d�ule�zit�a charakteristika toho, �ze MCMC algoritmus se m�en�� ve stavov�em
prostoru �cas�u ud�alost�� cj (interval h0; T i). Z�arove�n tak�e odhaluje, kdy do�slo ke skoku
v procesu volatility (v(t))t�0. Lze si pov�simnout, �ze �uvodn�� kon�gurace �cas�u skok�u pro
re�aln�a data obsahuj�� v�et�s�� po�cet bod�u. To m�a vliv nejen na rychlost v�ypo�ctu, ale tak�e
na rychlost konvergence �ret�ezce ke stacion�arn��mu rozd�elen��. Charakteristiky parametru
intenzity � pro generov�an�� �cas�u ud�alost�� cj pro simulovan�a, resp. re�aln�a, data jsou uvedeny
v tabulce 3.5, resp. 3.6.

Obr�azek 3.11 poskytuje diagnostiku pro velikosti skok�u "j slo�zen�eho Poissonova procesu.
Vych�az��me z p�redpokladu, �ze "j � Exp(�). Ozna�c��me-li ~"j = �"j, potom ~"j � Exp(1). Je

zn�amo, �ze distribu�cn�� funkce rozd�elen�� Exp(1) je F (t) = P(~" � t) = 1 � e�t. �Upravou
zjist��me, �ze � lnfP(~" > t)g = t. Na obr�azku 3.11 lze vid�et vykreslen�� � lnfP(~" > t)g proti t
pro simulovan�a a re�aln�a data. Vykreslen�� prov�ad��me pro ka�zdou tis��c�� iteraci parametru � od
iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 120 000, kde � v�zdy n�asob��me odpov��daj��c�� kon�gurac��
velikost�� skok�u "j. V�yznam t�eto diagnostiky je jednoduch�y. Pokud jsou odchylky od p�r��mky
se sklonem 45o systematick�e, znamen�a to neadekv�atnost modelu na na�se data. M�u�zeme si
v�simnout, �ze model je vhodn�y pro re�aln�a data, nebot' tento empirick�y odhad nevykazuje
�z�adn�e v�yznamn�ej�s�� odchylky.

3.3 Proces volatility

V�enujme se nyn�� procesu volatility (v(t))t�0 (d�ale jen volatilita). Z kostrukce modelu v��me,
�ze pro stacion�arn�� margin�aln�� rozd�elen�� volatility plat�� v(t) � Ga(�; �) pro ka�zd�e t � 0.
Odhad hustoty tohoto rozd�elen�� lze pozorovat na obr�azku 3.12. Odhad je proveden pro
ka�zdou tis��c�� realizaci volatility od realizace odpov��daj��c�� iteraci �c��slo 101 000 do iterace
�c��slo 1 100 000. Na obr�azku 3.13 je porovn�an�� empirick�eho odhadu hustoty volatility s jej��
teoretickou hustotou Ga(�; �), kde � = 2

3
a � = 10. Lze si v�simnout, �ze margin�aln�� rozd�elen��

vych�az�� h�u�re pro re�aln�a data.
Necht' � = �=�, resp. !2 = �=�2, zna�c�� st�redn�� hodnotu, resp. rozptyl, rozd�elen�� Ga(�; �).

Aposteriorn�� charakteristiky parametr�u � a !2 pro simulovan�a, resp. re�aln�a, data jsou
uvedeny v tabulce 3.5, resp. 3.6. Obr�azek 3.14 ukazuje medi�an, 2;5%n�� kvantil a 97;5%n��
kvantil volatility (v(t))t�0. Volatilitu po�c��t�ame ze vztahu (2.11) pro t = 1; : : : ; T , kde
T = 500. Pro v�ypo�cet pou�z��v�ame ka�zdou tis��c�� iteraci parametr�u modelu � a v(0) od
iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000 spolu s odpov��daj��c��mi nasimulovan�ymi �casy
ud�alost�� cj a velikostmi skok�u "j slo�zen�eho Poissonova procesu (Zt).

Na obr�azku 3.17 vykreslujeme medi�an integrovan�e volatility vypo�cten�y podle (2.12).
Zvl�a�stn��

"
kope�ckovit�y" tvar trajektorie integrovan�e volatility je zp�usoben t��m, �ze je line�arn��

kombinac�� slo�zen�eho Poissonova procesu (Zt)t�0 a volatility (v(t))t�0 (viz (3.2)). Lze si t�e�z
v�simnout n�apadn�e podobnosti slo�zen�eho Poissonova procesu na obr�azku 3.16 a integrovan�e
volatility na obr�azku 3.17, co�z vyjad�ruje, �ze L�evyho proces (Zt) skute�cn�e volatilitu "

�r��d��".
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Parametr � = �
�

!2 = �
�2

�

v�yb�erov�y pr�um�er 6;68:10�2 7;96:10�3 6;59:10�2

v�yb�erov�y medi�an 6;44:10�2 6;88:10�3 6;41:10�2

v�yb�erov�y rozptyl 3;52:10�4 2;24:10�5 3;41:10�4

v�yb�erov�a sm�erodatn�a odchylka 1;88:10�2 4;73:10�3 1;85:10�2

v�yb�erov�y 0;025-kvantil 3;86:10�2 0;27:10�2 3;54:10�2

v�yb�erov�y 0;975-kvantil 10;83:10�2 1;87:10�2 10;81:10�2

po�c�ate�cn�� (stacion�arn��) hodnota 2
30

2
300

2
30

Tabulka 3.5: Aposteriorn�� charakteristiky parametr�u �, !2 a � u simulovan�ych dat fyig.
V�ypo�cet charakteristik je proveden z ka�zd�e tis��c�� iterace parametru od iterace �c��slo 101 000
do iterace �c��slo 1 100 000.

Parametr � = �
�

!2 = �
�2

�

v�yb�erov�y pr�um�er 3;43:10�2 8;59:10�4 6;67:10�1

v�yb�erov�y medi�an 3;21:10�2 7;32:10�4 6;77:10�1

v�yb�erov�y rozptyl 1;14:10�4 7;97:10�7 2;41:10�1

v�yb�erov�a sm�erodatn�a odchylka 1;07:10�2 8;93:10�4 4;91:10�1

v�yb�erov�y 0;025-kvantil 2;49:10�2 3;53:10�4 8;32:10�3

v�yb�erov�y 0;975-kvantil 6;3:10�2 2;23:10�3 1;49

po�c�ate�cn�� (stacion�arn��) hodnota 2
30

2
300

2
30

Tabulka 3.6: Aposteriorn�� charakteristiky parametr�u �, !2 a � u re�aln�ych dat fyig. V�ypo�cet
charakteristik je proveden z ka�zd�e tis��c�� iterace parametru od iterace �c��slo 101 000 do iterace
�c��slo 1 100 000.

V tabulce 3.5, resp. 3.6, zna�c�� parametr �, resp. !2, st�redn�� hodnotu, resp. rozptyl, stacion�arn��ho

margin�aln��ho rozd�elen�� Ga(�; �) procesu volatility (v(t)). Parametr � ud�av�a intenzitu v�yskytu

ud�alost�� fcjg slo�zen�eho Poissonova procesu (Zt).
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Obr�azek 3.12: J�adrov�y odhad hustoty stacion�arn��ho margin�aln��ho rozd�elen�� Ga(�; �) pro-
cesu volatility (v(t))t�0 pro (S) simulovan�a data fyig a (R) re�aln�a data fyig. V�ypo�cet je
proveden pro ka�zdou tis��c�� realizaci volatility odpov��daj��c�� realizaci od iterace �c��slo 101 000
do iterace �c��slo 1 100 000.
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Obr�azek 3.13: J�adrov�y odhad hustoty (pln�a �c�ara) porovnan�y s teoretickou hustotou
(p�reru�sovan�a �c�ara) stacion�arn��ho margin�aln��ho rozd�elen�� Ga(�; �) volatility (v(t))t�0 pro
(S) simulovan�a data fyig a (R) re�aln�a data fyig. J�adrov�y odhad je proveden pro ka�zdou
tis��c�� realizaci volatility odpov��daj��c�� realizaci od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo
1 100 000.
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Obr�azek 3.14: Medi�an (pln�a �c�ara), 0;025-kvantil (modr�a p�reru�sovan�a �c�ara) a 0;975-kvantil
(�cerven�a p�reru�sovan�a �c�ara) procesu volatility (v(t))t�0 pro (S) simulovan�a data fyig, resp.
(R) re�aln�a data fyig. Medi�an a kvantily volatility jsou vypo�cteny z ka�zd�e tis��c�� realizace
volatility odpov��daj��c�� realizaci od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.
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Obr�azek 3.15: Medi�an volatility (v(t))t�0 (pln�a �c�ara) porovnan�y s medi�anem skute�cn�e
volatility v�i (p�reru�sovan�a �c�ara) pro (S) simulovan�a data fyig a (R) re�aln�a data fyig.
Medi�an (skute�cn�e) volatility je vypo�cten z ka�zd�e tis��c�� realizace (skute�cn�e) volatility
odpov��daj��c�� realizaci od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000 pro t 2 h50; 150i.
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Obr�azek 3.16: Medi�an �r��d��c��ho L�evyho procesu (Zt)t�0 odpov��daj��c�� medi�anu procesu volati-
lity (v(t))t�0 z obr�azku 3.14 pro (S) simulovan�a data fyig a (R) re�aln�a data fyig. V�ypo�cet
je proveden na z�aklad�e vztahu (3.3).
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Obr�azek 3.17: Medi�an integrovan�e volatility (v�(0; t))t�0 (pln�a �c�ara) porovnan�y s kvadra-
tickou variac�� logaritm�u cen aktiva (hXit)t�0 pou�zit�ych k simulaci (p�reru�sovan�a �c�ara) pro
(S) simulovan�a data fyig a (R) re�aln�a data fyig. Medi�an integrovan�e volatility je proveden
z ka�zd�e tis��c�� realizace integrovan�e volatility odpov��daj��c�� realizaci od iterace �c��slo 101 000
do iterace �c��slo 1 100 000.
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Pokud se zaj��m�ame o �r��d��c�� L�evyho proces (Zt)t�0, m�u�zeme jej zrekonstuovat pomoc��
vztahu (2.12) pro integrovanou volatilitu. Po �uprav�e lze (2.12) p�repsat na

v�(0; t) =
1

�

�
Zt � v(t) + v(0)

�
; (3.2)

kde v(t) je d�ano (2.11) a Zt je d�ano (2.10). Po vyj�ad�ren�� Zt dostaneme

Zt = �v�(0; t) + v(t)� v(0) (3.3)

Obr�azek 3.16 vykresluje �r��d��c�� L�evyho proces (Zt)t�0 na z�aklad�e rovnosti (3.3) pro medi�an
volatility z obr�azku 3.14. M�u�zeme si v�simnout, �ze volatilita je skokov�y proces se skoky,
kter�e odpov��daj�� �cas�um ud�alost�� procesu (Zt)t�0. Mezi jednotliv�ymi �casy skok�u lze vid�et
exponenci�aln�� kles�an�� volatility s m��rou kles�an�� �. Tento speci�ck�y

"
pilovit�y" tvar volatility

je zp�usoben reprezentac�� �re�sen�� (2.11). Kladnost volatility zp�usobuje kladn�y �r��d��c�� L�evyho
proces (Zt)t�0, kter�ym je slo�zen�y Poisson�uv proces s kladn�ymi velikostmi skok�u.

Dal�s�� d�ule�zitou vlastnost�� v modelech se stochastickou volatilitou je, �ze integrovanou
volatilitu (v�(0; t))t�0 lze dostat jen pomoc�� cel�e trajektorie logaritmu ceny aktiva (Xt)t�0.
Plat�� (viz Barndor�-Nielsen a Shephard [1], str. 180)

hXit =
Z t

0

v(s)ds = v�(0; t) (3.4)

skoro jist�e pro ka�zd�e t � 0. Kvadratickou variaci integrovan�eho logaritmu ceny aktiva hXit
de�nujeme

hXit = p� lim
r!+1

�X
fXtri+1

�Xtri
g2
�

(3.5)

pro libovolnou posloupnost d�elen�� 0 = tr0 < tr1 < : : : < trmr
= t, kde supi(t

r
i+1 � tri ) ! 0 je

norma d�elen�� intervalu h0; ti. Poznamenejme, �ze p�lim ozna�cuje pravd�epodobnostn�� limitu
sou�ctu. Pomoc�� (3.5) vypo�c��t�ame empirickou kvadratickou variaci re�aln�ych dat fyig jako

hXit =
tX

i=1

(yi � yi�1)
2;

kde t = 1; : : : ; T a y0 = 0. Porovn�an�� integrovan�e volatility a kvadratick�e variace dat lze
vid�et na obr�azku 3.17. Jeliko�z pro kvadratickou variaci standardn��ho Brownova pohybu
plat�� hBit = t skoro jist�e pro ka�zd�e t � 0 (viz nap�r. �ksendal [10]), lze (3.4) zapsat jako

Xt = B
�
v�(0; t)

�
; (3.6)

co�z je v podstat�e ekvivalentn�� p�repis rovnice (2.3), kde argument standardn��ho Brownova
pohybu v (3.6) je d�an (2.4), resp. (2.12). T��mto vid��me, �ze integrovan�a volatilita (v�(0; t))t�0
je d�ule�zit�a p�ri vyhodnocen�� modelu.
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3.4 Z�av�er

V t�eto pr�aci jsme uva�zovali model stochastick�e volatility zalo�zen�e na negaussovsk�em OU
procesu, kter�y popisuj�� rovnice (2.3) a (2.4). C��lem bylo vyj�ad�rit nepozorovateln�y proces
stochastick�e volatility prost�rednictv��m vhodn�eho �r��d��c��ho L�evyho procesu pro simulovan�e
a re�aln�e logaritmick�e p�r��r�ustky �nan�cn��ho aktiva (zkr�acen�e simulovan�a a re�aln�a data). Za
�r��d��c�� L�evyho proces byl zvolen slo�zen�y Poisson�uv proces s kladn�ymi velikostmi skok�u,
kter�y odpov��d�a margin�aln��mu stacion�arn��mu rozd�elen�� volatility, kter�e je gamma rozd�elen��.

Pro model jsme zavedli parametry �, � a �, kde � byla m��ra kles�an�� volatility, � a � byly
parametry stacion�arn��ho margin�aln��ho gamma rozd�elen�� volatility, parametr � = �� byla
intenzita Poissonova procesu pro v�yskyt �cas�u ud�alost�� cj ve slo�zen�em Poissonov�e procesu
a parametr � byl parametr exponenci�aln��ho rozd�elen�� pro velikost skok�u "j ve slo�zen�em
Poissonov�e procesu. Parametry modelu byly odhadov�any metodami bayesovsk�e anal�yzy.
K tomuto odhadu jsme vyvinuli MCMC algoritmus (Metropolis-within-Gibbs algoritmus)
zalo�zen�y na augmentaci dat. Tento algoritmus byl zvolen z d�uvodu p�r��tomnosti nepo-
zorovateln�ych veli�cin v(0) a 	 v reprezentaci volatility ve vztahu (2.11), jejich�z rozd�elen��
znemo�z�nuje explicitn�e zjistit margin�aln�� v�erohodnost (2.13) a zt�e�zuje tak bayesovsk�e z�av�ery
parametr�u modelu �, � a �. MCMC algoritmus je tedy jist�y druh numerick�e integrace.

Konvergence algoritmu GVP a obecn�e ka�zd�eho MCMC algoritmu, kde je prov�ad�ena
postupn�a aktualizace jednotliv�ych slo�zek, je podstatn�e ovlivn�ena z�avislost�� mezi t�emito
slo�zkami. �C��m v�et�s�� je z�avislost mezi slo�zkami, t��m je pomalej�s�� konvergence algoritmu.
Parametrizace hierarchick�eho modelu (tzv. centrovan�a parametrizace), kter�a je uva�zov�ana
v t�eto pr�aci, m�a vliv na konvergenci pou�zit�eho MCMC algoritmu Metropolis-within-Gibbs,
kter�y postupn�e aktualizuje slo�zky �, �, �, v(0) a 	. Pokud se toti�z aktualizuj�� chyb�ej��c��
data 	 a v(0), tato pova�zujeme za data, kter�a lze pozorovat, a pozorovan�a data X jsou
ignorov�ana vzhledem k podm��n�en�e nez�avislosti v modelu. Proto algoritmus GVP konver-
guje pomalu, jestli�ze je p�redpokl�adan�a informace o parametrech modelu, kter�a je obsa�zen�a
v chyb�ej��c��ch datech 	 a v(0), podstatn�e v�et�s�� ne�z u pozorovan�ych dat X. Neform�aln�e
to znamen�a, �ze podm��n�en�e rozd�elen�� parametr�u dan�e chyb�ej��c��mi daty je mnohem m�en�e
rozpt�yleno ne�z margin�aln�� aposteriorn�� rozd�elen�� parametr�u. Proto ka�zd�a iterace algo-
ritmu d�el�a velmi mal�e kroky ve stavov�em prostoru parametr�u v porovn�an�� se skute�cn�ym
rozlo�zen��m jeho stacion�arn��ho rozd�elen��, co�z zp�usobuje pomalou konvergenci. Situace je
opa�cn�a, pokud je podm��n�en�e rozd�elen�� parametr�u dan�e chyb�ej��c��mi daty bl��zk�e margin�aln��-
mu aposteriorn��mu rozd�elen��. V tomto p�r��pad�e jsou chyb�ej��c�� data dob�re identi�kov�ana
a algoritmus GVP v podstat�e simuluje nez�avisl�e v�yb�ery.

Efektivita algoritmu byla zkoum�ana pro simulovan�a data a pro re�aln�a data, kter�a
byla tvo�rena p�r��r�ustky logaritm�u sm�enn�eho kurzu americk�eho dolaru v�u�ci britsk�e lib�re.
MCMC algoritmus m�el hor�s�� konvergen�cn�� v�ysledky pro re�aln�a data, co�z potvrzuj�� n�ahl�e
zm�eny v trajektori��ch parametr�u �, � a � (viz obr�azek 3.6), v�yznamn�e autokorela�cn�� funkce
parametr�u �, � a � (viz obr�azek 3.7) i k�r���zov�e korela�cn�� funkce dvojic parametr�u �, �, d�ale �,
� a �, � (viz obr�azek 3.8). Takt�e�z m�u�zeme pozorovat v�yznamnou k�r���zovou korelaci pro dvo-
jici parametr�u � a � na obr�azku 3.18. A pr�av�e v�yznamn�e k�r���zov�e korelace mezi dvojicemi
parametr�u �, � a �, � znamenaj��, �ze m��ra kles�an�� volatility � velmi z�avis�� na �r��d��c��m L�evyho
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Obr�azek 3.18: K�r���zov�e korela�cn�� funkce parametr�u � a � pro (S) simulovan�a data fyig
a (R) re�aln�a data fyig. K�r���zov�a korela�cn�� funkce je provedena pro ka�zdou tis��c�� iteraci
parametru od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.

procesu, kter�ym je slo�zen�y Poisson�uv proces. Takto ovlivn�en�y slo�zen�y Poisson�uv proces m�a
pr�um�ern�e desetkr�at v�et�s�� intenzitu � v�yskytu ud�alost�� cj a �cty�rikr�at v�et�s�� intenzitu � pro
velikosti skok�u "j ne�z u simulovan�ych dat, co�z znamen�a, �ze na jeho stavov�em prostoru S
doch�az�� k v�et�s��mu po�ctu skok�u (viz obr�azek 3.10), kter�e jsou men�s�� (viz obr�azek 3.11).
Velk�y po�cet mal�ych skok�u v trajektorii slo�zen�eho Poissonova procesu ostatn�e potvrzuje
i obr�azek 3.16. Takov�ato kon�gurace bod�u na stavov�em prostoru S nav��c zpomaluje v�ypo�cet,
ovliv�nuje stacion�arn�� margin�aln�� rozd�elen�� volatility (viz obr�azek 3.13), a tedy i volati-
litu samotnou (viz obr�azek 3.14). �Spatnou konvergenci re�aln�ych dat ov�sem nazna�cuj�� tak�e
ergodick�e pr�um�ery procesu volatility. Podle ergodick�e v�ety 1.24 by m�elo pro ergodick�e
pr�um�ery volatility platit

1

N

NX
t=1

v(t) � �

�
;

kde v(t) je pr�um�ern�a hodnota procesu volatility v �case t a N = 1; : : : ; T , kde T = 500.
Poznamenejme, �ze pr�um�er procesu volatility je vypo�cten z ka�zd�e tis��c�� realizace volatility
od iterace �c��slo 101 000 do iterace �c��slo 1 100 000. V p�r��pad�e re�aln�ych dat se ergodick�e
pr�um�ery nebl���z�� ke sv�emu teoretick�emu v�ysledku, jak lze vid�et na obr�azku 3.19. Re�aln�a
data nejsou proto k ur�cen�� procesu volatility dostate�cn�e informativn��. Neinformativnost
re�aln�ych dat je patrn�a t�e�z z obr�azku 3.20, kde porovn�av�ame pr�um�er procesu volatility se
sm�erodatnou odchylkou simulovan�ych, resp. re�aln�ych, dat.
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Obr�azek 3.19: Ergodick�e pr�um�ery pr�um�ern�e integrovan�e volatility (v�(0; t))t�0 vypo�cten�e
pro (S) simulovan�a data fyig a (R) re�aln�a data fyig. P�reru�sovan�a �c�ara zna�c�� teore-
tickou st�redn�� hodnotu stacion�arn��ho margin�aln��ho rozd�elen�� volatility Ga(�; �). Pr�um�er
integrovan�e volatility je spo�cten pro ka�zdou tis��c�� iteraci od iterace �c��slo 101 000 do iterace
�c��slo 1 100 000.
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Obr�azek 3.20: Pr�um�ern�a volatilita (v(t))t�0 (S) simulovan�ych dat fyig, resp. (R) re�aln�ych
dat fyig. P�reru�sovan�a �c�ara zna�c�� v�yb�erovou sm�erodatnou odchylku p�r��slu�sn�ych dat. Pr�um�er
volatility je proveden z ka�zd�e tis��c�� realizace volatility odpov��daj��c�� realizaci od iterace �c��slo
101 000 do iterace �c��slo 1 100 000.
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