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Uvod

Mezi hlavni ndhodné procesy, které se uzivaji ve finan¢nich aplikacich, patii bezesporu
Browntuv pohyb. Jednd se o spojity ndhodny proces, ktery ma staciondrni nezavislé
a normalné rozdélené prirustky, coz z néj déla vhodny ndstroj pro modelovani cenovych
fluktuaci na financénich trzich. Zdkladni model pro cenu aktiva S; v ¢ase t je Bacheliéruv
model

Sy =Sy + ut + oB;y, (1)

kde Sy > 0 je pocdtecni cena aktiva, u > 0 je ocekdvany vynos aktiva, o > 0 je wvolatilita
aktiva (mira rozptylenosti kolem ocekdvaného viynosu) a By je hodnota Brownova pohybu
v ¢ase t. Tento model byl navrzen Louisem Bacheliérem (1900) pro modelovéni cen akcii na
pafizské burze. Nevyhodou (1) je, ze muze byt S; < 0 diky Brownovu pohybu. Modelem,
ktery odstranuje tento nedostatek, je tzv. Samuelsoniv model (1965)

St = S() exp{ut—l—aBt}, (2)

kde Sp > 0, 4 > 0 a o > 0. Jde vlastné o multiplikativni verzi (1), kterd vyhovuje
stochastické diferencidln{ rovnici (déle jen SDR)

2
C% — 0dB, + <u+ %)dt
a nazyva se geometricky Browniv pohyb. Model (2) se ale neumi vyrovnat s nésledujicim
problémem. Pokud z aktiv, bézné pozorovanych na financ¢nich trzich, utvorime logaritmické
prirustky, jejich empirické rozdéleni vykazuje tézké chvosty a asymetrii.

Moznosti, jak zachytit empirické chovéni logaritmickych piirustku, je uvazovat, ze
volatilita o aktiva Sy neni v Case konstantni, ale ze se s nim méni nahodné. Zavdadime
proto pojem stochastickd volatilita. Mezi modely stochastické volatility patii napt. GARCH
model, skokové-difiizni model, Hestontiv model ¢i Variance-Gamma model'. Vétsinou se
jedna o model, kde logaritmické ptirustky maji normalni rozdéleni s dynamicky se ménicim
rozptylem, ktery je zalozen na tzv. Lévyho procesu. Lévyho proces mé vétSinou skokovity
charakter, nebotf empirické trajektorie cen aktiva obsahuji skoky.

Jednou z hlavnich potizi pfi praci s témito modely je to, ze skutecnou okamzitou volati-
litu nelze na trhu pozorovat (lze pozorovat pouze logaritmické piirustky), a proto musi byt
modelovéna jako skryty stav. Jednou z moznosti, jak ji modelovat, je pouzit bayesovské
zavéry zalozené na Markov chain Monte Carlo (déle jen MCMC') metodach.

! ¢tendie odkazujeme napi. na Cont a Tankov [3]



Model pro tuto praci vychdzi z ¢élanku Dellaportas, Papaspiliopoulos a Roberts [4].
Uvazujeme model stochastické volatility, kde predpokldaddme, Ze logaritmus ceny aktiva
je TeSenim SDR bez driftové slozky. Slozku volatility pfitom modelujeme jako stacionédrni,
skryty Ornsteinuv-Uhlenbeckuv (déle jen OU) proces, ktery je fizen negaussovskym Lévyho
procesem. Za této specifikace ma volatilita skokové ptirustky a klesd exponencidlné, kde
casy skoki a jim odpovidajici velikosti jsou fizeny rozdélenim piirustku negaussovského
Lévyho procesu. Za 7idici Lévyho proces volime slozeny Poissonuv proces, kde ¢asy udalosti
tvori Poissonuv proces s kone¢nou intenzitou a odpovidajici velikosti skoku jsou nezavislé
stejné rozdélené kladné ndhodné veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim. Dulezitym faktorem
je, ze kladnost skoku slozeného Poissonova procesu implikuje nejenom kladnost celé jeho
trajektorie, ale i kladnost celé stochastické volatility (viz obrazek 1). Vysledny OU proces
ma navic gamma rozdéleni jako své marginalni rozdéleni. Zavéry o parametrech modelu
provadime metodami bayesovské analyzy s pouzitim MCMC algoritmu, ktery je zalozen na
standardni hierarchické parametrizaci a augmentaci dat. Cilem je vyjadfit nepozorovany
proces stochastické volatility pro pozorovanou cenu financniho aktiva.
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Obréazek 1: Ridici Lévyho proces (vlevo) a k nému prislusnd stochastickd volatilita (vpravo).
Vodorovna osa udava sledovany casovy horizont ve dnech.

Prace je ¢lenéna ndasledovné. V prvni kapitole uvadime zakladni poznatky z teorie
Lévyho procest, obecnych OU procesti, bodovych procesi, MCMC metod a stochastického
integralu. Tato kapitola slouzi predevsim jako teoreticky zaklad pro dalsi kapitoly. Druha
kapitola uvadi model, ktery uvazujeme. Nejprve motivujeme jeho zavedeni, posléze ho
popisujeme a nakonec tvorime MCMC metodologii pro jeho bayesovské vyhodnoceni.
Treti kapitola uvadi praktické vyhodnoceni modelu pomoci MCMC metodologie, ktera
je nastinéna v druhé kapitole na simulovanych a realnych datech (kurz amerického dolaru
vuci britské libte). MCMC algoritmus, veskeré grafy a dodateéné vypocty providime ve
statistickém softwaru R; CD s algoritmem se nachdzi v piiloze.



Kapitola 1

Teoretické zaklady

1.1 Lévyho procesy

1.1.1 Lévyho procesy a neomezené délitelna rozdéleni

Necht (92, F,P) je pravdépodobnostni prostor.

Definice 1.1. Funkce f : {(0,T) — R? je cadlag funkce, jestlize pro kazdé t € (0,T),
kde "> 0

a) existujf vlastnf limity f(t—) =lim, , f(z) a f(t+) = lim, ;¢ f(2)

b) plati f(t) = f(t+)
Pozndmka 1.1. Cadlag funkce mohou mit body nespojitosti. Pokud tedy ¢ bude takovy
bod nespojitosti, budeme znacit Af(t) = f(t) — f(t—). *

Definice 1.2. Lévyho proces' je cadlag? ndhodny proces (Z;);>o na prostoru (2, F,P)
s hodnotami v R? (dale jen na RY), jestlize

a) Zy = 0 skoro jisté (pocdtek je v nule)

b) pro kazdé n € N a pro kazdé déleni 0 < ¢, < ... < t, jsou ndhodné veli¢iny 7,
Zy — Ly vy Zy, — Zy,, nezavislé (nezdvislé priristky)

¢) Zyn — Zy 4 Zp, pro kazdé t > 0, h > 0 (staciondrni prirustky)

d) pro kazdé ¢ > 0 je limy, 0 P(||Zi4n — Zi|| > €) = 0 (spojitost podle pravdépodobnosti)

! nékdy téz homogenni Lévyho proces
2 pifvlastek cadlag v definici mizeme vynechat, nebof podle Sato [13] Theorem 11.5 lze ukazat, Ze
kazdy Lévyho proces ma jednozna¢né uréenou modifikaci, kterd je cadlag
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Pozndmka 1.2. Zakladni predstavitele Lévyho procesu jsou standardni Brownuv pohyb (viz
definice 1.37) a Poissonuv proces (viz definice 1.15). Pro dalsi informace o téchto procesech
odkazujeme ¢tenafe napf. na knihu Sato [13], Chapter 1. *

Definice 1.3. Pravdépodobnostni rozdéleni I’ na R? se nazyvd neomezené délitelné
rozdéleni, jestlize pro kazdé n € N existuji nezavislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny
Y1, ..., Y,, jejichz rozdéleni je F), tak, ze ndhodné veli¢ina Y 2 Y pe1 Y a ma rozdeéleni F'.

Mezi Lévyho procesy a neomezené délitelnymi rozdélenimi existuje tésnd souvislost.
Necht (Z;) je Lévyho proces na R%. Polozme ¢, = % kde k =0,...,n at > 0, a oznacme
F = ,C(Zt) a Fk = E(Ztk — Ztk—l)' Protoze

Zy =2y — Zuy) + -+ (Zo, — Zt,2y)
je podle definice Lévyho procesu soucet n nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych velicin,
dostavame neomezenou délitelnost. Pokud dale t,,—t, 1 = ... =t,—1ty = 1, plati s vyuzitim
nezavislosti a stacionarity piirustku Lévyho procesu (Z7;), 7e
Z, L 17,
K rozdéleni celého Lévyho procesu (Z;) tedy staci znat jeho rozdéleni v case 1.

Véta 1.1. Necht (Z;)i>0 je Lévyho proces ma R Potom pro kazdé t > 0 je rozdéleni
ndhodného vektoru Z; neomezené délitelné. Naopak, kdyz I je neomezené délitelné rozdélent,
potom existuje Lévyho proces (Z;)i>o takovy, Ze rozdéleni ndhodného vektoru Z, je ddno F'.

DUKAZ: Sato [13], Theorem 7.10, str. 35 O

1.1.2 Reprezentace Lévyho procesu

Pojd'me se podivat na strukturu rozdéleni Lévyho procesu (Z;). Vime, ze rozdéleni redlného
ndhodného vektoru je jednoznaéné uréeno jeho charakteristickou funkei®. Definujme proto
charakteristickou funkei redlného ndhodného vektoru Z; na R? jako

D,(2) = Dy (2) = Eexp{i(z, Z4)},
kde z € R% Necht Z;,, = Z, + (Z;s — Z) pro t > s. Potom
Dpis(2) = C7,,,(2) = C7,(2)P7,y,-7,(2) = P7,(2) @7, (2) = s(2)Pu(2),

kde jsme vyuzili nezavislosti a stacionarity prirustku Z,,; — Z; a Z,. Stochastickd spojitost
(Z:) implikuje, ze Z; — Z; pro t — s. Podle tvrzeni v Cont a Tankov [3] na str. 36 déle
plati, ze &5, — ¥, prot — s. Z uvedenych vlastnosti dostdvame, ze charakteristickd
funkce Lévyho procesu (Z;) mé exponencidlni charakter.

3 viz Sato [13], Proposition 2.5 (ii)
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Definice 1.4. Nechf (Z;)1>0 je Lévyho proces na R?. Mira v na R? definovand predpisem
V(A) = E[#{t € (0,1) : AZ £ 0,AZ, € A}],
kde A € B(RY) a AZ; = Z; — Z;  se nazyva Lévyho mira procesu Z;.

Pozndmka 1.3. Lévyho mira udava stiedni pocet skoku za jednotku c¢asu, jejichz velikost
nalezi do borelovské mnoziny A na R s

Véta 1.2 (Lévyho-Chinéinova reprezentace (I)). Polozme D = {x € R : ||z|| < 1}.

(i) Necht F je neomezené délitelné rozdélens s charakteristickou funkci ®p na R Potom

Pp(z) = exp{¥(z)},
1

U(z) = —5(2,142) +i{y, z) + /Rd(e“'z’“"> —1—i{z,2)Ip(x))v(dz), (1.1)

kde z € R?, A je symetrickd pozitivné semidefinitni d x d gaussovskd kovariancni
matice, v € R? a v je Lévyho mira na R spliugici v({0}) = 0 a podminky

z|Pv(dx 00 & vidz 00 1.2
/IMH P(de) < + /w( )<+ (1.2)

(ii) Reprezentace funkce ®p(2) je jednoznacné uréena trojici (A, v, )

(11i) Pokud mdme ddnu trojici (A, v,v) spliugici (1.2), potom existuje neomezené délitelné
rozdéleni F, jehoz charakteristickd funkce je ddna exponentem (1.1)

DUKAZ: Sato [13], Theorem 8.1, str. 40, 41, 44 a 45 O

Definice 1.5. Pro rozdéleni F' a jeho charakteristickou funkci @ z predchozi véty je
e trojice (4, r,~) charakteristickd trojice rozdéleni F’

e funkce U(z) = In{®(2)} charakteristicky exponent rozdéleni F'

Pozndmka 1.4. Integrand v (1.1) je integrovatelny vzhledem k mife v, nebot je omezeny
na jakémkoliv okoli bodu nula a pro ||z|| — 0 je

exp{i(z,2)} — 1 —i{z,2)Ip(z) = O(|[z[*),
pro pevné z € RY. Samozfejmé konvergentn{ integrdl v (1.1) lze ziskat i jinak. Uvazujme
omezené méfitelné funkce ¢ : R? — R spliiujici
cxz) = T+o(|zll), [zl =0
c@) = O(lzl), [zl = +oo
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Potom (1.1) lze pfepsat na

U(z) = —%(z,Az) + i {7, 2) —l—/ (exp{i(z,z)} — 1 — i{z,x)c(x))v(dz),

R4

kde 7, € R? definujeme piedpisem

ve=+ [ alela) = Io()w(do

Funkce ¢ se nazyva usekdvaci funkce a (A, v, .) charakteristickd trojice vzhledem k usekdvact
funkci c. Zduraznéme, ze zména usekavaci funkce neméa vliv na Lévyho miru v, ani na
matici A, ale pouze na 7. *

Pozndmka 1.5. Podminka (1.2) klade naroky na charakter skokovosti procesu. Konkrétné

tfeba podminka
/ v(dr) < 400
ll=l|>1

znamend, ze skoku Lévyho procesu (Z;) vétsich nez 1 je jen koneéné mnoho. *

Lévyho-Chinc¢inova reprezentace vychazela z toho, ze neomezené délitelné rozdéleni je
rozdéleni néjakého Lévyho procesu v case t = 1. Pokud uvazujeme charakteristickou trojici
ve tvaru (tA,tv,ty), kde t € RY, potom charakteristicky exponent v (1.1) mé tvar tW(z).
Dostaneme tak reprezentaci Z; pro kazdé t > 0.

Véta 1.3 (Lévyho-Chinéinova reprezentace (I1)). Necht (Z;) je Lévyho proces na R,
Potom ezistuje spojitd funkce ¥ : R¢ — C takovd, Ze

Eexp{i(z, Z;)} = exp{t¥(z)},
kde z € RY a ¥(z) je funkce definovdina v (1.1).
Podivejme se jesté na strukturu trajektorii Lévyho procesu (Z;).

Véta 1.4 (Lévyho-Itoav rozklad (I)). Nechl (Z;)eo je Lévyho proces na R a v jeho
Lévyho mira. Definujme

Jz(B) = #{s>0: AZ, #0,(s,AZ,) € B}, B € B((0,+00) x RY), (1.3)
tedy pocet skoki Lévyho procesu (Z;) ndlezejicich do borelovské mnoziny B. Potom

(i) v je Radonova mira na R\ {0} spliugjici

z|Pv(dz 00 & vidx o0 14
/Wu 2o(de) < + /W< )<+ (1.4)
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(ii) skokovd mira J, je Poissonova ndhodnd mira* na (0,+00) x R¢ s mirou intenzity

v(dz)dt
(iii) existuje vektor v a d-dimenziondlni Browniv pohyb® (By)e>o s kovariancni matici A
tak, Ze .
Zy=7f+ 7+ Jim 7, (1.5)
kde je
Z;, = ~t+ B,
A= / zJz(ds x dx)
llz[>1, s€(0,t)
Zf = / x{Jz(ds x dx) — v(dx)ds}

e<|lz||<1, s€(0,t)

Cleny v (1.5) jsou nezdvislé a konvergence posledniho clenu je stejnomérnd pro kazdé
t €(0,T) skoro jisté.

DUKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.7, str. 81 O

Pozndmka 1.6. K Lévyho-Itoovu rozkladu se stejné jako v Lévyho-Chinc¢inoveé reprezentaci
véze charakteristickd trojice (A,v,7), kterd je urcena jednoznacné. Clen Z¢ je spojity
gaussovsky Lévyho proces, ktery lze popsat driftem ~ a kovarianéni matici A obecného
Brownova pohybu. Zbylé dva ¢leny v (1.5) jsou nespojité procesy vélenujici do Lévyho
procesu (Z;) skoky, které popisuje Lévyho mira v.

Diky ¢lenu lim, o, Zf muze mit proces (Z;) nekoneéné mnoho skoku na omezeném
casovém intervalu, ale az na kone¢né mnoho jsou vSechny mensi nez libovolné kladné e.
Kompenzace Lévyho miry v mirou Jz je z duvodu konvergence. Lévyho mira v totiz muze
mit nekoneéné mnoho malych atomu v okoli nuly a jejich suma nemusi konvergovat. *

1.1.3 Slozeny Poissontiv proces

Definice 1.6. Ndhodny proces (X;);>0 na R? je slozeny Poissonav proces s intenzitou
A > 0 a rozdélenim velikosti skokii f na R?, jestlize je ve tvaru

Ny
X =)V,
i=1

kde velikosti skokii Y; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny s rozdélenim f
a (Vi)i>0 je Poissonuv proces s intenzitou A nezavisly na (Y;);>1, kde ¢ € N.

4 viz definice 1.17
5 zde mame na mysli Browniiv pohyb s libovolnou kovarianéni matici A na rozdil od standardniho
Brownova pohybu, ktery mé jednotkovou kovarianéni matici
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Pozndmka 1.7. Slozeny Poissonuv proces, kterym se v této praci budeme zabyvat, patii
mezi nejznaméjsi Lévyho procesy. Poznamenejme, ze pokud plati Y; = 1 pro kazdé ¢ € N,
dostavame definici Poissonova procesu. *

Pozndmka 1.8. Z definice slozeného Poissonova procesu muzeme odvodit tyto vlastnosti:
1. trajektorie procesu (X;):>o jsou po castech konstantni funkce
2. casy skoku (7;);>1 maji stejné rozdéleni jako Poissontuv proces (IV;)i>o
3. velikosti skoku (Y;) jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné velic¢iny s rozdélenim f

*

Uved'me nyni reprezentaci slozeného Poissonova procesu

Véta 1.5. Necht (X;) je slozeny Poissontiv proces na RY. Potom jeho charakteristickd
funkce md reprezentaci

Blexp{iCu, XY = exp(th [ (€0 = 1)f(da)
R
pro kazdé u € RY.
DUKAZ: Piimym vypoctem

Eexp{i(u, X;)} = [ [exp{i(u ZYk HN(2) ] HZOZ[Eexp{ ,éY@}.P(Nt =
= g((lﬁlﬁlexp{i(u, Yk)}) (A;')n exp{—At}>

Protoze Yj, kde k € N, jsou z definice slozeného Poissonova procesu nezavislé stejné
rozdélené ndhodné veliciny s rozdélenim f, oznacime-li jeho piislusnou charakteristickou
funkci @, dostaneme

+oo

5 ( ()" 2 exp(-a1}) = exv(- At}z AL — expat(s ) — 1),

n=0

coz dava pozadované tvrzeni prepisem argumentu exponencialy do integralniho tvaru. U

Pozndmka 1.9. Polozime-li v(dz) = Af(dx), 1ze tvrzeni predchozi véty napsat

lexp(in, X)) = exp{t [ (explilu )}~ Dv(a) |,

kde u € R? a tvar charakteristického exponentu v (1.1) je

U(z) = / (exp{i )}~ Dw(da),
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coz davéa specidlni tvar Lévyho-Chinc¢inovy reprezentace (1.1). Proto v je Lévyho mira
procesu (X;), kterd ovSem neni mirou pravdépodobnostni, nebot pro A # 1

/ﬂ{dy(dx):édkf(dx):Ail

*

Véta 1.6. Proces (X;) je sloZeny Poissoniiv proces na R pravé tehdy, kdy? je Lévyho proces
a jeho trajektorie jsou po c¢dastech konstantni funkce.

DUKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.3, str. 72— 74 0

Ptedchozi véta ma pro nas velky vyznam, nebot pomoci ni 1ze odvodit charakteristickou
trojici (A, v,7) pro obecny Lévyho proces (Z;), ktery mé po ¢astech konstantni trajektorie.
Porovnejme charakteristicky exponent slozeného Poissonova procesu a Lévyho-Chinéinovy
reprezentace (1.1). Jestlize musi platit

—%(z,Az) + {7, 2) +/

Rd

(€ =1 = i) ()od) = [ (@~ ()

Rd
potom vysledkem je nasledujici véta, kde 0444 znaci nulovou d x d matici.

Véta 1.7. Lévyho proces (Z;) na R md po édstech konstantni trajektorie prdvé tehdy,
kdyz pro jeho charakteristickou trojici (A, v,v) plati

A=t [ i) <vo0. y= [ vy
R¢ zll<1
DUKAZ: Sato [13], Theorem 21.5, str. 137 O
Pozndmka 1.10. Ekvivalentni ptepis pomoci charakteristického exponentu je

W(z) = /R () 1)),

kde podminka na Lévyho miru je v(R?) < +oo. *

V dalsim néas budou zajimat Lévyho procesy, které maji konec¢nou variaci.

Definice 1.7. Necht D={a =ty <1, < ... <1, 1 <1, = b} je konecné déleni intervalu
{a,b). Totélni variace funkce f:{a,b) — R? se definuje piedpisem

TV(f) = S%pz 1 (t:) = F{tia)ll

Pokud TV (f) < 400, fekneme, ze f je funkce s kone¢nou variaci.
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Véta 1.8. Lévyho proces (Z;) na R? md konecnou variaci, prdvé kdyz jeho charakteristickd
trojice (A, v,) spliuje

A=Opy & / ellv(dz) < +o0
lzl|<1
DUKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.9, str. 86 O

Disledek 1.1 (Lévyho-Itéav rozklad (IT), Lévyho-Chinéinova reprezentace (III)).
Necht (Zy) je Lévyho proces na R? s konecénou variaci a charakteristickou trojict (0gxg, v, ).
Potom plat?

Z = bi+ / 2p(ds x dz)  (Lévy-Tto)

(0,t) x R4
Eexp{i(z, Z;)} = exp{t(é(b, ) +/ (ei=2) 1)1/(dx)> }, (Lévy-Chinéin)
Rd
kde b=y — [ <, 2v(dz). o

Pozndmka 1.11. Charakteristickd trojice Lévyho procesu (7;) je déna v tomto piipadé
(Ogxd, v,7) a nikoliv (04«4, v, b), jak bychom se mohli na prvni pohled domnivat. Slozku bt
interpretujeme v Lévyho-Chiné¢inové reprezentaci jako spojitou ¢ést Lévyho procesu (Z;).

*

Kromé uvazovani Lévyho procest s konecnou variaci budeme uvazovat i Lévyho procesy,
které jsou subordinatory.

Definice 1.8. Rekneme, ze Lévyho proces (Z;) na R je subordindtor, jestlize jsou vsechny
jeho trajektorie neklesajici funkce skoro jisté.

Pozndmka 1.12. Pojem subordinatoru pochézi z toho, ze ho lze pouzit jako ¢asové zmény
pro jiny Lévyho proces, coz je dulezité pii budovéani finan¢nich modelu zalozenych prave
na Lévyho procesech. *

Véta 1.9 (Vlastnosti subordindtoru). Necht (Z;)i>0 je Lévyho proces na R. Potom je
ekvivalentni:

(1) Zy > 0 skoro jisté pro néjaké t > 0
(i) Zy > 0 skoro jisté pro kazdé t > 0
(1) trajektorie (Z;) jsou skoro jisté neklesajict, tzn. t > s = Zy > Zs

(iv) pro charakteristickou trojici (A, v,v) plati

A=0, v((—00,0)) =0, /0+oo(:r A Drv(dr) < +oo, b>0
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DUKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.10, str. 88 O

Pozndmka 1.13. Pro podminky v (iv) vychdzime z Lévyho-Chinéinovy reprezentace (III).
Vzhledem k tomu, ze mame neklesajici Lévyho proces (Z;), tento ma kone¢nou variaci.

Protoze operujeme na R, plati A = 0 a f‘lexy(dx) < +o00. Pro neklesajici trajektorie

déle nemame zddné zdporné skoky, proto i v((—o0,0)) = 0. *

1.2 Bodové procesy

Bodové procesy miuzeme obecné definovat na uplnych separabilnich lokdlné kompaktnich
metrickych prostorech (viz Rataj [12]). Pro tcely této préce si vysta¢ime s bodovymi
procesy na d-rozmérném eukleidovském prostoru (viz Moller a Waagepetersen [9]).

1.2.1 Zaklady

Necht B¢ je systém borelovskych podmnozin R? a B¢ C B¢ je systém omezenych borelovskych
mnozin. Definujme prostor lokdlné koneénijch podmnozin R jako

N ={v CR*:v(B) < 400 pro kazdé B € BS},

kde v(B) oznacuje po¢et bodiu mnoziny v N B. Na N zavedeme o-algebru D nésledovné:
N=c{{veN:v(B)=m}, meN,y, B ¢c B!}

Definice 1.9. Uved'me nékolik definic:

(a) bodovy proces T je méfitelné zobrazeni T : (2, F,P) — (N, M), kde (2, F,P) je
pravdépodobnostni prostor

(b) rozdéleni bodového procesu je mira ( na (N,) definovand ((4) = P(T € A),
kde mnozina A € N

(c) kone&ény bodovy proces je proces, pro néjz plati T(RY) < +o0o skoro jisté
Pozndmka 1.14. 'V definici bodového procesu pripoustime pouze tzv. jednoduchy bodovy
proces, kde skoro vSechny jeho realizace maji navzajem ruzné body. *
Véta 1.10. Y je bodovyj proces, prdvé kdyz Y(B) je ndhodnd velicina pro kazdé B € Bg.

DUKAZ: ,—": definice bodového procesu, ,<—=": Rataj [12], Véta 3.1, str. 15 O

Definice 1.10. Nechf T je bodovy proces. Prazdné pravdépodobnosti procesu T jsou
pravdépodobnosti P(Y(B) = 0), kde B € BY.
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Veéta 1.11. Rozdélent procesu T je jednoznacné urcéeno prdzdnymi pravdépodobnostmi.

DUKAZ: Rataj [12], Dusledek 4.2, str. 20 O

Definice 1.11. Mira intenzity pro bodovy proces T se definuje predpisem
A(B) = ET(B),
kde mnozina B € B

Pozndmka 1.15. Mira intenzity udéva stredni pocet bodu procesu T v mnoziné B. Pokud
existuje hustota A miry A vzhledem k Lebesgueové mife, tzn.

A(B) = /B A(x)da.

kde B € B, potom se A nazyvé funkce intenzity. *

Definice 1.12. Rekneme, ze mira 1 je
e difiizni mira, jestlize plati y({z}) = 0 pro kazdé = € R?

e lokalné kone¢nd mira, jestlize kazdé omezené mnoziné prifazuje konecnou miru

Definice 1.13. Nechf A je diftizni lokdlné kone¢ns mira na RY. Poissontiv bodovy
proces je proces Il takovy, ze

(i) TI(B) ~ Po(A(B)) pro kazdou mnozinu B € B

(ii) II(By),11(By),...,II(B,) jsou nezdvislé ndhodné veliciny a pro kazdé n € N jsou
By, ..., B, € B¢ po dvou disjunktni mnoziny

Veéta 1.12. Poissonuv bodovy proces Il existuje a je jednoznacéné uréen mirou intenzity.
DUKAZ: Mgller a Waagepetersen [9], Theorem 3.1, str. 16 O

Véta 1.13. Necht P, resp. Q, jsou rozdéleni Poissonovyjch procesi s mirami intenzit Ap(-),
resp. Ag(+), tak, Ze Ap(S)+ Ag(S) < +oc, kde S € BY. Necht mira Ap je absolutné spojitd
vzhledem k mite Ay s hustotou
flr) = Artar)

o(dx)
Potom mira P je absolutné spojita vzhledem k mire ) a prislusnd Radonova-Nikodymouva
derivace mezi témito dvéma mirami pro pevnou realizaci {x1,...,2,} € Q je ddna vztahem

w(s)
"5 = owlha(S) = An(S)} [ ] flai) (16)

kde je soucin nahrazen 1, pokud ¥(S) = 0.
DUKAZ: Papaspiliopoulos [11], Lemma 5.1.4, str. 126 O
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1.2.2 Poissonova nahodna mira

Definice 1.14. Necht (Q, F,P) je pravdépodobnostni prostor, B C F je o-algebra a (E, £)
je métitelny prostor. Zobrazeni
piEXQ—=R

nazyvame (€, B)-ndhodna pravdépodobnostni mira, jestlize
(i) pro kazdou mnozinu D € & je u(D, -) ndhodna veli¢ina na méfitelném prostoru (€2, B)
(i) p(E,-) = 1 skoro jisté a pro kazdou mnozinu D € & je u(D,-) > 0 skoro jisté

(iii) pro kazdou posloupnost disjunktnich mnozin D,, € £, kde n € N, plati
+oo +00
,u(U D, > = Z 1(Dy, +) skoro jisté
n=1 n=1

Definice 1.15. Necht {7;};cn je posloupnost nezdvislych ndhodnych velic¢in s rozdélenim
Exp(A\) a T, = Y"1, 7. Proces (Ny);>o definovany

No=) T,
n>1

se nazyva Poissoniv proces s intenzitou A, kde A > 0.

Pozndmka 1.16. Poissonuv proces je skokovy proces, ktery poc¢ita poc¢et ndhodnych casu
udalosti (T},), které se vyskytly mezi ¢asy 0 a ¢, kde (T,,—T;,_1)nen je posloupnost nezavislych
stejné rozdélenych exponencidlnich ndhodnych veli¢in. *

Casy uddlost! Ty, Ty, ... tvoif nahodnou konfiguraci na intervalu (0, 4o0c), na jejimz
zakladé 1ze definovat ¢itaci miru M pocitajici pocet casu uddlosti. Polozme

M(A,w) = ##{i € N, Ti(w) € A},

kde A € B(R,). Ziejmé M (-,w) je kladna, celo¢iselnd mira, kterd je s pravdépodobnosti 1
konecéna pro jakoukoliv omezenou mnozinu A. Je to tedy ndhodnd mira.

Definice 1.16. Nechf E € B¢ Radonova mira p na méfitelném prostoru (E, B?) je
takovéa mira, ze pro kazdou kompaktni méfitelnou mnozinu B € B? plat{ u(B) < +oo.

Definice 1.17. Necht (Q,F,P) je pravdépodobnostni prostor, £ € B¢ a p je kladna
Radonova mira na (F,€), kde o-algebra & = {E N B, B € B?}. Poissonova ndhodna
mira na F s mirou intenzity u je celo¢iselnd nadhodna mira

M:ExQ — N
(Aw) = M(Aw)

takova, ze plati
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(i) pro skoro viechna w € Q, je M(-,w) je celo¢iselnd Radonova mira
(ii) pro kazdou méfitelnou mnozinu A C E plati, ze M (A) ~ Po(u(A))
(iii) pro disjunktni méfitelné mnoziny Ay,..., A, € € jsou M(Ay),..., M(A,) nezivislé
nahodné veli¢iny
Uved'me jesté existencni vysledek pro Poissonovu ndhodnou miru.

Véta 1.14. Pro libovolnou ndhodnou miru p na mnoZiné E € B® eristuje Poissonova
ndhodnd mira M na mnoziné E s intenzitou pu.

DUKAZ: Predvedeme pouze pifpad p(E) < +o0o. Pro pripad u(E) = +oo odkazujeme na
Cont a Tankov [3], PROPOSITION 2.14, str. 58. Miru M zkonstruujeme z posloupnosti
nezavislych ndhodnych veli¢in v téchto krocich:

1. uvazujeme Xi, Xo,... nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny takové, ze plati
P(X; € A) = 43

2. uvazujeme M (FE) jako ndhodnou veli¢inu s Poissonovym rozdélenim se stiedni
hodnotou u(E), ktera je nezavisla na X;, kde i € N

3. pro kazdou mnozinu A € £ definujeme soucet M(A) = Zf\i(lE) I4(X5)
Potom lze samoziejmé snadno ovérit, ze M je Poissonova ndhodnd mira s intenzitou p. [

Konstrukce dana v predchozim dukazu ukazuje, ze libovolnou Poissonovu nahodnou
miru na E lze reprezentovat jako ¢itaci miru sdruzenou s ndhodnou posloupnosti z E.
Tedy pro néjakou ndhodnou posloupnost {X,,(w)},en a kazdou mnozinu A € £ lze psét

M(Aw) = La(Xa(w))

n>1

M je proto soucet Diracovych mér ¢ lezicich v bodech (X,,). Protoze pozadujeme, aby M (A)
byla kone¢na mira pro libovolny kompakt A C E, dostdvame omezeni na posloupnost (X,,),
které znamend, aby mnozina A N {X, },>1 byla skoro jisté kone¢nd prave pro A C E.

Uvazujme nyni Poissonovu ndhodnou miru M na mnoziné E = (0,7) x R?\ {0}. Dle
predchoziho muzeme M reprezentovat jako ¢itaci miru sdruzenou s ndhodnymi dvojicemi
bodu (T, (w),Y,(w)) € E. Reprezentace pomoci Diracovy miry ¢ je

M(-,w) = (@) v

n>1

Pro kazdé w je M(w,-) mira na E a lze definovat integrél vzhledem k této mife, jehoz
konstrukce probiha standardnim zpusobem:
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L. Pro jednoduché funkce f =>"" | ¢4, definujeme

n

M(f) =Y e (4),

=1

kde ¢; > 0 a A; C E jsou disjunktni métitelné mnoziny. M(f) je ndhodnd veli¢ina se
stfedni hodnotou E[M(f)] = > ", c;iu(A;).

2. Pro nezdporné méfitelné funkce f : E — (0,400) definujeme

M(f) = Tim M(fy),

n—-+oo

kde f,  f je neklesajici posloupnost nezdpornych jednoduchych funkci. Podle
Léviho véty o monoténni konvergenci je M(f) ndhodnd velicina s hodnotami na
(0,4+00) a se stfedni hodnotou E[M(f)] = u(f).

3. Pro méritelné redlné funkce f : £ — R udélame rozklad na kladnou f, a zapornou
cast f_,tj. f = f, — f_. Pokud funkce f spliiuje

u(lf]) = / £ (s, 9)la(ds x dy) < +oo,
(07T>><Rd\{0}

potom nezaporné ndhodné veli¢iny M(fy) a M(f_) maji kone¢nou stfedni hodnotu.
M(fy) a M(f_) jsou tedy skoro jisté koneéné a lze definovat ndhodnou veli¢inu
M(f):= M(fy)— M(f_) se stiedni hodnotou

EM(f)] = u(f) = / F(s,9)u(ds x dy)

(0,T) xIRd

Vratime-li se zpét ke slozenému Poissonovu procesu (X;), dostavame integraci funkce f
vzhledem k ndhodné mite M

X = [ [, seomsa = P )

{neN, T, €(0,t)}

Proces (X;(f))tc(o,r) je skokovy proces, jenz md skoky v nahodnych ¢asech 75, a jeho skoky
maji velikosti f(T,,Y,). Na zdkladé této motivace lze tedy vyjadrit slozeny Poissonuv
proces jako kdétovany bodovy proces, jehoz definici nyni pripomeneme.

Definice 1.18. Nechf M je tiplny separabilni metricky prostor. Tomuto prostoru budeme
iikat prostor két. Kotovany bodovy proces je ndhodnd posloupnost usporadanych
dvojic bodtu ®,, = {(X,, M,)} takovych, ze ® = U, X,, tvoif bodovy proces na R? a M,
jsou ndhodné elementy s hodnotami v .M (kéty).
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Piedesla motivace téZ znamend, Ze kazdy slozeny Poissontv proces (X;) na R? lze
ztotoznit s ndhodnou mirou na mnoziné G' = R%x (0, +00) popisujici jeho skoky. Polozime-li
pro libovolnou méfitelnou mnozinu B C G obdobné jako v (1.3)

Jx(B) =#{s>0: AX,; #0,(s,AX,) € B}, B € B(G),

potom pro kazdou méiitelnou mnozinu A C R? mira Jx ({1, t2)x A), kde 0 < t; < t5 < 400,
pocitd pocet skoku mezi ¢asy £ a to.

Véta 1.15. Necht (X;) je sloZensj Poissoniiv proces na RY s intenzitou X a rozdélenim
velikosti skoki f. Potom skokovd mira Jx je Poissonova ndhodnd mira na R x (0, +o0)
s mirou intenzity

p(dx x dt) = v(dz)dt = \f(dz)dt

DUKAZ: Cont a Tankov [3], PROPOSITION 3.5, str. 76 a 77 O

1.3 Obecné Ornsteinovy-Uhlenbeckovy procesy
V této sekci se blize podivame na specidlni tfidu neomezené délitelnych rozdéleni a uvedeme
je do souvislosti s obecnymi OU procesy.

Definice 1.19. Neomezené délitelné rozdéleni F' na R? je samorozlozitelné rozdéleni,
jestlize pro kazdé b > 1 existuje neomezené délitelné rozdéleni G, tak, ze pro prislusné
charakteristické funkce plati

t

kde t € RY.
Pozndmka 1.17. V dalsim uvazujeme pouze jednorozmeérné samorozlozitelné rozdéleni.

N4&s dalsi cil je zjistit reprezentaci samorozlozitelného rozdéleni pomoci Lévyho procesu.

Definice 1.20. Necht (Z;)1>0 je Lévyho proces na R. Obecny Ornsteintv-Uhlenbeckiv
proces (Y;);>0 na R (ddle jen proces OU typu) definujeme jako feseni rovnice

dY, = —\Y, dt + dZ,, (1.7)

kde A > 0 nazyvadme mira klesani (decay rate) a proces (Z;);>o nazyvame ¥idici Lévyho
proces (background driving Lévy process).

Pozndmka 1.18. Alternativni definici obecného OU procesu je piimo zapsani jeho reseni

Y; = Yyexp{—X\t} + /Ot exp{—A(t — s)}dZj, (1.8)

kde t > 0 a A > 0. Tento zpusob lze nalézt v Cont a Tankov [3] na str. 481, kde se zdroven
ovéfuje, ze toto Feseni vyhovuje rovnici (1.7). Za proces (Z;) budeme uvazovat skokovy
proces na R s konecnou variaci, ktery je subordinator. *
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Definice 1.21. Stacionarni proces OU typu je proces (Y;);>o na R, pro ktery plati
t
y; = / exp{—A(t — s)}dZ(\s), (1.9)

kde A > 0, a (Z;);>0 je Lévyho proces na R.

Neobvykld ¢asovd transformace u Lévyho procesu (Z;) v (1.9) je zdmérné zvolena, nebot
nemd vliv na rozdéleni OU procesu (Y;) (viz Barndorff-Nielsen a Shephard [1], str. 168).
Tuto transformaci budeme v dalsim uvazovat jak pro (1.7), tak pro (1.8).

Véta 1.16. Necht Y je samorozloZitelnd ndhodnd velicina. Potom existuje staciondrnid
ndhodny proces (Y)i>0 na R a Lévyho proces (Z)1>0 na R tak, Ze

(1) L(Y;) = L(Y) pro kazdé t > 0
(i1) pro kazdé X > 0 lze (Y;) reprezentovat (1.9)

Naopak, pokud (Yy) je staciondrnd proces na R a (Z;), je Lévyho proces na R tak, Ze plati (i)
a tyto splriugi rovnici (1.9) pro kazdé X > 0, potom Y je samorozloZitelnd ndhodnd veli¢ina.

DUKAZ: Barndorff-Nielsen a Shephard [1], Theorem 1, str. 172 O

Pokud mame dano jednodimenzionalni rozdéleni D, potom podle predchozi véty vime,
ze existence staciondrniho procesu OU typu s margindlnim rozdélenim D je ekvivalentni
se samorozlozitelnosti margindlniho rozdéleni D. Staciondrni OU proces lze na zdkladé
véty 1.16 konstruovat témito zpusoby:

1. zvolime Lévyho proces (Z;) a na jeho zakladé zjistime samorozlozitelné rozdéleni D
2. zvolime samorozlozitelné rozdéleni D a na jeho zdkladé zjistime Lévyho proces (Z;)

Budeme postupovat druhym zpusobem. Predpokladejme, ze jsme zvolili samorozlozitelné
rozdéleni D na R.. Potom (1.9) lze piepsat do tvaru

Y; = Yoexp{—A\t} + /Ot exp{—A(t — s)}dZ(\s),

kde Y; ~ D. Necht U, resp. W, je Lévyho mira Lévyho-Chin¢inovy reprezentace Y,
resp. Z;. Predpokladejme dale, ze U a W maji po fadé hustoty u a w, piicemz u je
diferencovatelna. Pro hustoty v a w plati (viz Barndorff-Nielsen a Shephard [1], str. 173)

w(zr) = —u(x) — zu'(x) (1.10)

Poznamenejme, Ze pro zajisténi stacionarniho feseni rovnice (1.7) je potieba, aby platilo
(viz Barndorff-Nielsen a Shephard [1], str. 175)

E[ln(1 4+ |Z1])] < +o0 (1.11)
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1.4 Markov chain Monte Carlo algoritmy

1.4.1 Bayesovska statistika a konjugovana rozdéleni

Necht § = (6y,...,0;)" je ndhodny vektor s hustotou 7(6), kterou mé vzhledem k o-konecné
mife y na méfitelném prostoru (O, B(O)), kde © je neprdzdna borelovskd podmnozina R”
a B(©) oznacuje borelovské pomnoziny ©. Nechf dale X = (Xi,..., X,,)” je ndhodny vek-
tor s podminénou hustotou f(x|¢) pii daném 6 vzhledem k o-kone¢né mire v, na (R", B").

Véta 1.17. Pro podminénou hustotu ww(0|x) nahodného vektoru 0 pii daném X plati

m(0)f(x]0)
m(0|x) =
M ROV EDETD
pro jmenovatele ruzného od nuly.
DUKAZ: Huskova [7], Véta 1.1, str. 11 O

Pozndmka 1.19. Hustota w(f) se nazyva apriorni hustota, protoze vyjadiuje informaci
o parametru 6 jesté pted realizaci X. Podminénou hustotu 7 (f|z) parametru 6 nazyvame
aposteriorni hustota, nebot jde o hustotu parametru 6 berouci v iivahu realizaci X. Zaveéry
o parametru 6 budeme provadét pravé pomoci aposteriorni hustoty 7 (6|z), kterda v sobé
zahrnuje jak apriorni informaci o parametru #, tak informaci plynouci z realizace X.
Podminénou hustotu f(x|f) nazyvame vérohodnost. Bayesovu vétu budeme prepisovat do
tvaru

m(0]x) oc f(x]0)m(8),

kde o znaci rovnost az na multiplikativni konstantu, kterou je v tomto piipadé integral ve
jmenovateli a kterou nebudeme brat casto vibec na zfetel. *

Definice 1.22. Systém hustot P nazyvame systém konjugovanych hustot s véro-
hodnosti f(x|6), jestlize m(0) € P a w(f|x) € P.

Pozndmka 1.20. Definice fikd, ze apriorni rozdéleni 7(#) a aposteriorni rozdéleni 7(6|z)
patii do stejného systému hustot P. Vezmeme-li systém vSech hustot, definice trivialné
plati. Budeme proto uvazovat pouze rozumné velké t¥idy hustot. Vyhodou systému konju-
govanych hustot je to, ze prechod od apriorniho k aposteriornimu rozdéleni se déje pouze
zménou parametri daného rozdéleni. Piikladem takového systému je napiiklad systém
binomickych ¢i Poissonovych rozdéleni (viz Huskovd [7], str. 15— 26). *

Definice 1.23. Rekneme, 7e hustota f(z|f) nalezi do exponenciélni rodiny rozdélent,
jestlize ma tvar

Fxz]0) = eXp{ZCj(Q)Tj(.I) + A(6) +B(x)} (1.12)
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Véta 1.18. Systém hustot
d
7(0) = Cley,...,aq 5) exp{z a;ci(0) + BA(Q)}
7j=1

je konjugovany s hustotami f(x|0) danymi (1.12).
DUKAZ: Z Bayesovy véty ziejmé plati

d

m(0]z)  f(2|0)7(0) o eXp{ch(ﬁ)Tj(e)—l—A(e)}exp{ZOzjcj(G)—l—ﬁA(e)}

O

Exponencidlni rodina rozdéleni tvoil moznost, jak konstruovat systém konjugovanych
hustot. Typickymi pfiklady rozdéleni exponencidlniho typu jsou normalni, binomické ¢i
Poissonovo rozdéleni. V této praci bude dulezity priklad gamma rozdéleni. V dalsim polozme

0—1' = (91,...,91-_1701»+1,...,0d)T, (113)
kde i =1,...,d. Pro MCMC modely s vice parametry je dulezity tento koncept.

Definice 1.24. Parametr 6 je podminéné konjugovany parametr, jestlize hustoty
7(60;10_;) a w(0;|x,0_;) jsou stejného typu pro i € {1,...,d}.

Pozndmka 1.21. Pokud mé apriorni rozdéleni nezavislé slozky, tj. w(6) = m1(0) ... - m4(04)
a marginalni slozky m;(6;) jsou konjugované s f(z]6;), potom dostaneme podminénou
konjugovanost. *

1.4.2 Markovska jadra

Uvazujme rozdéleni 7, které ma hustotu f vzhledem k o-kone¢né mite p na métitelném
prostoru (E, £). MCMC algoritmy umoznuji simulaci z rozdéleni 7, které obvykle nazyvame
cilové rozdélent tak, ze sestroji markovsky retézec, jehoz stacionarni rozdéleni je praveé .
V dal$im uvazujeme obecné nespocetnou podmnozinu stavu E.

Definice 1.25. Métitelné zobrazeni P : E x & — (0, 1) se nazyva prechodové jadro (téz
markovské jadro) na (E, &), jestlize

1. pro kazdou mnozinu A € £ je P(-, A) nezdporna méfitelnd funkce

2. pro kazdy bod z € E je P(z,-) pravdépodobnostni mira na E



1.4 Markov chain Monte Carlo algoritmy 18

Véta 1.19. Necht je ddano markovské jadro P na (E,E) a rozdéleni p na €. Potom existuje
ndhodny proces { X, } tak, Ze

P(X() € Ao,Xl € Al; ca 7Xn € An) :/ / .. / P(l‘n,l,dlﬂn) .. P(l’o,dl‘l)u(dﬂfo)
Ao J Ay n

(1.14)
pro vSechnan € Ny a Ag,..., A, €.

DUKAZ: Meyn a Tweedie [8] O

Pozndmka 1.22. Ptedesla véta udava, ze markovsky fetézec lze zkonstruovat jen pomoci
jeho prechodového jadra. Integraly v (1.14) chdpeme iterativné, tj. postupujeme od vnitiniho
k vnéjsimu integralu. *

Definice 1.26. Necht P°(x, A) = §,(A). Pfechodové jadro n-tého fadu definujeme

/P AP (2, dy),
E
kde n € N.

Tzv. staciondarni rozdéleni a jeho existence vyjadiuje pomérné silnou vlastnost stability,
kterou maji markovské retézce.

Definice 1.27. Pravdépodobnostni rozdéleni m na £ je limitni rozdéleni markovského
fetézce { X, } generovaného P, jestlize

HETOO P"(z, A)yr(dz) = 7(A)

pro m-skoro vSechna x € £ a pro kazdou mnozinu A € £.

Definice 1.28. Rekneme, 7e o-koneé¢nd mira 7 na £ je invariantni mira, jestlize plati

(A) = /E Pla, A)r(ds)

pro kazdou mnozinu A € £. Pokud 7 je pravdépodobnostni mira, nazyva se stacionarni
rozdéleni markovského tetézce s prechodovym jadrem P.

Véta 1.20. Je-li m limitni rozdélent, potom je staciondrni rozdélent.

DUKAZ: Pro A € € plati

m(A) = lim P"(z,A) = lim P(y, A)P" !z, dy) = /EP(y,A)W(dy) =rmP(A)

n—+0oo n—+oo E
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Definice 1.29. Markovsky fetézec generovany prechodovym jadrem P je reverzibilni
fetézec vzhledem k rozdéleni 7, jestlize pro kazdé dvé mnoziny A, B € £ plati

/AP(JJ,B)W(da:):/P(:E,A)w(dx) (1.15)

B

Pozndmka 1.23. Podminka (1.15) je také nazyvana detailni podminka rovnovdhy a zna-
mend, ze pokud mame dvé libovolné mnoziny A a B ze stavového prostoru (E, ), potom
pravdépodobnost prechodu z A do B a z B do A je stejnd. *

Véta 1.21. Je-li markovsky tetézec reverzibilni vzhledem k m, potom m je stacionarni
rozdélent.

DUKAZ: Staéi polozit A= E v (1.15). O

Pii pohybu stavovym prostorem (F, &) musi mit markovské jidro P ,svobodu” tak,
aby bylo skutecné zajisténo prozkoumani celého stavového prostoru.

Definice 1.30. Necht ¢ je pravdépodobnostni mira na £. ¢-nerozlozitelny fetézec je
markovsky fetézec takovy, ze pro kazdé x € E a kazdou mnozinu A € £ s p(A) > 0 plati,
ze P™(x, A) > 0 pro né¢jaké n € N.

Podminka @-nerozlozitelnosti tika, ze po urcitém poctu kroku fetézce bude navstivena
kazdd mnozina A ze stavového prostoru s kladnou pravdépodobnosti. Je to vlastné doba
proniho ndvratu do mnoziny A (14 = min{n € N: X,, € A}).

Véta 1.22. Necht {X,} je ¢-nerozloZitelny markovsky retézec. Potom existuje pravdépo-
dobnostni mira 1 na £ tak, Ze

(1) {X,} je -nerozloZitelny

(ii) pro libovolnou pravdépodobnostni miru ¢* na & plati, Ze {X,} je @*-nerozlozitelny
prave tehdy, kdyz ©* je absolutné spojitd mira vzhledem k mire ¢

DUKAZ: Meyn a Tweedie [8], Proposition 4.2.2, str. 88 O

Pozndamka 1.24. Pokud mluvime o -nerozlozitelném tetézci, mame na mysli, ze fetézec je
p-nerozlozitelny pro néjaké ¢ a mira ¢ je maximalni ve smyslu predchozi véty. *

Dulezitou vlastnosti markovského tetézce je také i tzv. harrisovskd trvalost, ktera
zajistuje, Ze Fetézec ma stejné limitni chovani pro kazdou poc¢atecni hodnotu, coz je dulezité
vzhledem k tomu, ze vétsina MCMC algoritmt za¢ind z libovolného startovniho bodu.

Definice 1.31. Rekneme, ze mnozina A € £ je harrisovsky trvald mnozina, jestlize
P(existuje n € N: X, € A| Xy =1z) =1 pro kazdé = € A.
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Pozndmka 1.25. Ekvivalentné lze harrisovsky trvalou mnozinu definovat vlastnosti
Q(r,A) =P(na = +oolXo = z) = |

pro kazdé x € A, kde ny = Z:{g Iix,ca) je pocet navstiveni mnozZiny A markovskym
fetézcem {X,,}. *

Definice 1.32. Markovsky fetézec { X, } je harrisovsky trvaly fetézec, pokud je
(i) v-nerozlozitelny
(ii) kazdd mnozina A € & splnujici podminku ¢(A) > 0 je harrisovsky trvald mnozina
Timto se dostavame k definici tzv. ergodického retézce, coz je zcela zékladni otézka
MCMC metod - tedy k ¢emu Fetézec konverguje (potazmo jak dobfe).

Definice 1.33. Markovsky fetézec, ktery je 1-nerozlozitelny a v némz existuje stacionarni
rozdéleni, se nazyva nenulovy fretézec.

Definice 1.34. Markovsky fetézec {X,} se nazyva periodicky fetézec, jestlize existuji
g € N, ¢ > 1 a neprdzdné disjunktni mnoziny Ay, Ay,..., A1, 4, = Ay € & tak, zZe
P(x,Aiy1) = 1 pro kazdé x € A;, kde i € {0,...,g — 1}. V opaéném piipadé mame na
mysli neperiodicky fretézec.

Definice 1.35. Rekneme, ze markovsky fetézec {X,} je ergodicky Fetézec, jestlize je
harrisovsky trvaly, neperiodicky a nenulovy.

Uved'me alespon jednu z podminek pro ergodicky fetézec. Dalsi podminky a jiné typy
ergodicity tetézce jsou v Casella a Robert [2], str. 160—167.

Definice 1.36. Necht v, a 15 jsou dvé pravdépodobnostni miry na £. Potom vzddalenost
mér v totalni variaci definujeme vztahem

||V1 - VQHTV = sup ‘V1(A) - V2(A)’
A€

Véta 1.23. Necht je markovsky Fetézec {X,} se staciondrnim rozdélenim m ergodicky.
Potom
|IP"(z,-) — 7()|[rv — O pro n — +00

pro kaZdé v € E.

DUKAZ: Casella a Robert [2], Theorem 4.6.4, str. 162 O
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Pozndmka 1.26. Véta pro ergodicky fetézec v této formé je velmi silnd, nebot zarucuje
konvergenci pro jakykoliv poc¢ateéni bod tetézce. Verzi pro libovolné pocatecni rozdéleni p
Ize nalézt v Casella a Robert [2], Theorem 4.6.5., str. 162. *

Nyni se jiz dostdvame k hlavnimu vysledku pro markovské ergodické fetézce {X,},
kterym je tzv. ergodickd véta. Méjme pozorovani X1, ..., X,, z markovského fetézce {X,}.
Oznactme

Va(h) = %ih(Xi% (1.16)

kde h je méfitelnd redlnd funkce a zkoumejme limitni chovani tzv. ergodickych prumeérd
Va(h) pro n — 4o0.

Véta 1.24 (Ergodickd véta). Necht markovskyj retézec { X, } md o-koneénou invariantni
miru m, potom je ekvivalentni

(i) pokud f € L'(r), g € L' () s [ g(x)dm(z) # 0, potom

lim Va(f) _ ff(l’)dﬂ(x)
n—+oo V,(g) fg(,%‘)dﬂ'(x)

(11) markovsky Tetézec {X,} je harrisovsky trvaly
DUKAZ: Casella a Robert [2], Theorem 4.7.4, str. 169 a 170 O

1.4.3 Prtehled nékterych algoritmi
Gibbstv vybérovy plan

Necht prostor F m4 souéinovy charakter, tj. £ = H?Zl FE;, a cilové rozdéleni © prislusi
néjakému ndhodnému vektoru (X, ..., Xy). Necht j e Na d e N.

Gibbsuv vybérovy plan (GVP) probihd v téchto krocich:
1. Zvolime potatecni stav 00 = (09 09T kde j = 0
2. V j-tém kroku simulujeme novy stav #) z piedchoziho stavu #U— nésledovné:

07~ w0165, ...,857)
0 ~ w(0:06,09 ", . 007Y)

07 ~ w(0al6?,....00)

3. Zvétsime j o jednicku a jdeme zpét na krok 2, dokud nevycerpdme predem zvoleny
pocet iteraci 1", kde T' € N
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Pozndmka 1.27. GVP vytvaii markovsky fetézec {X,} s prechodovym jadrem P, které je
slozenim d prechodovych jader P?, kdei = 1,...,d. Algoritmus vyzaduje, Ze umime simulo-
vat ze vSech plné podminénych rozdéleni 7(6;]0_;), kde 6_; je ddno (1.13). Konvergenéni
vlastnosti algoritmu GVP lze nalézt v Casella a Robert [2], Chapter 7. *

Metropolisuv-Hastingstuv algoritmus

Uvazme cilové rozdéleni 7 na (F,€) a prechodové jiddro P. Necht {X,} je reverzibilni
markovsky fetézec vzhledem k rozdéleni 7w, kde prechodové jadro P spliuje podminku
reverzibility (1.15), tzn.
7(dz) P(z, dy) = 7(dy) P (y, dx)

Jednd se o postacujici podminku pro existenci staciondrniho rozdéleni w. Jadro P(z,dy)
se déle sklada z prechodového jadra @) a nezdporné méritelné funkce o : E x E — (0, 1),
coz zapiSeme

P(l‘,dy) = Q(xady)a(xay) (1‘17)
Vztah (1.17) tedy znamend, ze pokud se nachdzime ve stavu z v mnoziné A € &£, kandidat y
vygenerovany z mnoziny B € £ bude pfijat s pravdépodobnosti oz, y). Pokud je zamitnut,
dalsi stav retézce je opét x. Pro prechodové jadro P to tedy znamend, ze ma tvar

P(x,dy) :/BQ(LQ)O‘(L?J)d?J"‘H{yEB} [1—/Q(I7y)04(:r,y)dy

Pokud plati Q(z, dy) = q(z, y)1(dy) pro néjaké g, funkci ¢ nazyvame ndvrhovd hustota. Na
jejim zakladé definujeme pravdépodobnost prijeti navrhu jako

Of(l', y) = { mm{iggggg’ 1}’ ].:’).YO W(x)Q('Ta y) > 07
1, jinak.

Metropolisuv-Hastingsuv (MH) algoritmus probihd v téchto krocich:
1. Zvolime pocateéni stav 60,

2. V j-tém kroku nagenerujeme novy stav x fetézce z piechodového jadra Q(AU—1,.),
ktery slouzi jako navrh pro pfisti stav.

3. Vycislime pravdépodobnost pfijeti navrhu a(ﬁ(j’l), x), na jejimz zdkladé navrh = na
novy stav piijmeme (tzn. 8 := z), nebo zlistaneme v piivodnim (sou¢asném) stavu

(tzn. oU) = H(j_l)).

4. 7Zvétsime 5 o jednicku a jdeme zpét na krok 2, dokud nevycerpame piedem zvoleny
pocet iteraci 1", kde T € N.

Pozndmka 1.28. Oproti algoritmu GVP neni potiebnd znalost vSech plné podminénych
rozdéleni a dokonce ani normujici konstanty u hustoty w. Navrhovou hustotu ¢ lze volit
libovolné ovsem s rizikem, ze MH algoritmus muze dlouho ziustavat v jednom stavu a byt
neefektivni, pokud je hustota nevhodné zvolena. Konvergenéni vlastnosti MH algoritmu
Ize nalézt v Casella a Robert [2], Chapter 6. *
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Metropolisova-Hastingsova ndhodna prochazka

Jedna se o modifikaci MH algoritmu, ktera je zalozena na modifikaci navrhové hustoty gq.
Uvazujme ndhodnou prochdzku parametru 64

9U) = gli-1) 1 B,

kde rozdéleni 3; je nezavislé na rozdéleni 0\). Nahodné velic¢iny B; jsou obecné nezdvislé
stejné rozdélené s hustotou fs.. Navrhovou hustotu proto volime

q(g(jfl)7 g(j)) — fﬂ_(g(j) — g(jfl))_

Pokud ¢(0Y=Y,00)) = q(6), 991, tj. ndvrhova hustota g zévisi pouze na vzdalenosti 0
a 00U~ pravdépodobnost piijeti ma tvar

m{lﬁgf_”{)}

MH ndhodnou prochazku lze také chapat v soucinovém tvaru, tj.
el — pli-1) exp{5;},

kde podle véty o transformaci ndhodnych veli¢in dostaneme navrhovou hustotu ve tvaru
. : 1 216))
G-1) piy = —_ _
0770 = 555 ln<g<j—1) )

Hybridni algoritmus (Metropolis-within-Gibbs)

Predpokladejme, ze méame opét vektor parametru 0 = (6, . .., 0,). Slozky vektoru § mohou
byt aktualizovany:

(1) v ndhodném poradi (smési prechodovych jader),
(2) v pevneé daném potadi (cykly prechodovych jader) - napt. 1 — 2 — ... — d.

Budeme se zabyvat druhym piipadem. Pro kazdou slozku #; budeme piedpokladat, ze ma
prechodové jadro P;, kde i =1, ..., d. Prechod ze stavu = (z1,...,24) doy = (Y1, -+, Ya)
se déje pomoci prechodového jadra (viz Gamerman [5], str. 170)

P(z,y) :/'"/ljpi(l/)z’—bl/fz’)d%---l/)d—1

Kazdé jadro P; muze byt dano svou vlastni navrhovou hustotou ¢; s pravdépodobnosti
prijeti a;, kterd je v tomto pripadé

ai(@,y) = min{l, i (yi) i (i, i) }

Wi(xi)(h’(xz’; yz)
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Poznamenejme, ze prechodové jadro P; definuje reverzibilni markovsky fetézec s limitnim
rozdélenim 7;(6;) a ovliviiuje pouze i-tou slozku vektoru 6.

Hybridni algoritmus probihd v nasledujicich krocich:

1. Zvolime pocatecni stav 60,

2. Zvolime plné podminéné rozdéleni 7 (6;|6_;), kde i = 1.
3. Proi-tou slozku vektoru § navrhneme novy stav z; nagenerovany z hustoty qz-(QZ(j - zi),
ktery slouzi jako navrh pro pristi stav.

4. Vydcislime pravdépodobnost piijeti ndvrhu ai(ﬁgj _1),:132-), na jejimz zdkladé ndvrh z;
(4)

na novy stav piijmeme (tzn. 6, := z;), nebo zustaneme v puvodnim (souc¢asném)

stavu (tzn. ng) = ngfl)).
5. Zvétsime ¢ o jednicku a jdeme zpét na 3. krok. V piipadé, ze + = d, jdeme na krok 6.

6. Zvétsime j o jednicku a jdeme zpét na krok 2, dokud nevycerpdme predem zvoleny
pocet iteraci 1", kde T € N.

Pozndmka 1.29. Specialnim piipadem hybridniho algoritmu je Metropolis-within-Gibbs
algoritmus, kde jsou plné podminéna rozdéleni zalozena na slozkach vektoru 6 a jsou po
fadé aktualizovana MH algoritmem. *

Metropolisiv-Hastingstv algoritmus zrozeni a zaniku

Tento algoritmus se pouziva pro simulaci z bodového procesu T s hustotou p vzhledem
k Poissonovu bodovému procesu 11, tj.

P € B) = [ playmi(ds),
B
kde B € M. Proces T je kone¢ny diky podmince A(B) < +oo, kde B € B¢, a jednoduchy
diky tomu, ze A je neatomicka mira. Piipad, ktery uvazujeme, je popsdn ve vété 1.13.
Piedpokladejme, Ze B je omezend podmnozina R? a A je Lebesgueova mira. Hustotu p
bodového procesu T budeme uvazovat vzhledem ke standardnimu Poissonovu bodovému
procesu (homogenni proces s jednotkovou intenzitou na mnoziné B). Detailnéjsi popis
tohoto algoritmu je uveden v Papaspiliopoulos [11], str. 129 - 132. Konvergenéni vlastnosti
algoritmu jsou uvedeny v Geyer a Moller [6].
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MH algoritmus zrozeni a zaniku probihd v nésledujicich krocich:
1. Zvolime (¢i ndhodné nagenerujeme) pocédtecni stav bodového procesu 1O,

2. Necht v j-tém kroku mé bodovy proces aktudlni konfiguraci bodtt YU~V =z € M.
Ndhodné zvolime jeden z téchto navrhii na novou konfiguraci bodového procesu Y):

(a) s pravdépodobnosti Q(z) navrhneme ptidat bod & do aktudlni konfigurace z,
kde bod £ generujeme z hustoty b(x, &) vzhledem k mite A — zrod bodu

(b) s pravdépodobnosti 1 — Q(x) navrhneme ubrat bod 7 z aktudlni konfigurace z,
kde bod 7 je zvolen s pravdépodobnosti d(z,n) — zdnik bodu

3. Navrh, ktery byl uc¢inén v kroku 2 (tj. bud zrod bodu, nebo zdnik bodu), pfijmeme

(a) s pravdépodobnosti a(z,z U &) = min(1, h(z,£)) pro zrod bodu do aktudlni
konfigurace x (tzn. YW := 1 U ¢)

(b) s pravdépodobnosti a(z U &, z) = min(1,1/h(x,&)) pro zénik bodu z aktudlni
konfigurace = (tzn. YU) := z \ 5, coz ztotoziiujeme s YW := (z U &) \ &)

V opaéném pifpadé ziistaneme v piivodnim (soucasném) stavu (tzn. TU) := ).

4. Zvétsime j o jednicku a jdeme zpét na krok 2, dokud nevycerpame predem zvoleny
pocet iteraci 1", kde T" € N.

Zde MH pomér ptijeti pro MH algoritmus zrodu a zéniku je

prUg1-Qruf)drUgf)
p(x) Q(x) b(x, &)

V tomto poméru vétsinou specidlné volime

h(xag) =

1 1

p(zr U 5)7 Q) = %7 b(-,") = —— dlzUE, ) = m7

p(x)

/\(3775) =

kde A(z, &) je tzv. podminénd intenzita a x(B) + 1 je pocet bodu konfigurace 2 U €.

1.5 Itouv stochasticky integral
Definice 1.37. Browntv pohyb je spojity ndhodny proces (B,);>o, pro ktery plat
(i) Bo = 0 skoro jiste

(ii) (B¢) ma nezavislé piirustky, tzn. pro kazdé 0 < t; <ty <...t, 1 < t, jsou ndhodné
veliciny By, — By, ..., B;, — B, , nezavislé

(iii) pro kazdé t > s > 0 ma ndhodnd veli¢ina B; — B; normalni rozdéleni N(0,7 — s)
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Pti konstrukci Itoova stochastického integrdlu se snazime dat rozumny smysl vyrazu

/Otf(s,w)st(w),

kde B;(w) je jednodimenziondlni Brownuv pohyb a f(s,w) : (0, +00) x Q — R.

Definice 1.38. Filtrace na méfitelném prostoru (€2, F) je rodina o-algeber (F;),>o takova,
ze plati Fs C Fy pro 0 < s < .

Definice 1.39. Necht (F;)i>o je filtrace. Ndhodny proces g(t,w) : (0, 400) x © — R" se
nazyva F;-adaptovany ndhodny proces, jestlize pro kazdé ¢t > 0 je funkce

w— g(t,w)
Fi-méritelna.
Definice 1.40. Ozna¢me V = V(5,T) tiidu funkel f(¢,w) : (0,400) x @ — R, pro néz
plati
(i) zobrazeni (t,w) — f(t,w) je B x F -méritelné, kde B oznacuje borelovskou o-algebru

(ii) funkce f(t,w) je Fi-adaptovand

(iii) fs thdt<—i—oo kde 0 < S5 < T

Pro funkce f € V nyni zadefinujeme Itouv stochasticky integrdl

= [ sz

Idea pro konstrukei je zcela prirozend. Nejprve zadefinujeme I[¢] pro tiidu jednoduchych
funkci ¢, potom ukazeme, ze kazdou funkci f € V lze aproximovat témito funkcemi, a na
zakladé toho zadefinujeme integrél f fdB jako limitu f odB, kdyz ¢ — f.

Definice 1.41. Funkce ¢ € V se nazyva jednoduchd funkce, jestlize nabyva tvaru

¢(t7 w) = Z € (w)1{<tt,tj+l)}(t)7

J
kde funkee e;j(w) je Fy;-méfitelnd.

Definice 1.42. Pro jednoduché funkce definujeme integral jako

/S Ot w)dBy(w) = 3 (@) By, — By)(w)

320
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Lemma 1.1 (Itoova izometrie pro jednoduché funkce). Necht ¢(t,w) je omezend a jednoduchd

Junkee, potom ) 2 )
E[(/S gb(t,w)dBt(w)> ] :EVS qﬁQ(t,w)dt}

DUKAZ: QOksendal [10], str. 26 O

[toovu izometrii pro jednoduché funkce nyni pouzijeme k rozsiteni definice od jednoduchych
funkei k funkcim z V), coz provadime obycejné v téchto krocich, jejichz dukazy lze nalézt
v Oksendal [10], str. 27 a 28.

KROK 1

Necht g € V je omezend funkce a g(-,w) je spojita pro kazdé w. Potom existuji jednoduché
funkce ¢, € V tak, ze

T
IE[/ (g—qﬁn)th] —0  pron — +o0
s

KROK 2

Nechf h € V je omezena. Potom existuje posloupnost omezenych funkei g, € V takovych,
ze gn(-,w) je spojitd pro kazdé w a n € N, a plati

T
E[/ (h_gn>2dt:| — 0  pron — 400
s

KROK 3

Necht f € V. Potom existuje posloupnost funkei {h,} C V tak, ze funkce h,, je omezend
pro kazdé n € N, a plati

T
E[/ (f—hn)th]—>0 Pro n — 400
s

Tyto kroky umozni zkompletovat definici integralu I[f](w) pro obecné funkce f € V. Pokud
totiz zvolime libovolnou funkci f € V, potom podle kroku 1, 2 a 3 existuji jednoduché
funkce ¢, € V takové, ze

T
IE[/ (f—¢n)2dt]—>0 Pro n — +00
s

Na tomto zakladé definujeme

/ftdet = llm/qﬁntdet w),

n—-+oo

pii¢emz limita existuje jako prvek prostoru L?(PP), protoze posloupnost { f ¢ On(t,w)dB, (w)}
je cauchyovskd posloupnost v L%(P).
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Definice 1.43. Necht f € V(S,T). Itéuv stochasticky integrdl funkce f od S do T
definujeme jako limitu v prostoru L?(PP)

/ftdet = llm/qﬁntdet w),

n—-+oo

kde {¢,} je posloupnost jednoduchych funkei takova, ze

EUST(f(t,w) - qﬁn(t,w))?dt] 50 prom— 4o

Dusledek 1.2 (Itéova izometrie). Pro kaZdou funkei f € V(S,T) plati
T 2 T
EK/ f(t,w)dBt> } :EU fQ(t,w)dt]
s S

Véta 1.25 (Vlastnosti integralu). Necht f € V(0,T), g € V(0,T) a 0 < S < U < T.
Potom plati

@)

(i) fSdeBt = f;] det+fgdet pro skoro vSechna w

(ii) fST(cf + g)dB; = cfST fdB; + fST gdBy pro skoro vsechna w
(iii) E[f5 fdB,] =0

(iv) fST fdBy je Fr-méritelny proces pro pevné S a T

DUKAZ: Oksendal [10], str. 27 O



Kapitola 2

Barndorff-Nielsenuv a Shepharduv
model stochastické volatility

V této kapitole predstavime model pro cenu finan¢niho aktiva uvazovany v Dellaportas,
Papaspiliopoulos a Roberts [4], ktery navazuje na ¢lanek Barndorff-Nielsen a Shephard [1].

2.1 Motivace

2.1.1 Financ¢ni data a jejich logaritmické prirastky

Necht S; je cena financéniho aktiva v ¢ase t, kde Sy > 0 pro ¢ > 0. Cenami finan¢nich aktiv
bézné rozumime ceny akcif, sménné kurzy ¢ trzni indexy. Necht 7' > 0 a uvazujme cenu
aktiva S; prot € (0,T). Provedme konecné déleniD = {0 =t; < t; < ... < t, 1 < t, =T}
intervalu (0,T), kde n € N.

Definice 2.1. Krok vyskytu dat A pro ¢asy 0 =ty < t; < ... < t, = T definujeme
predpisem
A=t;—ti,

kdet=1,...,n.

Pozndmka 2.1. Ptedchozi dvaha s délenim intervalu (0,7) ma zcela prakticky vyznam,
nebot data z financénich trhi jsou ziskdvina v podobé diskrétnich ¢asovych fad. Vétsinou
uvazujeme ekvidistantni déleni intervalu (0,7) s ¢asy ¢; = iA, kde i = 1,...,n. Zavedeni
kroku vyskytu dat A mé ten vyznam, ze obecné nemusi platit A = 1. Pokud naptiklad
mame data s krokem vyskytu 5 minut a z nich chceme uvazovat data s dennim krokem

vyskytu, potom A = 288. *

Definice 2.2. Necht X;, = In{S,,}, kde i = 0,...,n. Proces logaritmii cen aktiva

(log-price process) pro body déleni ty, ..., %, je diskretizovany soubor
X:{Xt())th;"')th} (21)

29
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Definice 2.3. Ptirastky logaritmu cen aktiva (log-return terms) se definuji predpisem
Y; = Xti - Xti—17 (22)
kdet=1,...,n.

Pozndmka 2.2. Zadefinovani piirustku logaritmu cen aktiva {y;} (dale jen priristky) ma
vyznam pro jejich snadnéjsi modelovani. VSeobecné se predpokldda, ze prirustky {y;} 1ze
modelovat pomoci stacionarniho stochastického procesu. *

2.1.2 Stylizovana empiricka fakta

Dlouhodobé pozorovani prirustki {y; } odhalila nékteré statistické vlastnosti, které piirustky
sdileji. Tyto vlastnosti nazyvame stylizovand empirickd fakta. Poznamenejme, ze tato fakta
podstatné zavisi na typu dat, ktery mame. Stylizovand fakta nasich dat by se dala shrnout
do nasledujicich bodu:

(a) Pseudonormdlni empirickd hustota: pokud zvySujeme ¢asovou skdlu A, pres
kterou pocitame prirustky, empirickd hustota se tvarem blizi stale vice normalnimu
rozdéleni.

(b) Zanedbatelny vybérovy pramér a rozptyl: obé vybérové charakteristiky jsou
fadu 1072 a méné.

c¢) Vétsi ¢i mensi asymetrie empirické hustoty: vétsi asymetrii empirické hustot
y Yy y y
lze pozorovat pro mensi pocet prirustku a mensi asymetrii empirické hustoty lze
pozorovat pro vétsi pocet prirustku.

(d) Nadmeérné kolisani kolem stfedni hodnoty: v porovnéni s hustotou normélniho
rozdéleni, jehoz stiedni hodnota a rozptyl jsou stejné jako v bodé (b), mé empirickd
hustota prirustku ,,8picatéjsi” vrchol.

(e) Absence autokorelace: iada {y;} ma zanedbatelnou autokorelaci.

2.2 Model (Gamma-OU proces)

2.2.1 Popis

Nyni pfedstavime matematicky model pro popis vlastnosti pfirustki {y;}. Jedna se o model
stochastické volatility se spojitym ¢asem, ktery konstruuje rozdéleni pozorovaného procesu
ceny aktiva (piirustky {y;}) podminéné na stochastickém procesu podminénych rozptylu
(stochastickd volatilita). Poznamenejme, ze modely stochastické volatility nejsou omezeny
jen na nasledujici pfipad, ale obsahuji dosti bohatou tfidu modelu.
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Necht ¢ € (0,T), kde T > 0. Uvazujme stochastickou diferencidln{ rovnici (dale jen SDR)

dX, = Ju(t)dB, (2.3)

Faktory vystupujici v rovnici (2.3) jsou

X. ... logaritmus ceny aktiva
B. ... standardni Brownuv pohyb
v(-) ... stochastickd volatilita

Rovnici (2.3) modelujeme proces logaritmu ceny aktiva (X;) s po¢ateéni podminkou Xy =0
skoro jisté. Tento proces zavisi na standardnim Brownové pohybu (By) a procesu stochastické
volatility (v(t)). Volatilitu (v(¢)) modelujeme pomoci rovnice

dv(t) = —po(t) dt + dZ, (2.4)
Faktory vystupujici v rovnici (2.4) jsou

... mira klesani volatility, kde g > 0

Z. ... (homogenni) Lévyho proces

Rovnice (2.4) reprezentuje (v(t)) jako negaussovky OU proces. Negaussovskost zajistuje
(homogenni) Lévyho proces (Z;) na R, pro ktery plati, ze:

1) Zy = 0 skoro jiste

2) nemd drift

4) ma kladné stacionarni a nezavislé prirustky = ma neklesajici trajektorie na R,

5

)
)
3) je cadlag proces (zprava spojity proces s limitami zleva)
)
) ma kone¢nou variaci

(
(
(
(
(
(

6) casy a velikosti jeho skoku ovliviiuji ¢asy a velikosti skoku volatility (v(t))

Ptredpokladejme dile, ze volatilita (v(f)) méa koneéné druhé momenty a je nezavisld se
standardnim Brownovym pohybem (B;).

Pozndmka 2.3. Vlastnost (6) iikd, ze Lévyho proces (Z;) je také fidici Lévyho proces, coz
spolu s vlastnosti (4) znamend, ze volatilita (v(¢)) ma kladné trajektorie. *

Ke zkoumani naseho modelu si nejprve vymezme nékolik zakladnich pojmau.

Definice 2.4. Integrovand volatilita (integrated volatility) se definuje predpisem

vt (0,1) = /0 o(s) ds (2.5)
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Definice 2.5. Skutecnd volatilita (actual volatility) se definuje predpisem

v =v*(0,t;) — v*(0,t;, 1), (2.6)

)

kde:=1,...,n.

Pozndmka 2.4. Pojmy integrované a skutecné volatility pomahaji zachytit stylizovana
empirickd fakta prirustku {y;}. Lze si vSimnout, ze skute¢nd volatilita je jen specidlni
piipad integrované volatility, nebot

t; ti—1 ti
= [ [ ots = [ otds = vt
0 0 ti—1

i—

Integral z volatility pfes jakykoliv konec¢ny interval je vzdy konecny diky konecné variaci
Lévyho procesu (Z;). *

Véta 2.1. Necht y; je priristek definovany (2.2) a v skutecnd volatilita definovand (2.6).
Potom podle rovnice (2.3) plati
yilv; ~ N(0, v) (2.7)

pro kazdé i =1,...,n. Navic proi # k, kde k =1,...,n, plati

corr(y;, yr) =0

DUKAZ: Zvolme pevné i = 1, ..., n. Piepiseme-li SDR (2.3) do integralniho tvaru, potom
podle (2.2) plati

t
yi=Xy, — Xy = Vv(s)dB;
i—1

t

Ziejmé plati E([)(y/v(s))%ds) < 400, proto 7z vlastnosti (iii) ve vété 1.25 pro Itouv sto-
chasticky integral dostaneme

Ey; :E(/:l \/@st> =0

Pro podminény rozptyl prirustku y; ddle plati vary; = Ey? — (Ey;)?, coz se diky Ey; = 0
zredukuje na vypocet Ey2. Aplikaci Itoovy izometrie (dusledek 1.2) dostdvame

e[ ) -5( [ ) ([ o)

Plati tedy vary; = Ev} = v}, nebot v} je v podmince, a vystupuje tedy jako pevné ¢islo.
Normalita rozdéleni plyne z definice Brownova pohybu. Pro korelaci dale plati
Ey;yx — Ey;Eyy

/var y;,/var yg

corr(ys, yr) =
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Jmenovatel zlomku je nenulovy diky nenulovosti podminénych rozptyla. Stacéi proto zjistit,
zda je citatel roven nule. Z predchoziho se vypocet zredukuje na urceni Ey;y,. Tedy

cov(yi, yi) = E(/tt Vu(s)dB, - /t:kl \/@st> =0

coz plyne z nezévislosti standardniho Brownova pohybu (B;) na stochastické volatilité
(v(t)) a z disjunktnosti piirastka ¢; — ;1 a tx — tx_1. O

Pozndmka 2.5. Protoze rovnice (2.3) a (2.4) modeluji prirustky {y;} jako skalované smési
normalnich rozdéleni, je vystizena jejich pseudonormadlni empirickd hustota, nesoumérnost
empirické hustoty a nadmeérné kolisani kolem stredni hodnoty. Absence volatility vyplyva
na zakladé zadefinovani modelu z pfedchozi véty. *

Disledek 2.1. Necht X je proces definovany v (2.1) a v* = {v},...,v,} je posloupnost
skutecnyjch volatilit. Potom podminénd hustota X dand skutec¢nymi volatilitams v* je

F(X ) = f[ exp{—2y5*} (2.8)

27TU i

o

DUKAZ: Z piedchozi véty vime, Ze y;|v* ~ N(0,v?). Posloupnost nahodnych veli¢in {y;}
je nezavisla, coz plyne z nezdvislosti prirustku Brownova pohybu. Toto je ekvivalentni
tvrzeni, ze sdruzend (podminénd) hustota je rovna sou¢inu (podminénych) marginalnich
hustot. (]

Pozndmka 2.6. Podle (2.2) a (2.6) lze (2.8) prepsat do tvaru

(w(t;) — x(ti1))?
H\/27Tv tic1,t exp{_ 20 (tio1, i) }7 (2.9)

ktery budeme mit na mysli vzdy, kdyz budeme mluvit o podminéné hustoté f(X|v*).

f(X|v")

Uvazujme ndhodnou veli¢inu v(0) se samorozlozitelnym rozdélenim Ga(v, 6), které ma
konec¢ny druhy moment. Podle véty 1.16 k tomuto rozdéleni existuje stacionarni nahodny
proces (v(t)) a Lévyho proces (Z;) tak, ze plati

(A) L(v(0)) = L(v(t)) = Ga(v, ) pro kazdé t > 0

(B)  u(t) = exp{—ut}u(0) + / exp{—pu(t — 5)}dZ,

Pozndmka 2.7. Vlastnost (A) ¢ini predpoklad na volatilitu. Ta méa rozdéleni Ga(v, 6) se
stiedni hodnotou v/ a rozptylem v/6?, které je stejné pro kazdy ¢as ¢ > 0. Vlastnost (B)
iikd, kterak je reprezentovdno reseni rovnice (2.4). *
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Zbyva specifikovat idici Lévyho proces (Z;). Podle Barndorff-Nielsen a Shephard [1]
(str. 173 a 175) m& rozdéleni Ga(v, §) Lévyho hustotu

u(z) = va~ ' exp{—0z}
Podle (1.10) mame pro Lévyho hustotu w
w(z) = —u(z) —xu'(x)
= —vx lexp{—0Or} -z <—wc2 exp{—0z} — vz 10 exp{—@x})
= vfexp{—0zx},

kde posledni rddek je podle véty 1.15 Lévyho hustota slozeného Poissonova procesu, ktery
ma rozdéleni velikosti skoku Exp(6) a intenzitu vyskytu udalosti v. V nasem piipadé tedy
za Tidici Lévyho proces (Z;) v reprezentaci feSeni (B) volime slozeny Poissonuv proces

—+00
Zy =Y eilie,<n (2.10)
7j=1
Ve vztahu (2.10) jsou 0 < ¢; < ¢ < ¢3 < ... ¢asy uddlosti generované z Poissonova

procesu s intenzitou A a €, k nim p#fslusné velikosti skoki s rozdélenim Exp(6). Intenzita
vyskytu uddlosti ¢; pro vztah (2.10) je predpokldddna koneénd, coz znamend stacionaritu
feSeni rovnice (2.4) diky (1.11).

Véta 2.2. Reprezentace volatility v Gamma-OU modelu je ddna vztahem
+0o0
v(t) = exp{—pt}v(0) + Z exp{—u(t — ¢;) tesllic; <) (2.11)
j=1

DUKAZ: K dikazu véty pouzijeme vztah (B). Staci ukézat, ze stochasticky integrél, kde
integratorem je Lévyho proces, dd sumu v (2.11). Zvolme pevné ¢ > 0, realizaci w Lévyho
procesu (slozeny Poissontv proces) a konecné déleni D = {0 = sp < 51 < ... < s, = t}
intervalu (0,¢). Ozna¢me fs(w) = exp{—p(t — s)} a predpoklddejme déle, ze nékteré body
déleni D splyvaji se vSemi casy udélosti ¢;. Pokud tomu tak neni, pocet bodu déleni D
zvétsime. Vytvorujici suma pro integrél je

(/Ot deZs> (W) = fso(w)Zsy(w) + :Z:if%(w)(zskﬂ 7))

Clen fs0Zs, je nulovy diky podmince Z, = 0 skoro jisté. Prirustek tvaru Z,,  — Z;, je bud
nulovy, nebo roven ;. A protoze sy = ¢; vZdy pro néjaké k, 7 € N, limitnim prechodem
dostavame pozadované tvrzeni.

O



2.2 Model (Gamma-OU proces) 35

Véta 2.3. Reprezentace integrované volatility v Gamma-OU modelu je dina vztahem

0 00) = (01 - expln(t - sl <o — oOexpl st} ~1}) (212
j=1
DUKAZ: Nejprve dosadime (2.11) za integrand ve vztahu (2.5). Po ipravé obdrzime
t t +oo
v*(0,t) = / exp{—pus}v(0)ds +/ Zexp{—u(s —¢j)}eslie; <5y ds
0 0 =
Prvni integral spocitdme pomoci substituce Sy : y = —pus:

[ ewtnsrooas 2 [ exptupoo)(~2) = =D fexpi-y - ]

U druhého integrédlu vyuzijeme predpokladu véty a konecnosti intenzity A Poissonova
procesu, ze kterého pochdzi udalosti ¢;. Toto zaruc¢i koneCny pocet scitancu v sumé
a moznost jeji zamény s integralem, t;j.

t oo +00 t
[ esplonts = epleloegds =3 [ explonls — )il ds

Zvolme pevné cas udalosti ¢; Poissonova procesu tak, ze 0 < ¢; < t. Vzhledem k indikatoru
dostavame

t

/ocj exp{—pu(s — ¢;)}e;.0ds + / exp{—p(s — ¢;)}¢;.1ds

J

Prvn{ integrdl je nula. Na druhy pouzijeme substituci S, : y = —p(s — ¢;) a dostaneme

/Ct exp{—pu(s — ¢;)}e; ds 2 /O_N(t—cf) exp{yle; (—%) = —% [exp{—u(t —¢)t—1

J

Vezmeme-li do ivahy vSechny relevantni udélosti c;, které se vyskytnou do casu ¢, dostaneme
1 <X
LS 1 exponte - e
[

coz dava (2.12). O

Véta 2.4. Autokorelacni funkce volatility v Gamma-OU modelu je ddna vztahem

r(t) = corr(v(0),v(t)) = exp{—pt}
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DUKAZ: 7 definice
corr(w(0), v(t)) = —W0,0(t) _ Ev(0)v(t) — Bo(0)Eu()

V/varv(0)4/var v(t) v/ varv(0)/varv(t)

Protoze L(v(t)) = Ga(r, 8) pro kazdé ¢ > 0, mame pro rozptyly ve jmenovateli

V/ (var v(0))+/(var v(t \/;\/;

+oo
= Z exp{uc; el <)
j=1

Daéle ozna¢me

Nyni pocitejme stiedni hodnoty v ¢itateli. Prvni clen je roven

Eo(0)u(t) = Eo(0 )(exp{ p3o(0) + 3 exp{p(t — &)}, )

j=1

= exp{—ut} (E(U(O))2 + Ev(O)EKt>

exp{—ut} (Var v(0) + Ev(0) + EU(O)EKt) = exp{—put} ( 7t 9—2 + QEKt>

Druhy clen je naproti tomu roven

Ev(0)Ev(t) = Ev(0)E (exp{ pit v (0 +§§exp{ pu(t = c;) el c]<t>
— Eu(0) {exp{_we} (EU<0> n EK)]

2

— exp{—put} ((EU(O))2 + Ev(O)EKt) = exp{—put} (% + gEKt>
Celkové je citatel roven

Ev(0)v(t) — Ev(0)Ev(t) = exp{ pt},

0

coz dava po vydéleni hodnotou ve jmenovateli pozadované tvrzeni. (]

Jsme-li na finan¢nim trhu, jsme schopni pozorovat pouze ptirustky y;, ale uz ne jejich
stochastickou volatilitu (v(¢)). Tu si ale pfejeme odhadnout, coz provedeme metodami
bayesovské analyzy s vyuzitim vérohodnosti f(X|v*) dané v (2.9).
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2.2.2 Bayesovska konstrukce

Uvazme slozeny Poissonuv proces v (2.10). Tento proces lze nahlizet jako kétovany bodovy
proces W na mnoziné

S = (0,T) x (0, +00)
obsahujici usporddané dvojice bodu (c;,¢€;), kde 7 = 1,...,m, m € N. Mira intenzity A
procesu V¥ je podle véty 1.15
A(de x de) = A exp{—0e}o(dc x de),

coz je soucinova mira miry intenzity slozeného Poissonova procesu s intenzitou A a rozdéleni
velikosti skoku Exp(6), kde p oznacuje Lebesgueovu miru. Pokud se podivame na vyjadieni
volatility v (2.11), vidime, Ze zavisi na parametrech p, v(0) a ¥ = {(c;,¢;)}. Vérohodnost
(2.9) lze tedy zapsat

f(X]o*) = f(X]p, v(0), ¥)

Parametry v(0) a ¥ zavisi opét na dalsich parametrech, nebot
e pocatecni volatilita v(0) mé rozdéleni Ga(v, 0)

c; casy udalosti Poissonova procesu s intenzitou A
g; velikosti skoku majici rozdéleni Exp(f)

e pro bodovy proces ¥ jsou {
Uvézime proto hierarchicky model v téchto stupnich:

L. y;|vy ~ N(0,v})

2. v(0) ~ Ga(r,0), ¢; — ¢j_1 ~ Exp(N), ¢; ~ Exp(6)

Pokud chceme provadét bayesovské zavéry zalozené na vérohodnosti, potirebujeme k tomu
znat marginalni vérohodnost

F(X]p, A, 0) :/f(X\mU(O),‘I’)W(U(O)Mﬁ,u)ﬂ(‘lf\%@) dv(0) d¥, (2.13)

kterou obdrzime integrovanim (2.9) vzhledem k apriorni mite, kterd je ddna podminénymi
rozdélenimi parametru v(0) a ¥. Hustota, kterou z (2.13) nezndme, je hustota kétovaného
bodového procesu W. Tu spocitame vzhledem k dominantni mire slozeného Poissonova
procesu s intenzitou A = 1 a rozdélenim velikosti skoku Exp(1).

Véta 2.5. Necht W(S) uddvd pocet bodi kdtovaného bodového procesu W na mnozZiné S.
Potom hustota procesu ¥ je ddna

v(s)
7(T|\, 0) = exp{—(\ — 1)T}\G) Y exp{—(e -1y gj} (2.14)

i=1
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DUKAZ: Zvolme miru @ standardniho Poissonova procesu na mnoziné S s mirou intenzity
A*(de x de) = exp{—¢}o(dc x de), (2.15)

coZ je jen mira intenzity A(-) s volbou parametru A = 1 a § = 1. Pouzitim véty 1.13 mé
odpovidajici Radonova-Nikodymova derivace tvar

dr v(S)

@ = exp{T — \T'} Jl:[l

A0 exp{—0¢c;}
exp{—¢;}

Navic diky konstrukci mnoziny S a volbé konecéné intenzity slozeného Poissonova procesu
je ¥(S) < +oo skoro jisté. To zarucuje dobie definovany vztah (2.14). Il

Konstrukece vérohodnosti v (2.13) navrhuje zcela pfirozené pouzit parametrizaci (A, 6, u).
My ovSem zvolime parametrizaci

A
()‘aeaﬂ) — (V707M) = <;>9>/VL>>

kde predpoklddame, ze A = pv (Dellaportas, Papaspiliopoulos a Roberts [4], str. 371). Tato
parametrizace je zvolena proto, aby byla eliminovana vysokd aposteriorni zavislost mezi
jednotlivymi parametry modelu a z toho vyplyvajici pomald konvergence nasledujiciho
MCMC algoritmu. V této parametrizaci parametry ¢ a v popisuji stacionarni vlastnosti
procesu volatility, zatimco p popisuje jeji prechodové vlastnosti. Potom je Bayesova véta

(v, 0, p, ¥, v(0)|X) < f(X|¥,0(0), p)m(v(0)|v, )7 (Vv 0, u)7(v, 0, 1), (2.16)

kde podminénd hustota

n

e | B - eXp{_@(ti)—x(tm)V}

1/ 2mu( 20* (-1, 1)
r(0(O)|n.0) = P‘Z)vm)“exp{—ev(m}

v(S)
(0000 = esp{—(= DT} s0)" O ep{-0- 32, }

J=1

Zbyva urcit sdruzenou apriorni hustotu 7 (v, 0, 1). Zde vyuzijeme toho, ze parametry 6, u
a v jsou podminéné nezavislé, a jako apriorni hustoty pro né zvolime po fadé podminéné
konjugovand rozdéleni Ga(ay, fg), Ga(oy, 5,) a Ga(ay, By).

Parametrizace v (2.16) se nazyva centrovand parametrizace, nebot parametry ¥ a v(0)
(nepozorovatelné parametry) jsou hierarchicky centrované mezi parametry u, v a 6 a mezi
daty X (ptirustky {y;}). Parametry v a 6 jsou podminéné nezavislé na p, ¥ a v(0), coz je
klicova vlastnost této parametrizace.
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2.2.3 Metoda augmentace dat

Abychom mohli provést bayesovské zavéry v nasem modelu, musime umét simulovat ze
sdruzené aposteriorni hustoty 7 (v, 8, u, ¥, v(0)|X), kterd je ddna v (2.16). Poznamenejme,
7e analytickd moZnost neexistuje, nebot aposteriorni hustota je ve velmi komplikovaném
tvaru a nepodobd se zadné zndmé hustoté pravdépodobnosti. Navic vérohodnost v (2.13)
nelze ani analyticky spocitat kvuli velké komplikovanosti integrandu. Vyuzijeme proto
MCMC algoritmus zalozeny na metodé augmentace dat (téz roziirend dat).

Augmentace dat spociva v odhadnuti neznamého vektoru parametru « na zdkladé dat
Y = (Yo, Yinis), kde Yops jsou data, kterd jsme schopni pozorovat, a Y, jsou data, kterd
nejsme schopni pozorovat (tj. bud opravdu chybi, nebo vystupuji jako skryté proménné).
Standardni pristup pro chybéjici data Y,,;s, pokud provadime bayesovské zavéry, je

(5[ Vape) / 7 (Vapss Vinis 1) () d Vi

Takovy typ integrace je ¢asto nemozné provést vzhledem k mozné komplikovanosti hustoty
7 (Yobs, Ymis|k). Jinym piistupem k problematice je uvazovat

7T(/<57 sz’sD/obs) 0.8 7T-(}/01157 Ymis|/f)77-(/€)7 (217)
tzn. nepozorovatelna data Y,,;; povazujeme za dalsi neznamé parametry a pomoci MCMC

algoritmu simulujeme z hustoty 7(k, Yinis|Yops). Aproximaci aposteriorniho rozdéleni para-
metru &, tj. 7(k|Yops), dostaneme vynechdnim dat Y;,;s. Vztah (2.17) lze pfepsat na

W(/{a Ymis‘l/obs) (5,8 W(Ymis’Y;657 K’>7T(Yvobs’/€>7r("f)a (218)
z cehoz vyplyvd 1 MCMC algoritmus, kterym je algoritmus GVP s témito kroky:

1. simulace z hustoty 7m(Yiis|Yobs, )

2. simulace z hustoty m(&|Yous, Yors) (aposteriorni rozdéleni ziplnénych dat)

Augmentace dat je spojena s integralem v (2.13). Tento integral kromé parametru 6,
v a i, pro néz provadime bayesovské zavéry, zavisi také na parametrech v(0) a ¥, které
nelze piimo pozorovat. Potom v (2.18) je k = (0, v, 1), Vs = (U, v(0)) a Yo, = X, coz
vlastné vede na (2.16). Augmentaci dat pouzijeme i pro nasledujici algoritmus.

2.2.4 MCMC algoritmus

Vysledny MCMC algoritmus, ktery uvazujeme, je Metropolis-within-Gibbs algoritmus, coz
je algoritmus GVP, kde z plné podminénych hustot simulujeme pomoci MH algoritmu.
Kroky tohoto algoritmu jsou:

KROK 1:  Simulace (v, ) ze sdruzené hustoty 7 (v, 8|¥, v(0), u)

KROK 2:  Simulace p z hustoty «(u|X, ¥, v(0),v,0)

KROK 3:  Simulace v(0) z hustoty 7(v(0)|X, ¥, v(0), v, 41, 6)

KROK 4:  Simulace ¥ z hustoty n(V|X,v(0),v, u, )

KROK 5:  Jdina KROK 1
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Pozndmka 2.8. Hustoty v jednotlivych krocich jsou odvozeny imérné ze vztahu (2.16), coz
znamenad, ze proménné v podmince dané hustoty bereme jako konstanty a do vysledné
hustoty je neuvazujeme pro pripad, ze nejsou néjakou funkci uvazovaného parametru.
Multiplikativni konstanty odstranujeme symbolem o, protoze pravdépodobnost pfijeti
navrhu « pro MH algoritmus nezavisi na multiplikativnich konstantach. *

KROK 1 - krok aktualizace parametru v a 0

Simulace dvojice parametru (v, 6) ze sdruzené hustoty (v, 8|¥, v(0), u)

Umérna hustota 6 je

v(S)
7T(0‘I/, v, U(O)) - 9u+\P(S)+a071 exp{—ﬁ(v(()) + Z €+ 50) }
Jj=1

v(S)
~ Ga (v + U (S) + ay,v(0) + Z £+ 69)
=1

Umérnd hustota v je

m(v|0(0), W, ) o = —0(0)" " exp{—(8, + pT)v}

I'(v)

Protoze dale
T(S)
0| ~ Ga(u+\11(S)+a9,v(0)+Zsj+ﬂg>, (2.19)
j=1

v8e se d& prepsat na (viz Dellaportas, Papaspiliopoulos a Roberts [4], str. 389)
v+ ap + ¥(5)) v(0)

7T(I/|U(O),‘yuu) X F(y) {/89 —|—U(0) +Z;I]:(f) €j

} p Vvl exp{—(B, + uT)v}

V tomto kroku simulace aktualizujeme nejprve parametr v a posléze, v zavislosti na
parametru v, aktualizujeme parametr #. Pii simulaci parametru v nejprve generujeme
jeho navrh v multiplikativni MH nahodnou prochézkou ze symetrické navrhové hustoty
rozdéleni N(0, 02), kde pro simulaci volime o2 = 0,45. Utvoifme pravdépodobnost piijeti
navrhu, kterd se diky symetri¢nosti navrhové hustoty ziuzi na

— min W(mv(o)m\l’paﬂp)
o= {w<up\v<o>p,wp,up>’1}’ (2.20)

kde v, ¥, v(0),, iy jsou hodnoty parametru v, ¥, v(0), p z predchozi iterace algoritmu.
Vyéislime podil v (2.20) a hodnotu a porovname s Cislem p vygenerovanym z rozdé-
leni R(0,1). Pokud o > p ndvrh ¥ na novou hodnotu v ptijmeme, v opaéném piipadé
zustaneme ve stejném stavu.

Hodnotu parametru # generujeme piimo z gamma rozdéleni (2.19).
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KROK 2 - krok aktualizace parametru p
Simulace parametru p z hustoty 7(u|X, ¥, v(0), v, )

Umérnd hustota W je
Tl X, W, 0(0),,0) o F(X W, 0(0), )™+ exp{— (8, + vT) i}

Pii simulaci generujeme navrh g na novou hodnotu parametru g multiplikativni MH
nahodnou prochazkou s uzitim symetrické navrhové hustoty N(07O'Z), kde pro simulaci
volime OZ = 0,2. Dale postupujeme podobné jako v predeslém kroku u parametru v.
KROK 3 - krok aktualizace parametru v(0)

Simulace parametru v(0) z hustoty 7(v(0)|X, ¥, v(0), v, i, 0)

Umérna hustota v(0) je

T (0(0)|X, W, v, 1, 0) o< f(X[W,0(0), )v(0)"~" exp{—0uv(0)}

——

Pri simulaci generujeme ndvrh v(0) na novou hodnotu parametru v(0) multiplikativni MH
nghodnou prochazkou s uzitim symetrické ndvrhové hustoty N(0, 03(0)), kde pro simulaci

volime 03(0) = 1. Déle postupujeme obdobné jako v predchozim kroku u parametru v a p.

KROK 4 - krok aktualizace parametru ¥
Simulace parametru ¥ z hustoty #(¥|X, v(0), v, u, 0)

Tento krok se od piedchozich odlisuje, nebot pouziva MH algoritmus zrodu a zdniku:

Necht W = {(c1,€1),-- -, (cm,em)} je aktudlni konfigurace bodového procesu ¥. V kazdém
kroku se ndhodné rozhodneme pro jednu z nasledujicich dvou konfiguraci:

1. s pravdépodobnosti ¢ pfiddme novy bod (¢,e) do aktudlni konfigurace ¥, kde
c~R(0,T), e ~ Exp(f) — zrod bodu (tj. U (c,¢))

2. s pravdépodobnosti 1 —¢ odebereme bod (¢, €;) z aktudlni konfigurace W, kde dvojici
(¢;,€;) volime rovnomérné ndhodné z existujicich bodu — zdnik bodu (tj. ¥\ (¢;,€;))

Rozhodnuti, jakou konfiguraci uvazime, ¢inime na zdkladé vygenerovani ¢isla p z rozdé-
leni R(0,1). Pokud p < ¢, uvazujeme zrod, v opa¢ném piipadé uvazujeme zanik. V nasem
pripadé volime ¢ = % Nésleduje rozhodnuti, zda ndhodné zvolenou konfiguraci pfijmeme,
nebo zustaneme ve stejném stavu, k ¢emuz poslouzi pravdépodobnost piijeti navrhu a:

L. af¥, ¥ U(ce)] = min{l, h(¥, (¢, €))} — pro zrod bodu

2. o[V U (c,e), ¥} = min{l, 1/h(¥, (c,e))} — pro zanik bodu
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Poznamenejme, ze formalné spravny tvar pravdépodobnosti piijeti ndvrhu oW, U\ (¢;, ;)]
pro zanik bodu (c;, £;) z aktudlni konfigurace ¥ nyni ztotoznujeme pro zjednoduseni zépisu
s tvarem ¥ U (¢, €), U]. Pro MH pomeér prijeti v algoritmu zrozeni a zéniku plati
p(\lj U (Ca 5)) 1 - Q(\IJ U (C7 5)) d(\lj U (07 8)7 (Ca 6))

p(¥) Q(Y) b, (c,e))

kde p(¥ U (¢, €)), resp. p(¥), tvoii tmérnou hustotu pro bodovy proces ¥, kterd je z (2.16)

h(¥,(c,e)) =

m(]X, v(0), v, 1, 0) o fX[W,0(0), )7 (¥[v, 0, 1)

Déle 1 — Q(¥ U (c,¢)), resp. Q(¥), je pravdépodobnost, s jakou se rozhodneme zvolit
odebrani bodu z aktualni konfigurace W, resp. piidani bodu do této konfigurace. Tato
pravdépodobnost je 1 — ¢ pro odebrani bodu a ¢ pro pfidani bodu. Hustota b(¥, (¢, ¢)) je
navrhové hustota pro piiddni bodu (¢, e) do aktudlni konfigurace W. Tuto hustotu volime
(Papaspiliopoulos [11], str. 197)

1
b(\lla (C7 8)) = Teexp{_(g - 1)6}
a jednd se o hustotu vzhledem k mife intenzity A*(-) dané (2.15). V piipadé, ze chceme

odebrat urcity bod (c,¢) z konfigurace ¥ U (¢, €), potom se tak stane s pravdépodobnosti

1

d(¥ U = —
(P U(ee) (0e) = —,
kde m + 1 znaci pocéet bodu konfigurace ¥ U (¢, e). Mame tedy

X\, v(0), ¥ U (c,e))m (T U (c,e)|\,0) 1 —¢q (m+1)"!
F(X s 0(0), W) (PN, 0) q T-'0exp{—(0—1)e}

h(W, (c,e)) = 1

Podle (2.14) lze déle napsat
T(P U (¢, e)|A\, 0) = m (V[N 0)ADexp{—(0 — 1)c},

protoze novy bod (c,e) je generovin nezdvisle na aktudlni konfiguraci . Jelikoz volime
specialné g = %7 vysledny MH pomeér je ve tvaru

X\, v(0),¥ U (c,e)) AT
f(X]p,0(0), %) m+1

hw, (e, 2)) = L4



Kapitola 3

Vyhodnoceni modelu

V této kapitole provedeme praktické vyhodnoceni naseho modelu pro simulované prirustky
{y;} (déle jen simulovand data) a redlné prirustky {y;} (déle jen redind data).

3.1 Parametry modelu a data

Redlna data uvazujeme s dennim krokem vyskytu ve smyslu, ze A = 1. Tento predpoklad
pouzijeme i pro simulovand data. Potom parametr 7" v tabulce 3.1 udava rozsah datového
souboru, ktery uvazujeme. Pfipomenme, ze vyhodnocujeme model stochastické volatility,
kde volatilita je modelovana jako negaussovsky OU proces fizeny slozenym Poissonovym
procesem. Pro model provadime bayesovské zavéry zalozené na augmentaci dat s pomoci
MCMC algoritmu. Potiebujeme tedy specifikovat po¢ateéni hodnoty parametru 0, v, pu,
v(0) a ¥ MCMC algoritmu, déle vérohodnost a apriorni rozdéleni parametru 6, v, p.

Parametr | 6 v pu T v(0)

DATA SET | 10

wWiN

0,1 500 Ga(2,10)

Tabulka 3.1: Poédtecni hodnoty parametri 0, v, p a v(0) do MCMC algoritmu. Rozsah
datového souboru, ktery pouzZivime pro simulaci, uddvd parametr T .

Pocateéni (a zaroven i stacionarni) hodnoty parametru 6, v, u, v(0) pro MCMC algorit-
mus uvadime v tabulce 3.1, kde po¢atecni hodnotu v(0) generujeme z rozdéleni Ga(v,0).
Pocdtecni konfiguraci bodového procesu W = {(c;,¢,)} ziskdme tak, ze ¢asy uddlosti ¢,
generujeme z Poissonova procesu s intenzitou A = pv na intervalu (0,7) a odpovidajici
velikosti skokt €; z rozdéleni Exp(f). Vérohodnost pro bayesovské zavéry volime (2.13),
apriorni hustoty parametru 6, v a p jsou uvedeny v tabulce 3.2.

43
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Parametr 0 v h

Apriorni rozdéleni | Ga(1, 0,1) Ga(l, 0,1) Ga(l, 1)

Tabulka 3.2: Apriorni rozdeélent parametri 6, v a p.

Simulovana data

K simulaci dat pouzivame vétu 2.1, ktera udava, ze rozdéleni piirustku logaritmu cen
aktiva {y;}ien je normdlni rozdéleni N(0,v}). Kazdy prirustek 3 mé jiny rozptyl o,
coz znamend, ze data jsou generovana jako skdlovanad smés normdlnich rozdéleni. Hod-
notu v} ziskdme uzitim vztahu (2.6), kde za integrovanou volatilitu volime vztah (2.12). In-
tegrovanou volatilitu vyéislujeme v ¢asech ¢t = 1,2, ..., T, kde T' = 500. VSechny relevantni
parametry pro vypocet integrované volatility z (2.12) udava tabulka 3.1. Parametr u je dan
pifmo v tabulce, parametr v(0) generujeme z rozdéleni Ga(v, #), ¢asy udalosti ¢; generujeme
z Poissonova procesu s intenzitou A = pv na intervalu (0,7), skoky udélosti ¢; generujeme
z rozdéleni Exp(0).
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Obrazek 3.1: Simulovand data {y;}. Body vyznacuji rozdily logaritmu {y;} fiktivnich cen
aktiva s dennim krokem vyskytu. Vodorovnda osa udavé sledovany casovy horizont.
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Realna data

Jako ptiklad redlnych dat uvazujeme kurz amerického dolaru viéi britské libie. Celkem
bereme do tuvahy pét set jeden aktivni obchodni den v obdobi od 15. prosince 1989
do 18. listopadu 1991. Z téchto dat utvotrime T = 500 logaritmickych prirustku, které
vynasobime konstantou /600, abychom dostali podobnou empirickou hustotu jako pro
piipad simulovanych dat, a mohli tak 1épe porovnat algoritmus na obou typech dat.
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Obrazek 3.2: (a) Casovd fada kurzu amerického dolaru vici britské libre, (b) z néj
vytvorend redlnd data {y;}. Sménny kurz ma denni krok vyskytu, piirustky {y;} jsou
vytvoteny z puvodnich piiristki vynasobenim ¢islem +/600. Vodorovng osa uddva casovy
horizont, po ktery data sledujeme.

Stylizovana empiricka fakta simulovanych a realnych dat

Jak na simulovanych, tak na redlnych datech lze pozorovat asymetricky pseudonormalni
tvar jejich empirickych hustot z obrazku 3.3. Hustoty taktéz nadmeérné kolisaji kolem
své stredni hodnoty, coz je zpusobeno vysokou koncentraci dat v okoli jejich vybérového
pruméru. Podivdme-li se na autokorela¢ni funkce na obrazku 3.4, autokorelace fad {y;}
je ziejmé nevyznamnd pro oba typy dat. Vybérovy prumér pro simulovand, resp. realnd
data, ¢inf 1,53.1072, resp. —5,23.1073. Vybérovy rozptyl simulovanych, resp. realnych dat,
¢inf 5,92.1072, resp. 2,98.1072.
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Obrazek 3.3: Jddrovy odhad hustoty (S) simulovanych dat {y;}, resp. (R) redlngch
dat {y;}, o délce T = 500 pozorovdni. Pierusované nakreslend hustota uddvd hustotu
normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou rovnou vybérovému prumeéru a rozptylem rovnym
vybérovému rozptylu ptislusnych dat. Modré prouzky pod hustotami znaci datovy vybér
a Cervend prerusovand Cara vybérovy prumér dat.
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Obrazek 3.4: Autokorelacni funkce (S) simulovangch dat {y;} a (R) redlngch dat {y;}.
Vodorovna osa udava rozdil ve dnech mezi jednotlivymi pozorovanimi.
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3.2 Diagnostika MCMC simulace

Pro oba typy dat bylo provedeno celkem 1100000 iteraci algoritmu s tim, ze prvnich
100 000 iteraci nebylo brano v potaz (tzv. zahoreni fetézce). Ze zbytku iteraci potom byla
uvazovana kazda tisici iterace a toto ztenceni bylo pouzito pro néasledujici zpracovani.
Zaveéry o parametrech modelu p, v, # provadime bayesovsky podle vztahu (2.16). Na
obrazku 3.5 muzeme vidét odhady aposteriornich hustot téchto parametru pro simulo-
vana a realnad data v porovnani s apriornimi hustotami danymi v tabulce 3.2. Tabulka 3.3,
resp. 3.4, udava nékteré aposteriorni charakteristiky parametri pro simulovana, resp. redln4,
data. Porovnanim hustot na obrazku 3.5 a charakteristik v tabulkdch 3.3, resp. 3.4, vidime,
ze MCMC algoritmus dava horsi vysledky pro redlnd data. To muzeme vidét i z prubéhu
simulaci, resp. autokorela¢nich funkci, na obrazku 3.6, resp. 3.7. Zatimco pro simulovang
data staci provést 1100 000 iteraci se zahorenim prvnich 100 000 iteraci a dostaneme dobré
vysledky, redlnd data vyzaduji vétsi zahofeni i pocet iteraci. Retézec v jejich pripadé totiz
vykazuje pomalejsi konvergenci ke skute¢nym hodnotam parametru danych v tabulce 3.1.
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Obrazek 3.5: Jddrovy odhad aposteriornich hustot parametri p, v a 6 pro (S) simulovand
data {y;} a (R) redlnd data {y;}. PFerusované vyznacenda hustota udava apriorni rozdélent,
prerusovand ¢ara udavd pocdteéni (staciondrni) hodnotu fetézce a modré prouzky pod
hustotou udévaji realizace daného parametru. Jadrovy odhad je proveden pro kazdou tisici
iteraci parametru od iterace ¢islo 101 000 do iterace cislo 1100 000.
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Parametr 1 v 6 v(0)

vybérovy prumeér 0,1061 0,6185 9,7278 0,0448
vybérovy median 0,1058 0,6055 19,4473 0,0446
vybérovy rozptyl 9.107° 0,0242 8,5081 3.10°*
vybérova smérodatna odchylka | 0,0097 0,1557 2,9169 0,0176
vybérovy 0,025-kvantil 0,0874 10,3498 4,9147 0,0056
vybérovy 0,975-kvantil 0,1261 0,9463 16,5176 0,0792
pocatecni (stacionarnf) hodnota | 0,1 2 10 0,0328

Tabulka 3.3: Aposteriorni charakteristiky parametri simulace p, v, 6 a v(0) u simulovangch
dat {y;}. Vypocet charakteristik je proveden z kazdé tisici iterace parametru od iterace ¢islo
101000 do iterace ¢islo 1100 000.

Parametr i v 7 v(0)

vybérovy prumeér 0,4885 11,5434 46,3586 0,0265
vybérovy medidn 0,5150 1,4171 44,2680 0,0236
vibérovy rozptyl 0,1419 02128 170,3241 3.10°*
vybérova smérodatna odchylka | 0,3767 0,4613 13,0508 0,0179
vybérovy 0,025-kvantil 0,0059 0,9785 24,5716 0,0025
vybérovy 0,975-kvantil 1,1026 2,7341 79,3255 0,0742
pocétecni (staciondarni) hodnota | 0,1 2 10 0,0972

Tabulka 3.4: Aposteriorni charakteristiky parametru p, v, 8 a v(0) u redlnych dat {y;}.
Vypocet charakteristik je proveden z kazdé tisici iterace parametru od iterace ¢islo 101 000
do iterace ¢islo 1100 000.

V tabulce 3.3, resp. 3.4, je parametr p mira klesani volatility (v(t)), 6 je parametr intenzity
rozdéleni velikosti skokii {e;} slozeného Poissonova procesu (Z;), v(0) znaci hodnotu volatility
v ¢ase 0. Dvojice parametrii p a v dale urcuje intenzitu A(= vu) vyskytu udélosti {c;} slozeného
Poissonova procesu (Z;) a staciondrni margindlni rozdéleni volatility (v(t)), které je Ga(v,0).
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Obréazek 3.6: Prubéhy simulace parametri p, v, 0 a v(0) pro (S) simulovand data {y;}
a (R) redlnd data {y;}. Vykresleni je provedeno pro kazdou tisici iteraci parametru od

iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 1100 000.
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Obréazek 3.7: Autokorelacni funkce parametri simulace p, v, 6 a v(0) pro (S) simulovand
data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Vypocet autokorela¢ni funkce je proveden pro kazdou

tisici iteraci parametru od iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 1100 000.
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Obrazek 3.8: KriZové korelacni funkce parametri simulace p, v, 6 a v(0) pro (S) simulovand
data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Kiizova korelaéni funkce je provedena pro kazdou tisici
iteraci parametru od iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 1 100 000.
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Obréazek 3.9: Diagnostika ¢astecnijch souctu parametru p, v, 0 a v(0) pro (S) simulovand
data {y;} a (R) redlnd data {y;}. K vypoctu je pouzit vztah (3.1) a kazdd tisici iterace
parametru od iterace ¢islo 101000 do iterace ¢islo 1100 000.

Pomalou konvergenci parametru fetézce pro redlnd data potvrzuje i diagnostika zalozena
na specidlnich ¢dsteénych souctech (viz Casella a Robert [2], str. 380). Necht

kde ©®) je nasimulovand hodnota parametru ¢ pro hodnotu iterace k a N je celkovy pocet
nasimulovanych hodnot. Uvazujme déle ¢astecné soucty ve tvaru

n

Dy => (o™ - Sy), (3.1)

k=1

kden =1,..., N. Z této charakteristiky muzeme kvalitativné odvodit rychlost konvergence
parametru ¢*). Pokud je graf D% nepravidelny a koncentrovany v okoli nuly, znaci to
rychlou konvergenci fetézce (tzv. silng mizing). V piipadé slabého mixingu je graf D%
pravidelny a hodné vzdaleny od nuly. Tuto diagnostiku muzeme pozorovat na obrazku 3.9,
kde vidime, ze pro simulovana data je graf D% nepravidelny a koncentrovany v okoli nuly,
napf. pro parametry p a v. Retézec tedy v tomto piipadé konverguje rychle. Naopak, stejné
parametry pro realnd data vykazuji pravidelné grafy, které jsou hodné vzdalené od nuly.
Retézec proto v jejich piipadé konverguje pomalu.
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Obrézek 3.10: Casy uddlosti {c;} slozeného Poissonova procesu (Zy)io pro (S) simulovand
data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Vykresleni je provedeno pro kazdou tisici konfiguraci ¢asu
udalosti od iterace ¢islo 1000 do iterace ¢islo 50 000 pro ¢ € (0, 50).
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Obrazek 3.11: Empiricky odhad —In{P(¢ > t)} proti t vykresleny pro (S) simulovand
data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Vykresleni je provedeno pro kazdou tisici konfiguraci
parametru £ = f#e od iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 120000, kde e znaci velikosti
skoku slozeného Poissonova procesu (Z;)i>o, které piislusi iteraci parametru 6.
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Podivejme se nyni na slozeny Poissonuv proces, ktery vystupuje jako fidici Lévyho
proces (Z;)i>o (tzv. background driving Lévy process). Obréazek 3.10 vykresluje konfigurace
casu skokt ¢; slozeného Poissonova procesu pro simulovand a redlnd data pro prvnich 50 000
iteraci. Toto je dulezita charakteristika toho, ze MCMC algoritmus se méni ve stavovém
prostoru casu udélosti ¢; (interval (0,7)). Zaroven také odhaluje, kdy doslo ke skoku
v procesu volatility (v(t))i>o. Lze si povsimnout, Ze dvodni konfigurace ¢asu skoki pro
realnd data obsahuji vétsi pocet bodu. To mé vliv nejen na rychlost vypocétu, ale také
na rychlost konvergence fetézce ke stacionarnimu rozdéleni. Charakteristiky parametru
intenzity A pro generovani casu uddlosti ¢; pro simulovand, resp. redlnd, data jsou uvedeny
v tabulce 3.5, resp. 3.6.

Obréazek 3.11 poskytuje diagnostiku pro velikosti skok €; slozeného Poissonova procesu.
Vychazime z predpokladu, ze ¢; ~ Exp(f). Oznacime-li £; = f¢;, potom &; ~ Exp(1). Je
znamo, ze distribuéni funkce rozdéleni Exp(1) je F(t) = P(é < t) = 1 — e~*. Upravou
zjistime, ze — In{P(£ > t)} = t. Na obrdzku 3.11 lze vidét vykresleni —In{P(¢ > ¢)} proti ¢
pro simulovand a realnd data. Vykresleni provadime pro kazdou tisici iteraci parametru 6 od
iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 120 000, kde # vzdy nasobime odpovidajici konfiguraci
velikosti skoku ¢;. Vyznam této diagnostiky je jednoduchy. Pokud jsou odchylky od piimky
se sklonem 45° systematické, znamend to neadekvatnost modelu na nase data. Muzeme si
véimnout, ze model je vhodny pro redlns data, nebot tento empiricky odhad nevykazuje
zadné vyznamnéjsi odchylky.

3.3 Proces volatility

Vénujme se nyni procesu volatility (v(t))>o (déle jen wvolatilita). Z kostrukce modelu vime,
ze pro staciondrni margindlni rozdéleni volatility plati v(t) ~ Ga(v, ) pro kazdé ¢ > 0.
Odhad hustoty tohoto rozdéleni lze pozorovat na obrazku 3.12. Odhad je proveden pro
kazdou tisici realizaci volatility od realizace odpovidajici iteraci ¢islo 101 000 do iterace
¢islo 1100 000. Na obrazku 3.13 je porovnani empirického odhadu hustoty volatility s jeji
teoretickou hustotou Ga(v, ), kde v = 2 a § = 10. Lze si vSimnout, ze marginalni rozdéleni
vychazi hufe pro redlnd data.

Necht &€ = v/0, resp. w? = v/6?, znaci stiedni hodnotu, resp. rozptyl, rozdéleni Ga(v, 9).
Aposteriorni charakteristiky parametri & a w? pro simulovand, resp. redlnd, data jsou
uvedeny v tabulce 3.5, resp. 3.6. Obrazek 3.14 ukazuje median, 2,5 %ni kvantil a 97,5 %ni
kvantil volatility (v(f))i>o. Volatilitu pocitdme ze vztahu (2.11) pro ¢t = 1,...,T, kde
T = 500. Pro vypocet pouzivime kazdou tisici iteraci parametru modelu p a v(0) od
iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 1100 000 spolu s odpovidajicimi nasimulovanymi ¢asy
udélosti ¢; a velikostmi skoku ¢; slozeného Poissonova procesu (Z;).

Na obrézku 3.17 vykreslujeme median integrované volatility vypocéteny podle (2.12).
Zvlastni  kopeckovity” tvar trajektorie integrované volatility je zptisoben tim, ze je linearn{
kombinaci slozeného Poissonova procesu (Z;);>¢ a volatility (v(t));>o (viz (3.2)). Lze si téz
vSimnout nadpadné podobnosti slozeného Poissonova procesu na obrazku 3.16 a integrované
volatility na obrazku 3.17, coz vyjadiuje, ze Lévyho proces (Z;) skuteéné volatilitu ,,7di”.



3.3 Proces volatility

54

Parametr E=% w? =% A
vybérovy prumeér 6,68.1072  7,96.107* | 6,59.1072
vybérovy medidn 6,44.1072 6,88.107% | 6,41.1072
vybérovy rozptyl 3,52.107*  2,24.107% | 3,41.10~*
vybérova smérodatnd odchylka | 1,88.1072 4,73.1072 | 1,85.10 2
vybérovy 0,025-kvantil 3,86.1072 0,27.10°2 | 3,54.10 2
vybérovy 0,975-kvantil 1083.10-2 1,87.10~2 | 10,81.10~2

pocétecni (staciondrni) hodnota 2 = 2

Tabulka 3.5: Aposteriorni charakteristiky parametri &, w? a A\ u simulovangch dat {y;}.
Vypocet charakteristik je proveden z kazdé tisici iterace parametru od iterace ¢islo 101 000
do iterace ¢islo 1100 000.

Parametr E=4% w? =% A
vybérovy prumér 3,43.107%2 8,59.107* | 6,67.107*
vybérovy medidn 3,21.1072 7,32.107* | 6,77.107!
v¥bérovy rozptyl 1,14.10~*  7,97.10~7 | 2,41.10~"
vybérova smérodatnd odchylka | 1,07.1072 8,93.10~* | 4,91.10~!
vybérovy 0,025-kvantil 2,49.1072 3,53.107* | 8,32.1073
v¥berovy 0,975-kvantil 6,3.10°2 223.10°% | 1,49
poc¢iteéni (stacionarni) hodnota 2 = 2

Tabulka 3.6: Aposteriorni charakteristiky parametri &, w* a X u redlngch dat {y;}. Vypocet
charakteristik je proveden z kazdé tisici iterace parametru od iterace ¢islo 101 000 do iterace
¢islo 1100 000.

V tabulce 3.5, resp. 3.6, znaci parametr &, resp. w?, stfedni hodnotu, resp. rozptyl, staciondrniho
margindlniho rozdéleni Ga(v,#) procesu volatility (v(¢)). Parametr A udava intenzitu vyskytu
udélosti {c;} slozeného Poissonova procesu (Z;).
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Obrazek 3.12: Jadrovy odhad hustoty staciondrniho margindlniho rozdéleni Ga(v,8) pro-
cesu volatility (v(t))i>o0 pro (S) simulovand data {y;} o (R) redind data {y;}. Vypocet je
proveden pro kazdou tisici realizaci volatility odpovidajici realizaci od iterace ¢islo 101 000
do iterace ¢islo 1100 000.
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Obrazek 3.13: Jddrovy odhad hustoty (plnd ¢édra) porovnany s teoretickou hustotou

(pferusovand ¢dra) staciondrniho margindlniho rozdéleni Ga(v,0) wvolatility (v(t));>o pro
(S) simulovand data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Jadrovy odhad je proveden pro kazdou
tisici realizaci volatility odpovidajici realizaci od iterace ¢islo 101000 do iterace cislo
1100 000.



3.3 Proces volatility 56

© |

© 0

('\!7

S
v |
S

o

(\!7

< )
3

0

\—!7

e o | e ©

S o s

N
S
]
S
o |
S

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

t t
(©)] (R)
Obrazek 3.14: Medidn (plnd ¢dra), 0,025-kvantil (modrd preruSovand édra) a 0,975-kvantil

(Cervend prerusovand ¢dra) procesu volatility (v(t))i>o pro (S) simulovand data {y;}, resp.
(R) redlnd data {y;}. Median a kvantily volatility jsou vypocteny z kazdé tisici realizace
volatility odpovidajici realizaci od iterace ¢islo 101 000 do iterace cislo 1 100 000.
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Obrazek 3.15: Medidn volatility (v(t))i>o (pind ¢dra) porovnany s medidnem skutecné

volatility v} (prerusovand édra) pro (S) simulovand data {y;} o (R) redind data {y;}.
Median (skuteéné) volatility je vypocten z kazdé tisici realizace (skutecné) volatility
odpovidajici realizaci od iterace ¢islo 101000 do iterace ¢islo 1100000 pro ¢ € (50, 150).
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Obrazek 3.16: Medidn idictho Lévyho procesu (Z;),>o odpovidajici medidnu procesu volati-
lity (v(t))e>0 2 obrdzku 3.14 pro (S) simulovand data {y;} a (R) redind data {y;}. Vypocet
je proveden na zakladé vztahu (3.3).
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Obrazek 3.17: Medidn integrované volatility (v*(0,t))i>0 (plnd édra) porovnany s kvadra-
tickou variact logaritmi cen aktiva ((X);)i>0 pouZitych k simulaci (preruSovand ¢dra) pro
(S) simulovand data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Medidn integrované volatility je proveden
z kazdé tisici realizace integrované volatility odpovidajici realizaci od iterace ¢islo 101 000
do iterace ¢islo 1100 000.
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Pokud se zajimame o Fidici Lévyho proces (Z,);>0, muzeme jej zrekonstuovat pomoci
vztahu (2.12) pro integrovanou volatilitu. Po tipravé lze (2.12) pfepsat na

* _ 1 —v v
v*(0,t) = p (Zt (t) + (0)), (3.2)

kde v(t) je dano (2.11) a Z; je ddno (2.10). Po vyjadfeni Z, dostaneme
Zy = v (0,t) + v(t) — v(0) (3.3)

Obrazek 3.16 vykresluje tidici Lévyho proces (Z;);>o na zdkladé rovnosti (3.3) pro medidn
volatility z obrazku 3.14. Miuzeme si v§imnout, ze volatilita je skokovy proces se skoky,
které odpovidaji ¢asum udélosti procesu (Z;);>9. Mezi jednotlivymi ¢asy skoku lze vidét
exponencialni klesani volatility s mirou klesani p. Tento specificky ,,pilovity” tvar volatility
je zpusoben reprezentaci feseni (2.11). Kladnost volatility zpusobuje kladny tidici Lévyho
proces (Z;)¢>0, kterym je slozeny Poissonuv proces s kladnymi velikostmi skokd.

Dalsi dulezitou vlastnosti v modelech se stochastickou volatilitou je, ze integrovanou
volatilitu (v*(0,))¢>¢ lze dostat jen pomoci celé trajektorie logaritmu ceny aktiva (X;);>o.
Plati (viz Barndorff-Nielsen a Shephard [1], str. 180)

(XY, = /0 o(s)ds = v*(0, 1) (3.4)

skoro jisté pro kazdé ¢ > 0. Kvadratickou variaci integrovaného logaritmu ceny aktiva (X),
definujeme

r—-+00

(X); = p — lim {Z{X% —~ Xt;}Q] (3.5)

pro libovolnou posloupnost déleni 0 = #; < t] < ... <ty =t, kde sup;(t;,; —t]) — 0 je
norma déleni intervalu (0, t). Poznamenejme, ze p—lim oznacuje pravdépodobnostni limitu
sou¢tu. Pomoci (3.5) vypocitdme empirickou kvadratickou variaci redlnych dat {y;} jako

t

(X)e = (i —vi1)”,

i=1

kde ¢t = 1,...,T a yo = 0. Porovnani integrované volatility a kvadratické variace dat lze
vidét na obrazku 3.17. Jelikoz pro kvadratickou variaci standardniho Brownova pohybu
plati (B); = t skoro jisté pro kazdé ¢t > 0 (viz nap¥. Oksendal [10]), lze (3.4) zapsat jako

X, = B(v*(0,1)), (3.6)
coz je v podstaté ekvivalentni ptepis rovnice (2.3), kde argument standardniho Brownova

pohybu v (3.6) je ddn (2.4), resp. (2.12). Timto vidime, ze integrovand volatilita (v*(0,1));>0
je dulezita pii vyhodnoceni modelu.
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3.4 Zavér

V této préci jsme uvazovali model stochastické volatility zalozené na negaussovském OU
procesu, ktery popisuji rovnice (2.3) a (2.4). Cilem bylo vyjadfit nepozorovatelny proces
stochastické volatility prostfednictvim vhodného fidictho Lévyho procesu pro simulované
a realné logaritmické pifrustky finanéniho aktiva (zkracené simulovana a redlnd data). Za
fidici Lévyho proces byl zvolen slozeny Poissonuv proces s kladnymi velikostmi skok,
ktery odpovidd marginalnimu stacionarnimu rozdéleni volatility, které je gamma rozdéleni.

Pro model jsme zavedli parametry pu, v a 6, kde p byla mira klesani volatility, v a 6 byly
parametry staciondrniho margindlniho gamma rozdéleni volatility, parametr A = pv byla
intenzita Poissonova procesu pro vyskyt casu uddlosti ¢; ve sloZzeném Poissonové procesu
a parametr ¢ byl parametr exponencidlniho rozdéleni pro velikost skoku €; ve slozeném
Poissonové procesu. Parametry modelu byly odhadovany metodami bayesovské analyzy.
K tomuto odhadu jsme vyvinuli MCMC algoritmus (Metropolis-within-Gibbs algoritmus)
zalozeny na augmentaci dat. Tento algoritmus byl zvolen z duvodu piitomnosti nepo-
zorovatelnych velicin v(0) a ¥ v reprezentaci volatility ve vztahu (2.11), jejichz rozdéleni
znemoznuje explicitné zjistit margindlni vérohodnost (2.13) a ztézuje tak bayesovské zdvéry
parametru modelu u, v a 8. MCMC algoritmus je tedy jisty druh numerické integrace.

Konvergence algoritmu GVP a obecné kazdého MCMC algoritmu, kde je provadéna
postupna aktualizace jednotlivych slozek, je podstatné ovlivnéna zavislosti mezi témito
slozkami. Cim vétsi je zavislost mezi slozkami, tim je pomalejsi konvergence algoritmu.
Parametrizace hierarchického modelu (tzv. centrovand parametrizace), kterd je uvazovana
v této praci, méa vliv na konvergenci pouzitého MCMC algoritmu Metropolis-within-Gibbs,
ktery postupné aktualizuje slozky v, 6, p, v(0) a ¥. Pokud se totiz aktualizuji chybéjici
data ¥ a v(0), tato povazujeme za data, kterd lze pozorovat, a pozorovand data X jsou
ignorovana vzhledem k podminéné nezavislosti v modelu. Proto algoritmus GVP konver-
guje pomalu, jestlize je predpoklddand informace o parametrech modelu, kterd je obsazend
v chybéjicich datech ¥ a v(0), podstatné vétsi nez u pozorovanych dat X. Neformdlné
to znamend, ze podminéné rozdéleni parametru dané chybéjicimi daty je mnohem méné
rozptyleno nez marginalni aposteriorni rozdéleni parametru. Proto kazda iterace algo-
ritmu déla velmi malé kroky ve stavovém prostoru parametru v porovnani se skute¢nym
rozlozenim jeho stacionarniho rozdéleni, coz zpusobuje pomalou konvergenci. Situace je
opac¢na, pokud je podminéné rozdéleni parametru dané chybéjicimi daty blizké marginalni-
mu aposteriornimu rozdéleni. V tomto piipadé jsou chybéjici data dobie identifikovana
a algoritmus GVP v podstaté simuluje nezavislé vybéry.

Efektivita algoritmu byla zkoumdna pro simulovand data a pro redlna data, ktera
byla tvofena prirustky logaritmu sménného kurzu amerického dolaru vuci britské libre.
MCMC algoritmus mél horsi konvergenéni vysledky pro redlnd data, coz potvrzuji nahlé
zmény v trajektoriich parametra p, v a 6 (viz obrazek 3.6), vyznamné autokorela¢ni funkce
parametru u, v a 6 (viz obrézek 3.7) i kifzové korelaéni funkce dvojic parametrua p, v, dale p,
0 a v, 6 (viz obrazek 3.8). Taktéz muzeme pozorovat vyznamnou kiizovou korelaci pro dvo-
jici parametru g a A na obrazku 3.18. A pravé vyznamné kiizové korelace mezi dvojicemi
parametru i,  a p, A znamenaji, ze mira klesani volatility p velmi zavisi na fidicim Lévyho
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Obrazek 3.18: KriZové korelacni funkce parametri p a X pro (S) simulovand data {y;}
a (R) redlnd data {y;}. Kiizovd korela¢ni funkce je provedena pro kazdou tisici iteraci
parametru od iterace ¢islo 101 000 do iterace ¢islo 1100 000.

procesu, kterym je slozeny Poissonuv proces. Takto ovlivnény slozeny Poissonuv proces ma
prumérné desetkrat vétsi intenzitu A vyskytu uddlosti ¢; a Ctyfikrat vétsi intenzitu 6 pro
velikosti skoku €; nez u simulovanych dat, coz znamend, Ze na jeho stavovém prostoru S
dochdzi k vétsimu poctu skoku (viz obrazek 3.10), které jsou mensi (viz obrdzek 3.11).
Velky pocet malych skoku v trajektorii slozeného Poissonova procesu ostatné potvrzuje
i obrazek 3.16. Takovato konfigurace bodu na stavovém prostoru S navic zpomaluje vypocet,
ovliviiuje staciondrni margindlni rozdéleni volatility (viz obrazek 3.13), a tedy i volati-
litu samotnou (viz obrazek 3.14). Spatnou konvergenci redlnych dat ovsem naznacuji také
ergodické pruméry procesu volatility. Podle ergodické véty 1.24 by mélo pro ergodické

pruméry volatility platit
N
1 v
N Z U(t) ~ 57
t=1

kde v(t) je prumérnd hodnota procesu volatility v ¢ase t a N = 1,...,T, kde T = 500.
Poznamenejme, ze prumér procesu volatility je vypocten z kazdé tisici realizace volatility
od iterace ¢islo 101000 do iterace ¢islo 1100000. V piipadé redlnych dat se ergodické
pruméry neblizi ke svému teoretickému vysledku, jak lze vidét na obrdazku 3.19. Redlnd
data nejsou proto k urceni procesu volatility dostatecné informativni. Neinformativnost
realnych dat je patrna téz z obrazku 3.20, kde porovnavame prumér procesu volatility se
smérodatnou odchylkou simulovanych, resp. redlnych, dat.
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Obrazek 3.19: Ergodické prameéry primérné integrované volatility (v*(0,t))i>0 vypoctené
pro (S) simulovand data {y;} a (R) redlnd data {y;}. Prerusovana ¢dra znaci teore-
tickou stfedni hodnotu staciondrniho margindlniho rozdéleni volatility Ga(v,#). Prumér

integrované volatility je spocten pro kazdou tisici iteraci od iterace ¢islo 101 000 do iterace
¢islo 1100 000.
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Obrazek 3.20: Prameérnd volatilita (v(t))i>o (S) simulovangch dat {y;}, resp. (R) redlngch
dat {y; }. Prerusovana ¢ara znaci vybérovou smérodatnou odchylku ptislusnych dat. Prumér

volatility je proveden z kazdé tisici realizace volatility odpovidajici realizaci od iterace cislo
101000 do iterace ¢islo 1100 000.
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