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Jan Lamač
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7.4 Různá vylepšeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

8 Závěr 47
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Kapitola 1

Úvod

Mnoho složitých fyzikálńıch mechanismů a př́ırodńıch děj̊u je popsáno parciálńımi dife-
renciálńımi rovnicemi respektive soustavou těchto rovnic. Mezi ty základńı patř́ı rovnice
konvekce - difúze popř́ıpadě rovnice konvekce - difúze - reakce. Tyto rovnice se objevu-
j́ı např. při popisu š́ı̌reńı nečistot či tepla nebo v r̊uzných problémech matematického
modelováńı mechaniky tekutin.

Skalárńı rovnice konvekce-difúze má obvykle následuj́ıćı tvar :

−ε∆u + b · ∇u = f v Ω, u = ub na ∂Ω, (1.1)

kde Ω ⊂ Rd, d = 2 nebo 3, je omezená oblast, jej́ıž hranice ∂Ω je mnohoúhelńık (nebo
mnohostěn), ε > 0 je difúzńı konstanta, vektorová funkce b : Ω → R2 představuje dané
konvektivńı pole a f : Ω → R je vněǰśı śıla. Funkce ub : ∂Ω → R reprezentuje Dirichletovu
okrajovou podmı́nku předepsanou na celé hranici ∂Ω. Regularita těchto funkćı ovlivňuje
regularitu a existenci řešeńı rovnice (1.1).

Přesné (analytické) řešeńı rovnice (1.1) neńı ve většině př́ıpad̊u možné nalézt, proto
je nutné řešit tento problém numericky. Numerické řešeńı vycháźı z moderńı teorie parci-
álńıch diferenciálńıch rovnic, slabého řešeńı a Galerkinovy metody konečných prvk̊u.

V silně konvektivně dominantńıch př́ıpadech, kdy je ε ≪ |b|, obsahuje řešeńı tzv. mezńı
vrstvy, což jsou úzké oblasti, ve kterých se prudce měńı hodnota řešeńı. V těchto oblas-
tech je velmi obt́ıžné vyřešit rovnici správně. Výsledným efektem je pak značný nár̊ust
nefyzikálńıch oscilaćı, jež zcela (v celé výpočetńı oblasti) znehodnocuj́ı diskrétńı řešeńı.
K odstraněńı těchto oscilaćı se běžně použ́ıvá tzv. upwinding, což je technika slouž́ıćı k dis-
kretizaci diferenciálńıch operátor̊u, která zvyšuje vliv informace proti směru jej́ıho š́ı̌reńı
v konvektivńım poli. V́ıcerozměrnou analogíı upwindingu je metoda SUPG (Streamline
upwind Petrov/Galerkin method ) vyvinutá T.J.R. Hughesem a A.N. Brooksem, viz [1].

Metoda SUPG ovšem neodstrańı všechny oscilace. Předevš́ım v mezńıch vrstvách
z̊ustávaj́ı patrné nefyzikálńı oscilace, které mohou být v aplikaćıch nechtěné a nepř́ıpustné.
K potlačeńı těchto oscilaćı lze do diskrétńıho problému zavést dodatečné stabilizačńı členy
- hovoř́ıme o tzv. SOLD (Spurious oscillations at layers diminishing ) metodách. Jinou
možnost́ı je p̊uvodńı triangulaci v kritických oblastech adaptivně zjemnit či jinak upravit
(adaptivńı metody). Pro tento účel se zejména využ́ıvá aposteriorńıch odhad̊u chyby.

V kapitole 2 představ́ıme standardńı metodu konečných prvk̊u vycházej́ıćı z teorie
variačńıho počtu, přičemž stručně uvedeme potřebná tvrzeńı. O výše zmı́něné metodě
SUPG pojednává kapitola 3 a v kapitole 4 je popsáno několik účinných stabilizačńıch
metod. Pátá kapitola je věnována charakteristice několika aposteriorńıch odhad̊u chyby
použ́ıvaných k adaptivńımu zjemňováńı tringulaćı. Zp̊usob tohoto zjemňováńı je detailněji
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KAPITOLA 1. ÚVOD 6

rozebrán v kapitole 6. Následuj́ıćı, sedmá, kapitola pak obsahuje četné numerické výsledky,
jež jsou hlavńım indikátorem kvality at’ už stabilizačńı či adaptivńı metody. V závěrečné
kapitole jsou źıskané výsledky vyhodnoceny a vzájemně porovnány.



Kapitola 2

Metoda konečných prvk̊u

V této kapitole shrneme základńı myšlenky Galerkinovy metody konečných prvk̊u - v sou-
časné době jedné z nejrozš́ı̌reněǰśıch metod už́ıvaných k numerickému řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic. Zároveň zavedeme značeńı a definice, které budou už́ıvány v celé
práci. Neprovedené d̊ukazy kĺıčových vět použitých v této kapitole je možné nalézt např́ı-
klad v [14], [4] nebo v [6].

2.1 Základńı značeńı

Výpočetńı oblast Ω, ve které budeme rovnici (1.1) řešit, budeme uvažovat s polygonálńı
hranićı, nejčastěji bude Ω jednotkovým čtvercem, tj. Ω = [0, 1]2.

Prostory funkćı budou značeny běžně už́ıvaným zp̊usobem, tj. pro p ≥ 1 a k ≥ 0
jsou Lp(Ω) Lebesgueovy prostory s normou ‖ · ‖0,p,Ω, W k,p(Ω) resp. W k,p

0 (Ω) Sobolevovy

prostory s normou ‖ · ‖k,p,Ω, přičemž znač́ıme Hk(Ω) = W k,2(Ω), Hk
0 (Ω) = W k,2

0 (Ω) a
‖·‖k,Ω = ‖·‖k,2,Ω. Seminormu v prostoru W k,p(Ω) znač́ıme | · |k,p,Ω a rovněž | · |k,Ω = | · |k,2,Ω.
Skalárńı součin v Hilbertově prostoru L2(Ω) resp. L2(Ω)d budeme standardně značit (·, ·)
a ‖ · ‖Ω bude norma v L2(Ω). V daľśım textu zavedeme také energetickou normu ||| · |||.

Je-li dále k ≥ 0, pak Ck(Ω) znač́ıme jako obvykle prostor funkćı maj́ıćıch k spojitých
derivaćı v oblasti Ω a Ck

0 (Ω) podprostor Ck(Ω) funkćı s kompaktńım nosičem.

2.2 Slabé řešeńı

Rovnice (1.1) může mı́t klasické řešeńı, u ∈ C2(Ω), pouze v př́ıpadě, kdy jsou zadané
funkce f , b a ub značně hladké. To je však často nesplnitelný předpoklad. Z toho d̊uvodu
formulujeme rovnici (1.1) slabě a zavád́ıme tzv. slabé řešeńı.

Definice 2.2.1 (Slabé řešeńı). Necht’ jsou dány funkce b ∈ W 1,∞(Ω)d, ub ∈ H1/2(Ω),
f ∈ L2(Ω) a konstanta ε > 0. Označ́ıme-li ũb ∈ H1(Ω) rozš́ı̌reńı funkce ub na celou
množinu Ω a

a(u, v) = ε(∇u,∇v) + (b · ∇u, v) ∀u, v ∈ H1
0 (Ω), (2.1)

pak slabá formulace rovnice (1.1) zńı:
Najdi funkci u ∈ H1(Ω) takovou, že

u − ũb ∈ H1
0 (Ω) (2.2)

a(u, v) = (f, v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω). (2.3)
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KAPITOLA 2. METODA KONEČNÝCH PRVKŮ 8

Funkci u ∈ H1(Ω) pak nazveme slabým řešeńım rovnice (1.1).

K d̊ukazu existence a jednoznačnosti slabého řešeńı využijeme následuj́ıćı velmi d̊ule-
žitou a použ́ıvanou větu.

Věta 2.2.2 (Lax-Milgram). Necht’ V je Hilbert̊uv prostor a a(·, ·) je bilineárńı forma
na V . Jestlǐze existuj́ı kladné konstanty α a M takové, že pro každé v, w ∈ V plat́ı

• |a(w, v)| ≤ M‖w‖V ‖v‖V (omezenost formy a(·, ·) ),

• a(v, v) ≥ α‖v‖2
V (V -elipticita formy a(·, ·) ),

pak pro každý prvek f ∈ V ′ existuje právě jedno u ∈ V tak, že

a(u, v) = f(v) ∀ v ∈ V,

přičemž plat́ı, že ‖u‖V ≤ 1
α
‖f‖V ′.

Abychom mohli úspěšně použ́ıt Laxovu-Milgramovu větu, muśıme doplnit jeden do-
datečný požadavek na konvektivńı pole b ∈ W 1,∞(Ω)d. Předpokládejme proto, že funkce
b splňuje podmı́nku nestlačitelnosti, tj.

div b = 0 v Ω. (2.4)

Věta 2.2.3. Necht’ jsou dány funkce f ∈ L2(Ω), b ∈ W 1,∞(Ω)d, ub ∈ H1/2(Ω) a konstanta
ε > 0. Je-li splněna podmı́nka (2.4), pak existuje právě jedno slabé řešeńı rovnice (1.1).

Důkaz. Prostor V = H1
0 (Ω) je Hilbert̊uv a forma a(·, ·) definovaná v (2.1) je zřejmě

bilineárńı. S využit́ım Cauchyho-Schwarzovy (CS) nerovnosti a Friedrichsovy nerovnosti
(F) pak pro tuto formu a pro každé u, v ∈ V plat́ı:

|a(u, v)| ≤ |ε(∇u,∇v)|+ |(b · ∇u, v)|
CS
≤ ε|u|1,Ω|v|1,Ω + ‖b‖Ω|u|1,Ω‖v‖Ω ≤

≤ ε|u|1,Ω|v|1,Ω + C‖b‖1,∞,Ω|u|1,Ω‖v‖1,Ω

F

≤ (ε + C‖b‖1,∞,Ω · CF ) · |u|1,Ω|v|1,Ω,

kde jsme využili vnořeńı W 1,∞(Ω) →֒ L2(Ω) a zřejmé nerovnosti ‖v‖Ω ≤ ‖v‖1,Ω. Jelikož
je seminorma | · |1,Ω normou na prostoru V , je forma a(·, ·) omezená.

Protože dále pro všechna v ∈ V plat́ı :

div(v2b) = v2 div b︸ ︷︷ ︸
0

+2v b · ∇v = 2v b · ∇v,

plat́ı pro formu a(·, ·) a všechna v ∈ V :

a(v, v) = ε|v|21,Ω +

∫

Ω

v b · ∇v dx = ε|v|21,Ω +
1

2

∫

Ω

div(v2b) dx. (2.5)

Označme n jednotkovou vněǰśı normálu k hranici ∂Ω. Použijeme-li na posledńı člen v (2.5)
větu o divergenci, źıskáme :

a(v, v) = ε|v|21,Ω +
1

2

∫

Ω

div(v2b) dx = ε|v|21,Ω +
1

2

∫

∂Ω

v2∂b

∂n
ds = ε|v|21,Ω,

nebot’ je v = 0 na ∂Ω.
Forma a(·, ·) je tedy V -eliptická a z Laxovy-Milgramovy věty tak plyne pro každé

f ∈ L2(Ω) ⊂ V ′ existence právě jednoho slabého řešeńı rovnice (1.1). ⋄



KAPITOLA 2. METODA KONEČNÝCH PRVKŮ 9

2.3 Prostory konečných prvk̊u

Metoda konečných prvk̊u je Galerkinovou metodou se speciálńım výběrem konečněroz-
měrných prostor̊u. Bázové funkce těchto prostor̊u jsou voleny tak, aby jejich nosič byl
v porovnáńı s výpočetńı oblast́ı Ω malý. Dı́ky tomu se metoda konečných prvk̊u ve výsled-
ku redukuje na řešeńı soustavy algebraických rovnic s ř́ıdkou matićı (tzv. matićı tuhosti).

Prvńım bodem konstrukce konečněrozměrného prostoru funkćı je definice triangulace
oblasti Ω.

Definice 2.3.1 (Triangulace). Množina Th tvořená konečně mnoha podmnožinami Ω se
nazývá triangulaćı oblasti Ω, jestliže

(Th1) každá množina K ∈ Th je uzavřená a jej́ı vnitřek je neprázdný a souvislý;

(Th2) každá hranice ∂K, K ∈ Th, je lipschitzovsky spojitá;

(Th3) Ω =
⋃

K∈Th

K;

(Th4) pr̊unik vnitřk̊u každých dvou r̊uzných množin z Th je prázdný;

Index h pak znač́ı h = max
K∈Th

{diam(K)}.

Poznámka 2.3.2. Tato definice triangulace však připoušt́ı křivé hranice množin K ∈ Th

a tzv. hanging nodes, čemuž se v této práci snaž́ıme vyhnout. Proto budeme pracovat
s regulárńı triangulaćı.

Definice 2.3.3 (Regulárńı triangulace). Tringulace oblasti Ω se nazývá regulárńı, jestliže

(Th5) každá množina K ∈ Th je mnohoúhelńık (př́ıpadně interval nebo mnohostěn),
přičemž jsou-li Ki, Kj ∈ Th, i 6= j, dvě r̊uzné množiny z Th, potom je bud’

Ki ∩Kj = ∅, nebo je společným pr̊unikem uzávěr̊u obou množin jejich společ-
ný vrchol, společná hrana (d = 2, 3), nebo společná stěna (d = 3).

Nyńı již můžeme přistoupit k definici konečného prvku :

Definice 2.3.4 (Konečný prvek). Konečným prvkem v Rn nazveme uspořádanou trojici
(K, P, Σ), kde

• K ⊂ Rn je omezená a uzavřená množina s neprázdným vnitřkem a lipschitzovsky
spojitou hranićı;

• P je konečněrozměrný prostor reálných funkćı definovaných na K, dim P = N ;

• Σ je množina q lineárně nezávislých lineárńıch forem Φi, i = 1, 2, . . . , q, definovaných
na množině funkćı, jež obsahuje P .

V celé práci budeme pracovat s dimenzemi prostoru d = 1 a předevš́ım d = 2. V jed-
norozměrném př́ıpadě budou množiny K uzavřené intervaly, ve dvourozměrném uzavřené
trojúhelńıky.

Konečnědimenzionálńı prostor funkćı definovaných na elementu K (intervalu, trojú-
helńıku) bude prostor lineárńıch funkćı definovaných na K, tj. P = P1(K).

Jako množinu lineárně nezávislých lineárńıch forem budeme uvažovat hodnoty funkćı
p ∈ P v předem známých význačných bodech elementu K (vrcholy, středy stran), tedy
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Φi(p) = p(ai), ∀i = 1, 2, . . . , q, ai ∈ K. (2.6)

To, kolik těchto lineárńıch forem (stupň̊u volnosti) bude zapotřeb́ı, plyne z následuj́ıćı
definice a lemmatu, které uvád́ıme bez d̊ukazu.

Definice 2.3.5 (P -unisolventnost). Necht’ (K, P, Σ) je konečný prvek. Řekneme, že mno-
žina lineárńıch forem Σ = {Φi}q

i=1 je P-unisolventńı, jestliže pro libovolnou q-tici reálných
č́ısel α1, α2, . . . , αq existuje právě jediný prvek p ∈ P , takový, že

Φi(p) = αi ∀ i = 1, 2, . . . , q. (2.7)

Lemma 2.3.6. Necht’ (K, P, Σ) je konečný prvek. Nutnou podmı́nkou k tomu, aby mno-
žina Σ = {Φi}q

i=1 byla P -unisolventńı je, aby q = N (= dim P ).

Vid́ıme tedy, že v př́ıpadě prostoru P1(K), jehož dimenze je 3, muśı být nutně q = 3,
obdobně je dim P2(K) = q = 6. Je-li K čtyřúhelńık, pak je dim Q1(K) = q = 4.

V následuj́ıćım proto předpokládejme, že každý konečný prvek (K, PK , ΣK), K ∈ Th,
je takový, že množina ΣK je PK-unisolventńı.

Poznámka 2.3.7. Necht’ (K, P, Σ) je konečný prvek. Neńı obt́ıžné ukázat, že je-li mno-
žina Σ P -unisolventńı, existuj́ı funkce pj ∈ P , j = 1, 2, . . . q, takové, že

Φi(pj) = δij ∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , q}. (2.8)

Tyto funkce tvoř́ı bázi prostoru P a každá funkce p ∈ P může být tedy jednoznačně
vyjádřena ve tvaru

p =

q∑

i=1

Φi(p)pi. (2.9)

Bázové funkce prostoru P = P (K) se obvykle voĺı tak, že je pi(aj) = δij, pro všechna
i, j ∈ {1, 2, . . . , q}, kde aj ∈ K jsou význačné body elementu K (vrcholy, středy stran),
jak je vyznačeno na Obrázku 2.1.

2 1 2

34

6

5

a a a a

3

a2

a

1 4

a
a

a a

aa1

a3

Obrázek 2.1: Různé typy element̊u tringulace.

Definice 2.3.8 (Afinńı ekvivalence). Necht’ (K̂, P̂ , Σ̂) a (K, P, Σ) jsou dva konečné prvky.
Pak řekneme, že jsou afinně ekvivalentńı, jestliže existuje afinńı regulárńı transformace
F : R

d → R
d taková, že

(i) F (K̂) = K,

(ii) P = {p | ∃ p̂ ∈ P̂ : p = p̂ ◦ F−1} a
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(iii) patř́ı-li funkce v̂ do definičńıho oboru systému Σ̂ = {Φ̂i}q
i=1, patř́ı i funkce

v = v̂ ◦ F−1 do definičńıho oboru systému Σ = {Φi}q
i=1 a naopak, přičemž

zároveň plat́ı Φ̂i(v̂) = Φi(v), pro i = 1, 2, . . . , q.

Máme-li nyńı pevně zvolený konečný prvek (K̂, P̂ , Σ̂), můžeme pomoćı afinńı ekvi-
valence odvodit libovolný daľśı prvek (K, P, Σ), přičemž řada vlatnost́ı p̊uvodńıho prvku
z̊ustane zachována. V daľśım budeme relaci afinńı ekvivalence značit symbolem ”∼” a
psát (K̂, P̂ , Σ̂) ∼ (K, P, Σ). Následuj́ıćı lemma je velmi užitečné při dokazováńı P -unisol-
ventnosti u konečných prvk̊u se složitou geometríı.

Lemma 2.3.9. Necht’ (K̂, P̂ , Σ̂) ∼ (K, P, Σ) jsou dva konečné prvky. Potom Σ̂ je P̂ -uni-
solventńı právě tehdy, když Σ je P -unisolventńı.

Důkaz. Důkaz plyne ihned z vlastnost́ı P -interpolace a afinńı ekvivalence.

Lemma 2.3.10. Necht’ (K̂, P̂ , Σ̂) ∼ (K, P, Σ) jsou dva konečné prvky. Potom

Π̂v = Π̂v̂. (2.10)

Důkaz. Necht’ je funkce v definovaná na množině K a afinńı ekvivalence mezi prvky
(K̂, P̂ , Σ̂) a (K, P, Σ) je zprostředkována afinńım zobrazeńım F : K̂ → K. Potom

Π̂v = (Πv) ◦ F =

(
q∑

i=1

Φi(v)pi

)
◦ F =

q∑

i=1

Φi(v) (pi ◦ F ) =

q∑

i=1

Φ̂i(v̂) p̂i = Π̂v̂.

Definice 2.3.11 (P -interpolace). Necht’ (K, P, Σ) je konečný prvek a v : K → R dos-
tatečně hladká funkce taková, že Φi(v) je definováno pro všechna Φi ∈ Σ, i = 1, 2, . . . , q.
Pak P -interpolaćı funkce v nazveme funkci Πv ∈ P , splňuj́ıćı

Φi(Πv) = Φi(v), ∀ i = 1, 2, . . . , q. (2.11)

Jestliže je Σ P -unisolventńı, existuje pro každou (dostatečně hladkou) funkci v právě
jedna P -interpolace Πv a v d̊usledku (2.8) plat́ı :

Πv =

q∑

i=1

Φi(v)pi. (2.12)

Nav́ıc
Πp = p ∀ p ∈ P. (2.13)

Protože budeme v celé práci pracovat výhradně s prostory konečných prvk̊u, jež jsou
podprostorem funkćı spojitých v uzávěru oblasti Ω, můžeme pro naše účely definovat
prostor konečných prvk̊u následovně :

Definice 2.3.12 (Prostor konečných prvk̊u). Necht’ Th je regulárńı triangulace oblasti Ω.
Necht’ dále pro každý K ∈ Th je (K, PK , ΣK) př́ıslušný konečný prvek. Potom definujme
prostor konečných prvk̊u jako

Xh = {vh ∈ C(Ω); vh|K ∈ PK , ∀K ∈ Th} (2.14)
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Poznámka 2.3.13. Definujeme-li pro každý konečný prvek (K, PK , ΣK), K ∈ Th, a
každou funkci v ∈ H1(K) PK-interpolaci funkce v jako v (2.6), můžeme pro každou
funkci v ∈ H1(Ω) definovat zobrazeńı Πh : H1(Ω) → Xh tak, že plat́ı

(Πhv)|K = ΠK(v|K) ∀K ∈ Th (2.15)

Neńı obt́ıžné ukázat, že v tomto př́ıpadě je Xh ⊂ H1(Ω) a proto je zobrazeńı Πh projekćı.
Prostor Xh je tedy konečnědimenzionálńım podprostorem prostoru H1(Ω). Konečně-

dimenzionálńı podprostor prostoru V = H1
0 (Ω) je pak definován jako

Vh = {vh ∈ Xh; vh = 0 na ∂Ω} (2.16)

Definice 2.3.14 (Diskrétńı řešeńı rovnice (1.1)). Necht’ jsou dány funkce b ∈ W 1,∞(Ω)d,
ub ∈ H1/2(Ω), f ∈ L2(Ω) a konstanta ε > 0. Označme ũb ∈ H1(Ω) rozš́ı̌reńı funkce ub na
celou množinu Ω a ũbh = Πhũb jej́ı konečněprvkovou interpolaci. Necht’ dále forma a(·, ·)
je definována stejně jako v (2.1). Pak diskrétńı slabá formulace rovnice (1.1) zńı:

Najdi funkci uh ∈ Xh takovou, že

uh − ũbh ∈ Vh, (2.17)

a(uh, vh) = (f, vh), ∀ vh ∈ Vh. (2.18)

Funkci uh ∈ Xh pak nazveme diskrétńım řešeńım rovnice (1.1).

Věta 2.3.15. Necht’ jsou dány funkce f ∈ L2(Ω), b ∈ W 1,∞(Ω)d, ub ∈ H1/2(Ω) a kon-
stanta ε > 0. Je-li splněna podmı́nka (2.4), pak existuje právě jedno diskrétńı řešeńı
rovnice (1.1).

Důkaz. Protože je Xh ⊂ H1(Ω) a Vh ⊂ V plyne d̊ukaz př́ımo z věty 2.2.3. ⋄

2.4 Apriorńı odhady chyby

Při řešeńı rovnice (1.1) metodou konečných prvk̊u jsme aproximovali nekonečněrozměrný
prostor V = H1(Ω) konečněrozměrným prostorem Vh, takže uh− ũbh ∈ Vh. Dopustili jsme
se tak určité chyby. Naš́ım ćılem je zkonstruovat prostory Vh takovým zp̊usobem, aby

lim
h→0+

‖u − uh‖V = 0 (2.19)

Následuj́ıćı základńı nerovnost ř́ıká, že problém odhadu chyby může být převeden na
vyšetřeńı aproximačńıch vlastnost́ı prostoru Vh :

Věta 2.4.1 (Céa). Necht’ uh je diskrétńı řešeńı rovnice (1.1) źıskané metodou konečných
prvk̊u a necht’ jsou splněny předpoklady věty 2.3.15, potom existuje konstanta C nezávise-
j́ıćı na Vh tak, že

‖u − uh‖V ≤ C inf
vh∈Vh

‖u − vh‖V . (2.20)

Důkaz. Protože je Vh ⊂ V , je a(u − uh, vh) = 0, ∀ vh ∈ Vh. Dı́ky tomu a d́ıky elipticitě
formy a(., .) je α‖u − uh‖2

V ≤ a(u − uh, u − uh) = a(u − uh, u − vh), ∀ vh ∈ Vh.
Potom ale rovněž plat́ı :

α‖u − uh‖2
V ≤ inf

vh∈Vh

a(u − uh, u − vh) ≤ M ‖u − uh‖V · inf
vh∈Vh

‖u − vh‖V .

Nerovnost (2.20) je tedy splněna s konstantou C = M/α. ⋄



KAPITOLA 2. METODA KONEČNÝCH PRVKŮ 13

Abychom byli schopni ukázat, jakým zp̊usobem záviśı rychlost konvergence (2.19)
na parametru h, zopakujeme a zavedeme daľśı předpoklady na použité konečné prvky a
triangulaci.

Necht’ {Th} je množina triangulaćı oblasti Ω splňuj́ıćı (Th1)−(Th5) a necht’ je každému
elementu K ∈ ∪hTh přǐrazen konečný prvek (K, PK , ΣK). Pro každé K ∈ Th označme
hK = diam(K) a předpokládejme, že parametry h splňuj́ı h = maxK∈Th

hK .
Necht’ dále pro každé K ∈ Th znač́ı ρK = sup{r > 0;Br ⊂ K} poloměr největš́ı

vepsané koule (kružnice) elemetnu K.
V daľśım uvažujme následuj́ıćı podmı́nky :

(H1) Rodina triangulaćı {Th} je regulárńı, tj.

∃σ > 0 :
hK

ρK
≤ σ ∀K ∈ Th a h → 0 + . (2.21)

(H2) Existuje konečný počet referenčńıch konečných prvk̊u (K̂i, P̂i, Σ̂i), i = 1, 2, . . . , m,
takových, že pro každé K ∈ Th je konečný prvek (K, PK , ΣK) afinně ekvivalentńı
jednomu z referenčńıch konečných prvk̊u.

(H3) Prostor Q(Ω) ⊂ L1(Ω), na němž je definován Xh-interpolačńı operátor Πh, je
takový, že

(Πhv)|K = ΠK(v|K) ∀K ∈ Th, ∀ v ∈ Q(Ω).

(H4) Pro Xh-interpolačńı operátor Πh plat́ı

Πhv ∈ Vh ∀ v ∈ Q(Ω) ∩ H1
0 (Ω).

Poznámka 2.4.2. Jsou-li všechny elementy K ∈ Th, h → 0+, trojúhelńıky, potom je
σ ≥ 2

√
3. Nav́ıc je-li v rodině triangulaćı {Th} splněna podmı́nka (2.21) a označ́ıme-li

αmin minimálńı vnitřńı úhel v trojúhelńıćıch K ∈ Th, h → 0+, pak lze snadno ukázat, že

π

3
≥ αmin ≥ 2 arctg


 2

√
3

√
3σ +

√(√
3σ − 2

)2 − 16


 > 2 arctg

( √
3√

3σ − 1

)
.

Poznámka 2.4.3. Jak již bylo řečeno v poznámce 2.3.13, je v našem př́ıpadě podmı́nka
(H3) splněna, nebot’ je Q(Ω) = H1(Ω). Stejně tak lze snadno ukázat, že podmı́nka (H4)
pro Q(Ω) = H1(Ω) rovněž plat́ı.

Věta 2.4.4. Necht’ plat́ı (H1)− (H4) a necht’ existuje k ∈ N tak, že pro každý referenčńı

konečný prvek (K̂i, P̂i, Σ̂i), i = 1, 2, . . . , m, plat́ı :

Σ̂i ⊂ [Hk+1(K̂i)]
′, Pk(K̂i) ⊂ P̂i ⊂ H1(K̂i), Q(Ω) ⊃ Hk+1(Ω). (2.22)

Necht’ dále uh ∈ Xh je diskrétńı řešeńı rovnice (1.1) źıskané metodou konečných prvk̊u a
necht’ pro slabé řešeńı téže rovnce plat́ı u ∈ Hk+1(Ω). Pak existuje kostanta C nezávisej́ıćı
na h tak, že

‖u − uh‖1,Ω ≤ Chk|u|k+1,Ω. (2.23)

Poznámka 2.4.5. Jestliže je např́ıklad u ∈ H2(Ω) a použijeme-li spojité po částech
lineárńı konečné prvky na trojúhelńıkové śıti (tj. d = 2 a k = 1), pak jsou všechny

předpoklady (2.22) splněny, nebot’ je Σ̂i ⊂ [C(K̂i)]
′ ⊂ [H2(K̂i)]

′, P1(K̂i) = P̂i ⊂ H1(K̂i)
a Q(Ω) = H1(Ω) ⊃ H2(Ω). Obdobně lze ukázat použit́ı předchoźı věty pro př́ıpad jiných
konečných prvk̊u.



Kapitola 3

Metoda SUPG

Jak již bylo řečeno dř́ıve, metoda SUPG (Streamline upwind Petrov/Galerkin method ) se
použ́ıvá k odstraněńı nefyzikálńıch oscilaćı vznikaj́ıćıch v mezńıch vrstvách při diskretizaci
v́ıcerozměrných konvektivně dominantńıch úloh.

Dř́ıve než přistouṕıme k definici a charakteristice metody SUPG, budeme ilustrovat
problém nefyzikálńıch oscilaćı na jednodimenzionálńı úloze.

3.1 Upwind v jedné dimenzi

Necht’ ε > 0 a b > 0 jsou konstanty. Uvažujme následuj́ıćı jednodimenzionálńı variantu
rovnice (1.1) :

−εu′′ + bu′ = 0 v [0, L], u(0) = 0, u(L) = 1. (3.1)

Přesné řešeńı rovnice (3.1) lze v tomto jednoduchém př́ıpadě spoč́ıtat :

u(x) =
1 − exp

(
bx
ε

)

1 − exp
(

bL
ε

) . (3.2)

Definice 3.1.1 (Pécletovo č́ıslo). Je-li dána rovnice (3.1), pak č́ıslo

Pe =
bL

ε

nazveme globálńım Pécletovým č́ıslem př́ıslušným rovnici (3.1).
Necht’ dále 0 = x0 < x1 < · · · < xN = L je nějaké děleńı intervalu [0, L]. Označ́ıme-li

hi = xi − xi−1, pro každé i = 1, 2, . . . , N , pak č́ıslo

αi =
bhi

2ε
, i = 1, 2, . . . , N,

nazveme lokálńım (mř́ı̌zovým) Pécletovým č́ıslem př́ıslušným intervalu [xi−1, xi] a rovnici
(3.1). Je-li hi = h, pro každé i = 1, 2, . . . , N , pak ṕı̌seme α = bh

2ε
.

Řešeńı rovnice (3.1) lze s využit́ım globálńıho Pécletova č́ısla přepsat ve tvaru

u(x) =
1 − exp

(
Pe x

L

)

1 − exp(Pe)
.

14



KAPITOLA 3. METODA SUPG 15

Pro velmi ńızké globálńı Pécletovo č́ıslo (ε ≫ b) se jedná o difúzivně dominantńı př́ıpad
a pro řešeńı rovnice (3.1) plat́ı

u(x) =
1 − exp

(
Pe x

L

)

1 − exp(Pe)
≈ 1 −

(
1 + Pe x

L

)

1 − (1 + Pe)
=

x

L
.

Řešeńı je tedy vizuelně téměř neodlǐsitelné od rovné úsečky spojuj́ıćı hraničńı body.
V konvektivně dominantńım př́ıpadě (ε ≪ b, Pe ≫ 1) můžeme psát

u(x) =
1 − exp

(
Pe x

L

)

1 − exp(Pe)
≈ − exp

(
Pe x

L

)

− exp(Pe)
= exp

(
−Pe

(
1 − x

L

))
.

Přesné řešeńı je pak téměř na celém intervalu [0, L] přibližně rovno vstupńı podmı́nce
(u(0) = 0). Výjimkou je tenká hraničńı vrstva na výstupu (x → L−), kde graf přesného
řešeńı prudce roste. Při numerickém řešeńı rovnice (3.1) je proto v konvektivně domi-
nantńım př́ıpadě nutné použ́ıt upwind.

Jedńım ze zp̊usob̊u, kterým lze rovnici (3.1) numericky řešit, je metoda konečných
diferenćı. Ta je založena na aproximaci diferenciálńıch operátor̊u, operátory diferenčńımi.

Jestliže je 0 = x0 < x1 < · · · < xN = L rovnoměrné děleńı intervalu [0, L], tedy
|xi − xi−1| = h = L/N , pro i = 1, 2, . . . , N , pak aproximace rovnice (3.1) pomoćı centrál-
ńıch diferenćı spoč́ıvá v nalezeńı vektoru (u1, u2, . . . , uN−1) takového, že

−εδ2(ui) + bδ(ui) = 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, (3.3)

u0 = u(0), uN = u(xN ) = u(L),

kde

δ(ui) =
ui+1 − ui−1

2h
a δ2(ui) =

ui+1 − 2ui + ui−1

h2
. (3.4)

Hodnoty ui, i = 1, 2, . . . , N − 1, jsou pak aproximacemi hodnot u(xi) a funkce ũ(x),
pro kterou plat́ı

ũ(x)|[xi−1,xi] =
ui − ui−1

h
(x − xi−1) + ui−1, i = 1, 2, . . . , N, (3.5)

je po částech lineárńı aproximaćı přesného řešeńı u(x). V tomto př́ıpadě je metoda
konečných diferenćı ekvivalentńı Galerkinově metodě konečných prvk̊u popsané v kapi-
tole 1.

Poznámka 3.1.2. Je-li ε ≪ b, potom lze ukázat, že pro č́ıslo podmı́něnosti matice sou-
stavy (3.3) plat́ı κ ≈ α = bh

2ε
. Úloha daná soustavou (3.3) je tedy špatně podmı́něná.

Jak již bylo řečeno, je-li rovnice (3.1) konvektivně dominantńı, vede právě použitý
postup aproximace pomoćı centrálńıch diferenćı ke vzniku nefyzikálńıch oscilaćı. Tomu
lze zabránit aproximujeme-li konvektivńı člen v rovnici (3.1) pomoćı upwind diference,
tedy namı́sto δ(ui), použijeme

δU(ui) =
ui − ui−1

h
, i = 1, 2, . . . , N. (3.6)

Už́ıt́ı upwindu umožňuje š́ı̌reńı konvektivńı informace pouze proti proudu a odstraňuje
tak nefyzikálńı oscilace v bĺızkosti odtokové hranice. Př́ıklady pro r̊uzné volby α jsou
uvedeny na následuj́ıćıch obrázćıch.
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Obrázek 3.1: Použit́ı upwindingu pro r̊uzné volby α.

Poznámka 3.1.3. Použ́ıt́ı upwind diferenćı je možné také interpretovat jako použ́ıt́ı
centrálńıch diferenćı a umělé difúze ε̃ = bh/2, přičtené k difúzńı konstantě ε. Skutečně,
pokud v rovnici (3.3) polož́ıme ε = ε + ε̃ = ε + bh/2, pak pro i = 1, 2, . . . , N plat́ı :

−
(

ε +
bh

2

)
δ2(ui) + bδ(ui) = −εδ2(ui) −

bh

2

ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+ b

ui+1 − ui−1

2h
=

= −εδ2(ui) +
b

2h
(2ui − 2ui−1) =

= −εδ2(ui) + bδU(ui)

Z předchoźıho je zřejmé, že ani použit́ı centrálńıch diferenćı, ani použ́ıt́ı upwind di-
ferenćı nevede k uzlově pčesnému řešeńı. K tomu lze dospět obdobně jako v poznámce
3.1.3, tentokrát však zvoĺıme množstv́ı přidané umělé difúze jiným zp̊usobem.

Definice 3.1.4 (Upwind funkce). Funkci ξ : R+ → (0, 1), definovanou vztahem

ξ(α) = cotgh(α) − 1

α
,

nazveme tzv. upwind funkćı.

Lemma 3.1.5. Necht’ ε, b, L > 0 jsou data úlohy (3.1) a necht’ h > 0 je délka každého
z interval̊u vzniklých rovnoměrným děleńı intervalu [0, L] . Polož́ıme-li v rovnici (3.3)

ε = ε + ε̃ = ε +
bh

2
ξ(α) = ε +

bh

2
ξ

(
bh

2ε

)
, (3.7)

pak řešeńı úlohy (3.1) źıskané metodou centrálńıch diferenćı s difúzńı konstantou danou
vztahem (3.7) je uzlově přesné.
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Důkaz. Je třeba ukázat platnost vztahu

−
[
ε +

bh

2
ξ

(
bh

2ε

)]
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+ b

u(xi+1) − u(xi−1)

2h
= 0, (3.8)

kde u(xi) je dáno vzorcem (3.2) :

u(xi) =
1 − exp

(
bxi

ε

)

1 − exp
(

bL
ε

) =
1 − exp

(
bih
ε

)

1 − exp
(

bL
ε

) =
1 − e2αi

1 − ePe
, i = 1, 2, . . . , N.

Úpravou levé strany rovnosti (3.8) obrž́ıme :

−
[
ε +

bh

2
ξ

(
bh

2ε

)]
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+ b

u(xi+1) − u(xi−1)

2h
=

= −
[

bh

2α
+

bh

2
ξ(α)

]
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+ b

u(xi+1) − u(xi−1)

2h
=

=
b

2h

[
−
(

1

α
+ ξ(α)

)(
u(xi+1) − 2u(xi) + u(xi−1)

)
+ u(xi+1) − u(xi−1)

]
=

=
b

2h

[
− cotgh(α)

(
e2α(i+1) − 2e2αi + e2α(i−1)

1 − ePe

)
+

e2α(i+1) − e2α(i−1)

1 − ePe

]
=

=
b e2αi

2h(1 − ePe)

[
− eα + e−α

eα − e−α
(e2α − 2 + e−2α) + (e2α − e−2α)

]
=

=
b e2αi

2h(1 − ePe)

[
− eα + e−α

eα − e−α
(eα − e−α)2 + (eα − e−α)(eα + e−α)

]
= 0.

Řešeńı úlohy (3.1) źıskané metodou centrálńıch diferenćı s difúzńı konstantou danou
vztahem (3.7) je tedy uzlově přesné. ⋄

Poznámka 3.1.6. Jinou možnost́ı, jak doćılit upwind efektu při numerickém řešeńı rovnic
konvekce-difúze, je změnit testovaćı funkce vh ve slabé formulaci (2.18). Klasické spojité
po částech lineárńı testovaćı funkce maj́ı v jednodimenzionálńım př́ıpadě tvar :

vi(x) = χ[xi−1,xi]
x − xi−1

h
+ χ[xi,xi+1]

xi+1 − x

h
, i = 1, 2, . . . , N − 1.

Upwind efektu doćıĺıme, přičteme-li na každém z interval̊u [xi−1, xi] a [xi, xi+1] k funkci
vi nějakou (určitou) konstantu, tedy

vi[cL, cP ] = χ[xi−1,xi](vi + cL) + χ[xi,xi+1](vi + cP ), i = 1, 2, . . . , N − 1. (3.9)

Snadno se lze přesvědčit, že pro cL = 1
2

a cP = −1
2
, je matice vzniklé soustavy totožná

s matićı soustavy vzniklé použit́ım upwind diferenćı. Funkce vi a vUi = vi[
1
2
,−1

2
] jsou

znázorněny na Obr. 3.2.

x i−1 x ix i−1 x i x i+1

x i+1

vvi U i

Obrázek 3.2: Běžná váhová funkce vi a váhová funkce vUi zp̊usobuj́ıćı upwind efekt.
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Poznámka 3.1.7. Obdobně lze ukázat, že plat́ı-li v (3.9)

cL =
1

2
ξ(α)

[
=

(
h

2b
ξ(α)

)
b v′

i|[xi−1,xi]

]
a (3.10)

cP = −1

2
ξ(α)

[
=

(
h

2b
ξ(α)

)
b v′

i|[xi,xi+1]

]
, (3.11)

je výsledné řešeńı źıskané metodou konečných prvk̊u uzlově přesné - matice vzniklé
soustavy je shodná s matićı źıskanou použit́ım difúzńı konstanty z lemmatu 3.1.5 v metodě
centrálńıch diferenćı. (Výrazy v hranatých závorkách vysvětĺıme později.)

3.2 Definice metody SUPG

V́ıcerozměrnou analogíı upwindingu je metoda SUPG. Idea metody SUPG je založena
na změně testovaćıch funkćı ve slabé formulaci rovnice (1.1), obdobně jako v předchoźım
jednodimenzionálńım př́ıpadě.

Obecná formulace metody SUPG vyžaduje, aby byly funkce z prostoru Vh (prostor
bázových funkćı) alespoň tř́ıdy H2 uvnitř každého elementu K ∈ Th. Protože my budeme
pracovat pouze se spojitými po částech polynomiálńımi konečněprvkovými funkcemi, je
tento předpoklad splněn. Prostor Vh z̊ustane tedy beze změny.

Předpokládejme nyńı, že v ∈ C∞
0 (Ω). Metodu SUPG odvod́ıme z rovnosti:

(v + C,−ε∆u + b · ∇u − f) = 0 ∀ v ∈ C∞
0 (Ω), (3.12)

kde hodnota C je volena obdobně jako v jednodimenzionálńım př́ıpadě (s ćılem dosáhnout
uzlové přesnosti) :

C = τb · ∇v. (3.13)

V jednodimenzionálńım př́ıpadě je pak pro τ = h
2b

ξ(α) numerické řešeńı uzlově přesné,
viz poznámka 3.1.7.

Označ́ıme-li R(u) = −ε∆u + b · ∇u − f , pak integraćı a použit́ım Greenovy věty
v (3.12), źıskáme vztah :

ε(∇u,∇v) + (b · ∇u, v) + (R(u), τb · ∇v) = (f, v) ∀ v ∈ C∞
0 (Ω). (3.14)

Polož́ıme-li dále
a(u, v) = ε(∇u,∇v) + (b · ∇u, v),

můžeme definovat metodu SUPG následovně.

Definice 3.2.1 (Metoda SUPG). Necht’ jsou parametry ε,b, f a ubh takové jako v definici
2.3.14, pak formulace metody SUPG zńı :

Najdi funkci uh ∈ Xh takovou, že

uh − ũbh ∈ Vh, (3.15)

a(uh, vh) + (R(uh), τb · ∇vh) = (f, vh) ∀ vh ∈ Vh, (3.16)

kde τ ∈ L∞(Ω) je nezáporný stabilizačńı parametr.
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3.3 Volba stabilizačńıho parametru

Jak již bylo naznačeno dř́ıve, je-li pravá strana rovnice (1.1) konstantńı, je v jednodimen-
zionálńım př́ıpadě řešeńı źıskané metodou SUPG uzlově přesné, zvoĺıme-li

τ =
h

2|b| ξ(α), (3.17)

kde h je délka elementu, ξ je upwind funkce a α = |b|h
2ε

je lokálńı Pécletovo č́ıslo. Pro velké
hodnoty α bývá funkce ξ aproximována funkcemi ξ1 a ξ2 danými vztahy :

ξ1(α) = max

{
0, 1 − 1

α

}
, ξ2(α) = min

{
1,

α

3

}
.

Parametr τ = τ(b) má ve v́ıce rozměrech následuj́ıćı tvar :

τ |K = τK = µK
hK

2|b| ξ(αK), s αK = νK
|b|hK

2ε
, (3.18)

přičemž označ́ıme-li CK těžǐstě elementu K, NK počet vrchol̊u K a ϕ1, ϕ2, . . . , ϕNK
bázové

funkce P (K) (je-li K trojuhelńık), pak

hK = diam∗(K,b) =
2|b|

∑NK

i=1 |b · ∇ϕi(CK)|
a

µK = νK =
1

k
,

kde k je řád aproximace Vh|K v normě ‖ · ‖1,K .



Kapitola 4

Stabilizace pomoćı SOLD metod

Metoda SUPG neodstrańı všechny nefyzikálńı oscilace, zejména v hraničńıch oblastech a
oblastech, kde se přesné řešeńı prudce měńı, oscilace přetrvávaj́ı. K jejich odstraněńı lze
použ́ıt bud’ adaptivńı zjemněńı triangulace, anebo dodatečnou stabilizaci pomoćı SOLD
(Spurious oscilations at layers diminishing) metod. V této kapitole formulujeme tři typy
SOLD metod, jež poskytuj́ı nejlepš́ı výsledky (viz. [9]).

Většina SOLD metod je založena na přidáńı určitého množstv́ı umělé difúze v kri-
tických částech výpočetńı oblasti, což odpov́ıdá přičteńı stabilizačńıho členu k levé straně
rovnice (3.16).

4.1 Do Carmova - Galeãova metoda

K levé straně rovnice (3.16) je přičten člen

(ε̃∇uh,∇vh), (4.1)

kde parametr ε̃ je volen tak, aby

ε̃ =

{
σ |R(uh)|2

|∇uh|2
je-li ∇uh 6= 0,

0 je-li ∇uh = 0,

přičemž parametr σ splňuje

σ = τ(b) max

{
0,

|b|
|zh|

− 1

}
,

kde vektor zh je takový, že

zh =

{
R(uh)
|∇uh|2

∇uh je-li ∇uh 6= 0,

0 je-li ∇uh = 0.

Označ́ıme-li bh = b− zh, pak lze metodu do Carmo - Galeão ekvivalntně popsat jako
metodu SUPG, kde k levé straně slabé formulace (3.16) je mı́sto p̊uvodńıho stabilizačńıho
členu přičten člen

(R(uh),b
up
h · ∇vh), (4.2)

přičemž
b

up
h = (τ + σ)b− σ bh = τ b + σ zh.

20
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Člen (4.1) je tedy k levé straně rovnice (3.16) přičten pouze tehdy, je-li ∇uh 6= 0 a
zároveň |b| > |zh|, což je motivováno požadavkem, aby

b · bh = b · (b− zh) = b2 − b · zh =
1

2

(
b2 − z2

h + b2
h

)
>

1

2
b2

h > 0.

4.2 Burmanova - Ernova metoda

Tato metoda vycháźı ze snahy Burmana a Erna zaručit diskrétńı princip maxima pro
lineárńı trojúhelńıkové konečné prvky. My budeme pracovat s jej́ı obměnou definovanou
v [9] následovně:

K levé straně rovnice (3.16) je přičten člen

(ε̃ D∇uh,∇vh), (4.3)

kde

ε̃ =
τ(b)|b|2|R(uh)|

|b||∇uh| + |R(uh)|
a D je projekce do roviny kolmé k vektoru b, tj.

D =

{
I − b⊗b

|b|2
je-li b 6= 0,

0 je-li b = 0.

Člen (4.3) lze pak rovněž zapsat ve tvaru :

(
|R(uh)|, τ

b × (∇uh × b)

|b||∇uh| + |R(uh)|
· ∇vh

)
. (4.4)

4.3 Mizukamiho - Hughesova metoda a jej́ı zlepšená

verze

Metoda Mizukami-Hughes [13] nepracuje narozd́ıl od předchoźıch dvou metod se stabi-
lizačńımi parametry, ale s obměněnými testovaćımi (váhovými) funkcemi. Jako jediná pak
splňuje diskrétńı princip maxima.

Předpokládejme, že k numerickému řešeńı rovnice (1.1) použ́ıváme lineárńı konečné
prvky na trojúhelńıćıch a že vektorovou funkci b uvažujeme po částech konstantńı na
elementech K ∈ Th. Metodu Mizukami-Hughes dostaneme, posuneme-li testovaćı funkce
vi ∈ Vh na každém trojúhelńıku K ∈ Th o konstantu CK

i , i = 1, 2, . . . , Mh. Je tedy

ϕi = vi +
∑

K∈Th

ai∈K

CK
i χK vi ∈ Vh, i = 1, 2, . . . , Mh, (4.5)

kde ai ∈ K, i = 1, 2, . . . , Mh, jsou vrcholy trojúhelńıka K a χK je charakteristická
funkce množiny K. Označ́ıme-li Nh > Mh počet všech uzl̊u triangulace Th (tedy včetně
hraničńıch), pak konstanty CK

i jsou pro každý trojúhelńık K ∈ Th voleny tak, že

CK
i ≥ −1

3
, ∀ i = 1, 2, . . . , Nh, ai ∈ K, a

Nh∑

i=1

ai∈K

CK
i = 0. (4.6)
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Lokálńı konvektivńı matice AK s prvky

aK
ij = (b · ∇vj, ϕi)K , i = 1, 2, . . . , Mh, j = 1, 2, . . . , Nh, ai, aj ∈ K,

je potom nezáporná (tj. aK
ii ≥ 0, aK

ij

i6=j

≤ 0 a
Nh∑
j=1

aK
ij ≥ 0, i = 1, 2, . . . , Mh, j = 1, 2, . . . , Nh).

a

a

a1

2

3

VZ

VZ

VZ

EZ

 1

2

2

EZ1

EZ3

3

b

b

Obrázek 4.1: Vrcholové a hranové zóny.

Označme pro ted’ a1, a2 a a3 vrcholy libovolného elementu K ∈ Th. Pro každý vrchol
ai, i = 1, 2, 3, pak definujme vrcholovou zónu VZi a hranovou zónu EZi tak, že hranice
těchto zón jsou tvořeny př́ımkami prot́ınaj́ıćımi se v těžǐsti trojúhelńıka K a rovnoběžnými
s hranami obsahuj́ıćımi vrchol ai (viz. Obr. 4.1). Společná část dvou přilehlých zón pak
nálež́ı př́ıslušné vrcholové zóně.

Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že vektor b (jeho aproximace bK) směřuje do
vrcholové či hranové zóny př́ıslušné vrcholu a1, jak je tomu i v př́ıpadě Obr. 4.1. V př́ıpadě,
kdy b ∈ VZ1, je matice AK nezáporná a (4.6) plat́ı, jestliže

CK
1 =

2

3
a CK

2 = CK
3 = −1

3
.

Pokud však b ∈ EZ1, pak obecně neńı možné zvolit konstanty CK
i , i = 1, 2, 3, tak, aby

(4.6) platilo a zároveň byla matice AK nezáporná. Řešeńım je nahradit vektorovou funkci

b jinou funkćı b̃ takovou, že b̃ − b je kolmé k ∇u. Přesné řešeńı u rovnice (1.1) se tak
nezměńı. Protože ale ∇u neńı předem známo, źıskáváme nelineárńı problém s konstantami
CK

i závisej́ıćımi na diskrétńım řešeńı uh.
Předpokládejme tedy, že b ∈ EZ1, b · ∇uh|K 6= 0 a necht’ w 6= 0 je vektor kolmý

k ∇uh|K . Potom je alespoň jedna z množin

Vk = {α ∈ R; b + αw ∈ VZk}, k = 2, 3,

neprázdná. Podle Mizukamiho a Hughese by v závislosti na V2 a V3 měli být použity
následuj́ıćı konstanty :

V2 6= ∅ & V3 = ∅ =⇒ CK
2 =

2

3
, CK

1 = CK
3 = −1

3
, (4.7)

V2 = ∅ & V3 6= ∅ =⇒ CK
3 =

2

3
, CK

1 = CK
2 = −1

3
, (4.8)

V2 6= ∅ & V3 6= ∅ =⇒ CK
1 = −1

3
, CK

1 + CK
2 =

1

3
, (4.9)

CK
2 ≥ −1

3
, CK

3 ≥ −1

3
.
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V př́ıpadě (4.9) navrhuj́ı Mizukami s Hughesem použ́ıt konstanty

CK
i =

b · ∇vi

3 |b · ∇v1|
, i = 1, 2, 3,

kde vi, jsou bázové funkce př́ıslušné vrchol̊um ai, i = 1, 2, 3.
Tato volba je rovněž uvažována v př́ıpadě, kdy b ∈ EZ1 splňuje b · ∇uh|K = 0.

V př́ıpadě, kdy je dokonce b = 0, je přirozená volba CK
i = 0, pro i = 1, 2, 3.

Neńı ob́ıžné ukázat, že takto definovaný diskrétńı problém splňuje diskrétńı princip
maxima.

Zlepšená verze Mizukamiho - Hughesovy metody

Zlepšenou verzi předchoźı metody navrhl Knobloch [11]. Zlepšeńı spoč́ıvá v odstraněńı
nespojité závislosti konstant CK

i , i = 1, 2, 3 na vektorech b a w a v jejich jiné volbě
v př́ıpadě, kdy element K ∈ Th lež́ı v mezńıch vrstvách.

Předpokládejme tedy, že b 6= 0 a že b směřuje do vrcholové nebo hranové zóny
vrcholu a1. Dále označme

s =
b

|b| , v2 =
a2 − a1

|a2 − a1|
, v3 =

a3 − a1

|a3 − a1|
, v =

v2 + v3

|v2 + v3|
a vektory w,v⊥,v⊥

2 a v⊥
3 splňuj́ıćı :

w · ∇uh|K = 0, v⊥ · v = 0, v⊥
2 · v2 = 0, v⊥

3 · v3 = 0, w · v ≥ 0, v⊥ · v3 ≥ 0.

Algoritmus 4.3.1. (Algoritmus zlepšené Mizukamiho - Hughesovy metody)

1. Jestliže b = 0, pak CK
1 = CK

2 = CK
3 = 0,

2. jinak jestliže b ∈ VZ1, pak CK
1 = 2

3
a CK

2 = CK
3 = −1

3
,

3. jinak jestliže K ∩ ∂Ω 6= ∅, pak CK
1 = CK

2 = CK
3 = −1

3
,

4. jinak jestliže śıt’ Th neńı isotropńı a všechny vrcholy K jsou spojeny hranami s vr-
choly hranice ∂Ω, pak CK

1 = CK
2 = CK

3 = −1
3
,

5. jinak jestliže b · ∇uh|K = 0, pak CK
1 = −1

3
a CK

2 = CK
3 = 1

6
,

6. jinak jestliže V2 6= ∅ & V3 = ∅, pak CK
2 = 2

3
a CK

1 = CK
3 = −1

3
,

7. jinak jestliže V2 = ∅ & V3 6= ∅, pak CK
3 = 2

3
a CK

1 = CK
2 = −1

3
,

8. jinak jestliže w · v⊥ < 0, pak

r2 = min

{
1,

|s · v⊥
2 |

|v · v⊥
2 |

+ 1 − sgn(b · v2)

}
, Φ = min

{
1,

2 |w · v⊥
2 |

r2 v · v⊥
2

}
,

CK
2 = −1

3
+

1

2
Φ

[
1 +

(v2 − v3) · s
1 − v2 · v3

]
, CK

3 =
1

3
− CK

2 , CK
1 = −1

3
,

9. jinak r3 = min

{
1,

|s · v⊥
3 |

|v · v⊥
3 |

+ 1 − sgn(b · v3)

}
, Φ = min

{
1,

2 |w · v⊥
3 |

r3 v · v⊥
3

}
,

CK
3 = −1

3
+

1

2
Φ

[
1 +

(v3 − v2) · s
1 − v2 · v3

]
, CK

2 =
1

3
− CK

3 , CK
1 = −1

3
.
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Př́ıklad 4.3.2. Na Obr. 4.2 je uveden př́ıklad aplikace vylepšené Mizukamiho - Hughesovy
metody. Po částech lineárńı spojité testovaćı funkce vi jsou na každém elementu K svého
nosiče posunuty o konstantu CK

i , i = 1, 2, . . . , Mh. Dostaneme tak nespojité testovaćı
funkce ϕi, i = 1, 2, . . . , Mh, jejichž aplikace na slabou formulaci rovnice (1.1) přináš́ı
kýžený upwind efekt.

uh

uh uh

2/3

2/3

2/3

−1/3

−1/3

−1/3

−1/3

−1/3
−1/3

−1/3

1/6
1/6

b

0.23

2/3

2/3

2/3

−1/3

−1/3

−1/3

−1/3

−1/3
−1/3

−1/3

1/6
1/6

−1/3

0.1

v2

v3

v

uh

b + α w V2

r3 = 1.00

C3
K = 0.10

C K
2 = 0.23

2/3

2/3

2/3

−1/3

−1/3

−1/3

−1/3

−1/3
−1/3b

b

b

v

vb
w

EZ
VZ

VZ

a

a

a

1

2

3

3
1

2

w+ αb V3

Φ = 0.62

a b c d

e f g

)

))

)

)

))

Obrázek 4.2: Na obrázćıch b)−f) je uveden postup konstrukce nespojité váhové funkce g)
pomoćı Mizukamiho - Hughesovy metody. Na p̊uvodńı spojitou po částech lineárńı funkci
a) jsou postupně aplikovány body 2., 5. a 9. algoritmu 4.3.1.



Kapitola 5

Aposteriorńı odhady chyby

Abychom byli schopni lokalizovat oblasti, kde neńı numerické řešeńı dostatečně přesné,
potřebujeme nějakým zp̊usobem lokálně odhadnout chybu aproximace u − uh. K tomu
využijeme tzv. aposteriorńı odhady chyby. V daľśım textu nav́ıc budeme předpokládat, že
chyby vzniklé zaokrouhlováńım či numerickou integraćı jsou nulové, źıskáme tak pouze
odhady chyby diskretizačńı.

Aposteriorńı odhady chyby jsou vždy poč́ıtány ze známých koeficient̊u úlohy. Záviśı
rovněž na typu a tvaru triangulace a spočteném diskrétńım řešeńı. Zat́ımco lokálńı od-
hady chyby (tzv. indikátory) určuj́ı oblasti, kde je chyba největš́ı, globálńı odhady chyby
(tzv. estimátory) určuj́ı odhad chyby v celé výpočetńı oblasti. Naš́ım ćılem je vhodným
zjemněńım śıtě dosáhnout minimalizace globálńı chyby. Globálńı odhad chyby lze zpravi-
dla źıskat jako součet lokálńıch indikátor̊u chyby.

Definice 5.0.3. Označme e = u − uh diskretizačńı chybu vzniklou řešeńım úlohy (1.1)
pomoćı metody konečných prvk̊u. Pak

• lokálńı indikátor chyby je nezáporný funkcionál ηK aproximujićı diskretizačńı chybu
na elementu K ∈ Th;

• estimátor je nezáporný funkcionál δ = δ(Ω, Th, f, ε,b, . . . ) takový, že

‖e‖2 ≈ δ2 =
∑

K∈Th

η2
K ;

• estimátor δ nazveme efektivńı , jestliže existuje kladná konstanta d taková, že

dδ ≤ ‖e‖, ∀h > 0;

• estimátor δ nazveme věrohodný , jestliže existuje kladná konstanta D taková, že

‖e‖ ≤ Dδ, ∀h > 0;

• indexem efektivity estimátoru δ nazveme funkci Ih = δ
‖e‖

≥ 1;

• estimátor nazveme asymptoticky přesný, jestliže pro jeho index efektivity plat́ı :

Ih −→ 1+, h → 0 + .

25



KAPITOLA 5. APOSTERIORNÍ ODHADY CHYBY 26

5.1 Kunert̊uv odhad

Využijeme odhad zkonstruovaný G. Kunertem v [12] pro rovnici konvekce-difúze-reakce
typu −ε∆u + b · ∇u + cu = f , který modifikujeme na př́ıpad rovnice (1.1).

Jako většina odhad̊u, bude i tento odhadovat diskretizačńı chybu v energentické normě
dané vztahem

|||v|||2ω = ε‖∇v‖2
ω. (5.1)

Pro každý element K ∈ Th označme p1,K a p2,K vektory př́ıslušej́ıćı nejdeľśı straně ele-
mentu K a výšce na tuto stranu (Obr. 5.1). Označme dále hi,K = |pi,K |, i = 1, 2, a
položme

hmin,K = h2,K ≤ h1,K = diam K. (5.2)

P

P

1

2

P0

p

p

K

1,

2,

K

K

Obrázek 5.1: Definice vektor̊u p1,K a p2,K .

Nyńı můžeme definovat škálovaćı faktor αK = hmin,K · ε−1/2, který bude použit v de-
finici indikátor̊u chyby, a tzv. matching function, jenž dává do souvislosti řešeńı rovnice
(1.1) a použitou trianglaci. Tato funkce hraje velmi d̊uležitou roli při stanoveńı horńı meze
odhadu chyby.

Definice 5.1.1 (Matching function). Necht’ v ∈ H1(Ω) a Th je triangulace oblasti Ω.
Potom definujme matching function m1 = m1(v, Th) následovně

m1(v, Th) =
1

‖∇v‖Ω

(
∑

K∈Th

h−2
min,K · ‖C

T
K∇v‖2

K

)1/2

, (5.3)

kde CK = (p1,K ,p2,K) ∈ R2×2.

Poznámka 5.1.2. Pro matching function plat́ı odhad 1 ≤ m1(v, Th), přičemž v př́ıpadě
anisotropńı śıtě Th, která je ”vhodně” sestrojena k řešeńı u plat́ı m1(u, Th) < 5.

Definice 5.1.3 (Přesné a aproximované residuum). Pro každý element K ∈ Th a hranu
E ⊂ ∂K definujeme přesné residuum RK na elementu K a přesné residuum RE na hraně
E následovně :

RK = f − (−ε∆uh + b · ∇uh) na K, (5.4)

RE =

{
ε · lim

t→0+

[
∂nE

uh(x + tnE) − ∂nE
uh(x − tnE)

]
pro E = K ∩ K̃ ⊂ Ω\∂Ω,

0 pro E ⊂ ∂Ω,
(5.5)

kde nE ⊥E je jeden ze dvou jednokových normálových vektor̊u.
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Je-li RK 6∈ P 0(K), resp. RE 6∈ P 0(E), definujeme aproximované residuum rK na
elementu K a aproximované residuum rE na hraně E tak, aby rK ∈ P 0(K) a rE ∈ P 0(E).
V našich numerických experimentech, budeme uvažovat rK = RK(CK) a rE = RE(CE),
kde CK je těžǐstě elementu K a CE střed hrany E.

Poznámka 5.1.4. V př́ıpadě, kdy ∇uh|K ∈ P 0(K), ∀K ∈ Th, je

RE =

{
ε (∇uh|K −∇uh| eK) · nE pro E = K ∩ K̃ ⊂ Ω\∂Ω.
0 pro E ⊂ ∂Ω.

(5.6)

Potom je samozřejmě i rE = RE .

Lokálńı residuálńı inidkátory chyby ηR,K a ζK jsou poté definovány následovně:

Definice 5.1.5 (Residuálńı indikátor a estimátor chyby). Necht’ K ∈ Th, pak definujeme
residuálńı indikátor chyby ηR,K a aproximačńı člen ζK následovně :

η2
R,K = α2

K · ‖rK‖2
K + ε−1/2 · αK ·

∑

E⊂∂K\∂Ω

‖rE‖2
E (5.7)

ζ2
K = α2

K · ‖rT − RT‖2
ωK

, (5.8)

kde αK je dř́ıve definovaný škálovaćı faktor a ωK je množina splňuj́ıćı

ωK =
{

K̃ ∈ Th; K ∩ K̃ 6= ∅
}

. (5.9)

Dále můžeme definovat př́ıslušné globálńı residuálńı estimátory chyby jako

η2
R =

∑

K∈Th

η2
R,K a ζ2 =

∑

K∈Th

ζ2
K . (5.10)

Nyńı již můžeme přistoupit ke stanoveńı dolńı a horńı meze odhadu chyby. Zat́ımco
horńı mez chyby záviśı na typu a tvaru použité triangulace a věrohodný odhad chyby je
tedy dosažen pouze pro vhodné typy śıt́ı, dolńı mez chyby záviśı na př́ıslušném Pécletovu
č́ıslu. Efektivita je zaručena pouze v př́ıpadech, kdy je Pécletovo č́ıslo malé (což neńı námi
studovaný problém).

Věta 5.1.6 (Residuálńı odhad chyby). Necht’ uh je řešeńı źıskané použit́ım metody ko-
nečných prvk̊u s dodatečnou stabilizaćı pomoćı metody SUPG. Necht’ dále K ∈ Th, pak
existuje konstanta CD > 0 (nezávisej́ıćı na h, Th a ε) taková, že diskretizačńı chyba je
omezena lokálně (na množině ωK) zdola :

ηR,K ≤ CD|||u − uh|||ωK
· (1 + PeωK

) + ζK , (5.11)

kde PeωK
= maxK∈ωK

α(K), a α(K) je definováno v (3.18).
Je-li stabilizačńı parametr τ volen jako v (3.18), pak existuje konstanta CU > 0 (ne-

závisej́ıćı na h, Th a ε) taková, že je diskretizačńı chyba omezena globálně shora :

|||u − uh|||Ω ≤ CU · m1(u − uh, Th) ·
[
η2

R + ζ2
]1/2

. (5.12)

Důkaz. Podrobný d̊ukaz je možné nalézt v [12].
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5.2 Odhad Zienkiewicze a Zhua

Právě definovaný Kunert̊uv odhad porovnáme se standardně použ́ıvaným odhadem Zien-
kiewicze a Zhua [16]. Odhad Zienkiewicze a Zhua odhaduje chybu ‖∇u−∇uh‖K s využi-
t́ım funkce Gu, jež je zhlazeńım funkce ∇uh. Pokud je totiž Gu přesněǰśı aproximace ∇u,
potom

‖∇u − Gu‖K ≤ c‖∇u −∇uh‖K , c < 1. (5.13)

V takovém př́ıpadě plat́ı oboustranný odhad :

1

1 + c
‖∇uh − Gu‖K ≤ ‖∇u −∇uh‖K ≤ 1

1 − c
‖∇uh − Gu‖K . (5.14)

Jako lokálńı odhad chyby v H1-seminormě můžeme tedy uvažovat hodnotu

ηZZ,K = ‖∇uh − Gu‖K , ∀K ∈ Th. (5.15)

Kĺıčovým problémem z̊ustává konstrukce funkce Gu. Obecně lze ř́ıci, že hodnota funkce
Gu v nějakém uzlu triangulace je pr̊uměrem hondot ∇uh v elementech do nichž uzel nálež́ı.
Je-li např́ıklad ∇uh|K ∈ (P 0(K))2, potom je funkce Gu ∈ (C(Ω))2 po částech lineárńım
zhlazeńım ∇uh. Označ́ıme-li A uzel triangulace a ωA sjednoceńı element̊u obsahuj́ıćıch A,
potom Gu(A) můžeme definovat jako váhový pr̊uměr ∇uh|K , K ∈ ωA :

Gu(A) =
∑

K∈ωA

|K|
|ωA|

∇uh|K, (5.16)

kde |K| a |ωA| maj́ı význam obsahu elementu K, resp. ωA.
Jinou možnost́ı je zvolit váhy v podobě velikosti úhl̊u θA,K při vrcholu A v elementech

K ∈ ωA, tedy :

Gu(A) =
∑

K∈ωA

θA,K

2π
∇uh|K. (5.17)

Vzhledem k [8] odhaduje odhad Zienkiewicze a Zhua velmi dobře globálńı chybu,
zejména v oblastech s vnitřńımi parabolickými vrstvami. Nicméně žádná bližš́ı přesná
analýza neńı k dispozici.
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Adaptivńı zjemňováńı triangulace

Adaptivńı zjemňováńı triangulace je účinný zp̊usob, jak významně vylepšit kvalitu nume-
rického řešeńı. Tato technika spoč́ıvá v lokalizaci těch část́ı výpočetńı oblasti, ve kterých
docháźı k největš́ı odchylce přesného a diskrétńıho řešeńı - kde je největš́ı chyba. Tyto
oblasti jsou následně rozděleny na několik menš́ıch podoblast́ı, d́ıky čemuž je posléze
možné lépe aproximovat přesné řešeńı. K vyhledáváńı problematických část́ı výpočetńı
oblasti se využ́ıvá aposteriorńıch odhad̊u chyby popsaných v kapitole 5. Naš́ım ćılem
bude nejenom sńıžováńı globálńı chyby (pod úroveň jisté předem zadané tolerance), ale
i (předevš́ım) odstraněńı oscilaćı přetrvávaj́ıćıch v numerickém řešeńı po použit́ı metody
SUPG.

6.1 Algoritmus adaptivńıho zjemňováńı

Nejdř́ıve představ́ıme obecný algoritmus použ́ıvaný k adaptivńımu zjemňováńı triangu-
lace. Poté se budeme některým krok̊um adaptivńıho algoritmu věnovat podrobněji.

Algoritmus 6.1.1.

1. KROK: Konstrukce počátečńı triangulace Th0
.

Pakliže nemáme žádné informace o přesném řešeńı, je počátečńı triangulace ob-
vykle volena isotropńı, tj. maj́ıćı ve všech směrech a částech výpočetńı obasti stejné
vlastnosti. Daľśı otázkou je volba počtu element̊u počátečńı triangulace. Obecně
lze ř́ıćı, že kvalitńı adaptivńı algoritmy si umı́ poradit nejenom se zvětšováńım, ale
i se zmenšováńım počtu element̊u. Námi použitý algoritmus bude pracovat pouze
s přidáváńım element̊u, proto budeme volit počet element̊u počátečńı triangulace
relativně ńızký (řádově 102). Je-li počet element̊u počátečńı triangulace volen př́ılǐs
ńızký, je třeba při následném zjemňováńı klást d̊uraz na zabráněńı degenerace tvaru
trojúhelńık̊u, jež by měla za následek neplatnost nerovnosti (2.21) v podmı́nce
(H1). Naopak př́ılǐs vysoký počet element̊u počátečńı triangulace vede k nadměrné
pamět’ové zátěži poč́ıtače zp̊usobené vysokou hustotou element̊u v oblastech, kde
toho neńı třeba.

2. KROK: Řešeńı př́ıslušného diskrétńıho problému na triangulaci Thk
.

Řešeńım diskrétńıho problému (3.15),(3.16) pomoćı metody konečných prvk̊u na śıti
Thk

źıskáme aproximaci přesného řešeńı uhk
.
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3. KROK: Spočteńı lokálńıho odhadu chyby na každém elementu.

Pro každý element K ∈ Thk
jsou spočteny indikátory chyby ηK . (viz. (5.7), (5.8)).

4. KROK: Vyhodnoceńı globálńı chyby.

Globálńı chyba je spočtena s využit́ım lokálńıch indikátor̊u chyby, přičemž v př́ıpadě,
kdy je globálńı chyba menš́ı než nějaká předem zadaná tolerance, je algoritmus
zastaven. (V př́ıpadech, kdy neńı snadné spoč́ıtat odhad globálńı chyby, je možné
k zastaveńı algoritmu už́ıt i jiné kritérium - např́ıklad pokles oscilaćı.)

5. KROK: Výběr element̊u ke zjemněńı.

Označ́ıme-li počet všech elemetn̊u nhk
, pak jednou z možnost́ı je vybrat z řady

element̊u seřazených podle klesaj́ıćıho lokálńıho odhadu chyby prvńıch [θ · nhk
] ele-

ment̊u, θ ∈ [0, 1], kde [s] označuje celou část s. To je však mnohdy nevhodné, nebot’

mohou být zjemněny i elementy, na kterých je hodnota lokálńı chyby malá. Počet
zjemňovaných element̊u nav́ıc roste.

Proto je vhodné rozhodovat o zjemněńı element̊u podle hodnoty lokálńıho odhadu
chyby. Označ́ıme-li

ηmax = max
K∈Thk

ηK

maximálńı hodnotu lokálńıho odhadu chyby, pak zjemněny budou všechny elementy
K ∈ Thk

, pro které je
ηK ≥ ωηmax, ω ∈ [0, 1]. (6.1)

Tento př́ıstup je ve většině př́ıpad̊u lepš́ı. Problém nastává v př́ıpadech, kdy je
chyba na jednom či několika elementech př́ılǐs vysoká a na daľśıch stále nezane-
dbatelná. V takovém př́ıpadě docháźı nejdř́ıve ke zjemňováńı (často velmi velkému)
element̊u s velkým odhadem chyby, zat́ımco elementy s nižš́ı chybou jsou nezjemněny
a diskrétńı řešeńı na nich spočtené může být značně nepřesné.

6. KROK: Vhodné zjemněńı vybraných elemt̊u.

Použijeme tzv. red-green zjemňovaćım algoritmus. Dále budeme testovat možnost
vhodného posouváńı uzl̊u triangulace, které může rovněž přinést kýžený efekt po-
klesu globálńı chyby. Je však zřejmé, že tento postup nemuśı vždy vést k dosažeńı
požadované tolerance. Podrobnosti k oběma technikám jsou uvedeny ńıže.

6.2 Posun uzl̊u triangulace

Označme opět pro každý vrchol triangulace ωA = {K ∈ Th, A ⊂ K}. Je zřejmé, že ve
většině př́ıpad̊u neńı bod A umı́stěn v optimálńı pozici v oblasti ωA. Proto se ho budeme
snažit umı́stit do lepš́ı pozice v oblasti ωA tak, abychom minimalizovali jisté chybové
kritérium. Za t́ımto účelem označme pro každý vrchol A triangulace Th :

η2
A =

1

|ωA|2
∑

K∈ωA

α2
K · ‖rK‖2

K +
1

l2A

∑

K∈ωA

ε−1/2 · αK ·
∑

E⊂∂K\∂Ω

‖rE‖2
E , (6.2)

kde
lA =

∑

K∈ωA

∑

E⊂∂K\∂Ω

|E|.
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Každému vrcholu pak přǐrad́ıme směrový vektor, v jehož směru budeme vrchol posou-
vat. Tento vektor je sestrojen jako vážený součet vektor̊u daných sousedńımi vrcholy, kde
váhy jsou hodnoty ηi = ηPi

(viz. Obr. 6.1) :

tA =
∑

Pi∈ωA\A

Pi − A

|Pi − A|ηi.

K3

K 4

K1

K5

1P

w1
2w

w3

w5

w4

η1w1

η2 2w

η3w3

η4w4

η5w5

t

P

P

P

P2

3

4

5
K2

Obrázek 6.1: Postup při konstrukci směrového vektoru t.

Vrchol A je posunován ve směru tA dokud hodnota ηA klesá. Během posunováńı uzlu
je na množině ωA řešen lokálně problém (1.1).

6.3 Red-green algoritmus

Bĺıže poṕı̌seme red-green algoritmus pracuj́ıćı výhradně na trujúhelńıkových śıt́ıch. Zjem-
ňováńı triangulace pomoćı red-green algoritmu prob́ıhá vždy ve dvou fáźıch - je třeba
nejenom rozdělit vybrané (označené) elementy na v́ıce část́ı, ale i zajistit, že triangulace
z̊ustane nadále bez hanging nodes.

Nejprve je vybraný trojúhelńık rozdělen třemi (červenými) středńımi př́ıčkami na čtyři
shodné menš́ı trojúhelńıky. Vzniknou přitom tři hanging nodes. Abychom je odstranili,
rozp̊uĺıme (zelenými) těžnicemi trojúhelńıky soused́ıćı s p̊uvodńım elmentem (Obr. 6.2).
T́ım přidáme do triangulace šest nových element̊u a tři nové uzly.

ba c) ) )

Obrázek 6.2: Red-green algoritmus: Vybraný trojúhelńık (a) je rozdělen červenými
středńımi př́ıčkami (b) na čtyři shodné trojúhelńıky. Sousedńı trojúhelńıky jsou rozp̊uleny
zelenými těžnicemi (c).

V př́ıpadě, že některý z trojúheĺık̊u triangulace neńı určen k děleńı, ale má přitom
dva nebo tři sousedy, které k děleńı vybrány jsou, je tento trojúhelńık rovněž vybrán
(označen). Vybrané trojúhelńıky jsou následně rozděleny červenými středńımi př́ıčkami
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) ))a ) b c d

Obrázek 6.3: Red-green algoritmus: Má-li některý z neoznačených trojúheĺık̊u dva nebo
tři sousedy určené k dělěńı, je tento trojúhelńık rovněž označen.

na čtyři menš́ı. Zelenými těžnicemi jsou rozp̊uleny pouze ty trojúhelńıky, které maj́ı právě
jednoho vybraného (označeného) souseda (Obr. 6.3).

Abychom zabránili degenerativńımu zmenšováńı úhl̊u, jež by porušilo podmı́nku (2.21)
v (H1), je třeba v daľśıch iteraćıch red-green algoritmu nedělit několikrát po sobě stejný
trojúhelńık zelenými úsečkami (viz. Obr. 6.5a). Má-li být tedy nějaký trojúhelńık po-
druhé rozdělen zelenou úsečkou, je prvńı děleńı zelenou úsečkou zrušeno a trojúhelńık je
nejdř́ıve rozdělen na čtyři části (červenými) středńımi př́ıčkami. Teprve poté je trojúhelńık
rozdělen zelenými úsečkami, které odstraňuj́ı hanging nodes. Ukázka takového postupu je
znázorněna na Obr. 6.4.

Obr. 6.5 pak demonstruje výhodu tohoto postupu na př́ıkladu, kdy k porušeńı pod-
mı́nky (2.21) docháźı.

)b c) d) e) )fa)

Obrázek 6.4: Red-green algoritmus: Žádný trojúhelńık neńı rozdělen dvakrát po sobě
zelenou úsečkou. Má-li být element rozdělen podruhé za sebou zelenou úsečkou, je prvńı
děleńı zelenou úsečkou zrušeno (c) a trojúhelńık je rozdělen červenými středńımi př́ıčkami
(d). Následně jsou doplněny zelené těžnice, abychom opět zabránili vzniku hanging nodes.

a)

b)

Obrázek 6.5: Kĺıčovým bodem celého red-green algoritmu je odstraněńı zelených těžnic
v př́ıpadě, kdy s nimi má být nějaký trojúhelńık podruhé rozdělen. Kdybychom tak
neučinili, docházelo by k v kritických částech výpočetńı oblasti k degeneraci úhl̊u (a).
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6.4 Malá modifikace

Dělěńı trojúhelńıku středńımi př́ıčkami nemuśı být vždy optimálńı. Zabraňuje se t́ım sice
degeneraci úhl̊u, nicméně v oblastech, kde se řešeńı prudce měńı, je někdy nutné mı́t
trojúhelńıky ’sploštělé’. Proto rovněž otestujeme následuj́ıćı modifikaci red-green algo-
ritmu.

Zvolme q ∈ (0, 1
2
] a definujme funkci λ : R

+ → [q, 1 − q] následovně :

λ(x) = q +
1 − 2q

x + 1
.

Je-li nyńı X bod, který má být při chodu red-green algoritmu umı́stěn na hranu AB,
a označ́ıme-li ηA, ηB ohodnoceńı vrchol̊u definované v (6.2), pak bude bod X umı́stěn na
hraně AB v takové poloze, že

|AX| = λ

(
ηA

ηB

)
· |AB| a |XB| = λ

(
ηB

ηA

)
· |AB|.

Je-li tedy např́ıklad ηA ≫ ηB, pak λ(ηA/ηB)
.
= q a λ(ηB/ηA)

.
= 1 − q (viz. Obr. 6.6).

Pro q = 1
2

je λ ≡ 1
2

a jedná se tedy o p̊uvodńı algoritmus.

1 − q
q

0.5
0.5

B

A

C

B

A

C

Obrázek 6.6: Malá modifikace red-green algoritmu - nové vrcholy nejsou umı́st’ovány
přesně ve středech hran, ale bĺıže vrcholu s větš́ı chybou.



Kapitola 7

Numerické výsledky

Numerické výsledky jsou rozdělny do čtyř sekćı. Nejprve je diskutována volba počátečńı
śıtě, jež svým vhodným anisotropńım tvarem výrazně ovlivňuje nejen (ne)přitomnost
nefyzikálńıch oscilaćı, ale i efektivńı chod adaptivńıho procesu. Následně jsou stručně re-
kapitulovány výsledky a použit́ı stabilizačńıch metod převzatých z [9]. V daľśı části je
testován adaptivńı proces, založený na odhadech chyby definovaných v kapitole 5. Důraz
je kladen nejenom na snižováńı globálńı chyby, ale i na odstraňováńı nefyzikálńıch osci-
laćı. V závěrečné části jsou představena r̊uzná vylepšeńı, konstruovaná s ćılem dosáhnout
nejlepš́ıch výsledk̊u ve výše zmı́něných kritéríıch.

Všechny metody jsou testovány na dvou ukázkových př́ıkladech. Po použit́ı metody
SUPG je řešeńı prvńıho př́ıkladu znehodnoceno nefyzikálńımi oscilacemi ve vnitřńı mezńı
vrstvě (přibližně podél př́ımky y = 0.7 −

√
3x) a exponenciálńıch hraničńıch mezńıch

vrstách (x = 1 a část hranice y = 0), řešeńı druhého je znehodnoceno ve třech hraničńıch
mezńıch vrstvách - dvou parabolických (y = 0 a y = 1) a jedné exponenciálńı (x = 1).

Uzlově přesná řešeńı obou dvou př́ıklad̊u jsou pro názornost vyobrazena na obrázćıch
7.1 a 7.2. Byla zkonstruována na velmi jemných śıt́ıch. Jsou z nich patrny všechny výše
zmı́něné aspekty.

Testovaćı př́ıklad 1. Uvažujme rovnici konvekce-difúze (1.1) v Ω = [0, 1]2, s parametry
ε1 = 10−3 a ε2 = 10−8, b = (cos(−π/3), sin(−π/3))T = (1/2,−

√
3/2)T , f ≡ 0 a

ub =

{
0 pro x = 1 nebo y ≤ 0.7,
1 jinak.
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Obrázek 7.1: Uzlově přesná řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 s difúzńımi konstantami ε1 =
10−3 (vlevo) a ε2 = 10−8 (vpavo), oblast Ω = [0, 1]2 byla rozdělena na 2× 20× 35 = 1400
trojúhelńıkových element̊u.

34
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Testovaćı př́ıklad 2. Uvažujme rovnici konvekce-difúze (1.1) v Ω = [0, 1]2, s parametry
ε1 = 10−3 a ε2 = 10−8, b = (1, 0)T , f ≡ 1 a ub ≡ 0.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Obrázek 7.2: Uzlově přesná řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 s difúzńımi konstantami ε1 =
10−3 (vlevo) a ε2 = 10−8 (vpavo), oblast Ω = [0, 1]2 byla rozdělena na 2× 30× 30 = 1800
trojúhelńıkových element̊u.

7.1 Volba počátečńı śıtě

Následuj́ıćı obrázky potvrzuj́ı fakt, že zvoĺıme-li počátečńı śıt’ vhodě oriantovanou v̊uči
vektoru b, můžeme doćılit nejen odstraněńı většiny nefyzikálńıch oscilaćı, ale celkového
poklesu globálńı chyby. Na jednotlivých seríıch obrázk̊u je vždy vyobrazena část použité
śıtě, dva pohledy na spočtené řešeńı a graf lokálńıch aposteriorńıch odhad̊u chyby ηR,K

spočtený pomoćı Kunertova odhadu. B́ılá barva znač́ı oblasti s největš́ımi hodnotami
odhadu chyby. V př́ıpadech, kdy je ε = 10−8, se hodnoty aposteriorńıch odhad̊u chyby
v exponenciálńıch a parabolických vrstvách velmi výazně lǐśı, proto jsou znázorněny v lo-
garitmickém měř́ıtku.
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Obrázek 7.3: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−3,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 3, 95. Použita isotropńı śıt’ (iso0) s 2 × 30 × 30 = 1800 trojúhelńıkovými

elementy s přeponami orientovanými r̊uzným směrem.
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Obrázek 7.4: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−3,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 3, 17. Použita śıt’ (rec1) s 2 × 20 × 35 = 1400 trojúhelńıkovými elementy

s přeponami orientovanými ve směru vektoru b.
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Obrázek 7.5: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−8,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 1316, 6. Použita isotropńı śıt’ (iso0) s 2× 30× 30 = 1800 trojúhelńıkovými

elementy s přeponami orientovanými r̊uzným směrem.
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Obrázek 7.6: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−8,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 1035, 3. Použita śıt’ (rec1) s 2× 20× 35 = 1400 trojúhelńıkovými elementy

s přeponami orientovanými ve směru vektoru b.
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Obrázek 7.7: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−3,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 3, 93. Použita śıt’ (iso0) s 2 × 30 × 30 = 1800 trojúhelńıkovými elementy

s přeponami orientovanými r̊uzným směrem.
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Obrázek 7.8: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−3,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 3, 95. Použita śıt’ (iso1) s 2 × 30 × 30 = 1800 trojúhelńıkovými elementy

s přeponami orientovanými stejným směrem.
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Obrázek 7.9: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−8,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 1279, 3. Použita śıt’ (iso0) s 2× 30× 30 = 1800 trojúhelńıkovými elementy

s přeponami orientovanými r̊uzným směrem.
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Obrázek 7.10: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 spočtené pomoćı metody SUPG, ε = 10−8,
(η2

R + ζ2)1/2 .
= 1279, 1. Použita śıt’ (iso1) s 2× 30× 30 = 1800 trojúhelńıkovými elementy

s přeponami orientovanými stejným směrem.

V testovaćım př́ıkladu 1 vede vhodná volba śıtě (jedna hrana každého elementu je
rovnoběžná s vektorem b) k odstraněńı většiny nefyzikálńıch oscilaćı a následně ke znač-
nému poklesu chyby. Obě použité śıtě v testovaćım př́ıkladu 2 již tuto vlastnost maj́ı
a tud́ıž je pokles chyby menš́ı, nicméně část oscilaćı zmiźı. Měřeńı nefyzikálńıch oscilaćı
poṕı̌seme na konci následuj́ıćıho odstavce.

7.2 Výsledky źıskané stabilizaćı

Ačkoli je v některých př́ıpadech globálńı odhad chyby řešeńı spočteného pomoćı do Car-
movy-Galeãovy či Burmanovy-Ernovy metody nižš́ı, než v př́ıpadě vylepšené Mizukamiho-
Hughesovy metody, Mizukamiho-Hughesova metoda odstraňuje úplně nefyzikálńı oscilace.
Daľśı nevýhodou prvńıch dvou metod je, že matice soustav vznikaj́ıćıch při výpočtu jsou
v některých př́ıpadech špatně podmı́něné a může se tedy stát, že při použit́ı nějakého
nepř́ımého řešiče (např. Gaussova-Seidlova metoda) výpočet kolabuje.

Z výše zmı́něných d̊uvod̊u budeme v daľśıch numerických výpočtech pracovat výhradně
s vylepšenou verźı Mizukamiho-Hughesovy metody (IMH). Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı
řešeńı spočtená pomoćı IMH metody na r̊uzných typech śıt́ı.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Obrázek 7.11: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 spočtené pomoćı metody IMH na dvou
r̊uzných śıt́ıch (iso0 a rec1), ε = 10−3. V prvńım př́ıpadě je (η2

R + ζ2)1/2 .
= 3, 08, v druhém

je (η2
R + ζ2)1/2 .

= 3, 21.
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Obrázek 7.12: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 spočtené pomoćı metody IMH na dvou
r̊uzných śıt́ıch (iso0 a rec1), ε = 10−8. V prvńım př́ıpadě je (η2

R + ζ2)1/2 .
= 1063, 3,

v druhém je (η2
R + ζ2)1/2 .

= 1026, 7.
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Obrázek 7.13: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 spočtené pomoćı metody IMH na dvou
r̊uzných śıt́ıch (iso0 a iso1), ε = 10−3. V prvńım i v druhém př́ıpadě je (η2

R +ζ2)1/2 .
= 3, 83.
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Obrázek 7.14: Řešeńı testovaćıho př́ıkladu 2 spočtené pomoćı metody IMH na dvou
r̊uzných śıt́ıch (iso0 a iso1), ε = 10−8. V prvńım i v druhém př́ıpadě je (η2

R + ζ2)1/2 .
=

1270, 2.

Oba testovaćı př́ıklady jsou zvoleny tak, že je-li ε = 10−8, lze př́ıtomnost nefyzikálńıch
oscilaćı v řešeńı spočteném pomoćı metody SUPG měřit poměrně lehce - pomoćı maxima
a minima diskrétńıho řešeńı na oblasti Ω. Je-li ε = 10−3, je situace poněkud obt́ıžněǰśı.
Využijeme proto faktu, že řešeńı spočtené pomoćı metody IMH je téměř bez oscilaćı, a
budeme oscilace měřit také jako maximálńı výchylku rozd́ılu řešeńı spočtených pomoćı
metod SUPG a IMH. Je ale třeba dodat, že řešeńı spočtené pomoćı metody IMH může
být (d́ıky př́ıtomnosti umělé difúze) rozmazané. Proto i tento zp̊usob měřeńı nemuśı být
přesný.

7.3 Výsledky źıskané adaptivńım zjemněńım śıtě

Při adaptivńım zjemňováńı śıtě jsem využil dř́ıve zmı́něných aposteriorńıch odhad̊u chyby
a také program Angener 3.0. Angener nepracuje s p̊uvodńı rovnićı (1.1), chybu odhaduje
pomoćı Hessovy matice zkonstruované k diskrétńımu řešeńı uh (viz. [17]).

Všechny metody byly porovnány na základě př́ıtomnosti nefyzikálńıch odcilaćı v dis-
krétńım řešeńı a rovněž pomoćı odhad̊u globálńı chyby.



KAPITOLA 7. NUMERICKÉ VÝSLEDKY 39

Red - Green algoritmus

Z následuj́ıćıch obrázk̊u je zřejmé, že red-green algoritmus sice snižuje globálńı chybu,
ovšem v př́ıpadě, kdy ε = 10−8 je neschopný odstranit všechny nefyzikálńı oscilace. To se
podař́ı až po aplikaci IMH metody.
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Obrázek 7.15: Řešeńı př́ıkladu 1 s ε = 10−3 (vlevo, 17883 element̊u, (η2
R+ζ2)1/2 .

= 0, 478) a
ε = 10−8 (vpravo, 8064 element̊u, (η2

R +ζ2)1/2 .
= 347, 1) a na śıti iso0 po aplikaci red-green

algoritmu s ω = 0.1.
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Obrázek 7.16: Řešeńı př́ıkladu 1 s ε = 10−3 (vlevo, 12291 element̊u, (η2
R+ζ2)1/2 .

= 0, 588) a
ε = 10−8 (vpravo, 19704 element̊u, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 131, 0) na śıti rec1 po aplikaci red-green

algoritmu s ω = 0.1.
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Obrázek 7.17: Řešeńı př́ıkladu 2 s ε = 10−3 (vlevo, 13120 element̊u, (η2
R + ζ2)1/2 .

= 0, 710)
a ε = 10−8 (vpravo, 8654 element̊u, (η2

R +ζ2)1/2 .
= 228, 7) na śıti iso0 po aplikaci red-green

algoritmu s ω = 0.1.
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Obrázek 7.18: Řešeńı př́ıkladu 2 s ε = 10−3 (vlevo, 13609 element̊u, (η2
R + ζ2)1/2 .

= 0, 707)
a ε = 10−8 (vpravo, 8832 element̊u, (η2

R +ζ2)1/2 .
= 234, 3) na śıti iso1 po aplikaci red-green

algoritmu s ω = 0.1.
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Angener

Obdobně je na tom i program Angener. Pro ε = 10−3 se úspěšně oscilace odstranit podař́ı.
Pro ε = 10−8 však oscilace přetrvávaj́ı.
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Obrázek 7.19: Řešeńı př́ıkladu 1 s ε = 10−3 na śıti zkonstruované Angenerem (vlevo, 9859
element̊u, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 0, 381) a po použit́ı IMH (vpravo, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 0, 342).
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Obrázek 7.20: Řešeńı př́ıkladu 1 s ε = 10−8 na śıti zkonstruované Angenerem (vlevo,
11542 element̊u, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 236, 9) a po použit́ı IMH (vpravo, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 232, 1).
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Obrázek 7.21: Řešeńı př́ıkladu 2 s ε = 10−3 na śıti zkonstruované Angenerem (vlevo, 8637
element̊u, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 0, 481) a po použit́ı IMH (vpravo, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 0, 401).
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Obrázek 7.22: Řešeńı př́ıkladu 2 s ε = 10−8 na śıti zkonstruované Angenerem (vlevo,
15368 element̊u, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 267, 1) a po použit́ı IMH (vpravo, (η2

R + ζ2)1/2 .
= 266, 4).

Na posledńım obrázku si můžeme všimnout, že metoda IMH si v tomto př́ıpadě do-
konce neporadila s oscilacemi v klesaj́ıćı hraničńı parabolické vrstvě.
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Nyńı shrneme źıskané výsledky do graf̊u. Následuj́ıćı čtyř́ı grafy ukazuj́ı pokles Kuner-
tova odhadu globálńı chyby při použit́ı red-green algoritmu (resp. Angeneru).

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

 3.5

 4

 0  1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000  9000  10000

O
dh

ad
 c

hy
by

 -
 K

un
er

t

Pocet uzlu

’kunS_pr1_rec1_e3_w0.1’
’kunS_pr1_iso0_e3_w0.1’

angener_pos0.01_eps2E+4_p2

Obrázek 7.23: Pokles globálńı chyby při použit́ı red-green algoritmu a programu Angener
v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−3, ω = 0, 1.
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Obrázek 7.24: Pokles globálńı chyby při použit́ı red-green algoritmu a programu Angener
v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−8, ω = 0, 1.
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Obrázek 7.25: Pokles globálńı chyby při použit́ı red-green algoritmu a programu Angener
v testovaćım př́ıkladu 2, ε = 10−3. Různé volby ω.
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 200

 400

 600

 800

 1000

 1200

 1400

 1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000

O
dh

ad
 c

hy
by

 -
 K

un
er

t

Pocet uzlu

’kunS_pr2_iso1_e8_w0.1’
’kunS_pr2_iso1_e8_w0.5’
’kunS_pr2_iso0_e8_w0.1’
’kunS_pr2_iso0_e8_w0.5’

angener_pos0.01_eps2E+4_p2

Obrázek 7.26: Pokles globálńı chyby při použit́ı red-green algoritmu a programu Angener
v testovaćım př́ıkladu 2, ε = 10−8. Různé volby ω.

Na obrázćıch si můžeme všimnout, že o tvaru a poloze křivek rozhoduje nejenom
počátečńı volba śıtě (testovaćı př́ıklad 1), ale i volba ω v nerovnosti (6.1)

Pakliže bychom chtěli zkonstruovat podobné grafy i pro jiný než Kunert̊uv odhad
chyby, zjistili bychom že většina běžných odhad̊u v př́ıpadě konvektivně dominantńı rov-
nice (1.1) nefunguje. Jako př́ıklad nám mohou posloužit následuj́ıćı grafy zkonstrouvané
pro odhad Zienkiewicze a Zhua (5.16) a testovaćı př́ıklad 1.
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Obrázek 7.27: Pr̊uběh odhadu globálńı chyby Zienkiewicze a Zhua při použit́ı red-green
algoritmu a Angenru v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−3. Různé volby ω.
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Obrázek 7.28: Pr̊uběh odhadu globálńı chyby Zienkiewicze a Zhua při použit́ı red-green
algoritmu a Angeneru v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−8. Různé volby ω.



KAPITOLA 7. NUMERICKÉ VÝSLEDKY 43

Následuj́ıćı obrázky potvrzuj́ı fakt, že při volbě ε = 10−3 se oscilace z diskrétńıho řešeńı
odstranit podař́ı, zat́ımco pro ε = 10−8 oscilace přetrvávaj́ı. Grafy jsou zkonstruovány pro
testovaćı př́ıklad 1, u testovaćıho př́ıkladu 2 je situace obdobná.
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Obrázek 7.29: Vývoj nefyzikálńıch oscilaćı při použit́ı red-green algoritmu a Angeneru
v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−3. Různé volby ω.
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Obrázek 7.30: Vývoj nefyzikálńıch oscilaćı při použit́ı red-green algoritmu a Angeneru
v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−8. Různé volby ω.

7.4 Různá vylepšeńı

V posledńı části numerických výsledk̊u otestujeme dva možné postupy, jenž ve vhodné
kombinaci s předchoźımi mohou významně ovlivnit kvalitu numerického řešeńı. Prvńım
z nich je modifikace red-green algoritmu definovaná v kapitole 6.

Vylepšeńı red-green algoritmu

Celý postup demonstrujeme na prvńım testovaćım př́ıkladě. Použijeme konstanty q1 = 0, 5
a q2 = 0, 25. Tomu odpov́ıdaj́ı funkce

λ1 = 0, 5 a λ2 = 0, 25 +
0, 5

x + 1
.



KAPITOLA 7. NUMERICKÉ VÝSLEDKY 44

Použijeme-li tyto funkce pro stanoveńı děĺıćıch bod̊u při chodu red-green algoritmu
(λ1 odpov́ıdá p̊uvodńımu algoritmu), zjist́ıme, že red-green algoritmus použ́ıvaj́ıćı druhou
z jmenovaných funkćı poskytuje lepš́ı výsledky. Následuj́ıćı obrázky ukazuj́ı výřez řešeńı
obou dvou postup̊u v bĺızkosti kritického rohu [1, 0] pro ε = 10−3 po pěti iteraćıch. Zvláště
na straně x = 0 je zřejmé výrazné zlepšeńı kvality śıtě.
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Obrázek 7.31: Výřez řešeńı testovaćıho př́ıkladu 1 s ε = 10−3 na śıti rec1 po aplikaci
red-green algoritmu s ω = 0.193. Použity funkce λ1 (vlevo) a λ2 (vpravo).

O tom, že řešeńı modifikovaného red-green algoritmu může být ’kvalitněǰśı’ svědč́ı
grafy závislosti odhadu chyby a amplitudy oscilaćı na počtu uzl̊u :
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Obrázek 7.32: Vývoj Kunertova odhadu chyby při použit́ı red-green algoritmu a modifi-
kovaného red-green algoritmu v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−3, ω = 0, 193.
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Obrázek 7.33: Vývoj nefyzikálńıch oscilaćı při použit́ı red-green algoritmu a modifiko-
vaného red-green algoritmu v testovaćım př́ıkladu 1, ε = 10−3, ω = 0, 193.
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Je třeba podotknout, že hodnotu koeficientu q neńı vhodné volit př́ılǐs malou, nebot’

tak můžeme zp̊usobit degeneraci úhl̊u v oblastech, kde to neńı vhodné.

Posun uzl̊u

Posuneme-li před použit́ım red-green algoritmu (klasického) uzly śıtě do ’lepš́ı’ pozice,
zvýš́ıme t́ım anisotropitu śıtě (sńıž́ıme hodnotu př́ıslušné matching function). Následně
aplikovaný red-green algoritmus pak pracuje s ’vhodnými’ - sploštělými trohúhelńıky.

Tentokát budeme uvažovaný postup demonstrovat na testovaćım př́ıkladě 2, opět
s difúzńı konstantou ε = 10−3. V každé iteraci posunujeme vždy všechny uzly śıtě podle
postupu popsaném v sekci 6.2. Po 1000 iteraćıch tak źıskáme následuj́ıćı śıt’ a řešeńı :
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Obrázek 7.34: Śıt’ a řešeńı vzniklé posunem uzl̊u p̊uvodńı śıtě.

Detajlńı výřezy řešeńı naznačuj́ı (Obr. 7.35), že nová śıt’ je kvalitěǰśı nežli p̊uvodńı
(iso0). Z výřezu rohu u vrcholu [1,0] je ale také patrné, že by se uzly mohly posuovat
do vhodněǰśıch poloh. Jak již bylo řečeno výše, s takto vzniklou śıt́ı lze dále pracovat -
např́ıklad je možné využ́ıt ji jako počátečńı śıt’ k red-green algoritmu.

Obrázek 7.35: Srovnáńı výřez̊u řešeńı zkonstruovaných na p̊uvodńı a modifikované śıti.
(U vrcholu [1, 0], na straně y = 1 a u vrcholu [0, 0].)
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O tom, jak se při celém procesu chovaj́ı globálńı chyba a amplituda oscilace vypov́ıdaj́ı
následuj́ıćı dva grafy.
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Obrázek 7.36: Vývoj Kunertova odhadu chyby při posouváńı uzl̊u v př́ıkladu 1, ε = 10−3.
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Obrázek 7.37: Vývoj nefyzikálńıch oscilaćı při posouváńı uzl̊u v př́ıkladu 1, ε = 10−3.

Zat́ımco odhad chyby s výjimkou počátečńı inicializačńı fáze stále klesá, vývoj oscilaćı
je v́ıce komplikovaný, což může být zapř́ıčiněno t́ım, že jsou poč́ıtány jako maximum
rozd́ılu řešeńı spočteného na dané śıti metodou SUPG a metodou IMH. Nicméně, oproti
počátečńı fázi, je jejich pokles značný.



Kapitola 8

Závěr

Provedené numerické experimenty potvrzuj́ı fakt, že rovnice konvekce-difúze jsou v kon-
vektivně dominantńım př́ıpadě velmi obt́ıžně numericky řešitelné. Použijeme-li k řešeńı
pouhou stabilizaci bez adaptivńıho zjemněńı, nejsme schopni dosáhnout libovolně ńızké
chyby (aniž bychom použili velké množstv́ı uzl̊u). V silně konvektivně dominantńım př́ı-
padě je zase velmi obt́ıžné odstranit pouhým adaptivńım zjemněńım veškeré nefyzikálńı
oscilace vznikaj́ıćı v mezńıch vrstvách.

Kĺıčem k odstraněńı nefyzikálńıch oscilaćı pomoćı adaptivńıho zjemňováńı je konstru-
ovat takové śıtě, které maj́ı sploštělé elementy ve směru, v jakém se oscilace objevuj́ı -
nejčastěji tedy ve směru gradientu spočteného řešeńı.

Stabilizačńı metody sice odstrańı většinu nefyzikálńıch oscilaćı, zároveň však d́ıky
přidané umělé difúzi zp̊usobuj́ı rozmazańı a sńıžeńı přesnosti poč́ıtaného řešeńı.

Chceme-li úspěšně řešit konvektivně dominantńı rovnice konvekce-difúze je tedy nutné
vhodně kombinovat stabilizačńı a adaptivńı metodu, abychom nejenom odstranili nefy-
zikálńı oscilace, ale zároveň měli řešeńı i dostatečně přesné.
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