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Kapitola 1

Uvod

Mnoho slozitych fyzikalnich mechanismu a pfirodnich déju je popsano parcidlnimi dife-
rencidlnimi rovnicemi respektive soustavou téchto rovnic. Mezi ty zakladni patii rovnice
konvekce - diftize popiipadé rovnice konvekce - diftze - reakce. Tyto rovnice se objevu-
ji napf. pri popisu Siteni necistot ¢i tepla nebo v ruznych problémech matematického
modelovani mechaniky tekutin.

Skalarni rovnice konvekce-difiize ma obvykle nasledujici tvar :

—Au+b-Vu=f v Q u=1u, na df, (1.1)

kde Q@ C R?, d = 2 nebo 3, je omezend oblast, jejiz hranice 9Q je mnohothelnik (nebo
mnohostén), € > 0 je diftzni konstanta, vektorova funkce b : Q — R? pfedstavuje dané
okrajovou podminku pfedepsanou na celé hranici 0€2. Regularita téchto funkci ovliviuje
regularitu a existenci feseni rovnice (1.1).

Ptesné (analytické) feseni rovnice (1.1) neni ve vétsiné pfipadi mozné nalézt, proto
je nutné tesit tento problém numericky. Numerické feseni vychazi z moderni teorie parci-
alnich diferencialnich rovnic, slabého teseni a Galerkinovy metody konecnych prvku.

V silné konvektivné dominantnich ptipadech, kdy je ¢ < |b|, obsahuje feseni tzv. mezni
vrstvy, coz jsou uzké oblasti, ve kterych se prudce méni hodnota feseni. V téchto oblas-
tech je velmi obtizné vyfesit rovnici spravné. Vyslednym efektem je pak znac¢ny narust
nefyzikdlnich oscilaci, jez zcela (v celé vypocetni oblasti) znehodnocuji diskrétni feseni.
K odstranéni téchto oscilaci se bézné pouziva tzv. upwinding, coz je technika slouzici k dis-
kretizaci diferencidlnich operatoru, ktera zvysuje vliv informace proti sméru jejiho siteni
v konvektivnim poli. Vicerozmérnou analogii upwindingu je metoda SUPG (Streamline
upwind Petrov/Galerkin method) vyvinutd T.J.R. Hughesem a A.N. Brooksem, viz [1].

Metoda SUPG ovSem neodstrani vSechny oscilace. Predev§im v meznich vrstvach
zustavaji patrné nefyzikalni oscilace, které mohou byt v aplikacich nechténé a neptipustné.
K potlaceni téchto oscilaci 1ze do diskrétniho problému zavést dodateéné stabilizacni cleny
- hovotime o tzv. SOLD (Spurious oscillations at layers diminishing) metodéach. Jinou
moznosti je puvodni triangulaci v kritickych oblastech adaptivné zjemnit ¢i jinak upravit
(adaptivni metody). Pro tento tcel se zejména vyuziva aposteriornich odhadu chyby.

V kapitole 2 predstavime standardni metodu koneénych prvka vychazejici z teorie
variacniho poctu, pficemz struéné uvedeme potiebnd tvrzeni. O vySe zminéné metodé
SUPG pojednava kapitola 3 a v kapitole 4 je popsdno nékolik ucinnych stabilizacnich
metod. Pata kapitola je vénovana charakteristice nékolika aposteriornich odhadu chyby
pouzivanych k adaptivnimu zjemnovani tringulaci. Zpusob tohoto zjemnovani je detailnéji
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rozebran v kapitole 6. Nasledujici, sedma, kapitola pak obsahuje ¢etné numerické vysledky,
jez jsou hlavnim indikdtorem kvality at uz stabiliza¢ni ¢i adaptivni metody. V zdvérecné
kapitole jsou ziskané vysledky vyhodnoceny a vzajemné porovnany.



Kapitola 2

Metoda konec¢nych prvku

V této kapitole shrneme zdkladni myslenky Galerkinovy metody konecnich proki - v sou-
casné dobé jedné z nejrozsitenéjsich metod uzivanych k numerickému feSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic. Zaroven zavedeme znaceni a definice, které budou uzivany v celé
praci. Neprovedené dukazy klicovych vét pouzitych v této kapitole je mozné nalézt napii-

klad v [14], [4] nebo v [6].

2.1 Zakladni znaceni

Vypocetni oblast 2, ve které budeme rovnici (1.1) Fesit, budeme uvazovat s polygonalni
hranici, nejéastéji bude 2 jednotkovym ¢tvercem, tj. Q = [0, 1]2.

Prostory funkei budou znaceny bézné uzivanym zpusobem, tj. prop > 1 a k > 0
jsou LP(Q) Lebesgueovy prostory s normou || - [jop.q, W*P(Q) resp. We(Q) Sobolevovy
prostory s normou || - ||, 0, piicemz znacime H*(Q) = W*2(Q), HY(Q) = WH*(Q) a

| llk.2 = || llx.2.0. Seminormu v prostoru W*?(Q) znacime |- |1, 0 a rovnéz |- |r.q = | |r2.0-
Skaldrni soucin v Hilbertové prostoru L?(Q) resp. L2(2)? budeme standardné znagit (-, -)
a || - ||o bude norma v L?(2). V dalsim textu zavedeme také energetickou normu || - ||.

Je-li déle k > 0, pak C*(Q) znaéime jako obvykle prostor funkei majicich k spojitych
derivaci v oblasti Q a CF(Q) podprostor C*(€) funkei s kompaktnim nosicem.

2.2 Slabé reSeni

Rovnice (1.1) mize mit klasické feseni, u € C?(Q), pouze v piipadé, kdy jsou zadané
funkce f, b a u, znacné hladké. To je vSak casto nesplnitelny predpoklad. Z toho duvodu
formulujeme rovnici (1.1) slabé a zavadime tzv. slabé resent.

Definice 2.2.1 (Slabé feseni). Necht jsou dény funkce b € Wh°(Q)4, w, € HY?(Q),
[ € L*(Q) a konstanta ¢ > 0. Oznacime-li w, € H'(Q) rozsifen{ funkce u, na celou
mnozinu {2 a

a(u,v) = e(Vu, Vo) + (b - Vu,v)  Yu,v € Hy (%), (2.1)

pak slabé formulace rovnice (1.1) zni:
Najdi funkci u € HY(Q) takovou, Ze

u— 1, € HY(Q) (2.2)
a(u,v) = (f,v), Vv e Hy(RQ). (2.3)

7
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Funkci v € H*(Q2) pak nazveme slabym resenim rovnice (1.1).

K dikazu existence a jednoznacnosti slabého teseni vyuzijeme nasledujici velmi dule-
zitou a pouzivanou vétu.

Véta 2.2.2 (Lax-Milgram). Necht V' je Hilbertiv prostor a a(-,-) je bilinedrni forma
na V. Jestlize existuji kladné konstanty o a M takové, Ze pro kazdé v,w € V plati

o |a(w,v)| < M||wl||v|lv|ly  (omezenost formy a(-,-)),
e a(v,v) > o} (V-elipticita formy a(-,-)),
pak pro kazdy prvek f € V' existuje pravé jedno u € V tak, Ze
a(u,v) = f(v) YvevV,
pricemz plati, ze ||ully < ;|| fllv-

Abychom mohli uspésné pouzit Laxovu-Milgramovu vétu, musime doplnit jeden do-
dateény pozadavek na konvektivni pole b € W1 (Q)%. Predpoklddejme proto, ze funkce
b spliuje podminku nestlacitelnosti, tj.

divb=0 v Q. (2.4)
Véta 2.2.3. Necht jsou ddny funkce f € L*(2), b € WL>(Q)4, u, € HY?(Q) a konstanta
e > 0. Je-li splnéna podminka (2.4), pak existuje pravé jedno slabé reseni rovnice (1.1).

Dikaz. Prostor V = H}(Q) je Hilbertiv a forma a(-,-) definovand v (2.1) je ziejmé
bilinedrni. S vyuzitim Cauchyho-Schwarzovy (CS) nerovnosti a Friedrichsovy nerovnosti
(F) pak pro tuto formu a pro kazdé u,v € V plati:

cs
la(u,0)] < [e(Vu, Vo)[ +[(b-Vu,v)| < elufalvha+ [Ibllefuliolvle <

F
< clufigfvhe+ ClblLealuliallvlie < (e + ClbllLeca - Cr) - [ulialvle,

kde jsme vyuzili vnofeni W'(Q) — L*(Q) a zfejmé nerovnosti ||v|lqo < [|v||1.o. Jelikoz
je seminorma | - |; o normou na prostoru V, je forma a(-,-) omezena.
Protoze dale pro vSechna v € V' plati :

div(v®’b) = v*divh+2vb - Vv =20b - Vu,
0

plati pro formu a(-,) a véechna v € V' :
1
a(v,v) = elv|iq + / vb - Vudr =¢vff o+ 3 / div(v®b) da. (2.5)
Q Q

Oznaéme n jednotkovou vnéjsi norméalu k hranici 9€2. Pouzijeme-li na posledni ¢len v (2.5)
vétu o divergenci, ziskame :

1 1 Jdb
a(v,v) = elv|ig+ = / div(v®b)dz = elv| o + —/ v’——ds = ¢|v|]q,
’ 2 Q ’ 2 BQ 811 ’
nebot je v = 0 na 9.
Forma af(-,-) je tedy V-eliptickd a z Laxovy-Milgramovy véty tak plyne pro kazdé
[ € L*) C V' existence pravé jednoho slabého feseni rovnice (1.1). o
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2.3 Prostory koneénych prvku

Metoda koneénych prvku je Galerkinovou metodou se specialnim vybérem koneénéroz-
meérnych prostoru. Bazové funkce téchto prostoru jsou voleny tak, aby jejich nosi¢ byl
v porovnani s vypocetni oblasti €2 maly. Diky tomu se metoda konec¢nych prvku ve vysled-
ku redukuje na feseni soustavy algebraickych rovnic s fidkou matici (tzv. matici tuhosti).

Prvnim bodem konstrukce konecnérozmérného prostoru funkei je definice triangulace

oblasti ).

Definice 2.3.1 (Triangulace). Mnozina 7, tvofena konetné mnoha podmnozinami €2 se
nazyva triangulact oblasti ), jestlize

(7,1) kazdd mnozina K € 7, je uzaviend a jeji vnitiek je neprazdny a souvisly;
(742) kazda hranice 0K, K € Ty, je lipschitzovsky spojita;

(Tw3) Q= U K;
KeTy,

(7;,4) prunik vnitika kazdych dvou ruznych mnozin z 7;, je prézdny;

Index h pak zna¢i h = max{diam(K)}.

KeT,
Poznamka 2.3.2. Tato definice triangulace vsak pripousti kfivé hranice mnozin K € 7,
a tzv. hanging nodes, c¢emuz se v této praci snazime vyhnout. Proto budeme pracovat
s requldrni triangulaci.

Definice 2.3.3 (Reguldrni triangulace). Tringulace oblasti (2 se nazyva requldrni, jestlize

(7,5) kazda mnozina K € 7, je mnohothelnik (pfipadné interval nebo mnohostén),
piicemz jsou-li K;, K; € Ty, i # j, dvé ruzné mnoziny z 7, potom je bud
EHE = (), nebo je spole¢nym prunikem uzdvéru obou mnozin jejich spolec-
ny vrchol, spoletnd hrana (d = 2, 3), nebo spolecnd sténa (d = 3).

Nyni jiz muzeme ptistoupit k definici koneéného prvku :

Definice 2.3.4 (Koneény prvek). Koneénym prvkem v R" nazveme usporadanou trojici

(K, P,%), kde

e K C R" je omezena a uzaviena mnozina s neprazdnym vnittkem a lipschitzovsky
spojitou hranici;

e P je konecnérozmérny prostor realnych funkei definovanych na K, dim P = N;

e Y je mnozina ¢ linearné nezavislych linearnich forem ®;,7 = 1,2, ..., ¢, definovanych
na mnoziné funkci, jez obsahuje P.

V celé praci budeme pracovat s dimenzemi prostoru d = 1 a predevsim d = 2. V jed-
norozmeérném piipadé budou mnoziny K uzaviené intervaly, ve dvourozmérném uzaviené
trojuhelniky.

Kone¢nédimenzionalni prostor funkei definovanych na elementu K (intervalu, troji-
helniku) bude prostor linedrnich funkei definovanych na K, tj. P = P;(K).

Jako mnozinu linedrné nezavislych linearnich forem budeme uvazovat hodnoty funkci
p € P v predem znamych vyznacnych bodech elementu K (vrcholy, stiedy stran), tedy
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®;(p) = pla;), Vi=1,2,...,q, a; € K. (2.6)

To, kolik téchto linedrnich forem (stupnu volnosti) bude zapotiebi, plyne z nasledujici
definice a lemmatu, které uvadime bez dukazu.

Definice 2.3.5 ( P-unisolventnost). Necht (K, P,) je konecny prvek. Rekneme, Ze mno-
zina linearnich forem ¥ = {®;}7 , je P-unisolventnt, jestlize pro libovolnou g-tici redlnych
clsel g, g, ..., oy existuje prave jediny prvek p € P, takovy, ze

®;(p) = oy Vi=1,2,...,q. (2.7)

Lemma 2.3.6. Necht (K, P,Y) je koneényj pruek. Nutnou podminkou k tomu, aby mno-
zina ¥ = {®;}1_; byla P-unisolventni je, aby ¢ = N (= dim P).

Vidime tedy, ze v pripadé prostoru P;(K), jehoz dimenze je 3, musi byt nutné g = 3,
obdobné je dim P»(K) = ¢ = 6. Je-li K ¢tyttuhelnik, pak je dim @ (K) = g = 4.

V nésledujicim proto predpokladejme, ze kazdy kone¢ény prvek (K, Pk, Xk), K € Ty,
je takovy, ze mnozina Yk je Py-unisolventni.

Poznamka 2.3.7. Necht (K, P,Y) je koneény prvek. Nenf obtizné ukédzat, ze je-li mno-
zina X P-unisolventni, existuji funkce p; € P, j =1,2,...¢q, takové, Ze

D, (p;) = 9y Vi, je{l1,2,...,q}. (2.8)

Tyto funkce tvoii bazi prostoru P a kazdd funkce p € P muze byt tedy jednoznacéné
vyjadiena ve tvaru

p= Z ®;(p)p;- (2.9)

Bézové funkce prostoru P = P(K) se obvykle voli tak, ze je p;(a;) = ;;, pro vSechna
i,j € {1,2,...,q}, kde a; € K jsou vyznacné body elementu K (vrcholy, stfedy stran),
jak je vyznaceno na Obrazku 2.1.

a a,
as
as
a a, & a, &

Obrazek 2.1: Ruzné typy elementu tringulace.

8y 8

Definice 2.3.8 (Afinn{ ekvivalence). Necht (I? P, i) a (K, P, Y) jsou dva konecné prvky.
Pak tekneme, ze jsou afinnée ekvivalentni, jestlize existuje afinni regularni transformace
F :R* — RY takova, ze

(i) F(K)=K,

(i) P={p| 3peP : p=poF'}a
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~

(i) patif-li funkce ¥ do definiénfho oboru systému & = {®;}L,, patii i funkce
v = 0o F~! do definitntho oboru systému ¥ = {®;}?, a naopak, piicemz
zaroven plati ®;(v) = &, (v), proi =1,2,...,q.

Mame-li nyni pevné zvoleny konecény prvek (l? , ﬁ, i), muzeme pomoci afinni ekvi-
valence odvodit libovolny dalsi prvek (K, P, ), pficemz fada vlatnosti puvodniho prvku
zustane zachovana. V dalsim budeme relaci afinni ekvivalence znacit symbolem ”~" a
psat (K, P, %) ~ (K, P,%). Néasledujici lemma je velmi uzite¢né pii dokazovani P-unisol-
ventnosti u kone¢nych prvku se slozitou geometrii.

Lemma 2.3.9. Necht (IA(, P, i) ~ (K, P, X)) jsou dva konecné proky. Potom 5 je P-uni-
solventni prave tehdy, kdyz X je P-unisolventni.

Diukaz. Dukaz plyne ihned z vlastnosti P-interpolace a afinni ekvivalence.

Lemma 2.3.10. Necht (I?, P, f]) ~ (K, P,Y) jsou dva konecné pruky. Potom
My = IIo. (2.10)

Dikaz. Necht je funkce v definovand na mnoziné K a afinni ekvivalence mezi prvky
P.¥) a (K, P, Y) je zprostiedkovana afinnim zobrazenim F' : K — K. Potom

o = (Iv) o F' = <Z (I)i(v)pi> ol = Z(I)i(v) (pioF) = Z(I;Z(i)\) 7 = 1.

Definice 2.3.11 (P-interpolace). Necht (K, P,X) je konecny prvek a v : K — R dos-
tatecné hladké funkce takova, ze ®;(v) je definovdno pro viechna ®; € ¥, i =1,2,...,q.
Pak P-interpolaci funkce v nazveme funkci Ilv € P, splaujici

O, (Iv) = ®;(v), Vi=1,2,...,q. (2.11)

Jestlize je ¥ P-unisolventni, existuje pro kazdou (dostateéné hladkou) funkci v préve
jedna P-interpolace ITv a v dusledku (2.8) plati :

Iy = Z ®; (v)p;. (2.12)

Navic
Ip=yp VpeP. (2.13)

Protoze budeme v celé praci pracovat vyhradné s prostory konecénych prvku, jez jsou
podprostorem funkci spojitych v uzavéru oblasti €2, muzeme pro nase ucely definovat
prostor kone¢nych prvku nédsledovné :

Definice 2.3.12 (Prostor koneénych prvki). Necht 7;, je regularni triangulace oblasti Q.
Necht déle pro kazdy K € 7, je (K, Pk, Y) pifslusny konecény prvek. Potom definujme
prostor konecnych proku jako

Xh:{thC(ﬁ); Uh|K€PK7 VKE’]?L} (214)
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Poznamka 2.3.13. Definujeme-li pro kazdy konecny prvek (K, Pgk,YXg), K € T, a
kazdou funkci v € H'(K) Pg-interpolaci funkce v jako v (2.6), muzeme pro kazdou
funkci v € H'(Q) definovat zobrazeni IT;, : H'(Q) — X}, tak, ze plat{

(ILw)|x = Hx(v]x) VK €T, (2.15)

Nen{ obtizné ukdzat, ze v tomto ptipadé je X, C H'(Q) a proto je zobrazeni I;, projekci.
Prostor X, je tedy konecnédimenziondlnim podprostorem prostoru H'(2). Konecné-
dimenziondlni podprostor prostoru V = HJ () je pak definovan jako

Vi, ={vn € Xp; v, =0 na 00} (2.16)

Definice 2.3.14 (Diskrétn{ fesen{ rovnice (1.1)). Necht jsou dany funkce b € W (Q)?,
u, € HY2(Q), f € L*(Q) a konstanta ¢ > 0. Ozna¢me u, € H' () rozsfieni funkce u, na
celou mnozinu Q a Uy, = [, jeji koneénéprvkovou interpolaci. Necht dédle forma a(-, )
je definovéna stejné jako v (2.1). Pak diskrétni slaba formulace rovnice (1.1) zni:

Najdi funkci uy, € Xy, takovou, Ze

up, — Upp, € Vp, (2.17)
a(up,vp) = (f,vn), YV vy, € V. (2.18)
Funkci u;, € X}, pak nazveme diskrétnim resenim rovnice (1.1).

Véta 2.3.15. Necht jsou ddny funkce f € L*(Q), b € WH*(Q)?, u, € HY?(Q) a kon-
stanta € > 0. Je-li splnéna podminka (2.4), pak ezistuje prdvé jedno diskrétni teseni
rovnice (1.1).

Duikaz. Protoze je X;, C HY(Q2) a V}, C V plyne dikaz pifmo z véty 2.2.3. o

2.4 Apriorni odhady chyby

Pii feseni rovnice (1.1) metodou koneénych prvku jsme aproximovali nekoneénérozmérny
prostor V = H(Q) kone¢nérozmérnym prostorem V;, takze u; — iy, € V3. Dopustili jsme
se tak urcité chyby. Nasim cilem je zkonstruovat prostory Vj, takovym zpusobem, aby

li — =0 2.19
Tim [l — gl (219)

Nasledujici zédkladni nerovnost 7ikd, ze problém odhadu chyby muze byt preveden na
vySetfeni aproximacnich vlastnosti prostoru V}, :

Véta 2.4.1 (Céa). Necht uy, je diskrétni veseni rovnice (1.1) ziskané metodou konecnijch
prokid a necht jsou splnény predpoklady véty 2.3.15, potom existuje konstanta C nezdvise-
gici na Vy, tak, Ze
lu—uplly < C inf ||u— vg|lv. (2.20)
v EVY

Diukaz. Protoze je Vi, C V, je a(u — up,v,) = 0, Vv, € Vj,. Diky tomu a diky elipticité
formy a(.,.) je allu —upll? < alu — up,u —up) = alu — up,u — vy), Vo, € Vi,

Potom ale rovnéz plati :

allu =i < Jnf a(u—up,u—va) < Mllu—uplly - inf fu—ovaly.

Nerovnost (2.20) je tedy splnéna s konstantou C' = M/a. o
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Abychom byli schopni ukézat, jakym zpusobem zdvisi rychlost konvergence (2.19)
na parametru h, zopakujeme a zavedeme dalsi predpoklady na pouzité konecné prvky a
triangulaci.

Necht {7} je mnozina triangulaci oblasti Q2 spliwujici (7,1) — (73,5) a necht je kazdému
elementu K € U,7, ptitazen koneény prvek (K, Pg,Y ). Pro kazdé K € 7, oznatme
hx = diam(K) a predpokladejme, ze parametry h spliuji h = maxger, hi.

Necht ddle pro kazdé K € 7, znacl px = sup{r > 0;B, C K} polomér nejvétsi
vepsané koule (kruznice) elemetnu K.

V dalsim uvazujme nasledujici podminky :

(H1) Rodina triangulaci {7} je reguldrni, tj.

h
Jo0>0: <o VKeT,ah—0+. (2.21)
PK

(H2) Existuje koneény pocet referen¢nich koneénych prvku ([?“ p, iz), 1=1,2,...,m,
takovych, ze pro kazdé K € 7;, je konecny prvek (K, Pg,Yk) afinné ekvivalentni
jednomu z referenc¢nich kone¢énych prvku.

(H3) Prostor Q(Q) C LY(9), na némz je definovdn Xj-interpola¢ni operator IIj, je
takovy, ze
(Hh’l})|K:HK(U|K) \V/KGZL, \V/UGQ(Q)
(H4) Pro Xj-interpolacni operdtor II;, plati
MoweV, VYoeQ(Q)NHyQ).
Poznamka 2.4.2. Jsou-li vSechny elementy K € 7;,, h — 0+, trojuhelniky, potom je

o > 2v/3. Navic je-li v rodiné triangulaci {7} splnéna podminka (2.21) a oznacime-li
Qmin Minimalni vnitini dhel v trojuhelnicich K € 7, h — 0+, pak lze snadno ukazat, ze

23 3
> Qpin > 2arctg v3 > 2arctg <L>
fa+\/ V3o —2)" — 16 V3o —1

Poznamka 2.4.3. Jak jiz bylo feceno v poznamce 2.3.13, je v nasem piipadé podminka
(H3) splnéna, nebot je Q(2) = H(Q). Stejné tak lze snadno ukézat, ze podminka (H4)
pro Q(Q2) = H(Q) rovnéz plati.

Véta 2.4.4. Necht plati (H1) — (H4) a necht existuje k € N tak, Ze pro kazdy referencni
konecny prvek (KZ, P,, S ), i=1,2,....m, plati :

S C [HMYE)), Pu(K) c P c H(K), Q(Q) > H"™'(Q). (2.22)

Necht ddle uy, € Xy, je diskrétni resend rovnice (1.1) ziskané metodou konecngjch prvki a
necht pro slabé resent téze rovnce plati u € H* 1 (Q). Pak existuje kostanta C' nezdvisejici
na h tak, Ze

||u—uh||17g S Chk|u|k+17g. (223)

Poznamka 2.4.5. Jestlize je napiiklad u € H?*()) a pouZijeme-li spojité po ¢dstech
linedrni koneéné prvky na trojihelnikové siti (tj. d = 2 a k = 1), pak jsou vSechny
piedpoklady (2.22) splnény, nebot je 3; C [C(K;)] € [H2(K,)], Pi(K;) = P, ¢ HY(K))
a Q(Q) = HY(2) D H?(Q2). Obdobné lze ukdzat pouziti piedchozi véty pro pifpad jinych
konecnych prvku.



Kapitola 3

Metoda SUPG

Jak jiz bylo te¢eno diive, metoda SUPG (Streamline upwind Petrov/Galerkin method) se
pouziva k odstranéni nefyzikalnich oscilaci vznikajicich v meznich vrstvach pti diskretizaci
vicerozmérnych konvektivné dominantnich tloh.

Diive nez pristoupime k definici a charakteristice metody SUPG, budeme ilustrovat
problém nefyzikalnich oscilaci na jednodimenzionalni loze.

3.1 Upwind v jedné dimenzi

Necht € > 0 a b > 0 jsou konstanty. Uvazujme ndsledujici jednodimenzionalni variantu
rovnice (1.1) :
—eu”" +bu' =0 v [0,L], uw(0) =0, u(L) = 1. (3.1)

Ptesné teseni rovnice (3.1) lze v tomto jednoduchém piipadé spocitat :

- exp ()

T—oxp () 32

u(z) =

Definice 3.1.1 (Pécletovo ¢islo). Je-li ddna rovnice (3.1), pak ¢islo

L
_E

Pe

nazveme globdlnim Pécletovym ¢islem piislusnym rovnici (3.1).
Necht déle 0 = 2y < 7y < --- < xy = L je néjaké déleni intervalu [0, L]. Oznacime-li
h; =x; —x;_1, pro kazdé + = 1,2,..., N, pak ¢islo

by

= — 1=1,2,...,N,
2e

(%)

nazveme lokdlnim (mrizZovym) Pécletovym ¢islem prislusnym intervalu [z;_q, x;] a rovnici
(3.1). Je-li h; = h, pro kazdé i = 1,2,..., N, pak piseme o = %

Reden{ rovnice (3.1) lze s vyuzitim globalniho Pécletova &sla piepsat ve tvaru

1 —exp (Pe %)
1 — exp(Pe)

u(z) =

14
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Pro velmi nizké globalni Pécletovo ¢islo (e > b) se jedna o difizivné dominantni ptipad
a pro feseni rovnice (3.1) plati

B 1—exp(Pe%) N 1—(1+Pe%) o
Ur) = T opme) S 1-(1Pe) I

Resenf je tedy vizuelné témét neodlisitelné od rovné tsecky spojujici hraniéni body.
V konvektivné dominantnim piipadé (¢ < b, Pe > 1) muzeme psat

ew(Peg) | —ew(Pel) 0 p o)),

u(z) = 1—exp(Pe) — —exp(Pe)

Ptesné feseni je pak témér na celém intervalu [0, L] ptiblizné rovno vstupni podmince
(u(0) = 0). Vyjimkou je tenkd hrani¢ni vrstva na vystupu (z — L—), kde graf presného
feseni prudce roste. Pfi numerickém feSeni rovnice (3.1) je proto v konvektivné domi-
nantnim piipadé nutné pouzit upwind.

Jednim ze zpusobu, kterym lze rovnici (3.1) numericky fesit, je metoda konecnych
diferenci. Ta je zaloZzena na aproximaci diferencidlnich operatoru, operatory diferencnimi.

Jestlize je 0 = 2y < 27 < -+ < xy = L rovnomérné déleni intervalu [0, L], tedy
|z; —x;-1|=h=L/N,proi=1,2,..., N, pak aproximace rovnice (3.1) pomoci centrdl-
nich diferenci spo¢iva v nalezeni vektoru (uq,us,...,un_1) takového, ze

—£0%(u;) + b (u;) = 0, i=1,2,...,N—1, (3.3)

uy = u(0), uy = u(zy) = u(L),

kde o+
_ Uit1 — Ui 2 Ui — AU T U
d(u;) = — 5, @ 6% (uy) = 2 : (3.4)
Hodnoty u;, i = 1,2,..., N — 1, jsou pak aproximacemi hodnot u(x;) a funkce u(z),
pro kterou plati
~ U; — Uj— .
U(.T) [Ti—1,2i] — Tl<.§lf —.Tz;l) + U1, 1= 1,2,...,N, (35)

je po Castech linedrni aproximaci presného feseni u(zx). V tomto piipadé je metoda
konecnych diferenci ekvivalentni Galerkinové metodé koneénych prvka popsané v kapi-
tole 1.

Poznamka 3.1.2. Je-li ¢ < b, potom lze ukazat, ze pro ¢islo podminénosti matice sou-

stavy (3.3) plati k = o = % Uloha dan4 soustavou (3.3) je tedy spatné podminénd.

Jak jiz bylo feceno, je-li rovnice (3.1) konvektivné dominantni, vede pravé pouzity
postup aproximace pomoci centralnich diferenci ke vzniku nefyzikalnich oscilaci. Tomu
lze zabranit aproximujeme-li konvektivni ¢len v rovnici (3.1) pomoci upwind diference,
tedy namisto d(u;), pouzijeme

Uj — Uj— .
%@0:—77i, i=1,2,...,N. (3.6)
Uziti upwindu umoznuje siteni konvektivni informace pouze proti proudu a odstranuje
tak nefyzikalni oscilace v blizkosti odtokové hranice. Priklady pro ruzné volby a jsou

uvedeny na nasledujicich obrazcich.



KAPITOLA 3. METODA SUPG

16

alfa=0.05

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

alfa=1.00

Upwind

o 02 04

Obrazek 3.1: Pouziti upwindingu pro ruzné volby a.

Poznamka 3.1.3. Pouziti upwind diferenci je mozné také interpretovat jako pouziti
centrélnich diferenci a umeélé difize € = bh/2, prictené k diftizni konstanté . Skutecéné,
pokud v rovnici (3.3) polozime ¢ = ¢ + & = ¢ + bh/2, pak proi =1,2,..., N plati :

— (a + %) 6% (u;) + b6 (u;) =

b
_ _ 2 i _ R . =
= —e0”(uw;) + 2h(2uZ 2u;_1)

= —552(Ui) + b(SU(UZ)

bh Uil — QUZ + U q
2 h?

Uit1 — Ui—1
b

—852<ui) — oh

7 predchoziho je ziejmé, ze ani pouziti centralnich diferenci, ani pouziti upwind di-
ferenci nevede k uzlové pcéesnému teseni. K tomu lze dospét obdobné jako v poznamce
3.1.3, tentokrat vsak zvolime mnozstvi pridané umeélé difize jinym zpusobem.

Definice 3.1.4 (Upwind funkce). Funkei £ : RT — (0, 1), definovanou vztahem

£(a) = cotgh(a) -~ -

nazveme tzv. upwind funkci.

Lemma 3.1.5. Necht ,b,L > 0 jsou data lohy (3.1) a necht h > 0 je délka kazdého
z intervali vzniklych rovnomérnygm délend intervalu [0, L] . PoloZime-li v rovnici (3.3)

~ bh bh bh
E:E+E:€+?€(Q)ZE+E§(2_5)’ (3.7)

pak Tesent ulohy (3.1) ziskané metodou centrdlnich diferenci s difizni konstantou danou
vztahem (3.7) je uzlové presné.
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Dukaz. Je tieba ukazat platnost vztahu

B [g N %5 (%)] wwin) = 2u(w) *ulzia) | ulwin) —ulzia) _ (3.9)

h? 2h

kde u(z;) je ddno vzorcem (3.2) :

B 1 —exp (&)  l—exp(®) 1 e
u(ﬂfz) - 1—€Xp(?) - 1—eXp(bL) - 1 — ebe’

Upravou levé strany rovnosti (3.8) obrzime :

_ {5 1 %5 (%)] u@ipr) = 2u(@) +ul@izg) | @) — u(@ia)

_ _{ } w(zit1) 2u§1)+u(:@ Do bu(xiﬂ)zu(x“) _
- Qbh{ (a <O‘>)< (@it1) — 2u (wi)+u(:ci71)> + u(:L’Hl)—u(xil)} —

b 2a(z+1 e20i 4 e2a(z 1) eQa(iJrl) _ eZa(ifl)
= 5 {— cotgh(a ( e ) + o ] =

b e e“ e
— _ @ _ 9 —2a 20 2« —
2h(1—ep‘3)[ eO{_e_a(e +e %) + (e e )}
b62ai e +e «a —a « —a «a —a
- 2h(1 — ePe) {_ et —e @ (% —e )2 T et e >} =0

Resen{ tlohy (3.1) ziskané metodou centralnich diferenci s diftizni konstantou danou
vztahem (3.7) je tedy uzlové presné. o

Poznamka 3.1.6. Jinou moznosti, jak docilit upwind efektu pii numerickém feseni rovnic
konvekce-diftize, je zménit testovaci funkce v, ve slabé formulaci (2.18). Klasické spojité
po ¢astech linedarni testovaci funkce maji v jednodimenzionalnim ptipadé tvar :

T —Ti Tiy1 — T .
UZ<.CL’) = X[%’—L%’]T + X[mivmiH}T’ 1= 1, 2, Cee N —1.

Upwind efektu docilime, pficteme-li na kazdém z intervalu [z;_i, z;] a [x;, x;11] k funkei
v; néjakou (urcitou) konstantu, tedy

viler, cpl = Xmiov,2 (Vi F¢0) + Xz (Vi + Cp), i=12...,N—1. (3.9
Snadno se lze presvédéit, ze pro ¢, = % acp = je matice vzniklé soustavy totozna
s matici soustavy vzniklé pouzitim upwind d1ferenc1 Funkce v; a vy; = vl[— ——] jsou

znazornény na Obr. 3.2.

v VJA

Xia
U T T T T
X X X x: % N

Obrazek 3.2: Bézna vahova funkce v; a vahova funkce vy; zpusobujici upwind efekt.
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Poznamka 3.1.7. Obdobné lze ukazat, ze plati-li v (3.9)

=z = (g e ) o

cr=—36@ [~ (5 &@) bellann]. 511

[331'1,331'}} a (310)

je vysledné feSeni ziskané metodou kone¢nych prvku uzlové presné - matice vzniklé
soustavy je shodnd s matici ziskanou pouzitim difizni konstanty z lemmatu 3.1.5 v metodé
centralnich diferenci. (Vyrazy v hranatych zavorkach vysvétlime pozdéji.)

3.2 Definice metody SUPG

Vicerozmérnou analogii upwindingu je metoda SUPG. Idea metody SUPG je zalozena
na zmeéné testovacich funkei ve slabé formulaci rovnice (1.1), obdobné jako v predchozim
jednodimenzionalnim piipadé.

Obecnd formulace metody SUPG vyzaduje, aby byly funkce z prostoru V}, (prostor
bazovych funkei) alespon t¥idy H? uvnitt kazdého elementu K € 7;. Protoze my budeme
pracovat pouze se spojitymi po ¢astech polynomidlnimi konecnéprvkovymi funkcemi, je
tento predpoklad splnén. Prostor V}, zustane tedy beze zmény.

Ptredpokladejme nyni, ze v € C§°(€2). Metodu SUPG odvodime z rovnosti:

(v+C,—eAu+b-Vu—f) =0 Yve Q) (3.12)

kde hodnota C' je volena obdobné jako v jednodimenziondlnim piipadé (s cilem dosdhnout
uzlové presnosti) :

C =71b- V. (3.13)
V jednodimenziondlnim pfipadé je pak pro 7 = 2¢(a) numerické feseni uzlové presné,
viz poznamka 3.1.7.
Oznaéime-li R(u) = —eAu + b - Vu — f, pak integraci a pouzitim Greenovy véty
v (3.12), ziskdme vztah :

e(Vu,Vv) + (b - Vu,v) + (R(u), 7b - Vv) = (f,v) Vo e Cr(Q). (3.14)

Polozime-1i déle

a(u,v) = ¢(Vu, Vo) + (b - Vu,v),
muzeme definovat metodu SUPG ndésledovné.

Definice 3.2.1 (Metoda SUPG). Necht jsou parametry €, b, f a uy, takové jako v definici
2.3.14, pak formulace metody SUPG zni :
Najdi funkci u, € X, takovou, Ze

Up, _ﬁbh € Vh, (315)

a(up,vp) + (R(up), 7b - Vo) = (f,vp) Y vy € Vp, (3.16)

kde 7 € L*>®(Q) je nezédporny stabiliza¢ni parametr.
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3.3 Volba stabilizacniho parametru

Jak jiz bylo naznaceno diive, je-li prava strana rovnice (1.1) konstantni, je v jednodimen-
ziondlnim ptipadé feSeni ziskané metodou SUPG uzlové presné, zvolime-li

h
T = 00| (), (3.17)

kde h je délka elementu, £ je upwind funkce a @ = % je lokalni Pécletovo ¢islo. Pro velké
hodnoty a byva funkce £ aproximovana funkcemi &; a & danymi vztahy :

£1(a) = maX{O, 1 l} . &(a) = mm{1, %} .

o

Parametr 7 = 7(b) ma ve vice rozmérech nasledujici tvar :

blhx
2¢

hK‘ E(ak), S ag = Vg (3.18)

2D

T|K:TK:MK

pricemz oznacime-li C'k tézisté elementu K, Nk pocet vrcholu K a @1, ¢a, . . ., N, bazové
funkce P(K) (je-li K trojuhelnik), pak

2[b|
SVE b - Vi (Ck)|

hx = diam*(K,b) =

1
MK:VK:Ea

kde k je fad aproximace Vj,|x v normé || - |1 k.
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Stabilizace pomoci SOLD metod

Metoda SUPG neodstrani vsechny nefyzikalni oscilace, zejména v hrani¢nich oblastech a
oblastech, kde se presné teSeni prudce méni, oscilace pretrvavaji. K jejich odstranéni lze
pouzit bud adaptivni zjemnén{ triangulace, anebo dodatecnou stabilizaci pomoci SOLD
(Spurious oscilations at layers diminishing) metod. V této kapitole formulujeme tfi typy
SOLD metod, jez poskytuji nejlepsi vysledky (viz. [9]).

Vétsina SOLD metod je zalozena na pridani urc¢itého mnozstvi umeélé difize v kri-
tickych ¢astech vypocetni oblasti, coz odpovida pricteni stabilizacniho clenu k levé strané
rovnice (3.16).

4.1 Do Carmova - Galeaova metoda

K levé strané rovnice (3.16) je pfic¢ten ¢len

(Vup, Vo), (4.1)
kde parametr € je volen tak, aby
u 2 . .
= a'fv(u:)“z je-li Vuy, # 0,
0 je-li Vuy, = 0,
pricemz parametr o spliuje
b
cr:T(b)maX{O,U - },
2]

kde vektor z, je takovy, ze

7, — |}é(:£|)2 Vuh je—li Vuh # O,
0 je-li Vuy, = 0.

Oznacime-li by, = b — z;, pak lze metodu do Carmo - Galeao ekvivalntné popsat jako
metodu SUPG, kde k levé strané slabé formulace (3.16) je misto ptuvodniho stabilizacniho
clenu pricten clen

(R(uh), bzp : Vvh), (42)
pricemz
b)Y =(tr+0)b—ob,=7b+ o0z,

20



KAPITOLA 4. STABILIZACE POMOCI SOLD METOD 21

Clen (4.1) je tedy k levé strané rovnice (3.16) pficten pouze tehdy, je-li Vuy, # 0 a
zéroven |b| > |z,|, coz je motivovédno pozadavkem, aby

1
b-b,=b-(b—2z,)=b2—b-z, = (b2—zi+bi)>§bi>0.

N | —

4.2 Burmanova - Ernova metoda

Tato metoda vychazi ze snahy Burmana a Erna zaruc¢it diskrétni princip maxima pro
linearni trojuihelnikové koneéné prvky. My budeme pracovat s jeji obménou definovanou
v [9] nésledovné:

K levé strané rovnice (3.16) je pficten ¢len

(EDVuh, Vvh), (43)

kde )
= 7(b)[b|*| R(up)|
b|[Vug| + [R(us)|

a D je projekce do roviny kolmé k vektoru b, tj.

Do I—‘Tg"; je-li b # 0,
0 je-li b = 0.

Clen (4.3) lze pak rovnéz zapsat ve tvaru :

b x (Vu, xb) ;
(‘R<“h>" " Bl ¢ ') ) ' (44)

4.3 Mizukamiho - Hughesova metoda a jeji zlepsena
verze

Metoda Mizukami-Hughes [13] nepracuje narozdil od ptedchozich dvou metod se stabi-
lizaénimi parametry, ale s obménénymi testovacimi (vahovymi) funkcemi. Jako jedind pak
splnuje diskrétni princip maxima.

Ptredpoklddejme, ze k numerickému feSeni rovnice (1.1) pouzivdme linedrni konecné
prvky na trojuhelnicich a ze vektorovou funkci b uvazujeme po castech konstantni na
elementech K € 7,. Metodu Mizukami-Hughes dostaneme, posuneme-li testovaci funkce
v; € Vj, na kazdém trojihelniku K € 7;, o konstantu CF, i =1,2,..., M,. Je tedy

@i:vi—i-ZCZ-KXK v €Vyy, i=1,2,..., M, (4.5)
KET_h
a; €K
kde a; € K, i = 1,2,..., Mp, jsou vrcholy trojuhelnika K a xx je charakteristicka
funkce mnoziny K. Oznaéime-li N, > M), pocet vSech uzlu triangulace 7, (tedy vcetné
hraniénich), pak konstanty CX jsou pro kazdy trojihelnik K € 7;, voleny tak, Ze

1 J—
Cf>-3 Vi=12.. N, ek, a Y cf=o. (4.6)
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Lokaln{ konvektivni matice AX s prvky
aly = (b- Vv, i)k, i=1,2,..., My, j=1,2,..., Ny, a;,a; € K,

i#j Np
je potom nezaporna (tj. aXf >0, afj(» <0a Zlag >0,i=1,2,.... My, 7=1,2,...,Np).
]:

Obréazek 4.1: Vrcholové a hranové zény.

Ozna¢me pro ted ai,as a as vrcholy libovolného elementu K € 7j,. Pro kazdy vrchol
a;, 1 = 1,2,3, pak definujme vrcholovou zénu VZ; a hranovou zénu EZ; tak, ze hranice
s hranami obsahujicimi vrchol a; (viz. Obr. 4.1). Spoleénd ¢dst dvou prilehlych zén pak
nalezi ptislusné vrcholové zoné.

Bez djmy na obecnosti predpokladejme, ze vektor b (jeho aproximace bg) sméfuje do
vrcholové ¢i hranové zény piislusné vrcholu ay, jak je tomu i v piipadé Obr. 4.1. V pripadeé,
kdy b € VZ;, je matice AX nezdpornd a (4.6) plati, jestlize

2 1

Pokud vsak b € EZ;, pak obecné neni mozné zvolit konstanty CX, i = 1,2, 3, tak, aby
(4.6) platilo a zaroven byla matice AX nezdporna. Resenfm je nahradit vektorovou funkei
b jinou funkef b takovou, ze b — b je kolmé k Vu. Piesné fesenf u rovnice (1.1) se tak
nezméni. Protoze ale Vu neni predem zndmo, ziskavame nelinedrni problém s konstantami
CF z4visejicimi na diskrétnim fesen{ uy,.

Predpokladejme tedy, ze b € EZ;, b - Vuy|x # 0 a necht w # 0 je vektor kolmy
k Vuy|k. Potom je alespon jedna z mnozin

Vk:{aER;b+aW€VZk}, k=2,3,

neprazdna. Podle Mizukamiho a Hughese by v zéavislosti na V5 a V3 méli byt pouzity
nasledujici konstanty :

2 1
2 1

h=0 & B#0 = Cf=5 f=0f=-3 (4.8)
1 1
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V pripadé (4.9) navrhuji Mizukami s Hughesem pouzit konstanty

cx = PNVu o
! 3|b- Vu|
kde v;, jsou bazové funkce ptislusné vrcholum a;, 7 = 1,2, 3.
Tato volba je rovnéz uvazovana v pripadé, kdy b € EZ; spliuje b - Vuy,|x = 0.
V piipadé, kdy je dokonce b = 0, je piirozend volba CX =0, pro i = 1,2, 3.
Neni obizné ukazat, ze takto definovany diskrétni problém spliuje diskrétni princip
maxima.

ZlepSena verze Mizukamiho - Hughesovy metody

Zlepsenou verzi predchozi metody navrhl Knobloch [11]. Zlepseni spoé¢iva v odstranéni
nespojité zavislosti konstant CX, i = 1,2,3 na vektorech b a w a v jejich jiné volbé
v piipadé, kdy element K € 7j, lezi v meznich vrstvach.

Piedpokladejme tedy, ze b # 0 a ze b sméfuje do vrcholové nebo hranové zdény

vrcholu a;. Dale oznacme
b az — a as —ap Vo + V3
S = — Vo = —— Vq = —— vV=—
2 3 )
lag — a1 |va + V3|

[b|’

laz — ar|’
a vektory w, vt vy a vy spliujici :
_ 1o 1 _ 1 _ 1
w-Vup|lg =0, v--v=0, vy -vy=0, viy-v3=0, w-v>0, v -v3>0.
Algoritmus 4.3.1. (Algoritmus zlepsené Mizukamiho - Hughesovy metody)
1. Jestlize b = 0, pak CF = CK = Cg( =0,
2. jinak jestlize b € VZ;, pak CK =2 a CK = CK = %,

3. jinak jestlize K NOQ # 0, pak Cff = Cff = Cf = —1,
4. jinak jestlize sit 7, nenf isotropni a vSechny vrcholy K jsou spojeny hranami s vr-

choly hranice 92, pak Cf = C¥ = CK = _%,

5. jinak jestlize b - Vuy|x = 0, pak CF = —% aClk =CK = %,
6. jinak jestlize Vo # 0 & V3 = 0, pak C& = % aClk=CK = _%’
7. jinak jestlize Vo = 0 & V3 # (), pak CI = % aClKk=CK= _§’
8. jinak jestlize w - v < 0, pak
v 9
ro =min< 1, I V2L| +1—sgn(b-vy)p, P®=minql, [w - Vl| ,
V- vy T9V -V
11 (Vo — v3) - 8 1 1
Clk=_——4+-0 |1+~ CK=—__¢CcK K- __C
2 3 + 2 |: + 1-— Vo + V3 } ’ 3 3 27 ! 3’
. . s vi| , 2|w - vy
9. jinak 73 =miny 1, 1 —sgn(b-vs)r, ®=minql,— ¢,
v vy T3V Vs

1 1 (v3—va)-s 1 1
CF= -4+ -0 |1+ 2" Ck=-—-cK oF=—2,
3 3_'_2 |: + 1—V2'V3 ’ 2 3 37 ! 3
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Piiklad 4.3.2. Na Obr. 4.2 je uveden ptiklad aplikace vylepsené Mizukamiho - Hughesovy
metody. Po ¢astech linedrni spojité testovaci funkce v; jsou na kazdém elementu K svého
nosi¢e posunuty o konstantu CX, i = 1,2,..., M}. Dostaneme tak nespojité testovaci

vvvvv

b) D) 2 d) 2
] ‘ ‘
A

f)
b+awe Vo
\\\ b+awe Vg
e
r;=1.00 )

@ =0.62

kyzeny upwind efekt.

ck=o0.10

ck=0.23

Obrézek 4.2: Na obrézcich b) — f) je uveden postup konstrukce nespojité vahové funkce g)
pomoci Mizukamiho - Hughesovy metody. Na puvodni spojitou po ¢astech linearni funkci
a) jsou postupné aplikovéany body 2., 5. a 9. algoritmu 4.3.1.



Kapitola 5

Aposteriorni odhady chyby

Abychom byli schopni lokalizovat oblasti, kde neni numerické teseni dostatecné presné,
potiebujeme néjakym zpusobem lokalné odhadnout chybu aproximace u — wu,. K tomu
vyuzijeme tzv. aposteriorni odhady chyby. V dalsim textu navic budeme ptredpokladat, ze
chyby vzniklé zaokrouhlovanim ¢i numerickou integraci jsou nulové, ziskame tak pouze
odhady chyby diskretizacni.

Aposteriorni odhady chyby jsou vzdy poc¢itany ze znamych koeficientu tlohy. Zavisi
rovnéz na typu a tvaru triangulace a spocteném diskrétnim teSeni. Zatimco lokalni od-
hady chyby (tzv. indikdtory) uréuji oblasti, kde je chyba nejvétsi, globédlni odhady chyby
(tzv. estimdtory) uréuji odhad chyby v celé vypocetni oblasti. Nasim cilem je vhodnym
zjemnénim sité dosahnout minimalizace globalni chyby. Globalni odhad chyby lze zpravi-
dla ziskat jako soucet lokalnich indikétoru chyby.

Definice 5.0.3. Ozna¢me e = u — uy, diskretiza¢ni chybu vzniklou fesenim ulohy (1.1)
pomoci metody koneénych prvku. Pak

e lokalni indikdtor chyby je nezdporny funkcional nx aproximujici diskretizacni chybu
na elementu K € 7Ty;

e cstimdtor je nezaporny funkcional § = §(Q2, 7y, f, e, b, ...) takovy, ze

lell? =62 = ) i

KeTy,

e estimator J nazveme efektivni , jestlize existuje kladna konstanta d takova, ze

do <llel|,  Vh>0;

e estimdtor § nazveme vérohodnyj , jestlize existuje kladna konstanta D takova, ze
le]l < Ds,  Vh>0;
e indexem efektivity estimatoru ¢ nazveme funkci I, = ﬁ > 1;

e estimator nazveme asymptoticky presny, jestlize pro jeho index efektivity plati :

Iy, — 1+, h—0+.

25
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5.1 Kunertuv odhad

Vyuzijeme odhad zkonstruovany G. Kunertem v [12] pro rovnici konvekece-diftize-reakce
typu —eAu + b - Vu + cu = f, ktery modifikujeme na piipad rovnice (1.1).

Jako vétsina odhadi, bude i tento odhadovat diskretizacni chybu v energentické normé
dané vztahem

IollZ = el Volls. (5.1)
Pro kazdy element K € 7, oznatme p; x a p2 i vektory prislusejici nejdelsi strané ele-
mentu K a vySce na tuto stranu (Obr. 5.1). Oznac¢me déle h;x = |pikl|, ¢ = 1,2, a
polozme
Domin.x = ho k < hy g = diam K. (5.2)
P
K p2K
Py Pux TP

Obrazek 5.1: Definice vektori py x a p2 k-
Nyni mtizeme definovat skdlovaci faktor ax = pinx - €~ 1/2, ktery bude pouzit v de-
finici indikatoru chyby, a tzv. matching function, jenz dava do souvislosti feSeni rovnice
(1.1) a pouzitou trianglaci. Tato funkce hraje velmi dulezitou roli pti stanoveni horni meze

odhadu chyby.

Definice 5.1.1 (Matching function). Nechf v € H'(Q) a 7}, je triangulace oblasti Q.
Potom definujme matching function m; = my (v, 7;,) nasledovné

1/2
1 _
my(v,T) = TVolla ( Z B i |’C£vv”§(> : (5.3)

KeT,
kde Cx = (p1.x,Pa2.i) € R*2.

Poznamka 5.1.2. Pro matching function plati odhad 1 < my(v,7}), pficemz v piipadé
anisotropni sité 7y, kterd je ”vhodné” sestrojena k feseni u plati my(u, 7p,) < 5.

Definice 5.1.3 (Ptesné a aproximované residuum). Pro kazdy element K € 7, a hranu
E C 0K definujeme presné residuum Ry na elementu K a presné residuum Rg na hrané
E nasledovné :

Rx = f—(—cAup+b-Vu,) na K, (5.4)
Ry — € - tLH(Er [8nEuh(a: +itng) — Onyup(z —tng)| pro E=KNK C Q\09Q, (5.5)
0 pro E C 012,

kde ng L E je jeden ze dvou jednokovych normalovych vektoru.
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Je-li R ¢ P°K), resp. Rp ¢ P°(E), definujeme aprozimované residuum ryx na
elementu K a aprozimované residuum rg na hrané F tak, aby rix € P°(K) arg € P°(E).
V nasich numerickych experimentech, budeme uvazovat rx = R (Ck) a rg = Rp(Cg),

Poznamka 5.1.4. V pifpadé, kdy Vu,|x € P°(K), VK € Ty, je

R — | e(Vunlk = Vunlg) np pro E = KN K C Q\05.
B 0 pro E C 09).

Potom je samoziejmé i rp = Rp.
Lokalni residualni inidkatory chyby ng x a (x jsou poté definovany nésledovné:

Definice 5.1.5 (Residudln{ indikdtor a estimdtor chyby). Necht K € 7y, pak definujeme
residudlni indikdtor chyby nr x a aproximacni clen (x nasledovné :

Mex = k- llrellic + 7% a0 el (5.7)
ECOK\0Q
(k= g llrr = Rell2, (5.8)

kde ag je difve definovany skalovaci faktor a wx je mnozina splnujici
wKz{f(eTh;Kmfﬁé@}. (5.9)
Déle muzeme definovat ptislusné globalni residualni estimatory chyby jako

o= > mhx  oa (=D (F (5.10)

KETh KET}L

Nyni jiz muzeme pristoupit ke stanoveni dolni a horni meze odhadu chyby. Zatimco
horni mez chyby zavisi na typu a tvaru pouzité triangulace a vérohodny odhad chyby je
tedy dosazen pouze pro vhodné typy siti, dolni mez chyby zavisi na ptislusném Pécletovu
¢islu. Efektivita je zarucena pouze v piipadech, kdy je Pécletovo ¢islo malé (coz neni ndmi
studovany problém).

Véta 5.1.6 (Residudlni odhad chyby). Necht wuy, je rfeseni ziskané pouZitim metody ko-
necnijch proki s dodateénou stabilizaci pomoci metody SUPG. Necht dile K € T, pak
existuje konstanta Cp > 0 (nezdvisejici na h, Ty, a €) takovd, Ze diskretizacni chyba je
omezena lokdlné (na mnoziné wy ) zdola :

Nk < COpllu—upllug - (1+ Peyy) + (i, (5.11)

kde Pe,, = maxgeu, @(K), a a(K) je definovdno v (3.18).
Je-li stabilizacni parametr T volen jako v (3.18), pak existuje konstanta Cy > 0 (ne-
zavisejici na h, Ty a ) takovd, Ze je diskretizacni chyba omezena globdlné shora :

1/2

= wnlle < Cor - i (u — up, o) - [ + 7] (5.12)

Diukaz. Podrobny dukaz je mozné nalézt v [12].
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5.2 Odhad Zienkiewicze a Zhua

Pravé definovany Kunertuv odhad porovname se standardné pouzivanym odhadem Zien-
kiewicze a Zhua [16]. Odhad Zienkiewicze a Zhua odhaduje chybu ||Vu — Vuy|| x s vyuzi-
tim funkce Gu, jez je zhlazenim funkce Vuy,. Pokud je totiz Gu presnéjsi aproximace Vu,
potom

|IVu — Gu||k < ¢||Vu— Vuy |k, c< 1. (5.13)

V takovém ptipadé plati oboustranny odhad :

1 1

Jako lokalni odhad chyby v H!-seminormé muZeme tedy uvaZovat hodnotu
nzzx = |[Vun—Gulx, VK €T, (5.15)

Klicovym problémem zustdava konstrukce funkce Gu. Obecné lze fici, ze hodnota funkce
Gu v néjakém uzlu triangulace je prumérem hondot Vu, v elementech do nichz uzel nalezi.
Je-li naptiklad Vuy|x € (P°(K))?, potom je funkce Gu € (C(£2))? po ¢dstech linedrnim
zhlazenim Vuy,. Oznacime-li A uzel triangulace a w4 sjednoceni elementti obsahujicich A,
potom Gu(A) muzeme definovat jako vahovy prumeér Vuy|x, K € wy :

Gu(A) = > %Vuh\[(, (5.16)

Kewy

kde | K| a |wa| maji vyznam obsahu elementu K, resp. wa.
Jinou moznosti je zvolit vahy v podobé velikosti thli 04 g pfi vrcholu A v elementech
K € wy, tedy :
04,1
Gu(A) = —— K. 5.17
u(d) = Y Ky, (517)
Kewgy
Vzhledem k [8] odhaduje odhad Zienkiewicze a Zhua velmi dobfe globdlni chybu,
zejména v oblastech s vnitinimi parabolickymi vrstvami. Nicméné zadnda blizsi presna
analyza neni k dispozici.



Kapitola 6
Adaptivni zjemnovani triangulace

Adaptivni zjemnovani triangulace je u¢inny zpusob, jak vyznamné vylepsit kvalitu nume-
rického Teseni. Tato technika spociva v lokalizaci téch ¢asti vypocetni oblasti, ve kterych
dochazi k nejvétsi odchylce presného a diskrétniho teseni - kde je nejvétsi chyba. Tyto
oblasti jsou nasledné rozdéleny na nékolik mensich podoblasti, diky ¢emuz je posléze
mozné lépe aproximovat presné feseni. K vyhledavani problematickych casti vypocetni
oblasti se vyuziva aposteriornich odhadu chyby popsanych v kapitole 5. Nasim cilem
bude nejenom snizovéni globélni chyby (pod troven jisté predem zadané tolerance), ale
i (predevsim) odstranéni oscilaci pretrvavajicich v numerickém feseni po pouziti metody

SUPG.

6.1 Algoritmus adaptivniho zjemnovani

Nejdiive predstavime obecny algoritmus pouzivany k adaptivnimu zjemnovani triangu-
lace. Poté se budeme nékterym krokum adaptivniho algoritmu vénovat podrobnéji.

Algoritmus 6.1.1.

1. KROK: Konstrukce pocatecni triangulace 7;,,.

Paklize nemame zadné informace o presném TeSeni, je pocateéni triangulace ob-
vykle volena isotropni, tj. majici ve vSech smérech a castech vypocetni obasti stejné
vlastnosti. Dalsi otazkou je volba poctu elementu pocdtecni triangulace. Obecné
lze Tici, ze kvalitni adaptivni algoritmy si umi poradit nejenom se zvétSovanim, ale
i se zmensovanim poctu elementu. Nami pouzity algoritmus bude pracovat pouze
s pridavanim elementti, proto budeme volit pocet elementu pocatecni triangulace
relativné nizky (fddové 10%). Je-li pocet elementi pocatecni triangulace volen piilis
nizky, je tfeba pii nasledném zjemnovani klast duraz na zabranéni degenerace tvaru
trojihelniki, jez by méla za nasledek neplatnost nerovnosti (2.21) v podmince
(H1). Naopak piili§ vysoky pocet elementu pocatecni triangulace vede k nadmérné
pamétové zatézi pocitace zpusobené vysokou hustotou elementti v oblastech, kde
toho neni treba.

2. KROK: Reseni piislusného diskrétniho problému na triangulaci Th,,-
Resenim diskrétnfho problému (3.15),(3.16) pomoci metody koneénych prvki na siti

Th, ziskdme aproximaci pfesného feSeni uy, .

29
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3. KROK: Spocteni lokalniho odhadu chyby na kazdém elementu.
Pro kazdy element K € 7;, jsou spocteny indikatory chyby nx. (viz. (5.7), (5.8)).

4. KROK: Vyhodnoceni globalni chyby.

Globélni chyba je spoctena s vyuzitim lokalnich indikatoru chyby, pficemz v pripadé,
kdy je globalni chyba mensi nez néjakd predem zadand tolerance, je algoritmus
zastaven. (V piipadech, kdy neni snadné spocitat odhad globélni chyby, je mozné
k zastaveni algoritmu uzit i jiné kritérium - napiiklad pokles oscilaci.)

5. KROK: Vybér elementa ke zjemnéni.

Oznacime-li pocet vSech elemetnu np,, pak jednou z moznosti je vybrat z rady
elementu setazenych podle klesajiciho lokalniho odhadu chyby prvnich [0 - ny, ] ele-
ment, 6 € [0, 1], kde [s] oznacuje celou ¢dst s. To je vSak mnohdy nevhodné, nebot
mohou byt zjemnény i elementy, na kterych je hodnota lokalni chyby mala. Pocet
zjemnovanych elementt navic roste.

Proto je vhodné rozhodovat o zjemnéni elementu podle hodnoty lokalniho odhadu
chyby. Oznaéime-li

Nmaz = MMaAX Tk
KEThk

maximalni hodnotu lokalniho odhadu chyby, pak zjemnény budou vSechny elementy
K €T, pro které je
K > Whmazx (WS [07 1] (61)

Tento piistup je ve vétsiné pripadu lepsi. Problém nastava v pripadech, kdy je
chyba na jednom ¢i nékolika elementech piili§ vysoka a na dalsich stale nezane-
dbatelnda. V takovém pripadé dochazi nejdiive ke zjemnovani (¢asto velmi velkému)
elementu s velkym odhadem chyby, zatimco elementy s nizsi chybou jsou nezjemnény
a diskrétni feseni na nich spoctené muze byt znaéné nepfesné.

6. KROK: Vhodné zjemnéni vybranych elemtu.

Pouzijeme tzv. red-green zjemnovacim algoritmus. Dale budeme testovat moznost
vhodného posouvéani uzlu triangulace, které muze rovnéz piinést kyzeny efekt po-
klesu globalni chyby. Je vsak ztejmé, ze tento postup nemusi vzdy vést k dosazeni
pozadované tolerance. Podrobnosti k obéma technikdm jsou uvedeny nize.

6.2 Posun uzlua triangulace

Ozna¢me opét pro kazdy vrchol triangulace wq = {K € Tp,, A C K}. Je ziejmé, ze ve
vétsiné pripadu neni bod A umistén v optimalni pozici v oblasti w,. Proto se ho budeme
snazit umistit do lepsi pozice v oblasti w, tak, abychom minimalizovali jisté chybové
kritérium. Za timto uc¢elem ozna¢me pro kazdy vrchol A triangulace 7, :

1 1 _
o= Dk lrcllie + 5 Do e e Y relly, (62)
A

wal?
Kewa Kewa ECOK\0Q

kde

a=>_ > |B

Kewa ECOK\OQ
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Kazdému vrcholu pak pritadime smérovy vektor, v jehoz sméru budeme vrchol posou-
vat. Tento vektor je sestrojen jako vazeny soucet vektoru danych sousednimi vrcholy, kde
véhy jsou hodnoty n; = np, (viz. Obr. 6.1) :

ty = —);.
A Z \P@'—A|m

Pi cwa \A

Ps

Py

Obrazek 6.1: Postup pii konstrukci smérového vektoru t.

Vrchol A je posunovan ve sméru t4 dokud hodnota 74 klesa. Béhem posunovani uzlu
je na mnoziné wy tresen lokalné problém (1.1).

6.3 Red-green algoritmus

BliZze popiseme red-green algoritmus pracujici vyhradné na trujihelnikovych sitich. Zjem-
novani triangulace pomoci red-green algoritmu probiha vzdy ve dvou fazich - je tieba
nejenom rozdélit vybrané (oznacené) elementy na vice ¢ésti, ale i zajistit, ze triangulace
zustane nadale bez hanging nodes.

Nejprve je vybrany trojihelnik rozdélen tiemi (Gervenymi) sttednimi piickami na étyfi
shodné mensi trojihelniky. Vzniknou pfitom tii hanging nodes. Abychom je odstranili,
rozpulime (zelenymi) téznicemi trojihelniky sousedici s puvodnim elmentem (Obr. 6.2).
Tim ptridame do triangulace Sest novych elementu a tii nové uzly.

Obrazek 6.2: Red-green algoritmus: Vybrany trojuhelnik (a) je rozdélen cervenymi
stfednimi pfickami (b) na ¢tyfi shodné trojihelniky. Sousedni trojihelniky jsou rozpuleny
zelenymi téznicemi (c).

V pripadé, ze néktery z trojuheliku triangulace neni uréen k déleni, ale ma pritom
dva nebo tii sousedy, které k déleni vybrany jsou, je tento trojuhelnik rovnéz vybran
(oznacen). Vybrané trojihelniky jsou nésledné rozdéleny cervenymi stfednimi pfickami
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Obrazek 6.3: Red-green algoritmus: Ma-li néktery z neoznacenych trojiheliku dva nebo
tTi sousedy urcené k déléni, je tento trojihelnik rovnéz oznacen.

na Ctyri mensi. Zelenymi téznicemi jsou rozpuleny pouze ty trojihelniky, které maji prave
jednoho vybraného (oznaceného) souseda (Obr. 6.3).

Abychom zabranili degenerativnimu zmensovéni hlu, jez by porusilo podminku (2.21)
v (H1), je teba v dalsich iteracich red-green algoritmu nedélit nékolikrat po sobé stejny
trojuhelnik zelenymi dseckami (viz. Obr. 6.5a). Ma-li byt tedy néjaky trojihelnik po-
druhé rozdélen zelenou tuseckou, je prvni déleni zelenou useckou zruseno a trojuhelnik je
nejdiive rozdélen na ¢tyfi ¢asti (Cervenymi) strednimi pfickami. Teprve poté je trojihelnik
rozdélen zelenymi tseckami, které odstranuji hanging nodes. Ukazka takového postupu je
znazornéna na Obr. 6.4.

Obr. 6.5 pak demonstruje vyhodu tohoto postupu na ptikladu, kdy k poruseni pod-
minky (2.21) dochézi.

Obrézek 6.4: Red-green algoritmus: Zadny trojuhelnik neni rozdélen dvakrét po sobé
zelenou useckou. Ma-li byt element rozdélen podruhé za sebou zelenou useckou, je prvni
déleni zelenou useckou zruseno (c) a trojuhelnik je rozdélen ¢ervenymi stfednimi prickami
(d). Nésledné jsou doplnény zelené téznice, abychom opét zabranili vzniku hanging nodes.

Obrazek 6.5: Klicovym bodem celého red-green algoritmu je odstranéni zelenych téznic
v piipadé, kdy s nimi mé byt néjaky trojuhelnik podruhé rozdélen. Kdybychom tak
neucinili, dochdzelo by k v kritickych ¢astech vypocetni oblasti k degeneraci ihlu (a).
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6.4 Mala modifikace

Déléni trojihelniku stfednimi prickami nemusi byt vzdy optimélni. Zabranuje se tim sice
degeneraci thla, nicméné v oblastech, kde se feSeni prudce méni, je nékdy nutné mit
trojuhelniky ’splostélé’. Proto rovnéz otestujeme nésledujici modifikaci red-green algo-
ritmu.

Zvolme ¢ € (0, 3] a definujme funkeci A : RT — [g,1 — ¢] nésledovné :

1—2q

ANz) = .
() 4+

Je-li nyni X bod, ktery mé byt pii chodu red-green algoritmu umistén na hranu AB,
a oznacime-li 94, np ohodnoceni vrcholi definované v (6.2), pak bude bod X umistén na
hrané AB v takové poloze, ze

IAX| = )\(n—A)-\AB\ a  |XB| = A(n—B)-\AB\.
B NA

Je-li tedy napiiklad na > np, pak A(na/ne) = q¢ a A(ng/na) =1 — q (viz. Obr. 6.6).
Pro q = % je A = % a jedna se tedy o puvodni algoritmus.

B
05 -
05 td a A
B
A
c c

Obrazek 6.6: Mald modifikace red-green algoritmu - nové vrcholy nejsou umistovany
presné ve stfedech hran, ale blize vrcholu s vétsi chybou.



Kapitola 7

Numerické vysledky

Numerické vysledky jsou rozdélny do ¢tyi sekci. Nejprve je diskutovana volba pocatecni
sité, jez svym vhodnym anisotropnim tvarem vyrazné ovliviiuje nejen (ne)ptitomnost
nefyzikdlnich oscilaci, ale i efektivni chod adaptivniho procesu. Nasledné jsou strucné re-
kapitulovdny vysledky a pouziti stabilizacnich metod pievzatych z [9]. V dalsi ¢ésti je
testovan adaptivni proces, zalozeny na odhadech chyby definovanych v kapitole 5. Duraz
je kladen nejenom na snizovani globalni chyby, ale i na odstranovani nefyzikédlnich osci-
laci. V zavéreéné ¢asti jsou predstavena ruzna vylepseni, konstruovana s cilem dosahnout
nejlepsich vysledku ve vyse zminénych kritériich.

Vsechny metody jsou testovany na dvou ukézkovych ptikladech. Po pouziti metody
SUPG je teseni prvniho piikladu znehodnoceno nefyzikalnimi oscilacemi ve vnitini mezni
vistvé (piiblizné podél pifmky y = 0.7 — v/3z) a exponencidlnich hrani¢nich meznich
vrstach (x = 1 a ¢dst hranice y = 0), feseni druhého je znehodnoceno ve tiech hrani¢nich
meznich vrstvach - dvou parabolickych (y =0 a y = 1) a jedné exponencidlni (z = 1).

Uzlové ptesna teseni obou dvou ptikladu jsou pro ndzornost vyobrazena na obrazcich
7.1 a 7.2. Byla zkonstruovana na velmi jemnych sitich. Jsou z nich patrny vSechny vyse
zminéné aspekty.

Testovaci pfiklad 1. Uvazujme rovnici konvekce-difize (1.1) v Q = [0, 1]?, s parametry
g1 =102 a gy, =107%, b = (cos(—n/3),sin(—7/3))" = (1/2,—/3/2)T, f =0 a

{O pro z = 1 nebo y < 0.7,
Up =

1 jinak.

Obrazek 7.1: Uzlové presnd feSeni testovactho piikladu 1 s diftiznimi konstantami e; =
1073 (vlevo) a g9 = 1078 (vpavo), oblast Q = [0, 1]? byla rozdélena na 2 x 20 x 35 = 1400
trojuhelnikovych elementu.

34



KAPITOLA 7. NUMERICKE VYSLEDKY 35

Testovaci pfiklad 2. Uvazujme rovnici konvekce-diftize (1.1) v Q = [0, 1]?, s parametry
e1=102ae =108 b= (1,007, f=1lau,=0.

Obrazek 7.2: Uzlové presna feSeni testovaciho piikladu 2 s diftiiznimi konstantami ¢; =
1073 (vlevo) a g9 = 107® (vpavo), oblast Q = [0, 1]? byla rozdélena na 2 x 30 x 30 = 1800
trojuhelnikovych elementi.

7.1 Volba pocatecni sité

Nésledujici obrazky potvrzuji fakt, Ze zvolime-li poéatecni sit vhodé oriantovanou vuéi
vektoru b, muzeme docilit nejen odstranéni vétsiny nefyzikdlnich oscilaci, ale celkového
poklesu globélni chyby. Na jednotlivych seriich obrazku je vzdy vyobrazena ¢ast pouzité
sité, dva pohledy na spoctené feSeni a graf lokalnich aposteriornich odhadu chyby ng x
spocteny pomoci Kunertova odhadu. Bila barva znac¢i oblasti s nejvétsimi hodnotami
odhadu chyby. V pifpadech, kdy je ¢ = 107%, se hodnoty aposteriornich odhadt chyby
v exponencialnich a parabolickych vrstvach velmi vyazné lisi, proto jsou znazornény v lo-
garitmickém meéritku.

Obrézek 7.3: Reseni testovaciho pifkladu 1 spoctené pomoci metody SUPG, ¢ = 1073,
(n% + ¢*)Y2 = 3,95. Pouzita isotropni sit (iso0) s 2 x 30 x 30 = 1800 trojihelnikovymi
elementy s pfeponami orientovanymi ruznym smeérem.

Obrézek 7.4: Reseni testovaciho pifkladu 1 spoctené pomoci metody SUPG, ¢ = 1073,
(% + (%)% = 3,17. Pouzita sit (recl) s 2 x 20 x 35 = 1400 trojiihelnikovymi elementy
s preponami orientovanymi ve sméru vektoru b.
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Obréazek 7.5: Reseni testovaciho pifkladu 1 spoctené pomoci metody SUPG, € = 1078,
(n% + ¢?)/? = 1316, 6. Pouzita isotropni sit (is00) s 2 x 30 x 30 = 1800 trojthelnikovymi
elementy s pfeponami orientovanymi riznym smérem.

W

Obréazek 7.6: Reseni testovaciho pifkladu 1 spoctené pomoci metody SUPG, € = 1078,
(n% 4 ¢*)Y/? = 1035, 3. Pouzita sif (recl) s 2 x 20 x 35 = 1400 trojihelnikovymi elementy
s preponami orientovanymi ve sméru vektoru b.

Obréazek 7.7: Reseni testovaciho pifkladu 2 spoctené pomoci metody SUPG, € = 1073,
(n% + ¢*)/? = 3,93. Pouzita sit (iso0) s 2 x 30 x 30 = 1800 trojtihelnikovymi elementy
s preponami orientovanymi ruznym smeérem.

Obrézek 7.8: Reseni testovaciho pifkladu 2 spoctené pomoci metody SUPG, ¢ = 1073,
(n% + ¢*)/2 = 3,95. Pouzita sit (isol) s 2 x 30 x 30 = 1800 trojtihelnikovymi elementy
s preponami orientovanymi stejnym smeérem.
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Obrézek 7.9: Reseni testovaciho pifkladu 2 spoctené pomoci metody SUPG, ¢ = 1078,
(n% 4 ¢?)1/? = 1279, 3. Pouzita sit (iso0) s 2 x 30 x 30 = 1800 trojihelnikovymi elementy
s preponami orientovanymi ruznym smeérem.

Obrézek 7.10: Reseni testovaciho pifkladu 2 spoc¢tené pomoci metody SUPG, € = 1078,
(n? + ¢HY? = 1279, 1. Pouzita sit (isol) s 2 x 30 x 30 = 1800 trojihelnfkovymi elementy
s pfeponami orientovanymi stejnym smérem.

V testovacim piikladu 1 vede vhodnd volba sité (jedna hrana kazdého elementu je
rovnobéznd s vektorem b) k odstranéni vétsiny nefyzikalnich oscilaci a ndsledné ke znac-
nému poklesu chyby. Obé pouzité sité v testovacim piikladu 2 jiz tuto vlastnost maji
a tudiz je pokles chyby mensi, nicméné c¢ast oscilaci zmizi. Méfeni nefyzikalnich oscilaci
popiSseme na konci nasledujiciho odstavce.

7.2 Vysledky ziskané stabilizaci

Ackoli je v nékterych ptipadech globalni odhad chyby feseni spoc¢teného pomoci do Car-
movy-Galeaovy ¢i Burmanovy-Ernovy metody nizsi, nez v pripadé vylepsené Mizukamiho-
Hughesovy metody, Mizukamiho-Hughesova metoda odstranuje tplné nefyzikalni oscilace.
Dalsi nevyhodou prvnich dvou metod je, ze matice soustav vznikajicich pfi vypoctu jsou
v nékterych ptipadech Spatné podminéné a muze se tedy stat, ze pri pouziti néjakého
nepiimého fesice (napt. Gaussova-Seidlova metoda) vypocet kolabuje.

7 vyse zminénych duvodu budeme v dalgich numerickych vypoétech pracovat vyhradneé
s vylepsenou verzi Mizukamiho-Hughesovy metody (IMH). Nésledujici obrazky ukazuji
feSeni spoctend pomoci IMH metody na ruznych typech siti.

Obrézek 7.11: Reseni testovaciho pifkladu 1 spoétené pomoci metody IMH na dvou
riznych sitich (iso0 a recl), e = 107%. V prvnim pifpadé je (n% +¢?)'/2 = 3,08, v druhém
je (mh + ()2 =3,21.
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Obrézek 7.12: Reseni testovaciho pifkladu 1 spoétené pomoci metody IMH na dvou
riiznych sitich (iso0 a recl), ¢ = 108, V prvnim pifpadé je (5% + ¢*)Y? = 1063, 3,
v druhém je (n% + ¢?)Y/? = 1026, 7.

Obrézek 7.13: ReSeni testovaciho piikladu 2 spoétené pomoci metody IMH na dvou
riiznych sitich (iso0 a isol), e = 1073, V prvnim i v druhém pifpadé je (n%+¢?)"/? = 3, 83.

Obrézek 7.14: Reseni testovaciho pifkladu 2 spoétené pomoci metody IMH na dvou
riiznych sitich (iso0 a isol), e = 1078, V prvnim i v druhém pifpadé je (n% + ¢?)Y/2 =
1270, 2.

Oba testovaci pifklady jsou zvoleny tak, ze je-li € = 1078, lze piitomnost nefyzikdlnich
oscilaci v feSeni spocteném pomoci metody SUPG mérit pomérné lehce - pomoci maxima
a minima diskrétniho feseni na oblasti Q. Je-li ¢ = 1073, je situace ponékud obtiZnéjsi.
Vyuzijeme proto faktu, ze feSeni spoctené pomoci metody IMH je témér bez oscilaci, a
budeme oscilace méfit také jako maximalni vychylku rozdilu feSeni spoctenych pomoci
metod SUPG a IMH. Je ale tteba dodat, ze feSeni spoctené pomoci metody IMH mtize
byt (diky piitomnosti umélé difize) rozmazané. Proto i tento zpusob méfeni nemusi byt
presny.

7.3 Vysledky ziskané adaptivnim zjemnénim sité

Pti adaptivnim zjemnovani sité jsem vyuzil diive zminénych aposteriornich odhadu chyby
a také program ANGENER 3.0. Angener nepracuje s puvodni rovnici (1.1), chybu odhaduje
pomoci Hessovy matice zkonstruované k diskrétnimu teseni uy, (viz. [17]).

Vsechny metody byly porovnény na zakladé pritomnosti nefyzikalnich odcilaci v dis-
krétnim teseni a rovnéz pomoci odhadu globalni chyby.
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Red - Green algoritmus

7 nasledujicich obrazku je ziejmé, ze red-green algoritmus sice snizuje globalni chybu,
ovSem v piipadé, kdy € = 107® je neschopny odstranit vechny nefyzikalni oscilace. To se
podaii az po aplikaci IMH metody.

S ESSESESES SIS S S SIS
KRR PR PR K R KPR KPR KK

Obrézek 7.15: Reseni pitkladu 1s ¢ = 1073 (vlevo, 17883 elementi1, (n%+¢2)"/? = 0,478) a
e = 107% (vpravo, 8064 elementt, (n%+ > 1/2 = 347,1) a na siti iso0 po aplikaci red-green
algoritmu s w = 0.1.

Obrazek 7.16: Reseni pitkladu 1 s e = 1073 (vlevo, 12291 elementi, n%+C? 1/2 =0, 588) a
e =107® (vpravo, 19704 elementt, (n% +(? 1/2 = 131, 0) na siti recl po aplikaci red-green
algoritmu s w = 0.1.
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Obrézek 7.17: Reseni pitkladu 2 s € = 1073 Vlevo, 13120 element, (n% +¢2)Y2 = 0,710
ae = 107% (vpravo, 8654 elementi, (n%+¢2)!/2 = 228, 7) na siti iso0 po aplikaci red-green
algoritmu s w = 0.1.
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Obrézek 7.18: Reseni pitkladu 2 s € = 1073 (vlevo, 13609 elementi, n% 4+ (Y2 = 0,707
ae = 107% (vpravo, 8832 elementt, (n%+(2)!/2 = 234, 3) na sfti isol po aplikaci red-green
algoritmu s w = 0.1.
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Angener

Obdobné je na tom i program Angener. Pro e = 1073 se 1ispésné oscilace odstranit podaii.
Pro e = 1078 v8ak oscilace pfetrvavaji.
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Obrézek 7.19: Resenf pitkladu 1 s € = 10~ na siti zkonstruované Angenerem (vlevo, 9859
elementti, (n% + ¢?)Y/2 = 0,381) a po pouziti IMH (vpravo, (n% + ()2 = 0,342).
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Obrézek 7.20: Reseni pifkladu 1 s e = 1078 na siti zkonstruované Angenerem (vlevo,
11542 elementt, (n% + ¢%)Y/2 = 236,9) a po pouzit{ IMH (vpravo, (n% + ¢2)/2 =232, 1).
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Obrézek 7.21: Reseni pitkladu 2 s € = 1073 na siti zkonstruované Angenerem (vlevo, 8637
elementii, (n% + ¢%)Y/2 =0,481) a po pouziti IMH (vpravo, (n% + ()2 = 0,401).

i

Obrézek 7.22: Reseni pifkladu 2 s e = 107% na siti zkonstruované Angenerem (vlevo,
15368 elementt, (n% + (%)% = 267,1) a po pouzit{ IMH (vpravo, (n% + ¢2)'/% = 266, 4).

Na poslednim obrazku si muzeme v§imnout, ze metoda IMH si v tomto piipadé do-
konce neporadila s oscilacemi v klesajici hrani¢ni parabolické vrstve.
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Nyni shrneme ziskané vysledky do grafu. Nésledujici ¢tyti grafy ukazuji pokles Kuner-
tova odhadu globélni chyby pii pouziti red-green algoritmu (resp. Angeneru).
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Obrazek 7.23: Pokles globalni chyby pii pouziti red-green algoritmu a programu Angener
v testovacim piikladu 1, e = 1073, w = 0, 1.
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Obrazek 7.24: Pokles globalni chyby pti pouziti red-green algoritmu a programu Angener
v testovacim pifkladu 1, e = 1078, w = 0, 1.
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Obrazek 7.25: Pokles globalni chyby pfi pouziti red-green algoritmu a programu Angener
v testovacim piikladu 2, ¢ = 1073, Rizné volby w.
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Obrazek 7.26: Pokles globalni chyby pfi pouziti red-green algoritmu a programu Angener
v testovacim piikladu 2, ¢ = 1078, Ruzné volby w.

Na obrazcich si muzeme vSimnout, ze o tvaru a poloze kiivek rozhoduje nejenom
pocéatecni volba sité (testovaci piiklad 1), ale i volba w v nerovnosti (6.1)

Paklize bychom chtéli zkonstruovat podobné grafy i pro jiny nez Kunertuv odhad
chyby, zjistili bychom zZe vétsina béznych odhadu v pripadé konvektivné dominantni rov-
nice (1.1) nefunguje. Jako pfiklad ndm mohou poslouzit nasledujici grafy zkonstrouvané
pro odhad Zienkiewicze a Zhua (5.16) a testovaci piiklad 1.
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Obrazek 7.27: Prubéh odhadu globalni chyby Zienkiewicze a Zhua pfi pouziti red-green
algoritmu a Angenru v testovacim pifkladu 1, € = 1073, Rizné volby w.
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Obrazek 7.28: Prubéh odhadu globalni chyby Zienkiewicze a Zhua pfi pouziti red-green
algoritmu a Angeneru v testovacim piikladu 1, e = 1078, Riizné volby w.
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Nésledujici obrazky potvrzuji fakt, Ze pii volbé ¢ = 1073 se oscilace z diskrétniho fesen{
odstranit podaii, zatimco pro e = 1078 oscilace pfetrvavaji. Grafy jsou zkonstruovany pro
testovaci piiklad 1, u testovaciho piikladu 2 je situace obdobna.
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Obrazek 7.29: Vyvoj nefyzikdlnich oscilaci pfi pouziti red-green algoritmu a Angeneru
v testovacim piikladu 1, e = 1073, Ruzné volby w.
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Obrazek 7.30: Vyvoj nefyzikalnich oscilaci pti pouziti red-green algoritmu a Angeneru
v testovacim piikladu 1, ¢ = 108, Rizné volby w.

7.4 Ruzna vylepseni

V posledni ¢asti numerickych vysledki otestujeme dva mozné postupy, jenz ve vhodné
kombinaci s predchozimi mohou vyznamné ovlivnit kvalitu numerického teseni. Prvnim
z nich je modifikace red-green algoritmu definovana v kapitole 6.

Vylepseni red-green algoritmu

Cely postup demonstrujeme na prvnim testovacim prikladé. Pouzijeme konstanty ¢; = 0,5
a g2 = 0,25. Tomu odpovidaji funkce

A

=0,5 a

Ao = 0,25+

0,5

)

x 4+
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Pouzijeme-li tyto funkce pro stanoveni délicich bodu pfi chodu red-green algoritmu
(A1 odpovidd puvodnimu algoritmu), zjistime, Ze red-green algoritmus pouzivajici druhou
z jmenovanych funkci poskytuje lepsi vysledky. Nasledujici obrazky ukazuji vytez feSeni
obou dvou postupti v blizkosti kritického rohu [1, 0] pro € = 1073 po péti iteracich. Zvlaste
na strané r = 0 je ziejmé vyrazné zlepseni kvality siteé.
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Obrazek 7.31: Vyiez feSeni testovaciho piikladu 1 s ¢ = 1072 na siti recl po aplikaci
red-green algoritmu s w = 0.193. Pouzity funkce A\; (vlevo) a Ay (vpravo).

O tom, ze Teseni modifikovaného red-green algoritmu muze byt ’kvalitnéjsi’ svedél
grafy zavislosti odhadu chyby a amplitudy oscilaci na poctu uzlu :
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Obrazek 7.32: Vyvoj Kunertova odhadu chyby pii pouziti red-green algoritmu a modifi-
kovaného red-green algoritmu v testovacim pifkladu 1, e = 1073, w = 0, 193.
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Obrazek 7.33: Vyvoj nefyzikdlnich oscilaci pfi pouziti red-green algoritmu a modifiko-
vaného red-green algoritmu v testovacim piikladu 1, e = 1073, w = 0, 193.
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Je tfeba podotknout, Ze hodnotu koeficientu ¢ nenf vhodné volit piili§ malou, nebot
tak muzeme zpusobit degeneraci thlu v oblastech, kde to neni vhodné.

Posun uzlua

Posuneme-li pied pouzitim red-green algoritmu (klasického) uzly sité do ’lepsi’ pozice,

zvysime tim anisotropitu sité (snizime hodnotu pfislusné matching function). Nasledné

aplikovany red-green algoritmus pak pracuje s 'vhodnymi’ - splostélymi trohihelniky:.
Tentokat budeme uvazovany postup demonstrovat na testovacim prikladé 2, opét

s diftizni konstantou e = 1073. V kazdé iteraci posunujeme vzdy vSechny uzly sité podle
postupu popsaném v sekci 6.2. Po 1000 iteracich tak ziskdme ndsledujici sit a fesenf :

08

0.6

02

Obrazek 7.34: Sit a feseni vzniklé posunem uzli pivodni sité.

Detajlni vyfezy feseni naznacuji (Obr. 7.35), Ze nova sit je kvalitéjsi nezli puvodni
(is00). Z vyfezu rohu u vrcholu [1,0] je ale také patrné, ze by se uzly mohly posuovat
do vhodnéjsich poloh. Jak jiz bylo feceno vyse, s takto vzniklou siti lze dale pracovat -
napiiklad je mozné vyuzit ji jako pocdtecni sit k red-green algoritmu.
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Obrazek 7.35: Srovnani vyfezu feseni zkonstruovanych na puvodni a modifikované siti.
(U vrcholu [1, 0], na strané y = 1 a u vrcholu [0, 0].)
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O tom, jak se pfi celém procesu chovaji globdlni chyba a amplituda oscilace vypovidaji
nasledujici dva grafy.
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Obrazek 7.36: Vyvoj Kunertova odhadu chyby pfi posouvani uzli v pifkladu 1, e = 1073,
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Obrazek 7.37: Vyvoj nefyzikalnich oscilaci pfi posouvani uzli v pifkladu 1, e = 1073,

Zatimco odhad chyby s vyjimkou pocatecni inicializacni faze stale klesd, vyvoj oscilaci
je vice komplikovany, coz muze byt zapfi¢inéno tim, Ze jsou pocitany jako maximum
rozdilu feseni spocteného na dané siti metodou SUPG a metodou IMH. Nicméné, oproti
pocatecni fazi, je jejich pokles znacny.



Kapitola 8
Zaver

Provedené numerické experimenty potvrzuji fakt, ze rovnice konvekce-difize jsou v kon-
vektivné dominantnim piipadé velmi obtizné numericky fesitelné. Pouzijeme-li k feSeni
pouhou stabilizaci bez adaptivniho zjemnéni, nejsme schopni dosahnout libovolné nizké
chyby (aniz bychom pouzili velké mnozstvi uzlia). V silné konvektivné dominantnim pii-
padeé je zase velmi obtizné odstranit pouhym adaptivnim zjemnénim veskeré nefyzikalni
oscilace vznikajici v meznich vrstvach.

Klicem k odstranéni nefyzikalnich oscilaci pomoci adaptivniho zjemnovani je konstru-
ovat takové sité, které maji splostélé elementy ve sméru, v jakém se oscilace objevuji -
nejcastéji tedy ve sméru gradientu spocteného reseni.

Stabilizacni metody sice odstrani vétsinu nefyzikalnich oscilaci, zdroven vsak diky
pridané umeélé difizi zpusobuji rozmazani a snizeni presnosti pocitaného Fesen.

Chceme-li ispésné fesit konvektivné dominantni rovnice konvekce-difize je tedy nutné
vhodné kombinovat stabilizacni a adaptivni metodu, abychom nejenom odstranili nefy-
zikalni oscilace, ale zaroven méli feseni i dostatecné presné.
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