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Název práe: Deformae vazkopru¾nýh materiálù { modelování a poèítaèováanalýza vybranýh modelùAutor: Karel TùmaKatedra (ústav): Matematiký ústav UKVedouí diplomové práe: Do. RNDr. Josef Málek, CS., DS.e-mail vedouího: Josef.Malek�mff.uni.zAbstrakt: V pøedlo¾ené prái odvodíme dva nelineární modely nestlaèitel-nýh tekutin ryhlostního typu, které popisují hování viskoelastikýh te-kutin. Linearizaí elastiké èásti odezvy dostaneme dva modely blízké popu-lárním modelùm pro viskoelastiké tekutiny { Oldroyd-B a Burgersùv mo-del. Pøedstavíme úpravu nelineárního modelu pomoí koe�ientu závisléhona prvním invariantu deformaèního gradientu. Dále uká¾eme experiment za-hyujíí relaxai napìtí asfaltu ve válové geometrii. Studujeme proudìníve dvou rùznýh geometriíh { rovinné proudìní mezi dvìma rovnobì¾nýmideskami a osovì symetriké proudìní ve váli. Pokud je to mo¾nì, øe¹íme pro-blémy analytiky, jinak numeriky. Zkoumáme, který z uva¾ovanýh modelùje shopen zahytit adekvátnì experimentální data.Klíèová slova: Asfalt, viskoelastiká tekutina, metoda koneènýh prvkù.Title: Deformations of visoelasti materials { modeling and omputationalanalysis of seleted modelsAuthor: Karel TùmaDepartment: Matematiký ústav UKSupervisor: Do. RNDr. Josef Málek, CS., DS.Supervisor's e-mail address: Josef.Malek�mff.uni.zAbstrat: In the present work we derive two nonlinear models for inompres-sible rate type uids that desribe the behaviour of the visoelasti uids.Making the linearization of the elasti response, we obtain two models si-milar to the popular models for visoelasti uid { Oldroyd-B and Burgersmodel. Furthermore, we modify the nonlinear model by assuming that oneof the oeÆient depends on the �rst invariant of the deformation gradient.We present an experiment that douments the stress relaxation of asphalt inthe ylindrial geometry. We study the ow at two di�erent geometries { theparalel plate ow and the axially symmetri ylinder ow. If it is possible,the problems are solved analytially, otherwise they are solved numerially.We investigate what model is apable of �tting the experimental data.Keywords: Asphalt, visoelasti uid, �nite element method.5



Kapitola 1ÚvodModely lineárnì pru¾ného materiálu a lineárnì viskózní tekutiny nejsou sho-pny adekvátnì zahytit napì»ovou relaxai pozorovanou takøka ve v¹eh re-álnýh materiáleh. Tento nedostatek klasikýh modelù vedl ke vzniku eléhierarhie modelù pro vazko-pru¾né (viskoelastiké) materiály.Uva¾ujme materiál, který po urèitou dobu udr¾ujeme pøi konstantní de-formai. Mìøíme sílu, která je k tomu potøeba. Deformae èistì elastiké látkyvy¾aduje po elou dobu konstantní pùsobení síly, poté se materiál ihned na-vraí do pùvodního stavu. Naproti tomu deformae viskózní látky se dosáhnepùsobením v èase singulární síly, a v deformovaném stavu tekutina setrvávái bez dal¹ího pùsobení. Témìø v¹ehny skuteèné materiály v¹ak pro udr¾enídeformovaného stavu po¾adují sílu, která je men¹í ne¾ poèáteèní, ale nenízpravidla nulová. Napì»ová relaxae tedy není u vìt¹iny materiálù triviální(konstantní resp. po poèáteèním impulzu nulová). Dal¹í vlastnosti typiképro viskoelastiké materiály jsou nelinearní reep èi pøítomnost rozdílu nor-málovýh napìtí v jednoduhém smykovém poli.V této prái budeme simulovat hování asfaltu. Sna¾íme se modelovathování tohoto geofyzikálního materiálu v experimentu, který máme k dis-pozii. Pøedstavíme rùzné modely viskoelastikýh tekutin a zji¹»ujeme, kterýz nih lépe odpovídá experimentálním datùm.V první kapitole struènì popí¹eme modelovaný materiál a dále shrneme,èím se budeme v prái zabývat. Ètenáøe, který by rád získal víe informaío materiálovýh vlastnosteh asfaltu a jeho vyu¾ití, mù¾eme odkázat na pøe-hledný èlánek [1℄, kde lze rovnì¾ nalézt velký poèet odkazù a referení.
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1.1 AsfaltAsfalt je komplexní heterogenní smìs uhlovodíkù. Èistý destilaèní asfalt (angl.straight-run asphalt) se získává jako vedlej¹í produkt pøi ra�nování ropy. Tense pak dále upravuje pro dal¹í pou¾ití. Nejèastìji se pou¾ívá pro stavbu silnia dálni. V tom pøípadì se èistý asfalt smíhá se ¹tìrkem a jinými plnivya hotová smìs se pak lije na vozovku, aby po zhladnutí vytvoøila její pevnýpovrh. Dále se asfalt pou¾ívá jako elektriký izolátor podvodníh kabelùnebo jako izolae pro uhování lehe a støednì silnì radioaktivního odpadu.Existují i pøirozené zdroje asfaltu, které byly vyu¾ívány u¾ na¹imi pøedky.Pou¾ívali je k výrobì lovekýh zbraní, k tìsníím úèelùm nebo ke stavbìsvýh obydlí.V této prái se budeme sna¾it popsat makroskopiké hování èistého as-faltu. Asfalt je velmi komplikovanou smìsí rùznýh slo¾ek, které mezi sebourùznì interagují, pøièem¾ pøesné hemiké slo¾ení a proesy probíhajíí v as-faltu stále nejsou zela známy. Asfalt obsahuje typiky dvì slo¾ky { slo¾kuamorfní a krystalikou. Tohoto poznatku dále u¾ijeme. Dal¹í komplikaí je,¾e vlastnosti asfaltu výraznì závisí na teplotì. Pro nízké teploty se hovájako sklovitá pevná látka, se zvy¹ujíí teplotou se z nìj stává viskoelastikápevná látka, viskoelastiká tekutina, a¾ newtonská tekutina. Pøesné rozmezíteplot odpovídajíí jednotlivým re¾imùm nelze jednoznaènì urèit, nebo» jeovlivnìno slo¾ením a pùvodem asfaltu.Asfalt se naví rùznì projevuje v závislosti na èasové ¹kále pozorování.Pokud jej pozorujeme v bì¾né situai, napøíklad v rámi jednoho dne, zdá senám, ¾e jde o pevnou látku. Zajímavý experiment, který ukazuje hování as-faltu v mnohem del¹í èasové ¹kále, zaèal probíhat na University of Queenslandv roe 1927. Profesor Thomas Parnell zahøál asfalt a nalil ho do sklenìnéhotryhtýøe se zalepeným dnem. Tøi roky se nehal asfalt ustálit a po této dobìbylo dno ustøi¾eno a asfalt mohl zaèít volnì vytékat. Asfalt zaèal odkapá-vat jako tekutina, jednotlivé kapky v¹ak odpadávaly v øádu nìkolika let posobì. Na obr. 1.1 lze vidìt fotogra�i probíhajíího experimentu, v tabuleje uvedeno, kdy z tryhtýøe odpadly jednotlivé kapky asfaltu. Podrobnostio experimentu lze nalézt na internetové stráne [2℄.
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Rok Událost1930 ustøi¾eno1938, prosine 1. kapka1947, únor 2. kapka1954, duben 3. kapka1962, kvìten 4. kapka1970, srpen 5. kapka1979, duben 6. kapka1988, èervene 7. kapka2000, listopad 8. kapka
Obrázek 1.1: Experiment s kapajíím asfaltem1.2 Cíl a obsah práeCílem práe je o nejlépe popsat hování asfaltu za zjednodu¹enýh podmí-nek danýh parametry experimentu, který pøedstavíme ve ètvrté kapitole.Experiment je provádìn pøi konstantní teplotì a na èasové ¹kále 15 sekund.Z toho dùvodu není tøeba uva¾ovat vý¹e uvedené komplikae a asfalt budememodelovat jako homogenní kontinuum pøi konstantní teplotì. V dal¹í kapi-tole odvodíme dva modely ryhlostního typu, k tomu pou¾ijeme dva modernípøístupy nelineární mehaniky kontinua zalo¾ené na pojmeh pøirozené kon-�gurae a maximalizae ryhlosti produke entropie. Konstitutivní rovniipro tenzor napìtí (tenzorová velièina) odvodíme pomoí tohoto aparátu a zeznalosti konstitutivníh vztahù pro dvì skalární velièiny { ryhlost produkeentropie a Helmholtzovy volné energie. Tím získáme viskoelastiký model,který je shopný zahytit nelinearitu v elastiké èásti odezvy.8



Lineárnì elastiký materiál si lze pøedstavit jako homogenní materiál, kdeodezva v ka¾dém bodì tìlesa pøi jednoduhém smyku je stejná a naví od-povídá odezvì lineární pru¾inky. Odezva je tak øízena Hookeovým zákonem.Klasikou lineární newtonskou tekutinu si lze pøedstavit jako izotropní ho-mogenní materiál, kde odezva v ka¾dém bodì je stejná a odpovídá odezvìlineárního tlumièe. Jednoduhý viskoelastiký materiál si tak lze pøedstavitjako homogenní materiál, jeho¾ odezva v jednoduhém smyku je dána nìja-kou kombinaí vzájemnì propojenýh lineárníh tlumièù a pru¾inek. Jedno-duhé sériové zapojení je jako pøíklad uvedeno na obr. 2.1. Pru¾inka pøed-stavuje elastikou èást odezvy, tlumiè pak viskózní èást. Není zøejmé, jaktímto pøístupem sestavit viskoelastiký model s nelineární elastikou èástíodezvy. Aparát zmínìný v pøedhozím odstavi nám to umo¾òuje; s jeho po-moí odvodíme dva nelineární modely. První z nih se odvodí za pøedpokladuexistene jedné pøirozené kon�gurae. Tento model pou¾il Jan Kratohvíl vesvé diplomové prái a tato práe na [3℄ navazuje. Proto¾e asfalt obsahujetypiky dvì slo¾ky { amorfní a krystalikou, odvodíme v této prái modelse dvìma pøirozenými kon�guraemi. Oba nelineární modely modi�kujemepro pou¾ití ve dvourozmìrném prostoru, èím¾ získáme snadnìji øe¹itelné rov-nie. Nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraí dále modi�kujeme.Jeden z viskózníh koe�ientù není konstantní, ale závisí na prvním inva-riantu odpovídajíího deformaèního gradientu. Takto upravený model námumo¾ní lépe zahytit mìøený experiment. Souèástí práe bude øe¹ení rovniuvedenýh modelù jak ve dvourozmìrném, tak ve trojrozmìrném prostoru.Linearizaí nelineárníh modelù získáme populární modely Oldroyd-Ba Burgersùv model. Ve páté kapitole otestujeme adekvátnost v¹eh pìti uve-denýh modelù na pøíkladì Couetteho proudìní mezi dvìma rovnobì¾nýmideskami. Výsledky tohoto testu pou¾ijeme v následujíí kapitole k simulaiskuteèného experimentu ve váli. Parametry modelù urèíme tak, aby výsledeksimulae o nejlépe odpovídal experimentálním datùm. Pøi hledání parame-trù øe¹íme problém za zjednodu¹ujííh podmínek. Jejih oprávnìnost dáleovìøíme øe¹ením úplného problému metodou koneènýh prvkù.
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Kapitola 2Mehanika kontinuaK popisu tìlesa u¾ijeme jednotný termomehaniky konzistentní ráme za-lo¾ený na pojmeh referenèní, souèasná a pøirozená kon�gurae a prinipumaximalizae ryhlosti produke entropie, který je vhodný k nalezení efektiv-ního tvaru konstitutivní rovnie pro tenzor napìtí. Obený popis elkovéhopøístupu lze nalézt v [5, 6, 7℄.2.1 Kon�gurae a kinematiké velièinyTìleso tvoøené viskoelastikým materiálem se nahází v èase t v kon�gurai�(t), tato kon�gurae se nazývá aktuální (souèasná) kon�gurae. Tuto kon�-gurai budeme porovnávat s kon�guraí systému �(r), o¾ je kon�gurae sys-tému v klidu na poèátku, tzv. referenèní kon�gurae. Zavedeme pøirozenoukon�gurai �(p(t)). Je to taková kon�gurae systému odpovídajíí aktuálníkon�gurai �(t), pøi které je tìleso opro¹tìno od v¹eh vnìj¹íh podnìtù. Pakse aktuální kon�gurae a jí takto odpovídajíí pøirozená kon�gurae od sebeli¹í èistì elastikou deformaí. Zavedením pojmu pøirozená kon�gurae tedyrozdìlíme proes na èást èistì elastikou a èistì viskózní.Uka¾me si na jednoduhém konkrétním pøíkladì, jak lze motivovat pojempøirozené kon�gurai. Jednoduhý lineární viskoelastiký model lze napøíkladznázornit sériovì zapojenou pru¾inou a tlumièem jako na obr. 2.1. Tlumiètvoøí dva souosé vále vyplnìné tekutinou. Pru¾ina pøedstavuje elastikouèást a tlumiè viskózní èást. Na obr. 2.1a) je na poèátku materiál relaxována pru¾ina i tlumiè nejsou nata¾ené. Systém se nahází v referenèní kon�gu-rai �(r). Poté zapojení natáhneme (obr. 2.1b)), dojde k deformai a systémse oitne v aktuální kon�gurai �(t). Pak soustavu neháme zrelaxovat, pru-10
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Obrázek 2.1: Jednoduhý lineární viskoelastiký model¾ina se stáhne do svého klidového stavu, tlumiè zùstane nata¾ený (obr. 2.1)).Kon�gurai tohoto systému nazveme pøirozenou kon�guraí �(p(t)). Proto¾epøi relaxai se deformae tlumièe nemìní, budeme uva¾ovat, ¾e elková volnáenergie systému je závislá jen na deformai z pøirozené kon�gurae. Podrob-nosti o pøirozené kon�gurai lze nalézt napø. v [8℄.Oznaème � deformaèní funki, která zobrazuje bod tìlesa X v referenèníkon�gurai �(r) do bodu tìlesa x v aktuální kon�gurai, tj.x = �(X; t):Její derivaí podle èasu získáme ryhlostní polev = ���t :K deformaèní funki v pøípadì homogenního materiálu zavedeme deformaènígradient (viz obr. 2.2) F = r�zobrazujíí in�nitezimální element z �(r) do �(t). Ze znalosti deformaèníhogradientu mù¾eme urèit následujíí velièiny. Levý a pravý Cauhyho-Greenùvtenzor napìtí (tyto velièiny nebudeme dále pou¾ívat a pod tìmito pojmybudeme myslet nìo jiného)B = FFT; C = FTF;11
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Obrázek 2.2: Pøirozená kon�guraegradient ryhlosti L = rv = _FF�1a jeho symetrikou èást D = L+ LT2 :Dále de�nujme Fp(t) jako zobrazení in�nitezimálního elementu z �(p(t)) do�(t) a G zobrazuje z �(r) do �(p(t)). Tyto dvì nové velièiny mají tedy vùèisobì vztah G = F�1p(t)F:Zaveïme dále levý a pravý Cauhyho-Greenùv tenzor napìtíBp(t) = Fp(t)FTp(t); Cp(t) = FTp(t)Fp(t)a ryhlost deformae, resp. její symetrikou èástLp(t) = _GG�1; Dp(t) = Lp(t) + LTp(t)2 :Pro odvození nelineární modelu budeme dále potøebovat znát deviatorikouèást tenzoru Bp(t) BÆp(t) = Bp(t) � 13(trBp(t))Ia jeho èasovou derivai_Bp(t) = _(Fp(t)FTp(t)) = _(FG�1G�TFT) = LBp(t) +Bp(t)LT � 2Fp(t)Dp(t)FTp(t);12



kde jsme pou¾ili vztahu _A�1 = �A�1 _AA�1:Oznaèíme-li OA= _A � LA �ALT jako Oldroydovu derivai tenzoru A, pakmù¾eme Oldroydovu derivai tenzoru Bp(t) zapsat ve tvaruOBp(t)= �2Fp(t)Dp(t)FTp(t): (2.1)Dále budeme pro odvození modelu potøebovat znát, jak vypadá Oldroydovaderivae jeho deviatoriké èástiOBÆp(t) = O�Bp(t) � 13(trBp(t))I�= OBp(t) �13(tr _Bp(t))I� 13(trBp(t)) OI== �2Fp(t)Dp(t)FTp(t) � 13 tr(LBp(t) + LTBp(t))I++ 23 tr(FTp(t)Fp(t)Dp(t))I+ 23(trBp(t))D == �2Fp(t)Dp(t)FTp(t) � 23(D �Bp(t))I+ 23(Cp(t) �Dp(t))I+ 23(trBp(t))D;(2.2)kde jsme pou¾ili ykliènost stopy a vztahutr(AB) = A �BT:2.2 Bilanèní rovnie mehaniky kontinuaAsfalt simulujeme jako homogenní materiál, proto si nyní shrneme bilanènírovnie mehaniky kontinua, podrobnosti viz podkapitola A/2 v [4℄. Teèkabude v elém textu znaèit materiálovou derivai, tj._' = �'�t + v � r':Bilane hmoty _� + div(�v) = 0;kde � znaèí hustotu tekutiny a v její ryhlost. V pøípadì konstantníhustoty se bilane hmoty redukuje nadiv v = 0:13



Bilane hybnosti � _v = �f + divT;kde T znaèí tenzor napìtí a f vnìj¹í objemové síly, ty budeme zane-dbávat.Bilane momentu hybnosti T = TT:Bilane energie � _e = T �D+ �r � div q; (2.3)kde e znaèí vnitøní energii, r hustotu energetikýh zdrojù a q tok tepla.Entropiká nerovnost (Druhý zákon termodynamiky)�� _� + � div q� � �r � 0; (2.4)kde � je termodynamiká teplota a � entropie. Odeètením (2.4) od (2.3)a zavedením Helmholtzovy volné energie  = e� �� dostávámeT �D� � _ � � _�� � q � r�� � 0: (2.5)De�nujeme-li ryhlost produke entropie vztahem� = T �D� � _ � � _�� � q � r�� ; (2.6)pak (2.5) øíká, ¾e � � 0.Redukovaná termodynamiká nerovnostV pøípadì, kdy uva¾ovaný proes se dìje pøi konstantní teplotì, serovnie (2.6) zjednodu¹í na� = T �D� � _ a � � 0: (2.7)2.3 Prinip maxima ryhlosti produke ent-ropieCílem odvození bude získat konstitutivní vztah pro symetriký tenzor napìtíT. Namísto toho, abyhom si ho pøímo pøedepsali, a tím museli urèit jeho ¹est14



rùznýh slo¾ek1, urèíme si pouze dvì konstitutivní rovnie pro Helmholtzovuvolnou energii  a ryhlost produke entropie � závislou na D;Dp(t);Bp(t).Volbu � musíme provést tak, aby � � 0, a tak byl automatiky splnìn druhýtermodynamiký zákon (druhá èást (2.7)). Naví po¾adujeme, aby � splòovaloprvní èást (2.7). Takovýh D;Dp(t);T bude mnoho, z nih vybereme ty, kterémaximalizují ryhlost produke entropie, a tak urèíme konstitutivní vztah proT. Dùvod, proè provádíme maximalizai, je následujíí. Pøedstavme si izolo-vaný systém. Tento systém dosáhne rovnováhy, kdy¾ jeho entropie dosáhnemaxima. Volbou maximální ryhlosti produke entropie tedy zajistíme, ¾e setìleso dostane do rovnováhy, o nejryhleji to jde. Víe o tomto prinipu lzenalézt napø. v [9℄.Hledáme tedy T tak, abyhom maximalizovali ryhlost produke ent-ropie � majíe na pamìti podmínky nestlaèitelnosti (trD = trDp(t) = 0)a redukovanou termodynamikou nerovnost (2.7).

1Musíme urèit ¹est slo¾ek pro konstitutivní vztah tenzoru napìtí T a je¹tì konstitutivnívztah pro Helmholtzovu volnou energii  . 15



Kapitola 3Viskoelastiké modelyV této kapitole odvodíme ètyøi modely nestlaèitelnýh tekutin ryhlostníhotypu vhodnýh k popisu nenewtonskýh harakteristik jako jsou relaxaenapìtí, nelineární reep èi pøítomnost rozdílu normálovýh napìtí v jedno-duhém smykovém poli.3.1 Nelineární model se dvìma pøirozenýmikon�guraemiJak ji¾ bylo øeèeno vý¹e, asfalt má dvì významné slo¾ky { amorfní a krys-talikou. Mù¾eme tedy asfalt modelovat buï jako homogenní kontinuum, èijako smìs dvou kontinuí. V této èásti se budeme zabývat komplikovanìj¹ímpøípadem, tj. asfalt modelujeme jako smìs dvou slo¾ek. Na rozdíl od klasikékontinuální teorie smìsí (viz napø. [10℄ èi [11℄) v¹ak skuteènost, ¾e se za-býváme smìsí, nereprezentujeme dvìma koexistujíími kontinui, ale jednímkontinuem (viz napø. [12℄), kterému pøiøadíme dvì pøirozené kon�gurae {jedna odpovídá amorfní slo¾e, druhá slo¾e krystaliké.Mìjme tedy materiál skládajíí se ze dvou slo¾ek. Ka¾dé jeho slo¾e od-povídá jedna pøirozená kon�gurae �(p1(t)) a �(p2(t)) (viz obr. 3.1).Helmholtzovy volné energie tìhto slo¾ek oznaème  1;  2. Celková volnáenergie je rovna souètu volnýh energií jednotlivýh slo¾ek. Redukovaná ter-modynamiká nerovnost pak má tvarT �D� �( _ 1 + _ 2) = � � 0:Urèíme konstitutivní vztahy pro Helmholtzovy volné energie jednotlivýhslo¾ek, ty jsou dány neo-Hookeovým zákonem popisujíí nelineární elastikou16
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Obrázek 3.1: Dvì pøirozené kon�guraeodezvu mezi �(pi(t)) a �(t)� 1 = �12 (trBp1(t) � 3);� 2 = �22 (trBp2(t) � 3); (3.1)kde �1; �2 jsou nezáporná èísla. Ryhlosti produke entropie jednotlivýhslo¾ek polo¾íme rovny�1 = �1D �D+ "1Dp1(t) �Bp1(t)Dp1(t);�2 = �2D �D+ "2Dp2(t) �Bp2(t)Dp2(t);kde �1; �2; "1; "2 jsou nezáporná èísla, aby byla splnìna druhá èást (2.7).První èleny odpovídají disipai newtonské tekutiny, druhé èleny zpùsobujíviskoelastiké hování. Pak elková ryhlost produke entropie je rovna ("0 =�1 + �2)� = �1 + �2 = "0D �D+ "1Dp1(t) �Bp1(t)Dp1(t) + "2Dp2(t) �Bp2(t)Dp2(t): (3.2)17



Dle prinipu maxima ryhlosti produke entropie heme tedy maximalizovat� = �(D;Dp1(t);Dp2(t)) vzhledem k promìnným D;Dp1(t) a Dp2(t) a vzhle-dem k vazbám daným nestlaèitelností trD = trDp1(t) = trDp2(t) = 0 a redu-kovanou termodynamikou nerovností (2.7). Upravujeme vazbu dosazenímneo-Hookeova (3.1) materiáluT �D� �( _ 1 + _ 2) = � ) T �D� _(� 1 + � 2) = �;T �D� �12 tr _Bp1(t) � �22 tr _Bp2(t) = �;T �D� �1(D �Bp1(t) �Cp1(t) �Dp1(t))� �2(D �Bp2(t) �Cp2(t) �Dp2(t)) = �:Na prvním øádku jsme u¾ili nestlaèitelnosti a na tøetím provedli tr _Bp1(t),resp. tr _Bp2(t). Maximalizai � provedeme pomoí teorie Lagrangeovýh mul-tiplikátorù. Zavádíme pomonou Lagrangeovu funkiF (D;Dp1(t);Dp2(t)) = � � �1 �T �D� �1(D �Bp1(t) �Cp1(t) �Dp1(t))�++ �1 ��2(D �Bp2(t) �Cp2(t) �Dp2(t))� ���� �2D � I� �3Dp1(t) � I� �4Dp2(t) � I;kde �1; �2; �3; �4 jsou odpovídajíí Lagrangeovy multiplikátory. Nutná pod-mínka pro lokální extrém � pak dává soustavu rovni1 + �1�1 ���D = T� �1Bp1(t) � �2Bp2(t) + �2�1 I;1 + �1�1 ���Dp1(t) = �1Cp1(t) + �3�1 I;1 + �1�1 ���Dp2(t) = �2Cp2(t) + �4�1 I:Dosadíme za � ze vztahu (3.2)1 + �1�1 2"0D = T� �1Bp1(t) � �2Bp2(t) + �2�1 I; (3.3)1 + �1�1 2"1Bp1(t)Dp1(t) = �1Cp1(t) + �3�1 I; (3.4)1 + �1�1 2"2Bp2(t)Dp2(t) = �2Cp2(t) + �4�1 I: (3.5)Provedením následujíí operae (máme na pamìti vazby nestlaèitelnosti)(3:3) �D+ (3:4) �Dp1(t) + (3:5) �Dp2(t)18



dostáváme rovnii 1 + �1�1 2� = � ) 1 + �1�1 = 12 :Provedením stopy na rovnie (3.3), (3.4) a (3.5) pak dostáváme�2�1 = �13 tr �T� �1Bp1(t) � �2Bp2(t)� ;�3�1 = 13 �"1Bp1(t) �Dp1(t) � �1 trCp1(t)� ;�4�1 = 13 �"2Bp2(t) �Dp2(t) � �2 trCp2(t)� :Nyní u¾ z (3.3) známe konstitutivní rovnii pro tenzor napìtíT = "0D+ �1Bp1(t) + �2Bp2(t) + 13(trT)I� 13�1(trBp1(t))I�� 13�2(trBp2(t))I = �pI+ "0D + �1BÆp1(t) + �2BÆp2(t);kde jsme oznaèili p = � trT=3. Rovnie (3.4) nám pak dává vztah proCauhyho-Greenùv tenzor napìtí Bp1(t)"1�Bp1(t)Dp1(t) � 13(Bp1(t) �Dp1(t))I� = �1�Cp1(t) � 13(trCp1(t))I� : (3.6)Nyní provedeme polární rozklad deformaèního gradientuFp1(t) = Rp1(t)Up1(t) = Vp1(t)Rp1(t):Vzhledem k tomu, ¾e uva¾ujeme izotropní materiál, mù¾eme pøedpokládat,¾e materiál je natoèený správným smìrem, a tedy Rp(t) = I. Pak je Fp1(t) =Up1(t) = Vp1(t) a Fp1(t) je symetriký tenzor. Vynásobíme-li rovnii (3.6) zlevaF�Tp1(t) a zprava FTp1(t), dostaneme (trCp1(t) = trBp1(t))"1�Fp1(t)Dp1(t)FTp1(t) � 13(Cp1(t) �Dp1(t))I� = �1�Fp1(t)FTp1(t) � 13(trBp1(t))I� :Ze vztahu (2.2) pak dostáváme"1��12 OBÆp1(t) � 13(D �BÆp1(t))I+ 13b1D� = �1BÆp1(t);19



kde jsme oznaèili b1 = trBp1(t). Stejným postupem upravíme (3.5). Nakonedosazením do bilanèníh rovni dostávámediv v = 0;� _v = divT ) � _v = �rp + div("0D+ �1BÆp1(t) + �2BÆp2(t));"1��12 OBÆp1(t) � 13(D �BÆp1(t))I+ 13b1D� = �1BÆp1(t);1 = det�BÆp1(t) + 13b1I� ; (3.7)"2��12 OBÆp2(t) � 13(D �BÆp2(t))I+ 13b2D� = �2BÆp2(t);1 = det�BÆp2(t) + 13b2I� :Tøetí (pátý) vztah obsahuje jen pìt nezávislýh rovni, nebo» stopa tétorovnie je nulová. Musíme pøidat dal¹í rovnie pro nestlaèitelnost elastikéodezvy. Celkem máme ¹estnát neznámýh, jedna je p, tøi v, dvì b1; b2 a de-set BÆp1(t);BÆp2(t). A máme také ¹estnát rovni, tedy uzavøený systém, kterýmù¾eme øe¹it.3.1.1 Model v dimenzi dvìNyní se podíváme, jak se výsledný systém zjednodu¹í, uva¾ujeme-li vý¹euvedený model jen ve dvou prostorovýh dimenzíh. Informae týkajíí sedimenze prostoru se vyskytovala v deviatoriké èásti tenzoru BÆp(t). Postupu-jeme tedy stejnì jako vý¹e s tím rozdílem, ¾e deviatoriká èást je de�novánaBÆp(t) = Bp(t) � 12(trBp(t))I:Vypoèítejme nyní Oldroydovu derivai deviatoriké èásti, vzore (2.1) zù-stává stejný.OBÆp(t) = O�Bp(t) � 12(trBp(t))I�= OBp(t) �12(tr _Bp(t))I� 12(trBp(t)) OI== �2Fp(t)Dp(t)FTp(t) � 12 tr(LBp(t) + LTBp(t))I++ tr(FTp(t)Fp(t)Dp(t))I+ (trBp(t))D == �2Fp(t)Dp(t)FTp(t) � (D �Bp(t))I+ (Cp(t) �Dp(t))I+ (trBp(t))D: (3.8)20



Narozdíl od pøedhozího odvození mají Helmholtzovy energie tvar� 1 = �12 (trBp1(t) � 2);� 2 = �22 (trBp2(t) � 2):Ryhlosti produke entropie jednotlivýh slo¾ek zùstávají stejné�1 = �1D �D+ "1Dp1(t) �Bp1(t)Dp1(t);�2 = �2D �D+ "2Dp2(t) �Bp2(t)Dp2(t):Rovnie (3.3), (3.4) a (3.5) zùstávají v platnosti, li¹í se a¾ provedení stop natyto rovnie �2�1 = �12 tr �T� �1Bp1(t) � �2Bp2(t)� ;�3�1 = 12 �"1Bp1(t) �Dp1(t) � �1 trCp1(t)� ;�4�1 = 12 �"2Bp2(t) �Dp2(t) � �2 trCp2(t)� :Tenzor napìtí má pak tvarT = �pI + "0D+ �1BÆp1(t) + �2BÆp2(t);kde p = � trT=2. Rovnie (3.4) dává po dosazení vztah pro Cauhyho-Greenùv tenzor napìtí"1�Bp1(t)Dp1(t) � 12(Bp1(t) �Dp1(t))I� = �1�Cp1(t) � 12(trCp1(t))I� :U¾itím izotropie materiálu a násobením zleva F�Tp1(t) a zprava FTp1(t) dostaneme"1�Fp1(t)Dp1(t)FTp1(t) � 12(Cp1(t) �Dp1(t))I� = �1�Fp1(t)FTp1(t) � 12(trBp1(t))I� :Pou¾itím (3.8) dostáváme"1�� OBÆp1(t) � (D �BÆp1(t))I+ b1D� = 2�1BÆp1(t);21



kde b1 = trBp1(t). Stejným postupem upravíme (3.5) a dosazením do bilanè-níh rovni získáme nelineární model se dvìma pøirozenými kon�guraemi vedvourozmìrném prostoru div v = 0;� _v = �rp + div("0D+ �1BÆp1(t) + �2BÆp2(t));"1�� OBÆp1(t) � (D �BÆp1(t))I+ b1D� = 2�1BÆp1(t);1 = det�BÆp1(t) + 12b1I� ; (3.9)"2�� OBÆp2(t) � (D �BÆp2(t))I+ b2D� = 2�2BÆp2(t);1 = det�BÆp2(t) + 12b2I� :Jednoduhost tohoto systému spoèívá v tom, ¾e vektory, resp. matie majívelikost 2, resp. 2� 2. Narozdíl od trojrozmìrného pøípadu zde máme jen 11rovni, které je tøeba øe¹it. Naví rovnie pro nestlaèitelnost elastiké odezvymù¾eme snadno eliminovat. Tyto rovnie pøedstavují kvadratiké rovnie prob1, resp. b2. Jejih jednoduhé øe¹ení mù¾eme tedy dosadit do zbývajííhrovni, a tak získat systém s pouze 9 rovniemi.3.2 Nelineární model s jednou pøirozenou kon-�guraíVý¹e popsané modely snadno zjednodu¹íme, budeme-li uva¾ovat jen jednupøirozenou kon�gurai systému jako na obr. 2.2. Odvození tohoto modelu jestejné, jen máme jednu slo¾ku materiálu. Volná energie a ryhlost produkeentropie mají tvar � = �2 (trBp(t) � 3);� = "0D �D+ "1Dp(t) �Bp(t)Dp(t); (3.10)kde �; "0; "1 � 0.
22



Rovnie popisujíí tento model pak mají tvardiv v = 0;� _v = �rp + div("0D+ �BÆp(t));"1��12 OBÆp(t) � 13(D �BÆp(t))I+ 13bD� = �BÆp(t); (3.11)1 = det�BÆp(t) + 13bI� ;kde b = trBp(t) a D je symetriká èást gradientu ryhlosti.3.2.1 Model v dimenzi dvìÚprava pro model fungujíí ve dvou prostorovýh dimenzíh je stejná jakový¹e popsaná úprava pro systém se dvìma pøirozenými kon�guraemi. Modelmá pak tvar div v = 0;� _v = �rp+ div("0D + �1BÆp(t));"1�� OBÆp(t) � (D �BÆp(t))I+ bD� = 2�1BÆp(t); (3.12)1 = det�BÆp(t) + 12bI� ;kde b = trBp(t) a D je symetriká èást gradientu ryhlosti.3.2.2 Nelineární model s jednou pøirozenou kon�gu-raí a nekonstantním koe�ientemNyní uva¾ujme nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraí (3.11) mo-di�kovaný o viskózní koe�ient závislý na prvním invariantu deformaèníhogradientu podle vztahu "1 = �"1[N(b� 3)m + 1℄; (3.13)který byl pou¾it napø. v praíh [13℄ a [14℄. Koe�ienty N;m jsou reálná èíslaa �"1; N � 0. Pak ryhlost produke entropie má tvar� = "0D �D+ �"1[N(b� 3)m + 1℄Dp(t) �Bp(t)Dp(t): (3.14)23



Ryhlost produke entropie � musí být objektivní izotropní funke, a tedyinvariantní vùèi grupì ortogonálníh transformaí. Pøedpokládejme nyní projednoduhost, ¾e neobsahuje první èlen odpovídajíí newtonské disipai. Pakskalární funke � dvou tenzorù Bp(t);Dp(t) je invariatntní vùèi grupì ortogo-nálníh transformaí, pokud lze vyjádøit jako funke invariantù tìhto ten-zorù a jejih souèinù, tj.�(Bp(t);Dp(t)) = f(tr(Bp(t)); tr(Dp(t)); tr(B2p(t)); tr(D2p(t));tr(Bp(t)Dp(t)); tr(B2p(t)Dp(t)); tr(D2p(t)Bp(t)); : : : ): (3.15)Vý¹e uvedenì tvrzení a víe podrobností o objektivitì lze nalézt napø. v do-datku C v [15℄. V na¹em pøípadì má ryhlost produke entropie tvar�(Bp(t);Dp(t)) = �"1[N(tr(Bp(t))� 3)m + 1℄Dp(t) �Bp(t)Dp(t) == �"1[N(tr(Bp(t))� 3)m + 1℄ tr(D2p(t)Bp(t))a � je tedy speiální pøípad (3.15) a volba (3.14) je tedy pøípustná.3.3 Oldroydùv modelPøedpokládejme, ¾e Fp(t) popisuje malé elastiké odezvy nestlaèitelného ma-teriálu, tj. Fp(t) = I+X; kXk = "� 1: (3.16)Pak Bp(t) a Cp(t) mají tvarBp(t) = Fp(t)FTp(t) = I+X+XT +O("2) � I+ 2A;Cp(t) = FTp(t)Fp(t) � I+ 2A; (3.17)kde � znamená zanedbání èlenù druhého a vy¹¹ího øádu. Elastiká odezva jenestlaèitelná, tj. detFp(t) = 1 a provedeme-li Taylorùv rozvoj determinantu,získáme 1 = detFp(t) = 1 + trA+O("2)) trA = 0:Dosazením z (3.17) do redukované termodynamiké nerovnosti (2.7) dosta-neme T �D� �D �Bp(t) + �Cp(t) �Dp(t) = �;T �D� �D � (I+ 2A) + �Dp(t) � (I+ 2A) = �;T �D� 2�D �A+ 2�Dp(t) �A = �;24



kde jsme pou¾ili nestlaèitelnost (trD = trDp(t) = 0). Ryhlost produkeentropie (3.10) má v tomto pøípadì tvar� = "0D �D+ "1Dp(t) � (I+ 2A)Dp(t):Nyní budeme jako vý¹e maximalizovat � vzhledem k vazbám termodynamikénerovnosti a nestlaèitelnosti. Pokud tento postup provedeme, dostaneme kon-stitutivní rovnie pro tenzor napìtíT = 13(trT)I� 23(trA)I+ "0D+ 2�A = �pI+ "0D+ 2�A;"1(I+ 2A)Dp(t) = 2�A+ 23"1(A �Dp(t))I� 23(trA)I == 2�A+ 23"1(A �Dp(t))I; (3.18)kde p = � trT=3. Nyní z (3.16) a (3.17) dosadíme do (2.2) a s u¾itím izotropie(Fp(t) = FTp(t)) dostaneme2 OA= O(I+ 2A)Æ = OBÆp(t) = �2(I+X)Dp(t)(I+X)� 23(D � 2A)I++ 23(2A �Dp(t))I+ 2D == �2(Dp(t) + 2ADp(t))� 43(D �A)I+ 43(A �Dp(t))I+ 2D:Dosazením do (3.18) dostaneme2�A+ "1 OA= 2"1D� 23"1(D �A)I:Zanedbáme-li poslední èlen pøedhozí rovnie, dostaneme známý model proviskoelastiký materiál { Oldroyd-BT = �pI+ "0D+GA;A+ � OA = 2�D;kde jsme oznaèili G = 2� � 0 a � = "1=(2�) � 0. Tento lineární model senazývá Oldroyd-B a parametr � má význam relaxaèního èasu. Spolu s bilaníhmoty a bilaní hybnosti tvoøí uzavøený systémdiv v = 0;� _v = �rp + div("0D+GA); (3.19)A+ � OA = 2�D:Model v dimenzi dvì popisují stejné rovnie.25



3.4 Burgersùv modelProvedeme-li analogiky linearizai nelineárního modelu se dvìma kon�gura-emi, dostaneme Burgersùv model. Náznak jejího postupu lze nalézt v [7℄1.Burgersùv model má pak tvar div v = 0;� _v = �rp+ div(A); (3.20)A+ �1 OA +�2 OOA = �1D+ �2 OD;kde �1; �2; �1; �2 � 0 jsou viskózní koe�ienty. Model v dimenzi dvì popisujístejné rovnie.

1Autorovi se bohu¾el nepodaøilo dle uvedeného èlánku redukovat nelineární model sedvìma pøirozenými kon�guraemi na lineární Burgersùv model.26



Kapitola 4Popis experimentuExperiment s asfaltem provádìl Dr. J. Murali Krishnan v Indian Institute ofTehnology v Madrasu [16℄. Experiment byl provádìn pomoí dynamikéhoviskozimetru (viz obr. 4.1). Toto zaøízení má tvar vále skládajíího se zedvou táù. Spodní tá je pevnì usazen a nehýbe se, horní se otáèí. Mezi tytotáy je na poèátku umístìn kulový vzorek asfaltu a stlaèen na tvar vále,pøesahujíí materiál je odstranìn. Poté se nehá vzorek zrelaxovat pøi danéteplotì. V èase t = 0 se zaène horní tá otáèet konstantní úhlovou ryhlostí! a pro èas t 2 [0 s; 15 s℄ je na nìm mìøen moment síly potøebný k udr¾enítéto konstantní úhlové ryhlosti. Vý¹ka vzorku je 1 mm a je udr¾ována poelou dobu trvání experimentu. Prùmìr táù je 8 mm.Experiment byl provádìn pro tøi rùzné úhlové ryhlosti ! = 0,5 rad.s�1,0,25 rad.s�1, 0,125 rad.s�1 a dvì rùzné teploty 25ÆC a 35ÆC. Pøi teplotì 25ÆCjsou momenty sil pøibli¾nì o øád vy¹¹í ne¾ pøi teplotì 35ÆC.horní otoèný tá vzorek asfaltudolní pevný tá
Obrázek 4.1: Shéma viskozimetru27
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Kapitola 5Simulae problému v rovinnégeometriiProvedení experimentu s otáèením dvou válù je urèitì snadnìj¹í ne¾ experi-ment, ve kterém by se posouvaly dvì (nekoneènì dlouhé) rovnobì¾né desky.Naopak z matematikého pohledu øídííh rovni je rovinná geometrie mezideskami jednodu¹¹í ne¾ v pøípadì válovýh souøadni. Z tohoto dùvodu jsmepøedpokládali, ¾e experimentální data byla získána v takovém experimentu.Simulae ve 2D nám pomù¾e indikovat, které modely jsou dobré, a mù¾e námprozradit informae u¾iteèné pro simulai ve váli.Nyní si popí¹eme experiment s rovnobì¾nými deskami. Spodní deska jev klidu, horní deska se zaène v èase t = 0 pohybovat doprava ryhlostí v0a experimentátor mìøí sílu potøebnou k udr¾ení této konstantní ryhlosti v0.Desky jsou vzdálené od sebe h =1 mm.
h v0

xy
Obrázek 5.1: Pohyb desekMateriál pova¾ujeme za homogenní nestlaèitelnou viskoelastikou teku-29



tinu. Pro tuto tekutinu pou¾ijeme modely odvozené ve tøetí kapitole. Nejdøívepou¾ijeme lineární modely, pak modely nelineární. Síla potøebná k udr¾eníkonstantní síly je úmìrná slo¾e tenzoru napìtí Txy. Hledáme takové parame-try modelu, aby se vypoèítaná síla o nejvíe shodovala s experimentálnímidaty pøi teplotì 35 ÆC a úhlové ryhlosti 0,5 rad.s�1.Problém øe¹íme ve dvourozmìrném euklidovském prostoru. Pro jednodu-host pøedpokládejme, ¾e v¹ehny velièiny závisí pouze na y a t. Ryhlosttekutiny v = (vx; 0) má nenulovou pouze slo¾ku ve smìru osy x. Zaèneme odjednodu¹¹íh modelù.5.1 Oldroyd-B5.1.1 Staionární øe¹eníp = p(y); v = (vx(y); 0); A = �Axx(y) Axy(y)Axy(y) Ayy(y)� :Dosazením1 do modelu (3.19) dostaneme0 = ��y �"0�vx�y +GAxy� ; (5.1)0 = �p�y ;Axx = 2� ��vx�y �Axy;Axy = � �vx�y ; (5.2)Ayy = 0:Dosazením (5.2) do (5.1) zjistíme, ¾e vx je lineární funkí y a z podmínekvx(0) = 0 a vx(h) = v0 plyne, ¾e vx = v0y=h.5.1.2 Nestaionární øe¹eníp = p(y; t); v = (vx(y; t); 0); A = �Axx(y; t) Axy(y; t)Axy(y; t) Ayy(y; t)� :Naví máme poèáteèní podmínky vx(t = 0) = 0 aA(t = 0) = 0; 8y 2 [0; h℄.1Tvar difereniálníh operátorù v kartézskýh souøadniíh naleznete v pøíloze A.1.30



Dosazením do modelu (3.19) dostaneme��vx�t = ��y �"0�vx�y +GAxy� ;0 = �p�y ;Axx + � �Axx�t = 2� ��vx�y �Axy;Axy + � �Axy�t = � �vx�y ;Ayy = 0:Tyto rovnie nelze øe¹it analytiky, pøesto, kdy¾ aproximujeme ryhlost prou-dìní øe¹ením staionárního problémuvx = v0(t)yha zanedbáme �v0�t = 0, pak dostaneme pro Axy rovnie0 = G�Axy�y ;Axy + � �Axy�t = � v0h :Spolu s poèáteèní podmínkou je øe¹ení této rovnieAxy = v0�h �1� e�t=�� :Pro tenzor napìtí pak máme vztahTxy = "0v0h +Gv0�h �1� e�t=�� :Nejvhodnìj¹í koe�ienty "0; G; � jsou nalezeny v Matlabu metodou nejmen-¹íh ètverù pou¾itím funke fitoptions. Pro podrobnosti ohlednì funkíMatlabu viz [17℄. Zelená barva oznaèuje experimentální data, èervená barvasimulai.Vidíme, ¾e Oldroydùv model není shopen zahytit tento experiment.31
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Obrázek 5.2: Simulae vs. experiment"0 = 9;24:10�6 Pa.s, G = 1;62:10�5 Pa, � = 0;16 s.5.2 Burgers5.2.1 Staionární øe¹eníp = p(y); v = (vx(y); 0); A = �Axx(y) Axy(y)Axy(y) Ayy(y)� :Dosazením do modelu (3.20) dostaneme0 = �Axy�y ; (5.3)0 = �p�y ;Axx = 2�1��vx�y �Axy � �2��vx�y �2 ;
32



Axy = �12 �vx�y ; (5.4)Ayy = 0:Dosazením (5.4) do (5.3) zjistíme, ¾e vx je lineární funkí y a z podmínekvx(0) = 0 a vx(h) = v0 plyne, ¾e vx = v0y=h.5.2.2 Nestaionární øe¹eníp = p(y; t); v = (vx(y; t); 0); A = �Axx(y; t) Axy(y; t)Axy(y; t) Ayy(y; t)� :Naví máme poèáteèní podmínky, v èase t = 0 je vx = 0 a A = 0; �A=�t == 0; 8y 2 [0; h℄. Dosazením do modelu (3.20) dostaneme��vx�t = �Axy�y ;0 = �p�y ;Axx + �1�Axx�t + �2�2Axx�t2 = 2�1��vx�y �Axy + 4�2��vx�y � �Axy�t ++ 2�2� �2vx�y�t�Axy � �2��vx�y �2 ;Axy + �1�Axy�t + �2�2Axy�t2 = �12 �vx�y + �22 �2vx�y�t ;Ayy = 0:Tyto rovnie nelze øe¹it analytiky, aproximujeme proto ryhlost proudìníøe¹ením staionárního problémuvx = v0(t)yha zanedbáme �v0�t = 0, pak dostaneme pro Axy rovnie0 = �Axy�y ;Axy + �1�Axy�t + �2�2Axy�t2 = �1v02h :33



Spolu s poèáteèními podmínkami je øe¹ení této rovnieAxy = �1v02h �1 + eAt�AB sinh(Bt)� osh(Bt)�� ;kde A = � �12�2 ; B = p�21 � 4�22�2 :Pro tenzor napìtí máme v tomto pøípadì stejný vztah jako pro slo¾ku AxyTxy = Axy = �1v02h �1 + eAt�AB sinh(Bt)� osh(Bt)�� :Nejvhodnìj¹í koe�ienty �1; A; B nalezneme opìt metodou nejmen¹íh ètverù(koe�ient �2 není mo¾né tímto experimentem urèit).
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Obrázek 5.3: Simulae vs. experiment�1 = 2;34:10�5 Pa.s, A = �523, B = 499.Jak je z obr. 5.3 patrné, ani Burgersùv model není shopen dobøe zahytittento experiment. 34



5.3 Nelineární model s jednou pøirozenou kon-�guraí5.3.1 Staionární øe¹eníp = p(y); v = (vx(y); 0); b = b(y); BÆp(t) = �Bxx(y) Bxy(y)Bxy(y) �Bxx(y)� :Dosazením do modelu (3.12) dostaneme0 = ��y �"02 �vx�y + �Bxy� ;0 = ��y (p+ �Bxy);2�Bxx = "1�vx�y Bxy;2�Bxy = "1�vx�y ��Bxx + b2� ;b2 = 4(1 +B2xx +B2xy):Oznaème � = "12� �vx�y ;pak øe¹ení posledníh tøí rovni jeBxy = �p1 + �2 ; Bxx = �2p1 + �2 ; b = 2p1 + �2:Dosazením do první rovnie dostanemeC = "0"1��+ � �p1 + �2 ;kde C je konstanta a my hledáme �(y). Na levé stranì rovnie je konstanta,a tedy � musí být stejné pro v¹ehna y, jinak øeèeno � nezávisí na y, a tedyvx je lineární funkí y. Z okrajovýh podmínek dostávámevx = v0yh :
35



5.3.2 Nestaionární øe¹eníp = p(y; t); v = (vx(y; t); 0); b = b(y; t);BÆp(t) = �Bxx(y; t) Bxy(y; t)Bxy(y; t) �Bxx(y; t)� :Naví máme poèáteèní podmínky, v èase t = 0 je vx = 0 a BÆp(t) = 0; b == 2; 8y 2 [0; h℄. Dosazením do modelu (3.12) dostaneme��vx�t = ��y �"02 �vx�y + �Bxy� ;0 = ��y (p+ �Bxy);�Bxx�t = �2�"1 Bxx + �vx�y Bxy;�Bxy�t = �2�"1 Bxy � �vx�y �Bxx � b2� ;b2 = 4(1 +B2xx +B2xy):Tyto rovnie nelze øe¹it analytiky, aproximujeme ryhlost proudìní øe¹enímstaionárního problému vx = v0(t)yha zanedbáme �v0�t = 0, pak dostaneme pro Bxy rovnie0 = �Bxy�y ;�Bxx�t = �2�"1 Bxx + v0h Bxy;�Bxy�t = �2�"1 Bxy � v0h �Bxx �q1 +B2xx +B2xy� ;a tedy Bxy nezávisí na y. Máme tedy soustavu dvou obyèejnýh difereniál-níh rovni, kde neznáme závisí na èase t. Tu øe¹íme v Matlabu Rungeho-Kuttovou metodou ètvrtého øádu pomoí funke ode45. Øe¹ení soustavy Bxyje závislé na pomìru koe�ientù �="1, z nìj vypoèítáme slo¾ku tenzoru napìtíTxy("0; "1; �; t) = "0v02h + �Bxy(�="1; t):36



Dále zavedeme skalární funki jako L1, resp. L2 normu rozdílu experimentál-níh dat a výpoètug("0; "1; �) = �Z T0 je(t)� Txy("0; "1; �; t)jn dt�1=n ; n = 1; 2;kde e(t) jsou experimentální data a T=15 s. Hledáme takové "0; "1; �, aby gbyla o nejmen¹í. K minimalizai g pou¾ijeme v Matlabu funki fminsearh.Minimalizaí g pak dostáváme parametry, které dosadíme do Txy. Porovnánívypoètené slo¾ky tenzoru napìtí a experimentálníh dat vidíme na obr. 5.4,resp. 5.5.Lep¹í výsledek nám poskytuje L1 norma, aèkoli L2 norma, a tedy i prostorL2 funkí má lep¹í analytiké vlastnosti. Nelineární model s jednou kon�gu-raí je shopen elkem pìknì zahytit experiment.
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Obrázek 5.4: Simulae vs. experiment, L1 norma,"0 = 2;28:10�5 Pa.s, "1 = 4;55:10�6 Pa.s, � = 2;10:10�6 Pa
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Obrázek 5.5: Simulae vs. experiment, L2 norma,"0 = 2;27:10�5 Pa.s, "1 = 4;24:10�6 Pa.s, � = 1;64:10�6 Pa
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5.4 Nelineární model s jednou pøirozenou kon-�guraí a nekonstantním koe�ientem5.4.1 Staionární øe¹eníp = p(y); v = (vx(y); 0); b = b(y); BÆp(t) = �Bxx(y) Bxy(y)Bxy(y) �Bxx(y)� :Dosadíme do modelu (3.12) spolu s (3.13) upraveným pro dvourozmìrnýpøípad "1 = �"1[N(b � 2)m + 1℄ (5.5)a dostaneme 0 = ��y �"02 �vx�y + �Bxy� ; (5.6)0 = ��y (p+ �Bxy);2�Bxx = �"1[N(b� 2)m + 1℄�vx�y Bxy;2�Bxy = �"1[N(b� 2)m + 1℄�vx�y ��Bxx + b2� ;b2 = 4(1 + B2xx +B2xy):Oznaème � = �"12� �vx�y ;pak poslední tøi rovnie jsou algebraiké rovnie pro ¹est promìnnýh Bxx,Bxy, b, �, m, N . Najdeme øe¹ení pro Bxx; Bxy; b jako funki �;m;N , tj.Bxy = f1(�;m;N); Bxx = f2(�;m;N); b = f3(�;m;N);kde f1; f2; f3 jsou nelineární funke v promìnné �. Dosazením do rovnie(5.6) dostaneme C = "0�"1��+ �f1(�;m;N);kde C;m;N jsou konstanty a my hledáme �(y). Pravá strana rovnie musíbýt tedy stále konstantní. Vzhledem k tomu, ¾e f1 není lineární v �, musíbýt � také konstanta, tedy � nezávisí na y, a tedy vx je lineární funkí y.Z okrajovýh podmínek dostávámevx = v0yh :39



5.4.2 Nestaionární øe¹eníp = p(y; t); v = (vx(y; t); 0); b = b(y; t);BÆp(t) = �Bxx(y; t) Bxy(y; t)Bxy(y; t) �Bxx(y; t)� :Naví máme poèáteèní podmínky, v èase t = 0 je vx = 0 a BÆp(t) = 0; b == 2; 8y 2 [0; h℄. Dosazením do modelu (3.12) spolu s (5.5) dostaneme��vx�t = ��y �"02 �vx�y + �Bxy� ;0 = ��y (p+ �Bxy);�Bxx�t = � 2��"1[N(b� 2)m + 1℄Bxx + �vx�y Bxy;�Bxy�t = � 2��"1[N(b� 2)m + 1℄Bxy � �vx�y �Bxx � b2� ;b2 = 4(1 +B2xx +B2xy):Tyto rovnie nelze øe¹it analytiky, aproximujeme ryhlost proudìní øe¹enímstaionárního problému vx = v0(t)yha zanedbáme �v0�t = 0, pak dostaneme pro Bxy rovnie0 = �Bxy�y ;�Bxx�t = � 2��"1[N(b� 2)m + 1℄Bxx + v0h Bxy;�Bxy�t = � 2��"1[N(b� 2)m + 1℄Bxy � v0h �Bxx �q1 +B2xx +B2xy� ;a tedy Bxy nezávisí na y. Máme tedy soustavu dvou obyèejnýh difereniál-níh rovni na èase t. Øe¹ení soustavy Bxy je závislé na pomìru koe�ientù�="1 a m;N , z nìj vypoèítáme slo¾ku tenzoru napìtíTxy("0; "1; �;m;N; t) = "0v02h + �Bxy(�="1; m;N; t):40



Dále zavedeme skalární funki jako L1, resp. L2 normu rozdílu experimentál-níh dat a výpoètug("0; "1; �;m;N) = �Z T0 je(t)� Txy("0; "1; �;m;N; t)jn dt�1=n ; n = 1; 2;kde e(t) jsou experimentální data a T=15 s. Hledáme takové "0; "1; �;m;N ,aby g byla o nejmen¹í. Minimalizaí g pak dostáváme parametry, které do-sadíme do Txy. Porovnáním vypoètené slo¾ky tenzoru napìtí a experimentál-níh dat vidíme na obr. 5.6, resp. 5.7.Výsledek se témìø neli¹í od modelu s konstantními nezávislými koe�i-enty, øe¹ení závisí málo na parametreh m;N . Ov¹em tento model není hor¹í,ani být nemù¾e, nebo» pro N = 0 se stává koe�ient konstantním. Lep¹í vý-sledek nám opìt poskytuje L1 norma.
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Obrázek 5.6: Simulae vs. experiment, L1 norma,"0 = 2;28:10�5 Pa.s, "1 = 4;53:10�6 Pa.s, � = 2;09:10�6 Pa,m = �0;90, N = 4;52.
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Obrázek 5.7: Simulae vs. experiment, L2 norma,"0 = 2;27:10�5 Pa.s, "1 = 4;23:10�6 Pa.s, � = 1;63:10�6 Pa,m = �1;06, N = 5;87.
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5.5 Nelineární model se dvìma pøirozenýmikon�guraemi5.5.1 Staionární øe¹eníp = p(y); v = (vx(y); 0); b1 = b1(y); b2 = b2(y);BÆp1(t) = �B1xx(y) B1xy(y)B1xy(y) �B1xx(y)� ; BÆp2(t) = �B2xx(y) B2xy(y)B2xy(y) �B2xx(y)� :Dosazením do modelu (3.9) dostaneme0 = ��y �"02 �vx�y + �1B1xy + �2B2xy� ;0 = ��y (p+ �1B1xy + �2B2xy);2�iBixx = "i�vx�y Bixy;2�iBixy = "i�vx�y ��Bixx + bi2� ;b2i = 4(1 +B2ixx +B2ixy); i = 1; 2:Oznaème �i = "i2�i �vx�y ;pak øe¹ení posledníh tøí rovni jeBixy = �ip1 + �2i ; Bixx = �2ip1 + �2i ; bi = 2q1 + �2i :Dosazením do první rovnie dostanemeC = "0"i ��i + �1 �1p1 + �21 + �2 �2p1 + �22 :Na levé stranì rovnie je konstanta C, a tedy �i nezávisí na y, a tedy vx jelineární funkí y. Z okrajovýh podmínek dostávámevx = v0yh :43



5.5.2 Nestaionární proudìníp = p(y; t); v = (vx(y; t); 0); b1 = b1(y; t); b2 = b2(y; t);BÆp1(t) = �B1xx(y; t) B1xy(y; t)B1xy(y; t) �B1xx(y; t)� ; BÆp2(t) = �B2xx(y; t) B2xy(y; t)B2xy(y; t) �B2xx(y; t)� :Naví máme poèáteèní podmínky, v èase t = 0 je vx = 0 aBÆp1(t) = 0; BÆp2(t) == 0; b1 = 2; b2 = 2 8y 2 [0; h℄. Dosazením do modelu (3.9) dostaneme��vx�t = ��y �"02 �vx�y + �1B1xy + �2B2xy� ;0 = ��y (p+ �1B1xy + �2B2xy);�Bixx�t = �2�i"i Bixx + �vx�y Bixy;�Bixy�t = �2�i"i Bixy � �vx�y �Bixx � bi2� ;b2i = 4(1 +B2ixx +B2ixy); i = 1; 2:Tyto rovnie nelze øe¹it analytiky. Aproximujeme-li ryhlost proudìní øe¹e-ním staionárního problému vx = v0(t)yha zanedbáme �v0�t = 0, dostaneme pro Bixy rovnie0 = �Bixy�y ;�Bixx�t = �2�i"i Bixx + v0h Bixy;�Bixy�t = �2�i"i Bixy � v0h �Bixx �q1 +B2ixx +B2ixy� ; i = 1; 2;a tedy Bixy nezávisí na y. Máme dvì soustavy dvou obyèejnýh difereniálníhrovni pro neznáme závislé na èase t. Tu øe¹íme Rungeho-Kuttovou metodouètvrtého øádu. Øe¹ení soustav Bixy jsou závislá na pomìru koe�ientù �i="i,z nih¾ vypoèítáme tenzor napìtíTxy("0; "1; �1; "2; �2; t) = "0v0=(2h) + �1B1xy(�1="1; t) + �2B2xy(�2="2; t):44



Zavedeme skalární funki pìti promìnnýh jako L1, resp. L2 normu rozdíluexperimentálníh dat a výpoètug("0; "1; �1; "2; �2) = �Z T0 je(t)� Txy("0; "1; �1; "2; �2; t)jn dt�1=n ; n = 1; 2;kde e(t) jsou experimentální data a T=15 s. Hledáme taková "0; "1; �1; "2; �2,aby g byla o nejmen¹í. Minimalizaí g dostáváme parametry, které dosadímedo Txy. Porovnáním vypoètené slo¾ky tenzoru napìtí a experimentálníh datvidíme na obr. 5.8, resp. 5.9.
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Obrázek 5.8: Simulae vs. experiment, L1 norma"0 = 2;17:10�5 Pa.s, "1 = 3;13:10�6 Pa.s, �1 = 1;31:10�7 Pa,"2 = 6;67:10�6 Pa.s, �2 = 2;83:10�6 Pa.Lep¹í výsledek nám poskytuje opìt L1 norma. Nelineární model se dvìmapøirozenými kon�guraemi zahyuje experiment nejlépe. Na závìr této ka-pitoly poznamenejme, ¾e v¹ehny výpoèty u nelineárníh modelù byly prove-deny také v trojrozmìrném pøípadì, kdy slo¾ky odpovídajíí ose z byly nulové45
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Obrázek 5.9: Simulae vs. experiment, L2 norma"0 = 2;00:10�5 Pa.s, "1 = 8;01:10�6 Pa.s, �1 = 3;91:10�7 Pa,"2 = 1;04:10�5 Pa.s, �2 = 4;72:10�6 Pa.a velièiny nezávisely na z. Vzhledem k tomu, ¾e výpoèty v trojrozmìrnémpøípadì byly nároènìj¹í (napø. determinant má slo¾itìj¹í tvar, matie jsou ve-likosti 3� 3) a výsledky výpoètù byly identiké, uvedli jsme zde jen výpoètyve dvourozmìrném pøípadì. V dal¹í kapitole budeme øe¹it skuteèný experi-ment. Vyházeje z výsledkù této kapitoly, jsme se rozhodli v dal¹ím pou¾ívatjen nelineární modely a pro srovnání pou¾ít standardnì jen L1 normu.
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Kapitola 6Simulae problému ve válovégeometriiProto¾e experiment byl provádìn ve viskozimetru tvaru vále, budeme pro-blém øe¹it ve válovýh souøadniíh (viz Pøíloha A.2). V minulé kapitolejsme zjistili, ¾e nemá význam zkou¹et lineární modely { Oldroyd-B a Burgers.Proto budeme v pøípadì válové geometrie zkoumat jen nelineární modely(3.11), (3.7) a (3.13). Na¹ím ílem je na�tovat experiment uvedený v kapi-tole 4.V prùbìhu �tování je tøeba umìt ryhle vyøe¹it problém. Z toho dùvodubudeme simulai poèítat s urèitými zjednodu¹eními, podobnì jako v kapitole5. Nakone, a¾ urèíme koe�ienty, budeme øe¹it úplný problém bez jakýhkolizjednodu¹ení pouze za pøedpokladu osové symetrie.6.1 Popis úlohySimulujeme experiment uvedený v kapitole 4. Na poèátku je asfalt v klidu,zrelaxovaný, tedyv(0;x) = 0; (6.1)BÆp(t)(0;x) = 0; b(0;x) = 3 pro nelineární model s jednou kon�guraí;BÆp1(t)(0;x) = 0; b1(0;x) = 3 pro nelineární model se dvìma pøiroze-nými kon�guraemi.BÆp2(t)(0;x) = 0; b2(0;x) = 3V prùbìhu experimentu se horní podstava vále otáèí konstantní úhlovouryhlostí ! a strhává s sebou v¹ehen materiál. Spodní podstava se nehýbe.47
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Obrázek 6.1: Simulae ve válové geometriiOkrajové podmínky úlohy jsou tedy následujíí:v(z = 0) = 0;v(z = h) = (0; !r; 0): (6.2)Pro porovnání s experimentem musíme po vyøe¹ení rovni urèit hodnotumomentu síly na horní podstavìM = Zhorní podstavarT'z dS = Z R0 2�r2T'z(r; z = h) dr; (6.3)kde jsme pou¾ili osové symetrie.6.2 Øe¹ení zjednodu¹eného problémuV této kapitole budeme øe¹it daný problém za podmínek, které nám usnadnívýpoèet. Celý postup si uká¾eme pro pøípad nelineárního modelu s jednoupøirozenou kon�guraí.6.2.1 Zjednodu¹ujíí pøedpokladyAby bylo mo¾né rovnie snadnìji øe¹it, zjednodu¹íme si úlohu obdobnì jakov kapitole 5. V¹ehny velièiny jsou nezávislé na úhlu '. Dále budeme uva¾o-vat, ¾e ryhlost proudìní tekutiny je nenulová jen ve smìru otáèení. Ryhlost48



musí naví splòovat okrajové podmínky, tedyv = �0; !rzh ; 0� :Správnost tohoto pøedpokladu dále ovìøíme simulaí úplného problému, kdyzjistíme ¾e velikost ryhlosti v radiálním smìru, zpùsobená setrvaènými si-lami, a velikost ryhlosti ve smìru osy z je mnohokrát men¹í ne¾ velikostryhlosti ve smìru rotae.Asfalt pøi své velmi vysoké viskozitì � velmi pomalu proudí a jeho Rey-noldsovo èíslo Re = �!Rh�je øádu 10�7. Z tohoto dùvodu zanedbáme naví konvektivní èlen v bilanihybnosti.6.2.2 Nelineární model s jednou pøirozenou kon�gu-raíNyní budeme hledat nestaionární øe¹ení úlohy se zjednodu¹ujíími pøedpo-klady v pøípadì nelineárního modelu s jednou kon�guraí.p = p(t; r; z); v = �0; !(t)rzh ; 0� ; b = b(t; r; z);BÆp(t) = 0�Brr(t; r; z) Br'(t; r; z) Brz(t; r; z)Br'(t; r; z) B''(t; r; z) B'z(t; r; z)Brz(t; r; z) B'z(t; r; z) �Brr(t; r; z)�B''(t; r; z)1A :Naví musí øe¹ení splòovat poèáteèní podmínky (6.1). Dosazením1 do neli-neárního modelu s jednou kon�guraí (3.11) dostaneme (bilane hmoty jesplnìna automatiky)0 = ��p�r + ���Brr�r + Brr �B''r + �Brz�z � ;�rzh �!�t = ���Br'�r + 2Br'r + �B'z�z � ;0 = ��p�z + ���Brz�r + Brzr � ��z (Brr +B'')� ;1Tvar difereniálníh operátorù ve válovýh souøadniíh naleznete v pøíloze A.2.49



�Brr�t = �2�"1 Brr � 2r!3h B'z; (6.4)�Br'�t = �2�"1 Br' + r!h Brz; (6.5)�Brz�t = �2�"1 Brz; (6.6)�B''�t = �2�"1 B'' + 4r!3h B'z; (6.7)�B'z�t = �2�"1 B'z � r!h (Brr +B'') + r!3hb;1 = det�BÆp(t) + 13bI� :Nyní tuto soustavu zjednodu¹íme. S poèáteèní podmínkou (6.1) z rovni (6.5)a (6.6) plyne Br' = Brz = 0:Dále souètem (6:7) + 2 � (6:4) a u¾itím poèáteèníh podmínek zjistíme, ¾eB'' + 2Brr = 0 ) B'' = �2Brr:Dosazením do soustavy a zanedbáním èasové derivae �!�t pak dostáváme�p�r = ���Brr�r + 3Brrr � ; (6.8)0 = ��B'z�z ; (6.9)�p�z = ��Brr�r ; (6.10)�Brr�t = �2�"1 Brr � 2r!3h B'z; (6.11)�B'z�t = �2�"1 B'z + r!h Brr + r!3hb; (6.12)1 = �2B3rr � bB2rr � BrrB2'z + 127b3 � 13bB2'z: (6.13)Rovnie (6.9) nám tedy øíká, ¾e B'z závisí jen na r. Z rovni (6.8) a (6.10)a zámìny pariálníh derivaí��2Brr�r�z + 3r �Brr�z = �2p�r�z = ��2Brr�r�z50



pak plyne, ¾e ani Brr nezávisí na z. Z rovnie nestlaèitelnosti elastiké odezvy(6.13) víme toté¾ o b.Získáváme tedy soustavu tøí rovni (6.11), (6.12), (6.13) o tøeh nezná-mýh Brr; B'z; b v promìnnýh r; t.Postup pøi �tování experimentuCílem �tování je urèit vypoèítaný moment (6.3) tak, aby se o nejvíe sho-doval s namìøeným experimentem. Fitovat budeme experiment pøi úhlovéryhlosti ! =0,5 rad.s�1 a teplotì 35ÆC. Pøi této teplotì a této úhlové ryh-losti do¹lo v tomto experimentu k nejvýraznìj¹ímu pøekmitu momentu sílyna poèátku pøi spou¹tìní experimentu. K urèení momentu potøebujeme znátslo¾ku tenzoru napìtí T'z, která je v pøípadì nelineárního modelu s jednoukon�guraí (a za zjednodu¹ujííh pøedpokladù) rovnaT'z = "0r!2h + �B'z:Potøebujeme tedy znát øe¹ení soustavy rovni (6.11), (6.12) a (6.13). Øe¹ímeji následujíím postupem. Z kubiké rovnie (6.13) pro b urèíme pomoí Car-danovýh vzorù (viz napø. [18℄) reálné øe¹ení b = b(Brr; B'z). To dosadímedo rovnie (6.12). Tím pak získáváme soustavu dvou pariálníh difereniál-níh rovni o dvou neznámýh v promìnnýh r; t.Vidíme, ¾e rovnie obsahují jen derivae podle èasu, o¾ nám umo¾òujeøe¹it soustavu následujíí ryhlou metodou. Pro libovolnì zvolené, ale pevnér vyøe¹íme u¾ jen soustavu dvou obyèejnýh difereniálníh rovni v èase.To provedeme v Matlabu Rungeho-Kuttovou metodou ètvrtého øádu. Jehoøe¹ení závisí na podílu �="1 a slo¾ka tenzoru napìtí T'z je závislá na tøehparametreh nelineárního modelu s jednou kon�guraí.T'z("0; "1; �; r; t) = "0r!2h + �B'z � �"1 ; r; t� :Moment sil (6.3) integrujeme slo¾eným Simpsonovým pravidlem ve 4 uzleh.M("0; "1; �; t) = Z R0 2�r2T'z("0; "1; �; r; t) dr:Tedy pro výpoèet jednoho momentu sil øe¹íme ètyøi soustavy obyèejnýhdifereniálníh rovni. Dále zavedeme skalární funki g jako L1 normu rozdílu51



experimentálníh dat a vypoèítaného momentug("0; "1; �) = Z T0 je(t)�M("0; "1; �; t)j dt;kde e(t) jsou experimentální data a T=15 s. Hledáme takové "0; "1; �, aby gbyla o nejmen¹í. K minimalizai g pou¾ijeme v Matlabu funki fminsearh.Minimalizaí g pak dostáváme parametry, které dosadíme do momentu M .V pøípadì ! = 0;5 rad.s�1 a teploty 35ÆC dostáváme výsledek na obr. 6.2.Nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraí tedy neumí dobøe za-hytit pøekmit momentu síly na poèátku spou¹tìní experimentu.
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Obrázek 6.2: Simulae vs. experiment, L1 norma,"0 = 4;84:104 Pa.s, "1 = 1;41:104 Pa.s, � = 5;70:103 Pa.
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6.2.3 Nelineární model se dvìma pøirozenými kon�gu-raemiHledáme nestaionární øe¹ení se zjednodu¹ujíími pøedpoklady pro nelineár-ního model se dvìma pøirozenými kon�guraemi.p = p(t; r; z); v = �0; !(t)rzh ; 0� ; b1 = b1(t; r; z); b2 = b2(t; r; z);BÆp1(t) = 0�B1rr(t; r; z) B1r'(t; r; z) B1rz(t; r; z)B1r'(t; r; z) B1''(t; r; z) B1'z(t; r; z)B1rz(t; r; z) B1'z(t; r; z) �B1rr(t; r; z)� B1''(t; r; z)1A ;BÆp2(t) = 0�B2rr(t; r; z) B2r'(t; r; z) B2rz(t; r; z)B2r'(t; r; z) B2''(t; r; z) B2'z(t; r; z)B2rz(t; r; z) B2'z(t; r; z) �B2rr(t; r; z)� B2''(t; r; z)1A :Øe¹ení musí splòovat poèáteèní podmínky (6.1). Dosazením do nelineárníhomodelu se dvìma pøirozenými kon�guraemi (3.7) a stejným postupem jakou nelineárního modelu s jednou pøirozenou kon�guraí získáme dvì nezávislésoustavy tøí pariálníh difereniálníh rovni o tøeh neznámýh�B1rr�t = �2�1"1 B1rr � 2r!3h B1'z;�B1'z�t = �2�1"2 B1'z + r!h B1rr + r!3hb1;1 = �2B31rr � bB21rr � B1rrB21'z + 127b31 � 13b1B21'z;�B2rr�t = �2�2"2 B2rr � 2r!3h B2'z;�B2'z�t = �2�2"2 B2'z + r!h B2rr + r!3hb2;1 = �2B32rr � bB22rr � B2rrB22'z + 127b32 � 13b2B22'z:Dále víme, ¾e v¹ehny neznámé B1rr; B1'z; b1; B2rr; B2'z; b2 závisí jen na pro-mìnnýh r; t. K vypoètu momentu potøebujeme znát slo¾ku tenzoru napìtíT'z, která má v pøípadì nelineárního modelu se dvìma pøirozenými kon�gu-raemi tvar T'z = "0r!2h + �1B1'z + �2B2'z:53



Øe¹ení soustavy pariálníh difereniálníh rovni B1'z a B2'z dostanemestejným postupem jako u nelineárního modelu s jednou kon�guraí. Ze zna-losti slo¾ky tenzoru napìtí T'z pak vypoèítáme moment sil na vrhním táuM("0; "1; �1; "2; �2; t) = Z R0 2�r2T'z("0; "1; �1; "2; �2; r; t) dra zavedeme skalární funki g jako L1 normu rozdílu experimentálníh data vypoèítaného momentug("0; "1; �1; "2; �2) = Z T0 je(t)�M("0; "1; �1; "2; �2; t)j dt:Hledáme pìtii parametrù "0; "1; �1; "2; �2 tak, aby g byla o nejmen¹í. Mi-nimalizaí g pak pro ! = 0;5 rad.s�1 a teplotu 35ÆC dostáváme výsledek naobr. 6.3.
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Obrázek 6.3: Simulae vs. experiment, L1 norma,"0 = 4;70:104 Pa.s, "1 = 1;11:104 Pa.s, �1 = 4;05:103 Pa, "2 = 3;60:103 Pa.s,�2 = 2;99:104 Pa.54



Zjistili jsme, ¾e nelineární model se dvìma pøirozenými kon�guraemi nenílep¹í ne¾ model s jednou pøirozenou kon�guraí. Proto ho ani dále nepou¾i-jeme pro výpoèet v úplném modelu.6.2.4 Nelineární model s jednou pøirozenou kon�gu-raí a nekonstantním koe�ientemDále se pokusíme získat lep¹í výsledek pou¾itím koe�ientu závislého na míøedeformae (3.13). Hledáme tedy nestaionární øe¹ení zjednodu¹eného pro-blému. Stejnì jako v pøípadì konstantníh koe�ientù pøedpokládámep = p(t; r; z); v = �0; !(t)rzh ; 0� ; b = b(t; r; z);BÆp(t) = 0�Brr(t; r; z) Br'(t; r; z) Brz(t; r; z)Br'(t; r; z) B''(t; r; z) B'z(t; r; z)Brz(t; r; z) B'z(t; r; z) �Brr(t; r; z)�B''(t; r; z)1A :Dosazením do modelu (3.11) s nekonstantním koe�ientem (3.13) dostávámerovnie pro model�Brr�t = �2�"1 Brr � 2r!3h B'z;�Br'�t = �2�"1 Br' + r!h Brz;�Brz�t = �2�"1 Brz;�B''�t = �2�"1 B'' + 4r!3h B'z;�B'z�t = �2�"1 B'z � r!h (Brr +B'') + r!3hb;1 = det�BÆp(t) + 13bI� ; (6.14)"1 = �"1[N(b � 3)m + 1℄:Pro dal¹í øe¹ení pøedpokládáme, ¾e v¹ehny velièiny Brr; Br'; Brz; B''; B'z; bzávisí jen na r a t. V tomto pøípadì øe¹íme tedy soustavu ¹esti rovni o ¹estineznámýh. K výpoètu momentu sil je tøeba znát slo¾ku tenzoru napìtí T'zT'z = "0r!2h + �B'z55



a musíme tedy znát øe¹ení B'z. Pøi jeho výpoètu postupujeme obdobnì jakov pøípadì modelu s konstantním koe�ientem. Z rovnie pro nestlaèitelnostelastiké odezvy (6.14) vypoèítáme pomoí Cardanovýh vzorù vztah prob v závislosti na ostatníh neznámýh a dosadíme do zbylýh rovni, tímzískáme soustavu pìti pariálníh difereniálníh rovni o pìti neznámýh.Její øe¹ení provádíme stejnì jako v pøípadì konstantníh koe�ientù, tj. zvo-líme libovolné pevné r a vyøe¹íme soustavu obyèejnýh difereniálníh rovni.Z øe¹ení B'z urèímeT'z("0; �"1; �;m;N; r; t) = "0r!2h + �B'z � ��"1 ; m;N; r; t� ;ze kterého vypoèítáme moment sil na horním táuM("0; �"1; �;m;N; t) = Z R0 2�r2T'z("0; �"1; �;m;N; r; t) dr:Zavedeme skalární funki g jako L1 normu rozdílu experimentálníh dat a vy-poèítaného momentug("0; �"1; �;m;N) = Z T0 je(t)�M("0; �"1; �;m;N; t)j dt:Hledáme pìtii parametrù "0; �"1; �;m;N tak, aby g byla o nejmen¹í. Mini-malizaí g pak dostáváme výsledek na obr. 6.4.Nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraí a nekonstantním ko-e�ientem je shopen alespoò èásteènì zahytit pøekmit momentu síly pøispou¹tìní experimentu. Vidíme také, ¾e v porovnání s modelem s konstant-ním koe�ientem se koe�ienty "0; �"1; � výraznì neli¹í od koe�ientù "0; "1; �.Grafy momentù sil získané ze simulae spoleènì s grafy namìøenýh hod-not pro v¹ehny úhlové ryhlosti a teploty 35ÆC, resp. 25ÆC lze nalézt naobrázíh 6.5, resp. 6.6.
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Obrázek 6.4: Simulae vs. experiment, L1 norma,"0 = 4;83:104 Pa.s, �"1 = 1;13:104 Pa.s, � = 5;36:103 Pa,N = 11;84, m = �2;79.V tabule jsou umístìny hodnoty parametrù pou¾itýh v pøedhozíh gra-feh.� [ÆC℄ ! [rad.s�1℄ "0 [104 Pa.s℄ �"1 [104 Pa.s℄ � [103 Pa℄ N m0,125 5,82 0,19 0,98 2,95 -4,2935 0,25 5,52 0,99 2,09 16,63 -4,090,5 4,83 1,13 5,36 11,84 -2,790,125 24,11 5,43 8,13 8,81 -34,3725 0,25 25,84 10,15 27,61 10,35 -11,740,5 22,13 12,75 29,90 14,87 -3,17
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Obrázek 6.5: Simulae vs. experiment pro teplotu 35ÆC
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Obrázek 6.6: Simulae vs. experiment pro teplotu 25ÆC
58



6.3 Øe¹ení úplného problémuAbyhom ovìøili, ¾e zjednodu¹ujíí pøedpoklady jsou skuteènì oprávnìné, bu-deme dále øe¹it úplný problém. K tomu pou¾ijeme metodu koneènýh prvkù.Budeme øe¹it úplný model pro pøípad nelineárního modelu s jednou pøiroze-nou kon�guraí a nelineárního modelu s jednou pøirozenou kon�guraí a ne-konstantním koe�ientem.6.3.1 Nelineární model s jednou pøirozenou kon�gu-raíSlabá formulaePro pou¾ití metody koneènýh prvkù potøebujeme znát slabou formulai ne-lineárního modelu s jednou pøirozenou kon�guraí (3.11). Oblast vále, vekterém probíhá simulae, oznaème 
, na jeho hranii musí být splnìné okra-jové podmínky (6.2). Hranii oblasti �
 rozdìlíme na dvì èásti�
 = �1 [ �2:Èást hranie �1 obsahuje spodní a horní podstavu, �2 je plá¹» vále. Na�1 máme pøedepsanou Dirihletovu podmínku v0� 2 L2((0; T );W 1=2;2(�1))pro ryhlost v (6.2). Neh» existuje její roz¹íøení v0 2 L2((0; T );W 1;2(
))tak, ¾e tr(v0)j�1 = v0�.K okrajovým podmínkám pøidejme Neumannovu okrajovou podmínkuTn = 0 na �2;kde n je vnìj¹í normála ke �2. Tato podmínka zaji¹»uje, ¾e asfalt není vytla-èován mimo viskozimetr.Pøedtím ne¾ napí¹eme slabou formulai problému, provedeme energetikéodhady, abyhom vìdìli, v jakýh prostoreh máme øe¹ení hledat. Bilanehybnosti nestlaèitelné tekutiny má tvar�v�t + div(v
 v) = divT;kde T = �pI + "0D + �Bp(t). Bilani hybnosti nyní vynásobíme ryhlostí(konvektivní èlen vymizí) a elou rovnii zintegrujeme podle èasu od 0 do t,tedy 12kv(t)k22 + Z t0 Z
T �D(v) dx dt = kv0k22:59



Dosadíme z redukované termodynamiké nerovnosti (2.7)12kv(t)k22 + Z t0 Z
 � dx dt + �k (t)k1 � kv0k22 + k (0)k1:Nyní dosadíme z konstitutivníh rovni (3.10) za ryhlost produke entropie� = "0D �D+ "1Dp(t) �Bp(t)Dp(t) a  = �2 (trBp(t) � 3)12kv(t)k22 + Z t0 Z
 �"0jDj2 + "1Dp(t) �Bp(t)Dp(t)� dx dt++ �2�k trBp(t)(t)� 3k1 � kv0k22:Z prvního èlenu vyplývá, ¾e v 2 L1((0; T ); L2(
)). Z druhého èlenu pakD(v) 2 L2((0; T ); L2(
)). To pak dohromady s Kornovou nerovností dáváv 2 L2((0; T );W 1;2(
)). Celkovì tedy víme, ¾ev 2 L1((0; T ); L2(
)) \ L2((0; T );W 1;2(
)) ) v 2 L10=3((0; T ); L10=3(
)):Druhý èlen také øíká, ¾e Fp(t)Dp(t) 2 L2((0; T ); L2(
)). Tøetí èlen pak, ¾eFp(t) 2 L1((0; T ); L2(
)). Provedeme-li nyní divergeni na bilani hybnostia dosadíme za tenzor napìtí, dostaneme��p = div div(v 
 v � "0D+ �Bp(t)):U¾ víme, ¾e� D(v) 2 L2((0; T ); L2(
)),� Bp(t) = Fp(t)FTp(t) 2 L1((0; T ); L1(
)),� v 
 v 2 L5=3((0; T ); L5=3(
)).Dohromady tedy tlak p 2 L2((0; T ); L1(
)).Pak slabá formulae úlohy nelineárního modelu s jednou pøirozenou kon-�guraí (3.11), je následujíí:Najdìte takové (p;v;BÆp(t); b), ¾e� p 2 L2((0; T ); L1(
));� v 2 L10=3((0; T ); L10=3(
)); 60



� v � v0 2 L2((0; T );W 1;20;�1(
));� BÆp(t) 2 f(A)ij; Aij = Aji; trA = 0;Aij 2 L1((0; T ); L1(
)); 8i; j =1; 2; 3g;� b 2 L1((0; T ); L1(
))splòujííZ
 (div v)q1 dx = 0;Z
 (� _v) � u dx = � Z
T � ru dx; (6.15)Z
 �BÆp(t) � S dx = Z
 "1��12 OBÆp(t) � 13(D �BÆp(t))I+ 13bD� � S dx;0 = Z
�det�BÆp(t) + 13bI�� 1� q2 dxpro ka¾dé q1 2 C1(
);u 2 C10 (
);S 2 f(A)ij; Aij = Aji;Aij 2 C1(
); 8i; j =1; 2; 3g a q2 2 C1(
).Invariantnost úhlu otoèeníNezávislost na úhlu otoèení je jediný pøedpoklad, který pou¾ijeme k simulaiúplného problému. Symetrie úlohy nám øíká, ¾e velièiny nezávisí na úhluotoèení '. V tom pøípadì nemusíme problém øe¹it v trojrozmìrném váli, alepouze na dvourozmìrném øezu vále �, viz obr. 6.7. Okrajové podmínky jsoupak následujíí v = 0 na 1;v = (0; !r; 0) na 3; (6.16)Tn = 0 na 2:Zbývá nám urèit okrajové podmínky na 4 { ose symetrie. Ze symetrieúlohy plyne vr(r; z) = �vr(�r; z);v'(r; z) = �v'(�r; z);vz(r; z) = vz(�r; z):61
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Obrázek 6.7: Øez válemDosadíme-li nyní za r = 0, dostaneme okrajové podmínky pro slo¾ky vr a v'v = (0; 0; vz) na 4:Nyní u¾itím úhlové nezávislosti pøevedeme slabou formulai v oblastivále 
 do oblasti øezu vále �. K tomu pou¾ijeme válové souøadnie, jejih¾Jakobián je roven r0 = Z
 div vq1 dx = Z h0 Z R0 Z 2�0 r div v(r; z)q1 d' dr dz == Z h0 Z R0 r div v(r; z)�Z 2�0 q1 d'� dr dz = Z� r div vbq1 dS: (6.17)Tímto jsme zade�novali novou testovaí funkibq1(r; z) = Z 2�0 q1(r; '; z) d':Zbylé rovnie slabé formulae pak oproti pùvodní slabé formulai obsahujínaví jen Jakobián válovýh souøadni rZ� (r� _v) � budS = � Z� rT � rbu dS;Z� r�BÆp(t) � bSdS = Z� r"1��12 OBÆp(t) � 13(D �BÆp(t))I+ 13bD� � bS dS;0 = Z� r�det�BÆp(t) + 13bI�� 1� bq2 dS:62



Ve slabé formulai bilane hybnosti dohází v pøípadì výpoètu ve vál-ovýh souøadni k dìlení r, a tudí¾ pøi výpoètu dìlíme nulou. Proto pøiodvozování slabé formulae vynásobíme rovnii bilane hybnosti r, a pak a¾integrujeme, standardnì pou¾ijeme Gaussovu vìtu a vytvoøíme novou slabouformulai Z
 �r _v � u dx = Z
(r divT) � u dx;Z
 �r _v � u dx = Z
 div(rT) � u dx� Z
Trr � u dx;Z
 �r _v � u dx = � Z
(rT) � ru dx� Z
Trr � u dx:Tu pak pøevedeme stejnì jako vý¹e do øezu váleZ� �r2 _v � bu dS = � Z�(r2T) � rbu dS � Z� rTrr � budS: (6.18)Èasová diskretizaeDerivai podle èasu provádíme pomoí koneènýh diferení, pou¾íváme zpìt-nou difereni. Jedná se o impliitní metodu a na ka¾dé èasové hladinì øe¹ímerovnie v prostoru metodou koneènýh prvkù. Èasovou osu rozdìlíme dis-krétnì 0 < t1 < t2 < t3 < � � � < tn, kde tk = k� a � je èasový krok.Konkrétnì pøepí¹eme�f(x; t)�t + g(x; t) = 0 $ f(x; tk+1)� f(x; tk)� + g(x; tk+1) = 0, f(x; tk+1)� f(x; tk) + �g(x; tk+1) = 0: (6.19)Bilane hybnosti (6.18) pak konkrétnì vypadá taktoZ� �r2�v�t � bu dS = � Z� �r2(v � r)v � bu dS�� Z�(r2T) � rbu dS � Z� rTrr � bu dS;Z� �r2(v(x; tk+1)�v(x; tk))�budS = �� Z� �r2(v(x; tk+1)�r)v(x; tk+1)�budS�� � Z�(r2T(x; tk+1)) � rbu dS � � Z� rT(x; tk+1)rr � bu dS:63



A tedy ze znalosti øe¹ení na pøede¹lé èasové hladinì tk vypoèítáme metodoukoneènýh prvkù øe¹ení na aktuální èasové hladinì tk+1.Bilane hmoty má tvar0 = Z� r div v(x; tk+1)bq1 dS:Rozepí¹eme Oldroydovu derivai v rovnii pro nelineární modelZ� r�BÆp(t) � bSdS = Z� r"1 �12 �BÆp(t)�t � 12(v � r)BÆp(t)! � bS dS++ Z� r"1�12(rv)BÆp(t) + 12BÆp(t)(rv)T � 13(D �BÆp(t))I+ 13bD� � bS dSa pøepí¹eme ve tvaru pro èasovou diskretizai� Z� r�BÆp(t)(x; tk+1) � bS dS = Z� r"12 ��BÆp(t)(x; tk+1) +BÆp(t)(x; tk)� � bS dS++ � Z� r"12 ��(v(x; tk+1) � r)BÆp(t)(x; tk+1)� � bS dS++� Z� r"12 �(rv(x; tk+1))BÆp(t)(x; tk+1) +BÆp(t)(x; tk+1)(rv(x; tk+1))T� � bSdS++� Z� r"1��13(D(x; tk+1) �BÆp(t)(x; tk+1))I+ 13b(x; tk+1)D(x; tk+1)� � bS dS:Nakone nestlaèitelnost elastiké odezvy má tvar0 = Z� r�det�BÆp(t)(x; tk+1) + 13b(x; tk+1)I�� 1� bq2 dS:Metoda koneènýh prvkù a výsledky simulaeProblém øe¹íme na øezu vále metodou koneènýh prvkù. K tomu po¾ívámeprogram napsaný Jaroslavem Hronem v programovaím jazyku C. Podrob-nosti lze nalézt v kapitole 5 v [19℄. Program pou¾ívá ètyøúhelníkové prvky.Ná¹ problém jsme øe¹ili na rùznì hustýh sítíh a ovìøili jsme, ¾e øe¹ení ne-závisí na poètu prvkù. Nejjemnìj¹í sí», jakou jsme zvolili, mìla 1024 prvkù,viz obr. 6.8. Poèet stupòù volnosti byl v tomto pøípadì roven 41 385. Z dù-vodu nároènosti úlohy jsme výpoèet pou¹tìli na lusteru Snìhurka v Karlínì.64
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05 � 10�41 � 10�3
Obrázek 6.8: Sí» s 1024 prvkyTestovaí funke jsme aproximovali v pøípadì bq1 Lagrangeovými po èástehkonstantními prvky. Ostatní testovaí funke jsme aproximovali Hermiteo-vými C2 spojitými prvky.Derivai podle èasu jsme øe¹ili pomoí zpìtné diferene (viz minulá pod-kapitola). Program èasovou adaptibilitu neumo¾òuje, proto jsme ze znalostitoho, jak experiment probíhá, dopøedu urèili závislost délky èasového krokuna probíhajíím èasu. Na poèátku jsme zvolili malý èasový krok, který jsmepak postupnì bìhem výpoètu zvìt¹ovali. Skok ve slo¾e ryhlosti vr na 3zpùsobený spou¹tìním experimentu, kdy se zaène horní tá náhle toèit, jsmeaproximovali spojitì na èasovém intervalu 1 ms pomoí funke!r2 (1� os(1000�t)):Ovìøili jsme, ¾e výsledek nezávisí na tom, jak dlouhý èasový interval zvolíme.U¾itím zjednodu¹ujííh pøedpokladù jsme získali parametry pro neli-neární model s jednou pøirozenou kon�guraí. ©lo o tyto parametry: "0 =4;84:104 Pa.s, "1 = 1;41:104 Pa.s, � = 5;70:103 Pa. Ty jsme pou¾ili prosimulai úplného problému. Výsledek nám potvrdil, ¾e zjednodu¹ujíí pøed-poklady byly oprávnìné. Závislost momentu síly na èase na obr. 6.9 je stejnájako v pøípadì, kdy jsme pou¾ili zjednodu¹ujíí pøedpoklady (obr. 6.2).Dále, podíváme-li se na ryhlostní pole v øezu vále, zjistíme, ¾e velikostsíly v radiálním smìru a ve smìru osy z je o 10 øádu ni¾¹í ne¾ velikostryhlosti ve smìru rotae. Zjednodu¹ujíí pøedpoklady byly tedy oprávnìné.65
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Obrázek 6.9: Simulae úplného problému vs. experiment,"0 = 4;84:104 Pa.s, "1 = 1;41:104 Pa.s, � = 5;70:103 Pa.K zobrazení ryhlostního pole (obr. 6.10) jsme pou¾ili General Mesh Viewer.Podrobné informae o tomto softwaru a návod k jeho pou¾ití lze nalézt na[20℄.6.3.2 Nelineární model s jednou pøirozenou kon�gu-raí a nekonstantním koe�ientemV této èásti napí¹eme slabou formulai problému pøi pou¾ití nelineárníhomodelu s jednou pøirozenou kon�guraí a nekonstantním koe�ientem. Roz-díl oproti pøedhozí èásti je v tom, ¾e namísto konstantního koe�ientu "1budeme pou¾ívat nekonstantní koe�ient"1 �! �"1[N(b� 3)m + 1℄:
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Obrázek 6.10: Ryhlostní pole v øezu vále �Slabá formulae pak zní následovnì. Najdìte takové (p;v;BÆp(t); b), ¾e� p 2 L2((0; T ); L1(
));� v 2 L10=3((0; T ); L10=3(
));� v � v0 2 L2((0; T );W 1;20;�1(
));� BÆp(t) 2 f(A)ij; Aij = Aji; trA = 0;Aij 2 L1((0; T ); L1(
)); 8i; j =1; 2; 3g;� b 2 L1((0; T ); L1(
))
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splòujííZ
 (divv)q1 dx = 0;Z
 (� _v) � u dx = � Z
T � ru dx;Z
 �BÆp(t) � S dx = Z
 �"1 [N(b� 3)m + 1℄��12 OBÆp(t) � 13(D �BÆp(t))I+ 13bD� � S dx;0 = Z
�det�BÆp(t) + 13bI�� 1� q2 dxpro ka¾dé q1 2 C1(
);u 2 C10(
);S 2 f(A)ij; Aij = Aji;Aij 2 C1(
); 8i; j =1; 2; 3g a q2 2 C1(
).U¾ití nezávislosti na úhlu otoèení ' nám stejnì jako v pøedhozí èástiumo¾ní øe¹it problém v øezu vále �, viz obr. 6.7. Slabá formulae v øezuvále se odvodí stejnì jako v pøedhozím pøípadì (6.17).0 = Z� r divv bq1 dS;Z� �r2 _v � bu dS = � Z�(r2T) � rbu dS � Z� rTrr � bu dS;Z� r�BÆp(t) � bS dS = Z� r�"1 [N(b� 3)m + 1℄��12 OBÆp(t) � 13(D �BÆp(t))I+ 13bD� � bS dS;0 = Z� r�det�BÆp(t) + 13bI�� 1� bq2 dS:Èasová derivae se provádí opìt pomoí zpìtné diferene (6.19). Pro me-todu koneènýh prvkù jsme zvolili stejnou sí» (6.8) i stejné prvky jako pøiøe¹ení úplného problému nelineárního modelu s jednou pøirozenou kon�guraía kostantním koe�ientem. Délku èasového kroku jsme také nehali stejnou.Pøi øe¹ení zjednodu¹eného problému jsme získali parametry pro nelineárnímodel s jednou pøirozenou kon�guraí a nekonstantním koe�ientem pro úh-lovou ryhlost ! = 0; 5 rad.s�1. ©lo o tyto parametry: "0 = 4;83:104 Pa.s,�"1 = 1;13:104 Pa.s, � = 5;36:103 Pa, N = 11; 84 a m = �2; 79. Tyto parame-try jsme pou¾ili pro simulai úplného problému. Výsledek nám potvrdil, ¾ezjednodu¹ujíí pøedpoklady byly oprávnìné. Závislost momentu síly na èaseje na obr. 6.11 a je stejná jako u zjednodu¹eného problému (obr. 6.4).Ryhlostní pole v øezu vále je témìø stejné jako v pøípadì konstantníhkoe�ientù (obr. 6.10). Pøedpoklady, které jsme pou¾ili v pøípadì zjednodu-¹eného problému, byly tedy oprávnìné.68
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Obrázek 6.11: Simulae úplného problému vs. experiment,"0 = 4;83:104 Pa.s, �"1 = 1;13:104 Pa.s, � = 5;36:103 Pa,N = 11; 84, m = �2; 79.
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Kapitola 7ZávìrV této prái jsme pøedstavili hierarhii modelù nestlaèitelnýh tekutin ryh-lostního typu. Jednotlivé modely jsme pou¾ili k otestování na pøíkladì Couet-teho proudìní mezi dvìma rovnobì¾nými deskami. K porovnání simulae s ex-perimentem jsme pou¾ili data namìøená Dr. J. Murali Krishnanem. Zjistilijsme, ¾e oba viskoelastiké modely s lineární elastikou odezvou { Oldroyd-B(3.19) a Burgersùv model (3.20) nejsou shopny dobøe popsat experiment.Simulae lineárníh modelù se s experimentálními daty neshoduje po eloudobu mìøení.Proto jsme pøi simulai experimentu ve váli pou¾ili nelineární modely.Zjistili jsme, ¾e nelineární model se dvìma pøirozenými kon�guraemi (3.7)nedává lep¹í výsledky ne¾ nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraí(3.11). Z toho dùvodu jsme se rozhodli pou¾ít model s jednou pøirozenoukon�guraí obohaený o koe�ient závislý na prvním invariantu deformaè-ního gradientu. Tento model vykazuje lep¹í hování ne¾ model s konstant-ními koe�ienty, ov¹em neumí stále dokonale zahytit experiment. Podstatnézlep¹ení oproti lineárním modelùm spoèívá v pomìrnì pøesném zahyeníprùbìhu experimentu v oblasti útlumu poèáteèního pøekmitu momentu síly.Pøi hledání optimálníh parametrù modelù jsme øe¹ili problém za zjed-nodu¹ujííh pøedpokladù. Oprávnìnost tìhto pøedpokladù jsme ovìøili po-èítáním úplného modelu. Za tím úèelem jsme zformulovali slabou formulairovni modelù a tu øe¹ili metodou koneènýh prvkù.Tato práe navazovala na diplomovou prái Jana Kratohvíla. Ten ve svéprái pou¾il nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraí s konstant-ními koe�ienty a lineární Oldroyd-B. Pro srovnání s experimentem vyu¾ívalL2 normu, a tedy získané výsledky byly pøi pou¾ití stejnýh modelù ménìúspì¹né ne¾ v této prái. Také zpùsob øe¹ení systému rovni byl v této prái70



mnohonásobnì efektivnìj¹í. Dále jsme pøi simulaíh otestovali dal¹í tøi visko-elastiké modely { lineární Burgersùv model, nelineární model se dvìma pøi-rozenými kon�guraemi a nelineární model s jednou pøirozenou kon�guraía nekonstantním koe�ientem.Dal¹í práe by se mohla zamìøit na hledání dal¹íh modelù ryhlostníhotypu získanýh napøíklad u¾itím impliitní konstitutivní teorie. Pro lep¹í za-hyení pøekmitu momentu síly pøi spou¹tìní experimentu mù¾e také býtúspì¹né studium stlaèitelnýh modelù.
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Pøíloha ADifereniální operátoryV této pøíloze uká¾eme slo¾ky difereniálníh operátorù, které se vyskytujív bilanèníh rovniíh mehaniky kontinua. V pøípadì této práe jsme potøe-bovali znát slo¾ky v kartézské soustavì souøadni a ve válovýh souøadniíh.K jejih urèení jsme pou¾ili balíèek pro Maple napsaný Janem Kratohvílem[3℄. Jejih správnost mù¾eme porovnat s [21℄ (kap. 7, pøíloha) a [22℄ (pøí-loha A).A.1 Kartézské souøadnieKartézská soustava souøadni je soustava souøadni, kde jsou v¹ehny sou-øadné osy pøímky na sebe vzájemnì kolmé a bod v trojrozmìrném prostoruje urèen pomoí trojie souøadni (viz obrázek A.1)A = (Ax; Ay; Az):Skalární funki závislou na v¹eh souøadniíh oznaèímes = s(x; y; z);vektorové funke oznaèíme písmeny v;w a mají slo¾kyv = (vx; vy; vz)(x; y; z); w = (wx; wy; wz)(x; y; z):Tenzor druhého øádu oznaèíme T a jeho slo¾ky jsouT = 0�Txx Txy TxzTyx Tyy TyzTzx Tzy Tzz1A (x; y; z):72
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Obrázek A.1: Kartézské souøadnieNyní vypí¹eme slo¾ky difereniálníh operátorù u¾ívanýh v mehaniekontinua, konkrétnì gradient skaláru a vektoru, konvektivní èlen skaláru,vektoru a tenzoru a divergeni vektoru a tenzoru.
rs = 0BBBBBB��s�x�s�y�s�z

1CCCCCCA ;
v � rs = vx �s�x + vy �s�y + vz �s�z ;div v = �vx�x + �vy�y + �vz�z ;73



rv = 0BBBBBBB��vx�x �vx�y �vx�z�vy�x �vy�y �vy�z�vz�x �vz�y �vz�z
1CCCCCCCA ;

(v � r)w = 0BBBBBB�v � rwxv � rwyv � rwz
1CCCCCCA ;

divT = 0BBBBBBB��Txx�x + �Tyx�y + �Tzx�z�Txy�x + �Tyy�y + �Tzy�z�Txz�x + �Tyz�y + �Tzz�z
1CCCCCCCA ;

(v � r)T = 0BBBBBB�v � rTxx v � rTxy v � rTxzv � rTyx v � rTyy v � rTyzv � rTzx v � rTzy v � rTzz
1CCCCCCA :

Ve dvourozmìrném prostoru vypadají slo¾ky difereniálníh operátorù ob-dobnì. Èleny odpovídajíí z-ové slo¾e hybí.
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A.2 Válové souøadnieVe válové soustavì souøadni je bod v trojrozmìrném prostoru urèen tøemisouøadniemi (viz obrázek A.2)A = (Ar; A'; Az);kde souøadnie r udává vzdálenost bodu od osy z, souøadnie ' udává úhelmezi zvolenou osou v rovinì podstavy a prùmìtem prùvodièe bodu do tétoroviny. Souøadnie z má stejný význam jako v kartézskýh souøadniíh.A
'''

r

z

Ar A'
Az

Obrázek A.2: Válové souøadnieSkalární funki závislou na v¹eh souøadniíh oznaèímes = s(r; '; z);vektorové funke oznaèíme písmeny v;w a mají slo¾kyv = (vr; v'; vz)(r; '; z); w = (wr; w'; wz)(r; '; z):Tenzor druhého øádu oznaèíme T a jeho slo¾ky jsouT = 0�Trr Tr' TrzT'r T'' T'zTzr Tz' Tzz1A (r; '; z):75



Vypí¹eme slo¾ky difereniálníh operátorù ve válovýh souøadniíh. Kon-krétnì gradient skaláru a vektoru, konvektivní èlen skaláru, vektoru a tenzorua divergeni vektoru a tenzoru.
rs = 0BBBBBB� �s�r1r �s�'�s�z

1CCCCCCA ;
v � rs = vr �s�r + v'r �s�' + vz �s�z ;divv = �vr�r + vrr + 1r �v'�' + �vz�z ;
rv = 0BBBBBBB� �vr�r 1r �vr�' � v'r �vr�z�v'�r 1r �v'�' + vrr �v'�z�vz�r 1r �vz�' �vz�z

1CCCCCCCA ;
(v � r)w = 0BBBBBB�v � rwr � v'w'rv � rw' + v'wrrv � rwz

1CCCCCCA ;
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divT = 0BBBBBBB� �Trr�r + 1r �T'r�' + Trr � T''r + �Tzr�z�Tr'�r + 1r �T''�' + Tr' + T'rr + �Tz'�z�Trz�r + 1r �T'z�' + Trzr + �Tzz�z
1CCCCCCCA ;

(v � r)T = 0BBBBBB�v � rTrr � v'r (Tr' + T'r) v � rTr' � v'r (T'' � Trr) v � rTrz � v'r T'zv � rT'r + v'r (Trr � T'') v � rT'' + v'r (T'r + Tr') v � rT'z + v'r Trzv � rTzr � v'r Tz' v � rTz' + v'r Tzr v � rTzz
1CCCCCCA :
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Pøíloha BObsah pøilo¾eného CDNa pøilo¾eném CD se kromì této samotné práe nahází pou¾ité zdrojovékódy. Adresáøová struktura CD je následujíí.+---Kody| +---GMV| +---Konene_prvky| | +---amd| | +---arpak| | +---bin| | +---blas| | +---itsol| | +---lapak| | +---lib| | +---nezavisle_koefiienty| | +---splib| | +---umfpak| | L---zavisle_koefiienty| L---Matlab| +---Euklid| L---Vale+---Vysledky_uplneho_modelu| +---moment_konst| +---moment_nekonst| L---videoL---Vysledky_zjednoduseneho_modelu+---EuklidL---Vale 78



Na disku je pøilo¾en program GMV [20℄ pro vizualizai výsledkù. Na CDlze také nalézt kód koneènýh prvkù napsaný v programovaím jazyku Ca kódy, které byly pou¾ity pro výpoèty v Matlabu. Dále obsahuje výsledkyzískané øe¹ením úplného nelineárního modelu s jednou pøirozenou kon�guraí3.11 a modelu se závislým koe�ientem 3.13. Konkrétnì se na CD nahází zá-vislost momentu síly na èase a video obsahujíí závislost ryhlostního pole naèase a vývoj tlaku na èase v øezu vále. Nakone obsahuje závislosti momentusíly na èase získané zjednodu¹eným modelem.
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