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Abstrakt

Nazev prace: Testovani normality v linedirnim modelu

Autor: Blanka Hamplova

Katedra: Katedra pravdépodobnosti a matematické statistiky

Vedouci diplomové prace: doc. RNDr. Karel Zvara, CSc.

e-mail vedouciho: karel.zvara@Qmff.cuni.cz

Abstrakt: Tato diplomova prace se zabyva zpusoby ovérovani predpokladu,
ze ndhodna slozka vysvétlované proménné v linearnim modelu mé normalni
rozdéleni. V rdamci simulaéni studie jsme sledovali jak pouziti riznych typu
rezidui misto puvodniho chybového vektoru ovliviiuje dodrzovani hladiny
deseti testu normality. Protoze jednotliva rezidua zavisi na matici modelu,
uvazovali jsme ¢tyfi konkrétni matice bézné pouzivanych modela. Dale jsme
srovnavali vliv pouzitého modelu a typu rezidui na silu jednotlivych testu
proti péti ruznym alternativnim rozdélenim. Uk&azalo se, ze chovani testu
je spise nez modelem ovliviiovano pouzitym typem rezidui. Specidlné stu-
dentizovana rezidua se jevi jako nevhodna, protoze pii jejich pouziti testy
nedodrzuji predepsanou hladinu.

Klicova slova: Testovani normality, linearni model, srovnani sily testu
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Abstract:This diploma thesis is concerned with the means of verifying the
assumption that the random component of the dependent variable in a li-
near model is normally distributed. Within the realm of a simulation study
we observed how the use of various types of residuals in place of the origi-
nal vector of errors impacts the ability of ten tests of normality to adhere
to their significance levels. Because the individual residuals depend on the
matrix of the model, four specific matrices of frequently used models were
considered. In addition, the impact of the choice of a model along with the
type of residuals on the power against five different alternative distributions
of individual tests was studied. It turns out that the behavior of the tests is
governed more by the type of the residuals used than by the choice of the
model. In particular, studentized residuals appear to be unsuitable, because
with their use the tests do not adhere to the prescribed significance level.
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Uvod

V matematické statistice se ¢asto snazime vysvétlit zavislost namérené
vektorové veliciny na nékolika predem danych nezdvisle proménnych (regre-
sorech). K modelovani této zavislosti pouzivame linedrni model. O naméte-
ném vektoru predpokladame, ze je tvoren nezavislymi normalné rozdélenymi
nadhodnymi veli¢inami se stejnym rozptylem a stfedni hodnotou zavislou na
regresni matici. Pfredpoklad normality je podstatny pro platnost testovych
statistik pro hypotézy tykajici se napiiklad vyznamnosti regresoru ¢i plat-
nosti podmodelu.

V praxi pii ovérovani predpokladu normality musime aplikovat testy na
rezidua misto na skutecny vektor chyb. V této praci se tedy budeme zabyvat
vlivem pouziti ruznych typu rezidui a jednotlivych bézné pouzivanych modelu
na chovani zkoumanych testu normality. Do studie jsou zahrnuty i dva méné
znamé testy normality (Michaeluv test Dgp a test T3 od Ghosh), které jsou
puvodné navrzeny jako grafické testy.

a jeho knihovny (k dispozici na www.r-project.org). Zdrojové kédy, data
pouzita pro simulace a vysledky simulaci jsou na prilozeném CD.



1 Linearni model

Necht Y = (Y1,Ys,...,Y,)T je vektor, jehoz slozky jsou nezdvislé ndhodné
veliciny, a X, xk4+1) = (%) je znama matice konstant (regresni matice) pro
jejiz rozméry plati n > k + 1. Pokud A(X) = r = k + 1 mluvime o modelu
s plnou hodnosti. V piipadé h(X) = r < k + 1 potom o modelu s netiplnou
hodnosti. V této praci budeme nadale uvazovat pouze modely s plnou hod-
nosti.

Predpokladéame, ze i-tou ndhodnou velicinu Y; lze zapsat ve tvaru:

Y, =00+ bixa + ...+ Brxir + e, 1=1,...,n.

Parametry [, 31, ..., Or jsou neznamé regresni koeficienty, x;i, ..., x; jsou
prvky regresni matice tvorici i-ty rfadek a eq, ..., e, jsou nezavislé nahodné
veli¢iny s nasledujicimi vlastnostmi:
Eei = 0,
vare; = 02, 1=1,...,n.

Rozptyl 0 > 0 je nezndmy parametr. Tento linedrni model muZeme zapsat
také maticove ve tvaru

Y =X0G+e. (1)
Vektor X3 je nendhodny a protoze plati
Ee = 0,
vare = 02L,4n,
ma vektor Y charakteristiky:
EY = X,
varY = 0L,

V regresi se casto snazime odhadnout stiedni hodnotu EY = X 3. Ta nalezi
do prostoru linearnich kombinaci sloupcu matice X. Oznac¢me si tento pros-
tor M(X). Necht sloupce matice Q tvoif néjakou ortonormalni bézi pros-
toru M(X) a necht sloupce matice N doplni tuto bézi na ortonorméln{ bézi
prostoru R™. Déle si ozna¢me H = QQ” a M = NN7”. Obé matice jsou
symetrické, idempotentni a ve vzajemném vztahu

I=M+H. 2)

H je projekcéni matice, protoze obecnému vektoru y prirazuje jeho projekci
Hy do prostoru M(X). Matici H muzeme vyjadiit i pomoci regresni matice
X predpisem

H = X(X"X)'xX7”.
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Oznaéme si Y = HY projekci vektoru Y do M(X). Pro Y plati

EY = X3,
varY = o’H

a lze ukazat, ze se jedna o nejlepsi nestranny linearni odhad stfedni hodnoty
X (viz [14]).
Déle si oznacme
u=Y-Y.

Tento vektor nazyvame vektorem rezidui. Vyjadiuje, nakolik se od sebe lisi
nameéiené hodnoty vysvétlované veliciny a odhad jejich stfedni hodnoty na
zékladé modelu. Muzeme psat

u=Y -HY = (I- H)Y
a diky (2) dostavame
u=MY. (3)

Matice M je symetricka (tedy M? = M) a jeji sloupce jsou kolmé k prostoru
M(X), z ¢ehoz také plyne MX = 0. Tudiz lze vyjadieni vektoru rezidui (3)
prepsat do tvaru

u=MY = M(X3 +e) =Me. (4)

Vektor rezidui mé vlastnosti:

Eu = 0,

varu = o’M.

Veli¢ina .
RSS = HuH2 = Zuf
i—1

se nazyva rezidudlni soucet Ctvercu. Z néj je odvozen i nestranny odhad
rozptylu v modelu (1)
_ RSS

;
n—r

SQ

()

ktery také byva nazyvan rezidudlni rozptyl.

Z vyjadreni (4) je patrné, ze vektor rezidui nezavisi na vektoru regresnich
koeficientu . Diky tomu ndm v simulacich ke spocitani vektoru rezidui staci
znat pouze vektor e a matici modelu X.

Vsechny vyse zminéné vlastnosti plati v linedrnim modelu bez ohledu
na typ rozdéleni vektoru Y. Pro dalsi tlohy (napf. testovani vyznamnosti
regresort) musime ptidat jesté predpoklad normélniho rozdéleni vektoru Y.
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1.1 Normalni linearni model

Jak uz bylo uvedeno vyse, uvazujeme pouze model s plnou hodnosti. V nor-
malnim linedrnim modelu predpokladame, ze vektor pozorovani Y ma mno-
horozmérné normalni rozdéleni

Y ~ N(X3,0%). (6)

To znamend, Ze chybovy vektor e mé rozdéleni N(0,0%I). Z vyjadieni (3) je
patrné, ze vektor rezidui u je linearni funkci vektoru e. Tudiz plati, ze vektor
reziduf u m& mnohorozmérné normaln{ rozdéleni N (0, 0>M). Déle 1ze ukazat

(viz [14]), Ze v normélnim linedrnim modelu ma veli¢ina #35 rozdélenf x2_,.

1.2 Dalsi rezidua

Pro definici dalsich rezidui potifebujeme predpoklad my > 0.t = 1,...,n,
tzn. predpoklad, ze vSechny diagonalni prvky matice M jsou kladné. V nasle-
dujicim textu tedy budeme uvazovat pouze modely s vyse zminénou vlast-
nosti. Podle [14] navic plati

My > 0<h (X[,t.]> =h (X) s
kde X|_;e 0znacuje matici X s vynechanym ¢-tym fadkem.
1.2.1 Normovana rezidua

Normovand rezidua definujeme predpisem

Uy

V; = izl,...,n, (7)

S mii’

kde S? je odhad rozptylu (5). Tato rezidua maji v normdlnim linedrnim
modelu vlastnosti (viz [14]):

EUZ‘ = O,

varv,; = 1, 1=1,...,n.

V prostiedi R muzeme normovana rezidua spocitat prikazem rstandard(a),
kde a je vysledek pouziti funkce 1m().



1.2.2 Studentizovana rezidua

Oznacme si

Yite] = X[-ta)F + €[-te
model (1) s vynechanym ¢-tym fddkem (pozorovanim) a by_, feseni normalni
rovnice v tomto modelu. Déle si oznac¢me x/, ¢-ty fddek matice X. Odhady
b a b_. jsou potom (viz [14]) ve vztahu

bi_e = b — — (XTX)'x,4.

Mg

Odhad stfedni hodnoty ¢-tého pozorovani spocteny na zakladé vsech ostat-
nich pozorovani se da zapsat ve tvaru Xz:b[_t.}. Porovnani tohoto odhadu se
skutec¢nou hodnotou t-tého pozorovani muzeme zapsat

Y, — xLbw = Y; — %L, <b - ut(XTX)_lxt.) _ (8)

My My

Statistika (8) ma nulovou stfedni hodnotu a rozptyl

Ut Uzmtt 0'2
var | — | = 3 = —.

Myt

Pokud pii studentizaci statistiky (8) pouZijeme misto rozptylu o jeho nes-
tranny odhad S[th.] z modelu s vynechanym ¢-tym pozorovanim, dostaneme

studentizované reziduum u
t

N S[—to}\/mtt'
V normdlnim linedrnim modelu (6) ma studentizované reziduum v; Studen-

tovo t-rozdéleni s n — r — 1 stupni volnosti (viz [14]).
Pro odhad rozptylu v modelu s vynechanym pozorovanim plati

*
Uy

SCie) = RS _ B35~ o

met

n—r—1 mn—-r—1"

7, porovnani S[Q_t.] s odhadem rozptylu z puvodniho modelu

Sf_t.}_RSS—% n—r _n—r—uv ()
S2 n—r—1 RSS n-r-1

potom vyplyva
St <826 |y > 1.
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Na zdklade (9) plati mezi normovanym reziduem (7) a studentizovanym
reziduem (8) nésledujici vztah:

1
. n—r—1Y)\?2
v =0 | ——— |
! "\n—r— v}
ktery je uzitecny pro vypocty.

V prostiedi R ziskdme studentizovana rezidua piikazem rstudent(a),
kde a je vysledek pouziti funkce 1m().

1.2.3 Nekorelovana rezidua

Obé vyse zminéné transformace puvodnich rezidui u odstranuji problém
nestejnych rozptylu. Na rozdil od vektoru chyb e jsou vsak tato rezidua
stale zavisla.

Protoze vektor reziduf lezi v prostoru M (X )+ miZeme ho zapsat pomoci
matice N, jejiZz sloupce tvoif ortonormélni bazi prostoru M(X)*+ (tj. pro
kterou platif NTN =TI a NN? = M), ve tvaru

u=N(N"Y) = Nn.

Vektor n je potom vektor nekorelovanych rezidui. V normalnim modelu (6)
jsou tato rezidua nezavisla a plati pro né (viz [14])

En = E(NTY)=N"Xp=0,

varn = var (NTY) = var (N'e) = o’I,_,.

ProtoZe existuje nekoneéné mnoho ortonormélnich bazi prostoru M(X)+,
neni matice N dana jednoznacné. My se zamétfime na matici N, ktera urcuje
tzv. rekurzivni rezidua. Pii jeji konstrukci budeme postupovat nasledovneé:
Zacneme prvnim radkem matice X a postupné budeme pridavat dalsi. V kaz-
dém kroku, kdy se nezvysi hodnost rozsitované matice, spo¢teme rozdil mezi
pridavanym pozorovanim a odhadem jeho stfedni hodnoty zalozenym na
vSech doposud ptidanych pozorovanich. Tento rozdil jesté znormujeme tak,
aby vznikld statistika méla rozptyl 0. Oznacme si (Yy, X;) matici tvofenou
prvnimi ¢ fadky matice (Y, X), hodnost pfislusné regresni matice h(X;) = ry
a b, Teseni normalni rovnice piislusné k X;. Predpokladejme, ze po pridani
dalstho faddku (Yii1, (Xer1.6)7) plati A(Xy) = h(Xir1) = 74, tj. Ze se nezvysi
hodnost. Potom muzeme psat

Yio — (Xt+1,o)Tbt

\/1 + (Xeg1,0) T (X X)) "Xp41,0

(10)

Nt—ry+1 =

11



Postupem (10) dostaneme postupné statistiky ni,...,n,_,, z nichz kazda
je nekorelovand se vsemi statistikami s niz$im indexem (viz [14]). Pokud
mé smysl usporadani fadku matice (Y, X), muzeme nekorelovand rezidua
interpretovat jako srovnani, nakolik kazdé dalsi pozorovani odpovida modelu
zkonstruovanému na zakladé vsech ptedchozich pozorovani.
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2 Testy normality

V této sekci uvadim piehled pouzitych testi normality. VSechny testy byly
vytvoreny pro rozhodnuti, zda dany nahodny vybér pochézi z normélniho
rozdéleni. V piipadé linedrniho modelu muzeme za nahodny vybér povazovat
pouze chybovy vektor e. Ten ovSem nikdy nepozorujeme, proto testy nor-
mality v praxi pouzivame na vektory rezidui, kterda uz vSak nemaji vlast-
nosti ndhodného vybéru. Je proto zajimavé sledovat vliv pouziti rezidui na
dodrzovani hladiny a silu testu.

Obecné znamym diagnostickym prostiedkem pouzivanym pro detekci od-
chylek od normality je normalni diagram, ktery je zalozen na néasledujici
myslence:

Necht Gy, ..., G, je vybér z rozdéleni N(0,1). Oznacme si

Pro uspofddany vybér X, ..., X(m) z rozdéleni N(yu,0?) potom plati

Body [g:, X(;)] by tudiz mély byt rozlozeny kolem pifmky y = pu+ox. Diagram
normality je graficky prostfedek, ktery ndm umoznuje pouze subjektivni hod-
noceni, zda nas vybér pochazi z normalniho rozdéleni ¢i nikoli. Pokud se tedy
vexni, konkdvni, ¢i esovité prohnuty), staci ndm k zamitnuti hypotézy nor-
mality pouhy pohled. V ptipadé, ze si nejsme jisti, je vhodné pouzit néktery
z objektivnich statistickych testu.

2.1 Shapirav-Wilktav test W

Tento test zvefejnény v [10] tizce souvisi s vyse zminénym diagramem nor-
mality. Shapiro a Wilk jej zalozili na porovnani dvou odhadu parametru o.

Oznacme si
n

ss=m-1)s=> (X, - X)*
i=1
statistiku vychazejici z odhadu parametru ¢ pomoci vybérového rozptylu
pozorovani X),..., Xn).
Pokud je X(),...,X(n) uspofddany ndhodny vybér z rozdéleni N(0,1),
muzeme druhy odhad parametru o spoc¢itat z modelu

EXy=pul+og, (12)

13



ktery je pouze maticovym zdpisem vztahu (11). Zde je Xy = (X1, ..., X(n))"
ag=1(g1,...,9n)" oznacuje vektor strednich hodnot usporddaného ndhodné-
ho vybéru z normovaného normalniho rozdéleni. Dale si ozna¢ime V variancni
matici sporadaného nahodného vybéru z rozdéleni N(0,1). Odhad parametru
o (tedy smérnice piimky v diagramu normality) ziskany zobecnénou metodou
nejmensich ¢tvercu z modelu (12) je potom

. g’V Xy
0= ="F——".
g'V'g
Zavedeme si koeficienty a = (ay, ..., a,)’ dané piedpisem
Ty —1
g'V
A= gTv-1 |
g™V
které maji vlastnosti a; = —a,_;+1 a ala = 1. TudiZ miZeme statistiku

Shapirova—Wilkova testu

W *(g'V'g)? _ (a'Xy)’
|gT V1|2 52 52

zapsat ve tvaru:

2
(5]

> ai<X(i) - X(n—iﬂ))

52

*

W:

Protoze vypocet koeficientu a vyzaduje znalost varianéni matice V usporada-
ného ndhodného vybéru z N (0, 1), navrhli autofi v [10] nahradit koeficienty
a jejich aproximaci &*. Vypocet &* je zalozen pouze na znalosti vektoru
stfednich hodnot uspofadaného ndhodného vybéruz N (0, 1) a rozsahu vybéru
n. Puvodné byly kritické hodnoty pro W tabelovany pouze pro rozsahy
vybéru n < 50. Tento nedostatek odstranil Royston v ¢lanku [6], kde navrhl
normalizujici transformaci statistiky W, ktera umoznovala pouziti Shapirova-
Wilkova testu pro rozsahy vybéru 7 < n < 2000 a vypocet p-hodnot.

V R je Shapiruv-Wilkuv test k dispozici pod nazvem shapiro.test().
Pro vypocet vyuziva Roystontiv upraveny algoritmus zverejnény v [8], ktery
je mozné pouzit pro rozsahy vybéru 3 < n < 5000.

2.2 Shapiruv-Franciuv test W/’

Shapiro a Francia v [9] navrhli zjednoduseni statistiky W. Nahradili koefi-
cienty a jejich modifikaci




ktera nevyzaduje vypocet varianéni matice V usporadaného nahodného vy-
béru z normovaného normélniho rozdéleni. Testova statistika mé potom tvar

2 2
B [gTX()} - [Eizl giX(i)] i
gl X — X|? 1 97 2 (X — X)?

W/

2
8X(
Protoze puvodné byly kritické hodnoty Shapirova-Wilkova testu W tabelova-

ny pouze pro rozsahy vybérun < 50, doporucovali Shapiro a Francia pro vétsi
rozsahy pouzivat jako aproximaci test W'.

V prostiedi R je pro vektor stfednich hodnot usporadaného ndhodného
vybéru z rozdéleni N (0, 1) pouzita aproximace

1—a
i:q)_l )
g (n—i—(l—a)—a)

Jednd se tedy vlastné o ¢tverec vybérového korelacniho keficientu r

kde

Tento test nachazi v knihovné nortest jako funkce sf.test () alze ho pouzit
pro rozsahy vybéru 5 < n < 5000.

2.3 Test zalozeny na Sikmosti (1/b;)

Oznacme si i-ty centralni moment pravdépodobnostniho rozdélent
i =E(X —EX)".

Sikmost v/F; je potom déna piedpisem
1
Vo=

Definujeme si vybérovou sikmost

kde

Pro normalni rozdéleni plati

6(n —2)
E\/a:(), Var\/a: (n+1)(n+3)




Diive se pouzival test zalozeny na statistice

y = @(m g(i)(_ng 3)){

kterd mé asymptoticky normalni rozdéleni N (0, 1). Tato asymptotika je vSak
pomald a tudiz nevhodnd pro malé rozsahy vybéria. Autofi clanku [3] do-
porucuji pouzit nasledujici postup pro transformaci veli¢iny Y:

Spocteme statistiky

_ 3(n*42Tn —70)(n+ 1)(n +3)
ﬁz(\/a)— n—=2)n+5)(n+7)(n+9) "’

1

6:

)’ 1r11W
)

?

W2 = —1+ (20 /b) — 1)

N

Transformovand veli¢ina

Z(y/br) = 61n Z+ ((Z)Z 1)é

mé& potom za platnosti nulové hypotézy priblizné normalni rozdéleni N(0,1).
Tento test lze pouzit pro rozsahy vybéru n > 8.

2.4 Test zalozeny na Spicatosti (by)

Pfi zachovani znaceni z predchoziho odstavce si muzeme definovat Spicatost
rozdéleni 35 predpisem

My
fo = —5.
H
Déle si definujeme vybérovou spicatost
my
by = —.
2 "2

Za platnosti hypotézy normality je jeji stfedni hodnota

B(b2) = 3(:4:11)

a rozptyl
24n(n —2)(n — 3)

(n+1)2n+3)(n+5)

var (bg) =
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Standardizovanou verzi statistiky by si oznac¢ime

b2 — E(bg)

Y p—
var (bs)

Statistika Y m4 sice asymptoticky normalni rozdéleni N (0, 1), ale tato asymp-
totika je jesté pomalejsi nez v piipadé vybérové sikmosti. Autori ¢lanku [3]
doporucuji nasledujici postup pro normalizaci Y:

Treti standardizovany moment by je

_ 6(n*—5n+2) |6(n+3)(n+5)
Vm“”‘(n+ﬂ@w~»¢nm—zxn—m'

Definujeme si velicinu A

8 2 4
Anor V/Bi(b) [Wl(bz) " J <1 ' 5<b>>] |

pomoci které provedeme transformaci vybérové Spicatosti by

wl—=

(1 _ l) =
9A Ty
\/Z
9A
Z(by) mé za platnosti nulové hypotézy priblizné normalni rozdéleni N (0, 1).
Tento test je doporucen pro rozsahy vybéru n > 20.

Z(by) =

2.5 Souhrnny test K*

Souhrnny test zalozeny na vybérové sikmosti i Spicatosti je kombinaci pred-
chozich dvou testu. Testova statistika

K2 = Z2(\Jbr) + Z°(b)

m4 za platnosti nulové hypotézy normality ptiblizné rozdéleni y3. Tento test
lze pouzit pro rozsahy n > 20.

2.6 Test T5 zalozeny na EMVF

Test T3 vytvorila Sucharita Ghosh [4] a je zaloZen na tteti derivaci logaritmu
empirické momentové vytvorujici funkce. Momentova vytvorujici funkce je
definovana predpisem

u(t) =E (etx> :
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Méjme nahodny vybér X, ... X,,. Empirickd momentova vytvorujici funkce
je potom dana ptredpisem

n

1
= — tX. 1.
njzlexp{ ]}

Definujeme si empirickou momentovou vytvorujici funkci pro studentizovand

data (XX
nZexp{ )}

a jeji derivaci podle t

T o ) (R )
= 0,2<0
MO@) = M(t).

Pro rozsah vybéru n si oznacime tteti derivaci logaritmu empirické momen-
tové vytvorujici funkce

W) = Vi (1)
M@

_ \/EM,Q(t) {M(S) (t)M(t) — 3@ (t)M(l) () + 2]\4(15)} .

Necht Z(t) je gaussovsky proces s nulovou sttedni hodnotou a kovarianén{
funkel cov{Z(t),Z(s)} = ~(t,s) definovany pro t € [—a,a]. Necht m je
medidn supy, <, [Z(t)| a = supj<,{7(t,t)}. Potom plati

P{sup |Z(t)| <m+u,0}>1—q. (13)
[t|<a

Podle [4] muze byt tato nerovnost pouzita na standardizovanou statistiku

K3 (tv t)

kde Kj3(t,t) je asymptoticky rozptyl odvozeny v [4]. V nasem piipadé je
d = 1 a m muzeme aproximovat medidnem mg(n) ziskanym ze simulaci.
Jeho vyjadreni jako funkce rozsahu vybéru n je ve zminéném clanku uvedeno

takto: I 1
mg(n) = 1,38 — 5,92— +128 (14)

7
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V testu, ktery autorka naprogramovala pro prostiedi S-plus, a ktery mi
laskavé poskytla, je na zakladé dalsich simulaci odhad medidnu lehce pozmeé-
nén do tvaru:

1 1
7 = 1,217338 — 3,568419—— + 4,59114—. 15
m?)(n) ) ) \/ﬁ + ) n ( )
Pouzitim vztahu (13) a (15) dostavame piiblizny (1 — «) - 100% kvantil pro
statistiku 75" (¢)
G(a,n) =mz(n) + uq.

Tento test byl puvodné vytvoren jako graficky test. Nulovou hypotézu nor-
mality tedy zamitdme, pokud graf funkce T3(n) (t) (kfivka prolozena body

T3n) (t),t € {0,40.5,£0.1,...,+1}) kdekoli na intervalu [—1, 1] protne kiivky,
které jsou dany predpisem y = 4ms(n)\/K3(t,t). Pokud k tomu dojde,

muzeme z chovani funkce Tén) (t) v okoli nuly odhadnout, k jakému poruseni
normality doslo. Pro normalni rozdéleni je totiz graf funkce T?fn) (t) piimka
prochézejici bodem y = 0. Posunuti ve sméru osy y v bodé ¢ = 0 naznacuje
sikmost riznou od 0. Nenulova smérnice grafu ve stejném bodé potom od-
povida Spicatosti ruzné od 3.

T3 test byl také implementovan v prostiedi R a to v knihovné cwhmisc
(v baliku cwhplot) jako funkce T3plot (x). Autor této knihovny vsak pouziva

pro vypocet kritickych hodnot odhad medianu

1 1
n =0,7168311 — 2,327602——= + 3,688362—, 16
i =0, 7t - (16)
ktery je odlisny od (15) i (14). Tato , kosmetickd uprava” (jak ji autor sam
nazyva) odhadu medidnu vede k presnéjsimu dodrzovani hladiny testu. Proto
jsem v této praci pouzila (16).

2.7 Lillieforsuv test D*

V knize [13] je zminéna Lillieforsova modifikace Kolmogorovova-Smirnovova
testu, ktery je zalozen na porovnani empirické distribucni funkce ndhodného
vybéru s distribuéni funkef rozdéleni za nulové hypotézy (Fy(x)). Empiricka
distribu¢ni funkce ndhodného vybéru Xy,..., X, je

n

> Iixi<a-

=1

1
Ey(z) = n
Statistika Kolmogorovova-Smirnovova testu ma tvar

D= maX{D+,D_},
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kde

+ o (. .
Dt = max {1~ R(Xq)},
D~ = Fy(X -1
= in%f?}fn{ o( X)) — - }

Jedna se tedy o maximum rozdilu empirické distribucni funkce a dis-
tribuéni funkce z nulové hypotézy. Kolmogorovovuv-Smirnovuv test je tes-
tem jednoduché hypotézy, proto musi byt specifikovany parametry rozdéleni
i a o. Lilliefors na zakladé simulaci aproximoval rozdéleni statistiky D pro
slozenou nulovou hypotézu, ze vybér pochazi z obecného normaélniho rozdéleni
N(u,0?), a tabeloval kritické hodnoty pro ruzné rozsahy vybéru. Stephens
v [11] navrhuje zjednodusujici transformaci

0,85
D*=D - 0,01 -
(004 22).

kterda umoznuje pro danou hladinu « pouzit stejnou kritickou hodnotu pro
vsechny rozsahy vybéru. Takto modifikovany Lillieforsuv test se v prostiedi R
nachdazi v knihovné nortest jako funkce 1illie.test () a je mozné ho pouzit
pro rozsahy vybéru n > 5.

2.8 Michaeluv test Dgp

John R. Michael v ¢lanku [5] prezentoval graficky test vychéazejici z Kolmogo-
rovova-Smirnovova testu, ktery rozsifuje moznosti normalniho diagramu.
Méjme X, ..., X(,) uspofadany ndhodny vybér. Definujeme si body

fi-® (X“‘X) , (17)

S

kde ®(z) oznacuje distribuéni funkci normovaného norméalniho rozdéleni, X je
vybérovy prumeér a

Déle si oznacime transformaci stabilizujici rozptyl

g(z) = garcsin(\/E).

T
Michaelova statistika Dgp je potom déna predpisem

Dgsp = max |g(f;) — g(pi)l,
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kde

17—

[

bi =
n

V clanku [7] Royston popisuje normalizacni transformaci Michaelovy statis-
tiky Dgp. Pomoci simulaci byl aproximovan median D rozdéleni Dgp za
platnosti nulové hypotézy jako funkce rozsahu vybéru n:

D = 0,016264n"1 + 0,59296n"2 — 0,58067n "1

a odvozeny koeficienty

A = 0,349631In(n) — 0,10246(In(n))? 4 0,00095390(In(n))*,
3 = 022153 + 0,46995n %
tak, ze transformovana statistika
A
D-SP . 1
7= () —1 ) (18)
B

ma potom priblizné normované normalni rozdéleni. To nam dava néavod pro
vypocet kritickych hodnot testu.

Michaeluv test umoznuje do modifikovaného norméalniho diagramu zakreslit
kriticky obor testu. Nulovou hypotézu zamitame, pokud néktery z bodu

2 X, — X
t; = —arcsin ( 0] ( — >)
T S

padne mimo pas urceny piedpisem

2 — 1
y = —arcsin ( 22) + D,,.

™ n

D,, zde oznacuje (1 — )% kvantil spocteny pomoci (18). Tento test je do-
porucovan pro rozsah vybéru 7 < n < 1000. Test Dgp je pro prostiedi R
naprogramovan na piilozeném CD jako funkce D_SP.test ().

2.9 Crameruv-von Misesuv test W?2*

Crameruv-von Misesuv test je uveden napt. v [13]. Je jednim z rodiny kvadra-
tickych testu zalozenych na porovnani empirické distribucni funkce a dis-
tribu¢ni funkce z nulové hypotézy. Tyto testy maji spoleény tvar

n [ (Fulw) = F(2)) 9(F(@)dF () (19)

—00
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kde ¥(F(z)) je vahova funkce.
Volbou vahové funkce ¢(F'(z)) = 1 dostavdme Cramerovu-von Misesovu

testovou statistiku (jejiz oznaceni pouze pripominéd Shapirovu-Wilkovu statis-
tiku W):

1 2i — 12
o L3 (- B1)'
12n_FZ; PO~ "on

Xoy—X
pp = <( )S ) : (20)

kde

Stephens ve svém clanku [11] uvadi modifikaci

W%:(L+1>W%

2n

ktera umoznuje pouzit pro pozadovanou hladinu « stejnou kritickou hodnotu
pro libovolny rozsah vybéru. Takto upraveny test je v prostiedi R implemen-
tovan v knihovné nortest jako funkce cvm.test () a je mozné ho pouzit pro
rozsah vybéru n > 8.

2.10 Andersoniiv-Darlingiiv test A**

Andersonuv-Darlinguv test je dalsi z rodiny kvadratickych testu (19) zminé-
nych v [13] zalozenych na empirické distribuéni funkei. Pouziti vahové funkce

1
MMZ;GjB

vede k testové statistice

n

A% = —n— 1 > (2i = 1)(In(pg) + (1 = p-itn),

n;3

kde p;) je definovano v (20).
V prostiedi R je tento test implementovan s modifikovanou testovou
statistikou

+
n n?

42— (1 n 0,75 2,25) 22

ktera umoznuje pouzit pro pozadovanou hladinu « stejnou kritickou hodnotu
pro libovolny rozsah vybéru. Muzeme ho nalézt v knihovné nortest jako
funkci ad.test () a je mozné ho pouzit pro rozsah vybéru n > 8.
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3 Rozdéleni

Na tomto misté uvadim ptehled pravdépodobnostnich rozdéleni pouzitych
v simulac¢ni studii. Pokud je to mozné, jsou parametry jednotlivych rozdéleni
voleny tak, aby méla stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1. Pokud této vlastnosti
nelze dosdhnout pirimo volbou parametri, pouzijeme jednoduchou linearni
transformaci.

Protoze je nékolik z pouzitych testu zalozeno na Sikmosti nebo Spicatosti,
uvadim u jednotlivych rozdéleni hodnoty téchto charakteristik. Pro jejich
vypocet jsou uziteéné tyto vzorce pro vypocet tietiho a ctvrtého centralniho
momentu (viz [1]):

ns = EX?—3EX’EX +2(EX)?,

e = EX*—4EX’EX +6EX?(EX)’-3(EX)>. (21)
7 definice sikmosti a Spicatosti vyplyva, ze na jejich hodnotu nema linearni
transformace puvodni ndhodné veli¢iny zadny vliv. Proto i veli¢iny transfor-

mované tak, aby meély nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl, budou
mit stejné charakteristiky \/(3; a [ jako veli¢iny puvodni.

3.1 Normalni rozdéleni

Hladinu jednotlivych testi budeme ovéfovat na vybéru z normalniho roz-
délenf N(u,o?). To m4 hustotu

1 x — 1)?
f(x):maexp{—(zﬂ'u)}, JIER,MGR,U2>O,

Stredni hodnota a rozptyl
EX =, var X = o2
Sikmost a picatost (viz [1])

Jhi=0,  B=3.

Pro generovani ndhodného vybéru z rozdéleni N (i, 0?) o rozsahu n muzeme
v prostiedi R pouzit funkei rnorm (n, i, o). V simulacich pouzivame normalni
rozdéleni s parametry p =0 a 0% = 1.
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3.2 Rovnomérné rozdéleni

Hustota spojitého rovnomérného rozdéleni R(a,b) je:

f(z) = a<x<b.

Sttedni hodnota a rozptyl

Ex =212 5 var X =
Obecny i-ty moment je potom
oG+ 1D)(b—a)

Sikmost a $picatost

Vo =0, 52:2.

Pro generovani ndhodného vybéru z rozdéleni R(a,b) o rozsahu n muzeme
v prostiedi R pouzit funkci runif (n,min=a,max=b). Rovnomérné rozdéleni
s nulovou stredni hodnotou a jednotkovym rozptylem dostaneme volbou
parametru a = —v3 a b = V3.

3.3 Dvojité exponencialni rozdéleni

Hustota dvojité exponencialniho rozdéleni DFEx(a,b) je:

1 |z — al
f(x)—%exp{—b}, reR,aceR,b>0.

Stiredni hodnota a rozptyl

EX =a, var X = 2b%

JBi=0,  B,=6.

Pro toto rozdéleni jsem v béznych knihovnéach prostiedi R nenalezla funkci
generujici ndhodny vybér. Ten lze ziskat nasledujicim postupem:
Spocteme si distribu¢ni funkei dvojité exponencidlniho rozdéleni

F(x) = /IOO f(z)dx = ; [1+sign(a:—p,) (1 —exp{W})] :

24
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Déle k ni muzeme spocitat kvantilovou funkei

)
xT——].
2

Budeme generovat ndhodné veliciny U z rovnomérného rozdéleni R(0,1)
(v prosttedi R pomoci funkce runif ()). Veliciny F~!(U) potom maji dvo-
jité exponencialni rozdéleni. Abychom dostali ndhodné veliciny s charak-
teristikami E X = 0 a var X = 1, pouzijeme dvojité exponencidlni rozdéleni
s parametry a =0a b= %

F~(2) = a — bsign (z— ;) In (1 -2

3.4 Exponencialni rozdéleni

Hustota rozdéleni Ezp (\) je:

1
f(x) = Xe_“”/)‘, x>0,\>0.

Stredni hodnota a rozptyl
EX =\, var X = )2
Obecny i-ty moment je potom
= Nl (22)

Za pomoci (21) muzeme z (22) spocitat sikmost a Spicatost

Jhi=2  B=09

Pro generovani nahodného vybéru z rozdéleni Exp (\) o rozsahu n muzeme
v prostiedi R pouzit funkci rexp(n, rate=§). Pro simulace pouzijeme rozdéle-
ni Ezp(2). Ma-li ndhodnd veli¢ina X rozdéleni Fxp(2), potom transfor-
movana ndhodna veli¢ina Y = X2 2 m4 nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy
rozptyl.

3.5 Studentovo t-rozdéleni
Hustota Studentova t-rozdéleni ¢,, s n stupni volnosti je:
i) 2

1+ 5%, 2>0n=12,..

I(
fla) =
HOR
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Stredni hodnota existuje pro n > 1 a je rovna nule. Pro n > 2 existuje
koneény rozptyl

n
X = .
var —
Sikmost a $picatost (viz [2])
(B) = 0, n >3
3n —6
b= =0 n>4
n—4

Pro generovani nahodného vybéru z rozdéleni t,, o rozsahu & muzeme v pros-
ttedi R pouzit funkci rt(k,df=n). Pro simulace pouzijeme rozdéleni ts.
Jestlize ma ndhodna velicina X rozdéleni t5, potom transformovana ndhodné
velicina Y = \/gX ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl.

3.6 SmiSené rozdéleni

Posledni pouzité rozdéleni vychazi z myslenky dvou vybéru. Jedna se o dva
vybéry z normalniho rozdéleni, které se lisi rozptylem i rozsahem. Pro pozado-
vany rozsah vybéru n je tedy %” pozorovani ndhodnym vybérem z N (0, 1)
a 3?" ndhodnym vybérem z N(0,4). Tyto rozsahy jsou voleny tak, aby ko-
respondovaly s matici modelu jednoduchého t¥idéni pouzitou v simulacni

studii.
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4 Simulace

Pro simula¢ni studii jsme zvolili deset ruznych testi normality zminénych
v kapitole 2, ¢tyfi matice modelu X a pét ruznych modifikaci chybového
vektoru e (e, u, v, v* n). Vektor chyb e jsme generovali z rozdéleni zminénych
v kapitole 3. V celé simula¢ni studii jsme pracovali s hladinou vyznamnosti
a = 0,05.

Pii volbé matic X jsem se inspirovala diplomovou praci Mgr. Stefka [12],
ktera byla zpracovana na podobné téma. Prvni matice odpovidd modelu
regresni piimky. Je tvorena sloupcem jednicek (absolutni clen) a sloupcem
nahodnych c¢isel generovanych z rovnomérného rozdéleni se stfedni hodno-
tou 0 a s rozptylem 25, tj. z rozdéleni R(—8,66;8,66). M4 tedy 2 sloupce
a 250 tadku. Druhd matice odpovidda modelu kvadratické zavislosti. Prvni
sloupec matice tvoii samé jednicky, druhy opét nadhodny vybér z rozdéleni
R(—8,66;8,66) a treti sloupec je druhou mocninou druhého sloupce. Treti
matice je regresni matice odpovidajici regresi s absolutnim clenem a tiemi
regresory. Ma tedy rozmeéry 250 x 4, kde prvni sloupec tvoii jednicky a zbylé
tii sloupce jsou opét ndhodné vygenerovana ¢isla z rozdéleni R(—8,66;8,66).
Posledni matice odpovida modelu nevyvazeného jednoduchého tiidéni s roz-
sahy vybéru v poméru 2:3.

Pro kazdé z rozdéleni jsme generovali 1000 vektoru e délky 250. Simulace
jsme provadéli pro rozsahy vybéru n = 10, 15, 20, ..., 250. Jednotlivé rozsahy
jsme dostali tak, ze jsme vzali vzdy prvnich n slozek vektoru e. Analogicky
k tomu jsme pouzili prvnich n fadku matice X. Pouze v pripadé modelu
jednoduchého tiidéni jsme museli pouzit jiny postup pfi vytvareni matice
modelu. Tu jsme vytvéieli pro kazdy pozadovany rozsah vybéru n zvlast
tak, aby prvni sloupec obsahoval na prvnich %" pozicich jednicky a zbylé po-
zice obsadily nuly. Druhy sloupec potom zac¢ina %" nulami, jez jsou doplnény
jednickami do celkové délky n.

Jak uz bylo zminéno v odstavci 1.2.3, nekorelovana rezidua maji rozum-
nou interpretaci pouze pokud ma usporadani fadku matice modelu néjaky
smysl. Protoze tomu tak v piipadé jednoduchého tiidéni neni, nebudeme
v posledné zminovaném modelu nekorelovand rezidua pouzivat.

4.1 Oveéreni hladiny testu

Dodrzovani predepsané hladiny o = 5% jednotlivymi testy jsme ovérovali
tak, ze jsme je aplikovali na 1000 vybéru z normalniho rozdéleni, a sledovali
pocet zamitnuti hypotézy normality. Zamitnuti hypotézy muzeme popsat
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veli¢inou

Y, — 1, test zamita hypotézu normality,
1 0, test nezamitd hypotézu normality, ¢ =1,...,1000.

Predpokladame, ze veliciny X;,2 = 1,...,1000 maji alternativni rozdéleni
s parametrem « a tudiz plati

Muzeme spocitat odhad parametru o

1000
2i=1 Xi

“ = 71000

Pro stfedni hodnotu a rozptyl & plati

1 1000
Ed = — > EX, =
“ = 1000 ; “
1 1000 C\f(l _ Oé)

e e _— X’L = —
VST 10002 ; v 1000

Pro ndami pouzitou hladinu o = 0,05 muzeme urcit kriticky obor s hrani¢nimi
hodnotami 0,036 a 0,064. Padne-li tedy odhad & mimo tento interval, muzeme
fici, ze se na hladiné 5% statisticky vyznamné lisi od pozadované hladiny
a = 0,05.

Graf na obrazku 4.1 znézornuje odhad hladiny testu & v zavislosti na
rozsahu vybéru n pro jednotlivé testy aplikované ptimo na vektor chyb e.
7 néj je patrné, ze pro vektor chyb e dodrzuji vSechny testy kromeé T3 a
K? piedepsanou hladinu. Zatimco test K? nedodrzel hladinu 5% pouze pro
rozsah vybéru n = 20 (& = 0,069), test T3 vykazuje Cetnéjsi nedodrzovéani
hladiny. Pro rozsahy vybéru n < 25 je & vyrazné nizsi nez pozadovanych 5 %
a pro zhruba tfetinu rozsahu vybéru n > 100 jiz naopak odhad hladiny testu
& vychéazi vyssi nez horni kritickd mez.

Pokud aplikujeme jednotlivé testy na vektory rezidui misto na vektor chyb
e, odhady hladiny testu vyjdou odlisné. V pripadé modelu regresni primky
vSak tento rozdil pro rezidua u a v neni ptilis vyrazny. Pouziti nekorelovanych
rezidui n vede ke sniZzeni odhadu hladiny testi A* a W?* tak, Ze se & pro
vetsinu rozsahu vybéru 80 < n < 175 vyrazné lis{ od 5%. Odhad hladiny
testu T3 naopak pro vétsinu rozsahu n > 75 vychazi vyssi nez horni kritickd
mez pro nami pozadovanou hladinu testu o = 5 %.

Nejvétsi vliv na odhad hladiny testi ma pouziti studentizovanych rezidui.
Pro malé rozsahy vybéru (n < 50) nedodrzi predepsanou hladinu zadny
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Obréazek 4.1: Hladina testu aplikovanych na vektor e

z testi. Odhady hladiny testi W’,/b; a K? pro n = 10 dosahuji dokonce
18 % resp. 21 %. S rostoucim rozsahem vybéru se situace zlepsuje, takze pro
n > 50 jiz muZzeme & pro testy A%, D* Ty a W?* povazovat za vyhovujici.
Ostatnim testy potiebujf jesté vétsi rozsahy vybéru - pro W, /by, by je nutny
rozsah vybéru alespon n = 110. Pro n > 150 uz dodrzuji hladinu vSechny
testy kromé testu T3. Pro néj i pii takto velkych rozsazich vybéru dosahuje
& hodnoty 8-10 % misto pozadovanych o =5 %.

Grafy znéazornujici odhady hladin testu pii pouziti jednotlivych rezidui
v modelu regresni piimky jsou pro prehlednost znazornény v piiloze na
obrazku A.7.

V modelu kvadratické zavislosti se pouziti rezidui u a v misto vektoru
chyb e projevi nejvice na odhadu hladiny testu 75. Pro rozsahy vybérun > 95
uz prekracuje horni kritickou mez pro o« = 5 %. Odhady hladin ostatnich testu
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se az na drobné vyjimky pro rozsah vybéru n = 10 nelisi od pozadované
hladiny o = 5 %.

Pti pouziti nekorelovanych rezidui n, dochézi k ¢astéjsimu nedodrzovani
pozadované hladiny nez v modelu regresni piimky. Kromeé testu T3, ktery
prekracuje horni kritickou mez pro vsechny sledované rozsahy n > 80, je
patrné casteéjsi prekroc¢eni horni kritické meze pro hladinu o« = 5% v pripadeé
testu Dgp a W’

Pouziti studentizovanych rezidui vede k jesté vyraznéjsimu nedodrzovani
hladiny pro malé rozsahy vybéru nez v pripadé modelu regresni primky. Testy
A% D* Dgp a W?* dodrzuji pozadovanou hladinu aZ pro n > 60, testy
W, /b1, by dokonce az pro n > 120. Testim W' a K? se podafilo dodrzet
hladinu pouze pro nékolik mélo velkych rozsaht vybéru a odhad hladiny
testu T3 se opét pro vSechny rozsahy vybéru pohybuje mezi 8 a 12 %. Grafy
srovnavajici & pro jednotlivé testy pii pouziti rezidui v modelu kvadratické
zavislosti jsou v priloze na obrazku A.S.

V pripadé modelu regrese se tfemi regresory a absolutnim clenem je
zajimava reakce odhadu hladiny testu 73 na pouziti nékterych rezidui. Pro
rezidua u a v tento test pro vétsi rozsahy vybéru lépe dodrzuje pozadova-
nou hladinu o = 5% nez v piipadé pouziti vektoru chyb e. Pro tato rezidua
ostatni testy (kromé nékolika vyjimek pro rozsah n = 10) dodrzuji hladinu
dobie. V pifpadé nekorelovanych rezidui je odhad hladiny testt A% a W2
spise podhodnocen. Naopak & testu Dgp prekracuje horni kritickou mez pro
n < 30. Pti pouziti studentizovanych rezidui v* misto vektoru chyb e opét
dochézi k vyraznému nedodrzeni hladiny testu. Nejlépe se s tim vyrovnavaji
testy A%, D*, Dgp a W?*, které dodrzuji piedepsanou hladinu jiz pro rozsah
vybéru n > 50. O ostatnich testech muzeme ftici, ze dodrzuji predepsanou
hladinu az pro rozsahy vybéru n > 110 (W,/b;), n > 130 (pro by), resp.
n > 145 (pro K?). Shapiruv-Franciuv test ma problémy s dodrzovanim
hladiny i pro velké rozsahy vybéru a test T3 piekracuje horni kritickou mez
pro vS8echny rozsahy vybéru n. Pro lepsi predstavu viz grafy na obrdazku A.9.

Pti pouziti rezidui u,v misto vektoru chyb e v modelu jednoduchého
ttidéni nedoslo k témér zadnym zménam v odhadech hladin jednotlivych
testl. Pro studentizovand rezidua se ovSem odhad hladiny testu opét vyrazné
zhorsil. Pro malé rozsahy vybéru n nedodrzi predepsanou hladinu zadny
z testu. Nejlépe se s pouzitim v* vyrovnava test Dgp, ktery dodrzuje pre-
depsanou hladinu o = 5% jiz pro n > 40. O néco vétsi rozsah vybéru
potiebuji testy A%* W?2* a D* které dodrzuji hladinu pro rozsahy n > 60.
Ostatni testy zac¢inaji dodrzovat hladinu az pro velké rozsahy vybéru a test
T3 hladinu nedodrzuje vubec ( pro vSechny rozsahy vybéru se & pohybuje
mezi 8 a 12%). Viz grafy v obrazku A.10.
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4.2 Srovnani sily testa

Silu testi proti jednotlivym alternativam jsme odhadovali tak, ze jsme vzdy
vzali 1000 vybéru z ptislusného rozdéleni a sledovali pocet zamitnuti. Veskeré
vysledky jsou pak uvedeny v procentech.

Pro rozdéleni R(—+/3,v/3) maji nejmensi silu testy v/b; a Ts. Test /b; m4
témér nulovou silu nezavisle na rozsahu vybéru, protoze je zalozen pouze na
Sikmosti, kterou ma rovnomérné rozdéleni shodnou s normalnim rozdélenim.
Sila testu T3 z témeér nuly pro n < 150 roste az na 36 % pro n = 250. Naopak
nejlépe dopadl test by zaloZzeny na Spicatosti rozdéleni. Jeho sila rychle roste
ze 7% pro n = 10 az na 100 % pro rozsah vybéru n = 100. Z testu by je
odvozen i test K2, u kterého sila roste jen o mélo pomaleji (z 8% pro n = 10
na 100 % pro n > 100). Podobné vypadd i prubéh silofunkce pro test W.
Ten vykazuje dokonce vyssi sflu nez K2 pro rozsah vybéru mensf nez 30.
Sila testi A% a Dgp roste shodné z 5-7% pro n = 10 na 50 % pro n = 45.
Pro vyssi rozsah vybéru roste sila testu Dgp rychleji - dosahuje 100 % uz pro
n > 100. Test A%* dosahuje sily 100 % az pro n > 150. Cramertiv-von Misestiv
test W2* ma pro n < 45 o malo (piiblizné o 6 procentnich bodi) vyssi silu
nez W. Pro n > 45 uz ale sfla W?2* roste pomaleji a 100 % dosahuje az pro
rozsah vybéru n > 200. Nejslabsi z testu, které vykazuji alespon néjakou
silu, je Lillieforsova modifikace Kolmogorovova-Smirnovova testu. Sila testu
D* roste pomalu z 6 % pro n = 10 na 99 % pro n = 250. Popsané vysledky
jsou lépe patrné z grafu na obrazku 4.2.

V piipadé rozdéleni Exp (2) vychdzi u vsech testu pomérné velkd sila,
protoze se toto rozdéleni diky své asymetrii vyrazné lisi od normalniho rozde-
leni. Mezi testy W, W', /b1, Dsp, W?* a A% nejsou vétsi rozdily v sile. Ta
rychle roste z 30-40 % pro n = 10 na 100 % pro n = 50. Pouze v pripadé
Cramerova-von Misesova testu klesd sila pro n > 165 ze 100 % az na 88 % pro
rozsah vybéru n = 250. Trochu slabsf jsou testy K? a D*, které pro n = 10
dosahujf sily pfiblizné 29 %. Pro takto malé rozsahy vybéru je vyrazné slabsi
test T3 (sfla pouze 9%), ale pro n = 70 uz vSechny tii posledné zminované
testy dosahuji sily 100 %. Nejhute dopadl test by zalozeny pouze na $picatosti.
V jeho piipadé roste sila v zavislosti na rozsahu vybéru spise pozvolné z 20 %
pro n = 10 a 100 % dosahuje az pro n = 250. Pro lepsi predstavu je zde graf
na obrazku 4.3.

Pro rozdéleni t5 je celkové sila testu nizsi nez v pripadé rozdéleni Ezp (2).
Jako nejsilngjsi se jevi skupina testtt W', by, W, Ty a K2. Jejich sila pomalu
roste z 11-15% (kromé testu T3, ktery dosahuje pouze 2 %) na 85-90 % pro
n = 250. O néco slabsf jsou testy A%* a W?* s dosazenou silou 7-9 % pro n =
10, kterd pro n = 250 vzroste az na 76-81 %. Jesté o néco pomalejsi je rust
sily u testu Dgp a D* (z 9% na 56-62 %). Zajimavy rust sily vykazuje test
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Obrazek 4.2: Sila testu aplikovanych na vektor e pochézejici

z rozdéleni R(—+/3,/3)

V/bi. Pro rozsahy vybéru n < 40 je jeho sila srovnatelnd s testy W', by, W, Ty
a K2. Pro vétsi rozsahy vybért se rist sily zpomaluje, takze pro n = 250
dosahuje sily pouze 50 %. Viz graf na obrézku 4.4.

Pro dvojité exponencidlni rozdéleni je nejsilnéjsi test W’. Jeho sila roste
z 19% pro n = 10 az na 99 % pro rozsah vybéru n = 250. Pro malé rozsahy
vybéru n < 35 mu muze konkurovat souhrnny test K2, jehoz sila ale pro
veétsi rozsahy vybéru roste pomaleji a pro n = 250 dosahuje 97 %. Sila testu
A% W2 by a W roste shodné z 14-16% na 34% pro n = 30. Pro vétsi
rozsahy vybéru jsou mezi nimi patrné mensi rozdily v sile (maximalné vsak
6 procentnich bodu), ale pro n = 250 uz shodné dosahuji sily 99 %. Nejmensi
silu vykazuje pro malé rozsahy vybéru test T3 (pouhd 4% pro n = 10). Pro
n > 25 uz vsak dosahuje obdobnych vysledkt jako test D*. Oba testy nakonec
pro n = 250 dosahuji sily ptiblizné 96 %. Test Dgp je pomérné slaby - jeho
sila roste pomaleji nez u ostatnich testu a pro n = 250 dosahuje 90 %. Nejhure
dopadl test v/b; zaloZeny pouze na sikmosti, kterou mé dvojité exponencidlni
rozdéleni shodnou s normalnim rozdélenim. Pro néj sila velmi pomalu roste
z 18 % pouze na 46,5 %. Lépe je vSe patrné z grafu na obrazku 4.5.

Pokud vektor chyb e pochazi ze smési dvou normalnich rozdéleni s nulo-
vou stfedni hodnotou a riznymi rozptyly, je sila vSech testi pomérné nizka.
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Obrazek 4.3: Sila testu aplikovanych na vektor e pochézejici
z rozdéleni Fxp (2)

Nejlépe dopadl test W’ jehoz sila roste z 11 % na 60 % pro n = 250. Test
T3 pro rozsah vybéru n = 10 nabyva sily pouze 2 %, ale s rostoucim n se
piiblizuje skupiné testtt A%, W?2* by, K2 a W, jejichz sila roste ze 7-11 % na
49-56 %. Vyrazneé slabsi jsou testy Dgp a D*, jejichz sila roste z 8 % na 22 %
resp. 39 %. Nejhuie dopadl test v/b; zalozeny na sikmosti, jehoz sila se pro
vSechny uvazované rozsahy vybéru n pohybuje mezi 10 a 17%. Viz graf na
obrazku 4.6.

4.2.1 Model regresni primky

V pifpadé vektoru chyb e pochézejiciho z rozdéleni R(—+/3,/3) neni v sile
testu rozdil pti pouziti rezidui u, v a v*. Oproti e vSak tato rezidua nepatrné
snizuji sflu testt /by, bo, K2, Ty, D*, W?* a A?*. U testt W, W’ a Dgp je
rozdil pri pouziti téchto rezidui az 15 procentnich bodu, ale pro n > 110
se rozdily stiraji. K nejvyraznéjsimu poklesu sily testu dochazi pii aplikaci
test na vektor nekorelovanych rezidui n. Sila test v tomto ptipadé klesa az
o 40 procentnich bodu. Viz graf na obr. A.11.

Pro rozdéleni Ezp (2) neni patrny vyraznéjsi pokles sily pro rezidua u, v
a v*. Zajimavy je vSak vliv pouziti nekorelovanych rezidui n. U vsech testu
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Obrazek 4.4: Sila testu aplikovanych na vektor e pochazejici
z rozdéleni ts

dochazi ke snizeni sily pro malé rozsahy vybéru n a to az o 40 procentnich
bodt. Pro test W?* je vSak pro rozsahy vybérta n > 170 sila testi apliko-
vanych na n vyssi nez pii pouziti e. Viz graf A.12.

Pokud vektor e pochazi z rozdéleni t5, klesa sila testu pri pouziti rezidui
jen zanedbatelné (o max. 4 procentni body pro rezidua u,v a max. o 8 pro-
centnich bodu pro rezidua n). Pouze pro studentizovand rezidua dochézi ke
zvySeni sily testu oproti pouziti chybového vektoru e o 12-15 procentnich
bodu pro n = 10. Tento rozdil se s rostoucim n snizuje az na 2-5 procentnich
bodu pro n = 250. Viz graf na obrazku A.13. Z grafu na obréazku A.14 je
vidét, ze velmi podobné na pouziti rezidui reaguji testy i v piipadé vektoru
e pochazejiciho ze smiseného normalniho rozdéleni.

V pripadé dvojité exponencialniho rozdéleni je snizeni sily v dusledku
pouziti rezidui u, v opét zanedbatelné, ale vice se projevi pouziti nekorelo-
vanych rezidui n. Pro vSechny testy je toto snizeni sily maximalné o 17 pro-
centnich bodi s tim, Ze citlivéjsf jsou testy A%*, W?* a D*. Pii pouZiti stu-
dentizovanych rezidui v* dochdzi opét ke zvysSeni sily testu oproti pouziti
chybového vektoru e a to o 1317 procentnich bodu pro n = 10. Tyto rozdily
se s rostoucim n stiraji, takze pro n > 110 jsou jiz mensi nez 5 procentnich
bodi. Lépe je vSe patrné z grafu na obrazku A.15.
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Obrazek 4.5: Sila testu aplikovanych na vektor e pochézejici
z rozdéleni DExp (1, %)

4.2.2 Model kvadratické zavislosti

V pifpadé rozdéleni R(—v/3,v/3) maji viechny testy nejvyssi silu pii pouziti
chybového vektoru e. Ve svém vlivu na silu testu se od sebe rezidua u, v, v*
navzdjem nelisi - véechna silu test snizuji stejné. Pro testy W?2*, A%* se jednd
o maximalni rozdily 11-15 procentnich bodu, pro test D* méné nez 8 pro-
centnich bodi a pro ostatni testy kromé /b, a Tj je tento rozdil 19-25 pro-
centnich bodu. S rostoucim n se vyse zminény pokles sily zmensuje.

Pti pouziti nekorelovanych rezidui n dochéazi k vyrazné vétsimu poklesu
sily a to az o 50 procentnich bodu. Tyto rozdily se srovnavaji teprve pro
veétsi rozsahy vybéru nez v pripadé rezidui u, v, v*. Pro lepsi predstavu jsou
piislusné grafy v piiloze na obrazku A.16.

Pro rozdéleni Exp(2) se vliv pouziti rezidui misto chybového vektoru
e projevuje podobné jako v pfipadé rovnomérného rozdéleni. Pro rezidua
u, v, v* dochdzi v pifpadé testa W, W’/b, Dgp, W**, D* a, A?* k vyraznéjsimu
poklesu sily o 18-30 procentnich bodu pro rozsahy vybéru n < 30. S ros-
toucim n se pak tyto rozdily rychle stiraji. U zbylych testu jsou rozdily v sile
mensi.

Pti pouziti nekorelovanych rezidui n dochazi opét k vétsimu poklesu sily
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Obrazek 4.6: Sila testu aplikovanych na vektor e pochéazejici ze
smisené¢ho normalniho rozdéleni

nez v piipadé ostatnich rezidui. Pro testy W, W’ a Dgp dokonce az o 50 pro-
centnich bodu. U vSech testu se tyto rozdily stavaji zanedbatelnymi az pro
podstatné vétsi rozsahy vybéru nez v piipadé ostatnich rezidui. Jedinou
vyjimku tvoif opét test W2, ktery naopak pro n > 165 vykazuje vyssi silu
pii pouziti rezidui nez pti pouziti chybového vektoru e. Pro lepsi predstavu
viz grafy na obrazku A.17.

V piipadé rozdéleni t; neni témér rozdil mezi aplikaci testi na vektor
chyb e a na rezidua u, v. Pti pouziti nekorelovanych rezidui n klesa sila pouze
nepatrné (o méné nez 10 procentnich bodu). Pro studentizovand rezidua v*
opét dochézi ke zvysSeni sily jednotlivych testu a to az o 8-13 procentnich
bodu s tim, ze se tyto rozdily s rostoucim n zmensuji. Viz graf na obrazku
A.18. Podobné vysledky dostavame i pro vektor chyb pochézejici ze smési
dvou normélnich rozdéleni. Piislusné grafy jsou v piiloze na obrazku A.19.

Pro vektor chyb e pochazejici z rozdéleni DExp (1, %) je snizeni sily
testu v dusledku pouziti rezidui u,v pomérné nizké - do 10 procentnich
bodi. Pouzijeme-li nekorelovana rezidua n, nejvice poklesne dosazena sila
u testi W2*, D*, A% a to az o 21 procentni bod. Pro ostatni testy je pokles
mensi (12-16 procentnich bodu). Pi aplikaci testu na studentizovand rezidua
misto na vektor chyb e dochdzi k mirnému zvyseni sily (maximdalné vsak
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o 14 procentnich bodi). Pro lepsi predstavu je v piiloze obrazek A.20.

4.2.3 Model regrese se tfemi regresory

V modelu linedrni regrese s absolutnim ¢clenem a tfemi regresory se pouziti
rezidui u,v,v* misto vektoru e, kterj pochdzi z rozdéleni R(—+/3,/3),
projevi nejméné pii pouziti Lillieforsova testu D* a testu W?2* (pokles sily
o maximalné 10 resp. 19 procentnich bodu). U ostatnich testt dochézi k vét-
stmu poklesu sily - a to az o 40 procentnich bodu proti aplikaci testt ptimo
na vektor chyb e. U vSech testu se vSak tyto rozdily pro vétsi rozsahy vybéru
n stiraji. PTi pouziti nekorelovanych rezidui n je pokles sily jesté vyraznéjsi
- dokonce az o 60 procentnich bodu. Pro lepsi predstavu jsou zde grafy na
obrazku A.21.

Pro vektor e pochazejici z rozdéleni Exp(2) opét nedochazi k témeér
zadnému snizeni sily testi /by, K? a Ty pii pouziti rezidui u,v,v*. U os-
tatnich testu dochazi k vyraznéjsimu snizeni sily (az o 30 procentnich boda
v piipadé testu Dgp). Pouze pro test zaloZeny na $picatosti by dochazi k jejimu
mirnému zvyseni. Pokud testy aplikujeme na nekorelovana rezidua n, dojde
k vyraznému poklesu jejich sily (az o 62 procentnich bodu). Pro vsechny testy
se zminéné rozdily v sile s rostoucim n zmensuji (s vyjimkou testu W?2*, pro
ktery naopak sila pro n > 170 pii pouziti rezidui roste). Viz grafy na obrézku
A.22.

V ptipadé, ze vektor chyb e pochazi z rozdéleni t5, neni témeér rozdil
v sile testu aplikovanych na rezidua u a v, kterd se navic pouze minimalné
lisf od sily testt pro vektor e. Pouziti nekorelovanych rezidui vede k mirnému
snizenf sily testu (maximalné vSak o 12 procentnich bodi). Studentizovand
rezidua silu testu naopak zvysuji. Pro lepsi predstavu jsou v priloze grafy na
obrazku A.23.

Pro smés dvou normaélnich rozdéleni je pokles sily testu aplikovanych na
rezidua u, v, n maly nezavisle na rozsahu vybéru. Pokud pouzijeme studenti-
zovand rezidua v*, dochézi naopak ke zvysent sily (pro malé rozsahy vybéru
az o 13 procentnich bodu), pricemz se tento rozdil s rostoucim n zmensuje.
Graficky jsou tyto vysledky znazornény v priloze v grafech na obrazku A.24.

Pouzijeme-li misto vektoru e pochazejiciho z dvojité exponencialniho roz-
déleni rezidua u,v, dojde k mirnému snizeni sily testu (maximélné vsak
o 13 procentnich bodu). Naopak pouziti studentizovanych rezidui vede ke
zvyseni sily (pro malé rozsahy az o 15 procentnich bodu), které se s rostoucim
n zmensuje. Vyraznéji se projevi pouziti nekorelovanych rezidui n. Pro né
dochézi ke snizenf sily testli az o 26 procentnich bodii (kromé testu /by, pro
ktery tento rozdil nepfesahne 12 procentnich bodu). Viz grafy na obrézku
A.25.
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4.2.4 Model jednoduchého tridéni

Jak jiz bylo zminéno vyse, v modelu jednoduchého tiidéni nepouzivame neko-
relovand rezidua, protoze v ném nemaji smysluplnou interpretaci.

Pokud vektor e pochézi z rovnomérného rozdéleni R(—+v/3,+/3), nenf
témer rozdil v sile testu pii pouziti rezidui u, v, v*. VSechny podobné snizuji
silu testl a to az o 21 procentni bod. Rozdily v sile se s rostoucim n snizujf,
takze pro n > 110 (v piipadé testu D* az pro n > 170) uz jsou mensi nez
5 procentnich bodu. Viz grafy na obrazku A.26.

V piipadé exponencidlniho rozdéleni Fxp(2) jsou patrné rozdily pii pouziti
rezidui pro malé rozsahy vybéru n. Rezidua u,v tak snizuji silu testu az
o 20 procentnich bodu, ale pro n > 40 uz je toto snizeni pro vSechny testy
mensi nez 5 procentnich bodu. Pouziti studentizovanych rezidui v* vede
naopak ke zvyseni sily v porovnani s aplikaci testu na vektor chyb e. Tyto
rozdily jsou maximalné 16 procentnich bodu a s rostoucim n rychle klesaji,
takze pro n > 35 jsou jiz pro vSechny testy kromé by, mensi nez 5 procentnich
bodi. Rozdil v sile pro test by klesda pod zminovanou mez az pro rozsahy
vybéru n > 70. Piislusné grafy jsou v piiloze na obrazku A.27.

Pro vektor e pochazejici z rovnomérného rozdéleni snizuje pouziti rezidui
u, v dosazenou silu jen minimalné. Pokud vsak testy aplikujeme na studenti-
zovand rezidua v*, dojde ke zvyseni sily testu. Rozdil ¢ini az 16 procentnich
bodi a srostoucim n se pomalu snizuje. Grafy znazornujici vyse popsané
vlivy pouziti rezidui jsou v piiloze na obrazku A.28. Z grafii na obrazku A.29
je vidét, ze se velmi podobné projevi pouziti rezidui i v ptipadé vektoru e,
ktery je smési dvou normalnich rozdéleni.

Také pro dvojité exponencialni rozdéleni neni patrny témér zadny pokles
sily pfi pouziti rezidui u, v misto vektoru chyb e. Pro studentizovana rezidua
pozorujeme opét mirné zvyseni dosazené sily (maximélné o 17 procentnich
bodu) s tim, Ze se tento rozdil s rostoucim rozsahem vybéru n postupné stira.
Pro lepsi predstavu viz grafy na obrazku A.30.
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Zaveér

Pro testovani hypotéz v linearnim modelu je podstatny predpoklad, ze slozky
chybového vektoru e, které tvori ndhodnou slozku vysvétlované veliciny, maji
norméalni rozdéleni. Protoze chybovy vektor jako takovy nikdy nepozoru-
jeme, je nutné predpoklad normality ovérovat pomoci nékterého typu rezidui.
K tomu mame, kromé subjektivniho diagnostického prostiredku, kterym je
diagram normality, k dispozici i objektivni statistické testy.

V této simulacni studii jsme srovnavali vliv pouziti ruznych rezidui na
dodrzovani hladiny testu. Ukazalo se, ze bézné pouzivana rezidua u a z nich
odvozend normovana rezidua v témér neovliviuji hladinu srovnavanych testu.
Nekorelovana rezidua n v zavislosti na matici modelu mirné zhorsuji dodrzo-
vani pozadované hladiny testu. Pouziti studentizovanych rezidui v* se ukazuje
jako nevhodné, protoze vede k prekracovani pozadované hladiny o = 5 % (pro
malé rozsahy vybéru & vychézi az 20 %). To je nejspiSe zpusobeno tim, ze
pokud vektor e pochéazi z normalniho rozdéleni, maji studentizovana rezidua
rozdéleni t,,_,_; a navic nejsou nezavisla.

Pti srovnavani sily testu proti jednotlivym alternativim se ukazuje, ze
pomérné neznamy Michaeluv test Dgp se fadi spise ke slabsim testim a
navic na pouziti nekorelovanych rezidui reaguje vice nez ostatni testy. Druhy
pomérné neznamy test T3 vykazuje vétsi silu nez Dgp pro vétsinu sledovanych
alternativ, ale napt. pro rovnomérné rozdéleni zcela selhdva. Navic tento
test nedodrzuje prilis dobte predepsanou hladinu. Z ostatnich testu velmi
dobfe dopadly zndmé testy Shapiruv-Wilkav (W), Shapiruv-Franciuv (W)
a souhrnny test K2. Naopak se piilis neosvédéily testy zaméfené pouze na
Sikmost (v/by) ¢i 8picatost (bs), jejichz izka specializace se hod{ spiSe v piipadé,
kdy predpokladdame odchylku od normality v Sikmosti ¢i Spicatosti.

Ukazalo se, ze jednotlivé modely se ve svém vlivu na dodrzovani hladiny
a silu testu prilis nelisi.
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Obrazek A.8: Hladina testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu

kvadratické zavislosti
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Obrazek A.9: Hladina testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
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Obrazek A.11: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu reg-
resni pifmky pro rozdélenf R(—\/§, \/g)
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Obrazek A.12: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu reg-
resni piimky pro rozdéleni Ezp (2)
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Obrazek A.13: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu reg-
resni primky pro rozdéleni 5
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Obrazek A.14: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu reg-
resni primky pro smiSené normalni rozdéleni
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Obrazek A.15: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu reg-

resni piimky pro rozdéleni DFEzp (1, %)
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Obrazek A.16: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
kvadratické zavislosti pro rozdéleni R(—+/3,v/3)
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Obrazek A.17: Sila testu aplikovanych na jednotlivd rezidua v modelu
kvadratické zavislosti pro rozdéleni Exp (2)
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Obrazek A.18: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
kvadratické zavislosti pro rozdéleni s
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Obrazek A.19: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
kvadratické zavislosti pro smés normalnich rozdéleni
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Obrazek A.20: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
kvadratické zavislosti pro rozdéleni DExp (1, %)
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Obrazek A.21: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu linearni
regrese se tfemi regresory pro rozdéleni R(—v/3,/3)
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Obrazek A.22: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu linearni
regrese se tfemi regresory pro rozdéleni Exp (2)
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Obrazek A.23: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu linearni
regrese se tremi regresory pro rozdéleni ts
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Obrazek A.24: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu linearni
regrese se tfemi regresory pro smisené normalni rozdéleni
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Obrazek A.25: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu linearni
regrese se tremi regresory pro rozdéleni DExp (1, %)
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Obrazek A.26: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu

jednoduchého tiidéni pro rozdéleni R(—+/3,/3)
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Obrazek A.27: Sila testu aplikovanych na jednotlivd rezidua v modelu
jednoduchého tiidéni pro rozdéleni Exp (2)
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Obrazek A.28: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
jednoduchého tridéni pro rozdéleni ¢
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Obrazek A.29: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu

jednoduchého tiidéni pro smisené normalni rozdéleni

62




1.0+
08
0.6 1
04
0.2 1

0.0 1

10+
08

0.6 1 /

0.4 /
02

0.0

1.0 +
0.8
0.6 1
04
0.2 1

0.0

0 50

Obrazek A.30: Sila testu aplikovanych na jednotliva rezidua v modelu
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