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1 Lineárńı model 7
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3.5 Studentovo t-rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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4.2.2 Model kvadratické závislosti . . . . . . . . . . . . . . . 35
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Abstrakt
Název práce: Testováńı normality v lineárńım modelu
Autor: Blanka Hamplová
Katedra: Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
Vedoućı diplomové práce: doc. RNDr. Karel Zvára, CSc.
e-mail vedoućıho: karel.zvara@mff.cuni.cz
Abstrakt: Tato diplomová práce se zabývá zp̊usoby ověřováńı předpokladu,
že náhodná složka vysvětlované proměnné v lineárńım modelu má normálńı
rozděleńı. V rámci simulačńı studie jsme sledovali jak použit́ı r̊uzných typ̊u
rezidúı mı́sto p̊uvodńıho chybového vektoru ovlivňuje dodržováńı hladiny
deseti test̊u normality. Protože jednotlivá rezidua záviśı na matici modelu,
uvažovali jsme čtyři konkrétńı matice běžně použ́ıvaných model̊u. Dále jsme
srovnávali vliv použitého modelu a typu rezidúı na śılu jednotlivých test̊u
proti pěti r̊uzným alternativńım rozděleńım. Ukázalo se, že chováńı test̊u
je sṕı̌se než modelem ovlivňováno použitým typem rezidúı. Speciálně stu-
dentizovaná rezidua se jev́ı jako nevhodná, protože při jejich použit́ı testy
nedodržuj́ı předepsanou hladinu.
Kĺıčová slova: Testováńı normality, lineárńı model, srovnáńı śıly test̊u

Abstract
Title: Testing for Normality in Linear Model
Author: Blanka Hamplová
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor: doc. RNDr. Karel Zvára, CSc.
Supervisor’s e-mail address: karel.zvara@mff.cuni.cz
Abstract:This diploma thesis is concerned with the means of verifying the
assumption that the random component of the dependent variable in a li-
near model is normally distributed. Within the realm of a simulation study
we observed how the use of various types of residuals in place of the origi-
nal vector of errors impacts the ability of ten tests of normality to adhere
to their significance levels. Because the individual residuals depend on the
matrix of the model, four specific matrices of frequently used models were
considered. In addition, the impact of the choice of a model along with the
type of residuals on the power against five different alternative distributions
of individual tests was studied. It turns out that the behavior of the tests is
governed more by the type of the residuals used than by the choice of the
model. In particular, studentized residuals appear to be unsuitable, because
with their use the tests do not adhere to the prescribed significance level.
Keywords: Testing for Normality, Linear Model, Comparison of Power
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Úvod

V matematické statistice se často snaž́ıme vysvětlit závislost naměřené
vektorové veličiny na několika předem daných nezávisle proměnných (regre-
sorech). K modelováńı této závislosti použ́ıváme lineárńı model. O naměře-
ném vektoru předpokládáme, že je tvořen nezávislými normálně rozdělenými
náhodnými veličinami se stejným rozptylem a středńı hodnotou závislou na
regresńı matici. Předpoklad normality je podstatný pro platnost testových
statistik pro hypotézy týkaj́ıćı se např́ıklad významnosti regresor̊u či plat-
nosti podmodelu.

V praxi při ověřováńı předpokladu normality muśıme aplikovat testy na
rezidua mı́sto na skutečný vektor chyb. V této práci se tedy budeme zabývat
vlivem použit́ı r̊uzných typ̊u rezidúı a jednotlivých běžně použ́ıvaných model̊u
na chováńı zkoumaných test̊u normality. Do studie jsou zahrnuty i dva méně
známé testy normality (Michael̊uv test DSP a test T3 od Ghosh), které jsou
p̊uvodně navrženy jako grafické testy.

Pro simulačńı studii, byl použit volně šǐritelný statistický software R 2.6.1
a jeho knihovny (k dispozici na www.r-project.org). Zdrojové kódy, data
použitá pro simulace a výsledky simulaćı jsou na přiloženém CD.
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1 Lineárńı model

Necht’ Y = (Y1, Y2, . . . , Yn)T je vektor, jehož složky jsou nezávislé náhodné
veličiny, a Xn×(k+1) = (xij) je známá matice konstant (regresńı matice) pro
jej́ıž rozměry plat́ı n > k + 1. Pokud h(X) = r = k + 1 mluv́ıme o modelu
s plnou hodnost́ı. V př́ıpadě h(X) = r < k + 1 potom o modelu s neúplnou
hodnost́ı. V této práci budeme nadále uvažovat pouze modely s plnou hod-
nost́ı.

Předpokládáme, že i-tou náhodnou veličinu Yi lze zapsat ve tvaru:

Yi = β0 + β1xi1 + . . . + βkxik + ei, i = 1, . . . , n.

Parametry β0, β1, . . . , βk jsou neznámé regresńı koeficienty, xi1, . . . , xik jsou
prvky regresńı matice tvoř́ıćı i-tý řádek a e1, . . . , en jsou nezávislé náhodné
veličiny s následuj́ıćımi vlastnostmi:

E ei = 0,

var ei = σ2, i = 1, . . . , n.

Rozptyl σ2 > 0 je neznámý parametr. Tento lineárńı model můžeme zapsat
také maticově ve tvaru

Y = Xβ + e. (1)

Vektor Xβ je nenáhodný a protože plat́ı

E e = 0,

var e = σ2In×n,

má vektor Y charakteristiky:

EY = Xβ,

varY = σ2In×n.

V regresi se často snaž́ıme odhadnout středńı hodnotu EY = Xβ. Ta nálež́ı
do prostoru lineárńıch kombinaćı sloupc̊u matice X. Označme si tento pros-
tor M(X). Necht’ sloupce matice Q tvoř́ı nějakou ortonormálńı bázi pros-
toru M(X) a necht’ sloupce matice N doplńı tuto bázi na ortonormálńı bázi
prostoru Rn. Dále si označme H = QQT a M = NNT . Obě matice jsou
symetrické, idempotentńı a ve vzájemném vztahu

I = M + H. (2)

H je projekčńı matice, protože obecnému vektoru y přǐrazuje jeho projekci
Hy do prostoru M(X). Matici H můžeme vyjádřit i pomoćı regresńı matice
X předpisem

H = X(XTX)−1XT .
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Označme si Ŷ = HY projekci vektoru Y do M(X). Pro Ŷ plat́ı

E Ŷ = Xβ,

var Ŷ = σ2H

a lze ukázat, že se jedná o nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad středńı hodnoty
Xβ (viz [14]).

Dále si označme
u = Y − Ŷ.

Tento vektor nazýváme vektorem rezidúı. Vyjadřuje, nakolik se od sebe lǐśı
naměřené hodnoty vysvětlované veličiny a odhad jejich středńı hodnoty na
základě modelu. Můžeme psát

u = Y −HY = (I−H)Y

a d́ıky (2) dostáváme
u = MY. (3)

Matice M je symetrická (tedy MT = M) a jej́ı sloupce jsou kolmé k prostoru
M(X), z čehož také plyne MX = 0. Tud́ıž lze vyjádřeńı vektoru rezidúı (3)
přepsat do tvaru

u = MY = M(Xβ + e) = Me. (4)

Vektor rezidúı má vlastnosti:

Eu = 0,

varu = σ2M.

Veličina

RSS = ‖u‖2 =
n∑

i=1

u2
i

se nazývá reziduálńı součet čtverc̊u. Z něj je odvozen i nestranný odhad
rozptylu v modelu (1)

S2 =
RSS

n− r
, (5)

který také bývá nazýván reziduálńı rozptyl.
Z vyjádřeńı (4) je patrné, že vektor rezidúı nezáviśı na vektoru regresńıch

koeficient̊u β. Dı́ky tomu nám v simulaćıch ke spoč́ıtáńı vektoru rezidúı stač́ı
znát pouze vektor e a matici modelu X.

Všechny výše zmı́něné vlastnosti plat́ı v lineárńım modelu bez ohledu
na typ rozděleńı vektoru Y. Pro daľśı úlohy (např. testováńı významnosti
regresor̊u) muśıme přidat ještě předpoklad normálńıho rozděleńı vektoru Y.
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1.1 Normálńı lineárńı model

Jak už bylo uvedeno výše, uvažujeme pouze model s plnou hodnost́ı. V nor-
málńım lineárńım modelu předpokládáme, že vektor pozorováńı Y má mno-
horozměrné normálńı rozděleńı

Y ∼ N(Xβ, σ2I). (6)

To znamená, že chybový vektor e má rozděleńı N(0, σ2I). Z vyjádřeńı (3) je
patrné, že vektor rezidúı u je lineárńı funkćı vektoru e. Tud́ıž plat́ı, že vektor
rezidúı u má mnohorozměrné normálńı rozděleńı N(0, σ2M). Dále lze ukázat
(viz [14]), že v normálńım lineárńım modelu má veličina RSS

σ2 rozděleńı χ2
n−r.

1.2 Daľśı rezidua

Pro definici daľśıch rezidúı potřebujeme předpoklad mtt > 0, t = 1, . . . , n,
tzn. předpoklad, že všechny diagonálńı prvky matice M jsou kladné. V násle-
duj́ıćım textu tedy budeme uvažovat pouze modely s výše zmı́něnou vlast-
nost́ı. Podle [14] nav́ıc plat́ı

mtt > 0 ⇔ h
(
X[−t•]

)
= h (X) ,

kde X[−t•] označuje matici X s vynechaným t-tým řádkem.

1.2.1 Normovaná rezidua

Normovaná rezidua definujeme předpisem

vi =
ui

S
√

mii

, i = 1, . . . , n, (7)

kde S2 je odhad rozptylu (5). Tato rezidua maj́ı v normálńım lineárńım
modelu vlastnosti (viz [14]):

E vi = 0,

var vi = 1, i = 1, . . . , n.

V prostřed́ı R můžeme normovaná rezidua spoč́ıtat př́ıkazem rstandard(a),
kde a je výsledek použit́ı funkce lm().
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1.2.2 Studentizovaná rezidua

Označme si
Y[−t•] = X[−t•]β + e[−t•]

model (1) s vynechaným t-tým řádkem (pozorováńım) a b[−t•] řešeńı normálńı
rovnice v tomto modelu. Dále si označme xT

t• t-tý řádek matice X. Odhady
b a b[−t•] jsou potom (viz [14]) ve vztahu

b[−t•] = b− ut

mtt

(XTX)−1xt•.

Odhad středńı hodnoty t-tého pozorováńı spočtený na základě všech ostat-
ńıch pozorováńı se dá zapsat ve tvaru xT

t•b[−t•]. Porovnáńı tohoto odhadu se
skutečnou hodnotou t-tého pozorováńı můžeme zapsat

Yt − xT
t•b[−t•] = Yt − xT

t•

(
b− ut

mtt

(XTX)−1xt•
)

=
ut

mtt

. (8)

Statistika (8) má nulovou středńı hodnotu a rozptyl

var
(

ut

mtt

)
=

σ2mtt

m2
tt

=
σ2

mtt

.

Pokud při studentizaci statistiky (8) použijeme mı́sto rozptylu σ2 jeho nes-
tranný odhad S2

[−t•] z modelu s vynechaným t-tým pozorováńım, dostaneme
studentizované reziduum

v∗t =
ut

S[−t•]
√

mtt

.

V normálńım lineárńım modelu (6) má studentizované reziduum v∗t Studen-
tovo t-rozděleńı s n− r − 1 stupni volnosti (viz [14]).

Pro odhad rozptylu v modelu s vynechaným pozorováńım plat́ı

S2
[−t•] =

RSS[−t•]
n− r − 1

=
RSS − u2

t

mtt

n− r − 1
.

Z porovnáńı S2
[−t•] s odhadem rozptylu z p̊uvodńıho modelu

S2
[−t•]
S2

=
RSS − u2

t

mtt

n− r − 1
· n− r

RSS
=

n− r − v2
t

n− r − 1
(9)

potom vyplývá
S2

[−t•] < S2 ⇔ |vt| > 1.
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Na základě (9) plat́ı mezi normovaným reziduem (7) a studentizovaným
reziduem (8) následuj́ıćı vztah:

v∗t = vt

(
n− r − 1

n− r − v2
t

) 1
2

,

který je užitečný pro výpočty.
V prostřed́ı R źıskáme studentizovaná rezidua př́ıkazem rstudent(a),

kde a je výsledek použit́ı funkce lm().

1.2.3 Nekorelovaná rezidua

Obě výše zmı́něné transformace p̊uvodńıch rezidúı u odstraňuj́ı problém
nestejných rozptyl̊u. Na rozd́ıl od vektoru chyb e jsou však tato rezidua
stále závislá.

Protože vektor rezidúı lež́ı v prostoru M(X)⊥ můžeme ho zapsat pomoćı
matice N, jej́ıž sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi prostoru M(X)⊥ (tj. pro
kterou plat́ı NTN = I a NNT = M), ve tvaru

u = N(NTY) = Nn.

Vektor n je potom vektor nekorelovaných rezidúı. V normálńım modelu (6)
jsou tato rezidua nezávislá a plat́ı pro ně (viz [14])

En = E (NTY) = NTXβ = 0,

varn = var (NTY) = var (NTe) = σ2In−r.

Protože existuje nekonečně mnoho ortonormálńıch báźı prostoru M(X)⊥,
neńı matice N dána jednoznačně. My se zaměř́ıme na matici N, která určuje
tzv. rekurzivńı rezidua. Při jej́ı konstrukci budeme postupovat následovně:
Začneme prvńım řádkem matice X a postupně budeme přidávat daľśı. V kaž-
dém kroku, kdy se nezvýš́ı hodnost rozšǐrované matice, spočteme rozd́ıl mezi
přidávaným pozorováńım a odhadem jeho středńı hodnoty založeným na
všech doposud přidaných pozorováńıch. Tento rozd́ıl ještě znormujeme tak,
aby vzniklá statistika měla rozptyl σ2. Označme si (Yt,Xt) matici tvořenou
prvńımi t řádky matice (Y,X), hodnost př́ıslušné regresńı matice h(Xt) = rt

a bt řešeńı normálńı rovnice př́ıslušné k Xt. Předpokládejme, že po přidáńı
daľśıho řádku (Yt+1, (xt+1,•)T ) plat́ı h(Xt) = h(Xt+1) = rt, tj. že se nezvýš́ı
hodnost. Potom můžeme psát

nt−rt+1 =
Yt+1 − (xt+1,•)Tbt√

1 + (xt+1,•)T (XT
t Xt)−xt+1,•

. (10)
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Postupem (10) dostaneme postupně statistiky n1, . . . , nn−r, z nichž každá
je nekorelovaná se všemi statistikami s nižš́ım indexem (viz [14]). Pokud
má smysl uspořádáńı řádk̊u matice (Y,X), můžeme nekorelovaná rezidua
interpretovat jako srovnáńı, nakolik každé daľśı pozorováńı odpov́ıdá modelu
zkonstruovanému na základě všech předchoźıch pozorováńı.
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2 Testy normality

V této sekci uvád́ım přehled použitých test̊u normality. Všechny testy byly
vytvořeny pro rozhodnut́ı, zda daný náhodný výběr pocháźı z normálńıho
rozděleńı. V př́ıpadě lineárńıho modelu můžeme za náhodný výběr považovat
pouze chybový vektor e. Ten ovšem nikdy nepozorujeme, proto testy nor-
mality v praxi použ́ıváme na vektory rezidúı, která už však nemaj́ı vlast-
nosti náhodného výběru. Je proto zaj́ımavé sledovat vliv použit́ı rezidúı na
dodržováńı hladiny a śılu test̊u.

Obecně známým diagnostickým prostředkem použ́ıvaným pro detekci od-
chylek od normality je normálńı diagram, který je založen na následuj́ıćı
myšlence:
Necht’ G1, . . . , Gn je výběr z rozděleńı N(0, 1). Označme si

gi = E G(i), i = 1, . . . , n.

Pro uspořádaný výběr X(1), . . . , X(n) z rozděleńı N(µ, σ2) potom plat́ı

E X(i) = µ + σgi, i = 1, . . . , n. (11)

Body [gi, X(i)] by tud́ıž měly být rozloženy kolem př́ımky y = µ+σx. Diagram
normality je grafický prostředek, který nám umožňuje pouze subjektivńı hod-
noceńı, zda náš výběr pocháźı z normálńıho rozděleńı či nikoli. Pokud se tedy
tvar diagramu normality zkoumaného výběru výrazněji lǐśı od př́ımky (je kon-
vexńı, konkávńı, či esovitě prohnutý), stač́ı nám k zamı́tnut́ı hypotézy nor-
mality pouhý pohled. V př́ıpadě, že si nejsme jisti, je vhodné použ́ıt některý
z objektivńıch statistických test̊u.

2.1 Shapir̊uv-Wilk̊uv test W

Tento test zveřejněný v [10] úzce souviśı s výše zmı́něným diagramem nor-
mality. Shapiro a Wilk jej založili na porovnáńı dvou odhad̊u parametru σ.
Označme si

s2
∗ = (n− 1)s2 =

n∑

i=1

(Xi −X)2

statistiku vycházej́ıćı z odhadu parametru σ pomoćı výběrového rozptylu
pozorováńı X(1), . . . , X(n).

Pokud je X(1), . . . , X(n) uspořádaný náhodný výběr z rozděleńı N(0,1),
můžeme druhý odhad parametru σ spoč́ıtat z modelu

EX() = µ1 + σg, (12)
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který je pouze maticovým zápisem vztahu (11). Zde je X() = (X(1), . . . , X(n))
T

a g = (g1, . . . , gn)T označuje vektor středńıch hodnot uspořádaného náhodné-
ho výběru z normovaného normálńıho rozděleńı. Dále si označ́ıme V variančńı
matici spořádaného náhodného výběru z rozděleńı N(0,1). Odhad parametru
σ (tedy směrnice př́ımky v diagramu normality) źıskaný zobecněnou metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u z modelu (12) je potom

σ̂ =
gTV−1X()

gTV−1g
.

Zavedeme si koeficienty a = (a1, . . . , an)T dané předpisem

a =
gTV−1

‖ gTV−1 ‖ ,

které maj́ı vlastnosti ai = −an−i+1 a aTa = 1. Tud́ıž můžeme statistiku
Shapirova–Wilkova testu

W =
σ̂2(gTV−1g)2

‖gTV−1‖2 s2∗
=

(aTX())
2

s2∗

zapsat ve tvaru:

W =

[∑[n
2
]

i=1 ai(X(i) −X(n−i+1))
]2

s2∗
.

Protože výpočet koeficient̊u a vyžaduje znalost variančńı matice V uspořáda-
ného náhodného výběru z N(0, 1), navrhli autoři v [10] nahradit koeficienty
a jejich aproximaćı â∗. Výpočet â∗ je založen pouze na znalosti vektoru
středńıch hodnot uspořádaného náhodného výběru z N(0, 1) a rozsahu výběru
n. Původně byly kritické hodnoty pro W tabelovány pouze pro rozsahy
výběru n < 50. Tento nedostatek odstranil Royston v článku [6], kde navrhl
normalizuj́ıćı transformaci statistiky W , která umožňovala použit́ı Shapirova-
Wilkova testu pro rozsahy výběru 7 ≤ n ≤ 2000 a výpočet p-hodnot.

V R je Shapir̊uv-Wilk̊uv test k dispozici pod názvem shapiro.test().
Pro výpočet využ́ıvá Royston̊uv upravený algoritmus zveřejněný v [8], který
je možné použ́ıt pro rozsahy výběru 3 ≤ n ≤ 5000.

2.2 Shapir̊uv-Franci̊uv test W ′

Shapiro a Francia v [9] navrhli zjednodušeńı statistiky W. Nahradili koefi-
cienty a jejich modifikaćı

a∗ =
g√
gTg

,
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která nevyžaduje výpočet variančńı matice V uspořádaného náhodného vý-
běru z normovaného normálńıho rozděleńı. Testová statistika má potom tvar

W ′ =

[
gTX()

]2

‖g‖2‖X() − X̄‖2
=

[∑n
i=1 giX(i)

]2

∑n
i=1 g2

i

∑n
i=1(X(i) − X̄)2

.

Jedná se tedy vlastně o čtverec výběrového korelačńıho keficientu r2
g,X()

.

Protože p̊uvodně byly kritické hodnoty Shapirova-Wilkova testu W tabelová-
ny pouze pro rozsahy výběru n < 50, doporučovali Shapiro a Francia pro větš́ı
rozsahy použ́ıvat jako aproximaci test W ′.

V prostřed́ı R je pro vektor středńıch hodnot uspořádaného náhodného
výběru z rozděleńı N(0, 1) použita aproximace

gi = Φ−1

(
i− a

n + (1− a)− a

)
,

kde

a =

{
3
8
, n ≤ 10

1
2
, n > 10.

Tento test nacháźı v knihovně nortest jako funkce sf.test() a lze ho použ́ıt
pro rozsahy výběru 5 ≤ n ≤ 5000.

2.3 Test založený na šikmosti (
√

b1)

Označme si i-tý centrálńı moment pravděpodobnostńıho rozděleńı

µi = E (X − EX)i .

Šikmost
√

β1 je potom dána předpisem
√

β1 =
µ3

µ
3
2

2

.

Definujeme si výběrovou šikmost
√

b1 =
m3

m
3
2

2

,

kde

mk =
1

n

n∑

i=1

(
Xi −X

)k
.

Pro normálńı rozděleńı plat́ı

E
√

b1 = 0, var
√

b1 =
6(n− 2)

(n + 1)(n + 3)
.
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Dř́ıve se použ́ıval test založený na statistice

Y =
√

b1

(
(n + 1)(n + 3)

6(n− 2)

) 1
2

,

která má asymptoticky normálńı rozděleńı N(0, 1). Tato asymptotika je však
pomalá a tud́ıž nevhodná pro malé rozsahy výběr̊u. Autoři článku [3] do-
poručuj́ı použ́ıt následuj́ıćı postup pro transformaci veličiny Y:
Spočteme statistiky

β2(
√

b1) =
3(n2 + 27n− 70)(n + 1)(n + 3)

(n− 2)(n + 5)(n + 7)(n + 9)
,

W 2 = −1 +
(
2(β2(

√
b1)− 1)

) 1
2

, δ =
1√

ln W
,

α =
(

2

W 2 − 1

) 1
2

.

Transformovaná veličina

Z(
√

b1) = δ ln


Y

α
+

((
Y

α

)2

+ 1

) 1
2




má potom za platnosti nulové hypotézy přibližně normálńı rozděleńı N(0,1).
Tento test lze použ́ıt pro rozsahy výběr̊u n > 8.

2.4 Test založený na špičatosti (b2)

Při zachováńı značeńı z předchoźıho odstavce si můžeme definovat špičatost
rozděleńı β2 předpisem

β2 =
µ4

µ2
2

.

Dále si definujeme výběrovou špičatost

b2 =
m4

m2
2

.

Za platnosti hypotézy normality je jej́ı středńı hodnota

E(b2) =
3(n− 1)

n + 1

a rozptyl

var (b2) =
24n(n− 2)(n− 3)

(n + 1)2(n + 3)(n + 5)
.
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Standardizovanou verzi statistiky b2 si označ́ıme

Y =
b2 − E(b2)

var (b2)
.

Statistika Y má sice asymptoticky normálńı rozděleńı N(0, 1), ale tato asymp-
totika je ještě pomaleǰśı než v př́ıpadě výběrové šikmosti. Autoři článku [3]
doporučuj́ı následuj́ıćı postup pro normalizaci Y :
Třet́ı standardizovaný moment b2 je

√
β1(b2) =

6(n2 − 5n + 2)

(n + 7)(n + 9)

√√√√ 6(n + 3)(n + 5)

n(n− 2)(n− 3)
.

Definujeme si veličinu A

A = 6 +
8√

β1(b2)


 2√

β1(b2)
+

√√√√
(

1 +
4

β1(b2)

)
 ,

pomoćı které provedeme transformaci výběrové špičatosti b2

Z(b2) =




(
1− 2

9A

)
−


 1− 2

A

1+Y

√
2

A−4




1
3




√
2

9A

.

Z(b2) má za platnosti nulové hypotézy přibližně normálńı rozděleńı N(0, 1).
Tento test je doporučen pro rozsahy výběru n ≥ 20.

2.5 Souhrnný test K2

Souhrnný test založený na výběrové šikmosti i špičatosti je kombinaćı před-
choźıch dvou test̊u. Testová statistika

K2 = Z2(
√

b1) + Z2(b2)

má za platnosti nulové hypotézy normality přibližně rozděleńı χ2
2. Tento test

lze použ́ıt pro rozsahy n ≥ 20.

2.6 Test T3 založený na EMVF

Test T3 vytvořila Sucharita Ghosh [4] a je založen na třet́ı derivaci logaritmu
empirické momentové vytvořuj́ıćı funkce. Momentová vytvořuj́ıćı funkce je
definována předpisem

µ(t) = E
(
etX

)
.
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Mějme náhodný výběr X1, . . . Xn. Empirická momentová vytvořuj́ıćı funkce
je potom dána předpisem

M(t) =
1

n

n∑

j=1

exp{tXj}.

Definujeme si empirickou momentovou vytvořuj́ıćı funkci pro studentizovaná
data

M̃(t) =
1

n

n∑

j=1

exp

{
t(Xj −X)

s

}

a jej́ı derivaci podle t

M̃ (i)(t) =
di

dti
M̃(t) =

1

n

n∑

j=1

(
(Xj −X)

s

)i

exp

{
t(Xj −X)

s

}
, i > 0

= 0, i < 0

M̃ (0)(t) = M(t).

Pro rozsah výběru n si označ́ıme třet́ı derivaci logaritmu empirické momen-
tové vytvořuj́ıćı funkce

T
(n)
3 (t) =

√
n

d3

dt3
{ln M(t)}

=
√

nM−2(t)

{
M (3)(t)M(t)− 3M (2)(t)M (1)(t) + 2

M (2)

M(t)

}
.

Necht’ Z(t) je gaussovský proces s nulovou středńı hodnotou a kovariančńı
funkćı cov{Z(t), Z(s)} = γ(t, s) definovaný pro t ∈ [−a, a]. Necht’ m je
medián sup|t|≤a |Z(t)| a δ = sup|t|≤a{γ(t, t)}. Potom plat́ı

P{sup
|t|≤a

|Z(t)| ≤ m + uαδ} ≥ 1− α. (13)

Podle [4] může být tato nerovnost použita na standardizovanou statistiku

T̃
(n)
3 (t) =

T
(n)
3 (t)√
K3(t, t)

,

kde K3(t, t) je asymptotický rozptyl odvozený v [4]. V našem př́ıpadě je
δ = 1 a m můžeme aproximovat mediánem m3(n) źıskaným ze simulaćı.
Jeho vyjádřeńı jako funkce rozsahu výběru n je ve zmı́něném článku uvedeno
takto:

m̂3(n) = 1,38− 5,92
1√
n

+ 12,8
1

n
. (14)
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V testu, který autorka naprogramovala pro prostřed́ı S-plus, a který mi
laskavě poskytla, je na základě daľśıch simulaćı odhad mediánu lehce pozmě-
něn do tvaru:

m̂3(n) = 1,217338− 3,568419
1√
n

+ 4,59114
1

n
. (15)

Použit́ım vztah̊u (13) a (15) dostáváme přibližný (1− α) · 100% kvantil pro

statistiku T̃
(n)
3 (t)

q̃(α, n) = m̂3(n) + uα.

Tento test byl p̊uvodně vytvořen jako grafický test. Nulovou hypotézu nor-
mality tedy zamı́táme, pokud graf funkce T

(n)
3 (t) (křivka proložená body

T
(n)
3 (t), t ∈ {0,±0.5,±0.1, . . . ,±1}) kdekoli na intervalu [−1, 1] protne křivky,

které jsou dány předpisem y = ±m̂3(n)
√

K3(t, t). Pokud k tomu dojde,

můžeme z chováńı funkce T
(n)
3 (t) v okoĺı nuly odhadnout, k jakému porušeńı

normality došlo. Pro normálńı rozděleńı je totiž graf funkce T
(n)
3 (t) př́ımka

procházej́ıćı bodem y = 0. Posunut́ı ve směru osy y v bodě t = 0 naznačuje
šikmost r̊uznou od 0. Nenulová směrnice grafu ve stejném bodě potom od-
pov́ıdá špičatosti r̊uzné od 3.

T3 test byl také implementován v prostřed́ı R a to v knihovně cwhmisc

(v baĺıku cwhplot) jako funkce T3plot(x). Autor této knihovny však použ́ıvá
pro výpočet kritických hodnot odhad mediánu

m̂ = 0,7168311− 2,327602
1√
n

+ 3,688362
1

n
, (16)

který je odlǐsný od (15) i (14). Tato
”
kosmetická úprava” (jak ji autor sám

nazývá) odhadu mediánu vede k přesněǰśımu dodržováńı hladiny testu. Proto
jsem v této práci použila (16).

2.7 Lilliefors̊uv test D∗

V knize [13] je zmı́něna Lillieforsova modifikace Kolmogorovova-Smirnovova
testu, který je založen na porovnáńı empirické distribučńı funkce náhodného
výběru s distribučńı funkćı rozděleńı za nulové hypotézy (F0(x)). Empirická
distribučńı funkce náhodného výběru X1, . . . , Xn je

Fn(x) =
1

n

n∑

i=1

I[Xi≤x].

Statistika Kolmogorovova-Smirnovova testu má tvar

D = max
{
D+, D−}

,
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kde

D+ = max
i=1,...,n

{
i

n
− F0(X(i))

}
,

D− = max
i=1,...,n

{
F0(X(i))− i− 1

n

}
.

Jedná se tedy o maximum rozd́ıl̊u empirické distribučńı funkce a dis-
tribučńı funkce z nulové hypotézy. Kolmogorovov̊uv-Smirnov̊uv test je tes-
tem jednoduché hypotézy, proto muśı být specifikovány parametry rozděleńı
µ a σ. Lilliefors na základě simulaćı aproximoval rozděleńı statistiky D pro
složenou nulovou hypotézu, že výběr pocháźı z obecného normálńıho rozděleńı
N(µ, σ2), a tabeloval kritické hodnoty pro r̊uzné rozsahy výběr̊u. Stephens
v [11] navrhuje zjednodušuj́ıćı transformaci

D∗ = D

(√
n− 0,01 +

0,85√
n

)
,

která umožňuje pro danou hladinu α použ́ıt stejnou kritickou hodnotu pro
všechny rozsahy výběru. Takto modifikovaný Lilliefors̊uv test se v prostřed́ı R
nacháźı v knihovně nortest jako funkce lillie.test() a je možné ho použ́ıt
pro rozsahy výběru n ≥ 5.

2.8 Michael̊uv test DSP

John R. Michael v článku [5] prezentoval grafický test vycházej́ıćı z Kolmogo-
rovova-Smirnovova testu, který rozšǐruje možnosti normálńıho diagramu.
Mějme X(1), . . . , X(n) uspořádaný náhodný výběr. Definujeme si body

fi = Φ

(
X(i) −X

s̃

)
, (17)

kde Φ(z) označuje distribučńı funkci normovaného normálńıho rozděleńı, X je
výběrový pr̊uměr a

s̃2 =
1

n

n∑

i=1

(Xi −X)2.

Dále si označ́ıme transformaci stabilizuj́ıćı rozptyl

g(x) =
2

π
arcsin(

√
x).

Michaelova statistika DSP je potom dána předpisem

DSP = max |g(fi)− g(pi)|,
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kde

pi =
i− 1

2

n
.

V článku [7] Royston popisuje normalizačńı transformaci Michaelovy statis-
tiky DSP . Pomoćı simulaćı byl aproximován medián D̃ rozděleńı DSP za
platnosti nulové hypotézy jako funkce rozsahu výběru n:

D̃ = 0,016264n−
1
4 + 0,59296n−

1
2 − 0,58067n−

3
4

a odvozeny koeficienty

λ̃ = 0,34963 ln(n)− 0,10246(ln(n))2 + 0,00095390(ln(n))4,

β̃ = 0,22153 + 0,46995n−0,86

tak, že transformovaná statistika

z =

(
DSP

D̃

)λ̃ − 1

β̃λ̃
(18)

má potom přibližně normované normálńı rozděleńı. To nám dává návod pro
výpočet kritických hodnot testu.
Michael̊uv test umožňuje do modifikovaného normálńıho diagramu zakreslit
kritický obor testu. Nulovou hypotézu zamı́táme, pokud některý z bod̊u

ti =
2

π
arcsin




√√√√Φ

(
Xi −X

s̃

)


padne mimo pás určený předpisem

y =
2

π
arcsin




√
i− 1

2

n


±Dα.

Dα zde označuje (1 − α)% kvantil spočtený pomoćı (18). Tento test je do-
poručován pro rozsah výběru 7 ≤ n ≤ 1000. Test DSP je pro prostřed́ı R
naprogramován na přiloženém CD jako funkce D_SP.test().

2.9 Cramer̊uv-von Mises̊uv test W 2∗

Cramer̊uv-von Mises̊uv test je uveden např. v [13]. Je jedńım z rodiny kvadra-
tických test̊u založených na porovnáńı empirické distribučńı funkce a dis-
tribučńı funkce z nulové hypotézy. Tyto testy maj́ı společný tvar

n
∫ ∞

−∞
(Fn(x)− F (x))2 ψ(F (x))dF (x), (19)
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kde ψ(F (x)) je váhová funkce.
Volbou váhové funkce ψ(F (x)) = 1 dostáváme Cramerovu-von Misesovu

testovou statistiku (jej́ıž označeńı pouze připomı́ná Shapirovu-Wilkovu statis-
tiku W ):

W 2 =
1

12n
+

n∑

i=1

(
p(i) − 2i− 1

2n

)2

,

kde

p(i) = Φ

(
X(i) −X

s

)
. (20)

Stephens ve svém článku [11] uvád́ı modifikaci

W 2∗ =
(
1 +

1

2n

)
W 2,

která umožňuje použ́ıt pro požadovanou hladinu α stejnou kritickou hodnotu
pro libovolný rozsah výběru. Takto upravený test je v prostřed́ı R implemen-
tován v knihovně nortest jako funkce cvm.test() a je možné ho použ́ıt pro
rozsah výběru n ≥ 8.

2.10 Anderson̊uv-Darling̊uv test A2∗

Anderson̊uv-Darling̊uv test je daľśı z rodiny kvadratických test̊u (19) zmı́ně-
ných v [13] založených na empirické distribučńı funkci. Použit́ı váhové funkce

ψ(p) =
1

p(1− p)

vede k testové statistice

A2 = −n− 1

n

n∑

i=1

(2i− 1)(ln(p(i)) + ln(1− p(n−i+1))),

kde p(i) je definováno v (20).
V prostřed́ı R je tento test implementován s modifikovanou testovou

statistikou

A2∗ =
(
1 +

0,75

n
+

2,25

n2

)
A2,

která umožňuje použ́ıt pro požadovanou hladinu α stejnou kritickou hodnotu
pro libovolný rozsah výběru. Můžeme ho nalézt v knihovně nortest jako
funkci ad.test() a je možné ho použ́ıt pro rozsah výběru n ≥ 8.
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3 Rozděleńı

Na tomto mı́stě uvád́ım přehled pravděpodobnostńıch rozděleńı použitých
v simulačńı studii. Pokud je to možné, jsou parametry jednotlivých rozděleńı
voleny tak, aby měla středńı hodnotu 0 a rozptyl 1. Pokud této vlastnosti
nelze dosáhnout př́ımo volbou parametr̊u, použijeme jednoduchou lineárńı
transformaci.

Protože je několik z použitých test̊u založeno na šikmosti nebo špičatosti,
uvád́ım u jednotlivých rozděleńı hodnoty těchto charakteristik. Pro jejich
výpočet jsou užitečné tyto vzorce pro výpočet třet́ıho a čtvrtého centrálńıho
momentu (viz [1]):

µ3 = E X3 − 3E X2 E X + 2 (E X)3 ,

µ4 = E X4 − 4E X3 E X + 6E X2 (E X)2 − 3 (E X)3 . (21)

Z definice šikmosti a špičatosti vyplývá, že na jejich hodnotu nemá lineárńı
transformace p̊uvodńı náhodné veličiny žádný vliv. Proto i veličiny transfor-
mované tak, aby měly nulovou středńı hodnotu a jednotkový rozptyl, budou
mı́t stejné charakteristiky

√
β1 a β2 jako veličiny p̊uvodńı.

3.1 Normálńı rozděleńı

Hladinu jednotlivých test̊u budeme ověřovat na výběru z normálńıho roz-
děleńı N(µ, σ2). To má hustotu

f(x) =
1√
2πσ

exp

{
−(x− µ)2

2σ2

}
, x ∈ R, µ ∈ R, σ2 > 0.

Středńı hodnota a rozptyl

E X = µ, var X = σ2.

Šikmost a špičatost (viz [1])

√
β1 = 0, β2 = 3.

Pro generováńı náhodného výběru z rozděleńı N(µ, σ2) o rozsahu n můžeme
v prostřed́ı R použ́ıt funkci rnorm (n, µ, σ). V simulaćıch použ́ıváme normálńı
rozděleńı s parametry µ = 0 a σ2 = 1.
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3.2 Rovnoměrné rozděleńı

Hustota spojitého rovnoměrného rozděleńı R(a, b) je:

f(x) =
1

b− a
, a < x < b.

Středńı hodnota a rozptyl

E X =
a + b

2
, var X =

(b− a)2

12
.

Obecný i-tý moment je potom

µ′i =
bi+1 − ai+1

(i + 1)(b− a)
.

Šikmost a špičatost √
β1 = 0, β2 =

9

5
.

Pro generováńı náhodného výběru z rozděleńı R(a, b) o rozsahu n můžeme
v prostřed́ı R použ́ıt funkci runif(n,min=a,max=b). Rovnoměrné rozděleńı
s nulovou středńı hodnotou a jednotkovým rozptylem dostaneme volbou
parametr̊u a = −√3 a b =

√
3.

3.3 Dvojitě exponenciálńı rozděleńı

Hustota dvojitě exponenciálńıho rozděleńı DEx(a, b) je:

f(x) =
1

2b
exp

{
−|x− a|

b

}
, x ∈ R, a ∈ R, b > 0.

Středńı hodnota a rozptyl

E X = a, var X = 2b2.

Šikmost a špičatost √
β1 = 0, β2 = 6.

Pro toto rozděleńı jsem v běžných knihovnách prostřed́ı R nenalezla funkci
generuj́ıćı náhodný výběr. Ten lze źıskat následuj́ıćım postupem:
Spočteme si distribučńı funkci dvojitě exponenciálńıho rozděleńı

F (x) =
∫ x

−∞
f(z) dx =

1

2

[
1 + sign (x− µ)

(
1− exp

{ |x− µ|
b

})]
.
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Dále k ńı můžeme spoč́ıtat kvantilovou funkci

F−1(z) = a− b sign
(
z − 1

2

)
ln

(
1− 2

∣∣∣∣ x−
1

2

∣∣∣∣
)

.

Budeme generovat náhodné veličiny U z rovnoměrného rozděleńı R(0, 1)
(v prostřed́ı R pomoćı funkce runif()). Veličiny F−1(U) potom maj́ı dvo-
jitě exponenciálńı rozděleńı. Abychom dostali náhodné veličiny s charak-
teristikami E X = 0 a var X = 1, použijeme dvojitě exponenciálńı rozděleńı
s parametry a = 0 a b = 1√

2
.

3.4 Exponenciálńı rozděleńı

Hustota rozděleńı Exp (λ) je:

f(x) =
1

λ
e−x/λ, x > 0, λ > 0.

Středńı hodnota a rozptyl

E X = λ, var X = λ2.

Obecný i-tý moment je potom

µ′i = λii !. (22)

Za pomoci (21) můžeme z (22) spoč́ıtat šikmost a špičatost

√
β1 = 2, β2 = 9.

Pro generováńı náhodného výběru z rozděleńı Exp (λ) o rozsahu n můžeme
v prostřed́ı R použ́ıt funkci rexp(n,rate= 1

λ
). Pro simulace použijeme rozděle-

ńı Exp(2). Má-li náhodná veličina X rozděleńı Exp (2), potom transfor-
movaná náhodná veličina Y = X−2

2
má nulovou středńı hodnotu a jednotkový

rozptyl.

3.5 Studentovo t-rozděleńı

Hustota Studentova t-rozděleńı tn s n stupni volnosti je:

f(x) =
Γ(n+1

2
)

Γ
(

n
2

)√
πn

(1 +
x2

n
)−

n+1
2 , x > 0, n = 1, 2, . . .
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Středńı hodnota existuje pro n > 1 a je rovna nule. Pro n > 2 existuje
konečný rozptyl

var X =
n

n− 2
.

Šikmost a špičatost (viz [2])

√
(β1) = 0, n > 3

β2 =
3n− 6

n− 4
, n > 4

Pro generováńı náhodného výběru z rozděleńı tn o rozsahu k můžeme v pros-
třed́ı R použ́ıt funkci rt(k,df=n). Pro simulace použijeme rozděleńı t5.
Jestliže má náhodná veličina X rozděleńı t5, potom transformovaná náhodná

veličina Y =
√

3
5
X má nulovou středńı hodnotu a jednotkový rozptyl.

3.6 Smı́̌sené rozděleńı

Posledńı použité rozděleńı vycháźı z myšlenky dvou výběr̊u. Jedná se o dva
výběry z normálńıho rozděleńı, které se lǐśı rozptylem i rozsahem. Pro požado-
vaný rozsah výběru n je tedy 2n

5
pozorováńı náhodným výběrem z N(0, 1)

a 3n
5

náhodným výběrem z N(0, 4). Tyto rozsahy jsou voleny tak, aby ko-
respondovaly s matićı modelu jednoduchého tř́ıděńı použitou v simulačńı
studii.
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4 Simulace

Pro simulačńı studii jsme zvolili deset r̊uzných test̊u normality zmı́něných
v kapitole 2, čtyři matice modelu X a pět r̊uzných modifikaćı chybového
vektoru e (e,u,v,v∗,n). Vektor chyb e jsme generovali z rozděleńı zmı́něných
v kapitole 3. V celé simulačńı studii jsme pracovali s hladinou významnosti
α = 0,05.

Při volbě matic X jsem se inspirovala diplomovou praćı Mgr. Štefka [12],
která byla zpracována na podobné téma. Prvńı matice odpov́ıdá modelu
regresńı př́ımky. Je tvořena sloupcem jedniček (absolutńı člen) a sloupcem
náhodných č́ısel generovaných z rovnoměrného rozděleńı se středńı hodno-
tou 0 a s rozptylem 25, tj. z rozděleńı R(−8,66; 8,66). Má tedy 2 sloupce
a 250 řádk̊u. Druhá matice odpov́ıdá modelu kvadratické závislosti. Prvńı
sloupec matice tvoř́ı samé jedničky, druhý opět náhodný výběr z rozděleńı
R(−8,66; 8,66) a třet́ı sloupec je druhou mocninou druhého sloupce. Třet́ı
matice je regresńı matice odpov́ıdaj́ıćı regresi s absolutńım členem a třemi
regresory. Má tedy rozměry 250× 4, kde prvńı sloupec tvoř́ı jedničky a zbylé
tři sloupce jsou opět náhodně vygenerovaná č́ısla z rozděleńı R(−8,66; 8,66).
Posledńı matice odpov́ıdá modelu nevyváženého jednoduchého tř́ıděńı s roz-
sahy výběr̊u v poměru 2:3.

Pro každé z rozděleńı jsme generovali 1000 vektor̊u e délky 250. Simulace
jsme prováděli pro rozsahy výběr̊u n = 10, 15, 20, . . . , 250. Jednotlivé rozsahy
jsme dostali tak, že jsme vzali vždy prvńıch n složek vektoru e. Analogicky
k tomu jsme použili prvńıch n řádk̊u matice X. Pouze v př́ıpadě modelu
jednoduchého tř́ıděńı jsme museli použ́ıt jiný postup při vytvářeńı matice
modelu. Tu jsme vytvářeli pro každý požadovaný rozsah výběru n zvlášt’

tak, aby prvńı sloupec obsahoval na prvńıch 2n
5

pozićıch jedničky a zbylé po-
zice obsadily nuly. Druhý sloupec potom zač́ıná 2n

5
nulami, jež jsou doplněny

jedničkami do celkové délky n.
Jak už bylo zmı́něno v odstavci 1.2.3, nekorelovaná rezidua maj́ı rozum-

nou interpretaci pouze pokud má uspořádáńı řádk̊u matice modelu nějaký
smysl. Protože tomu tak v př́ıpadě jednoduchého tř́ıděńı neńı, nebudeme
v posledně zmiňovaném modelu nekorelovaná rezidua použ́ıvat.

4.1 Ověřeńı hladiny test̊u

Dodržováńı předepsané hladiny α = 5 % jednotlivými testy jsme ověřovali
tak, že jsme je aplikovali na 1000 výběr̊u z normálńıho rozděleńı, a sledovali
počet zamı́tnut́ı hypotézy normality. Zamı́tnut́ı hypotézy můžeme popsat
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veličinou

Xi =

{
1 , test zamı́tá hypotézu normality,
0 , test nezamı́tá hypotézu normality, i = 1, . . . , 1000.

Předpokládáme, že veličiny Xi, i = 1, . . . , 1000 maj́ı alternativńı rozděleńı
s parametrem α a tud́ıž plat́ı

P (Xi = 1) = α, P (Xi = 0) = 1− α.

Můžeme spoč́ıtat odhad parametru α

α̂ =

∑1000
i=1 Xi

1000
.

Pro středńı hodnotu a rozptyl α̂ plat́ı

E α̂ =
1

1000

1000∑

i=1

E Xi = α

var α̂ =
1

10002

1000∑

i=1

var Xi =
α(1− α)

1000
.

Pro námi použitou hladinu α = 0,05 můžeme určit kritický obor s hraničńımi
hodnotami 0,036 a 0,064. Padne-li tedy odhad α̂ mimo tento interval, můžeme
ř́ıci, že se na hladině 5 % statisticky významně lǐśı od požadované hladiny
α = 0,05.

Graf na obrázku 4.1 znázorňuje odhad hladiny testu α̂ v závislosti na
rozsahu výběru n pro jednotlivé testy aplikované př́ımo na vektor chyb e.
Z něj je patrné, že pro vektor chyb e dodržuj́ı všechny testy kromě T3 a
K2 předepsanou hladinu. Zat́ımco test K2 nedodržel hladinu 5 % pouze pro
rozsah výběru n = 20 (α̂ = 0,069), test T3 vykazuje četněǰśı nedodržováńı
hladiny. Pro rozsahy výběru n < 25 je α̂ výrazně nižš́ı než požadovaných 5 %
a pro zhruba třetinu rozsah̊u výběru n > 100 již naopak odhad hladiny testu
α̂ vycháźı vyšš́ı než horńı kritická mez.

Pokud aplikujeme jednotlivé testy na vektory rezidúı mı́sto na vektor chyb
e, odhady hladiny test̊u vyjdou odlǐsně. V př́ıpadě modelu regresńı př́ımky
však tento rozd́ıl pro rezidua u a v neńı př́ılǐs výrazný. Použit́ı nekorelovaných
rezidúı n vede ke sńıžeńı odhadu hladiny test̊u A2∗ a W 2∗ tak, že se α̂ pro
většinu rozsah̊u výběru 80 < n < 175 výrazně lǐśı od 5 %. Odhad hladiny
testu T3 naopak pro většinu rozsah̊u n > 75 vycháźı vyšš́ı než horńı kritická
mez pro námi požadovanou hladinu testu α = 5 %.

Největš́ı vliv na odhad hladiny test̊u má použit́ı studentizovaných rezidúı.
Pro malé rozsahy výběr̊u (n < 50) nedodrž́ı předepsanou hladinu žádný

28



0 50 100 150 200 250

0.02

0.04

0.06

0.08

n

W
W’

b1

b2

K2

T3

DSP

A2*

W2*

D*

Obrázek 4.1: Hladina test̊u aplikovaných na vektor e

z test̊u. Odhady hladiny test̊u W ′,
√

b1 a K2 pro n = 10 dosahuj́ı dokonce
18 % resp. 21 %. S rostoućım rozsahem výběru se situace zlepšuje, takže pro
n > 50 již můžeme α̂ pro testy A2∗, D∗, T3 a W 2∗ považovat za vyhovuj́ıćı.
Ostatńım testy potřebuj́ı ještě větš́ı rozsahy výběru - pro W,

√
b1, b2 je nutný

rozsah výběru alespoň n = 110. Pro n > 150 už dodržuj́ı hladinu všechny
testy kromě testu T3. Pro něj i při takto velkých rozsaźıch výběru dosahuje
α̂ hodnoty 8–10 % mı́sto požadovaných α = 5 %.

Grafy znázorňuj́ıćı odhady hladin test̊u při použit́ı jednotlivých rezidúı
v modelu regresńı př́ımky jsou pro přehlednost znázorněny v př́ıloze na
obrázku A.7.

V modelu kvadratické závislosti se použit́ı rezidúı u a v mı́sto vektoru
chyb e projev́ı nejv́ıce na odhadu hladiny testu T3. Pro rozsahy výběru n > 95
už překračuje horńı kritickou mez pro α = 5 %. Odhady hladin ostatńıch test̊u
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se až na drobné výjimky pro rozsah výběru n = 10 nelǐśı od požadované
hladiny α = 5 %.

Při použit́ı nekorelovaných rezidúı n, docháźı k častěǰśımu nedodržováńı
požadované hladiny než v modelu regresńı př́ımky. Kromě testu T3, který
překračuje horńı kritickou mez pro všechny sledované rozsahy n > 80, je
patrné častěǰśı překročeńı horńı kritické meze pro hladinu α = 5 % v př́ıpadě
test̊u DSP a W ′.

Použit́ı studentizovaných rezidúı vede k ještě výrazněǰśımu nedodržováńı
hladiny pro malé rozsahy výběr̊u než v př́ıpadě modelu regresńı př́ımky. Testy
A2∗, D∗, DSP a W 2∗ dodržuj́ı požadovanou hladinu až pro n > 60, testy
W,
√

b1, b2 dokonce až pro n > 120. Test̊um W ′ a K2 se podařilo dodržet
hladinu pouze pro několik málo velkých rozsah̊u výběru a odhad hladiny
testu T3 se opět pro všechny rozsahy výběru pohybuje mezi 8 a 12 %. Grafy
srovnávaj́ıćı α̂ pro jednotlivé testy při použit́ı rezidúı v modelu kvadratické
závislosti jsou v př́ıloze na obrázku A.8.

V př́ıpadě modelu regrese se třemi regresory a absolutńım členem je
zaj́ımavá reakce odhadu hladiny testu T3 na použit́ı některých rezidúı. Pro
rezidua u a v tento test pro větš́ı rozsahy výběru lépe dodržuje požadova-
nou hladinu α = 5 % než v př́ıpadě použit́ı vektoru chyb e. Pro tato rezidua
ostatńı testy (kromě několika výjimek pro rozsah n = 10) dodržuj́ı hladinu
dobře. V př́ıpadě nekorelovaných rezidúı je odhad hladiny test̊u A2∗ a W 2∗

sṕı̌se podhodnocen. Naopak α̂ testu DSP překračuje horńı kritickou mez pro
n ≤ 30. Při použit́ı studentizovaných rezidúı v∗ mı́sto vektoru chyb e opět
docháźı k výraznému nedodržeńı hladiny test̊u. Nejlépe se s t́ım vyrovnávaj́ı
testy A2∗, D∗, DSP a W 2∗, které dodržuj́ı předepsanou hladinu již pro rozsah
výběru n > 50. O ostatńıch testech můžeme ř́ıci, že dodržuj́ı předepsanou
hladinu až pro rozsahy výběru n > 110 (W,

√
b1), n > 130 (pro b2), resp.

n > 145 (pro K2). Shapir̊uv–Franci̊uv test má problémy s dodržováńım
hladiny i pro velké rozsahy výběru a test T3 překračuje horńı kritickou mez
pro všechny rozsahy výběru n. Pro lepš́ı představu viz grafy na obrázku A.9.

Při použit́ı rezidúı u,v mı́sto vektoru chyb e v modelu jednoduchého
tř́ıděńı nedošlo k téměř žádným změnám v odhadech hladin jednotlivých
test̊u. Pro studentizovaná rezidua se ovšem odhad hladiny test̊u opět výrazně
zhoršil. Pro malé rozsahy výběr̊u n nedodrž́ı předepsanou hladinu žádný
z test̊u. Nejlépe se s použit́ım v∗ vyrovnává test DSP , který dodržuje pře-
depsanou hladinu α = 5 % již pro n > 40. O něco větš́ı rozsah výběru
potřebuj́ı testy A2∗,W 2∗ a D∗, které dodržuj́ı hladinu pro rozsahy n > 60.
Ostatńı testy zač́ınaj́ı dodržovat hladinu až pro velké rozsahy výběru a test
T3 hladinu nedodržuje v̊ubec ( pro všechny rozsahy výběru se α̂ pohybuje
mezi 8 a 12 %). Viz grafy v obrázku A.10.
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4.2 Srovnáńı śıly test̊u

Śılu test̊u proti jednotlivým alternativám jsme odhadovali tak, že jsme vždy
vzali 1000 výběr̊u z př́ıslušného rozděleńı a sledovali počet zamı́tnut́ı. Veškeré
výsledky jsou pak uvedeny v procentech.

Pro rozděleńı R(−√3,
√

3) maj́ı nejmenš́ı śılu testy
√

b1 a T3. Test
√

b1 má
téměř nulovou śılu nezávisle na rozsahu výběru, protože je založen pouze na
šikmosti, kterou má rovnoměrné rozděleńı shodnou s normálńım rozděleńım.
Śıla testu T3 z téměř nuly pro n < 150 roste až na 36 % pro n = 250. Naopak
nejlépe dopadl test b2 založený na špičatosti rozděleńı. Jeho śıla rychle roste
ze 7 % pro n = 10 až na 100 % pro rozsah výběru n = 100. Z testu b2 je
odvozen i test K2, u kterého śıla roste jen o málo pomaleji (z 8 % pro n = 10
na 100 % pro n > 100). Podobně vypadá i pr̊uběh silofunkce pro test W .
Ten vykazuje dokonce vyšš́ı śılu než K2 pro rozsah výběru menš́ı než 30.
Śıla test̊u A2∗ a DSP roste shodně z 5–7 % pro n = 10 na 50 % pro n = 45.
Pro vyšš́ı rozsah výběru roste śıla testu DSP rychleji - dosahuje 100 % už pro
n > 100. Test A2∗ dosahuje śıly 100 % až pro n > 150. Cramer̊uv-von Mises̊uv
test W 2∗ má pro n < 45 o málo (přibližně o 6 procentńıch bod̊u) vyšš́ı śılu
než W . Pro n > 45 už ale śıla W 2∗ roste pomaleji a 100 % dosahuje až pro
rozsah výběru n > 200. Nejslabš́ı z test̊u, které vykazuj́ı alespoň nějakou
śılu, je Lillieforsova modifikace Kolmogorovova-Smirnovova testu. Śıla testu
D∗ roste pomalu z 6 % pro n = 10 na 99 % pro n = 250. Popsané výsledky
jsou lépe patrné z grafu na obrázku 4.2.

V př́ıpadě rozděleńı Exp (2) vycháźı u všech test̊u poměrně velká śıla,
protože se toto rozděleńı d́ıky své asymetrii výrazně lǐśı od normálńıho rozdě-
leńı. Mezi testy W,W ′,

√
b1, DSP , W 2∗ a A2∗ nejsou větš́ı rozd́ıly v śıle. Ta

rychle roste z 30–40 % pro n = 10 na 100 % pro n = 50. Pouze v př́ıpadě
Cramerova-von Misesova testu klesá śıla pro n > 165 ze 100% až na 88% pro
rozsah výběru n = 250. Trochu slabš́ı jsou testy K2 a D∗, které pro n = 10
dosahuj́ı śıly přibližně 29 %. Pro takto malé rozsahy výběru je výrazně slabš́ı
test T3 (śıla pouze 9%), ale pro n = 70 už všechny tři posledně zmiňované
testy dosahuj́ı śıly 100 %. Nejh̊uře dopadl test b2 založený pouze na špičatosti.
V jeho př́ıpadě roste śıla v závislosti na rozsahu výběru sṕı̌se pozvolně z 20 %
pro n = 10 a 100 % dosahuje až pro n = 250. Pro lepš́ı představu je zde graf
na obrázku 4.3.

Pro rozděleńı t5 je celkově śıla test̊u nižš́ı než v př́ıpadě rozděleńı Exp (2).
Jako nejsilněǰśı se jev́ı skupina test̊u W ′, b2,W, T3 a K2. Jejich śıla pomalu
roste z 11–15 % (kromě testu T3, který dosahuje pouze 2 %) na 85–90 % pro
n = 250. O něco slabš́ı jsou testy A2∗ a W 2∗ s dosaženou silou 7–9 % pro n =
10, která pro n = 250 vzroste až na 76–81 %. Ještě o něco pomaleǰśı je r̊ust
śıly u test̊u DSP a D∗ (z 9 % na 56–62 %). Zaj́ımavý r̊ust śıly vykazuje test
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Obrázek 4.2: Śıla test̊u aplikovaných na vektor e pocházej́ıćı
z rozděleńı R(−√3,

√
3)

√
b1. Pro rozsahy výběru n < 40 je jeho śıla srovnatelná s testy W ′, b2,W, T3

a K2. Pro větš́ı rozsahy výběr̊u se r̊ust śıly zpomaluje, takže pro n = 250
dosahuje śıly pouze 50 %. Viz graf na obrázku 4.4.

Pro dvojitě exponenciálńı rozděleńı je nejsilněǰśı test W ′. Jeho śıla roste
z 19 % pro n = 10 až na 99 % pro rozsah výběru n = 250. Pro malé rozsahy
výběru n < 35 mu může konkurovat souhrnný test K2, jehož śıla ale pro
větš́ı rozsahy výběr̊u roste pomaleji a pro n = 250 dosahuje 97 %. Śıla test̊u
A2∗,W 2∗, b2 a W roste shodně z 14–16 % na 34 % pro n = 30. Pro větš́ı
rozsahy výběr̊u jsou mezi nimi patrné menš́ı rozd́ıly v śıle (maximálně však
6 procentńıch bod̊u), ale pro n = 250 už shodně dosahuj́ı śıly 99 %. Nejmenš́ı
śılu vykazuje pro malé rozsahy výběr̊u test T3 (pouhá 4 % pro n = 10). Pro
n > 25 už však dosahuje obdobných výsledk̊u jako test D∗. Oba testy nakonec
pro n = 250 dosahuj́ı śıly přibližně 96 %. Test DSP je poměrně slabý - jeho
śıla roste pomaleji než u ostatńıch test̊u a pro n = 250 dosahuje 90 %. Nejh̊uře
dopadl test

√
b1 založený pouze na šikmosti, kterou má dvojitě exponenciálńı

rozděleńı shodnou s normálńım rozděleńım. Pro něj śıla velmi pomalu roste
z 18 % pouze na 46, 5 %. Lépe je vše patrné z grafu na obrázku 4.5.

Pokud vektor chyb e pocháźı ze směsi dvou normálńıch rozděleńı s nulo-
vou středńı hodnotou a r̊uznými rozptyly, je śıla všech test̊u poměrně ńızká.
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Obrázek 4.3: Śıla test̊u aplikovaných na vektor e pocházej́ıćı
z rozděleńı Exp (2)

Nejlépe dopadl test W ′ jehož śıla roste z 11 % na 60 % pro n = 250. Test
T3 pro rozsah výběru n = 10 nabývá śıly pouze 2 %, ale s rostoućım n se
přibližuje skupině test̊u A2∗,W 2∗, b2, K

2 a W , jejichž śıla roste ze 7–11 % na
49–56 %. Výrazně slabš́ı jsou testy DSP a D∗, jejichž śıla roste z 8 % na 22 %
resp. 39 %. Nejh̊uře dopadl test

√
b1 založený na šikmosti, jehož śıla se pro

všechny uvažované rozsahy výběru n pohybuje mezi 10 a 17 %. Viz graf na
obrázku 4.6.

4.2.1 Model regresńı př́ımky

V př́ıpadě vektoru chyb e pocházej́ıćıho z rozděleńı R(−√3,
√

3) neńı v śıle
test̊u rozd́ıl při použit́ı rezidúı u,v a v∗. Oproti e však tato rezidua nepatrně
snižuj́ı śılu test̊u

√
b1, b2, K

2, T3, D
∗,W 2∗ a A2∗. U test̊u W,W ′ a DSP je

rozd́ıl při použit́ı těchto rezidúı až 15 procentńıch bod̊u, ale pro n > 110
se rozd́ıly st́ıraj́ı. K nejvýrazněǰśımu poklesu śıly test̊u docháźı při aplikaci
test̊u na vektor nekorelovaných rezidúı n. Śıla test̊u v tomto př́ıpadě klesá až
o 40 procentńıch bod̊u. Viz graf na obr. A.11.

Pro rozděleńı Exp (2) neńı patrný výrazněǰśı pokles śıly pro rezidua u,v
a v∗. Zaj́ımavý je však vliv použit́ı nekorelovaných rezidúı n. U všech test̊u
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Obrázek 4.4: Śıla test̊u aplikovaných na vektor e pocházej́ıćı
z rozděleńı t5

docháźı ke sńıžeńı śıly pro malé rozsahy výběr̊u n a to až o 40 procentńıch
bod̊u. Pro test W 2∗ je však pro rozsahy výběr̊u n > 170 śıla test̊u apliko-
vaných na n vyšš́ı než při použit́ı e. Viz graf A.12.

Pokud vektor e pocháźı z rozděleńı t5, klesá śıla test̊u při použit́ı rezidúı
jen zanedbatelně (o max. 4 procentńı body pro rezidua u,v a max. o 8 pro-
centńıch bod̊u pro rezidua n). Pouze pro studentizovaná rezidua docháźı ke
zvýšeńı śıly test̊u oproti použit́ı chybového vektoru e o 12–15 procentńıch
bod̊u pro n = 10. Tento rozd́ıl se s rostoućım n snižuje až na 2–5 procentńıch
bod̊u pro n = 250. Viz graf na obrázku A.13. Z grafu na obrázku A.14 je
vidět, že velmi podobně na použit́ı rezidúı reaguj́ı testy i v př́ıpadě vektoru
e pocházej́ıćıho ze smı́̌seného normálńıho rozděleńı.

V př́ıpadě dvojitě exponenciálńıho rozděleńı je sńıžeńı śıly v d̊usledku
použit́ı rezidúı u,v opět zanedbatelné, ale v́ıce se projev́ı použit́ı nekorelo-
vaných rezidúı n. Pro všechny testy je toto sńıžeńı śıly maximálně o 17 pro-
centńıch bod̊u s t́ım, že citlivěǰśı jsou testy A2∗,W 2∗ a D∗. Při použit́ı stu-
dentizovaných rezidúı v∗ docháźı opět ke zvýšeńı śıly test̊u oproti použit́ı
chybového vektoru e a to o 13–17 procentńıch bod̊u pro n = 10. Tyto rozd́ıly
se s rostoućım n st́ıraj́ı, takže pro n > 110 jsou již menš́ı než 5 procentńıch
bod̊u. Lépe je vše patrné z grafu na obrázku A.15.
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Obrázek 4.5: Śıla test̊u aplikovaných na vektor e pocházej́ıćı
z rozděleńı DExp (1, 1√

2
)

4.2.2 Model kvadratické závislosti

V př́ıpadě rozděleńı R(−√3,
√

3) maj́ı všechny testy nejvyšš́ı śılu při použit́ı
chybového vektoru e. Ve svém vlivu na śılu test̊u se od sebe rezidua u,v,v∗

navzájem nelǐśı - všechna śılu test̊u snižuj́ı stejně. Pro testy W 2∗, A2∗ se jedná
o maximálńı rozd́ıly 11–15 procentńıch bod̊u, pro test D∗ méně než 8 pro-
centńıch bod̊u a pro ostatńı testy kromě

√
b1 a T3 je tento rozd́ıl 19–25 pro-

centńıch bod̊u. S rostoućım n se výše zmı́něný pokles śıly zmenšuje.
Při použit́ı nekorelovaných rezidúı n docháźı k výrazně větš́ımu poklesu

śıly a to až o 50 procentńıch bod̊u. Tyto rozd́ıly se srovnávaj́ı teprve pro
větš́ı rozsahy výběru než v př́ıpadě rezidúı u,v,v∗. Pro lepš́ı představu jsou
př́ıslušné grafy v př́ıloze na obrázku A.16.

Pro rozděleńı Exp (2) se vliv použit́ı rezidúı mı́sto chybového vektoru
e projevuje podobně jako v př́ıpadě rovnoměrného rozděleńı. Pro rezidua
u,v,v∗ docháźı v př́ıpadě test̊u W,W ′√b1, DSP ,W 2∗, D∗ a A2∗ k výrazněǰśımu
poklesu śıly o 18–30 procentńıch bod̊u pro rozsahy výběru n < 30. S ros-
toućım n se pak tyto rozd́ıly rychle st́ıraj́ı. U zbylých test̊u jsou rozd́ıly v śıle
menš́ı.

Při použit́ı nekorelovaných rezidúı n docháźı opět k větš́ımu poklesu śıly
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Obrázek 4.6: Śıla test̊u aplikovaných na vektor e pocházej́ıćı ze
smı́̌seného normálńıho rozděleńı

než v př́ıpadě ostatńıch rezidúı. Pro testy W,W ′ a DSP dokonce až o 50 pro-
centńıch bod̊u. U všech test̊u se tyto rozd́ıly stávaj́ı zanedbatelnými až pro
podstatně větš́ı rozsahy výběr̊u než v př́ıpadě ostatńıch rezidúı. Jedinou
výjimku tvoř́ı opět test W 2∗, který naopak pro n > 165 vykazuje vyšš́ı śılu
při použit́ı rezidúı než při použit́ı chybového vektoru e. Pro lepš́ı představu
viz grafy na obrázku A.17.

V př́ıpadě rozděleńı t5 neńı téměř rozd́ıl mezi aplikaćı test̊u na vektor
chyb e a na rezidua u,v. Při použit́ı nekorelovaných rezidúı n klesá śıla pouze
nepatrně (o méně než 10 procentńıch bod̊u). Pro studentizovaná rezidua v∗

opět docháźı ke zvýšeńı śıly jednotlivých test̊u a to až o 8–13 procentńıch
bod̊u s t́ım, že se tyto rozd́ıly s rostoućım n zmenšuj́ı. Viz graf na obrázku
A.18. Podobné výsledky dostáváme i pro vektor chyb pocházej́ıćı ze směsi
dvou normálńıch rozděleńı. Př́ıslušné grafy jsou v př́ıloze na obrázku A.19.

Pro vektor chyb e pocházej́ıćı z rozděleńı DExp (1, 1√
2
) je sńıžeńı śıly

test̊u v d̊usledku použit́ı rezidúı u,v poměrně ńızké - do 10 procentńıch
bod̊u. Použijeme–li nekorelovaná rezidua n, nejv́ıce poklesne dosažená śıla
u test̊u W 2∗, D∗, A2∗ a to až o 21 procentńı bod. Pro ostatńı testy je pokles
menš́ı (12–16 procentńıch bod̊u). Při aplikaci test̊u na studentizovaná rezidua
mı́sto na vektor chyb e docháźı k mı́rnému zvýšeńı śıly (maximálně však
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o 14 procentńıch bod̊u). Pro lepš́ı představu je v př́ıloze obrázek A.20.

4.2.3 Model regrese se třemi regresory

V modelu lineárńı regrese s absolutńım členem a třemi regresory se použit́ı
rezidúı u,v,v∗ mı́sto vektoru e, který pocháźı z rozděleńı R(−√3,

√
3),

projev́ı nejméně při použit́ı Lillieforsova testu D∗ a testu W 2∗ (pokles śıly
o maximálně 10 resp. 19 procentńıch bod̊u). U ostatńıch test̊u docháźı k vět-
š́ımu poklesu śıly - a to až o 40 procentńıch bod̊u proti aplikaci test̊u př́ımo
na vektor chyb e. U všech test̊u se však tyto rozd́ıly pro větš́ı rozsahy výběru
n st́ıraj́ı. Při použit́ı nekorelovaných rezidúı n je pokles śıly ještě výrazněǰśı
- dokonce až o 60 procentńıch bod̊u. Pro lepš́ı představu jsou zde grafy na
obrázku A.21.

Pro vektor e pocházej́ıćı z rozděleni Exp (2) opět nedocháźı k téměř
žádnému sńıžeńı śıly test̊u

√
b1, K

2 a T3 při použit́ı rezidúı u,v,v∗. U os-
tatńıch test̊u docháźı k výrazněǰśımu sńıžeńı śıly (až o 30 procentńıch bod̊u
v př́ıpadě testu DSP ). Pouze pro test založený na špičatosti b2 docháźı k jej́ımu
mı́rnému zvýšeńı. Pokud testy aplikujeme na nekorelovaná rezidua n, dojde
k výraznému poklesu jejich śıly (až o 62 procentńıch bod̊u). Pro všechny testy
se zmı́něné rozd́ıly v śıle s rostoućım n zmenšuj́ı (s výjimkou testu W 2∗, pro
který naopak śıla pro n > 170 při použit́ı rezidúı roste). Viz grafy na obrázku
A.22.

V př́ıpadě, že vektor chyb e pocháźı z rozděleńı t5, neńı téměř rozd́ıl
v śıle test̊u aplikovaných na rezidua u a v, která se nav́ıc pouze minimálně
lǐśı od śıly test̊u pro vektor e. Použit́ı nekorelovaných rezidúı vede k mı́rnému
sńıžeńı śıly test̊u (maximálně však o 12 procentńıch bod̊u). Studentizovaná
rezidua śılu test̊u naopak zvyšuj́ı. Pro lepš́ı představu jsou v př́ıloze grafy na
obrázku A.23.

Pro směs dvou normálńıch rozděleńı je pokles śıly test̊u aplikovaných na
rezidua u,v,n malý nezávisle na rozsahu výběru. Pokud použijeme studenti-
zovaná rezidua v∗, docháźı naopak ke zvýšeńı śıly (pro malé rozsahy výběru
až o 13 procentńıch bod̊u), přičemž se tento rozd́ıl s rostoućım n zmenšuje.
Graficky jsou tyto výsledky znázorněny v př́ıloze v grafech na obrázku A.24.

Použijeme-li mı́sto vektoru e pocházej́ıćıho z dvojitě exponenciálńıho roz-
děleńı rezidua u,v, dojde k mı́rnému sńıžeńı śıly test̊u (maximálně však
o 13 procentńıch bod̊u). Naopak použit́ı studentizovaných rezidúı vede ke
zvýšeńı śıly (pro malé rozsahy až o 15 procentńıch bod̊u), které se s rostoućım
n zmenšuje. Výrazněji se projev́ı použit́ı nekorelovaných rezidúı n. Pro ně
docháźı ke sńıžeńı śıly test̊u až o 26 procentńıch bod̊u (kromě testu

√
b1, pro

který tento rozd́ıl nepřesáhne 12 procentńıch bod̊u). Viz grafy na obrázku
A.25.
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4.2.4 Model jednoduchého tř́ıděńı

Jak již bylo zmı́něno výše, v modelu jednoduchého tř́ıděńı nepouž́ıváme neko-
relovaná rezidua, protože v něm nemaj́ı smysluplnou interpretaci.

Pokud vektor e pocháźı z rovnoměrného rozděleńı R(−√3,
√

3), neńı
téměř rozd́ıl v śıle test̊u při použit́ı rezidúı u,v,v∗. Všechny podobně snižuj́ı
śılu test̊u a to až o 21 procentńı bod. Rozd́ıly v śıle se s rostoućım n snižuj́ı,
takže pro n > 110 (v př́ıpadě testu D∗ až pro n > 170) už jsou menš́ı než
5 procentńıch bod̊u. Viz grafy na obrázku A.26.

V př́ıpadě exponenciálńıho rozděleńı Exp(2) jsou patrné rozd́ıly při použit́ı
rezidúı pro malé rozsahy výběru n. Rezidua u,v tak snižuj́ı śılu test̊u až
o 20 procentńıch bod̊u, ale pro n > 40 už je toto sńıžeńı pro všechny testy
menš́ı než 5 procentńıch bod̊u. Použit́ı studentizovaných rezidúı v∗ vede
naopak ke zvýšeńı śıly v porovnáńı s aplikaćı test̊u na vektor chyb e. Tyto
rozd́ıly jsou maximálně 16 procentńıch bod̊u a s rostoućım n rychle klesaj́ı,
takže pro n > 35 jsou již pro všechny testy kromě b2 menš́ı než 5 procentńıch
bod̊u. Rozd́ıl v śıle pro test b2 klesá pod zmiňovanou mez až pro rozsahy
výběru n > 70. Př́ıslušné grafy jsou v př́ıloze na obrázku A.27.

Pro vektor e pocházej́ıćı z rovnoměrného rozděleńı snižuje použit́ı rezidúı
u,v dosaženou śılu jen minimálně. Pokud však testy aplikujeme na studenti-
zovaná rezidua v∗, dojde ke zvýšeńı śıly test̊u. Rozd́ıl čińı až 16 procentńıch
bod̊u a srostoućım n se pomalu snižuje. Grafy znázorňuj́ıćı výše popsané
vlivy použit́ı rezidúı jsou v př́ıloze na obrázku A.28. Z graf̊u na obrázku A.29
je vidět, že se velmi podobně projev́ı použit́ı rezidúı i v př́ıpadě vektoru e,
který je směśı dvou normálńıch rozděleńı.

Také pro dvojitě exponenciálńı rozděleńı neńı patrný téměř žádný pokles
śıly při použit́ı rezidúı u,v mı́sto vektoru chyb e. Pro studentizovaná rezidua
pozorujeme opět mı́rné zvýšeńı dosažené śıly (maximálně o 17 procentńıch
bod̊u) s t́ım, že se tento rozd́ıl s rostoućım rozsahem výběru n postupně st́ırá.
Pro lepš́ı představu viz grafy na obrázku A.30.
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Závěr
Pro testováńı hypotéz v lineárńım modelu je podstatný předpoklad, že složky
chybového vektoru e, které tvoř́ı náhodnou složku vysvětlované veličiny, maj́ı
normálńı rozděleńı. Protože chybový vektor jako takový nikdy nepozoru-
jeme, je nutné předpoklad normality ověřovat pomoćı některého typu rezidúı.
K tomu máme, kromě subjektivńıho diagnostického prostředku, kterým je
diagram normality, k dispozici i objektivńı statistické testy.

V této simulačńı studii jsme srovnávali vliv použit́ı r̊uzných rezidúı na
dodržováńı hladiny testu. Ukázalo se, že běžně použ́ıvaná rezidua u a z nich
odvozená normovaná rezidua v téměř neovlivňuj́ı hladinu srovnávaných test̊u.
Nekorelovaná rezidua n v závislosti na matici modelu mı́rně zhoršuj́ı dodržo-
váńı požadované hladiny testu. Použit́ı studentizovaných rezidúı v∗ se ukazuje
jako nevhodné, protože vede k překračováńı požadované hladiny α = 5 % (pro
malé rozsahy výběru α̂ vycháźı až 20 %). To je nejsṕı̌se zp̊usobeno t́ım, že
pokud vektor e pocháźı z normálńıho rozděleńı, maj́ı studentizovaná rezidua
rozděleńı tn−r−1 a nav́ıc nejsou nezávislá.

Při srovnáváńı śıly test̊u proti jednotlivým alternativám se ukazuje, že
poměrně neznámý Michael̊uv test DSP se řad́ı sṕı̌se ke slabš́ım test̊um a
nav́ıc na použit́ı nekorelovaných rezidúı reaguje v́ıce než ostatńı testy. Druhý
poměrně neznámý test T3 vykazuje větš́ı śılu než DSP pro většinu sledovaných
alternativ, ale např. pro rovnoměrné rozděleńı zcela selhává. Nav́ıc tento
test nedodržuje př́ılǐs dobře předepsanou hladinu. Z ostatńıch test̊u velmi
dobře dopadly známé testy Shapir̊uv-Wilk̊uv (W ), Shapir̊uv-Franci̊uv (W ′)
a souhrnný test K2. Naopak se př́ılǐs neosvědčily testy zaměřené pouze na
šikmost (

√
b2) či špičatost (b2), jejichž úzká specializace se hod́ı sṕı̌se v př́ıpadě,

kdy předpokládáme odchylku od normality v šikmosti či špičatosti.
Ukázalo se, že jednotlivé modely se ve svém vlivu na dodržováńı hladiny

a śılu test̊u př́ılǐs nelǐśı.
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Obrázek A.7: Hladina test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
regresńı př́ımky
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Obrázek A.8: Hladina test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
kvadratické závislosti
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Obrázek A.9: Hladina test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
lineárńı regrese se třemi regresory
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Obrázek A.10: Hladina test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
jednoduchého tř́ıděńı
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Obrázek A.11: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu reg-
resńı př́ımky pro rozděleńı R(−√3,

√
3)
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Obrázek A.12: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu reg-
resńı př́ımky pro rozděleńı Exp (2)
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Obrázek A.13: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu reg-
resńı př́ımky pro rozděleńı t5
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Obrázek A.14: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu reg-
resńı př́ımky pro smı́̌sené normálńı rozděleńı
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Obrázek A.15: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu reg-
resńı př́ımky pro rozděleńı DExp (1, 1√

2
)
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Obrázek A.16: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
kvadratické závislosti pro rozděleńı R(−√3,

√
3)
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Obrázek A.17: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
kvadratické závislosti pro rozděleńı Exp (2)
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Obrázek A.18: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
kvadratické závislosti pro rozděleńı t5
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Obrázek A.19: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
kvadratické závislosti pro směs normálńıch rozděleńı
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Obrázek A.20: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
kvadratické závislosti pro rozděleńı DExp (1, 1√

2
)
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Obrázek A.21: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu lineárńı
regrese se třemi regresory pro rozděleńı R(−√3,

√
3)
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Obrázek A.22: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu lineárńı
regrese se třemi regresory pro rozděleńı Exp (2)
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Obrázek A.23: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu lineárńı
regrese se třemi regresory pro rozděleńı t5
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Obrázek A.24: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu lineárńı
regrese se třemi regresory pro smı́̌sené normálńı rozděleńı
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Obrázek A.25: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu lineárńı
regrese se třemi regresory pro rozděleńı DExp (1, 1√

2
)
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Obrázek A.26: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
jednoduchého tř́ıděńı pro rozděleńı R(−√3,

√
3)
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Obrázek A.27: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
jednoduchého tř́ıděńı pro rozděleńı Exp (2)
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Obrázek A.28: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
jednoduchého tř́ıděńı pro rozděleńı t5
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Obrázek A.29: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
jednoduchého tř́ıděńı pro smı́̌sené normálńı rozděleńı
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Obrázek A.30: Śıla test̊u aplikovaných na jednotlivá rezidua v modelu
jednoduchého tř́ıděńı pro rozděleńı DExp (1, 1√

2
)
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[12] M. Štefek. Porušeńı předpokladu o normálńım rozděleńı v lineárńım
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