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ZAKLADNE POJMY A VLASTNOSTI

Uvazujme konec¢nu populaciu pozostavajicu z N prvkov, ktoré ocislujeme
1,2,..., N. Ide teda o kone¢nii mnozinu

1,2,...,N}.

7 tejto populécie robime vybery bez vracania o rozsahu n, 0 < n < N,
pricom vyberovi proceduru opakujeme k—krat, k& € N. Podmnozinu prvkov

mnoziny {1,2,..., N} vybranu v j—tom kroku vyberovej procediry oznac¢ime
M;, 5 =1,2,... k. Vybery M, M, ..., M} st nezavislé v zmysle nezavis-
losti indikatorov (Ing, Ins,, - - -, Lar, ). Néas bude zaujimat mohutnost mnoziny

k
(M,
j=1

tj. pocet prvkov populacie, ktoré boli vytiahnuté v kazdom z k krokov.
Definujme pre kazdé k£ € N nahodna veli¢inu

k
C} = card {ﬂ M]} .
j=1
Ak sa na k € N pozerame ako na casovy index, potom
C1,Co, .. O,y
je nahodna postupnost s mnozinou stavov

S =4{0,1,2,...,n}.



Zrejme je

Taktiez je zrejmé, Ze pre vSetky co, ..., cr_1,cx € S plati (ak je nasledujtca
podmienend pravdepodobnost definované)

P [Ck = Ck|Ck_1 :Ck_l,Ck_Q :Ck_g,...,CQ :CQ,Cl :n]
=P [Ck = Ck | Cr1 = Ck—1]
(k1 (N — ek N
-()C)/G)
Vidime, ze nahodny proces {Cy, k € N} spliia markovski vlastnost a pod-
mienené rozdelenie £(Cy|Ck_1 = cx_1) je rovné hypergeometrickému rozde-
leniu HG(N,n,c,_1). Je to situécia, kedy uskutocnujeme vyber o rozsahu n
z populacie o velkosti IV, v ktorej ma c¢,_; prvkov tu vlastnost, Ze je prvkom
prieniku ﬂf;ll M;. Hypergeometrické rozdelenie popisuje pravdepodobnost,

7e prave ¢y z vybranych prvkov ma danu vlastnost, tj. ¢, prvkov patri zaroven
do My, aj do ﬂf;ll M;

k—1 k
L = card{ﬂ M; ﬂMk} = card{ﬂMj} = (4.

j=1 j=1

Z predchadzajuceho vieme, ze {Cy, k € N} je ¢asovo homogénny Markov-
sky retazec s maticou pravdepodobnosti prechodu P = (p;;); jes, kde

Pij 0 j=i+1,...,n,

a pociatoénym rozdelenim {p;};cs

Pn = 1
pi = 0 pre i=0,1,...,n—1.

Dalej nas zaujima transformécia C} taka, aby sme dostali martingal.
Nech T}, je nejaka transformécia C}, ktora je martingal. Uvazujme mocninna
transforméciu T, = d*Cy, k € N, pre nejaké d € R. Potom ako désledok
markovskej vlastnosti dostaneme

E [Tk|fk,1] - E [Tk|T0, Tl, .. 7Tk71] - E [Tk|Tk,1] .
Na to, aby proces {Tj, k € N} bol martingal, musi byt splnené

E[Tk|T]€_1:C]:C, ]{7:2,3,



Postupnymi tpravami a s vyuzitim toho, Ze pre strednii hodnotu ndhodnej
veliciny X s hypergeometrickym rozdelenim HG(N,n,c) plati EX = ¢ &,
dostaneme

E [dka|dk_ICk_1 = C} =

C
dkE [Ck’Ck—l - Cdi(kil)} C
dkcd_(k_l)% c

N

d = =,

n

Potom

n- () 0

a nahodny proces {7}, k € N} je martingal.



PRAVDEPODOBNOSTNE
ROZDELENIE

2.1 EXAKTNE ROZDELENIE

Od tejto chvile budeme v tejto praci nahodnu veli¢inu Cj podrobnejsie znacit
CnN k- Exaktné rozdelenie Cy 5 je priamociarym dosledkom nasledujicej
vety:

VETA 2.1 (JORDANOVA IDENTITA). Nech Ay, Ay, ..., Ax st ndhodné javy
na rovnakom pravdepodobnostnom priestore. Potom pravdepodobnost toho,
Ze nastalo prdve r javov spomedzi Ay, Ao, ..., AN, je rovnd
N—r .
(r+7
WN,T = Z(_l)]( . )ST’+j7
— J
J
kde
Sk = Z P A, NA,N...NA,] pre k=1,2,..., N,
1<ig <..<ix<N
So = 1L

Dokaz. Oznac¢me pravdepodobnostny priestor, na ktorom uvazujeme nahod-
né javy Ay, As, ..., Ay, ako (2, A, P). Dalej definujme indexovii mnozinu

U =1{1,2,...,28% —1,2"}.
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Uvazujme disjunktny rozklad { £, Es, . .., Eon } priestoru elementarnych jav-

ov , tj. U
Q= E;,
jeu

kde F; st nahodné javy tvaru
AN AZN . NAY  pricom A% je bud A, alebo AC.

Poradia hodnét, ktoré nadobudaju indexy 01, 0, . . . , 0y, Uvazujeme navzajom
rozne, vycerpavaju teda vietkych 2% moznosti. Nech r; oznacuje pocet javov
Ay, Ay, ..., Ay, ktoré nastani, ak nastane F;. Pre kazdé i € U definujme
nejakt permutéaciu ¢; mnoziny {1,2,..., N} taku, ze

E; = Aéi(l) N Agi(g) N...N A&'(ﬁ') N AE@'(H-&-I) n...N AEAN)?

pricom ¢;(1),...,¢;(r;) st indexy tych javov z Ay, ..., Ay, ktoré nastali, ked
nastal jav F;. Zrejme ndhodny jav, Ze nastalo prave r javov z Ay, Ay, ..., An,
je disjunktnym zjednotenim prave (1;[ ) ndhodnych javov E; takych, ze r = r;,
a jeho pravdepodobnost je rovna

Wy =3 P[E], kdeA={icU:r=r}. (2.1)
ieA
Teraz nas budu zaujimat pravdepodobnosti typu

P[4, NA;,N...NA;.

Ked7Ze nahodny jav
A NA,N...NA,

2N7k

je disjunktnym zjednotenim javov E; takych, ze k < r; a

{j17j27 cee 7.]k} - {61(1)7&(2)7 SR 7€l<rl)} ) (22)

pravdepodobnost
P[A;, NA;,N...NA

je stuctom pravdepodobnosti tychto 2% javov E;. Pre Sy, k =1,2,..., N,
plati

1<i1<..<ip <N

-y <2> P 5]
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vzhladom k tomu, Ze inklazia (22) je pre E; splnené v prave (2) pripadoch.
Takze

S ()5 = S B

7=0 icU \ j=0
icU

Zrejme je ¢; = 0 prer; < raprer; =71 (tj. 1 € A) je ¢; = 1. S vyuzitim
trivialnej kombinatorickej identity

(D00 e

a binomickej vety je pre r; > r
N—r .
(Tt T
¢ = - .
> ()5

OFe () Qe

J=0

Teda na koniec podla ([ZJ]) dostavame

Nif(—l)j (7’ +j) Srj = 3P [B] = Wy,

j=0 J ieA

Nami uvedeny dokaz je zaloZeny na dokaze z (Johnson, @&j) Q.E.D.

VETA 2.2 (EXAKTNE ROZDELENIE). Pre pravdepodobnostné rozdelenie nd-
hodnej veliciny Cn 1 plati

P (Cnpr=1)= { OZ;L_S(_l)j (Terj) (r]J\:j) [(]X_:_j)/(g)]k ;;ko, 1,...,n,

Dékaz. Nahodnu veli¢inu Cly ,, r mozno zapisat v tvare
N
CN,n,k = E Ii, kde
i=1

1, akie N, M,

eI (i) 2.4
nj:IMJ(Z) {O ,aki¢ﬂj:1 Mj' ( )
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Teda nahodny jav [Cnnx = 7| je ekvivalentny s tym, Ze nastalo prave r
z néhodnych javov [I; = 1], [I, = 1], ..., [Iy = 1]. Dalej pre pravdepodob-
nost toho, ze l'ubovolné rézne prvky 1 <y, is,...,4; < N patria do kazdého
z k vyberov, plati (vzhladom k tomu, Ze vybery st navzajom nezavislé)

60"
0 inak.
A teda pre S;, j = 1,..., N, uréené rovnostou
Si= > P L=14n[l=1n..N[L =1]]

1<iy <...<ij <N

plati

-0

N n—j -

Sj — (J)|:(N):| j_]-727"'7n7
0 inak.

Na koniec aplikovanim vety 2.1l a vyuzitim faktu, ze S, ; = 0 pre j > n—r,
dostaneme tvrdenie dokazovanej vety. Q.E.D.

POZNAMKA. Ak opét pouzijeme rovnost ([23) z dokazu vety 2] v tvare

ORISHE I
j r+j5) \r i)
mozeme exaktné rozdelenie Cly ,, , prepisat

—k n—r i —r —r—j\F
P (== { PO EEOP O €I v
0 inak.

PRIKLAD 2.3 (“SPRAVODLIVE” LOSOVANIE). Bolo vypisané vyberové ko-
nanie na prace v Styroch lokalitdch. Vyberového konania sa zucastnilo 16
firiem. Pre kazdua lokalitu bolo spomedzi tychto 16 firiem vylosovanych 5,
ktoré postupili do d'alsieho kola vyberového konania a ich ponuky boli dalej
uvazované. Vysledky losovania st uvedené v tabulke 2., hodnota 1 pred-
stavuje uspech a hodnota 0 predstavuje netspech pri losovani.

Uz pri prvom pohlade na tabulku s vysledkami losovania sa objavuji
pochybnosti o jeho spravodlivosti, kedZe 9 firiem nebolo vytiahnutych ani
v jednom zo 4 kol, naproti comu 2 firmy boli vytiahnuté v kazdom kole a 3
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firmy boli vytiahnuté v 3 kolach.

V tomto vyberovom konani ide vlastne o postupnost £ = 4 vyberov
o rozsahu n = 5 spomedzi N = 16 firiem. S pouzitim znalosti exaktného
rozdelenia nahodnej veli¢iny C'y,,, x sme schopni vypocitat pravdepodobnos-
ti, ze prave r firilem, r = 0,1,...,5, bolo tspesnych v kazdom kole losova-
nia. Pravdepodobnosti st uvedené v tabulke Z tejto tabulky vidime,
ze vyrazne najpravdepodobnejsi je vysledok, Ze Ziadna z firiem nebude vy-
tiahnuta v kazdom kole, tento vysledok méa pravdepodobnost 85%. Taktiez
vidime, Ze vysledok, ktory podla tabulky 2. naozaj nastal, ma pravde-
podobnost fakticky nulovi.

’ lokalita \

STAEG, s.r.o.

ASP sluzby, s.r.o.

AVE CZ odpad. hosp. s.r.o
PARK, v.o.s

Ing. M. Krcal

TS Hustopece, s.r.0.

PET group, a.s.

firma | DVORAK comte, a.s.
FALCON, s.r.o.

TS Brno, s.r.o.

A.S.A. Zabrovresky, S.T.0.
AS.A. sr.0.

A.S.A. EKO Znojmo, s.r.o.
TS A.S.A. s.r.o.

INGE BRNO, s.r.o.
SIMEK 96, s.1.0.

_ O OO OO OO O OFRFEOO|-

_ OO OO OO OOk O FEOO|
_ P, O OO0 O RO OO RFEOOOoOIN
_— OO OO OO OO OO R FEOFHOOoO|Ww

Tabulka 2.1: Vysledky vyberového konania.

Dalej nas moze zaujimat pocet firiem, ktoré sa nedostali ani do jedného
z0 4 vyberov. Ide o podobni tlohu, ako bola predchadzajtca, avsak s tym
rozdielom, ze jednotlivé vybery reprezentuju firmy, ktoré v danom regione
(v danom kole) vybrané neboli, teda n = 11. Opét pouZijeme exaktné rozde-
lenie a takto ur¢ime pravdepodobnosti, ze prave r firiem sa nedostane do
7iadneho z vyberov pre r = 0,1,...,11. Vysledky uviddzame v tabulke 23]
Tieto vysledky nas opét utvrdzuju v podozreni, Ze vyberové konanie nebolo



2.1 EXAKTNE ROZDELENIE 13

uskutoc¢nované deklarovanou metédou: ndhodny jav, ze 9 firiem nebolo vy-
tiahnutych v ani jednom z kél, je prakticky nemozny, jeho pravdepodobnost
je v rdde miliontin. Vidime, Ze najpravdepodobnejsie je to, ze do ziadneho
z vyberov by sa nedostali 4 firmy.

O spravodlivosti losovania by sa dalo rozhodnit pomocou exaktného
Statistického testu. Test hypotézy o korektnosti losovania je mozné odvodit
analogickym postupom ako je uvedeny v bakalarskej praci (Valaskova, mﬁ_ﬂ)

|

\ pravdepodobnost ‘

0.002102587260818
0.030262865297274
0.144048681206758

|

‘ pravdepodobnost ‘

r
0
1
r 2
0 | 0.853142307653257 3| 0.302513290072231
1] 0.141184229178218 4 1 0.310913549712386
21 0.005616831695838 5 | 0.162007098085593
3 6
4 7
5 8
9
0
1

0.000056527847638 0.042496105812935
0.000000103613049 0.005355996074879
0.000000000011999 0.000293970677982
0.000005827409049
0.000000028378096
0.000000000011999

Tabulka  2.2:  Tabulka| 1

pravdepodobnosti toho, Ze| 1

prave r firiem sa vyskytne

v kazdom vybere. Tabulka  2.3:  Tabulka
pravdepodobnosti toho, ze
prave r firiem sa nedostane
do ziadneho z vyberov.

Pozerajme sa zase na chvilu na Cy, ako na nahodnt postupnost in-
dexovani k. Ked vezmeme do tvahy postup, akym st hodnoty Cy .. ge-
nerované, je zrejmé, Ze tieto hodnoty tvoria (v ¢ase) nerasticu postupnost.
Uvazujme prvy c¢asovy okamih, kedy je prienikom vyberov prazdna mnozi-
na. V tomto momente sa pre nas proces zastavi (stav 0 je absorbény stav).
Definujme markovsky c¢as prvého vstupu C,,  do nuly

7=min{s € N: Oy, =0}.
VETA 2.4. Pre rozdelenie ndahodnej veliciny T plati

P [T:S]:zn:(—l)j (]JV) (%)4 (%—1) ,kde s=12,3,...,

n
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a strednd hodnota T je rovnd
- (5) )
N N=j\"
j=1 (n) o (n—]])

Dékaz. Najprv odvodime rozdelenie 7 pre s = 2,3, ... s vyuzitim vety

(2.5)

Plr=s] Plr<s,t>s —1]=P[r<s|—-P[r<s—1]

p [CN,n,s = 0] - P [CN,n,s—l - O]

S () ()

J=1

Pocitajme stredni hodnotu

Er = ;sP[T:s]:;s(P[Tzs]—P[Tst])
- fj (P[TZS])—s:(s—l)(P[T>s])
_ iP[T>s]:§(1—P[T<$])
S0P Pl

— 1 +Zn:(_1)j+1 (N) (]X)(# Q.E.D.
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2.2 MOMENTY A ICH KONVERGENCIA

Na zaciatok zavedme znacenie

. n
p - N?

P = (K,__‘g)k (2.7)

Potom pre indikatory I; definované pomocou (Z4) a pre r, s € N plati

k
EIl = P[[l-:l]:(%> —po pre 1 <i < N,

nn—1

NN-1

k
EL = P[[l-zl,szl]:( > =pop1 pre 1 <i,5 < N, i #j.

VETA 2.5. Pre stredni hodnotu a rozptyl nahodnej veliciny Cy . plati

E CN,n,k = Npk7
var Cynie = N?po(pr — po) + Npo(1 — p1).
Dékaz. Priamym vypoctom dostaneme

N
ECNur = ZEL' = Npo = Npk-

i=1
Kedze je
N N N
ECY . = ZEIZQ + ZZEIin = Npo+ N(N — 1)pop1,
i=1 i=1 =
potom

varCnpne = Npo + N2p0p1 — Npop1 — N2p(2)
= N?po(p1 — po) + Npo(1 — p1). Q.E.D.

VETA 2.6. Pre faktoridlne momenty rdadu r veliciny Cy 1 plati
E[Cf] = BlOvak(Crok— 1) (Crns— (= 1))

= (n{r} )kln{r} _ (n(n—1)---(n— (r — 1)))k
N{"“} (N(N_1>(N—(r—1)))k_1
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Dokaz. Z predchadzajiceho uz vieme, Ze podmienené rozdelenie Cl,, 5 pri
danom Cy ;-1 je hypergeometrické. Vytvorujica funkcia nahodnej velic¢iny
majicej hypergeometrické rozdelenie HG(N,n,c) ma tvar

=5 (6)00)/C)

Jj=0
Konkrétne v nasom pripade oznac¢me

Gls) = Gs.n) = F(s,n) / (Z)
- 200

7=0
Definujme
Q(s,z) = Z F(s,1)a'
1=0

a pocitajme

o - £5()

-3 (e ()
RO

(2)’” Q(s,z) = cle—=1)---(c—r+1Da"(1+s2) (1 +2)"°

(2)%2(1,90) = clc—1)(c—r+Da"(1+2)N7"

N—r

- c(c—l)---(c—?‘—f—l)z(N;T)$T+i~

7=
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Potom F()(1,n) je koeficient pri 2" v (%)TQ(l,x), podrobnejsie

F(’")(Ln):c(c—l)---(c—r%—l)(N_T),

n—r

a dostavame

. N
E [C]{\,ik |CNpp—1 =c¢| = G(T)(l,n) = F(T)(l,n)/( )

- e n()/()
it
- NU

Konecne (vzhladom k (ILT])) odvodime

E [C]{\ﬁlk] = [ [C]{\;"nk\CNnk 1” = ]T\l[{{:}} E [Qﬁi,k&]

{r}\ 1 Pt
- (™) g [CJ{J} 1] _(n i)
N i N

(n(n=1)---(n = (r = 1)))"
(NN = 1)+ (N = (r = 1)))*

Q.E.D.

VETA 2.7. Pre stredni hodnotu martingalu {1y, k € N} definovaného po-

mocou (2) plati
p(k) =E [T] = N.

Dokaz. 7 vety plynie

N k
E[T:] = (Z) EC, =p *Np~'=N. Q.E.D.

PozNAMKA. Martingal {7}, k € N} je nezaporny, a preto podla vety VI.3.3
na strane 357 v , E)ﬁ) existuje integrovatelna nahodné veli¢ina T’
taka, ze T}, konverguje k T' skoro iste. Zrejme markovsky cas prvého vstupu
Cnpni do nuly 7 je markovskym casom prvého vstupu do nuly martin-
galu {T}, k € N} vzhladom k prirodzenej filtracii. Pretoze stredna hodnota
nahodnej veli¢iny 7, dana vztahom (23], je kone¢na, je 7 skoro iste kone¢na
nahodné veli¢ina. Takze T' = 0 skoro iste a ET = 0. Z tohoto a z vety 2.1
plynie, ze T} nekonverguje k T' podla stredu.
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Podmienka, Ze pre markovsky c¢as 7 existuje o € (0,00) s vlastnostou

Vk €N 7>k = E [Ty —Til|T1, Ta, ..., Tx] <o skoro iste
(2.8)
nemdze byt v naSom pripade splnena. Ak by podmienka (2.8)) splnena bola,
tak by podla vety VI.2.11 v m, ) muselo byt

E[T.] =EI[Ti] = N.
To v8ak nie je mozné, kedze T, = 0.

LEMMA 2.8. Pre kaZdé k > 1 a kazdé pevné p € (0,1) plati

1
pr = lim N v ONnge = (1 — kpF~! + (k= 1)ph). (2.9)

N—oo

Dokaz. 7 toho, ze N — oo, plynie n = pN — oo. Podla vety 2.1 je

.1 .
Pr = J\H%o N var CNpnk = ]\}l_f)ﬂoo Npo(p1 — po) + po(1 — p1).

Dosadenim za py a p; podla (Z0) a ([Z7) je mozné py, prepisat do tvaru

_ 1)k 1)k
R 1)

N

f)alej je

1— 1\"* L _ ANk ko
n _ N n _
< —%) N (Hl—%) -2 <j
0
1
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LEMMA 2.9. Pre kazdé k > 1 a kaZdé pevné p € (0,1) plati

1
NON’n’k L P pre N . (2.10)

Dokaz. Podla CebySevovej nerovnosti pre ndhodnu veli¢inu % Cnonk je

1 1 1 1
P H N CN,n,k - N E CNJL,k: Z €:| S 5_2 var (N Oanuk)
11 1
= 3N (N var C’N,n,k) .

7Z vety 2.0 a lemmy 2.8 dostavame
1 k
P NCN,n,k_p >e|l —0,ak N — oo,

z ¢oho plynie

1
N ON,n,k L pk. QED
PozNAMKA. V ¢lanku dHur_L‘szLJ, |l9§j) je mozné najst vzorce pre vypocet
vSeobecnych a centralnych momentov nédhodnej veliciny Cy , treticho a
stvrtého radu a odvodenie charakteristickej funkcie.




ASYMPTOTICKE ROZDELENIE

Ako uz bolo uvedené, exaktné rozdelenie nahodnej veli¢iny Cy , 1, je pomerne
zloZité, a preto nie je Tahké s nim narabat. Casto je teda vhodné pouzit
aproximaciu normélnym alebo Poissonovym rozdelenim.

3.1 KONVERGENCIA K POISSONOVMU
ROZDELENIU
V tejto chvili nas buda zaujimat podmienky, za ktorych ma Cy,, pre

N — oo asymptoticky Poissonovo rozdelenie. V celej tejto podkapitole bu-
deme predpokladat, ze

teda

CNmgk = Cnnvyk(v) = Cn.

Najprv predpokladajme, ze je pomer

n(N) _
N

pevny. Zrejme potom je 0 < p <1 an(N)=pN je linedrnou funkciou N.

LEMMA 3.1. Nech N — oo a k = k(N) — oo tak, Ze pre pevné p plati

NpF — A 0< )< o0 (3.1)
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Potom pre kazdé r € N
E [(J}J}] o (3.2)

Dékaz. Predpoklad [B1]) implikuje, Ze k = o(N). Na zaklade vety 2.6l mame
prer € N

plcp] = =Dl <r—1>>>
(N(N=1)- (N = (r—

() (=3 (- ) (1 —%))’“
N (=% (1= F) - (1= 75
( nt > o (1= 5) [T (=)
NE [T (1= %)

= ()] [ (1 - ﬁ) I (1 il

N
1 N H;i (1 o %)k

—_
<
|
—
T —
~—
T
—

~
Il

Takze (s ohladom na k = o(NN))

E [c}v’“}} o Q.E.D.

VETA 3.2 (KONVERGENCIA K POISSONOVMU ROZDELENIU 1). Nech
N — o0 ak=Fk(N)— oo tak, Ze pre pevné p plati

Np* =\, 0< )< oo. (3.3)

Potom asymptotické rozdelenie ndhodnej veliciny C je Poissonovo s para-
metrom .

Dékaz. Vidime, Ze su splnené predpoklady lemmy Bl takze plati (8.2). Pre
faktoridlne momenty radu r nahodnej veli¢iny X s Poissonovym rozdelenim

s parametrom A (vid napriklad (Johnson a koll, 12005)) plati

ExU =\,

Teda limita faktorialnych momentov veli¢iny Cy pre N — oo je rovna fak-
toridlnym momentom (rovnakého radu) nahodnej veli¢iny X s Poissonovym
rozdelenim s parametrom \. O¢ividne plati analogicky vztah aj pre vSeobec-
né momenty. Tvrdenie dokazovanej vety dostaneme aplikovanim vety [A]]
s ohladom na to, Ze polomer konvergencie mocninného radu (A=I]) vo vete
[ATlje pre ndhodnt veli¢inu X s Poissonovym rozdelenim nekone¢ny. Q.E.D.
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Teraz pre zmenu budeme uvazovat fixny pocet vyberov k a budeme opét
skimat podmienky konvergencie k Poissonovmu rozdeleniu. Ukazuje sa vsak,
7e budeme musiet upustit od predpokladu o pevnom pomere p, preto dalej

je p=p(N).

VETA 3.3 (KONVERGENCIA K POISSONOVMU ROZDELENIU 2). Nech
N — o0 an=n(N) — oo tak, Ze pre pevné k plati

Np(N)F =X 0<)< . (3.4)
Potom asymptotické rozdelenie C'y je Poissonovo s parametrom \.

Doékaz. Zopakovanim vypoctu z dokazu lemmy Bl pre pevné k, N — oo,
n=n(N)— oo a N [p(N)]" — X opiit dostavame [B2). K tomu, ze Cy mé
asymptoticky Poissonovo rozdelenie, dospejeme pouzitim rovnakého postupu
ako v dokaze vety 3.2 Q.E.D.

3.2 KONVERGENCIA K NORMALNEMU
ROZDELENIU

Pri odvodeni asymptotickej normality zohra pre nas dolezitt tlohu nasledu-
juca veta, vid m @) veta 2 na str. 398. Uvazujeme konecény subor
jednotiek velkosti N. Na kazdej z N jednotiek pozorujeme nejaky znak.
Nech prave M jednotiek méa dany znak a N — M jednotiek dany znak
nema. Nahodne vyberieme n jednotiek bez vracania. V tomto pripade mé
nadhodna veli¢ina predstavujica pocet prvkov vyberu, ktoré maji uvazo-
vanu vlastnost, hypergeometrické rozdelenie HG(N,n, M). Bez obmedzenia
na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze M < % an < %

Y

VETA 3.4. Nech N, M a n siu prirodzené cisla, 1 < M < %, 1<n<
Polozme r = % ap= 4. Potom

©[z

(5) ()
NTI;IEOO 3 LA (g, (3.5)
j <nr+zy/nr(1-r)(1—p)

Asymptotickt normalitu C,, ; vySetrime pre pevny pocet vyberov k a

zafixujeme aj pomer p = .

VETA 3.5 (KONVERGENCIA K NORMALNEMU ROZDELENIU PRE k = 2).
Pre kazdé pevné p € (0,1) plati
CN,n,Q - Np2 D

\/N N—o0

N(07p2)7 (36)
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kde
pa=p*(1—p)°. (3.7)

Dékaz. Vyuzijeme centralnu limitni vetu pre hypergeometrické rozdelenie,
vid veta B4l S ohladom na (L)) je v tomto pripade

n=M (3.8)

a plati, ze
C]\ng ~ HG(N, n, n)

Z ([B.8) plynie (pouzivame znacenie vety [3.4))
r = p = konstanta,

a preto
Nrp— o0 & N — o0

7 vety B4 teda vyplyva

lim Z P [CN,n,Q =j] = ®(z)

N — oo

J <nptzq/np(l-p)?

. Cvma — 1p j—np |
lim P s — _ q;(x)
o2 G _im
Vnp(1—p)2 =
lim S°p | CMn2 TP g
N—”X)z‘gz np(1 — p)?

Plati, ze
np = Np2 =ECnn2,

dalej jednoduchym vypoctom (s vyuzitim (B.7])) dostaneme

Vnp(l—p)? = %pQ(l —p)? =/ Npa.

Teda mame

n - N 2
lim Y P {CN’ 2 YD :z} = O(x)
Moo VAP
n - N 2
lim P {CN’ 2 P gxl = P(z),
N — oo \/NpZ
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takze o N2
Nn2 — IVD D
—— — N(O0, re N — o0,
\/N ( p2) P
a tym mame dokizané tvrdenie vety. Q.E.D.

Pre k > 2 nie je rozsirenie tejto vety jednoduché metoédami klasickej
pravdepodobnosti. Napriek tomu vSak plati

VETA 3.6 (KONVERGENCIA K NORMALNEMU ROZDELENIU). Pre kaZdé
pevné k > 1 a kazdé pevné p € (0,1) plati

CN,n,k - Npk D

\/N N—o00

kde py je dané (29).
PozNAMKA. Vetu dokéZeme nezavisle na vete

Dokaz. Vetu dokaZeme indukciou podla k.

Pre kazdé N € N uvazujme, Ze vyber mame reprezentovany nasledu-
jucim sposobom: Pre i—tu jednotku v populacii velkosti N, i = 1,..., N,
méame dané x y;, ktoré nadobtuda hodnotu bud 0 alebo 1. Spomedzi hodnot
TN1,TN2, -, TNy je prave n = n(N) = pN jedni¢iek a N —n nul. Bez tjmy
na vSeobecnosti predpokladajme, Ze

- J 1 pre 1<1:<n,
TNi = pre n+1<i<N.

Uvazujme ndhodnti permutéaciu

Y1, N2 - UNN (3.10)

hodnoét xn1, zN2,...,xyy. Tato permutacia nahodne priradi n jednotkam
populacie hodnotu 1 a tieto prvky budeme povazovat za nahodny vyber
o rozsahu n z populacie velkosti N.

V nasledujicom bude pre nas vyhodné pouzit transforméciu xy;, ktora
oznacime yy;, tak aby boli splnené normujice podmienky

N N
duni=0 a > =1 (3.11)
=1 =1
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Uvazujme transforméciu tvaru
yni = a + bx ;.

Teda
_Jatbhryi=a+b pre 1<1i<n,
Yni = ap + borni = ag pre n+1<i<N.

Z ([BI1)) dostavame sustavu rovnic
n(a; + b))+ (N —n)ag = 0 (3.12)
n(ay +b)* + (N —n)ag = 1. (3.13)

Vyjadrenim ag z (3.12) a dosadenim do (813 dostaneme ako jedno rieSenie
tejto stustavy

y _ a1 + bl = ]\7[1]_\/” = \/Nl(_llip)p pre 1 S 1 S n,
Ni — .
aO:_Nin(al‘i‘bl):_m pre n+1<i<N.

Takze pre yn1, Yno, - - -, Ynn SU splnené podmienky ([B.I1]) a taktiez plati

max |yni| =0 pre N — co.
Uvazujme pravdepodobnostny priestor dostato¢ne velky, aby bolo mozné
pre kazdé N € N definovat nahodnt permutaciu

Ents €N, - NN (3.14)

hodndt yn1, Yno, - - -, Ynn, pricom kazda z tychto N! permutacii ma rovnaka
pravdepodobnost. Definujme

- Thtee e
0

' 1
0 pre (3.15)

Potom Y = {V;N,0 < ¢ < 1} je proces s trajektériami v priestore D [0, 1].
Podla vety [A1S]
YN 2o (3.16)

N—oo

kde WY je Brownov most, vid definicia [A.4l

Nech je najprv & = 2. V prvom kroku matematickej indukcie volme
Specidlne t = p a dostaneme

[Np]

m=§m=§m. (3.17)
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Predstavme si situaciu prieniku dvoch nezavislych vyberov o rozsahu n
z populacie velkosti V. O¢islujme jednotky v populécii hodnotami 1,2, ..., N
a uvazujme prvy z vyberov. Bez tjmy na vSeobecnosti mozeme (po even-
tualnom preéislovani prvkov populacie) predpokladat, Ze v prvom vybere
boli vytiahnuté prvky, ktorym sme priradili ¢isla 1, ..., n. Uvazujme najprv
permutaciu (3I0) n jedni¢iek a N — n nul. Potom nahodné veli¢ina

> Un; (3.18)

predstavuje pocet “zasahov” prvkami druhého vyberu do prvého vyberu, tj.
mohutnost ich prieniku. AvSsak my uvazujeme miesto nil a jedniciek znor-
mované hodnoty yy;, preto miesto veli¢iny ([3.I8) mame

l—-p
N(1—p)p
na prvych n miestach permutacie (B.14))

D 2 = pocet vyskytov hodnoty

a Dy 2 je nahodna veli¢ina s rovnakym rozdelenim ako Cly 2 (ide zrejme
o hypergeometrické rozdelenie HG(N,n,n)). Teraz ([B.17) mozeme prepisat

- 1—p p
yN = éni = Dnpo—————=— (" — Dy p2) —F——=
! ; N(1—-p)p N1 —p)p
_ Dnpa—mnp _ Dypa — Np?
N(1-p)p /NI -pp
Z [BI0) a vety [A.15] specialne plynie
N D 0

Z vlastnosti Brownovho mostu (vid veta [A5]) vieme, 7e

L(W,)) = N(0,p(1 —p)).

P
Dalej je
pr=(p(1-p))>,

a tak (kedze Dy, 2 mé rovnaké rozdelenie ako Cy ,,2) dostavame tvrdenie
vety B.6 pre k = 2 a iny dokaz vety

Teraz pristipme k indukénému kroku. Predpokladajme, Ze dokazovany
vztah (3.9) plati pre nejaké k& > 2. Zvolme pravdepodobnostny priestor tak,
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aby bolo mozné pre kazdé N € N na nom definovat nahodnu veli¢inu Dy, &

a ndhodnu permutaciu &n1, Ena, - - ., Evy tak, Ze
L(Dnnk)=L(Cnnk) (3.20)
a
DN,n,k a (éNl; €N2, Ce 7£NN> su nezavislé. (321)

Opit definujme YV = {Y}V,0 < ¢ < 1} vztahom BI5) a dostavame (BI0).
7 indukéného predpokladu plynie

DN,n,k - Npk D
VN
Ako dosledok ([B2I) dostaneme

N(0,pr) pre N — 0. (3.22)

Dnnir a YN st nezavisle VN € N.

Preto podla vety [A.14]

DNnk_Npk N D 0
Nk P yN P g WO kde U ~ N(O,
\/N Noo ( pk)

a U, W0 st nezévislé (na vhodnom pravdepodobnostnom priestore). Dalej
ako dosledok jednoduchej transformacie dostaneme

p (Dnni — Np¥)

+YY 2L v oW,

Np(1—p) oo
kde
vV =U 1’%})~N(o, ff’“p).
Vyuzijeme ndhodnti zmenu casu, vo vete polozime Ty = % Lem-

ma hovori o konvergencii v pravdepodobnosti nahodnej velic¢iny %
Kedze konvergencia v pravdepodobnosti implikuje konvergenciu v distribucii

a predpokladame ([B.20), dostavame, Ze % 2, p¥, kde p* je konstanta.

7 vety 111.4.22 v (Im, M) preto plynie

Dy
T = ]]\([k . " =a.

Odtial podla vety [A.16] dostavame

p (Dnni — Np¥)
Np(1—p)

D
+ YJ:ZJVN’M — V + ng-
= AN
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Z vlastnosti Brownovho mostu (vid veta [A.5) plynie, Ze
WY~ N (0. (1 1))

Teda V' + W;’k je konvolicia nezavislych normalne rozdelenych ndhodnych
veli¢in a plati

1% +WI?kNN(O,lpfkp-l-pk(l—pk)).

Pre N — oo dostavame, ze

p (DN,n,k - Npk)
Np(1—p)

D4 sa postupne odvodit, ze

D
4 Y,]DVNyn’k =~ N (0’ 1ppkp 4 (1 _pk)) .
‘o _

p (Dnns — Np¥)

_l’_
Dy n,k
p (Dnni — Np* =
- 2 b3 e (3.23)
Np (1 - p) i=1
_p (Dnmgk — ND*) Dyjpgesr (1 =)
Np(1—p) N(1—p)p
_ (DN,n,k - DN,n,kJrl)p
N(1—p)p
_ Dypgyr — Npitt
N(1—=p)p
pricom pri tprave ([B23) mozno pouzit rovnaky argument ako pri (BI7).
Opét uvazujme, 7Ze su jednotky v populécii o¢islované hodnotami 1,..., N.

Predstavme si situaciu postupnosti k nezavislych vyberov o rozsahu n z tejto
populécie. Ozna¢me pocet prvkov vybranych v kazdom z k vyberov Dy ,, .
Bez 1jmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze sme tymto prvkom priradili
¢isla 1,..., Dnpg. Teraz nas zaujima pocet “zasahov” prvkami (k + 1).
vyberu do prieniku prvych k vyberov, tj. mohutnost prieniku tychto k& + 1
vyberov. Ozna¢me teda

l—p
N(1—p)p
na prvych Dy, miestach permutacie (314,

Dy k41 = pocet vyskytov hodnoty
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a pretoZe predpokladame (B.21]), plati
L(DNng1) = HG(N,n, Dy ni) = LICNpgt1)-

f)alejje
PPk k k k+1p<1_k’pk71+(k‘—1)pk>+(1—pk) (1-p)
—+p"(1-p") = »p
1 - p(1—p)
B phtl (1 —(k+1)pt+k pk“)
p(1—p)
Pk+1
p(1—p)

Teda dostavame
ATkl
Dnprs1 — Np 2 N (07 Pr+1 )
N1 —p)p p(1—p)

D " — N k+1 D
S E = N0, )

a odvodili sme platnost dokazovaného vztahu pre Dy, j+1. KedZe ndhodna
veli¢ina Cy , k41 mé rovnaké rozdelenie ako Dy 5, k41, je tym dokaz dokonceny.

Q.E.D.

3.3 SIMULACIA

V predchéadzajicej casti prace sme dokazali konvergenciu ndhodnej veli¢iny
Cn i k Poissonovmu a normélnemu rozdeleniu. Teraz sa budeme zaoberat
simulaciou, ktorej cieflom je vySetrit vhodnost aproximacie Poissonovym a
normélnym rozdelenim. Zavery o rychlosti konvergencie k Poissonovmu a
normélnemu rozdeleniu je mozné u¢init na zaklade vystupov simulécie v R.
Zdrojové kody funkcii pouzitych v naSej simulécii je mozné najst v sekcii
[A2v Appendixe.

Uvazujme najprv situéciu z vety B3] teda pripad konvergencie k Poisson-
ovmu rozdeleniu pre pevné k. Budeme skiimat konvergenciu k Poissonovmu
rozdeleniu s pevne zvolenym parametrom A. Budeme postupne uvazovat
rastice hodnoty velkosti populacie N. Hodnoty parametrov N, n a k vSak
nebudeme volit celkom Tubovolne. Na to, aby bola priblizne splnené pod-
mienka ([34) z vety B3 budeme vychadzat zo vztahu

n= VAN, (3.24)
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ktory plynie elementarnymi apravami z ([8.4]). Alebo ekvivalentne k ([B:24]) je

_ A
p N

n = pN.

Vypocet tejto aproximacie je tlohou funkcie poisson.2(p.N,p.lambda,
p.-k) pre zadani velkost populacie p.N, hodnotu parametra Poissonovho
rozdelenia p.lambda a fixny pocet vyberov p.k.

Analogicky pristupujeme k vete B.2], ktora hovori o konvergencii k Poisson-
ovmu rozdeleniu pre pevné p. Opét pouzijeme priblizny vztah

. In (%)
k — W, (3.25)

teda mame priblizne splnentt podmienku (B3). Funkcia poisson.1(p.N,
p.lambda,p.p) uskutocnuje tento vypocet pre zadani velkost populacie
p-N, hodnotu parametra Poissonovho rozdelenia p.lambda a fixny pomer
pP-p-

Funkcia poisson.sample(p.N,p.lambda,p.size,p.fix,p.pk) pre dani
vel'kost populécie p.N a hodnotu parametra Poissonovho rozdelenia p . lambda
vracia p.size realizicii ndhodnej veli¢iny C, y, priCom pomocou parame-
tra p.fix urcujeme, ¢i drzime pevny parameter p (p.fix= 1) alebo k
(p.fix= 2). Potom p.pk predstavuje hodnotu p, respektive k.

V pripade vety B.6loverujeme rychlost konvergencie normovanej nahodnej
veli¢iny
CN,n,k - N pk
VN

k normalnemu rozdeleniu N (0, px), kde pi je dané vztahom (29). Funkcia
normal .sample(p.N,p.size,p.k,p.p) pre zadanu velkost populécie p.N,
pocet vyberov p.k a pomer p.p vracia p.size realizacii nahodnej velic¢iny
znormovanych v zmysle (3.20).

(3.26)

Pomocou prave spominanych funkcii sme pre rastiice hodnoty N a pre
rozne pevné hodnoty ostatnych parametrov zostrojili 5000 realizacii nahod-
nej veliciny Cy, respektive Cy ., a graficky ich znazornili pomocou his-
togramov. Pre lepsi prehl'ad su v obrazkoch zobrazené aj pravdepodobnosti
Poissonovho rozdelenia alebo hustota normalneho rozdelenia s prislusnymi
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parametrami. Obréazok Bl ilustruje konvergenciu k Poissonovmu rozdele-
niu s parametrom A = 5 pre pevné k = 2. Podobne obrazok zobrazuje
konvergenciu k Poissonovmu rozdeleniu Po(5) pre pevné p = % Pretoze
velkost vyberu n a pocet vyberov k& by mali byt celé ¢isla, pouzivame pri
ich vypocte vo vztahoch (B24) a (B2H) zaokrihlovanie. Na obrazku si
mozeme viimnut, Ze ak (pred zaokrihlenim) bola hodnota k celé ¢islo alebo
velmi blizka celému ¢islu, s rasticim N sa prislusny histogram postupne
tesnejsie primyka k hustote Po(5). Z obrazkov je vsak zrejmé, ze zaokriuhlo-
vanie u k ovplyviiuje hodnoty, ktoré nadobuda Cl, x, ovela vyraznejsie ako
rovnaké zaokrihlenie u n. V stilade s tym, Ze pri rastiicom pocte vyberov je
mohutnost ich prieniku nerastica, je histogram v obrazku pri zaokruh-
leni k& nadol posunuty doprava oproti hustote Po(5) a naopak pri zaokruhleni
nahor je histogram posunuty smerom dolava. Preto sme skusili volit NV tak,
aby k nadobudalo celociselné hodnoty alebo hodnoty blizke celo¢iselnym
2

hodnotam. Presnejsie, pre zvolené A = 5, p = £ a pre k nadobudajuce

postupne hodnoty 1,2, ... sme urcili hodnotu N ako

N = E (3.27)
Takto sme dostali hodnoty N, ktoré sme zaokruhlili na celé ¢islo, a zopako-
vali sme postup ako u obrazku B2, avSak v tomto pripade sa uZz hodnoty
k zaokrihlenim takmer nezmenili. Vysledok je znédzorneny na obrazku
Vidime, Ze rychlost konvergencie je porovnatelna s tou u pevného k (obra-
zok BJl). A napokon, obrazok B4 predstavuje konvergenciu k normélnemu
rozdeleniu N (0, po) pre pevné k=2 a p = 2.

Na prilozenom CD je mozné najst analogicky vytvorené obrazky pre
rozli¢ne volené hodnoty parametrov (opét generujeme 5000 realizacii ndhod-
nej veli¢iny). Na zaklade tychto obrazkov mozeme ucinit zéver, Ze nami ski-
mana konvergencia je dost pomalé. Taktiez sa zd4, Zze pre relativne malé hod-
noty parametra A limitného Poissonovho rozdelenia sa histogram rychlejsie
priblizuje hustote Po(\).

POZNAMKA. Pre hodnoty parametra A viacsie nez 15 je podla (Johnson a kol.,
) pre Poissonovo rozdelenie vhodnou aproximaciou normélne rozdelenie.

Ak by sme chceli aproximovat rozdelenie Cl, ; Poissonovym rozdelenim,

ktorého hodnota parametra by bola vicsia nez 15, bolo by vhodné miesto

aproximécie Poissonovym rozdelenim zvazit normélnu aproximaciu.
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PRIKLAD 3.7 (POKRACOVANIE PRIKLADU [23]). Uvazujme opét nahodnu
veli¢cinu Cig54 z prikladu Zaujimalo by nas, ¢i by nebolo mozné jej
exaktné rozdelenie aproximovat Poissonovym, pripadne normalnym rozde-
lenim. Parameter Poissonovho rozdelenia polozime (na zaklade (B3] alebo
(E)) rovny

n* 625
NF=1 7 4096
Inymi slovami, pokisime sa rozdelenie Cg 5 4 aproximovat Poissonovym roz-
delenim s rovnakou strednou hodnotou ako méa Cig54. A dalej podla (2.9)
dostaneme

A= Npr = = 0.1525879. (3.28)

p4 = 0.008645438. (3.29)
=3 B
— — simuléacia ‘D — simuléacia
— Po()\) — N(0, pa)
— exakt. rozdelenie — exakt. rozdelenie
2 -
= 1
= o
3 -
= =
0 1 2 3 0.0 0.5 1.0
Obrazok 3.5: Konvergencia Obrazok 3.6: Konvergencia
k Poissonovmu rozdeleniu. k normaélnemu rozdeleniu.

Jednoduchou modifikaciou predchadzajtcej simulécie sme vygenerovali
5000 realizécii nahodnej veliciny Ci654. Takto vygenerované hodnoty sme
znazornili pomocou histogramu do obréazku 3.5 spolu s pravdepodobnostami
exaktného a Poissonovho rozdelenia s parametrom A danym (3.28]). Podob-
ne sme na obrazku nechali vykreslit histogram vygenerovanych hodnot
znormovanych v zmysle ([3.28]), pravdepodobnosti nahodnej veli¢iny Cig 5.4
znormovanej ako v ([B26) a hustotu normaélneho rozdelenia N (0, py), kde
hodnota p, je danéd ([B.29). Na zaklade tychto obrazkov moézeme usudit, ze
aproximéciu Poissonovym rozdelenim by sme pouzit mohli, avsak normalna
aproximécia sa nezda byt vhodna.
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Obrazok 3.1: Histogramy ilustrujtce rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(5) pre pevné k = 2 a pre rastice hodnoty N.
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Obrazok 3.2: Histogramy ilustrujtce rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(5) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 3.3: Histogramy ilustrujtice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(5) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 3.4: Histogramy ilustrujtuce rychlost konvergencie k normalnemu
rozdeleniu N (0, p2) pre pevné k = 2, pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty
N.



APPENDIX

A.1 POUZITE TVRDENIA

VETA A.1. Nech X,, n € N, X si ndhodné veliciny a mg-”) = E (X,.),
m; = E X7 ich momenty. Ak md mocninny rad

m(z) = Z % 2 pre z €C, (A-1)

kladny polomer konvergencie a

(n)

lim m;” =m; € R pre jeN,
potom
X, —2— X.
Dékaz Vid (Stepar, [1987), str. 229, dokaz vety I11.4.30. Q.E.D.

Hovorime, ze nadhodny proces {X;,0 <t < 1} je spojity, ak vSetky jeho
trajektorie st spojité funkcie na [0, 1]. V tejto préci je pre nés zo spojitych
nadhodnych procesov dolezity Wienerov proces a predovSetkym Brownov
most. Oba tieto procesy patria do rodiny spojitych centrovanych Gauss-
ovskych procesov. Nahodny proces {X;,0 <t < 1} sa nazyva Gaussovsky,
ak pre kazdé k € N a Iubovolni volbu 0 < t; < ... < t; < 1 méa vektor
(X4, ..., Xy,) k-rozmerné normélne rozdelenie. Proces {X;,0 <t <1} je
centrovany, ak E|X;| < oo a EX; = 0 pre kazdé ¢, 0 < ¢t < 1. Pre cen-
trovany proces definujeme kovariancéna funkciu ako K(s,t) = E X, X; pre
0<s,t<1.
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DEFINICIA A.2. Spojity proces {W;,0 <t < 1}, kde Wy = 0, sa nazgjva
Wienerov proces, ak je centrovany Gaussovsky s kovariancnou funkciou

K(s,t) = min{s,t} =s At.

Ekvivalentnt definiciu poskytuje napriklad veta I11.5.9 v M, ) na
strane 234:

VETA A.3. Spojity proces {W;,0 < t < 1} je Wienerov prave vtedy, ked
(i) LW, — W)= N(0,|t—s]) pre 0<s,t<1,

(11) Wy , Wi, =Wy, oo, We, =Wy, | st nezdvislé nahodné veliciny pre kaZdi
konecni postupnost 0 < t; < ... <ty <1, ide teda o proces s nezdvis-
lyma prirastkams,

(iii) Wy = 0.
DEFINicIA A.4. Nech {W;,0 <t <1} je Wienerov proces. Brownov most

(z bodu 0 do bodu 0) na intervale [0,1] je ndhodny proces {W? 0 <t <1}
definovany vztahom

WY =W, —tW,, 0<t<I1.
Elementéarnym vypoctom sa da odvodit

VETA A.5. Brownow most je centrovany Gaussovsky proces s kovariancnou
funkciou
K(s,t)=s(1—t) pre 0<s <t<1.

Pripomenme znamy pojem konvergencie v distribtcii.

DEFINICIA A.6. Nech X" a X siu ndhodné veliciny s hodnotami v metrickom
priestore (S, d). Hovorime, Ze nahodné veliciny X™ konverquji k velicine X
v distribicii, ak pre kaZdu spojitu ohraniceni funkciu H : S — R plati

EH(X") "% EH(X)
Piseme X" —2— X (vS).

n—oo
Poznamenajme, Ze na spojity nahodny proces { X;,0 < ¢ < 1} sa mozeme
pozerat ako na nahodnu veli¢inu s hodnotami v priestore spojitych funkcii na
intervale [0, 1], oznacovanom C'[0, 1]. Délezitym priestorom pre konvergenciu
v distribucii je Skorochodov priestor, ktory zna¢ime D[0,1]. Ide o priestor
vSetkych funkcif
f:[0,1] — R,
ktoré st zprava spojité na intervale [0, 1] a maju kone¢né limity zlava v kaz-
dom bode ¢ € [0, 1]. Funkcie f s takymito vlastnostami st oznacované ako
tzv. cadlag alebo corlol funkcie.
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DEFINICIA A.7. Hovorime, Ze funkcia
A:[0,1] — [0,1]
je transformdcia casu, ak
AM0)=0, A1)=1 a X jerastica a spojitd.

DEFINicIA A.8. V D[0,1] wazujeme konvergenciu f, —— f , ktord je
definovand nasledovne: existuju transformdcie casu A, také, Ze

max [A,(t)—t| =0 « max|f,(A\(t))—f(t)] =0 pre n— oo (A-2)

0<t<1 0<t<1

alebo ekvivalentne: existuji transformdcie casu A, také, Ze

max |\, (t)—t| = 0 a max |f,(t)—f(A\u(t))] — 0 pre n— oco. (A-3)

0<t<1 0<t<1

PRIKLAD A.9. Nech f,, f € D[0,1]. Ak f, — f rovnomerne na intervale
[0, 1], potom f,, = f. (Volime \,(t) =t.)

PRIKLAD A.10. Definujme
Ja®) = I3 1)(®) & f(8) =T uy(t) pre te[0,1]

Volime transformaciu casu A, (t) ako po dvoch ¢astiach linedrnu funkciu
taki, ze \, (%) = % + %, teda

a{

)
)i+
Potom zrejme je f,, (A, (t)) = f(t)
mame

e o ( )

Dolezitéa je nasledujica vlastnost.

t pre 0<t %,
1

:Iw 3It\>

t+2 pre

a f, — f. Aviak napriek tomu, ze f, — f,

VETA A.11. Nech f, = f a f bud spojitd funkcia. Potom
max | f,(t) — f(£)| — 0.

0<t<1

Dékaz. Zvolme \,(t) ako v ([A=3]). Potom pre n — oo
max [ f,(t) — ()| < max [ fu(t) = f(An(t))] + max [f(Au(t)) — f(2)] — 0,

0<t<1 0<t<1 0<t<1

pretoze maxo<i<1 |An(t) — t| — 0 a f je rovnhomerne spojitana [0, 1]. Q.E.D.
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POZNAMKA. Poznamenajme, Ze priklad spolu s vetou [A.11] hovoria, Ze
pre f, f € C|0,1] plati, Ze

max |fu(t) = f(H)] =0 & fo>f.

0<t<1

VETA A.12. Nech f, = f at, —t, 0<t,,t <1. Ak je f spojitd funkcia,
potom

lim f,(t,) = f(¢).

n—oo

Dékaz. 7 vety [AI1] a z predpokladu spojitosti funkcie f plynie, Ze
|fn(tn> - f(t)’ < |fn(tn) - f(tn>| + |f(tn) - f(t>|

VAN

wax |£2(t) = (O] +1/(t) — F0)] =0
pre n — 00, a tym je dokaz hotovy. Q.E.D.

Podstatné je vSak nasledujice netrivialne zistenie (vid veta A.2.2 na str.
458 v (Kallenberg), 1997)):

VETA A.13. Na priestore D = DI0,1] mozno definovat metriku ds(f, g)
tak, Ze (D, ds) je separabilng tiplny metricky priestor a

fo> f e d(fu f) — 0.

Kazdy stochasticky proces s trajektoriami v D|0, 1] je nahodné veli¢ina
s hodnotami v metrickom priestore (D, ds). Mozeme teda vySetrit konver-
genciu Y" 2V kde Y" = (Y,0<t<1)aY = (Y,0< ¢ < 1) st
procesy s trajektoriami v DI0, 1].

Platia nasledujice vety, ktoré su pre nas v tejto praci uzitocné:

VETA A.14. Nech Y" ={Y*,0 <t <1}, Y ={Y;,0 <t <1} si ndhodné
veliciny s hodnotami v D[0,1] a nech N™ a N si redlne ndhodné veliciny
take, Ze

y* 2.y v D[o,1]

N 2. N v R

Nech pre kazZdé n € N plati, Ze
Y™ a N" su nezdvislé veliciny.

Potom
Y'+N* 25 Y4+N v D[o1],

kde' Y a N siu nezdvislé veliciny.
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Dékaz. Plynie 7 I11.4.14 na strane 222 v (Stepan, [1987). Q.ED.

VETA A.15. Nech Y" ={Y",0<t <1}, Y ={Y;,0 <t <1} sd ndhodné
veli¢iny s hodnotami v D[0,1]. Nech

yr 2oy o D[0,1] a Y je spojity proces.

Potom

D

(}/t?ayn YZD - ()/UvY;Z""?}/tk) v Rk

tor

pre kaZdi konecni postupnost 0 <ty <ty < ... <tp <1.
Doékaz. Zvolime 0 < t; <ty <...<t, <1 pevne a definujeme zobrazenie
F: D[0,1] — R*

predpisom
F(f)=(f(tr), .-, [(tx))-

Z vety [A 1l plynie, ze C[0,1] C DIO0, ] je mnozina bodov spojitosti zo-
brazenia F'. Pretoze P [Y € C0,1]] = 1, plynie naSe tvrdenie z vety 111.4.12

v (Stepar, [1987). Q.E.D.

VETA A.16. Nech Y" ={Y*,0<t <1}, Y ={Y;,0 <t <1} si ndhodné
veli¢iny s hodnotami v D[0,1]. Nech

) (LA VY D[0,1] a Y je spojity proces.

Uvazugyme ndhodni velicinu T™ taku, Ze

0<T"<1 a T" —2— ac0,1].

n—oo

Potom

ve, 25 Y, v R

Dékaz. 7 vety 111.4.28 v (Stepan, [1987) plynie

Y™, T -2 (Y,a).

Definujeme zobrazenie
F: D[0,]]xR — R

predpisom

F(ft) = f@).



A.1 POUZITE TVRDENIA 42

Z vety [A. 12 plynie, Ze bod (f,t) je bodom spojitosti zobrazenia F, ak f
je spojita funkcia na [0, 1]. Veta I11.4.12 v ) @) potom implikuje
(kedze P [Y € C[0,1]] = 1), ze

Y, =Y"(T") = F(Y",T") =2 F(Y,a)=Y(a) =Y, v R,

a tym je veta dokézana. Q.E.D.

Pre procesy s trajektoriami v D]0, 1] plati nasledujtca dvojica hlbokych
rozsireni centralnej limitnej vety.

VETA A.17 (PRINCIP INVARIANCIE PRE I.I.D. NAHODNE VELICINY). Nech
§1,82, -, &n
st 1.1.d. ndhodné veliciny s
E¢ =0 a Eﬁ?:02€(0,oo) pre 1 <j<n.

Definujme nahodny proces X™ = {X[*,0 < t < 1} s trajektoriami v priestore
D0, 1] predpisom

nt
xrod AESG e pStsl
0 pre 0§t<%,
potom
X”LW,

kde W je Wienerov proces (na intervale [0,1]).

Dékaz. Vid napriklad (Billingsley, [1968), str. 137, dokaz vety 16.1.  Q.E.D.

VETA A.18 (PRINCIP INVARIANCIE PRE PROSTY NAHODNY VYBER). Nech
pren € N je
TplyTp2s .- - 7xnkn

postupnost redlnych cisel takych, Ze
kn kn,
D=0, ) =1
i=1 i=1

max |z,;| — 0 pre n— oco.
1<i<ky,
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Dalej bud
gnl (W): 5712(0‘})’ s 7§nkn (w)

ndhodnd permutdcia 1, Tpo, ..., Tnk,, pricom kaZdé z takychto k,! ndhod-
nijch poradi md rovnaki pravdepodobnost (rovni k;%! ). Definujme ndhodny
proces X" = {X]',0 <t < 1} s trajektoriami v priestore D [0, 1] vztahom

n ) STy e B <t<,
Xt = O n

1
pre 0<t< T
Potom
X" —— W,

kde W° je Brownov most (z 0 do 0) na intervale [0, 1].

Dékaz. Vid (Billingsleyl, [1968), str. 209, dokaz vety 24.1. Q.E.D.
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A.2 ZDROJOVY KOD
Nizsie uvadzame zdrojové kody funkcii pouzitych v nasej simulacii v R.

cnk <- function(p.N, p.n, p.k) {
.vyber <- matrix(0,nrow=p.k,ncol=p.n)
if (p.n==1) {
for (i in 1:p.k) {
.vyber[i] <- sample(l:p.N,size=p.n,replace = FALSE);

if (i>1) .prienik <- intersect(.prienik, .vyber[i])
else .prienik <- .vyber[1]
}
}
else {
for (i in 1:p.k) {
.vyber[i,] <- sample(l:p.N,size=p.n,replace = FALSE);
if (i>1) .prienik <- intersect(.prienik, .vyber[i,])
else .prienik <- .vyber[1,]
}
}

return(length(.prienik))

poisson.1l <- function(p.N, p.lambda, p.p) {
.n <- round(p.p*p.N)
.k <- round(log(p.lambda/p.N)/log(p.p))
.k <- max(.k,1)
return(cnk(p.N,.n, .k))

poisson.2 <- function(p.N, p.lambda, p.k) {
.p <- (p.lambda/p.N)~(1/p.k)
.n <- round(.p*p.N)
return(cnk(p.N, .n,p.k))

poisson.sample <- function(p.N, p.lambda, p.size, p.fix, p.pk) {
# p.fix 1 - fix p
# 2 - fix k
.sample <- numeric(p.size)
for (i in 1:p.size) {
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if (p.fix == 1) {
.sample[i] <- poisson.1(p.N,p.lambda,p.pk)

}
else {

.sample[i] <- poisson.2(p.N,p.lambda,p.pk)
}

}

return(.sample)

normal.sample <- function(p.N, p.size, p.k, p.p) {
.sample <- numeric(p.size)
.n <- round(p.p*p.N)
for (i in 1:p.size) {
.sample[i] <- cnk(p.N,.n,p.k)
}
.sample <- (.sample - p.N*(p.p~p.k))/sqrt(p.N)
return(.sample)
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Obrazok 1: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné k = 2 a pre rasttice hodnoty N.
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Obrazok 2: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = % a pre rasttuce hodnoty V.
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Obrazok 3: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné k = 3 a pre rasttce hodnoty N.
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Obrazok 4: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 5: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = 1—10 a pre rastice hodnoty N volené tak,

aby k nadobtdalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 6: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = % a pre rastice hodnoty N volené tak,

aby k nadobtdalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 7: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné k = 4 a pre rasttuce hodnoty N.
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Obrazok 8: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = 1 a pre rastice hodnoty N.
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Obrazok 9: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné k =5 a pre rasttice hodnoty N.
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Obrazok 10: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = 1 a pre rastice hodnoty N.
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Obréazok 11: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = 4—11 a pre rastice hodnoty N volené tak,

aby k nadobtdalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obréazok 12: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(0.2) pre pevné p = % a pre rastice hodnoty N volené tak,

aby k nadobtdalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 13: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné k = 2 a pre rasttce hodnoty N.
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Obréazok 14: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu

rozdeleniu Po(2) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 15: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné k = 3 a pre rasttce hodnoty N.
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Obrazok 16: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obréazok 17: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = % a pre rastice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 18: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 19: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné k = 4 a pre rasttice hodnoty N.
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Obrazok 20: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = }1 a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 21: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné k = 5 a pre rasttice hodnoty N.

18



N =15 N =25 N = 50 N = 100
(k = 2.9) (k = 3.6) (k = 4.6) (k = 5.6)
< < _ < < _
o o o o
m_ m_ CV)_ m_
o o o o
a a a a
o o o o
2 = 2 =
(=2 (=2 (=2 (=2
S T T 1 S T T 1 S T T 1 S T T 1
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
N = 200 N = 400 N = 600 N = 800
(k = 6.6) (k =17.6) (k = 8.2) (k = 8.6)
< _ < < < _
o o (=} o
CO_ C‘O_ C')_ C"J_
o (=] o (=]
[a} (o] (o] (o]
S 7 S S 7 S 7
5 1 51 5 5
O_ O_ O_ O_
S T T 1 S T T S | S T T
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
N = 1000 N = 1200 N = 1500 N = 2000
(k = 9.0) (k = 9.2) (k = 9.6) (k = 10.0)
< < _ < ¥ _
o o o o
C’.)_ m_ C’)_ m_
o o o o
a a a4 a
o o o o
2 = 2 =
(=2 (=2 (=2 (=2
S T T 1 S T T 1 S T T 1 S T T 1
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
N = 3000 N = 5000 N = 7500 N = 10000
(k = 10.6) (k =11.3) (k =11.9) (k = 12.3)
< _ < _ < _ < _
o (=] o o
«@ “@ «@ «
(=) [=} (=) [=}
[a} (o] (o] (o]
S 7 S S S 7
5 1 = 5 1 5
o o o o
S T T ST 7 S T T ST 7
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15

Obréazok 22: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 23: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = 4—11 a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobuidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 24: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(2) pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 25: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné k = 2 a pre rasttce hodnoty N.
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Obrazok 26: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 27: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné k = 3 a pre rasttce hodnoty N.
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Obrazok 28: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 29: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = % a pre rastice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 30: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 31: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné k = 4 a pre rasttice hodnoty N.
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Obrazok 32: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = }1 a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 33: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné k = 5 a pre rasttce hodnoty N.
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Obrazok 34: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.

29



N =28 N =112 N = 448
a (k = 1.0) ”_ (k = 2.0) a (k = 3.0)
— o o
0 . 4
S S
© —
S 7 S
= | =
S S i
a | |
o
= o | e
o o o
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
N = 1792 N = 7168 N = 28672
& (k =4.0) & (k =5.0) & (k = 6.0)
o o o
s s s
s | s | e
o o o
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Obrazok 35: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = 4—11 a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobuidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 36: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(7) pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 37: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné k = 2 a pre rastiice hodnoty N.
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Obrazok 38: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = %0 a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 39: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu

rozdeleniu Po(10) pre pevné k = 3 a pre rastiice hodnoty N.
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Obrazok 40: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 41: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = % a pre rastice hodnoty N volené tak,

aby k nadobtidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 42: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu

rozdeleniu Po(10) pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobuidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 43: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu

rozdeleniu Po(10) pre pevné k = 4 a pre rastiice hodnoty N.
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Obrazok 44: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = i a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 45: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu

rozdeleniu Po(10) pre pevné k = 5 a pre rastiice hodnoty N.
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Obrazok 46: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = % a pre rastuce hodnoty N.
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Obrazok 47: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = }1 a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobiidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 48: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k Poissonovmu
rozdeleniu Po(10) pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty N volené tak, aby
k nadobuidalo hodnoty blizke celoc¢iselnym hodnotam.
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Obrazok 49: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k normalnemu
rozdeleniu N (0, py) pre pevné k = 2, pre pevné p = % a pre rastice hodnoty
N.
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Obrazok 50: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k normalnemu
rozdeleniu N (0, p3) pre pevné k = 3, pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty
N.
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Obrazok 51: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k normalnemu
rozdeleniu N (0, py) pre pevné k = 4, pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty
N.
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Obrazok 52: Histogramy ilustrujice rychlost konvergencie k normalnemu
rozdeleniu N (0, ps) pre pevné k = 5, pre pevné p = % a pre rastiice hodnoty
N.
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