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ÚvodBodový proes úseèek je speiálním pøípadem bodovýh proesù kompaktníhmno¾in. Ka¾dá úseèka v Rd je jednoznaènì urèena svým významným bodem (po-èáteèním bodem, konovým bodem,. . . ), svým smìrem a délkou. V praxi mù¾emepomoí bodového proesu úseèek modelovat napøíklad polomy stromù èi prasklinyv materiáleh.Dvì dùle¾ité harakteristiky, které nás v takovém pøípadì zajímají, je délkaúseèek a intenzita prùseèíkù. K jejih odhadu máme vìt¹inou k dispozii pouze èástdat, kterou mù¾eme pozorovat skrze ohranièené okno pozorování. To samozøejmìmá vliv na kvalitu odhadù. Cílem této práe je studium rùznýh odhadù a jejihporovnání na základì numerikýh výpoètù.

Obrázek 1: Realizae staionárního Poissonova bodového proesu úseèek s rovno-mìrným rozdìlením délek.První kapitola práe je vìnována základním poznatkùm o bodovýh proe-seh, zavedení bodového proesu úseèek na prostoru Rd a nìkterým dùle¾itýmpøíkladùm bodovýh proesù.Následujíí tøi kapitoly jsou vìnovány odhadu distribuèní funke rozdìlenídélek úseèek. V prái jsou posuzovány nìkteré typy odhadù zalo¾ené na rùznýhvýbìreh úseèek, které budou pro odhad pou¾ity. Z neparametrikýh jsou toHorvitzovy-Thompsonovy odhady a Kaplanùv-Meierùv odhad. Nemalá èást kapi-5



toly je pak vìnována EM algoritmu jako nástroji slou¾íímu k pøibli¾nému výpoètumaximálnì vìrohodného odhadu. Parametriké odhady zde zastupuje SRE algo-ritmus, jen¾ je popsán ve tøetí kapitole. Ve ètvrté kapitole jsou pak porovnányv¹ehny zmiòované odhady pro staionární Poissonùv proes úseèek na základìsimulaí proesu s rovnomìrným a logaritmiko-normálním rozdìlením délek pøirùzné volbì okna pozorování.Poslední kapitola je zamìøena na intenzitu prùseèíkù rovinného proesu úseèek.Pro uvedené odhady jsou zde (pro staionární Poissonùv proes) vypoèteny jejihstøední hodnoty a rozptyly. Závìr kapitoly je opìt vìnován srovnání odhadù nazákladì simulaí.Simulae a výpoèty byly provádìny v programu R [8℄ s vyu¾itím knihovnyspatstat [3℄. Souèástí práe je CD s pou¾itými programy, je¾ byly pro tento úèelnapsány.
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Kapitola 1Bodové proesy kompaktníhmno¾in
1.1 Základní de�nieMìjme separabilní, lokálnì kompaktní úplný metriký prostor E opatøený bore-lovskou �-algebrou B = B(E). Lokálnì koneènou mírou na E nazveme takovoumíru, která je koneèná na v¹eh omezenýh borelovskýh mno¾ináh v E. Mno¾inuv¹eh lokálnì koneènýh mìr na (E;B(E)) budeme znaèitM: Symbol Bo = Bo(E)znaèí systém v¹eh omezenýh borelovskýh mno¾in na E.De�nie: Na prostoru (E;B(E)) de�nujeme mno¾inu N v¹eh lokálnì koneènýhmìr nabývajííh pouze nezápornýh eloèíselnýh hodnot nebo nekoneèna, tedyN � f� 2 M; �(B) 2 N [ f0;1g pro ka¾dou B 2 Bg:Na prostoreh M;N de�nujeme �-algebryM = �f� 7! �(B) mìøitelné; B 2 Bg;N = fM \N :M 2Mg;kde M je nejmen¹í �-algebra naM vzhledem k ní¾ jsou zobrazeníM! R; � 7!�(B) mìøitelná pro B 2 B.De�nie: Buï (
;�;P) pravdìpodobnostní prostor. Bodovým proesem na Enazveme mìøitelné zobrazení � : (
;�;P) ! (N ;N).Rozdìlení bodového proesu je pravdìpodobnostní míra � de�novaná vztahem�(U) = P[� 2 U ℄; U 2 N.Øekneme, ¾e bodový proes je jednoduhý, jestli¾e P[� 2 N �℄ = 1; kdeN � = f 2 N : (fxg) � 1; 8x 2 Eg:Poznámka: Na jednoduhý bodový proes se dá pohlí¾et jako na souèet náhodného7



poètu Diraovýh mìr. Jinými slovy, je-li � jednoduhý bodový proes na E, pakexistuje posloupnost mìøitelnýh zobrazení Xi : 
! E tak, ¾e� = �(E)Xi=1 ÆXi :Dùkaz lze nalézt v [10℄, Lemma 3.1.7.Oznaèení: Jednoduhý bodový proes lze ztoto¾nit s jeho nosièem. Èasto protopí¹eme x 2 � místo �(fxg) > 0 a � = fXig místo � =P ÆXi .De�nie: Neh» � je bodový proes. Momentovou mírou k-tého øádu nazvememíru Mk(A) = E XX1 ;:::;Xk2� 1f(X1;:::;Xk)2Ag; A 2 Bk:Speiálnì pro k = 1 dostáváme�(A) = E�(A); A 2 B;míru intenzity proesu �.Faktoriální momentovou mírou k-tého øádu rozumíme míruM !k(A) = E X 6=X1;:::;Xk2� 1f(X1;:::;Xk)2Ag; A 2 Bk;kde symbolP6= znaèí sèítání pøes v¹ehny k-tie bodù, jejih¾ slo¾ky jsou navzá-jem rùzné.Poznámka: Pro momentovou míru n-tého øádu a B1; : : : Bn 2 B platíMn(B1 � � � � � Bn) = E [�(B1) : : :�(Bn)℄: (1.1)Pro faktoriální momentovou míru n-tého øádu a B 2 B platíM !n(B � � � � �B) = E [�(B)(�(B) � 1)(�(B)� 2) : : : (�(B)� n + 1)℄: (1.2)Velie u¾iteèná je následujíí vìta. Uvedeme si ji v ménì obené formì, kteráale dostateènì vyhovuje na¹im potøebám.Vìta 1.1 (Campbellova) Neh» � je jednoduhý bodový proes na E a buï �jeho míra intenzity. Potom pro libovolnou nezápornou mìøitelnou funki f : E !R+ je EhXX2� f(X)i = ZE f(x)�(dx); (1.3)8



je-li alespoò jedna strana rovnosti koneèná.Pro libovolnou nezápornou mìøitelnou funki f : E � E ! R+ jeE X 6=X;Y 2� f(X; Y ) = ZE ZE f(x; y)M !2(d(x; y)); (1.4)je-li alespoò jedna strana rovnosti koneèná.Dùkaz. Pro funki f(x) = 1fx2Bg plyne tvrzení pøímo z de�nie míry intenzity�. Z linearity støední hodnoty dostáváme tvrzení pro jednoduhé funke. Nynípro f � 0 aproximujeme f pomoí jednoduhýh funkí. Dùkaz druhé rovnosti jeanalogiký. �De�nie: Buï � 2 M a neh» � je bodový proes na E takový, ¾e pro v¹ehnan 2 N a B1; : : : ; Bn 2 Bo po dvou disjunktní mno¾iny jsou náhodné velièiny�(B1); : : : ;�(Bn) nezávislé a pro v¹ehna i 2 N má �(Bi) Poissonovo rozdìlenís parametrem �(Bi). Potom se proes � nazývá Poissonùv proes na E s mírouintenzity �.Lemma 1.1 Faktoriální míra Poissonova bodového proesu je M !k = �k:Dùkaz. Viz [9℄, str. 26.Poznámka: Je-li � Poissonùv proes s difúzní mírou intenzity, pak je � jednoduhý(viz [9℄, Lemma 6.1).1.2 Staionární a izotropní proesyNeh» pro tuto hvíli je E = Rd . Pro bodové proesy na tomto prostoru si zave-deme nìkolik dùle¾itýh pojmù.De�nie: Øekneme, ¾e bodový proes � na Rd je staionární, jestli¾e jeho roz-dìlení je invariantní vùèi posunutí, tj. jestli¾e proes � + y = fx+ y; x 2 �g mástejné rozdìlení jako � pro ka¾dé y 2 Rd .Bodový proes, jeho¾ rozdìlení je invariantní vùèi rotai okolo poèátku, nazývámeizotropní.De�nie: Existuje-li hustota � míry intenzity � vzhledem k Lebesgueovì míøe,tj. �(A) = RA �(x) dx; A 2 B; potom se � nazývá funke intenzity.Poznámka: Nebo» je Lebesgueova míra a¾ na násobek jediná lokálnì koneèná mírana Rd invariantní vùèi posunutí, je pro staionární proesy na Rd s lokálnì ko-neènou mírou intenzity funke intenzity konstantní a rovnost (1.3) v Campbellovìvìtì má tvar EhXX2� f(X)i = � ZRd f(x) dx: (1.5)9



Konstanta � se nazývá intenzita staionárního bodového proesu.De�nie: Neh» � je Poissonùv proes na Rd . Existuje-li funke intenzity � a jekonstantní, potom øíkáme, ¾e � je homogenní Poissonùv proes s intenzitou �:Poznámka: Je-li � homogenní Poissonùv proes na Rd , pak je staionární a izot-ropní.Dùkaz. Rozdìlení ka¾dého bodového proesu � je jednoznaènì urèeno prázdnýmipravdìpodobnostmi, tj. pravdìpodobnostmi P(�(B) = 0), B 2 Bdo , viz [9℄, Dùsle-dek 4.2. Oznaème j � j Lebesgueovu míru v Rd . Tato míra je translaènì i rotaènìinvariantní mírou na Rd . Proes � je homogenní, tedy existuje � > 0 takové, ¾epro míru intenzity proesu je �(�) = �j � j. PoèítejmeP(�(B + y) = 0) = e��(B+y) = e��jB+yj = e�jBj = P(�(B) = 0):Neh» �� znaèí rotai okolo poèátku o úhel �. PotomP(�(��(B)) = 0) = e��(��(B)) = e�j��(B)j = e��jBj = P(�(B) = 0):Tedy proes je staionární a izotropní. �1.3 Kótované bodové proesyKótovaný bodový proes dostaneme z bodového proesu, pøiøadíme-li ka¾démujeho bodu nìjakou náhodnou hodnotu (kótu).De�nie: Mìjme separabilní úplný metriký prostor Z. Kótovaný bodový proesje bodový proes � na Rd � Z takový, ¾e �(� � Z) je bodový proes na Rd .Kótovaný proes � na Rd �Z je staionární, jestli¾e je staionární bodový proes	(�) = �(� � Z):Poznámka: Nadále pøedpokládejme, ¾e proes 	 je jednoduhý. Vzhledem k po-známe za de�nií bodového proesu lze na kótovaný bodový proes � pohlí¾etjako na náhodnou posloupnost � = f(Xi; Zi)g takovou, ¾e 	 = fXig tvoøí bodovýproes na Rd a fZig jsou náhodné elementy s hodnotami v Z.Uva¾ujme nyní pøípad Poissonova proesu. Pokud � je staionární Poissonùvproes na Rd �Z, potom 	(�) = �(� � Z) je staionární Poissonùv proes na Rd .Vìta 1.2 Neh» � = f(Xi; Zi)g je staionární Poissonùv kótovaný bodový proes.Potom kóty fZig jsou nezávislé stejnì rozdìlené a nezávislé na 	 = fXig.Dùkaz. [10℄, Vìta 3.4.8. 10



1.4 Proes èástiNeh» K0 = K(Rd) n f;g je systém v¹eh neprázdnýh kompaktníh podmno-¾in v Rd . Prostor K0 opatøený Hausdor�ovou metrikou je separabilní úplný lo-kálnì kompaktní { viz [9℄, Dùsledek 11.1. Pro ka¾dou K 2 K0 oznaème (K)její významný bod (napø. lexikogra�ké minimum). Pøedpokládejme, ¾e zobrazení : K0 ! Rd je mìøitelné a (x + K) = x + (K) pro ka¾dé x 2 Rd . Neh» dáleK00 = fK 2 K0; (K) = 0g. Bodový proes � na K0 oznaèujeme jako proesèásti. Mù¾eme ho zapsat jako kótovaný bodový proes � = f(Xi;�i)g, kde fXigjsou body bodového proesu 	 =Pi�1 ÆXi na Rd a f�ig jsou náhodné kompaktnímno¾iny v K00. Potom proes èásti je kótovaný bodový proes � na Rd � K00.Èastìji budeme body tohoto proesu psát ve tvaru Xi + �i.Nyní si uvedeme verzi Campbellovy vìty pro staionární proesy èásti, kteráse nám bude hodit v kapitole 2.Vìta 1.3 (Campbell-Meke) Uva¾ujme staionární proes èásti � na K0. Prolibovolnou mìøitelnou funki f : K0 ! R+ jeEXi f(Xi + �i) = � ZRd ZK00 f(x +K0)�0(dK0) dx; (1.6)kde � je intenzita proesu fXig a �0 je rozdìlení kót na K00.De�nie: Rozdìlení �0 z vìty 1.3 se nazývá rozdìlení typikého zrna. Náhodnávelièina s rozdìlením �0 se nazývá typiké zrno.Poznámka: Rovnost (1.6) lze pøepsat ve tvaruEXi f(Xi + �i) = � ZRd E 0f(x+ �0)dx = �E 0 ZRd f(x+ �0) dx; (1.7)kde �0 je typiké zrno a E 0 znaèí støední hodnotu vzhledem k �0:1.5 Bodové proesy úseèekOznaème S mno¾inu v¹eh úseèek kladné koneèné délky v Rd : Pro ka¾dou úseèkuS 2 S neh» (S) je její lexikogra�ké minimum. Ka¾dá úseèka je jednoznaènìurèena svým význaèným bodem (S), délkou t 2 (0;1) a smìrem � 2 Ud, kde Udje prostor v¹eh lineárníh jednodimenzionálníh podprostorù v Rd :De�nie: (Staionární Poissonùv) bodový proes úseèek je (staionární Poisso-nùv) bodový proes � : (
;�;P) ! (N ;N) na S.11



Nadále a¾ do odvolání uva¾ujme, ¾e � je staionární Poissonùv bodový proesúseèek. Rozdìlení typikého zrna �0 je pravdìpodobnostní míra na S0 = fS 2S : (S) = 0g. Tento prostor je izomorfní prostoru R+ � Ud, budeme proto S0ztoto¾òovat s R+ �Ud. Ka¾dá úseèka S0 2 S0 je urèena svou délkou t a smìrem �.V pøípadì potøeby ji budeme znaèit S0(t; �). Dále neh» D znaèí rozdìlení délektypiké úseèky S a � rozdìlení smìrù, tedyD(�) = �0( � � Ud);�(�) = �0(R+ � �):Pokud � je rovnomìrné rozdìlení na Ud, øekneme, ¾e proes � je izotropní.Nìkdy je výhodnìj¹í pohlí¾et na Poissonùv bodový proes úseèek jako na kóto-vaný bodový proes, kde významné body f(S); S 2 �g úseèek tvoøí (staionární)Poissonùv bodový proes 	 na Rd a prostor R+ � Ud tvoøí prostor kót.
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Kapitola 2Neparametriké metody odhadurozdìlení délky úseèekSledujeme-li v praxi realizai bodového proesu úseèek (obenì jakéhokoliv pro-esu kompaktníh mno¾in) na Rd , jsme vìt¹inou omezeni na nìjaké ohranièenéokno W . Potom ty z pozorovanýh úseèek, které protínají hranii �W okna W;nevidíme úplnì. Cheme-li pomoí dat pozorovanýh ve W odhadnout rozdìlenídélek úseèek tohoto proesu, musíme se rozhodnout, jakým zpùsobem nalo¾ímes onìmi þneúplnýmiÿ úseèkami. Mo¾ností je víe.Jsme-li napøíklad shopni zjistit, jak vypadají pozorované úseèky i vnì oknaW ,mù¾eme zahrnout v¹ehny úseèky pozorované ve W a odhad uèinit z elkovýhdélek úseèek (tzv. plus sampling). Takový odhad ov¹em bude vyhýlený, nebo»upøednostòuje del¹í úseèky. Nebo naopak, nevíme-li ni o proesu vnì výbìrovéhookna, mù¾eme pro odhad pou¾ít pouze úseèky ele obsa¾ené ve W (tzv. minussampling). Ani tento odhad ov¹em není nestranný, nebo» tentokrát upøednostòujeúseèky men¹íh délek (napøíklad úseèky del¹í ne¾ je diam(W ) nemají vùbe ¹anibýt do výbìru zahrnuty). Zpùsob, jakým lze v tìhto pøípadeh sní¾it výbìrovouodhylku, je upravit þpøíspìvekÿ ka¾dé pozorované úseèky pomoí vá¾ení. Tentozpùsob je typiký pro odhady Horvitzova-Thompsonova typu a je ve stohastikégeometrii èastý (viz [2℄).Dal¹í mo¾ností je pohlí¾et na tyto þokrajové efektyÿ jako na náhodné ensoro-vání a vyu¾ít pøi odhadu teorie analýzy pøe¾ití. To vede ke Kaplanovu-Meierovuodhadu.V této kapitole se budeme zabývat nìkterými neparametrikými odhady roz-dìlení délek úseèek zalo¾enými na rùznýh výbìrovýh metodáh.Oznaèení: Výbìrovým pravidlem budeme nazývat mìøitelnou funki I : K0 !f0; 1g: To znamená, ¾e èástie K je vybrána, právì kdy¾ I(K) = 1:
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2.1 Horvitzùv-Thompsonùv odhadPøedpokládejme nyní, ¾e máme pevnì dané konvexní okno W � Rd . SymbolemjW j budeme znaèit Lebesgueovu míru W . V tomto oknì pozorujeme realizaistaionárního proesu èásti s intenzitou � a kompaktním typikým zrnem �0 srozdìlením �0. Neh» I je nìkteré výbìrové pravidlo. Jak u¾ bylo øeèeno v úvoduk této kapitole, v závislosti na volbì výbìrového pravidla mù¾e být ná¹ odhadvyhýlený. De�nujme nyní váhu�(K) = ZRd I(x+K) dx; K 2 K0:Funke � je úmìrná pravdìpodobnosti, ¾e objekt K je pozorován. Z Campbellovy-Mekeho formule (1.7) plyneEXi�1 I(Xi + �i)�(Xi + �i) = � ZK00 ZRd I(x+K0)�(x +K0) dx�0(dK0)= � ZK00 1�(K0) ZRd I(x+K0) dx�0(dK0) = �:Tedy b� =Xi�1 I(Xi + �i)�(Xi + �i)je nestranný odhad intenzity �:Obdobnì se dá pro libovolnou nezápornou translaènì invariantní (tj. takovou,¾e f(x+K) = f(K); 8x; 8K) mìøitelnou funki f na K0 spoèítatEXi�1 I(Xi + �i)�(Xi + �i) f(Xi + �i) = � E 0f(�0);kde E 0 je støední hodnota vzhledem k rozdìlení �0:Podílovì nestranný odhad E 0f(�0) Horvitzova-Thompsonova typu je tedy1b�Xi�1 I(Xi + �i)�(Xi + �i) f(Xi + �i):Abyhom mohli takový odhad uèinit, je nutný pøedpoklad, ¾e �(Xi + �i) známea ¾e �(�0) je skoro jistì kladná pro typiké zrno �0.Nyní shrneme tyto poznatky pro rozdìlení délek staionárního (Poissonova)proesu úseèek do následujíího tvrzení.
14



Tvrzení 2.1 Neh» � = f(Xi; Si)g je staionární proes úseèek, 	 = fXig. Neh»L(S) znaèí délku úseèky S 2 S. Neh» dále F (t) = P[L(S0) � t℄ je distribuènífunke délky typiké úseèky S0. Potom(i) (minus-sampling) uva¾ujeme-li pouze úseèky ele obsa¾ené ve W , jebF1(t) = 1b�1 Xi�1 1fXi+Si�Wg1(�1;t℄(L(Si))jW 	 �Sij ; (2.1)kde b�1 =Xi�1 1fXi+Si�WgjW 	 �Sija W 	 �Si = fx 2 W ; x+ Si � Wg;podílovì nestranný odhad distribuèní funke F .(ii) (plus-sampling) uva¾ujeme-li v¹ehny úseèky protínajíí W , jebF2(t) = 1b�2 Xi�1 1f(Xi+Si)\W 6=;g1(�1;t℄(L(Si))jW � �Sij ; (2.2)kde b�2 =Xi�1 1f(Xi+Si)\W 6=;gjW � �Sija W � �Si = fx 2 Rd ; (x+ Si) \W 6= ;g;podílovì nestranný odhad distribuèní funke F .(iii) (unbiased-sampling) uva¾ujeme-li v¹ehny úseèky, jejih¾ význaèný bod le¾íuvnitø okna W , je bF3(t) = 1b�3 Xi�1 1fXi2Wg1(�1;t℄(L(Si))jW j ; (2.3)kde b�3 = 	(W )jW jpodílovì nestranný odhad distribuèní funke F .Poznámka: Asymptotiké hování odhadu bF1(t) je studováno v [5℄.
15



2.2 Kaplanùv-Meierùv odhadJiný pohled na výbìr dat, která pou¾ijeme pro odhad délek úseèek, nám poskytneteorie pøe¾ití. Na úseèky pozorované v oknì W budeme nyní pohlí¾et jako nanáhodnì ensorované. V této podkapitole si uvedeme jen nìkterá potøebná faktatýkajíí se náhodného ensorování. Teorii pøe¾ití se budeme víe vìnovat v násle-dujíí podkapitole.Neh» T1; : : : ; Tn jsou nezávislé, stejnì rozdìlené kladné náhodné velièiny s dis-tribuèní funkí F . Obvykle jsou to èasy výskytu nìjaké události, v na¹em pøípadìse jedná o délky úseèek. Tyto náhodné velièiny ov¹em nejsou pozorovány. Namístonih pozorujeme pouze ensorovaná data eTi = min(Ti; Ci) a indikátory ensoro-váníDi = 1fTi�Cig; kde C1; : : : ; Cn, èasové ensory, jsou nezávislé, stejnì rozdìlenénáhodné velièiny nezávislé na fTig. Za tìhto pøedpokladù je Kaplanùv-Meierùvodhad distribuèní funke F rovenbFKM(t) = 1�Ys�t 1� Pi�1 1f eTi=s;Di=1gPi�1 1f eTi�sg !:Nyní se vra»me k proesu úseèek. Abyhom se vyhnuli výbìrovému vyhý-lení, budeme uva¾ovat pouze ty úseèky, jejih¾ lexikogra�ké minimum le¾í uvnitøokna W . Pozorujeme tedy náhodný poèet 	(W ) nezávislýh velièin L(Si); re-spektive jejih ensorované hodnoty Ci. Indikátor ensorování de�nujeme jakoDi = 1fL(Si)�Cig = 1fXi+Si�Wg, a eTi = min(L(Si); Ci) = L(Si \ (W � Xi)):Kaplanùv-Meierùv odhad pro staionární bodový proes úseèek potom vypadánásledovnìbFKM(t) = 1�Ys�t 1� Pi�1 1fL(Si\(W�Xi))=sg1fXi+Si�WgPi�1 1fL(Si\(W�Xi))�sg1W (Xi) !: (2.4)2.3 Maximálnì vìrohodný odhadDal¹ím klasikým typem neparametrikého odhadu je maximálnì vìrohodný od-had. Je zalo¾en na maximalizai tzv. (logaritmiké) vìrohodnostní funke. Ne v¾dyje ov¹em taková maximalizae pøímoèará na výpoèet. Jednou z metod, jak maxi-málnì vìrohodný odhad (pøibli¾nì) vypoèítat, je EM algoritmus. Je to iterativníalgoritmus zalo¾ený na vyjádøení maximálnì vìrohodného odhadu pomoí tzv.self-onsisteny equations.Nejprve se podíváme na nejjednodu¹¹í pøípad proesu úseèek na pøíme a od-vodíme si pro tuto situai EM algoritmus. Potom se budeme vìnovat situai v R2 .Budeme vyházet z práe [11℄.2.3.1 Proes na pøímeNeh» nyní je okno pozorování W omezený interval (0; �) � R: Proes úseèekna pøíme si lze pøedstavit jako pobyt paientù v nemonii. Paienti pøiházejí16



v náhodnýh èaseh Xi; které tvoøí staionární Poissonùv proes na R s intenzi-tou �. Èasy pøe¾ití (doba pobytu) jednotlivýh paientù jsou potom kladné i.i.d.náhodné velièiny Ti nezávislé na proesu Xi s distribuèní funkí F . Oznaème� = R10 t dF (t) støední délku pobytu. Toto v¹e de�nuje Poissonùv bodový proes� = f(Xi; Ti); i 2 Ng na R � R+ s mírou intenzity�0(B � C) = �jBj ZC dF (t):My pozorujeme pouze ty èásti dob pobytu paientù v nemonii, které protínajíinterval (0; �). OznaèmeA = f(x; t) 2 R � R+ ; [x; x + t℄ \ (0; �) 6= ;gmno¾inu v R � R+ , ve které jsme shopni pozorovat body proesu �.Pro ty z paientù, je¾ pøi¹li pøed èasem 0, pozorujeme dvojii (Wj; Ej); kdeWj = min(Xj + Tj; �); Ej = 1fXj+Tj��g;a pro paienty, kteøí pøijeli v intervalu (0; �), dvojii (Zi; Di); kdeZi = min(Ti; � �Xi); Di = 1fTi���Xig:Celkem tedy máme ètyøi druhy pozorovaní { zleva ensorované, oboustrannì en-sorované, neensorované a zprava ensorované.Neh» nyní je N = �(A) poèet bodù proesu �, které padnou do mno¾inyA. Proto¾e � je Poissonùv proes, tak podmínìnì pøi N = n, elkovém poètupozorovanýh paientù, dostáváme n nezávislýh pozorování v A. Náhodná veli-èina N má Poissonovo rozdìlení s parametrem �(A) = RA � dx dF (t) = � (� + �).Tedy mno¾ina bodù �\A má stejné rozdìlení jako mno¾ina v nezávislém, stejnìrozdìleném výbìru o rozsahu n s pravdìpodobnostní mírou1A(x; t) � ��(� + �) dx dF (t) = 1A(x; t) � � + t� + � dF (t) � 1� + t dx= 1A(x; t) � dV (t) � 1� + t dx; (2.5)kde dV (t) = � + t� + � dF (t): (2.6)Snadno se uká¾e, ¾e funke V je distribuèní funke. Je zøejmé, ¾e stejnou prav-dìpodobnostní míru jako (2.5) obdr¾íme pro náhodný výbìr (Xi; Ti) na R � R+o rozsahu n, kde Ti jsou i.i.d. velièiny s distribuèní funkí V a Xi pøi daném Ti = tijsou rovnomìrnì rozdìlené na (�ti; �): Tím jsme pøe¹li od funke F k reparamet-rizai V . Náhodná velièina Ti má tedy pøi podmínìní poètu bodù N = n v �\Adistribuèní funki R x0 (� + u)=(� + �) dF (u): Dùkaz jednoznaèné korespondenemezi F a V na (0; �) lze nalézt v [11℄. 17



Oznaème nyní po øadì F l; F r; F d a F u subdistribuèní funke pozorovanýhdélek pro zleva, zprava, oboustrannì ensorované a neensorované úseèky. Jedno-duhou integraí lze pro u 2 [0; �) spoèítatF l(u) = Z u0 Z 0�w 1� + w dx dV (w) + Z 1u Z �w+u�w 1� + w dx dV (w)= Z u0 w� + w dV (w) + u Z 1u 1� + w dV (w);a tedy dF l(u) = u� + u dV (u)� u� + u dV (u) + Z 1u 1� + w dV (w) du:Obdobné výsledky lze obdr¾et i pro ostatní subdistribuèní funke. Celkem dostá-váme dF l(u) = 1[0;�)(u) Z 1u 1� + w dV (w) du= 1[0;�)(u) � g(u) du (2.7)dF d(u) = Z 1� w � �� + w dV (w) dÆ� (u)= h dÆ� (u) (2.8)dF r(u) = 1[0;�)(u) Z 1u 1� + w dV (w) du= 1[0;�)(u) � g(u) du (2.9)dF u(u) = 1[0;�)(u)� � u� + u dV (u); (2.10)kde g a h jsou de�novány jakog(y) = Z 1y 1� + w dV (w); h = Z 1� w � �� + w dV (w):Integrál h je vlastnì pravdìpodobnost dvojného ensorování. Dále je zøejmé, ¾esubdistribuèní funke délek pro jednostrannì (a» u¾ zleva èi zprava) ensorovanéúseèky F s je rovna souètu F l a F r a je tedy dF s(u) = dF l(u) + dF r(u) =2g(u)du; u 2 [0; �):Z pøedhozíh úvah plyne, ¾e1 = F u(�) + 2F s(�) + F d(�) = V (��) + 2�g(�) + h;kde V (��) znaèí limitu zleva v bodì �:18



Dále se dají snadno s pou¾itím pøedhozího odvodit následujíí rovnosti�� + � = Z �0 w� + w dV (w) + �g(�) + h;�� + � = Z �0 �� + w dV (w) + �g(�); (2.11)g(x) = Z �x 1� + w dV (w) + g(�):Nyní pomoí rovni pro subdistribuèní funke odvodíme vìrohodnostní funkipro nemonièní model. Mìjme realizai f(xi; ti); i = 1; : : : ; ng bodového proesu�. Pozorovaná data tvoøí dvojie (wj; ej); j = 1; : : : ; m a (zi; di); i = 1; : : : ; n�m.Neh» t1 < t2 < � � � < tr jsou uspoøádané hodnoty wj a zi, pro nì¾ je ej = 1 nebodi = 0; 1 (tj. jedná se o neensorovaná nebo jednostrannì ensorovaná pozorování)a neh» �i a i jsou poèty neensorovanýh, resp. jednostrannì ensorovanýhhodnot ti. Potom v øeèi funke V dostáváme vìrohodnostní funkil(V ) / rYi=1 (dV (ti))�i�Z 1ti 1� + w dV (w)�i � �Z 1� w � �� + w dV (w)�n�r= rYi=1 (dV (ti))�i�Z �ti 1� + w dV (w) + g(�)�i � hn�r: (2.12)De�nie: Pro námi zavedený nemonièní model de�nujeme na intervalu [0; �),� <1, empiriké subdistribuèní funke následovnìF dn(t) � 1n#fdvojnì ensorovaná pozorování � tgF sn(t) � 1n#fjednostrannì ensorovaná pozorování � tgF un (t) � 1n#fneensorovaná pozorování � tg:Oznaèení: Neh» V je mno¾ina v¹eh distribuèníh funkí na [0; �). SymbolemV� budeme znaèit mno¾inuV� = f(V; h); V 2 V; h 2 [0;1); h � 1� V (��) a þ=ÿ právì kdy¾ h = 0g:De�nie: Logaritmikou vìrohodnostní funkí funke V (v kontextu na¹eho mo-delu) nazveme funki�(V; h) � Z �0 log(dV (t)) � dF un (t) + Z �0 log(g(t)) � dF sn(t) + log(h) � F dn(�);kde (V; h) 2 V� a g(t) = Z �t 1� + w dV (w) + g(�);19



a g(�) je dáno vztahem V (��)2�g(�) + h = 1:Dále (bVn;bhn) je neparametriký maximálnì vìrohodný odhad pro (V; h) v V� ,jestli¾e �(eV ;eh)��(V0; h0) � �(bVn;bhn)��(V0; h0);pro ka¾dou dvojii (eV ;eh) 2 V� takovou, ¾e eV � V0; bVn � V0 pro (V0; h0) 2 V� :Vìta 2.1 Neparametriký maximálnì vìrohodný odhad (bVn;bhn) existuje v V� , jeurèen jednoznaènì a platídbVn(t) = dF un (t) + Z t0 1bgn(v) dF sn(v) � 1� + t dbVn(t) (2.13)= dF un (t) ++ Z v=tv=0 �Z �v 1� + w dbVn(w) + bgn(�)��1 dF sn(v) � 1� + t dbVn(t)a bhn = F dn(�) = n� rn ; (2.14)2�bgn(�) = 1� bhn � bVn(�): (2.15)Dùkaz. viz [11℄, str. 23, Tvrzení 1.1.5.1.Uvedením vzore pro maximálnì vìrohodný odhad se dostáváme k samotnémuEM algoritmu. Tento iterativní algoritmus slou¾í právì k výpoètu maximálnì vì-rohodného odhadu distribuèní funke V . Pøedpokládejme, ¾e míra je soustøedìnapouze v bodeh pozorování t1; : : : ; tr. Symbol dbVn(ti) znaèí velikost skoku funkebVn v bodì ti. Tedy pro t =2 ft1; : : : ; trg je dbVn(t) = 0: Nyní zvolíme poèáteèní na-stavení (V 0n ; h0n) a to tak, aby soustøeïovalo hmotu ve v¹eh bodeh pozorování.Algoritmus pak probíhá takto : v (k + 1)-ní iterai dostáváme novou distribuènífunki bV k+1n následovnìbgk+1n (t) = Z �t 1� + w dbV kn (w) + bgkn(�);dbV k+1n (t) = dF un (t) + Z t0 1gk+1n (v) dF sn(v) � 1� + t dbV kn (t);2 � bgk+1n (�) = 1� bhn � bV k+1n (�):Novì vzniklá distribuèní funke v ka¾dé iterai zvy¹uje vìrohodnost a bylo doká-záno, ¾e EM algoritmus za danýh pøedpokladù konverguje k maximálnì vìrohod-nému odhadu (bVn;bhn). 20



Pùvodní funki F dostaneme zpìtným vyjádøením dF (t) z (2.6). Parametr �je sie neznámý, ale z (2.11) plyne, ¾e�+ � = �Z �0 1� + w dV (w) + g(�)��1:2.3.2 Dvoudimenzionální proes úseèekV pøípadì dvoudimenzionálního proesu úseèek se situae komplikuje, nebo» kro-mì rozdìlení délek se nám oproti proesu úseèek na pøíme novì objevuje takérozdìlení smìrù. Není-li toto rozdìlení známé, mù¾e velie zkomplikovat výpoèty.V takovém pøípadì lze v¹e zjednodu¹it vhodnou volbou oknaW . Ideální je kruhovéokno, nebo» pak èasto závislost na rozdìlení smìrù pøi výpoèteh zela vypadne.Dal¹ími relativnì vhodnými volbami oken jsou jiné rùzné pravidelné obraze (napø.ètvere). V této seki budeme praovat s obeným konvexním oknem W , vzorepro EM algoritmus si ov¹em uvedeme pouze pro volbu kruhového a ètverovéhookna.Neh» � = f(Xi; Si)g je staionární Poissonùv proes úseèek na R2 . BodyfXig tvoøí staionární Poissonùv proes 	 s intenzitou � a ka¾dému bodu tohotoproesu je pøiøazena úseèka Si o déle Ti 2 (0;1) a smìru �i 2 [0; �): DélkyT1; T2; : : : jsou kladné i.i.d. velièiny s distribuèní funkí F a opìt oznaème � =R t dF (t) støední délku úseèek. Distribuèní funki velièiny i.i.d. velièin �1;�2; : : :budeme znaèit K: Ka¾dá dvojie (T;�) je nezávislá s Poissonovým proesem 	.Pøedpokládejme, ¾e rozdìlení délek a smìrù jsou nezávislá, tj. �0 = D � �.Realizai proesu � pozorujeme skrz konvexní oknoW . Bez újmy na obenostipøedpokládejme, ¾e nejji¾nìj¹í bod ka¾dé úseèky (tj. bod s nejmen¹í y-souøadnií)je bodem proesu 	. Získaná data se opìt dìlí na neensorované, jednostrannìensorované a oboustrannì ensorované. Opìt si de�nujeme mno¾inu AA = f(x; t; �) 2 R2 � R+ � [0; �); x + S(t; �) \W 6= ;g:Náhodná velièina N bude opìt znaèit poèet bodù �\A. Tato velièina má Poisso-novo rozdìlení s parametrem �(A) = RA � dx dF (t) dK(�). Oznaème diam(W; �)diametr okna W ve smìru �. Integraí se snadno spoète, ¾eZA � dx dF (t) dK(�) = �(jW j+ � EKdiam(W )); (2.16)kde EKdiam(W ) = R diam(W; �) dK(�).Pøi podmínìní N = n mají tedy body mno¾iny �\A pravdìpodobnostní míruna R2 � R+ � [0; �) rovnou1A(x; t; �) � dx dF (t) dK(�)�(jW j+ �EKdiam(W )) = dV (t)dJ(�jT = t)dA(xjT = t;� = �);21



kde dV (t) = jW j+ t EKdiam(W )jW j+ � EKdiam(W ) dF (t); (2.17)dJ(�jT = t) = jW j+ t diam(W; �)jW j+ t EKdiam(W ) dK(�);dA(xjT = t;� = �) = 1jW j+ t diam(W; �) dx � 1A�;t(x);kde A�;t znaèí øez mno¾inou A vedený bodem t ve smìru �.Stejnì jako v jednodimenzionálním pøípadì jsme obdr¾eli stejnou pravdìpo-dobnostní míru, jako kdybyhom uva¾ovali náhodný výbìr (Xi; Ti;�i) o rozsahun na R2 � R+ � [0; �), kde Ti jsou nezávislé stejnì rozdìlené náhodné velièinys distribuèní funkí V , smìry pøi daném Ti = ti jsou z rozdìlení J(�jTi = ti) a Xijsou pøi danýh �i = �i a Ti = ti rovnomìrnì rozdìlené na A�i;ti .Dal¹í postup pøi odvozování subdistribuèníh funkí a jejih vyjádøení pomoífunke V je obdobný jako v pøípadì jednodimenzionálním. Proto¾e v¹ak je od-vozování v pøípadì obeného konvexního okna zdlouhavé a pro íl této práe netolik podstatné, omezíme se na uvedení vzorù pro maximálnì vìrohodný odhad.Podrobný postup výpoètù lze najít v [11℄, kap. 1.2.5.Mìjme tedy t1 < t2 < � � � < tr uspoøádané hodnoty r navzájem rùznýh pozo-rování Ti a �i; i a �i poèty neensorovanýh, jednostrannì ensorovanýh a dvojnìensorovanýh pozorování ti. Potom vìrohodnost zalo¾ená na n nezávislýh pozo-rováníh (Ti;�i) je úmìrnárYi=1� dV (ti)jW j+ ti EKdiam(W )��i(g(ti))i(d(ti; ti))�i � nYj=1 dK(�j); (2.18)kde funke g(�); d(�; �) jsou de�novány následovnìg(x) = Z 1x 1jW j+ w EKdiam(W ) dV (w);d(x; y) = Z 1x w � yjW j+ w EKdiam(W ) dV (w):Pøepí¹eme-li vìrohodnostní funki pomoí funke F namísto funke V , je úmìrnávýrazurYi=1(dF (ti))�i(1� F (ti))i�Z 1ti (1� F (w)) dw��i Qnj=1 dK(�j)(jW j+ � EKdiam(W ))n :Jak je vidìt, vìrohodnostní funke závisí i na rozdìlení smìrù. V pøípadì, ¾eneznáme distribuèní funki K, získáme odhady bF a bK maximalizaí této vìro-hodnosti. Nebo» nelze od sebe tyto dvì vìi oddìlit, vypoèítáme odhady pomoí22



následujíího shématu. Nejprve urèíme F maximalizaí(jW j+ � EKdiam(W ))�n rYi=1(dF (ti))�i(1� F (ti))i�Z 1ti (1� F (w)) dw��ipro zvolenou K. Potom pro danou F vypoèteme K maximalizaí(jW j+ � EKdiam(W ))�n nYj=1 dK(�j):Neparametriký maximálnì vìrohodný odhad funke K pro danou F je pak tvarubKn(�) = R[0;�℄(jW j+ � diam(W; �))�1 dLn(�)R[0;�℄(jW j+ � diam(W; �))�1 dLn(�) ;kde Ln je empiriká distribuèní funke pozorovanýh úhlù.Nyní tedy mù¾eme pøedpokládat, ¾e známe rozdìlení smìrù. Potom analogikyk jednorozmìrnému pøípadu mù¾eme vyjádøit maximálnì vìrohodný odhad funkeV . Funki F dostaneme zpìtným vyjádøením z (2.17). K tomu potøebujeme znátjW j+ � EKdiam(W ). Neh» P znaèí diametr okna W . PoèítejmeZ P0 1jW j+ w EKdiam(W ) dV (w) + g(P )= Z P0 1jW j+ w EKdiam(W ) dV (w) + Z 1P 1jW j+ w EKdiam(W ) dV (w)= Z 10 1jW j+ w EKdiam(W ) dV (w) = Z 10 1jW j+ � EKdiam(W ) dF (w)= 1jW j+ � EKdiam(W ) :Tedy jW j+ � EKdiam(W ) = �Z P0 1jW j+ w EKdiam(W ) dV (w) + g(P )��1:Nebo» se budeme v simulaíh zabývat pouze pøípadem kruhového a ètvero-vého okna, uvedeme si vzore pro EM algoritmus pouze pro tyto dvì volby okna.V obenìj¹ím pøípadì jsou rovnie ponìkud slo¾itìj¹í.(1) Neh» W je kruh o polomìru R > 0. Potom EM algoritmus pro poèáteèní
23



nastavení (V 0n ; h0n); g0n(2R) vypadá následovnìbgk+1n (t) = Z 2Rt 1jW j+ 2uR dbV kn (u) + bgkn(2R)bdk+1n (t; t) = Z 2Rt u� tjW j+ 2uR dbV kn (u) + 12R bhkn + (2R� t) bgkn(2R)bhk+1n = bdkn (2R; 2R) Z 2R0 1bdkn(u; u) dF dn(u)bgk+1n (2R)(jW j+ 4R2) = 1� bhkn � bV kn (2R)dbV k+1n (t) = dF un (t) + Z t0 1bgkn(u) dF sn(u) � 1jW j+ 2tR dbV kn (t)+ Z t0 t� ubdkn(u; u) dF dn(u) � 1jW j+ 2tR dbV kn (t):(2) Neh» W je ètvere o stranì a > 0. Potom EM algoritmus pro poèáteènínastavení (V 0n ; h0n); g0n(P ) vypadá následovnìbgk+1n (t) = Z Pt 1jW j+ u EK diam(W ) dbV kn (u) + bgkn(P )bdk+1n (t; t) = Z Pt u� tjW j+ u EK diam(W ) dbV kn (u) + d(P; P ) + (P � t) bgkn(P )bhk+1n = 2 bdkn (P; P ) Z P0 1bdkn(u; u) dF dn(u)bgk+1n (P ) = (2jW j+ a1)�1(1� bhkn � bV kn (P ))dbV k+1n (t) = dF un (t) + Z t0 1bgkn(u) dF sn(u) � 1jW j+ t EK diam(W ) dbV kn (t)+ Z t0 t� ubdkn(u; u) dF dn(u) � 1jW j+ t EK diam(W ) dbV kn (t);kde P = diam(W ) = ap2; (2.19)EK diam(W ) = 4a Z �40 1os � dK(�) (2.20)a a1 = Z �0 aP (j os �j+ sin �)dK(�)� a2: (2.21)24



Kapitola 3Parametriký odhad rozdìlenídélek úseèekKromì neparametrikýh metod odhadu rozdìlení délek úseèek existují také me-tody parametriké. Ty se u¾ívají v pøípadì, ¾e typ rozdìlení je nám známý, onevíme je parametr # tohoto rozdìlení. SRE (stohasti restoration estimation)algoritmus patøí mezi takové metody odhadu. Opìt se u¾ívá v pøípadì, kdy mámek dispozii neúplná, ensorovaná data. Je to iterativní Monte Carlo algoritmus,jeho¾ výsledkem je homogenní markovský øetìze. Aritmetiký prùmìr tohoto øe-tìze za urèitýh podmínek konverguje ke støední hodnotì øetìze.SRE algoritmus prauje ve dvou kroíh. V prvním kroku ka¾dé iterae nejprveobnoví nepozorovanou èást dat pomoí simulaí s aktuálním odhadem parametrua pak na základì obnovenýh vytvoøí nový odhad parametru. Výsledkem algo-ritmu je pak aritmetiký prùmìr #m tìhto odhadù pro nìjaké dostateènì velkém. V této kapitole si uvedeme obený SRE algoritmus pro pozorování v (ne nutnìkonvexním) oknì W � R2 .Podrobnìj¹í zpraování vèetnì pøíkladù pro exponeniální a logaritmiko-nor-mální rozdìlení lze nalézt v [4℄.Mìjme staionární Poissonùv bodový proes úseèek � = f(Xi; Si)g na R2s intenzitou � > 0. Jako významný bod opìt volíme nejji¾nìj¹í bod úseèky. ÚseèkaSi je dána délkou Ti 2 [0;1) a smìrem �i 2 [0; �). Pøedpokládejme, ¾e rozdìlení�0(dt� d�j#) typiké úseèky závisí na parametru #.Realizai proesu � pozorujeme skrz okno W � R2 . Oznaèmen = #fXi; Xi 2 Wg;n1 = #fXi 2 W ; Xi + Si � Wg;n2 = #fXi 2 W ; (Xi + Si) \ �W 6= ;g:Pro danou realizai proesu oznaème si = (ti; �i); 1 � i � n1 neensorovanéúseèky a esj = (etj; e�j); 1 � j � n2 jednostrannì ensorované úseèky s významným25



bodem uvnitø W: Polo¾meU0 = f(t1; �1); : : : ; (tn1 ; �n1); (et1; e�1); : : : ; (etn2; e�n2)g:Nyní bude na¹ím ílem odhadnout parametr #. Pøedpokládejme, ¾e pro ka¾dé# je známé marginální rozdìlení smìrù �(d�j#) a podmínìné rozdìlení D(dtj�; #).Neh» Z je odhad, který byhom pou¾ili v pøípadì nezávislého výbìru o rozsahun z neensorovanýh dat. Potom SRE algoritmus probíhá následovnì:(i) Volíme libovolné poèáteèní nastavení parametru #0.(ii) V ka¾dé iterai p provedeme následujíí dva kroky:(R){obnova ensorovanýh dat. Ka¾dou ensorovanou délku etj; j = 1; : : : ; n2nahradíme délkou etj;p+1, kterou obdr¾íme simulaí z podmínìného rozdìleníD(dtje�j; t � tj; #p), kde #p je aktuální odhad parametru #. OznaèmeUp+1 = f(t1; �1); : : : ; (tn1; �n1); (et1;p+1; e�1); : : : ; (etn2;p+1; e�n2)g: (3.1)(E){uèiníme nový odhad parametru #p+1 = Z(Up+1):Posloupnost odhadù (#p) generovaná SRE algoritmem tvoøí homogenní mar-kovský øetìze, který za urèitýh podmínek má jednoznaèné invariantní rozdìlení�W závislé na pozorování v oknì W a pro který platí#p = 1p pXi=1 #i �! Z ld�W (l) s:j: (3.2)Tento øetìze je stabilní ve smyslu, ¾e konvergene (3.2) platí nezávisle napoèáteèní volbì #0. SRE odhad je pak de�nován jako tato limita.Jestli¾e lze parametr # rozdìlit do dvou podmno¾in # = (#T ; #�) takovýh, ¾e�(dt� d�j#) = �(d�j#�)�D(dtj�; #T );potom, nebo» smìry e�j; j = 1; : : : ; n2 nejsou ensorovány, mù¾eme parametr #�odhadnout bì¾nými typy odhadù (jako je napø. metoda nejmen¹íh ètverù èimaximálnì vìrohodný odhad) a soustøedit se pouze na odhad parametru #T .Poznámka: V algoritmu praujeme pouze s úseèkami, jejih¾ nejji¾nìj¹í bod jeobsa¾en v oknì W . Snadno lze ov¹em algoritmus pou¾ít na úseèky, jejih¾ nejse-vernìj¹í bod je obsa¾en v oknì W . Zkombinováním odhadù obou dvou algoritmù(napø. aritmetikým prùmìrem) dostaneme odhad, v nìm¾ jsou uva¾ovány jakneensorované, tak v¹ehny jednostrannì ensorované úseèky. Nadále v¹ak platí,¾e SRE algoritmus takto postavený nevyu¾ívá oboustrannì ensorovanýh pozo-rování. 26



Poznámka: Algoritmus sám nevy¾aduje, aby okno pozorování W bylo konvexní.Není-li tomu tak, buï mù¾eme uva¾ovat pouze úseèky, jejih¾ význaèný bod jeobsa¾en ve W nebo þobnovitÿ také místo výskytu tohoto bodu.Poznámka: SRE algoritmus lze pou¾ít i k samotnému odhadu distribuèní funkeF délek (hustoty, . . . ). Pro ensorovaná data U0 volme F0 napø. empirikou dis-tribuèní funki tìhto dat. Délky etj potom obnovíme simulaí z rozdìlení s toutodistribuèní funkí podmínìnì pøi etj;p+1 � etj. Potom v p-té iterai je Fp+1 empirikádistribuèní funke pro data Up+1.
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Kapitola 4Porovnání odhadù na základìsimulaí ze známého rozdìleníV pøedhozíh dvou kapitoláh jsme si uvedli nìkteré typy neparametrikýh a pa-rametrikýh odhadù pro nezáporné mìøitelné funke náhodnýh elementù a zpù-sob jejih pou¾ití pro odhad rozdìlení délek bodovýh proesù úseèek. V tétokapitole se budeme vìnovat vzájemnému srovnání tìhto odhadù pro nìkteré kon-krétní volby rozdìlení délek staionárního Poissonova bodového proesu úseèek naR2 . Rozdìlení smìrù úseèek volíme rovnomìrné na intervalu [0; �). Podle de�nieje tedy bodový proes úseèek staionární a izotropní. Dále pøedpokládejme, ¾erozdìlení smìrù a délek úseèek jsou nezávislé velièiny. Bez újmy na obenostivolíme z dùvodu snaz¹í programovatelnosti za význaèné body úseèek jejih le-xikogra�ká minima resp. maxima vzhledem k druhé souøadnii (tj. þnejji¾nìj¹íÿresp. þnejsevernìj¹íÿ bod úseèky). Nejprve provedeme srovnání odhadù pro rovno-mìrné rozdìlení délek úseèek, potom se budeme vìnovat logaritmiko-normálnímurozdìlení.K porovnání kvality odhadù pou¾ijeme dvì rùzné vzdálenosti funkí. Prvníz nih je Kolmogorovova-Smirnovova vzdálenost de�novaná vztahemdKS( bF ; F ) = supx2R j bF (x)� F (x)j:Druhá vzdálenost je Cramérova-von Misesové vzdálenost daná vztahemdCVM( bF ; F ) = Z ( bF (x)� F (x))2 dF (x):Pro elou tuto kapitolu neh» F je distribuèní funke délek úseèek a neh» bF1, bF2,bF3 znaèí odpovídajíí Horvitzovy-Thompsonovy odhady získané u¾itím tvrzení2.1, bFKM Kaplanùv-Meierùv odhad získaný z (2.4), bFEM maximálnì vìrohodnýodhad vypoètený pomoí EM algoritmu a koneènì bFSRE odhad získaný pomoíSRE algoritmu.Srovnání provedeme na základì tisíe simulaí, z nih¾ pak urèíme pro obìvzdálenosti výbìrový prùmìr. 28



4.1 Rovnomìrné rozdìlení délek úseèekNeh» � je Poissonùv proes úseèek na R2 a mìjme rozdìlení délek rovnomìrnéna (0;M ℄, M > 0, nezávislé na rozdìlení smìrù. Uva¾ujme nejprve, ¾e okno po-zorování W je kruh o polomìru R > 0. Oznaème nyníO(x) = Z RqR2�x24 pR2 � u2 du:Potom váhy pro Horvitzùv-Thompsonùv odhad z tvrzení 2.1 vypadají následovnìjW 	 �S(t; �)j = 4O(p4R2 � t2)= �R2 � t2p4R2 � t2 � 2R2 arsin t2R;jW � �S(t; �)j = �R2 + 2R t:Na rovnomìrné rozdìlení délek na intervalu (0;M ℄ nebylo mo¾né aplikovatSRE algoritmus, nebo» vzhledem k tomu, jak je postaven, mohla nastat (a takénastala) situae, kdy jsme se sna¾ili simulovat náhodnou velièinu z rovnomìrnéhorozdìlení na nìjakém intervalu za podmínky, ¾e náhodná velièina sama má býtvìt¹í ne¾ horní mez intervalu.Následujíí dvì tabulky udávají aritmetiké prùmìry vzdáleností pro kruhovéokno W o polomìru R = 0;5 resp. R = 1;5 s parametrem M = 0;25. Pro ka¾-dou vzdálenost je v prvním sloupi výbìrový prùmìr a v druhém sloupi výbì-rový rozptyl vzdáleností dKS a dCVM , oba spoètené na základì 1000 simulaí zestaionárního Poissonova proesu úseèek s daným rozdìlením délek. Intenzitu �pøíslu¹ného proesu 	 jsme volili 30 a 100.� = 30 � = 100dKS dCVM dKS dCVMF1 0,1920 0,0042 0,0362 0,0013 0,1042 0,0010 0,0098 0,00007F2 0,1631 0,0029 0,0256 0,0006 0,0908 0,0009 0,0078 0,00005F3 0,1740 0,0033 0,0293 0,0008 0,0960 0,0008 0,0084 0,00005FKM 0,1876 0,0040 0,0338 0,0011 0,1023 0,0009 0,0093 0,00006FEM 0,1934 0,0044 0,0381 0,0014 0,1039 0,0010 0,0099 0,00008Tabulka 4.1: Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností odhadù od distribuènífunke délek spoèítané z 1000 simulaí. Rozdìlení délek je rovnomìrné na (0; 0;25℄.Polomìr okna W je R = 0;5.
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� = 30 � = 100dKS dCVM dKS dCVMF1 0,0601 3,3963 0,00327 0,0908 0,03296 1,0493 0,00951 0,0072F2 0,0574 3,0900 0,00297 0,0684 0,03124 0,0950 0,00086 0,0062F3 0,0585 3,1918 0,00307 0,0754 0,03203 0,0989 0,00090 0,0065FKM 0,0596 3,2749 0,00319 0,0084 0,03277 1,0089 0,00093 0,0007FEM 0,0595 3,2028 0,00317 0,0080 0,03278 1,0229 0,00094 0,0008Tabulka 4.2: Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností odhadù od distribuènífunke délek spoèítané z 1000 simulaí. Výbìrové rozptyly jsou vynásobeny 104.Rozdìlení délek je rovnomìrné na (0; 0;25℄. Polomìr okna W je R = 1;5.Nyní pøedpokládejme, ¾e oknoW je ètvere o stranì a > 0. Váhy v Horvitzovì-Thompsonovì odhadu tedy budou tvarujW 	 �S(t; �)j = (a� tj os �j)(a� t sin �); (4.1)jW � �S(t; �)j = a2 + at(j os �j+ sin �): (4.2)Pro konstantu a1 de�novanou vzorem (2.21) platí v tomto pøípadì rovnosta1 = 4�aP � a2: (4.3)Vzhledem k volbì rovnomìrného rozdìlení smìrù je EK diam(W ) z (2.20) rovenEK diam(W ) = 4a� Z �40 1os � d� = 4a� log tan 3�8 : (4.4)Výsledky obdr¾ené z tisíe simulaí Poissonova proesu úseèek s intenzitami � =30, � = 100 s rozdìlením délek rovnomìrným na (0; 0;25℄ pro ètverové oknopozorování W o stranì a = 0;5, a = 1 uvádìjí tabulky 4.3 a 4.4.� = 30 � = 100dKS dCVM dKS dCVMF1 0,3850 2,3968 0,1743 3,6964 0,2165 0,6393 0,0515 0,2975F2 0,2961 1,0975 0,0970 0,7984 0,1874 0,3948 0,0422 0,1394F3 0,3123 1,3619 0,1060 1,1616 0,1840 0,4027 0,0365 0,1326FKM 0,3561 1,6809 0,1375 1,9457 0,2081 0,4790 0,0440 0,1623FEM 0,3608 1,4518 0,1382 1,4601 0,2237 0,4284 0,0535 0,1707Tabulka 4.3: Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností odhadù od distribuènífunke délek spoèítané z 1000 simulaí. Výbìrové rozptyly jsou vynásobeny 102.Rozdìlení délek je rovnomìrné na (0; 0;25℄. Strana okna W je a = 0;5.30



� = 30 � = 100dKS dCVM dKS dCVMF1 0,1807 24,769 0,0316 4,6841 0,1010 11,884 0,0107 1,0452F2 0,1486 20,382 0,0214 4,1494 0,0887 8,7405 0,0083 0,6134F3 0,1585 28,899 0,0256 5,5193 0,0938 9,9832 0,0093 0,7692FKM 0,1725 25,432 0,0285 4,6301 0,0989 10,800 0,0099 0,8490FEM 0,1688 21,035 0,0261 3,7995 0,0966 9,7074 0,0092 0,6782Tabulka 4.4: Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností odhadù od distribuènífunke délek spoèítané z 1000 simulaí. Výbìrové rozptyly jsou vynásobeny 104.Rozdìlení délek je rovnomìrné na (0; 0;25℄. Strana okna W je a = 1.4.2 Logaritmiko-normální rozdìlení délekNyní rozebereme pøípad, kdy rozdìlení délek úseèek je logaritmiko-normální s pa-rametry � 2 R a � > 0. Neh» W je opìt ètverové okno o stranì a > 0. Váhypro Horvitzovy-Thompsonovy odhady a konstanty u¾ívané v EM algoritmu jsoustejné jako pro rovnomìrné rozdìlení, viz (4.2){(4.4).Podívejme se blí¾e na SRE algoritmus. Neuvedli jsme si ¾ádné pøedpokladypro stabilitu markovského øetìze de�novaného v pøedhozí kapitole ani dùkaz, ¾eodhad získaný tímto algoritmem je konzistentní. Obenì toto téma zùstává stáleotevøeno. Dùkaz pro exponeniální rozdìlení délek lze nalézt v [4℄. Oprávnìnosttakovýh pøedpokladù mù¾eme posoudit pouze na základì simulaí. Ty prove-deme pro logaritmiko-normální rozdìlení s dvourozmìrným parametrem (�; �).Poèáteèní nastavení jsme volili tak, ¾e jsme spoèetli výbìrový prùmìr a výbìrovýrozptyl z nasimulovanýh dat a vyjádøili �0 a �0 ze vzore pro støední hodnotu,resp. rozptyl tohoto rozdìlení. Za statistiku Z pou¾itou k odhadu parametru z ob-novenýh dat jsme zvolili maximálnì vìrohodný odhadb� = 1n1 n1Xi=1 log ti + 1n2 n2Xj=1 logetj;b�2 = 1n1 + n2� n1Xi=1 (log ti � b�)2 + n2Xj=1(logetj � b�)2�:Na obrázku 4.1 vidíme markovský øetìze vytvoøený SRE algoritmem pro 1000iteraí.Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností dKS a dCVM spoètené na základìtisíe simulaí z logaritmiko-normálního rozdìlení s parametry � = �0;5 a � =0;5 jsou uvedeny v tabulkáh 4.5 a 4.6.
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Obrázek 4.1: Prùbìh øetìze získaného SRE algoritmem pro jednu realizai pro-esu úseèek s LN(�0;5; 0;5) rozdìlením délek úseèek.
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Obrázek 4.2: Odhady distribuèní funke logaritmiko-normálního rozdìlení délekúseèek s parametry � = �0;5 a � = 0;5. bF1{èerná, bF2{zelená, bF3{rù¾ová, bFKM{èervená, bFEM{�alová, bFSRE{modrá, F{¾lutá.
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a = 1; � = 100 a = 2; � = 25dKS dCVM dKS dCVMF1 0,2644 5,3105 0,0223 0,2794 0,1369 2,3308 0,0056 0,0292F2 0,1156 0,8199 0,0049 0,0078 0,0985 0,9487 0,0030 0,0058F3 0,1294 1,4481 0,0056 0,0156 0,1090 1,2847 0,0036 0,0098FKM 0,1866 2,3099 0,0082 0,0337 0,1260 1,6673 0,0043 0,0149FEM 0,1797 1,7630 0,0079 0,0228 0,1241 1,4955 0,0041 0,0117FSRE 0,0937 2,0704 0,0057 0,0283 0,0658 1,1193 0,0028 0,0078Tabulka 4.5: Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností odhadù od distribuènífunke délek spoèítané z 1000 simulaí. Výbìrové rozptyly jsou pøenásobeny 103.Rozdìlení délek je LN(�0;5; 0;5).a = 3; � = 10 a = 10; � = 1dKS dCVM dKS dCVMF1 0,1177 1,4999 0,0037 0,0109 0,0889 0,7960 0,0019 0,0030F2 0,0921 0,8808 0,0023 0,0043 0,0831 0,6266 0,0016 0,0021F3 0,1025 1,1287 0,0028 0,0068 0,0861 0,6952 0,0017 0,0025FKM 0,1130 1,2908 0,0032 0,0087 0,0883 0,7576 0,0018 0,0028FEM 0,1108 1,1419 0,0030 0,0067 0,0874 0,7165 0,0018 0,0025FSRE 0,0585 1,0133 0,0023 0,0059 0,0419 0,6385 0,0012 0,0024Tabulka 4.6: Výbìrové prùmìry a rozptyly vzdáleností odhadù od distribuènífunke délek spoèítané z 1000 simulaí. Výbìrové rozptyly jsou pøenásobeny 103.Rozdìlení délek je LN(�0;5; 0;5).
4.3 DiskuzeProvedli jsme simulae staionárního Poissonova proesu úseèek pro rùzné volbyrozdìlení délek, intenzity a velikosti a tvaru oknaW . Na základì výsledkù výpoètùuvedenýh v tabulkáh 4.1{4.6 mù¾eme vyvodit nìkolik závìrù.Nezávisle na volbì parametrù, rozdìlení a velikosti okna vy¹el (z neparametri-kýh odhadù) pro obì vzdálenosti v podstatì poka¾dé nejlépe Horvitzùv-Thomp-sonùv plus sampling. Jako druhý nejlep¹í se jevil unbiased sampling. Tento vý-sledek se dal oèekávat, nebo» oba tyto odhady uva¾ují plnou, neensorovanoudélku úseèek. Plus sampling naví k odhadu pou¾ívá v¹ehny úseèky, které oknoW protnou (unbiased sampling pouze ty s význaèným bodem uvnitø W ). Právìpro zpùsob výbìrù úseèek se ukázal být nejhor¹ím minus sampling, nebo» u¾íváinformae získané pouze od úseèek ele obsa¾enýh ve W. Proto byl odhad zís-33



kaný touto metodou ve v¹eh pøípadeh nejhor¹í. Ale pøi volbì dostateènì velkéhookna pozorování W (viz tabulka 4.6) u¾ byl rozdíl mezi Kaplanovým-Meierovýmodhadem a minus samplingem nepatrný.U rovnomìrného rozdìlení si víeménì rovnoennì vedli Kaplanùv-Meierùvodhad a odhad získaný pomoí EM algoritmu.Pro logaritmiko-normální rozdìlení délek úseèek jsme mìli ke srovnání navíje¹tì parametriký odhad poèítaný pomoí SRE algoritmu. Vzhledem k tomu,¾e u tohoto odhadu se pøedpokládá znalost rozdìlení a odhadují se pouze jehoparametry, zdá se být podle výpoètù nejlep¹ím odhadem. Maximálnì vìrohodnýodhad se v tomto pøípadì jeví lep¹í typ odhadu ne¾ Kaplanùv-Meierùv odhad.
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Kapitola 5Odhady intenzity prùseèíkùDal¹í harakteristikou, která nás u bodového proesu úseèek mù¾e zajímat, jsouprùseèíky a jejih intenzita. Tato informae mù¾e být u¾iteèná napøíklad v lesnitvípøi polomeh stromù. V této kapitole si de�nujeme intenzitu prùseèíkù a budemese zabývat jejími odhady v rùznýh situaíh. Na závìr kapitoly pak provedemesimulae pro rùzné volby parametrù proesu úseèek a okna W . Zabývat se prù-seèíky úseèek má smysl pouze pro d = 2, proto budeme v této kapitole praovatpouze s bodovými proesy úseèek na R2 .Neh» tedy � je staionární Poissonùv bodový proes úseèek na R2 s intenzitou� a rozdìlením typikého zrna �0.De�nie: Intenzita prùseèíkù N bodového proesu úseèek � v R2 je dána vztahemN = E XS;S02�;S 6=S0 1fS\S0\[0;1℄2 6=;g2 : (5.1)Pro intenzitu prùseèíkù staionárního proesu platí následujíí vìta, viz [7℄, The-orem 1.Vìta 5.1 Neh» � je staionární Poissonùv bodový proes úseèek v R2 s rozdìle-ním smìrù � nezávislým na rozdìlení délek D. PotomN = �22 (E t)2 Z Z sin(j� � �0j)�(d�)�(d�0); (5.2)kde E t znaèí støední hodnotu délky typiké úseèky. Je-li naví � izotropní, potomN = �2� (E t)2 : (5.3)Obenì pro libovolný bodový proes úseèek na R2 platíN = �22 Z Z tt0 sin(� � �0)�0(d(t; �))�0(d(t0; �0)): (5.4)35



Dùkaz. Bodový proes prùseèíkù mù¾eme de�novat následovnì�(B) = XS;S02�;S 6=S0 1fS\S0\B 6=;g2 ;kde B je libovolná borelovská mno¾ina. Podle vìty 1.1 a lemmatu 1.1 mù¾ememíru intenzity proesu � vyjádøit jakoE�(B) = Z Z I(S \ S 0 \ B 6= ;)2 �(dS)�(dS 0):Nyní si de�nujme míru fS0(B) = RS I(S\S0\B 6=;)2 �(dS): Pro pevné B je funkeS 0 7! fS0(B) je nezáporná a mìøitelná, tedy podle (1.6) mámeE�(B) = ZS fS0(B) �(dS 0) = � ZS00 ZR2 fS00+z0(B) dz0�0(dS 00)= � ZS00 ZR2 fS00(B � z0) dz0�0(dS 00)= � ZS00 ZR2 ZR2 1B�z0(y) fS00(dy) dz0 �0(dS 00)= �jBj ZS00 fS00(R2)�0(dS 00):Vyu¾ili jsme toho, ¾e fS(B) = fx+S(x + B) pro ka¾dé x 2 R2 . Odtud ji¾ proN = E�([0; 1℄2) plyneN = � Z Z I(S \ S 00 6= ;)2 �(dS) �0(dS 00)= �2 Z Z Z I((S0 + z) \ S 00 6= ;)2 dz �0(dS0) �0(dS 00)= �2 Z Z Z Z Z I((S0(t; �) + z) \ S 00(t0; �0) 6= ;)2 dz�(d�)�(d�0)D(dt)D(dt0)= �22 Z Z Z Z tt0 sin(j� � �0j) �(d�) �(d�0)D(dt)D(dt0)= �22 (E t)2 Z Z sin(j� � �0j)�(d�)�(d�0):Zde jsme vyu¾ili toho, ¾e R 1f(S0(t;�)+z)\S00(t0 ;�0)6=;gdz je ploha rovnobì¾níkudaného úseèkami S0(t; �) a S 00(t0; �0). Je-li naví proes � izotropní, potom jeR R sin(j� � �0j)�(d�)�(d�0) = 2� : �Budeme-li nyní htít intenzitu prùseèíkù odhadovat, jednou z mo¾ností je pa-rametriký odhad, kdy odhadneme parametry a pou¾ijeme vzore ve vìtì 5.1.36



Nejjednodu¹¹í neparametriký odhad, který se nabízí, jebN = XS;S02�;S 6=S0 1fS\S0\W 6=;g2jW j : (5.5)Tento odhad je zøejmì nestranný, nebo»E bN = 1jW jE�(W ) = 1jW jN jW j = N:Pro izotropní proes � s nezávislým rozdìlením smìrù � a délek D pak u¾itímnestranného odhadu 1jW jPS2� L(S \W ) pro délkovou intenzitu � E t dostanemez (5.3) neparametriký odhadbNl = 1�� 1jW jXS2�L(S \W )�2; (5.6)kde L(S \W ) je délka úseèek pozorovatelná ve W . Odhad (5.6), jak si uká¾emev druhé podkapitole, sie není nestranný, ale pøi jW j �! 1 je asymptotikynestranný.V následujíí podkapitole se budeme vìnovat nejlep¹ímu nestrannému odhaduintenzity prùseèíkù. Odvodíme tento odhad pro pøípad, ¾e známe rozdìlení typi-kého zrna �0. Odhad pro pøípad, kdy máme známé rozdìlení �0(#) s neznámýmparametrem # je uveden v závìreèné poznáme podkapitoly.5.1 Nejlep¹í nestranný odhad intenzity prùse-èíkùPøedpokládejme, ¾e máme staionární Poissonùv proes úseèek � na R2 , kde roz-dìlení typikého zrna �0 je známé. Data pozorujeme skrz ohranièené mìøitelnéokno W � R2 . Neh» W je mìøitelná podmno¾ina prostoru S. Oznaème EW mno-¾inu v¹eh odhadù, které závisí pouze na úseèkáh ve W.Dále neh» C = RUd�R+ jW (t; �)j�0(d(t; �)); kdeW (t; �) = fz : z+S(t; �) 2 Wgje mno¾ina v¹eh bodù, které jsou význaènými pro úseèky zW smìru � a délky t.Nejlep¹í nestranný odhad pro izotropní proes nám uvádí následujíí vìta, ji¾si doká¾eme v druhé podkapitole.Vìta 5.2 Neh» � je izotropní Poissonùv proes úseèek na R2 s � a D nezávis-lými. Potom je bN = �(W)2 � �(W)C2� (E t)2 (5.7)nejlep¹í nestranný odhad intenzity prùseèíkù N ze v¹eh odhadù v EW :37



Nyní se budeme zabývat dvìma dùle¾itými pøípady mno¾in W.1. W1 = fS 2 S : (S) 2 Wg je mno¾ina v¹eh úseèek, jejih¾ významný bodle¾í uvnitø W . Pro tuto volbu W je konstanta C = jW j.2. W2 = fS 2 S : S \W 6= ;g je mno¾ina v¹eh úseèek, které protnou oknoW . Je-li okno W ètvere o stranì a, potom pro odhad bN získaný volbou mno¾inyW2 je konstanta C rovnaC = Z jW � �S0j�0(dS0) = a2 + 4a� E t: (5.8)Jestli¾e nejsme shopni urèit C, mù¾eme volit pøípad 1, kde za referenèní bodvolíme nejprve lexikogra�ké minimum a spoèteme (5.7) a následnì provedemetoté¾ pro lexikogra�ké maximum. Výsledný odhad získáme jakoeN = �1(W )2 � �1(W ) + �2(W )2 � �2(W )2jW j2� (E t)2 ; (5.9)kde �1(W ) resp. �2(W ) znaèí poèet lexikogra�kýh minim resp. maxim obsa-¾enýh ve W . Tento odhad neuva¾uje pouze úseèky, jejih¾ oba kone le¾í vnìW .Poznámka: V pøípadì, kdy je parametr # rozdìlení typikého zrna �0(#) neznámý,je situae slo¾itìj¹í. Mìjme � izotropní proes s rozdìlením smìrù nezávislým narozdìlení délek. Oznaème �(W ) poèet význaènýh bodù proesu pozorovanýhve W . Dále neh» T�(W ) je úplná postaèujíí statistika pro parametr #. Potomje ST = (�(W ); T�(W )) úplná postaèujíí statistika pro �; #, viz [7℄. Potom zapøedpokladu, ¾e známe úplné délky ensorovanýh úseèek, je nejlep¹í nestrannýodhad intenzity prùseèíkùbNNNO = �(W )2 � �(W )jW j2� � e2;�(W );kde e2;�(W ) znaèí nejlep¹í nestranný odhad pro (E t)2 .5.2 Støední hodnoty a rozptyly odhadù intenzityprùseèíkùV této podkapitole se budeme vìnovat støední hodnotì a rozptylu nìkterýh z uve-denýh odhadù intenzity prùseèíkù. Také si doká¾eme vìtu 5.2.Jak jsme si ji¾ ukázali, odhad bN je nestranný. Pro ostatní odhady se ome-zíme na izotropní Poissonùv proes �. Pou¾itím vìty 1.1, vìty 1.3 a lemmatu 1.138



mù¾eme pro odhad bNl spoèítatE bNl = 1�jW j2 E XS2� L(S \W )2= 1�jW j2 E XS2�XT2�L(S \W )L(T \W )= 1�jW j2 (E XS;T2�;S 6=T L(S \W )L(T \W ) + E XS2�[L(S \W )℄2)= 1�jW j2�Z Z L(S \W )L(T \W )M !2(dS � dT )+ � Z Z [L((S0 + z) \W )℄2�0(dS0)dz�= 1�jW j2�Z Z L(S \W )L(T \W )�(dS)�(dT )+ � Z Z [L((S0 + z) \W )℄2�0(dS0)dz�= 1�jW j2 (E XS2� L(S \W ))2+ ��jW j2 Z Z [L((S0 + z) \W )℄2�0(dS0)dz= N + ��jW j2 Z Z [L((S0 + z) \W )℄2�0(dS0)dz:Odtud je vidìt, ¾e odhad bNl není nestranný. Vyhýlení má tvarE bNl �N = ��jW j2 Z Z L((S0 + z) \W )2dz�0(dS0)= ��jW j2 Z Z L(S0 \ (W � z))2dz�0(dS0)= ��jW j2 Z Z Z Z 1S0\(W�z)(u)1S0\(W�z)(v)L(du)L(dv)dz�0(dS0)= ��jW j2 Z Z Z Z 1W�u(z)1W�v(z)1S0(u)1S0(v)dz L(du)L(dv)�0(dS0)= ��jW j2 Z ZS0 ZS0 j(W � u) \ (W � v)jL(du)L(dv)�0(dS0):Proto¾e j(W � u) \ (W � v)j � jW j, dostávámeE bNl �N � ��jW j2 jW j Z L(S0)2 �0(dS0) = ��jW jE t2 :39



Vyhýlení je v¾dy nezáporné a s jW j ! 1 (za pøedpokladu koneèného druhéhomomentu délky typiké úseèky) klesá k nule. Odhad bNl je tak asymptotiky ne-stranný.Z konstruke odhadu bNl je vidìt, ¾e je úmìrný druhé moninì klasikéhoodhadu délkové intenzity proesu úseèek. Výpoèet E bNl proto vy¾aduje vyjád-øení stejnýh integrálù jako pøi výpoètu rozptylu odhadu délkové intenzity, o¾je podrobnì provedeno v [6℄. Pro ètverové okno W o stranì a za pøedpokladuL(S0) � a s.j. platíE bNl �N = ��a4�a2E t2 � 13aE t3(sin � + j os �j) + 16E t4 sin �j os �j�;o¾ pro izotropní proes s nezávislým délek a smìrù dáváE bNl �N = ��a4�a2E t2 � 43�aE t3 + 16�E t4�: (5.10)K tomu, abyhom mohli spoèítat støední hodnotu a rozptyl odhadu bN poèítejmeE�(W) = Z 1W(S) �(dS) = � Z Z 1W(z + S0) dz �0(dS0)= � Z jW (t; �)j�0(d(t; �)) = � C:Dále, nebo» je proes � staionární Poissonùv, máme podle (1.2) a lemmatu 1.1E�(W)2 = �C + �2C2:Odtud u¾ plyne nestrannost odhadu bN , nebo»E bN = �C + �2C2 � �CC2� (E t)2 = �2� (E t)2 : (5.11)Obdobnì opìt u¾itím (1.2) mù¾eme spoèítat E�(W)3 a E�(W)4 . Celkem tedy jerozptyl bN roven var bN = 4�3C + 2�2C2�2 (E t)4 : (5.12)Optimalita odhadu potom plyne z Raovy-Blakwellovy vìty, viz napø. [1℄, vìta7.58.Oznaème bN1 odhad (5.7) zalo¾ený na mno¾inìW = W1 v¹eh úseèek s lexiko-gra�kým minimem uvnitø W a bN2 odhad zalo¾ený na úseèkáh s lexikogra�kýmmaximem veW (W = W2). Z nestrannosti odhadu bN okam¾itì vidíme, ¾e i odhadeN = bN1+ bN22 je nestranný. De�nujme nyní D = R jW 	 �S0j�0(dS0). Pøi výpoèturozptylu eN je tøeba vyjádøitov( bN1; bN2) = ov(�(W1)2;�(W2)2) + ov(�(W1);�(W2))�ov(�(W1)2;�(W2))� ov(�(W1);�(W2)2): (5.13)40



Snadno lze z de�nie momentové míry odvodit, ¾e pro ka¾dou trojii B1; B2;B3 2 B2 platíM3(B1 � B2 � B3) = �(B1 \B2 \B3) +M !2((B1 \ B2)�B3)+M !2((B1 \B3)�B2) +M !2((B2 \ B3)�B1)+M !3(B1 �B2 � B3): (5.14)Odtud vzhledem k (1.1) plyneE [�(W1)2�(W2)℄ =M3(W1 �W1 �W2) = �D + �2jW j2 + 2�2DjW j+ �3jW j3:Je tedyov(�(W1)2;�(W2)) = ov(�(W1);�(W2)2) = �D + 2�2DjW j: (5.15)Analogiky jako vztah (5.14) lze odvodit (trohu zdlouhavìji) obdobný vztah i proM4, z èeho¾ dostávámeov(�(W1)2;�(W2)2) = 4�3DjW j2 + 4�2DjW j+ �D + 2�2D2: (5.16)Pro zbývajíí kovariani v (5.13) platíov(�(W1);�(W2)) = E XS2� 1fS�Wg = � Z jW 	 �S0j�0(dS0) = �D:Celkem tedy máme pro rozptyl odhadu eN vyjádøenívar eN = 2�3(jW j3 + jW j2D) + �2(jW j2 +D2)jW j4�2 (E t)4 : (5.17)5.3 SimulaeVzhledem k tomu, ¾e jsme si vìt¹inu vzorù v pøedhozíh podkapitoláh odvodilipro staionární izotropní Poissonùv proes úseèek na R2 , omezíme se na tentopøedpoklad i v této podkapitole. Budeme tedy pøedpokládat, ¾e rozdìlení smìrùje rovnomìrné na [0; �) a nezávislé na (známém) rozdìlení délek úseèek.Opìt budeme pøedpokládat, ¾e proes sledujeme skrze ètverové okno W sestranou a. Pro takové okno pozorování mù¾eme snadno spoèítat konstantu D. JeD = Z Z jW 	 �S0(t; �)j�(d�)D(dt)= Z Z (a� tj os �j)(a� t sin �)d�� D(dt) = a2 � 4a� E t + 1�E t2 :Konstanta C pro ètverové okno je dána vzorem (5.8).41



Budeme opìt provádìt simulae z Poissonova proesu s intenzitou � a logarit-miko-normálním rozdìlením délek s parametry � a �. Pøipomeòme, ¾e odhadybN, bN a eN jsou nestranné a rozptyly pro bN a eN jsou dány vzori (5.12) a (5.17).Symbolem bN3 je oznaèen odhad (5.7) pro volbu mno¾iny W2 (tj. mno¾iny v¹ehúseèek protínajííhW ). V tabulkáh 5.1{5.3 jsou shrnuty výsledky pro tisí simu-laí provedenýh z daného rozdìlení s parametry � = �0;5 a � = 0;5. V prvnímsloupi jsou uvedeny výbìrové prùmìry m jednotlivýh odhadù, ve druhém jeodhad støední kvadratiké hyby jednotlivýh odhadù (medián ze simulaí), vetøetím výbìrový rozptyl s2 a v posledním sloupi je skuteèná hodnota rozptylu.Ten je uveden pouze u posledníh ètyø odhadù, nebo» jsme nebyli shopni expli-itnì vyjádøit teoretiký rozptyl odhadù bN a bNl.m med s2 varbN 29,647 72,206 108,27 |bNl 30,496 61,954 100,44 |bN1 35,528 63,861 149,11 137,66bN2 35,780 63,359 163,13 137,66bN3 33,536 35,616 84,785 86,470eN 35,654 49,105 121,72 103,16Tabulka 5.1: Odhady intenzity prùseèíkù pro staionární a izotropní Poissonùvproes úseèek s intenzitou � = 15 a rozdìlením délek LN(�0;5; 0;5). Teoretikáhodnota intenzity prùseèíkù jeN = 33;830. Okno pozorováníW je ètvere o stranìa = 1;5 m med s2 varbN 83,890 203,79 279,07 |bNl 84,722 192,04 266,09 |bN1 98,448 159,05 372,69 355,01bN2 97,999 139,76 350,87 355,01bN3 93,489 108,14 229,56 246,58eN 98,224 135,35 299,51 285,70Tabulka 5.2: Odhady intenzity prùseèíkù pro staionární a izotropní Poissonùvproes úseèek s intenzitou � = 25 a rozdìlením délek LN(�0;5; 0;5). Teoretikáhodnota intenzity prùseèíkù jeN = 93;974. Okno pozorováníW je ètvere o stranìa = 2.
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m med s2 varbN 13,771 5,8011 9,6363 |bNl 13,986 4,9371 8,5093 |bN1 15,448 4,3844 9,7872 10,104bN2 15,521 4,3844 10,094 10,104bN3 15,127 3,7590 7,7319 7,8123eN 15,485 3,7055 8,7085 8,7330Tabulka 5.3: Odhady intenzity prùseèíkù pro staionární a izotropní Poissonùvproes úseèek s intenzitou � = 10 a rozdìlením délek LN(�0;5; 0;5). Teoretikáhodnota intenzity prùseèíkù jeN = 15;036. Okno pozorováníW je ètvere o stranìa = 3. m med s2 varbN 14,468 0,7155 1,0589 |bNl 14,499 0,6756 0,9416 |bN1 15,121 0,4476 0,8726 0,9048bN2 15,124 0,4091 0,8718 0,9048bN3 15,078 0,3773 0,8079 0,8319eN 15,123 0,3986 0,8331 0,8660Tabulka 5.4: Odhady intenzity prùseèíkù pro staionární a izotropní Poissonùvproes úseèek s intenzitou � = 10 a rozdìlením délek LN(�0;5; 0;5). Teoretikáhodnota intenzity prùseèíkù jeN = 15;036. Okno pozorováníW je ètvere o stranìa = 10.Na závìr této kapitoly si uveïme je¹tì odhady intenzity pro Poissonùv proesúseèek s rovnomìrným rozdìlením délek na (0;M ℄. Na rozdíl od logaritmiko-normálního rozdìlení je zde splnìn pøedpoklad L(S0) � a s.j., tedy støední hodnotaodhadu bNl je podle (5.10)E bNl = N + ��a4�a2M23 � aM33� + M430��: (5.18)V tabulkáh (5.5) a (5.6) jsou uvedeny odhady získané pøi tisíi simulaíh s rov-nomìrným rozdìlením délek s parametrem M = 0;25. Znaèení je analogiké jakov pøedhozím pøípadì.
43



m med s2 varbN 12,488 57,245 99,477 |bNl 13,430 22,039 61,575 |bN1 12,453 18,295 50,313 51,452bN2 12,480 18,295 52,998 51,452bN3 12,423 16,814 38,579 38,666eN 12,466 18,637 43,696 43,741Tabulka 5.5: Odhady intenzity prùseèíkù pro staionární a izotropní Poissonùvproes úseèek s intenzitou � = 50 a rovnomìrným rozdìlením délek na (0; 0;25℄.Teoretiká hodnota intenzity prùseèíkù je N = 12;4340, E bNl = 13;60. Okno po-zorování W je ètvere o stranì a = 0;5.m med s2 varbN 4,3680 2,3219 7,2358 |bNl 4,6104 1,5263 3,6312 |bN1 4,4053 1,2191 2,7893 2,7161bN2 4,4426 1,2191 2,8561 2,7161bN3 4,4121 1,0191 2,3771 2,3379eN 4,4239 1,2301 2,6356 2,5061Tabulka 5.6: Odhady intenzity prùseèíkù pro staionární a izotropní Poissonùvproes úseèek s intenzitou � = 30 a rovnomìrným rozdìlením délek na (0; 0;25℄.Teoretiká hodnota intenzity prùseèíkù je N = 4;4762, E bNl = 4;6597. Okno po-zorování W je ètvere o stranì a = 1.Po porovnání odhadù na základì výpoètù uvedenýh v tabulkáh 5.1-5.6 sezdá, ¾e nejvhodnìj¹ím odhadem je odhad bN3 a to jak do samotné hodnoty, tak istøední kvadratiké hyby a rozptylu. Tento odhad je zalo¾ený na informai po-skytované v¹emi pozorovanými úseèkami narozdíl napøíklad od ostatníh odhadùdanýh (5.7). Nevýhodou tìhto odhadù je, ¾e pøedpokládáme znalost støednídélky typiké úseèky. Neparametriké odhady bNl a bN tuto znalost nevy¾adují.Pøesto¾e odhad bNl je vyhýlený (pro rovnomìrné rozdìlení délek je jeho støedníhodnota dána (5.18)), jeví se na základì simulaí lépe ne¾ naivní nestranný odhadbN.
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