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ABSTRAKT  

Tato bakal§Śsk§ pr§ce ukazuje ļtyŚi z§kladn² zpŢsoby, jak zav®st goniometrick® a 

cyklometrick® funkce. Pr§ce je prim§rnŊ urļena pro ģ§ky stŚedn²ch ġkol, kteŚ² se s nŊkterĨmi 

z tŊchto zaveden² ve ġkole setkali. C²lem bakal§Śsk® pr§ce je pŚedevġ²m uk§zat ucelen® 

definice goniometrickĨch funkc² a cyklometrickĨch funkc² dle rŢznĨch zpŢsobŢ a pŚedstavit 

jejich z§kladn² vlastnosti. C²lem pr§ce je tak® uk§zat rozd²l a pŚechod mezi zaveden²mi a 

jejich ekvivalenci. 
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ABSTRACT 

This bachelor thesis shows four basic ways how to introduce trigonometric and 

cyclometric functions. The work is primarily intended for high school students who have 

encountered some of these introductions at school. The aim of the bachelor thesis is to 

show comprehensive definitions of trigonometric functions and cyklometric functions 

according to various methods and to present their basic properties. The aim of the work is 

also to show the difference and transition between implementations and their equivalence. 

 

KEYWORDS 

Trigonometric functions, cyclometric functions, trigonometry, unit circle, infinite series 

 



Obsah 
  

 Đvod .............................................................................................................................. 6 

1 Goniometrick® funkce a jejich inverze ...................................................................... 7 

2 TrigonometrickĨ pohled na goniometrick® a cyklometrick® funkce .................... 10 

2.1 Goniometrick® funkce v pravo¼hl®m troj¼heln²ku ............................................... 10 

2.2 Trigonometrick® vztahy a vzorce.......................................................................... 13 

2.3 Cyklometrick® funkce v pravo¼hl®m troj¼heln²ku ............................................... 15 

3 Zaveden² pomoc² jednotkov® kruģnice .................................................................... 17 

3.1 Goniometrick® funkce a jednotkov§ kruģnice ...................................................... 17 

3.2 Cyklometrick® funkce ........................................................................................... 23 

4 Vlastnosti goniometrickĨch funkc². ......................................................................... 25 

4.1 Funkce sinus a kosinus. ........................................................................................ 25 

4.2 Funkce tangens a kotangens ................................................................................. 31 

4.3 Funkce sekans a kosekans ..................................................................................... 38 

5 Vlastnosti cyklometrickĨch funkc² ........................................................................... 40 

5.1 Funkce arkus sinus a arkus kosinus ...................................................................... 40 

5.2 Funkce arkus tangens a arkus kotangens .............................................................. 43 

5.3 Funkce arkus sekans a arkus kosekans ................................................................. 45 

6 Zaveden² pomoc² funkcion§ln²ch rovnic ................................................................. 48 

7 Goniometrick® vzorce ............................................................................................... 53 

8 Zaveden² pomoc² nekoneļnĨch Śad .......................................................................... 59 

 Z§vŊr ........................................................................................................................... 74 

 

 



6 

 

Đvod  

Goniometrie je oblast matematiky, kter§ se zabĨv§ studiem goniometrickĨch funkc². 

Inverzn²mi funkcemi k funkc²m goniometrickĨm jsou funkce cyklometrick®. V prvn² 

kapitole si pŚedstav²me goniometrick® funkce a jejich inverzi a ¼lohu tŊchto funkc² 

v matematice. Kapitola tak® obsahuje pŚesnou definici pojmu funkce a funkce inverzn². 

Studiem goniometrickĨch funkc² se setk§v§me jiģ na konci dev§t® tŚ²dy z§kladn² ġkoly. 

V tomto ¼seku studia goniometrick® funkce zav§d²me pomoc² pravo¼hl®ho troj¼heln²ka 

a vyuģ²v§me je k vĨpoļtu ¼hlŢ v pravo¼hl®m troj¼heln²ku. Takto zaveden® goniometrick® 

funkce jsou omezen® na definiļn² obor od πЈ do ωπЈ, souhrnnŊ je nazĨv§me trigonometrick® 

funkce. Funkce z pohledu trigonometrick®ho pŚedstavuji v druh® kapitole a spolu s nimi 

i dŢleģit® vztahy potŚebn® k trigonometrickĨm vĨpoļtŢm. Mimo jin® v t®to kapitole zav§d²m 

i cyklometrick® funkce, tedy funkce inverzn² ke goniometrickĨm. 

Ve tŚet² kapitole ukazuji zaveden² funkc² pomoc² jednotkov® kruģnice, kter® n§m 

definiļn² obor goniometrickĨch a cyklometrickĨch funkc² rozġ²Ś² na vġechna re§ln§ ļ²sla. Na 

konci t®to kapitoly se vŊnuji vlastnostmi goniometrickĨch a cyklometrickĨch funkc². 

Ļtvrt§ kapitola se zabĨv§ zaveden²m funkc² pomoc² funkcion§ln²ch rovnic. Na konci 

t®to kapitoly si tak® uk§ģeme dŢleģit® vzorce, kter® se vyuģ²vaj² pŚedevġ²m pŚi studiu 

goniometrie na stŚedn²ch a vysokĨch ġkol§ch. 

Jinou elegantn² definici goniometrickĨch funkc² poskytuje teorie tzv. nekoneļnĨch 

Śad. Takto zaveden® funkce pŚedstavuje posledn² p§t§ kapitola. 

V t®to pr§ci je mĨm c²lem vytvoŚit pŚehlednou uļebn² pomŢcku, kter§ poslouģ² 

pŚedevġ²m ģ§kŢm stŚedn²ch ġkol, kteŚ² chtŊj² l§tku l®pe pochopit, nebo pouze chtŊj² doplnit 

sv® znalosti v oblasti goniometrie. Pr§ce mŢģe poslouģit i uļitelŢm matematiky k vĨkladu 

t®to l§tky. 
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1 Goniometrick® funkce a jejich inverze 

GoniometrickĨmi funkcemi v matematice nazĨv§me ġestici takovĨch funkc², kterĨmi 

mŢģeme poļ²tat ¼hly v troj¼heln²ku, zejm®na pravo¼hl®m, a zkoumat rŢzn® periodick® jevy. 

TŊmi funkcemi jsou funkce sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans a kosekans. 

V matematice existuje mnoho zpŢsobŢ, jak goniometrick® funkce zav®st. Mezi nejzn§mŊjġ² 

patŚ² zaveden² pomoc² pravo¼hl®ho troj¼heln²ka, nebo zaveden² pomoc² jednotkov® 

kruģnice, kter® se vyuļuj² pŚedevġ²m na stŚedn²ch ġkol§ch, a to d²ky jejich jednoduchosti 

a n§zornosti. KromŊ tŊchto dvou zaveden² se v t®to bakal§Śsk® pr§ci budeme zabĨvat 

i zaveden²m pomoc² funkcion§ln²ch rovnic a v z§vŊreļn® kapitole si jeġtŊ uk§ģeme zaveden² 

pomoc² nekoneļnĨch Śad. Mimo nich lze goniometrick® funkce zav®st i napŚ²klad pomoc² 

integr§lŢ, nebo diferenci§ln²ch rovnic, ale tato t®mata zaŚazujeme sp²ġe do vysokoġkolsk® 

matematiky, takģe pro naġe potŚeby jsou pŚ²liġ sloģit§. 

Mimo goniometrickĨch funkc² si uk§ģeme i zaveden² jejich inverzn²ch funkc², tedy 

funkc² cyklometrickĨch. Cyklometrick® funkce jsou funkce arkus sinus, arkus kosinus, arkus 

tangens, arkus kotangens, arkus sekans a arkus kosekans. Neģ se pust²me do druh® kapitoly, 

vysvŊtl²me si nejprve pojem funkce a funkce inverzn², kter® definuje Michail Kuzmiļ 

Grebenļa a Sergej Iosifoviļ Novoselov ve sv® knize ĂUļebnice matematick® analysyñ 

n§sledovnŊ: 

*ÓÏÕ ÄÜÎÙ ÄÖñ ÍÎÏĿÉÎÙ ὃ Á ὄȟÐĠÉ éÅÍĿ ËÁĿÄïÍÕ ÐÒÖËÕ ὼ Ú  ÐÒÖÎþ ÍÎÏĿÉÎÙ ÊÅ  

ÐĠÉĠÁÚÅÎ ÎñÊÁËĻ ÕÒéÉÔĻ ÊÅÄÉÎĻ ÐÒÖÅË ώ Ú ÄÒÕÈï ÍÎÏĿÉÎÙȢ*ÅÓÔÌÉĿÅ ÊÅ ÄÜÎÏ ÔÁËÏÖï  

ÐĠÉĠÁÚÅÎþȟĠþËÜÍÅȟĿÅ Ö ÍÎÏĿÉÎñ ὃ ÊÅ ÄÅÆÉÎÏÖÜÎÁ ὪόὲὯὧὩȢ3ÙÍÂÏÌÉÃËÙ ÏÚÎÁéÕÊÅÍÅ  

ÆÕÎËÃÉ ÔÁËÔÏȡ 

ώ ὪὼȢ 

0ÒÖËÙ ὼ Ú  ÍÎÏĿÉÎÙ ὃȟËÔÅÒĻÍ ÊÓÏÕ ÐĠÉĠÁÚÅÎÙ ÐÒÖËÙ ÄÒÕÈï ÍÎÏĿÉÎÙ ὄȟÎÁÚĻÖÜÍÅ 

ὬέὨὲέὸὥάὭ ὥὶὫόάὩὲὸό Á ÃÅÌÏÕ ÍÎÏĿÉÎÕ ὃ ÈÏÄÎÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÎÁÚĻÖÜÍÅ ὨὩὪὭὲὭéὲþά  

έὦέὶὩά ÄÁÎï ÆÕÎËÃÅȢ0ÒÖÅË ώ Ú ÍÎÏĿÉÎÙ ὄȟËÔÅÒĻ ÊÅ ÐĠÉĠÁÚÅÎ ÈÏÄÎÏÔñ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ὼ  

ÎÁÚĻÖÜÍÅ ὬέὨὲέὸέό ὪόὲὯὧὩȟÏÄÐÏÖþÄÁÊþÃþ ÈÏÄÎÏÔñ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ὼȢ3ÏÕÈÒÎ ÐÒÖËĳ  
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ÍÎÏĿÉÎ ὄȟËÔÅÒï ÊÓÏÕ ÐĠÉĠÁÚÅÎÙ ÐÒÖËĳÍ ÍÎÏĿÉÎÙ ὃȟÎÁÚĻÖÜÍÅ άὲέĿὭὲέό ὪόὲὯéὲþὧὬ 

ὬέὨὲέὸȢ (Grebenļa a Novoselov, 1955, s. 19) 

+ÁĿÄÏÕ ÈÏÄÎÏÔÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÎÁÚĻÖÜÍÅ ÔÁËï ὺᾀέὶὩά Á ÏÄÐÏÖþÄÁÊþÃþ ÆÕÎËéÎþ  

ÈÏÄÎÏÔÕ έὦὶὥᾀὩάȢ-þÓÔÏ ÔÅÒÍþÎÕ ͼÆÕÎËÃÅͼ ÐÏÕĿþÖÜÍÅ ÊÁËÏ ÓÙÎÏÎÙÍÁ ÔÅÒÍþÎÕ 

ͼÚÏÂÒÁÚÅÎþͼȢ (Grebenļa a Novoselov, 1955, s. 20)  

Funkci mŢģeme popsat rovnic², grafem nebo slovn²m popisem. Graf funkce lze 

definovat jako mnoģina vġech bodŢ ὼȟώ v pravo¼hl® soustavŊ souŚadnic. Na n§sleduj²c²m 

obr§zku mŢģeme vidŊt popis funkce grafem. Vlevo na obr§zku (obr. 1) je zobrazena funkce, 

kter§ splŔuje vĨġe zm²nŊnou definici. Naopak vpravo na obr§zku (obr. 2) vid²me kŚivku, 

kter§ rozhodnŊ funkc² nen², protoģe jednomu prvku ὼ z mnoģiny ὃ jsou pŚiŚazeny dva prvky 

ώ z mnoģiny ὄ.  

PŚi zav§dŊn² inverzn² funkce budeme vych§zet z pŚedchoz² definice funkce. 

Matematici Grebenļa a Novoselov definuj² pojem inverzn² funkce n§sleduj²c²m zpŢsobem: 

/ÄÐÏÖþÄÜÌÉ ËÁĿÄï ÆÕÎËéÎþ ÈÏÄÎÏÔñ ώ Ὢὼ Ö ÄÅÆÉÎÉéÎþÍ ÏÂÏÒÕ ÆÕÎËÃÅ  

ÊÅÄÉÎĻ ÖÚÏÒ ὼ Ú ÍÎÏĿÉÎÙ ὃȟÐÁË ὭὲὺὩὶᾀὲþ ὪόὲὯὧþ Ë ÆÕÎËÃÉ ώ Ὢὼ ÎÁÚĻÖÜÍÅ ÆÕÎËÃÉ  

Obr§zek 1: Funkce Obr§zek 2: KŚivka (nen² funkc²) 
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ὼ Ὢ ώȟÐÒÏ ÎÉĿ ÐÌÁÔþȡ 

ρȢ$ÅÆÉÎÉéÎþÍ ÏÂÏÒÅÍ ÊÅ ÍÎÏĿÉÎÁ ὄ ÆÕÎËéÎþÃÈ ÈÏÄÎÏÔ ὪὼȢ 

ςȢ&ÕÎËéÎþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅ ÄÅÆÉÎÏÖÜÎ ÔÁËȟĿÅ ËÁĿÄï ÈÏÄÎÏÔñ ώ Ú ὄ ÏÄÐÏÖþÄÜ ÔÁ ÈÏÄÎÏÔÁ ὼ Ú ὃȟ  

ÐÒÏ ÎÉĿ ώ ὪὼȢ (Grebenļa a Novoselov, 1955, s. 59) 

Inverzn² funkci lze i snadno poznat z grafu. Graf inverzn² funkce je totiģ osovŊ 

soumŊrnĨ podle osy 1. a 3. kvadrantu. Na n§sleduj²c²m obr§zku (obr. 3) mŢģeme vidŊt takto 

sestrojenou inverzn² funkci, funkci exponenci§ln² (modr§), k funkci logaritmick® (ļerven§). 

Lze tedy o tŊchto dvou funkc²ch Ś²ct, ģe jsou navz§jem inverzn². 

 

Obr§zek 3: Navz§jem inverzn² funkce 
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2 TrigonometrickĨ pohled na goniometrick® a 

cyklometrick® funkce 

2.1 Goniometrick® funkce v pravo¼hl®m troj¼heln²ku 

Pro prvn² sezn§men² s goniometrickĨmi funkcemi se nejļastŊji pouģ²v§ zaveden² 

pomoc² pravo¼hl®ho troj¼heln²ka. Myġlenky a poznatky k t®to kapitole ļerp§m z knihy 

ĂMatematika s nadhledem: od prv§ku k maturitŊñ od matematiļky a pedagoģky Evy 

Pomykalov®, kter§ vyuļuje matematiku na Gymn§ziu ve Zl²nŊ a pŢsob² tak® jako 

m²stopŚedsedkynŊ poboļky Jednoty ļeskĨch matematikŢ a fyzikŢ a od profesora Pavla 

Tlust®ho, kterĨ pŢsob² na pedagogick® fakultŊ v ĻeskĨch BudŊjovic²ch jako vysokoġkolskĨ 

profesor na katedŚe matematiky. Toto zaveden² nese n§zev Ătrigonometrieñ a m§ v 

matematice svŢj ¼ļel. PŚedstavuje n§m totiģ goniometrick® funkce, kter® omez²me pouze na 

¼hly v pravo¼hl®m troj¼heln²ku, kde jsou vģdy dva ¼hly ostr® a jeden pravĨ. Tedy dok§ģeme 

zjistit pouze ¼hly vŊtġ² neģ πЈ a menġ² neģ ωπЈȢ 

Nyn² pŚejdeme k naġemu zaveden². Nejl®pe si to vģdy pŚedstav²me na obr§zku 

pravo¼hl®ho troj¼heln²ka (obr. 4), ze kter®ho budeme vych§zet. Jak jsem jiģ zm²nila, 

goniometrickĨmi funkcemi mŢģeme poļ²tat ¼hly v troj¼heln²ku, kter® vyjadŚuj² pro kaģdĨ 

¼hel v troj¼heln²ku urļit® pomŊry stran. Stranu v pravo¼hl®m troj¼heln²ku, kter§ je proti 

prav®mu ¼hlu nazĨv§me pŚeponou, ostatn² dvŊ jsou odvŊsny. Pokud je odvŊsna proti ¼hlu, 

kterĨ chceme spoļ²tat, Ś²k§me, ģe je to odvŊsna protilehl§. Naopak odvŊsna pŚi tomto ¼hlu 

je odvŊsna pŚilehl§. Pro vĨpoļet vnitŚn²ho ¼hlu potŚebujeme zn§t alespoŔ dvŊ jeho strany. 

Podle typu zadanĨch stran pak vybereme vhodnou goniometrickou funkci pro vĨpoļet.  
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Obr§zek 4: Pravo¼hlĨ troj¼heln²k 

PŚi zav§dŊn² vyuģ²v§m znaļen² z obr. 4. Zaļneme nejprve funkc² sinus, kterou lze 

definovat jako pomŊr d®lky odvŊsny protilehl® ¼hlu ‌ ku d®lce pŚepony. Funkci sinus 

znaļ²me jako ÓÉÎὼ a jej² pŚedpis lze dle definice zapsat jako ÓÉÎ‌ ȟ kde ‌ᶰ πЈȟωπЈ. 

Funkci kosinus nadefinujeme obdobnŊ, ale tentokr§t jako pomŊr d®lky odvŊsny 

pŚilehl® ¼hlu ‌ ku d®lce pŚepony. Funkci kosinus pak znaļ²me jako ÃÏÓὼ a jej² pŚedpis 

zap²ġeme jako ÃÏÓ‌ , kde ‌ᶰ πЈȟωπЈ 

Funkce tangens a kotangens jiģ v zaveden² nevyuģ²vaj² pŚeponu, ale pouze dvŊ zbyl® 

strany, odvŊsny. Funkci tangens zavedeme jako pomŊr d®lky odvŊsny protilehl® ¼hlu ‌ ku 

d®lky odvŊsny pŚilehl® ¼hlu ‌Ȣ Funkci tangens znaļ²me zkratkou ÔÇὼ a pro vyj§dŚen² ¼hlu j² 

zap²ġeme jako ÔÇ‌ , kde ‌ᶰ πЈȟωπЈȢ  

Funkce kotangens se v mnoha uļebnic²ch vynech§v§, nebo je pouze struļnŊ 

okomentovan§, protoģe je to pŚevr§cen§ hodnota funkce tangens. Tedy lze j² definovat jako 

pomŊr d®lky odvŊsny pŚilehl® ¼hlu ‌ ku d®lce odvŊsny protilehl® ¼hlu ‌. Funkci kotangens 

znaļ²me ÃÏÔÇὼ a zap²ġeme ji  jako ÃÏÔÇ‌ ȟ kde ‌ᶰ πЈȟωπЈȢ U funkc² tangens a 

kotangens je specifick® to, ģe je lze vyj§dŚit pomoc² funkc² sinus a kosinus. To snadno 
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vyj§dŚ²me pomoc² jiģ zavedenĨch pomŊrŢ. Tangens ¼hlu ‌ je roven . D§le v²me, ģe vzorec 

pro sinus je ÓÉÎ‌ . Z tohoto vzorce vyj§dŚ²me d®lku strany ὥ a dostaneme ὥ ÓÉÎ‌Ͻὧ. 

StejnŊ tak ze vzorce pro kosinus vyj§dŚ²me d®lku strany ὦ, tedy dostaneme ὦ ÃÏÓ‌Ͻὧ. 

Vyj§dŚen® strany ὥ a ὦ dosad²me do vzorce pro tangens, tedy ÔÇ‌
Ͻ

Ͻ
Ȣ Z ļitatele 

a jmenovatele mŢģeme zkr§tit ὧ a dostaneme koneļnĨ vzorec: 

ÔÇ‌
ÓÉÎ‌

ÃÏÓ‌
Ȣ 

ObdobnŊ pro funkci kotangens. V koneļn®m vyj§dŚen² pak dostaneme vzorec:  

ÃÏÔÇ‌
ÃÏÓ‌

ÓÉÎ‌
Ȣ 

D§le m§me dvŊ m®nŊ zn§m® funkce, sekans a kosekans. Funkci sekans v matematice 

znaļ²me ÓÅÃὼ a nejļastŊji se definuje jako pŚevr§cen§ hodnota funkce kosinus. Tedy lze j² 

zapsat jako: 

ÓÅÃ‌ ȟËÄÅ ‌ᶰ πЈȟωπЈ. 

Pomoc² pomŊru stran tuto funkci definujeme jako pomŊr pŚepony ku odvŊsnŊ pŚilehl®. Tento 

vztah lze odvodit z pŚedchoz²ho vzorce po rozeps§n² funkce kosinus: 

ÓÅÃ‌ ȟ kde ‌ᶰ πЈȟωπЈ. 

Funkci kosekans naopak definujeme jako pŚevr§cenou hodnotu funkce sinus. Vyj§dŚen² 

pomoc² pomŊru stran je d®lka pŚepony ku d®lce protilehl® odvŊsny. V mnoha publikac²ch se 

setk§me se znaļen²m ÃÏÓÅÃὼ, nebo ÃÓÃὼ. J§ v prŢbŊhu pr§ce uģ²v§m znaļen² ÃÓÃὼ. Vzorec 

odvod²me stejnŊ jako u funkce sekans, tedy: 

ÃÓÃ‌ ȟ kde ‌ᶰ πЈȟωπЈ. 
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2.2 Trigonometrick® vztahy a vzorce 

Myġlenky a poznatky v t®to kapitole ļerp§m z knihy ĂGoniometrick® funkce 

v element§rn² matematiceñ, jej²ģ autorkou je doktorka v oboru matematika Radka 

SmĨkalov§. Kniha pŢvodnŊ vznikla jako disertaļn² pr§ce a pot® se jej autorka rozhodla vydat 

i kniģnŊ. Dalġ²m zdrojem t®to kapitoly je pŚedn§ġka ĂSyntetick§ geometrie Iñ od doktora 

Michala Zamboje, kterĨ aktivnŊ pŢsob² na pedagogick® fakultŊ Univerzity Karlovy jako 

vysokoġkolskĨ uļitel. 

Goniometrick® funkce maj² z trigonometrick®ho pohledu mnoho vyuģit². Jak jiģ v²me, 

mŢģeme d²ky nim poļ²tat ¼hly v pravo¼hl®m troj¼heln²ku. My vġak zn§me i vŊty 

s goniometrickĨmi funkcemi, kter® plat² v obecn®m troj¼heln²ku a lze d²ky nim spoļ²tat 

vġechny potŚebn® strany a vnitŚn² ¼hly. 

Prvn²m zn§mĨm vztahem je sinov§ vŊta, kter§ n§m Ś²k§: 

VŊta 3ÉÎÏÖÜ ÖñÔÁȢ  0ÒÏ ËÁĿÄĻ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþË !"# Ó ÖÎÉÔĠÎþÍÉ ĭÈÌÙ ‌ȟ‍ȟ‎ Á ÓÔÒÁÎÁÍÉ  

ὥȟὦȟὧ ÐÌÁÔþȡ 

ὥ

ÓÉÎ‌

ὦ

ÓÉÎ‍

ὧ

ÓÉÎ‎
Ȣ 

(Michal Zamboj, 2019) 

Sinov§ vŊta je jednoduch§, a nav²c velmi uģiteļn§. MŢģeme ji pouģ²t pro vĨpoļet, kde jsou 

zad§ny dva ¼hly a strana. V t®to ¼loze vģdy spoļteme tŚet² ¼hel jakoģto doplnŊk do σφπЈ. 

N§slednŊ pomoc² sinov® vŊty spoļteme dvŊ nezn§m® strany. Dalġ² typ ¼lohy je takovĨ, kdy 

m§me zadan® dvŊ strany a ¼hel. PŚi tomto vĨpoļtu ze dvou stran a sinu ¼hlu spoļ²t§me, 

pomoc² sinov® vŊty, sinus dalġ²ho ¼hlu. 

Sinov§ vŊta vġak nelze pouģ²t vģdy. TakovĨm pŚ²padem jsou vĨpoļty, kdy jsou zad§ny 

dvŊ strany a ¼hel jimi sevŚenĨ. Pro tyto vĨpoļty se hod² kosinov§ vŊta. Kosinov§ vŊta je opŊt 

tvrzen² o obecnĨch troj¼heln²c²ch. Cel® jej² znŊn² zn² n§sledovnŊ: 

VŊta +ÏÓÉÎÏÖÜ ÖñÔÁȢ0ÒÏ ËÁĿÄĻ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþË !"# Ó ÖÎÉÔĠÎþÍÉ ĭÈÌÙ ‌ȟ‍ȟ‎ Á ÓÔÒÁÎÁÍÉ  

ὥȟὦȟὧ ÐÌÁÔþ ÔĠÉ ÒÏÖÎÏÓÔÉȡ 

ὥ ὦ ὧ ςὦὧϽÃÏÓ‌ 
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ὦ ὧ ὥ ςὧὥϽÃÏÓ‍ 

         ὧ ὥ ὦ ςὥὦϽÃÏÓ‎ Ȣ 

(Michal Zamboj, 2019) 

PŚi zad§n² dvou stran a ¼hlu jimi sevŚenĨ nejprve pomoc² kosinov® vŊty spoļ²t§me tŚet² 

stranu, n§slednŊ dalġ² ¼hel a tŚet² ¼hel lze dopoļ²tat do ρψπЈ. DruhĨ typ zad§n² je ten, kdy 

zn§me tŚi strany. Pomoc² kosinov® vŊty dopoļteme dva ¼hly a tŚet² ¼hel je opŊt doplnŊk do 

ρψπЈ. 

Dalġ²m vztahem je tangentov§ vŊta. Tato vŊta je m®nŊ zn§m§, protoģe vŊtġinu vĨpoļtŢ 

pomoc² tangentov® vŊty lze spoļ²tat i pomoc² pŚedchoz²ch dvou vŊt. ZnŊn² tangentov® vŊty 

je n§sleduj²c²: 

VŊta 4ÁÎÇÅÎÔÏÖÜ ÖñÔÁȢ0ÒÏ ËÁĿÄĻ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþË !"# Ó ÖÎÉÔĠÎþÍÉ ĭÈÌÙ ‌ȟ‍ȟ‎ Á  

ÐÒÏÔÉÌÅÈÌĻÍÉ ÓÔÒÁÎÁÍÉ ÄïÌÅË ὥȟὦȟὧ ÐÌÁÔþȡ 

ὥ ὦ

ὥ ὦ

ÔÇ

ÔÇ

ÔÇ

ÃÏÔÇ
ȟ 

ὦ ὧ

ὦ ὧ

ÔÇ

ÔÇ

ÔÇ

ÃÏÔÇ
ȟ 

ὧ ὥ

ὧ ὥ

ÔÇ

ÔÇ

ÔÇ

ÃÏÔÇ
 Ȣ 

(Radka SmĨkalov§, 2015, s. 72) 

Typick® ¼lohy s tangentovou vŊtou jsou vĨpoļty, kde zn§me dvŊ strany a ¼hel proti jedn® 

z nich. Tangentovou vŊtou vypoļ²t§me dalġ² ¼hel a tŚet² dopoļteme do ρψπЈ. Dalġ² zad§n² 

mŢģe bĨt takov®, kdy zn§me dva ¼hly a stranu proti jednomu z nich. Zde tangentovou vŊtou 

dopoļteme druhou stranu. 

S goniometrickĨmi funkcemi se mŢģeme tak® setkat pŚi vĨpoļtu obsahu troj¼heln²ku. 

Nejzn§mŊjġ² vzorec pro obsah troj¼heln²ka je souļin strany a vĨġky na tu stranu, dŊlen® 
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dvŊma. My vġak vĨġku nahrad²me stranou troj¼heln²ka vyn§sobenou sinem ¼hlu. ZnŊn² cel® 

vŊty je n§sleduj²c²: 

VŊta /ÂÓÁÈ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËÕȢ0ÒÏ ÏÂÓÁÈ ËÁĿÄïÈÏ ÔÒÏÊĭÈÅÌÎþËÕ !"# Ó ÖÎÉÔĠÎþÍÉ ĭÈÌÙ  

‌ȟ‍ȟ‎ Á ÓÔÒÁÎÁÍÉ ὥȟὦȟὧ ÐÌÁÔþȡ 

Ὓ
ὥϽὦϽÓÉÎ‎

ς
 
ὥϽὧϽÓÉÎ‍

ς

ὦϽὧϽÓÉÎ‌

ς
 Ȣ 

(Michal Zamboj, 2019) 

JinĨmi slovy, vģdy n§sob²me dvŊ strany a sinus ¼hlu jimi sevŚenĨ, pot® dŊl²me dvŊma. Na 

n§sleduj²c²m obr§zku mŢģeme vidŊt vyznaļenĨ jeden ze tŚ² pŚ²padŢ, konkr®tnŊ Ὓ
ϽϽ

ȡ 

 

Obr§zek 5: Troj¼heln²k 

2.3 Cyklometrick® funkce v pravo¼hl®m troj¼heln²ku 

Hodnota goniometrickĨch funkc² bylo vģdy nŊjak® ļ²slo. PodrobnŊji si vġechny 

hodnoty uk§ģeme v kapitole 3. Cyklometrick® funkce jsou funkce inverzn² funkc²m 

goniometrickĨm. Tyto funkce zav§d²me hlavnŊ proto, ģe jejich hodnota tentokr§t nen² pouh® 

ļ²slo, ale urļuj² n§m ¼hel, kterĨ pŚi vĨpoļtech hled§me. Zaļneme funkc² arkus sinus, kter§ 

se znaļ² ÁÒÃÓÉÎὼ a je funkc² inverzn² k funkci sinus. Tedy funkce ɻ ÁÒÃÓÉÎὼ urļuje ¼hel, 

pro kterĨ plat² ÓÉÎ‌ ὼ. NapŚ²klad chceme-li  zjistit ¼hel, pro kterĨ plat² ÓÉÎ‌ Ȣ 
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Provedeme inverzn² operaci, tedy ɻ ÁÒÃÓÉÎȢ Po dosazen² do kalkulaļky, kter§ n§m 

cyklometrick® funkce nab²z², dostaneme, ģe ɻ σπЈȢ 

Tento vztah plat² i pro vġechny ostatn² funkce. Arkus kosinus je funkce inverzn² 

k funkci kosinus a znaļ² se ÁÒÃÃÏÓὼ. D§le funkce arkus tangens, kterou znaļ²me ÁÒÃÔÇὼ a je 

funkc² inverzn² k funkci tangens. Analogicky pak funkce arkus kotangens, arkus sekans 

a arkus kosekans. 

Nyn² pŚejdeme k dalġ² kapitole, kter§ n§m odhal² dalġ² vlastnosti naġich funkc², ale 

pŚedevġ²m rozġ²Ś² jejich definice.  
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3 Zaveden² pomoc² jednotkov® kruģnice 

3.1 Goniometrick® funkce a jednotkov§ kruģnice 

Myġlenky a poznatky v t®to kapitole ļerp§m z knihy ĂMatematick§ analĨzañ od 

americk®ho matematika a profesora na Texask® univerzitŊ Leonarda Gillmana a Roberta 

McDowella. Zaveden² pomoc² pravo¼hl®ho troj¼heln²ka je velice uģiteļn® pro vĨpoļty ¼hlŢ, 

avġak m§ jedno velk® m²nus. Na zaļ§tku kapitoly 2 jsem zmiŔovala, ģe jelikoģ funkce 

zav§d²me na pravo¼hl®m troj¼heln²ku, omez²me se pouze na ¼hly z intervalu πЈȟωπЈȢ My 

vġak chceme definovat funkce pro libovoln® ¼hly, tedy nejenom vŊtġ² neģ prav®, ale tak® 

z§porn®. K tomuto rozġ²Śen² definice na vġechna re§ln§ ļ²sla n§m poslouģ² jednotkov§ 

kruģnice. Jednotkov§ kruģnice je kruģnice se stŚedem v poļ§tku soustavy souŚadnic 

a s polomŊrem 1. Takto zasazenou kruģnici do soustavy souŚadnic mŢģeme vidŊt na 

n§sleduj²c²m obr§zku: 

 

 

Obr§zek 6: Jednotkov§ kruģnice 
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K vyj§dŚen² ¼hlu n§m poslouģ² oblouk t®to kruģnice. A zde jiģ nast§v§ ta zmŊna. Na oblouku 

kruģnice totiģ lze vyj§dŚit libovolnĨ ¼hel. Đhly zaļneme mŊŚit od bodu A proti smŊru 

hodinovĨch ruļiļek aģ k bodu B, C, D a dostaneme se zpŊt do A. Celkov§ velikost kruģnice 

je σφπЈ, coģ je plnĨ ¼hel. Vznik§ ot§zka, proļ je plnĨ ¼hel σφπЈȩ Jeden z dŢvodŢ je jeho 

praktiļnost. Ļ²slo 360 je lehce dŊliteln® mnoha ļ²sly, takģe ļ§st kruhu lze snadno vyj§dŚit 

pomoc² celĨch ļ²sel. Dalġ²m historickĨm dŢvodem je to, ģe ρЈ byla dr§ha, kterou Slunce 

op²ġe pŚibliģnŊ za 1 den. 

My se vġak nemus²me omezit pouze na jeden obŊh po kruģnici. Z bodu A mŢģeme 

velikost ¼hlu mŊŚit d§l a d§l. MŢģete si to snadno pŚedstavit napŚ²klad, kdyģ nav²j²te dr§t, 

nebo strunu poŚ§d dokola. (Gillman a McDowell, 1980, s. 274)  

MŊŚen² ¼hlu jsme doposud dŊlali ve stupŔov® m²Śe. Nastal vġak ļas si pŚedstavit jinĨ 

zpŢsob, a to pomoc² radi§nŢ. Toto mŊŚen² se nazĨv§ obloukov§ m²ra. Radi§n je totiģ stŚedovĨ 

¼hel, kter®mu pŚ²sluġ² na kruģnici oblouk d®lky polomŊru. Jak jiģ z geometrie v²me, d®lka 

kruģnice s polomŊrem ὶ je ςʌὶ. Tedy d®lka kruģnice s polomŊrem ρ je ςʌ. Z toho vyplĨv§ 

vztah mezi stupni a radi§ny a to takovĨ, ģe σφπЈ je rovno ς“ radi§nŢ. Pomoc² tohoto vztahu 

jsme schopni snadno pŚev§dŊt stupnŊ na radi§ny a naopak. 

Na n§sleduj²c²m obr§zku (obr. 7) vid²me jednotkovou kruģnice, kde uģ m§me 

zaznamenan® vġechny stupnŊ a jejich ekvivalentn² vyj§dŚen² pomoc² radi§nŢ. Tento obr§zek 

n§m i poslouģ² k zaveden² goniometrickĨch funkc². Jak si mŢģete vġimnout, je na obr§zku 

zakreslen i pravo¼hlĨ troj¼heln²k. Sice si zde ukazujeme jin® zaveden² goniometrickĨch 

funkc², avġak vġechna zaveden² spolu souvis² a vģdy definuj² ¼plnŊ stejn® funkce.  

Pozn.: Co se tĨļe znaļen² goniometrickĨch a cyklometrickĨch funkc², uģ²v§m zde 

stejn® jako v pŚedchoz² kapitole. 
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Obr§zek 7: Sinus a kosinus na jednotkov® kruģnici 

Funkci sinus jsme definovali jako pomŊr d®lky strany protilehl® ku pŚeponŊ. Zde je 

vġak pŚeponou polomŊr jednotkov® kruģnice, tud²ģ 1. Pojmenujeme-li oblouk kruģnice ί, 

definujeme funkci sinus jako ÓÉÎί
Ü
. Sinus ¼hlu se tedy rovn§ protilehl® odvŊsnŊ 

v pravo¼hl®m troj¼heln²ku. Kdyģ vġak provedeme rovnobŊģku s touto odvŊsnou 

proch§zej²c² poļ§tkem soustavy souŚadnic, hodnoty funkce sinus jsou zn§zornŊny na ose ώ. 

Na obr§zku (obr. 7) mŢģete vidŊt z§kladn² hodnoty funkce sinus, kter® si zpravidla ģ§ci 

stŚedn²ch ġkol pamatuj² nazpamŊŠ a jsou schopni ke kaģd® hodnotŊ pŚiŚadit odpov²daj²c² 

¼hel. Takto definovanĨ sinus tedy vyj§dŚ²me pŚedpisem: 

ώ ÓÉÎίȟ     ËÄÅ ίɴ ᴙȢ 

Analogicky pro funkci kosinus. Tu definujeme jako d®lka strany pŚilehl® ku pŚeponŊ 

a stejnŊ jako u funkce sinus plat²: ÃÏÓί
Ġ Ü

Ȣ Hodnoty funkce kosinus jsou tak 

zobrazeny na ose ὼ. PŚedpis funkce kosinus je n§sleduj²c²: 
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ὼ ÃÏÓίȟ     ËÄÅ ίɴ ᴙȢ 

Na obr§zku (obr. 7) mŢģete vidŊt vyznaļenĨ ¼hel ‌ σπЈ, jehoģ hodnota pro funkci kosinus 

je 
Ѝ

 a pro funkci sinus . Osy ὼ a ώ n§m tak® rozdŊluj² soustavu souŚadnic na tzv. kvadranty. 

Prvn² kvadrant je oblouk vyznaļuj²c² ¼hly od πЈ do ωπЈ, dalġ² kvadranty jsou pak stejn® 

¼seky, jej²chģ poŚad² je proti smŊru hodinovĨch ruļiļek. Na prvn²m kvadrantu jsou obŊ 

funkce kladn®. Na druh®m kvadrantu je funkce sinus kladn§ a funkce kosinus z§porn§. 

V tŚet²m kvadrantu jsou pak obŊ funkce z§porn® a na ļtvrt®m je funkce kosinus kladn§ 

a funkce sinus z§porn§.  

PodobnŊ jako jsme definovali funkce sinus a kosinus, tak definujeme i funkce tangens 

a kotangens. Nejprve si uk§ģeme, kde na jednotkov® kruģnici tyto funkce nalezneme. Pro 

zobrazen² hodnot funkc² tangens a kotangens mus²me sestrojit rovnobŊģky s osami 

souŚadnic. PŚ²mka rovnobŊģn§ s osou ώ proch§zej²c² bodem ! ρȟπ (modr§ pŚ²mka viz 

obr. 8) n§m pŚedstavuje hodnoty funkce tangens. Naopak pŚ²mka rovnobŊģn§ s osou ὼ 

proch§zej²c² bodem " πȟρ (ļerven§ pŚ²mka viz obr. 8) ukazuje hodnoty kotangens. Na 

n§sleduj²c²m obr§zku (obr. 8) mŢģete vidŊt jednotkovou kruģnici a vyznaļenĨ ¼hel ‌ σπЈ, 

pro kterĨ je tangens roven 
Ѝ

 a kotangens ļ²slu Ѝσ.  

Nast§vaj² vġak dvŊ ot§zky. Co se stane, pokud bude ¼hel ‌ vŊtġ² neģ ωπЈ u tangensu 

a vŊtġ² neģ ρψπЈ u kotangensu? V takov®m pŚ²padŊ totiģ pŚ²mka neprotne rameno ¼hlu. 

OdpovŊŅ je jednoduch§. Vezmeme-li si napŚ²klad ¼hel ςρπЈ, pak polopŚ²mka vedouc² od 

poļ§tku soustavy souŚadnic do bodu vyznaļuj²c² danĨ ¼hel, neprotne modrou pŚ²mku, kter§ 

charakterizuje funkce tangens. V takov®m pŚ²padŊ, mus²me tuto polopŚ²mku prodlouģit na 

pŚ²mku a hodnota tangensu pro ¼hel ςρπЈ bude stejn§ jako pro ¼hel σπЈ. StejnŊ tak pro funkci 

kotangens. Tedy vġechny ¼hly, jejichģ rozd²l je 180 stupŔŢ, vyjadŚuj² stejnou hodnotu tŊchto 

funkc². 
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Obr§zek 8: Tangens a kotangens na jednotkov® kruģnici 

A jsou tyto funkce definovan® vġude? Z obr§zku (obr. 8) mŢģeme odpovŊŅ na tuto ot§zku 

vypozorovat. OdpovŊd² je, ģe nejsou. Funkce tangens nen² definovan§ pro ¼hel ωπЈ, pŚesnŊji 

pro kaģdĨ ¼hel ωπЈὯϽρψπЈ, kde Ὧ je cel® ļ²slo. V radi§nech pro kaģdĨ ¼hel  ὯϽʌ. 

Osa ώ totiģ nikdy pŚ²mku vyjadŚuj²c² hodnoty funkce tangens neprotne. Ze stejn®ho dŢvodu 

funkce kotangens nen² definovan§ pro kaģdĨ ¼hel ὯϽρψπЈ, kde Ὧ je cel® ļ²slo. V radi§nech 

pro kaģdĨ ¼hel ὯϽʌȢ Definiļn² obor funkc² tangens a kotangens tedy nejsou vġechna re§ln§ 

ļ²sla, ale bez vĨġe zm²nŊnĨch bodŢ.  
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Funkce zapisujeme n§sledovnŊ: 

ώ ÔÇὼȟ                 ÐÒÏ ὼ ɴ ᴙᶺ
ʌ

ς
ὯϽʌȟὯᶰᴚȟ 

ώ ÃÏÔÇὼȟ             ÐÒÏ ὼ ɴ ᴙᶺὯϽʌȟὯᶰᴚȢ 

Jak jsem jiģ zm²nila v druh® kapitole, funkce sekans a kosekans jsou pouze pŚevr§cen® 

hodnoty funkc² kosinus a sinus. A pr§vŊ z toho dŢvodu nemŢģeme pŚesnŊ urļit, kde se na 

jednotkov® kruģnici nach§zej². Avġak st§le jsme schopni jejich hodnoty urļit. Zde na 

obr§zku (obr. 9) mŢģeme vidŊt ļ§st jednotkov® kruģnice a v n² zakreslenĨ pravo¼hlĨ 

troj¼heln²k.  

 

Obr§zek 9: Sekans a kosekans na jednotkov® kruģnici 

PravĨ ¼hel sv²raj² strany ὼ a ώ a ¼hel ‌ je vyznaļen u poļ§tku soustavy souŚadnic. Funkce 

sinus je, jak jiģ v²me, rovna stranŊ ώ. Funkce kosekans je pŚevr§cen§ hodnota funkce sinus, 

tedy je rovna hodnotŊ ȟ kde pŚedpokl§d§me, ģe ώ nen² nula. Jej² pŚedpis zap²ġeme jako: 

ÃÓÃ‌
ρ

ώ
ȟ ËÄÅ ώᶰᴙᶺπȢ 
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ObdobnŊ pro funkci sekans. Definujeme ji jako pŚevr§cenou hodnotu funkce kosinus. 

Funkce kosinus je v troj¼heln²ku rovna stranŊ ὼ. Funkce sekans je tedy rovna hodnotŊ  

a pŚedpokl§d§me, ģe ὼ nen² nula. Jej² pŚedpis zap²ġeme jako: 

ÓÅÃ‌
ρ

ὼ
ȟ ËÄÅ ὼɴ ᴙᶺπȢ 

3.2 Cyklometrick® funkce 

Ve druh® kapitole jsme si pŚedstavili cyklometrick® funkce a jejich ¼lohu pro vĨpoļet 

¼hlŢ v pravo¼hl®m troj¼heln²ku. V t®to kapitole si je pŚedstav²me podrobnŊji. Pro zaveden² 

cyklometrickĨch funkc², tedy funkc² inverzn²ch, je potŚeba nejprve omezit definiļn² obor, ke 

kterĨm inverzn² funkci sestrojujeme. Ve ļtvrt® kapitole si uk§ģeme dŢleģitou vlastnost 

goniometrickĨch funkc² a to takovou, ģe tyto funkce nejsou prost®. A to je pr§vŊ hlavn²m 

probl®mem pŚi sestrojen² inverzn² funkce. Abychom mohli jakoukoli inverzn² funkci zav®st, 

mus² bĨt pŢvodn² funkce prost§ alespoŔ na nŊjak®m intervalu z definiļn²ho oboru. Tuto 

podm²nku pro vytvoŚen² jak®koliv inverzn² funkce n§m d§v§ samotn§ definice, kterou jsme 

si pŚedstavili v prvn² kapitole. 

Zaļneme funkc² arkus sinus, kter§ je inverzn² funkc² k funkci sinus. Definiļn² obor 

funkce sinus je roven vġem re§lnĨm ļ²slŢm. My mus²me tento definiļn² obor omezit 

napŚ²klad na interval ộ ȟỚ. Na tomto intervalu je totiģ funkce sinus prost§. Po tomto 

z¼ģen² definiļn²ho oboru zav§d²me funkci arkus sinus n§sledovnŊ: 

&ÕÎËÃÅ ÁÒËÕÓ ÓÉÎÕÓ ÓÅ ÚÎÁéþÁÒÃÓÉÎὼÁ ÊÅÊþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅȡ 

ώ ÁÒÃÓÉÎὼ ὼ ÓÉÎώȟ        ËÄÅ ώᶰộ ȟỚ. 

Funkce arkus kosinus je inverzn² k funkci kosinus. Definiļn² obor funkce kosinus je 

stejnŊ jako u sinu roven vġem re§lnĨm ļ²slŢm. Jej² definiļn² obor tentokr§t omez²me na 

interval πȟ“. Po tomto z¼ģen² definiļn²ho oboru zav§d²me funkci arkus kosinus 

n§sledovnŊ: 

&ÕÎËÃÅ ÁÒËÕÓ ËÏÓÉÎÕÓ ÚÎÁéþÁÒÃÓÉÎὼÁ ÊÅÊþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅȡ 

ώ ÁÒÃÃÏÓὼ ὼ ÃÏÓώȟ         ËÄÅ ώᶰộπȟʌỚȢ 
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D§le m§me funkci arkus tangens, kter§ je inverzn² k funkci tangens. Funkce tangens 

opŊt nen² prost§. MŢģeme ale zase omezit definiļn² obor funkce, na kter®m je funkce tangens 

prost§. Vybereme si interval ȟ . Po tomto z¼ģen² definiļn²ho oboru zav§d²me funkci 

arkus tangens n§sledovnŊ: 

&ÕÎËÃÅ ÁÒËÕÓ ÔÁÎÇÅÎÓ ÓÅ ÚÎÁéþÁÒÃÔÇὼÁ ÊÅÊþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅȡ 

ώ ÁÒÃÔÇ ὼ ὼ ÔÇώȟ         ËÄÅ ώɴ
“

ς
ȟ
“

ς
Ȣ 

Dalġ² cyklometrickou funkc² je funkce arkus kotangens, kter§ je inverzn² k funkci 

kotangens. Jelikoģ je funkce kotangens pŚevr§cenou hodnotou funkce tangens, tak stejnŊ 

jako vġechny pŚedeġl® funkce nen² prost§. Omez²me tedy jej² definiļn² obor na interval 

ộπȟ“ỚȢ Po tomto z¼ģen² definiļn²ho oboru zav§d²me funkci arkus kotangens n§sledovnŊ: 

&ÕÎËÃÅ ÁÒËÕÓ ËÏÔÁÎÇÅÎÓ ÓÅ ÚÎÁéþÁÒÃÃÏÔÇὼÁ ÊÅÊþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅȡ 

ώ ÁÒÃÃÏÔÇ ὼ ὼ ÃÏÔÇώȟ        ËÄÅ ώᶰ πȟʌȢ 

Posledn² dvŊ funkce arkus sekans a arkus kosekans jsou inverzn² funkc²m sekans 

a kosekans. Omez²me-li definiļn² obor funkce sekans na interval ἂπȟ ᷾ ,ʌἃ a funkce 

kosekans na interval ȟπ᷾ π, , pak definujeme jejich inverzn² funkce n§sledovnŊ: 

&ÕÎËÃÅ ÁÒËÕÓ ÓÅËÁÎÓ ÓÅ ÚÎÁéþÁÒÃÓÅÃὼÁ ÊÅÊþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅȡ 

ώ ÁÒÃÓÅÃὼ ὼ ÓÅÃώȟ          ËÄÅ ώᶰἂπȟ ᷾ ,ʌἃ . 

&ÕÎËÃÅ ÁÒËÕÓ ËÏÓÅËÁÎÓ ÓÅ ÚÎÁéþÁÒÃÃÓÃὼÁ ÊÅÊþ ÐĠÅÄÐÉÓ ÊÅȡ 

ώ ÁÒÃÃÓÃὼ ὼ ÃÓÃώȟ          ËÄÅ ώᶰ ȟπ᷾ π, . 
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4 Vlastnosti goniometrickĨch funkc². 

V t®to kapitole si uk§ģeme nŊkter® dŢleģit® vlastnosti goniometrickĨch funkc². 

Vġechny poznatky, myġlenky a definice v t®to kapitole ļerp§m z knihy ĂMatematika s 

nadhledem: od prv§ku k maturitŊñ od Pavla Tlust®ho a Evy Pomykalov®. 

4.1 Funkce sinus a kosinus. 

Funkce sinus a kosinus jsou si vlastnostmi natolik podobn®, ģe je dobr® vyġetŚovat je 

spolu. PŚi zkoum§n² vlastnost² budeme vych§zet z Ăpohybuñ urļit®ho bodu po jednotkov® 

kruģnici. Jak jiģ v²me, bod mŢģe takto obŊhnout kruģnici nŊkolikr§t, avġak hodnoty funkc² 

po dalġ²m takov®m obŊhu jsou stejn®. Pr§vŊ proto jsou definiļn²m oborem funkce sinus 

a kosinus vġechna re§ln§ ļ²sla.  

Protoģe hodnoty sinu a kosinu jsou souŚadnice bodu pohybuj²c² se po kruģnice, mus² 

platit: ρ ÓÉÎὼ ρȟ  ρ ÃÏÓὼ ρȢ Tedy obor hodnot tŊchto funkc² je interval 

ộρȟρỚȢ Z toho vyplĨv§, ģe obŊ funkce jsou omezen®. 

Hodnoty funkc² ÓÉÎὼ a ÃÏÓὼ pro nejļastŊji uģ²van® ¼hly shrnuje n§sleduj²c² tabulka 

(tab. 1): 

x 0 
      

sin x 0 ρ

ς
 

Ѝς

ς
 

Ѝσ

ς
 

1 0 -1 

cos x 1 Ѝσ

ς
 

Ѝς

ς
 

ρ

ς
 0 -1 0 

Tabulka 1: Hodnoty funkce sinus a kosinus 

Dalġ² dŢleģitou vlastnost² je periodicita funkce. Funkci Ὢ nazveme periodickou, pokud 

existuje kladn® re§ln® ļ²slo Ὠ takov®, ģe pro vġechna ὼɴ ὈὪ je ὼ ὨᶰὈὪ a plat²: 

Ὢὼ Ὢὼ Ὠ. Nejmenġ² takov® Ὠ se nazĨv§ periodou funkce. Jelikoģ d®lka jednotkov® 

kruģnice je ςʌ, funkce jsou periodick® s periodou ςʌ.  
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Dalġ² zkoumanou vlastnost² jsou extr®my funkce. VyġetŚujeme, v jak®m bodŊ funkce 

nabĨv§ maxima a minima, nebo zda vŢbec funkce extr®my m§. řekneme, ģe funkce Ὢ m§ 

v bodŊ ί maximum, jestliģe pro vġechna ὼɴ ὈὪ plat²: Ὢὼ Ὢί. Naopak Śekneme, ģe 

funkce Ὢ m§ v bodŊ ὸ minimum, jestliģe pro vġechna ὼɴ ὈὪ plat²: Ὢὼ Ὢὸ. Funkce 

ÓÉÎὼ, ὼɴ ἂπȟςʌ nabĨv§ maxima, tj. hodnoty 1, v bodŊ   a minima, tj. hodnoty ρ v bodŊ 

. Funkce ÃÏÓὼ, ὼɴ ἂπȟςʌ nabĨv§ maxina, tj. hodnoty 1, v bodŊ  π a minima, tj. hodnoty 

ρ v bodŊ ʌ. 

Znam®nka funkc² jsem jiģ zm²nila u zaveden² pomoc² jednotkov® kruģnice, kde n§m 

znam®nka funkc² urļovaly kvadranty kruģnice. StejnŊ tak n§m vġechny moģnosti znam®nek 

pro intervaly ¼hlŢ ukazuje n§sleduj²c² tabulka (tab. 2): 

 ●ᶰ ȟ  ●ᶰ ȟ  ●ᶰ ȟ  ●ᶰ ȟ  

sin x     

cos x     

Tabulka 2: Znam®nka sinu a kosinu 

Funkce sinus nabĨv§ nuly pro ὼ ὯϽʌ, ὯᶰᴚȢ Funkce kosinus nabĨv§ nuly pro vġechny 

body ὼ ὯϽʌ, Ὧᶰᴚ. 

Monotonie je vlastnost, oznaļuj²c², zda je funkce v bodŊ, ļi na dan®m intervalu 

monot·nn², tzn. zda je konstantn², rostouc², klesaj²c², nerostouc², ļi neklesaj²c². Tato 

vlastnost je dŢleģit§ pŚi tvoŚen² grafu funkce. Funkce Ὢ se nazĨv§ rostouc², resp. neklesaj²c², 

[klesaj²c², resp. nerostouc²] na nŊjak®m intervalu Ὅ z definiļn²ho oboru funkce, pokud pro 

vġechna ὼȟὼᶰὍȟὼ ὼ plat²: Ὢὼ Ὢὼ , resp. Ὢὼ Ὢὼ , [Ὢὼ Ὢὼ , 

resp. Ὢὼ Ὢὼ ]. Pokud ὼɴ πȟ , tak s rostouc²m ὼ se zvŊtġuje ώ-ov§ souŚadnice 

bodu pohybuj²c²m se po kruģnici a naopak ὼ-ov§ souŚadnice tohoto bodu se zmenġuje. 
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Tedy pro ὼɴ πȟ  je funkce ÓÉÎὼ rostouc², zat²mco funkce ÃÏÓὼ je klesaj²c². Analogicky 

vyġetŚ²me monotonii i ve zbĨvaj²c²ch intervalech a dostaneme (tab. 3): 

 ●ᶰ ȟ  ●ᶰ ȟ  ●ᶰ ȟ  ●ᶰ ȟ  

sin x rostouc² klesaj²c² klesaj²c² rostouc² 

cos x klesaj²c² klesaj²c² rostouc² rostouc² 

Tabulka 3: Monotonie sinu a kosinu 

D§le u vġech funkc² lze zjistit, zda je funkce sud§, nebo lich§, nebo zda nen² ani jedno. 

Tuto vlastnost souhrnnŊ nazĨv§me parita. Funkce Ὢ se nazĨv§ sud§ funkce, pokud pro kaģd® 

ὼɴ ὈὪ je tak® ὼɴ ὈὪ a plat²: Ὢὼ Ὢ ὼ. Na grafu lze poznat sudou funkci tak, 

ģe je osovŊ soumŊrn§ podle osy ώ. Naopak funkce Ὢ se nazĨv§ lich§ funkce, pokud pro kaģd® 

ὼɴ ὈὪ je tak® ὼɴ ὈὪ a plat²: Ὢὼ Ὢ ὼ. Funkce lich§ m§ graf stŚedovŊ 

soumŊrnĨ podle poļ§tku soustavy souŚadnic. Na n§sleduj²c²m obr§zku (obr. 10) je 

naznaļena parita funkce sinus. Jak jiģ v²me, funkci sinus n§m na jednotkov® kruģnici 

pŚedstavuje souŚadnicov§ osa ώ. Pro libovolnĨ ¼hel ὼ jsou ¼seļky ὃὄ a ὃὄ stejnŊ dlouh®, 

ale ώ-ov® souŚadnice bodŢ ὄ a ὄ maj² navz§jem opaļn§ znam®nka. Tedy plat²: 

ÓÉÎὼ ÓÉÎὼȢ 

Funkce sinus je lich§ funkce.  
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Obr§zek 10: Parita funkce sinus 

StejnŊ tak parita funkce kosinus je zobrazena na (obr. 11). Na jednotkov® kruģnici n§m 

pŚedstavuje funkci kosinus souŚadnicov§ osa ὼ. Pro libovolnĨ ¼hel ὼ jsou ὼ-ov® souŚadnice 

bodŢ ὄ a ὄ stejn® a tedy plat²: 

ÃÏÓὼ ÃÏÓὼȢ 

Funkce kosinus je sud§ funkce. 

 

Obr§zek 11: Parita funkce kosinus 

Jak jsme si Śekli jiģ pŚi zav§dŊn² inverzn²ch funkc², funkce sinus a kosinus nejsou 

prost®. Neboli pro vġechna ὼȟὼᶰὈὪ neplat²: Je-li ὼ ὼ, pak Ὢὼ Ὢὼ Ȣ 

Nyn² pŚejdeme k vytvoŚen² grafu funkce sinus. Nejprve se omez²me na interval ộπȟςʌỚ 

a vyuģijeme k sestrojen² jednotkovou kruģnici. Klasicky na jednotkov® kruģnici vyznaļ²me 
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hodnoty ὼ a jim odpov²daj²c² hodnoty ÓÉÎὼ. Graf funkce sinus dostaneme tak, ģe vyznaļ²me 

body o souŚadnic²ch ὼȟÓÉÎὼ v soustavŊ souŚadnic a n§slednŊ je spoj²me do jedn® kŚivky. 

(viz obr. 12) 

 

Obr§zek 12: Graf funkce sinus pro ὼɴ ộπȟς“Ớ 

Jelikoģ je funkce sinus periodick§ s periodou ςʌ, bude m²t kŚivka tento st§lĨ tvar a pot§hne 

se z m²nus nekoneļna aģ do plus nekoneļna. KŚivku charakterizuj²c² funkci sinus nazĨv§me 

sinusoida a je zobrazena na n§sleduj²c²m obr§zku (obr. 13): 

 

Obr§zek 13: Sinusoida 

U funkce kosinus postupujeme stejnŊ jako u funkce sinus. Definiļn² obor omez²me 

interval na ộπȟςʌỚ, protoģe to odpov²d§ d®lce kruģnice. Graf funkce kosinus pot® dostaneme 

podobnŊ jako u funkce sinus, tedy vyznaļen²m bodŢ o souŚadnic²ch ὼȟÃÏÓὼ do soustavy 

souŚadnic. (viz obr. 14) 
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Obr§zek 14: Graf funkce kosinus pro ὼɴ ộπȟςʌỚ 

Funkce kosinus je periodick§ s nejmenġ² periodou ςʌ, takģe kŚivka m§ n§sleduj²c² tvar. (viz 

obr. 15) KŚivku charakterizuj²c² funkci kosinus nazĨv§me kosinusoida. 

 

Obr§zek 15: Kosinusoida 

Na zaļ§tku kapitoly jsem zm²nila, ģe funkce sinus a kosinus spolu souvis². Jejich 

hodnoty se totiģ liġ² jen o ¼hel . To se samozŚejmŊ projev² i na jejich grafech, jak jsme si 

mohli vġimnout vĨġe. Sinusoida vznikne posunut²m kosinusoidy po ose x a naopak. Na 

n§sleduj²c²m obr§zku (obr. 16) mŢģeme vidŊt zakreslenou sinusoidu a kosinusoidu do jedn® 

soustavy souŚadnic: 


























































































