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ABSTRAKT

Prace se zabyva strategickou teorii her a obsahuje teoretickou a praktickou ¢ast v podobé¢
sbirky uloh. Cilem je poskytnout zakladni informace tykajici se této matematické discipliny
a sepsat ulohy, které mohou pouzit stiedoskolsti ucitelé. V ndvaznosti na tvod je pro lepsi
orientaci v problematice ve stru¢nosti popsdna historie, zdkladni pojmy a klasifikace této
matematické discipliny. Dale je teoreticka cast rozdélena na antagonistické a
neantagonistické hry, v nichz je Ctenaf sezndmen mj. i s feSenim ilustracnich uloh. Poté
nasleduji kooperativni hry a nakonec hry evolucni. V teoretické¢ Casti se nachazi fada
prikladt evoluc¢ni teorie her, ktera ma za cil Ctenafi pfiblizit dané pojmy a uzite¢nost této
discipliny. Prakticka ¢ast obsahuje ulohy rozdélené do dil¢ich kapitol a sefazené po
jednotlivych tématech tak, jak jsou vysvétleny v teoretické ¢asti. Ke kazdé uloze je zvlast
napsan jeji cil a jeji feSeni. Prace miize byt pouzita jako pomocny text pro stiedoskolské

ucitele pfi vyuce ¢i jako material pro zéky stfedni skoly.

KLiCOVA SLOVA
teorie her, hra v normalnim tvaru, Nashovo ekvilibrium, véznovo dilema, evolu¢né stabilni

strategie



ABSTRACT

This thesis deals with strategic game theory and contains both theoretical and practical part.
The aim is to provide basic information about this mathematical discipline and to make a
corresponding collection of problems that can be used by secondary school teachers. In the
introduction, the history, basic concepts and classification of this mathematical discipline
are briefly described for better orientation in the issue. Furthermore, the theoretical part is
divided into matrix and bi-matrix games, in which the reader is acquainted, among other
things, with the solution of illustrative problems. Then continue cooperative and
evolutionary games. In the theoretical part there is a number of examples of evolutionary
game theory, which is meant to explain the concepts and demonstrate the usefulness of game
theory. The practical part contains problems divided into sub-chapters and arranged by
individual topics as explained in the theoretical part. For each task, its goal and solution are
written. The work can be used as a text for high school teachers, or as a material for high

school students.

KEYWORDS
game theory, normal-form game, Nash equilibrium, Prisoner's dilemma, Evolutionary stable

strategy
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Uvod

K roku 2022 ziskalo jiz 17 teoretiki her Nobelovu cenu za ekonomii, z toho 15 za poslednich
30 let. Uplatnéni a aktudlnost této matematické discipliny je patrnd. Jsem tedy presvédcen,
ze by zaci sttednich Skol (pfedevSim potom gymnazii a stiednich Skol s ekonomickym
zameienim) ze zékladnich znalosti teorie her profitovali a domnivam se, ze je vhodné jejimi
poznatky obohatit tradi¢ni hodiny matematiky ¢i je pouzit ve stiedoskolskych seminafich.
Prace si tedy klade za cil shrnout zédkladni pojmy a principy teorie her a poskytnout sbirku
autorskych uloh.

V teoretické ¢asti jsem se hodné inspiroval knihou Teorie her a jeji aplikace od M. Manase.
Podle néj jsem zvolil, které terminy do prace zatadit a v jakém potadi je vysvétlit. Teoreticka
¢ast mj. obsahuje ilustracni ptiklady s podrobné sepsanym fesenim. Piiklady je mnohdy
mozné fesit riznymi zptisoby. Snazil jsem se vzdy uvést ten nejjednodussi z nich. Vyjimka
nastala u dvou ptikladi. Ptiklad 5 obsahuje i grafické feSeni a feSeni Ptikladu 10 je popsano
dvéma riznymi zpusoby.

Praci jsem se pro jeji didaktické ucely rozhodl obohatit o evolu¢ni teorii her, nebot” prave
tato disciplina obsahuje ndzorné piiklady ze zivota zvirat, u kterych jsem piesvédcen, ze
samotnou teorii her zna¢né ozivuji a ucitelé je mohou zatadit do vyuky. Vice takovych
ptikladl je vysvétleno v samostatné kapitole Evolucni teorie her. Ta nebyla soucasti zadani
této prace, jeji aplikace ale povaZzuji za krasné a z tohoto diivodu jsem se rozhodl ji v praci
zahrnout. Uc¢itelé mohou tuto kapitolu bez ijmy pieskocit.

Na teoretickou ¢ast navazuje prakticka ¢ast. Ta je rozdélena do tii kapitol. Prvni obsahuje
jednoduché ulohy ové&fujici znalost pojmi. Druhd kapitola se zaméfuje na praci
s maticovymi hrami a tfeti kapitola na dvojmaticové hry. Naroc¢nost tloh ve sbirce po
tématech stoupd. Nékteré tillohy by Zaci méli zvladnout 1 bez znalosti textu z teoretické ¢asti,
jiné vyzaduiji alespon zékladni znalost pojmii a zptisobti fedeni. Ulohy Ize &asto fesit riznymi
zpusoby, musi ale vést ke stejnému vysledku. Spravnost feSeni lze ovéfit porovnanim

s vysledkem dané tlohy.
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1 Teoreticka ¢ast

1.1 Uvod

Cim se tedy teorie her zabyva? Teorie her je matematické disciplina popisujici rozhodovaci
situace, ve kterych vystupuji hraci a ¢ini rozhodnuti nejcastéji na zakladé svého nejlepSiho
usudku. Takové situace byvaji velmi slozité, proto si teorie her vzala za cil predevsim
zjednoduseni téchto situaci, jejich matematicky popis a poskytnuti nastroji na formulovani
spravné strategie, kterd vede k maximalizaci zisku (resp. minimalizaci ztraty) jednotlivych
hraca.

Pojem ,,rozhodovaci situace* je velmi obsahly, cozZ je jeden z divodl, pro¢ se teorie her
uplatituje v mnoha riiznych oborech. Zejména pak v ekonomice, politologii, sociologii,

psychologii, biologii (evolué¢ni teorie her), zemédélstvi, armade apod.

1.1.1 Historie

Teorie her vznikla jako samostatna matematicka disciplina az roku 1944, kdyz matematik
John von Neumann a ekonom Oskar Morgenstern spoleéné publikovali knihu Theory of
Games and Economic Behavior slouzici k nalezeni feSeni deskovych her. [19] Tomu ale
ptedchazel dlouhy vyvoj, zpocatku inspirovan predevsim hazardnimi hrami. Prvni dtlezity
milnik nastal uz v 17. stoleti, kdyz si spisovatel Antoine Gombaud, také znamy jako rytit de
M¢éré, nedokazal vysvétlit, pro¢ se mu nedaii vyhravat penize ve dvou hazardnich hrach,
jenZ sam vytvoril a obratil se s timto nezdarem na svého pfitele, znamého matematika Blaise
Pascala. Ten spravné feSeni v roce 1654 konzultoval se svym pfitelem Pierrem de Fermatem
ve svych dopisech a tato korespondence dala zdklad moderni teorii pravdépodobnosti. [19]
Vroce 1713 popsal James Waldegrave ve spolupraci s N. Bernoullim a P. R. de
Montemortem prvni zndmou smiSenou (pravdépodobnostni) strategii ve hie dvou hraci
zvané Le Her [19], kterd méla za ukol maximalizovat pravdépodobnost hraova vitézstvi bez
ohledu na to, jakou strategii zvoli oponent. Spravné feSeni této hry je nalezeno a popséno az
v roce 1934 statistikem R. A. Fisherem. [9]

Pozdé&ji, v roce 1738, prednesl Daniel Bernoulli tzv. Petrohradsky paradox, pomoci né¢hoz
napadl hodnoceni hry podle stfedni hodnoty finan¢niho zisku. Roku 1838 vydal Antoine

Augustin Cournot Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses.



V jedné z kapitol popisuje Cournot ve svém modelu duopolu koncept velmi blizky Nashovu
ekvilibriu, které bylo pojmenovano o vice nez 100 let pozdéji. [9]

V roce 1930 uplatnil sir R. A. Fisher nastroje teorie her v kombinaci s biologii a teorii
ptirozeného vybéru, kdyz se pokousel popsat evoluci poméru pohlavi zivo¢isnych druhd.
Roku 1961 na né€j navazal R. Lewontin, ktery jako prvni propojil teorii her a evolucni teorii
her. Podle n¢j Zivoc¢isné druhy hrali tzv. hru proti prirode a hledali strategie na minimalizaci
pravdépodobnosti vyhynuti. [25, str. 2]

Dal§im prakopnikem teorie her byl francouzsky matematik Emile Borel. Ten publikoval
hned né¢kolik ¢lankl o pokeru [19]. V roce 1921 zavedl pojem metoda hry odpovidajici
dne$nimu pojmu ryzi strategie a pokusil se o prvni moderni matematizaci pojmu strategicka
hra. Tento pojem zavedl o 7 let pozd&ji matematik John von Neumann, jehoZ nyni
povazujeme za zakladatele teorie her. [9]

Kromé jiz zminéné publikace, jez dala teorii her své jméno, stoji za zminku piedevsim jeho
dikaz véty o minimaxu, znamé také jako zakladni véta teorie maticovych her. [16, str. 11]
Velky vliv na posun teorie her méla vyzkumna instituce RAND Corporation (jeji €len byl
mj. 1J. von Neumann) pracujici pro Letectvo Spojenych stati americkych. [19] Na zacatku
roku 1950 pro ni zrealizovali matematici Melvin Dresher a Merrill Flood experiment, ktery
dal vznik hie dnes znamé jako Veézinovo dilema. Experiment mél za cil popsat redlnou situaci
dvou velmoci vlastnicich jaderné zbrané a pfedejit hrozicimu nebezpeci. [13]

V 50. a 60. letech 20. stoleti se zacala uplatitovat teorie her v kasinech! (napt. ve hie
blackjack) a dodnes ji pouzivaji nékteti hraci pokeru (napt. matematik Edward O. Thorp
nebo Chris “Jesus” Ferguson, jeden z nejlepSich pokerovych hract pysnici se doktoratem
z pocitacovych véd). [19]

ekvilibrium je pojmenovan po matematikovi Johnu F. Nashovi. Za piinos k
nekooperativni teorii her mu v roce 1994 byla spole¢né s Reinhardem Seltenem a Johnem
C. Harsanyim udélena Nobelova cena za ekonomii, v roce 2015 i Abelova cena za préci na
parcialnich diferencialnich rovnicich, ¢imz se stal jedinym ¢lov€kem, ktery ziskal ob¢ tato

ocenéni, a roku 2001 byl o ném natoCen Zivotopisny oscarovy film Cistd duse. Jednim z

! Jednim z prvnich byl zaméstnanec RAND Corporation Jess Marcum, ktery je povaZovan za prikopnika
pocitani karet. [19]



dalsich laureati Nobelovy ceny je americky ekonom Thomas Schelling (autor tzv.
ohniskového bodu), ktery ji dostal spolecné s Robertem J. Aumannem v roce 2005. [19]

V roce 1982 publikoval biolog John M. Smith knihu Evolution and the Theory of Games
[25] (Cesky doslova Evoluce a teorie her), ve které shrnul aplikace teorie her v evoluéni
biologii a popsal novy koncept zvany evolucne stabilni strategie. Ptedchiidcem tohoto
konceptu je tzv. unbeatable strategy (Cesky doslova neporazitelna strategie), kterou zveiejnil
uz o 15 let diive W. D. Hamilton [25, str. 23].

Z ceskych a slovenskych publikaci stoji za zminku knihy Teoria hier od F. Turnovce a M.
Chobota, Teorie her a optimalni rozhodovani a Teorie her a jeji aplikace od M. Manase [16]

¢1 Pokrocila teorie her ve svete kolem nas od Martina Chvoje [10].
1.1.2 Zakladni pojmy

Hra

Hrou pro nas bude libovoln4 konfliktni situace. Slovo ,,konfliktni* nemusi nutné implikovat,
ze zajmy hraca jsou protichidné (takové konflikty bychom oznacili za ,,antagonistické®).
Jedna se spise o libovolny stiet vicero hract, jejichz jednani ovlivituje vysledek této situace.
Na konci bakalédiské prace uvadim kooperativni typ her, ve kterém hraci zpravidla

spolupracuji.

Hrac¢
Hra¢em nazveme ucastnika hry (n€kdy téZ nazyvaného ,agent”), ktery muze svymi
rozhodnutimi ovlivnit kone¢ny vysledek hry. [16, str. 15] MuzZe se jednat napt. o ¢loveka,

firmu, Zivocicha, pfirodni jev atd.

Prostor strategii
Mnozina, kterd je jednoznacné ptifazena ke kazdému hraci. Jinymi slovy je to soubor vSech

povolenych tahti hra¢e. Prostor strategii hrace i oznacime S;.

10



Strategie
Strategii’ nazveme konkrétni rozhodnuti hrace volené z prostoru strategii. Zvolenou strategii
hrace i budeme znacit S]-‘ a zapisovat do n-tice vSech zvolenych strategii s = (s1,s2,...,s™),

kterou nazyvame profil strategii. [ 16, str. 15] Délime ji na ryzi a smiSenou.

Vyplata

Vyplatou oznac¢ime ¢iselné vyjadieny vysledek prifazeny hraci zavisejici na zvolené strategii
kazdého z hracn. Cisla pak odpovidaji jejich preferencim. Plati, Ze strategii vedouci
k vysledku, ktery hra¢ preferuje vice, vyjadiujeme vétsi hodnotou a naopak. Je-li vyplata

daného hrace kladné, hovotime o zisku, je-li zdporna, hovotime o ztratg. [9]

1.1.3 Matematizace realného svéta

Hlavnim uplatnénim teorie her je poskytnuti ndstroji pro nalezeni optimalni strategie
vedouci k maximalizaci zisku ¢i minimalizaci ztraty. Tedy postup, kterym dany hrac
dosahne nejlepsiho vysledku. K tomu ale potfebujeme byt schopni ohodnotit konfliktni
situace a prepsat komplexni situace z redlné¢ho zivota do svéta matematiky. Takovy piepis
byva problematicky zejména ztoho divodu, ze vyhodnocovani prospéchu je ryze
subjektivni a zalezi na tom, jak danou hru vnimaji jednotlivi hraci.

Miize se kuptikladu stat, Ze zlod¢ji ukradnou ménécenny obraz, nebot’ znaméjsi obrazy
byvaji i ptes svou vyssi cenu neprodejné na ¢erném trhu. Cena takového obrazu muize byt
tedy méné podstatnd nez Sance na prodej a nebylo by tedy vhodné zahrnout do rozhodovani
pouze prestiz obrazi.?

Vys$e zminéné problémy fesi 1 vyhledavace na internetu. Naptiklad spolecnost Google musi
byt schopna spravné vyhodnotit webové stranky pro zefektivnéni vyhledavani. ,, Pokud na
stranku odkazuji jiné prominentni weby zabyvajici se danym tématem, je to signal, Ze stranka
obsahuje kvalitni informace. “ [8] Google tedy kazdé¢ webové strance ptifazuje specifickou
hodnotu, kde jednim z faktort je prave pocet kvalitnich webtu odkazujicich na tuto stranku,

a pfi uzivatelském vyhledavani sefazuje webové stranky v zavislosti na této hodnoté.

2 Pojem strategie budu pouzivat i v tradiénim vyznamu jako hra¢iv plan. Prvek mnoZiny S; pozd&ji bude
definovan jako ryzi strategie.

3 Velmi prekvapivé bylo zjisténi, Ze zlod&ji neukradli obraz Unos Europy malife Tiziana, ktery byl popsan jako
jeden z nejlepSich v Americe. Pielozeno z [3].
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My budeme postupovat podobnym zptisobem. Abychom je nemuseli rozepisovat ve stylu
,Adam si ceni vyletu do Chorvatska vice nez vyletu na Moravu, ale méné nez zazitkového
pobytu v Karibiku, budeme pracovat s vyplatami hracli, coz ndm usnadni praci
s riiznorodosti preferenci a pfibliZi redlny svét matematice.

Pro zjednoduseni rozhodovani, kam letét na dovolenou, by si Adam mohl sestavit zebficek
preferenci, ve kterém by podle svého uvazeni sefadil jednotlivé destinace a kazdé z nich
ptitadil ¢islo vyjadiujici jeho touhu tuto zemi navstivit. Reknéme, Ze vylet do Chorvatska
ohodnotil ¢islem 2, vylet na Moravu 1 a zazitkovy pobyt v Karibiku 3.

Vsimnéme si, ze u kazdé destinace uvedl kladné ¢islo. Jedna se tedy o zemé, kam by se rad
podival. Zaroven je vidét, ze do Karibiku by se podival radéji nez do Chorvatska. Nulou
muzeme zcela intuitivné v tomto piipadé popsat stav, kdy se Adam rozhodne neletét vitbec
nikam a zédpornymi Cisly miizeme ohodnotit to, kam se Adamovi v tomto rozhodovani kde

stravit dovolenou nechce. Pro lepsi pfedstavu miizeme sestavit nasledujici tabulku.

Destinace Vyplata

Rusko -2
zadna 0
Morava 1
Chorvatsko 2
Karibik 3

Tabulka I — Adamovy preference
Tato ¢isla pfifazend k destinacim mtizeme povazovat za Adamovy vyplaty. Tento pojem je
obecné uzivan v literatufe teorie her. MliZe byt ale v nékterych situacich zavadéjici. Budu
tedy casto v souvislosti s vyplatami pouZivat pojem ,uzitek”. (Dal§i divod pro toto
rozhodnuti uvadim v kapitole o stfedni hodnoté finanéniho zisku.) Nyni by se nam hodilo
vytvoftit zplisob, ktery by automaticky Adamovi pfifadil danou vyplatu na zakladé zvolené

destinace. S tim ndm pomuzZe nasledujici pojem.

Vyplatni funkce
Vyplatni funkci nazveme funkci, ktera pfifazuje danému hraci vyplatu na zaklad€ zvolenych

strategiich vSech hracu. Vyplatni funkci hrace i budeme znacit u; (s), kde s je profil strategii.
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Lisi se v zavislosti na zvolenych strategiich vSech hraci. Jsou to tedy funkce definovany na
kartézském soucinu S§; X S, X ... X S, [16, str. 16]

Dulezité je poznamenat, ze rizni hra¢i mohou za stejnou strategii ziskat jinou vyplatu, nebot’
uzitek je zcela subjektivni.* I kdyby za stejnou praci byli vSichni ohodnoceni stejnym
zpusobem, kazdy si takové Castky bude cenit jinak. Pro ¢loveéka bez penéz Casto mivaji

penize vétsi hodnotu.

1.1.4 Principy v BP

V celé praci budeme pracovat s urCitymi principy, které, pokud nebude uvedeno jinak,
ve hrach ptfedpokladdme. Kromé konec¢nosti her, hrdc¢l a prostoru strategii budeme
ptedpokladat, ze jsou hraci (vyjma ndhodnych mechanismi) raciondlni. V naSem prostiedi
racionalita znamend konzistentnost a snaha o maximalizaci uzitku nezavisle na velikosti
uzitku ostatnich hracl. Znamena to také, ze se takovy hra¢ rozhodne pro spolupraci, hraje-li
hru vice hracli a je mozné a pro néj vyhodné spolupracovat. Jinymi slovy neuvazujeme
napiiklad takovy typ hrace, kterého bychom oznacili za pomstychtivého, tedy hrace, ktery
by upiednostnil tjmu ¢i ztratu jiného z hracu pred svym ziskem.

V tulohach také predpokladame, ze kazdy hra¢ vi, ze se ostatni hrac¢i budou rozhodovat
racionalné, ze kazdy hrac¢ vi, Ze ostatni hraéi veédi, ze se kazdy hrd¢ bude rozhodovat
racionalné atd. Rikame, Ze racionalita je obecnou znalosti. Déle budeme predpokladat, Ze
vSichni hra¢i maji uplné informace. Znaji tedy pocet hraca, jejich mozné strategie a vyplaty.

Racionalita hraca

o Racionalni hrd¢ — Hra¢ konajici strategické rozhodnuti s imyslem
maximalizovat sviyj zisk.
o P-racionalni hra¢ — Rozhoduje se raciondlné€ s pravdépodobnosti p € (0,1).

o Nahodny mechanismus — Typ hrace, ktery neprosazuje své zajmy (napf. ptiroda).

Hra proti prirodé
V zavislosti na racionalité hracli potom rozliSujeme specidlni ptipady her, kterym fikdme
hry proti prirode. Ta si neni védoma hracova rozhodnuti a je k nému lhostejna, miizeme ji

tedy povazovat za iraciondlniho hraCe. Takto nazyvame hru 1 raciondlniho hrace a 1

4 Jednd se o tzv. asymetrické hry.
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iracionalniho hrace. Napft. clovek rozhodujici se, zda vecer zatopi v kamnech ¢i nikoli na
zéklad¢ venkovni teploty. Pokud zna racionalni hra¢ prostor strategii iracionalniho hrace,
pak hru nazyvame rozhodovéani pfi riziku. Pokud jeho prostor strategii nezna, fikame, ze se

jedné o rozhodovani pii nejistoté. [10, str. 19]

1.1.5 Klasifikace teorie her

I pfes svou novotu je teorie her obsdhld matematicka disciplina a jednotlivé hry se Casto
rozde¢luji do riznych skupin. Pro snazsi orientaci v problematice zde uvedu jednu z moznych
klasifikaci a strucné vysvétleni zakladnich odliSnosti. Nejedna se o uplné a ani jediné

rozd¢leni. Nasledujici klasifikace vychazi z literatur [10] a [16].

e Pocet hraca
o Hra dvou hraca
o Hra vice’ hrach
¢ Rozdilnost roli hrac¢ia
o Symetricka hra — Hra¢i maji stejné role a vybiraji tedy strategii (napt. bojuj/utec)
ze stejného prostoru strategii. Pii vymeéné zvolené strategie s jinym hracem
dochazi k prohozeni vyplaty.
o Asymetrickd hra — Hra¢i maji rozdilné role (napf. muZ/Zena nebo
vlastnik/vetielec) a v&di, kterou z roli hraji. [25, str. 94]
e Soucet vyplat hraci
o Hra s nulovym sou¢tem — Soucet vyplat v§ech hracl je roven nule (napft. Sachy).
o Hra s nenulovym souctem — Soucet vyplat vSech hracl neni roven nule (napft.
Véznovo dilema).
e Dostupnost informace
o Hra s Giplnymi informacemi — Mezi takové hry fadime naptiklad hru Sachy a go.
Obecné se jedna o hry, ve kterych ma kazdy hrac k dispozici tplné a stejné
informace a mohou tedy znat vS§echny mozné priib¢hy hry.
o Hra s netiplnymi informacemi — Sem bychom mohli zatadit hru poker, nebot’ v

ni hraci neznaji karty ostatnich hracu.

5 Slovo ,,vice zde oznaduje pocet vetsi nez 2.
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e Navaznost
o Sekvenc¢ni hra — Hra, ve které se hréci stfidaji po tazich. Hraci tedy znaji néjakou
informaci o pfedchozim tahu ostatnich hract a své rozhodnuti pak voli
v zavislosti na této informaci (napf. hra go).
o Simultanni hra — Hra, ve které se vSichni hraci rozhoduji v jeden okamzik, nebo
neznaji vysledek predchozich tahti ostatnich hracu.
e MozZnost spoluprace
o Kooperativni hra — Hra¢i maji moznost spolupracovat a uzavirat vynutitelné
dohody.
o Nekooperativni hra — Hra¢i nemaji tyto moznosti.
Néplni této prace jsou pouze tzv. strategické hry. Zpusobu, kterymi lze popsat takové hry,
existuje nékolik. Dle wikipedie jsou strategické hry obecné definovany jako rozhodovani
mnoziny hract, kteti maji kazdy vlastni mnozinu strategii a ohodnoceni. [29] Jelikoz se ve
strategickych hrach rozhoduji hraci ve stejny okamzik, ¢i o volb¢ ostatnich hract nemaji
zadné informace, je vhodné pouzit zapis téchto her v tzv. normdlnim tvaru obcas také
nazyvaném strategicky tvar. Opakem strategické teorie her je kombinatoricka teorie her.
Moznosti, jakym zplisobem postupovat pii popisu strategické teorie her je ovSem spousta.
J& jsem se rozhodl zacit stejné jako Manas v [16] nekooperativnimi hrami, nebot’ moznost
spoluprace hry paradoxné komplikuje, a to nejprve antagonistickymi hrami 2 hracu, jelikoz
jejich maticovy zépis a feSeni povazuji za nejjednodussi na pochopeni. Poté jsem ptirozené
zvolil jejich dopln€k — neantagonistické hry popsané dvomaticemi, ve kterych objasnuji
nejzasadnéjsi pojem — Nashova rovnovéha (také zvana Nashovo ekvilibrium ¢i rovnovazny
bod) a jednu z nejznaméjsich her — Véznovo dilema. Neantagonistické hry 2 hract jsou poté
v kratkosti rozSiteny o kooperativni hry. Pro jednoduchost se budeme zabyvat predev§im
hrami dvou hract, tedy n = 2. Hry vice hraci jsou modelovany a feSeny podobnym

zpusobem, nebo z n¢j pfimo vychazeji.
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1.2 Antagonistické hry (dvou hracii)
., Antagonistickou hrou budeme rozumét rozhodovaci situaci, v niz vystupuji dva racionalni
hraci, kteri se po volbé svych strategii rozdeli o pevnou Castku, jejiz vySe nezavisi na tom,
jakeé strategie zvolili.” [16, str. 28] Jinymi slovy se jednd o hry v normélnim tvaru s
konstantnim souctem.
Hract uvazujeme vzdy konecny pocet a hraje vzdy alesponi jeden hrac. Muzeme je tedy
jednoznacéné ocislovat ptirozenymi ¢isly 1,2 ... n. Mnozinu n hrac¢i ozna¢ime
H={1,2,...,n}

Poskladdnim mnoZiny hracu, jejich prostorit strategii Sy,S,,...,S, a vyplatnich funkci
uy(s), uy(s), ..., up (s) vznikne hra v normalnim tvaru.
Definice 1 (hra v normalnim tvaru) [10, str. 17]: Rikame, Ze hra n hra¢a® v normdlnim tvaru
je (2n + 1)-tice

[H;S1,S5, ..., Sp; u1(5), up(s), ..., uy(s)],
kde s je profil strategii.
Definice 2 (hra s konstantnim sou¢tem) [16, str. 24]: Hru v normalnim tvaru ozna¢ime hra
s konstantnim souctem, pokud existuje konstanta ¢ € R takova, Ze

uy(a,b) +u,(a,b) =c

pro kazdé (a,b) € S; X S,.

Hra Volby

Ptikladem antagonistické hry mohou byt politické volby. Pfedstavme si hru 2 hract
(politickych stran), kterym jsou pfifazeny hlasy deseti volici na zdklad€¢ predvolebni
kampané, jenz miZe byt vnimana jako jejich zvolena strategie. Strany si rozdé¢luji konkrétni
pocet mandatii odpovidajici po¢tu voli¢li a strana s vétSinou hlasti potom rozhoduje o
zékonech. Jedna se tedy o hru s konstantnim souctem. V nasem piipadé¢ je soucet roven 10.
Jestlize jedna politick4 strana (modrd) dostane 6 hlasii, pak druhd politicka strana (Cervena)
ziskava zbylé 4 hlasy. Pferozdéleni jednotlivych hlasi mlZeme vyjadfit kruhovym
diagramem, z n¢hoz lze jednoduSe vypozorovat, zZe jakmile jeden hra¢ obdrzi vic, druhy o to

piijde. Jinymi slovy, ¢im vétsi je Cervena Cast grafu, tim mensi je modra ¢ast a naopak.

6 Pro hry dvou hra¢a plati n = 2.
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Prerozdéleni hlasu

= Strana 1 = Strana 2

Graf'l — hra Volby
Je patrné, ze nezélezi na celkovém poctu volici, ale pouze na poméru poctu hlast. Stejné

rozdéleny diagram bychom dostali pro 5 volica, ktefi by rozdé¢lili hlasy v poméru 3: 2, nebot’

6:4 = 3:2.

1.2.1 Hra s nulovym sou¢tem
Hry s nulovym souctem jsou specialnim ptipadem her s konstantnim souctem pro ¢ = 0.
Definice 3 (hra s nulovym sou¢tem): Hru v normalnim tvaru oznac¢ime hra s nulovym
souctem, pokud

u,(a,b) +uy(a,b) =0
pro kazdé (a,b) € §; X S,.
Sikovnost tohoto zapisu spo¢iva predevsim v tom, Ze v piipadé hry 2 hra¢ stadi zapisovat
vyplaty pouze jednoho z hragti (BUNO hrace 1), nebot’ odpovidajici vyplaty druhého hrace
budou mit akorat opa¢na znaménka. Pokud hrac 1 zvoli strategii a a hrac 2 strategii b, pak
u,(a, b) = —u,(a, b).
Pro vSechny hry s nulovym souctem tedy obecné plati, Ze to, co vyhraje jeden hrag, prohrava
druhy z hracii a naopak. Piikladem takového typu her je zndma hra Kamen, nuzky, papir.
Nemusi se ovSem jednat pouze o uméle vytvorené hry s pravidly vymyslenymi clovékem.

., Existuje druh stredoamerického legudna se tremi riiznobarevnymi variantami, jejichz
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reprodukcni strategie mezi sebou hraji hru podobnou hie Kamen, niizky, papir. Podivuhodné
je, zZe se pomeér jejich populaci méni v podobném cyklu, takze je vzdy jedna z variant na

NS

pokraji vyhynuti.* [2, str. 40] Kazd4 ze tfi variant je reprezentovana strategii, z nichz
oranzova agresivni varianta porazi mén¢ agresivni modré leguany, ale prohrava proti Istivé
zluté varianté, ta naopak prohrava proti modré a princip je tedy shodny se znamou hrou

Kamen, niizky, papir.

Side blotched lizard behavior

Blue lizard population -
Orange lizard population —
Yellow lizard population

o
Iterations

Obrézek I — stiidani preferencnich barev legudnii [15]

Vratme se na chvili zpatky ke hie Volby. Jelikoz politické strany v této hie o hlasy voli¢i
soupeti a plati, Ze ¢im vic hlast dostane jedna strana, tim mén¢ hlasii dostane strana druha,
mohli bychom situaci nésledujicim zplsobem popsat jako hru s nulovym souctem. Obé
strany chtéji dostat vétsinu hlast, tedy vic nez polovinu. Modra strana ziskala o 1 hlas vice,
nez potiebovala, oranzové strané naopak 1 hlas chybi. Tento pfepis miizeme aplikovat na

vSechny hry s konstantnim souétem. Rikame, Ze se daji pepsat na hru s nulovym souétem.
Prepis hry s konstantnim sou¢tem na hru s nulovym souc¢tem
Vime, Ze plati:
uy,(a,b) + u,(a,b) =c.
Na obou stranach rovnice odecteme konstantu ¢ a rozdélime ji na poloviny:

c c
uq(a, b) —3 + u,(a,b) — 5= 0.

Zvolime substituce: u,(a, b) — g =v,(a,b), u,(a,b) — % = v,(a, b).
Dostavame:

vl(a, b) + vz(a, b) = 0.
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Pozdé&ji je uvedena Véta 1, kterd tikd, ze tento pfepis nema vliv na feSeni hry.

Hra Penalta
Uvazujme néasledujici hru:
,Fotbalovy hra¢ kope pokutovy kop (alias penalta) a rozhoduje se, zda stieli mic¢ vlevo ¢i
vpravo (pro jednoduchost vypustime ostatni moznosti a budeme predpokladat, ze vysledek
pokutového kopu je zavisly pouze na zvolené strategii hraca). Brankai vybird ze stejného
prostoru strategii jako fotbalista. Mlze skocit bud’ vlevo ¢i vpravo. Oboji z pohledu
fotbalisty.*
Jedna se o jeden z moZnych modelli zndmé hry Panna-orel, kterou jsme si uvadéli v kapitole
diskoordina¢ni hry. Nejcastéji byva popisovana tak, ze jeden z hract chce trefit stejnou
stranu mince jako druhy hrac¢ (brankar), ten chce naopak zvolit opacnou strategii (fotbalista).
Mohou nastat Ctyfi situace:

1. fotbalista stfeli mi¢ vlevo a brankar skoci vlevo,

2. fotbalista stieli mi¢ vlevo a brankat sko¢i vpravo,

3. fotbalista stieli mi¢ vpravo a brankar skoci vlevo,

4. fotbalista stieli mi¢ vpravo a brankai skoc¢i vpravo.
Z prvni a ¢tvrté situace profituje brankafr, nebot’ spravné odhadl strategii fotbalisty, ten se
zvolenou strategii naopak spokojen neni. Ze druhé a tfeti pro zménu profituje fotbalista a
brankaf by rad svou strategii zménil. Tabulka 2 popisuje spokojenost s vysledkem z pohledu
kopajiciho fotbalisty. Zelené plusy odpovidaji vysledkiim, které fotbalista preferuje, Cervené

minusy naopak. Brankaf by mél hodnoty pfesné opacné.

Hrac Brankar

Strategie vpravo

Fotbalista vlevo

vpravo

Tabulka 2 — hra Penalta
1.2.2 Strategie
Definice 4 (ryzi strategie): Ryzi strategii hrace i nazyvame kazdou jeho strategii sji (i jako

hrac a j jako j-ty prvek mnoziny S;). Jedna se tedy o kazdy prvek prostoru strategii ;.
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Napt. ve hie Penalta maji hraci na vybér dve ryzi strategie: vievo a vpravo. Strategie S]-l a
si, které hraci zvoli ze svého prostoru strategii, zapisujeme jako prvky profilu strategii s =
(s},s2). Pokud se tedy ve hie Penalta rozhodne fotbalista stielit mi¢ vlevo a brankai skodit
vpravo, pak bychom fekli, ze profil strategii s této hry je roven (vlevo, vpravo). Je ziejmé,
ze v této hie neni moudré volit vzdy stejnou ryzi strategii, nebot’ by se druhému hraci
vyplatilo svou strategii prizpusobit a pokazdé vyhrat. Je tedy potieba strategie stiidat.
Z tohoto diivodu se zavadi nasledujici pojem.
Definice 4 (smiSend strategie) [9]: Pfredpokladejme, Ze hra¢ i mé na vybér n ryzich strategii
st sk, ..., sk. SmiSend strategie (oblas také pravdépodobnostni) hrace i je vektor p’, pro
ktery plati, Ze jeho j-t4 slozka urcuje pravdépodobnost, se kterou hra¢ i voli j-tou ryzi
strategii ze svého prostoru strategii S; = (si,s%, ..., sb). Plati tedy

p' = (pi, % - D),
kde p]i- € (0,1) pro véechna 1 < j < n,

iji- =1.

j=1
Kazda ryzi strategie je tedy specialni piipad smiSené strategie, ve kter¢ je jedna slozka rovna
1 a vSechny ostatni jsou rovny 0. Pokud by se naptiklad ve hie Penalta kopajici fotbalista
rozhodl pokazdé stelit mi¢ vlevo, zapsali bychom jeho smiSenou strategii p/otbaliste —
(1,0). Jak uz je uvedeno v piedchozi kapitole, je ziejmé, Ze tato strategie neni vhodna, nebot’
brankat by pak volil strategii vievo a pokazdé mic chytil. Fotbalistovi bychom tedy

doporucili ryzi strategie stfidat — a to idedln¢ v poméru 1: 17 — aby brankaf nemohl jeho

strategii prokouknout a pfizpiisobit své rozhodnuti. Formélng p/otbalista — (%, %)

Pokud by se fotbalista rozhodl pro tuto smiSenou strategii, mohli bychom piedpokladat, Ze
ze 100 penalt stieli piiblizné 50 vlevo a 50 vpravo. Své rozhodnuti, zda stfeli mi¢ vlevo ¢i
vpravo, muze fotbalista ucinit napiiklad hodem minci, jinak je Sance ze protihra¢ odhali jeho

taktiku. Je totiZ podstatné, aby v kazdém dal$im pokutovém kopu fotbalista volil kazdou ze

strategii s pravdépodobnosti % nehledé€ na to, na jakou stranu stielil mic¢ posledné ¢i kdykoli

7 Pro¢ 1: 1 je vysvétleno v kapitole rovnovazna strategie.
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predtim. Jakakoli snaha o dorovnavani pravdépodobnosti mize vést k vyhod¢ soupete.
SmiSena strategie p* = (pi, p}, ..., pl) tedy znamena, Ze hra¢ i hraje v kazdé nové hte (kole)
ryzi strategie si,si,...,sh s pravdépodobnostmi pi,ps, ..., pl, nehledé na to, jakou ryzi
strategii zvolil ve hie predchozi.

Je ziejmé, ze rizné strategie hra¢l mohou vést k riznym vyplatam, jinak by nemélo smysl
strategie zkoumat. V piipad¢ ryzich strategii je feSeni hry jasné, jedna se o funkéni hodnotu
vyplatni funkce, ke které ryzi strategie smétuji. Jak uz jsme si ale ukazali ve hie Penalta, ne
vzdy budeme moct pracovat s ryzimi strategiemi. Hodilo by se ndm tedy nalézt zpiisob,
kterym bychom i smiSené strategie vedouci k riznym vyplatdm mohli ohodnotit a nasledné

doporucit hrac¢tim rozhodnout se pro tu, ktera tuto hodnotu maximalizuje.

Stifedni hodnota zisku
Predstavme si nasledujici situaci, ve které¢ nahodny ¢cloveék voli mezi tfemi alternativami a
rozhoduje se, ktera z nich je nejvyhodné;si:

1. Obdrzi 500 tis. K¢.

2. Se stejnou pravdépodobnosti obdrzi bud’to 900 tis. K¢, nebo 0 K¢&.

3. S pravdépodobnosti 2/5 obdrzi 300 tis. K&, s pravdépodobnosti 3/5 obdrzi 600 tis.

K¢.

O Zzadné variant¢ nemuzeme s jistotou prohldsit, Ze je nejlepsi, nebot nékdy lidé
uptfednostiuji velky obnos s malou pravdépodobnosti pied malym obnosem s velkou
pravdépodobnosti, jindy zase naopak. Zaroven muze zéalezet i na tom, zda se jednd o
jednorazovou ¢i opakovanou nabidku. Jeden ze zpusobi, jakym lze rozhodnout, kterou
alternativu zvolit, je spocitat stfedni hodnotu finan¢niho zisku kazdé z nich. Tim ziskame 3
Castky a ty uz miizeme porovnat. V takovéto hie bychom tedy zvolili 1. moZnost a obdrzeli

jistych 500 tis. K¢, nebot’ sttedni hodnota této varianty je nejvetsi.

Petrohradsky paradox

Stfedni hodnota finan¢niho zisku neni bohuzel vSespasné. Kritikou jejiho pouzivani je tzv.
,, Petrohradsky paradox “. Pfedstavme si hru, ve které se hazi minci. Hra kon¢i hned jakmile
padne hlava a v zavislosti na potfadi hodu, kdy hlava padne, je hraci udélena odména

nasledujicim zptsobem. Padne-li hlava hned v prvnim hodu, hra¢ obdrzi 1 dukéat, pokud
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padne ve druhém, hra¢ obdrzi dvojnéasobek, tedy 2 dukaty, padne-li v n-tém hodu, hra¢
obdrzi 2™~ dukati.

Otazkou je, kolik dukatt by mél hrac zaplatit za moznost takovou hru hrat. Je rozumné, aby
hra¢ zaplatil miniméln€é hodnotu primérné vyhry, ale pokud bychom vychazeli z logiky
stfedni hodnoty finan¢niho zisku, tak by primérnd vyhra ¢inila nekonec¢no dukati.

Jeden z diivodi, pro¢ nas tento paradox ale nemusi trapit, je, ze se budeme zabyvat pouze
kone¢nymi hrami, a to zejména z toho dtvodu, ze 1idé jsou smrtelni. DalSim divodem je
fakt, Ze pro nas je odliSnost subjektivniho vnimani financi zahrnuta v samotnych vyplatach.
Stfedni hodnotu finanéniho zisku tedy nahrazujeme stfedni hodnotou uzitku.

Definice 5 (Stfedni hodnota) [17]: Stredni hodnotou (uzitku) hrace 1 pro dvojici smiSenych

o1 1l 01 AN a2 — (2 2 2 o AT
strategii p* = (p1, 02, -, Pn) ap° = (p1, 05, ..., P5) 0znalime vazeny pramer

m n

1 .2 1,2
zzu1(5j»5k)' Pj * Pk-
k=1j=1

Priklad 1: Uvazujme specialni verzi hry Penalta, ve které fotbalista ziska jeden milion
korun, pokud penaltu proméni, a naopak milion ztrati, pokud se mu nepodafi stielit gol. O

brankéii vime, Ze preferuje skok vlevo dvakrat vice neZ vpravo a jeho smiSena strategie p?

. 2 . . v vets . o .
je tedy rovna (E’ %) Fotbalista naopak dvakrat radsi stfili vpravo a jeho smiSena strategie p*

. (12 re ey s .. xo
je (E’ 5). Vypocitej stitedni hodnotu uZzitku obou hract.
Reseni: Dosazenim do vzorce pro sttedni hodnotu ziskavame

2 2

1 2
Zzul(sjl'sl%)' P}'Pz%:—l'g'g"‘l'

k=1 j=1

+11 121_1
3 3 3 3

wil N
wl N

Stfedni hodnota uZzitku je % a fotbalista ziskd v priméru tfetinu jednoho milionu korun za

kazdou penaltu. Z ptikladu je zfeymé, Ze tento profil strategii vice prospiva fotbalistovi a
brankaf by tedy rad svou strategii zménil. Obé ryzi strategie jsou ale dilezité, urcité by ani
jeden z hracl nechtél pfijit o moznost stiilet (resp. skdkat) vlevo ¢i vpravo. V nékterych
hrach ovSem budeme moct s jistotou prohlasit, Ze jedna z ryzich strategii je vzdy lepsi ¢i
hors$i nez jina ryzi strategie.

Ptedstavme si nésledujici situaci. V nejmenované televizni reality show mate za tikol vybrat

jednu ze 3 moZznosti:
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1. Oteviit tajemnou krabici, ve které se nachazi bud’ 5 000 K¢, nebo nic.
2. Oteviit tutéz tajemnou krabici a jako bonus ziskat 1 000 K¢.
3. Okamzity zisk 10 000 K¢.
Jestlize chcete maximalizovat sviij finanéni zisk, zvolite 3. moznost, nebot’” odpovida
nejveétsimu finanénimu obnosu nehled¢ na to, jestli skuteéné je v tajemné krabici 5 000 K¢,
¢1 nikoli. Z tohoto diivodu nedava smysl rozhodovat se pro prvni 2 moznosti. Pokud bychom
tuto situaci popsali jako rozhodovani pii riziku, ve kterém ma racionalni hra¢ na vybeér 3 ryzi
strategie, potom je rozumné prvni 2 eliminovat. O téchto 2 ryzich strategiich prohlasime, ze
jsou dominované 3. strategii odpovidajici okamzitému zisku 10 000 K¢&.
Definice 6 (slabé dominovand a slabé dominantni strategie): Ryzi strategii Sjl hrace 1
nazveme slabé dominovanou strategii a budeme fikat, ze je slabé dominovana ryzi strategii
st, pokud plati:
uy (s, s2) < uy (s, s2)
pro kazdé s2 € S, volené hra¢em 2, si je potom slabé dominantni strategie.
Dle [2, str. 57] je "jedna strategie je slabé dominovana druhou tehdy, jestlize nikdy nevede
k lepsimu vysledku nez dominantni strategie bez ohledu na to, jaké strategie pouziji ostatni
hraci". Nekteti autofi (napf. [19]) jesté pridavaji podminku, Ze slabé dominantni strategie
musi alesponl v jednom ptipadé€ vést k lepSimu vysledku neZ slabé dominovana strategie.
Tedy pro alespofi jedno sZ € S, plati:
uy (s}, s2) < uy (s, s2).
Definice 7 (siln¢ dominovana a siln¢ dominantni strategie) [24]: Ryzi strategii sjl hrace 1
nazveme silné dominovanou strategii a budeme tikat, Ze je siln¢ dominovana ryzi strategii
st, pokud plati:
uy (s, s2) < uy(sy,s3)
pro kazdé s2 € S, volené hracem 2, si je potom silné dominantni strategie.
Eliminace silné dominované strategie
Siln€ dominantni strategie je tzv. vynosové dominantni, nebot’ vzdy vede k vétsi vyplate,

nez dominovana strategie nehledé na strategii protihrace a racionalni hrac by se tedy nikdy

nerozhodl pro strategii, ktera je siln¢ dominovana jinou. Z tohoto ditvodu ji mizeme
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eliminovat a uvazovat hru, ktera tuto silné dominovanou strategii neobsahuje. U slabé

vvvvvv

(viz [23, str. 6-7]).
Muze se stat, ze po eliminaci jedné dominované strategie vzniknou dal$i. Proces eliminace
tedy vypada tak, Ze nejdiive eliminujeme jednu siln& dominovanou strategii si z prostoru
strategii
S; = (s}, s, ..., sk,

ziskame novy prostor strategii

S1 = (S1) s Sk=1Sk+1> -+ Sm—1)
bez strategie sj a proces opakujeme, dokud nezbydou pouze nedominované strategie. Viz

nasledujici hra.

Hra Na odhad

Dva hraci maji za tikol nezavisle na sobé napsat na papirek jedno ¢islo od 0 do 100. Jejich
cilem je zvolit polovinu pruméru téchto dvou cisel. Pokud se rozhodnou pro stejné cislo,
vyhrava kazdy polovinu. Pokud tedy jeden zvoli naptiklad ¢islo 60 a druhy se rozhodne pro
40, vyhrava druhy hrac, nebot’ primér vychazi 50 a polovina tohoto primeéru je bliz k ¢islu
40 nez k ¢islu 60.

Pro zjednoduSeni pouZijeme k feSeni funkci, jejiz vstupni hodnoty jsou ob¢ ¢isla (x,y)

zvolena hraci a vystupem je polovina priméru téchto dvou cisel.

xty  x+y

fl,y) = 512 2

Funkce f je rostouci a jelikoZ jsme omezeni na interval x,y € (0,100), mtizeme prohlasit,

. s y 0+0 . y
7e tato funkce nabyva minima v hodnoté f(0,0) = % =0 a maxima v hodnoté

100+100

£(100,100) =

= 50. Z tohoto diivodu nedava smysl volit jakékoli Cislo vétsi nez

50, ¢isla z intervalu (50,100) jsou tedy silné dominovana ¢isly (0,50) a miZzeme je vyradit
z prostoru strategii obou hract. Pokud ptredpoklddame, ze oba hraci jsou raciondlni a
racionalita je obecnd znalost, pak hraci ze stejného divodu nebudou volit ani ¢isla z intervalu
(25,50) a omezi se na interval (0,25), nebot’ ¢isla vétsi nez 25 jsou silné dominovana. Timto

zpiisobem postupné eliminujeme vSechna ¢isla vétsi nez 0 a v prostoru strategii obou hraca
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zbyde pouze jedna strategie. Jelikoz hraci nemaji jinou moznost, nez napsat na papirek ¢islo
0, budeme ho povazovat za feseni této hry.
Timto procesem se mizeme dostat k feSeni, pokud zbyde pravé jedna dvojce strategii jako
ve hie Na odhad, ptipadné¢ nalézame feSeni ze zredukovaného prostoru strategii, nebot’ u
kazdého racionalniho hrace ptedpokladdme snahu o maximalizaci zisku. OvSem pozor,
pokud mnozina vSech strategii neni kone¢na, miize se stat, Ze zadna strategie po tomto
procesu eliminace silné dominovanych strategiich nezbyde. Napft. ve hie Vysoka cisla [12,
str. 3], kde je cilem vybrat co nejvétsi prirozené Cislo, vede tento proces k eliminaci vSech
strategii (dikaz se opira o Peanovy axiomy pfirozenych Cisel — kazdé prirozené ¢islo ma
nasledovnika a je tedy siln¢ dominovano). Ne vzdy vede tento proces k feSeni, napt. ve hie
Penalta neni ani jedna z ryzich strategii dominantni a je tedy potieba zavést nasledujici
pojem.
Definice 8 (rovnovazna strategie) [ 16, str. 30]: Rovnovdznou strategii (nékdy také optimalni)
5§ hrace i volenou z prostoru strategii S; nazveme strategii, ktera hraci i pfifazuje maximalni
moznou vyhru nehled& na volbu strategie ostatnich hra¢i. Dvojici strategii S* € S; a §2 €
S, nazveme rovnovaznou dvojici, pokud plati

uy (5%, 5%) < uy(54,5%)

u,(51,5%) < uy(5h,5%)
souc¢asné pro viechna s € §; as? € S,.
Pro rovnovaznou strategii plati, Ze zvolenim jiné strategie hra¢ nemuiZe nic ziskat, ale naopak
ztratit. Nutno poznamenat, ze muize byt jak ryzi, tak smiSend rovnovazna strategie. Napiiklad

ve hte Na odhad je rovnovaznou strategii ryzi strategie zvolit ¢islo 0 a ve hie Penalta je

. e . 11 i e, :
rovnovaznou strategii smiSend strategie p' = (E’E) = §', nebot’ zvolenim jiné strategie

nemohou hraci nic ziskat, pouze ztratit. 8
Véta 1 [16, str. 31]: KaZzdou hru s konstantnim souctem lze pfepsat na hru s nulovym
souctem a kazdad dvojice strategii kterd tvoii rovnovazné strategie ve hie pivodni, tvori

rovnovazné strategie v odpovidajici hie s nulovym souc¢tem a obraceng.

8 Pfedpokladame, Ze fotbalista nema 74dné preference a neni napiiklad lepsi ve stfileni na levou stranu,
podrobnou studii o penaltovych kopech popsal Ignacio Palacios-Huerta v ¢lanku Professionals Play Minimax
[18], ve kterém zohlednil lateralitu fotbalistd a vypoctem dosel k rovnovaznému feseni, které poté srovnal
s 1417 penaltami a dospél k zaveru, Ze nastroje a vypocty teorie her odpovidaji realité.
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Lemma 1: Pro kazdou hru s nulovym souctem

u; (st s%) +u,(st,s?) =0
plati, ze 1ze podminky pro rovnovazné strategie piepsat do tvaru

u,(s1,5%) < uy(5%,5%) < uy (54, 52).

Diikaz [16, str. 32]: Chceme dokéazat, ze v§echny rovnovazné strategie ve hie s konstantnim
souctem budou rovnovaznymi strategiemi v adekvatni hie s nulovym souctem a naopak.
Dutikaz vychazi z definic hry s konst. souc¢tem, hry s nul. souctem, rovnovazné strategie a
Lemma 1.
Pro rovnovazné strategie §1 52 hry s konstantnim souctem

uy (s, s2) +uy(st,s?) =¢

vyplyvaji z definice rovnovaznych strategii nasledujici nerovnosti pro hrace 1 a 2:

1. u;(st,5%) <uy (54,52
2. uy(51,5?) < u,(st,52).

Z 1. nerovnosti dostaneme nerovnost ¢. 3

3. u1(51,§2) - u2(511'§2) < u1(§1;§2) - u2(51'§2)'
Protoze
¢ — ul(sllgz) = u2(51t§2) 2 u2(§11'§2) =c _u1(§1’§2)’

dostavame z 3. nerovnosti nerovnost

4. uy(st,5%) —uy(st,5%) < uy(51,5%) —u,(51,5%),
coz je leva nerovnost z dvojice nerovnosti v Lemma 1 pro u(s!,s?) = u,(st,s?) —
u,(st,s%). Pravou nerovnost dostaneme zcela obdobng. Necht obricené 51,52 jsou
rovnovazné strategie ve hie s nulovym souc¢tem. Potom pro né plati obé nerovnosti z Lemma
1, a tedy i 4. nerovnost, ktera je levou nerovnosti z Lemma 1 pro u(s?,s?) = u,(st,s?) —
u,(s1,s?%). 4. nerovnost miizeme piepsat jako
U1 (s1,5%) — (¢ —u (51, 5%)) < uy (5,52 — (c —uy (54,59)).

Odtud jiz snadno dostaneme 1. nerovnost pro definici rovnovazné strategie. 2. nerovnost

odvodime zcela obdobné&. Tim je véta dokdzana.
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1.2.3 Vyplatni matice

Antagonistické hry 2 hract s nulovym souctem se zpravidla zapisuji ve forme tzv. vyplatni
matice. Ryzi strategie hraci mizeme ocislovat pfirozenymi ¢isly, nebot’ uvazujeme pouze
hry s koneénym poctem strategii. Hra¢ 1 tedy voli z prostoru strategii S; = {s1,s3, ..., sk},
hra¢ 2z S, = {s?,s2, ..., s2}. Vyplatni funkce u;(s) hrace i, kde s je profil strategii, nabyva
kone¢n¢ mnoha hodnot, konkrétné m X n. Mizeme ji tedy zapsat ve forme tabulky zvané
vyplatni matice o velikosti m X n, ve které ¢isla radka (1,2, ..., m) odpovidaji indexiim
strategii hrace 1 a ¢isla sloupcti (1,2, ..., n) indextim strategii hrace 2. Prvek v j-tém fadku a
k-tém sloupci vyplatni matice odpovidd hodnoté vyplatni funkce (vyplat€) hrace i pfi

zvoleni strategii s;' a s. [16, str. 33]

Hrac 2
52 s,
uy (si,s7) uy (s1,s3) uy (s1,5m)
u; (s3,51) u;(s3,55) uy (53, 57)
Hrac 1
Uy (Sp, 57) Uy (Sn, 57) Uy (Sn, Sim)

Vyplatni matice 1 — obecna

Jako ptiklad uvadim vyplatni matici hry Penalta:

Brankar

vpravo

vlevo
Fotbalista

vpravo

Vyplami matice 2 — hra Penalta (fotbalista)
JelikoZz se jedna o hru s nulovym souctem, budou hodnoty vyplatnich funkci hract pro kazdy
profil strategii opacné. Plati, Ze pokud hra¢ 1 zvoli strategii s]-1 a hra¢ 2 strategii s2, pak
uy (s, s2) = —uy(s}, sp). Stadi tedy zménit znaménka u kazdé vyplaty. Z tohoto divodu si
vysta¢ime s vyplatni matici jednoho z hraci. Ve hie Penalta by vypadala vyplatni matice
z pohledu brankéfe nasledovné:

Fotbalista
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vpravo

vlevo
Brankar

vpravo

Vyplatni matice 3 — hra Penalta (brankar)
Néktera literatura (napf. Manas) pouziva tradicni maticovy zapis linearni algebry, ktery
opomiji nazvy strategii. Pokud bychom fotbalistu ze hry Penalta oznacili A a brankare B,

mohli bychom Vyplatni matici 1 této hry zapsat jako

1 -1
11 -1
B=[, 7]
Obecn¢
ul(slll 512) ul(slll Sgrl)
A= s , c .
ul (S%l 512) ul (s‘rlll Sgrl)

Jelikoz se hraci prohodi a jejich vyplaty jsou pro kazdy profil strategii opacné, plati B =
—AT. Pokud bychom tedy znali matici hra¢e A a hledali vyplatni matici hraée B, sta¢i matici
A transponovat a zménit znaménka.

Priklad 2:

Hra s nulovym souctem je reprezentovana matici

a=[3 7

Jak bude vypadat matice druhého hrace?
ReSeni:
r_[-3 2
A= [—5 1
3 =2
5 —1rF

Uvedli jsme si dva zplisoby zépisu antagonistickych her dvou hraca s nulovym souctem,

B=-AT=|

znichz kazdy se hodi v jinych situacich. Z didaktickych uceli doporucuji pouzivat
predevsim zapis ve form¢ tabulky, nebot’ je prehlednéjsi a hodi se pfi ilustraci pojmi a uloh.
Obzvlast pokud Zaci neznaji pojem matice. Maticovy zapis bych naopak doporucil pouzivat

pii vypoctech, nebot’ je prostorové méne narocny a jednodussi na zapis.
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A4

Dominovany radek (resp. sloupec)
Jelikoz jsou ryzi strategie prvniho (resp. druhého) hrace antagonistické hry 2 hracu
s nulovym souctem reprezentovany fadkami (resp. sloupci) vyplatni matice, miizeme proces
odstranovani silné¢ dominovanych strategii nahradit procesem odstranovani fadku (resp.
sloupcti) vyplatni matice, coz ndm feSeni her znacné€ usnadni.
Pti eliminaci dominovaného tadku (resp. sloupce) porovnavame vyplaty hrace 1 (resp. hrace
2) s vyplatami jiného tadku (resp. sloupce) v ptislusném sloupci (resp. fadku). Pokud jsou
vSechny vyplaty v nékterém tadku (resp. sloupci) mensi (resp. veétsi) nez v jiném fadku (resp.
sloupci), mizeme bez ujmy tadek (resp. sloupec) vyradit a uvazovat nové vzniklou hru bez
této ryzi strategie.
V predchozi matici z Piikladu 2 je 1. fadek siln¢ dominovan 2. fddkem. Odstranénim 1.
fadku vznikne nova matice typu 1 X 2

A=1[2 1]
s jednou ryzi strategii a hraci 1 bychom tedy doporucili hrat 2. strategii odpovidajici 2. fadku
puvodni matice. V této nové matici je 1. sloupec dominovan 2. sloupcem, nebot’ vyplaty

hrace 2 jsou opacné a jeho nové vznikla vyplatni matice vypada nasledovné

5=[T3]

Hraci 2 bychom tedy doporucili hrat 2. strategii odpovidajici 2. sloupci plivodni matice a
oba hraci by tedy konvergovali k prvku

Uy (S%, S%) =1

1.2.4 ReSeni maticovych her
Nyni nastava otazka, co bychom mohli v maticovych hrach s nulovym souctem oznacit za
feSeni. Optimisticky hra¢ by se rad rozhodl pro ryzi strategii reprezentovanou fadkem ve

vyplatni matici, kterd obsahuje nejvetsi vyplatu. Ve hie reprezentovanou matici A = (a;;)

by rad volil takovy fadek i, pro ktery je hodnota vyrazu max a;; maximalni. [9]
J

Situaci znacn€ komplikuje fakt, ze se jedna o hry s nulovym souctem. V nich maji hraci
opacné vyplaty. Oba hraci jsou racionalni a budou chtit volit strategii vedouci k nejvétsi

mozné vyplaté. Rozhodnuti kazdého tedy musi vyplyvat z této obecné znalosti.
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Pesimisticky hra¢ by si rad zajistil co nejvetsi vyplatu za nejhor$i mozné situace, coz vice
odpovida hram s nulovym souctem, nebot’ vyhra jednoho hrace je soucasné¢ prohra druhého.
Jeden ze zpusobt, kterym toto lze ucinit, je nalézt nejmensi mozné vyplaty pro kazdou ryzi
strategii hrace, vyplaty porovnat a zvolit tu strategii, kterd vede k nejvétsi z téchto vyplat.
Tato hodnota se nazyva maximin, nebot’ hra¢ vybira maximum z minim, a odpovida nalezeni

nejvetsiho z nejmensich prvka kazdého fadku matice.

Priklad 3: Hra je zaddna Vyplatni matici 4. Naleznéte maximinovou strategii hrace 1.

Hrac 2

Vyplami matice 4 — k prikladu 3
Reseni: V kazdém fadku porovname jednotlivé vyplaty a vybereme tu s nejmensi hodnotou.
V prvnim tfadku porovndvame Cisla 2,3 a 4, déale tedy budeme pracovat s vyplatou 2.
Podobné pro ostatni fadky. Nejmensi prvky kazdého tadku jsou odliSeny barevné.
Hrac 2

Minimum

Hraé 1

Vyplatni matice 5 — k prikladu 3

Z téchto vyplat poté hleddme maximum. Maximinova vyplata je tedy 2 a Hrdc I se k ni
dostane pomoci ryzi strategie A (povSimnéme si, ze ryzi strategie B a C jsou silné
dominované).

Druhd moznost je nalézt co nejvétsi vyplatu pro kazdou strategii protihrace, vyplaty porovnat
a zvolit strategii, kterd vede k té nejmensi z nich. Tato hodnota se nazyva minimax a
odpovidd porovnani vSech vyplat kazdé ryzi strategie protihrace zapsané ve sloupci,
identifikace té nejveétsi a ndslednému vybéru té nejmensi z nich. Maxima v fadcich Vyplatni

matice 4 z Pikladu 3 jsou odliSena barevné ve Vyplatni matici 6.
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Maximum 2 3 4

Vyplatni matice 6
Minimaxni hodnota této vyplatni matice je min(2,3,4) = 2 a Hrdc [ se k ni dostane pomoci
ryzi strategie A. Je zfejmé, ze minimaxni hodnota je vzdy vétsi, nebo rovna maximinni
hodnoté téZe hry.
Pokud se hodnoty minimax a maximin rovnaji, pak odpovidajici prvek vyplatni matice
nazyvame sedlovy bod. Jelikoz musi platit vlastnosti minimaxu a maximinu zaroven, jedna
se o prvek, ktery je nejmensi na fadku, v némz se nachazi, a soucasné nejvetsi ve sloupei.
Definice 9 (sedlovy bod) [1]: Necht’ §* € S; a 52 € S, jsou rovnovazné strategie. Rikame,
ze u; (81, 52) je sedlovy bod vyplatni matice hrace 1, pokud

u;(5%,5%) = maxminy, (sf,s?) = minmaxu, (s}, s?).
Si Sj Si Sj

Sedlovy bod pak ptedstavuje tzv. cenu hry, kterou mizeme chapat jako stfedni hodnotu
uzitku, pokud se hraci chovaji racionalné. Podle ceny hry potom délime hry na spravedlivé
a nespravedlivé. Spravedlivé, pokud je cena hry rovna nule a nespravedlivé, pokud
zvyhodiuje jednoho z hrach.

Nazev sedlovy bod nejspi$ pochazi z tvaru grafu funkce f(x,y) = x* — y? ptipominajici
sedlo. [20] Viz Obrazek 2. Sedlovy bod této funkce dvou proménnych lezi v pocatku

soufadnicového systému.
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Obrazek 2 — sedlovy bod

Vyplatni matice mohou mit libovolny pocet sedlovych bodi. Ve Vyplatni matici 4 je
jedinym sedlovym bodem prvek u, (5,5%) = 2, jedn4 se tedy o nespravedlivou hru, jelikoz
si hra¢ 1 odnasi vétsi vyplatu nez druhy z hracl. Ve vyplatni matici hry Penalta neexistuje

z4dny sedlovy bod, a naopak v nasledujici matici jsou sedlové body dva (oznaceny barevng).

0 1 0
A=|[-1 0 -1
-1 0 -1

Pti hledani sedlového bodu je vhodné si nejmensi prvek v kazdém tadku zvyraznit jednim
zpusobem a nejvétsi prvek v kazdém sloupci jinym zplisobem. Sedlovému bodu potom
odpovida ten prvek vyplatni matice, ktery je zvyraznén obéma zpisoby.

Priklad 4: Zjistéte, zda nasledujici vyplatni matice hry obsahuje sedlovy bod, poté urcete

cenu hry a rozhodnéte, zda se jednd o spravedlivou hru ¢i nikoli.

1 0 -1
A=(0 1 2
-2 0 -3

Res$eni: Nejmensi prvek v kazdém fadku zakrouzkujeme a barevné oznac¢ime nejveétsi prvek

v kazdém sloupci:

32



-1 0
A=|[o] 1 2 |

-2 0
Obéma zplsoby je oznacen pouze prvek u,(5?,5%) = 0. Cena hry je 0 a jedna se tedy o
spravedlivou hru.
Véta 2: Eliminace siln¢ dominované strategie nema vliv na sedlovy bod.
Diikaz (sporem): Predpokladejme, Ze existuje strategie si, kterd je silné dominovéna
strategii s; a zaroveh je uy (sjl, §2) sedlovym bodem. Z definice sedlového bodu vyplyva,
zeje us (s}, 5%) > uy(sg, §2), coZ je spor s tvrzenim, Ze s;' je silng dominované strategii sj.
Tim je véta dokazana.
Povsimnéme si, ze dikaz zavisi na ostré nerovnosti. Eliminace slabé dominovan¢ strategie
tedy mtize vést ke ztraté nékteré rovnovazné strategie, ziistane tam ale vzdy alespoi jedna.
[23]
Zatim jsme pracovali pouze s rovnovaznym feSenim v ryzich strategiich. V nékterych hrach
ovSem sedlovy bod neexistuje (napt. hra Penalta). Pojd'me si tedy ukazat, jak pracovat
s maticemi, které nemaji ani jeden sedlovy bod.
Véta 3 (zdkladni véta maticovych her) [16, str. 36]): Kazdd maticova hra m4 rovnovazné
feSeni ve smiSenych strategiich.
Ditikaz této véty je uveden napft. v [16, str. 36-37]. Zde jenom prozradim, Ze se opira o tzv.
Weierstrassovu vétu a vétu, ktera tika, ze pticteni konstanty nema vliv na feSeni.
Hledani rovnovéazného feSeni ve smiSenych strategii neni tak jednoduché, jako hledani
rovnovazného feseni v ryzich strategii (sedlového bodu). Zptisobti feseni je vice a vyplyvaji
ptimo z dikazu véty. Zde uvedu pouze jedno cisté algebraické, nebot’ vic pro feSeni
maticovych her dvou hraci typu 2 X 2 neni potieba, a poté na stejném piikladu jesté¢ ukazu

grafické feSeni, jelikoz nékterym zakiim mize byt blizsi.

ReSeni maticové hry typu 2 x 2
Pro obecnou vyplatni matici hry

a b
c d

nalezneme dvojici rovnovaznych strategii 51 = (py,p,), 52 = (q4,9,) hrage 1, 2 a cenu hry

|

nasledujicim zptisobem:
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Pokusime se nalézt sedlovy bod. Dle [4, str. 21] nastavaji 3 moznosti:
1. Existuje jeden sedlovy bod matice a nachazi se v i-tém fadku a j-tém sloupci.
ReSenim je dvojice ryzich strategii §* = s}, 52 = s/ aplati p; = q; = 1. Cena hry je
rovna funkéni hodnoté u, (51, 52).
2. Existuje vice sedlovych bodl matice, pak maji stejnou cenu hry a feSenim je tedy
libovolna dvojice ryzich strategii vedoucich k nékterému z nich.
3. Pokud neexistuje sedlovy bod, feSeni nalézame néasledovné:

a. vypocitame konstantu D = (a +d) — (b + ¢),
b. nalezneme 5! = (py,p,) = (%’aT?b) %,
c. nalezneme 5% = (q,,q;) = (?'%)’

ad—bc

d. vypocitdme cenu hry pomoci vzorce
Dtikaz spravnosti tohoto algoritmu je popsan naptiklad zde [6].
Priklad 5: Nalezni dvojici rovnovaznych strategii $1, §2 a cenu hry zadanou nasledujici
matici

a=[2 7

-1 3

Reseni: Pokusime se nalézt sedlovy bod. Ani jedno z &isel neni nejmensi na fadku, v némz
se nachdzi a souCasné nejvetsi ve sloupci. Matice tedy nema sedlovy bod a jeji feSeni
nalézdme ve smiSenych strategiich.

a. D=Q+3)—(-1+(-1) =7
b, st = (ZER,2C0) _ (2 )9)

7 7 7’7
c. §2 = (_3_(‘1) _2‘(‘1)) — (i 3) 10
’ 7 7 7’7
d ad-bc _ 23-(-1:(-1) _ 5

D 7 7

Jedna se o hru nespravedlivou vedouci ve prospéch hrace 1, nebot’ cena hry je vétsi Cislo nez

nula. Pokud by vyplaty matice v ptikladu ptedstavovaly koruny, mohli bychom

pfedpokladat, Ze hra¢ 1 obdrzi od hrace 2 v kazdé hie primérné ; koruny.

? Miizeme piedpokladat, ze D # 0, nebot’ pro D = 0 by matice hry méla sedlovy bod.
10 Plati 5T = 52, nebot’ matice hry je symetricka.

34



Grafické reSeni: Maticové hry dvou hracl, ve kterych hra¢ 1 vybira pouze ze 2 ryzich
strategii, mizeme fesit grafickou metodou dle [16, str. 46]. SmiSena strategie hrace 1 se
skladd pouze ze dvou slozek, a mizeme psat p! = (x,1 —x), kde x € (0,1) udava

pravdépodobnost, ze hrad¢ 1 zvoli 1. ryzi strategii a jelikoz

n
2=
j=1

musi platit, ze se hra¢ 1 pro svou 2. ryzi strategii rozhoduje s pravdépodobnosti 1 — x.
Nyni si ukdZzeme, jak popsat a vyjadiit feSeni hry z ptedchoziho ptikladu graficky za pomoci
nastroju analytické geometrie. Stfedni hodnoty uZitku hrace 1 v této hie jsou

fix)=2-x+(-1)-(1—-x)=3x—1,
pokud hrac 2 zvoli prvni ryzi strategii a

fLlx)=—1-x+3-(1—x)=—4x+3,
pokud hra¢ 2 zvoli druhou ryzi strategii.
Obecné

£ =w (st s?) - x +uy(s3,s7) - (1 —x),

pokud hra¢ 2 zvoli j-tou ryzi strategii. Jedna se o linearni funkce s defini¢nim oborem x €
(0,1), jejichz funkéni hodnoty jsou stfedni hodnoty uzitku. Nyni hledame takové x, pro které
plati

X = arg max min f;(x
gxe(O,l)j:l,...,nfj( )

a cenu hry

v = max min f;(x).
xe(O,l)j:l,...,an( )

Na vodorovnou osu budeme nanaset argumenty funkci f;(x) a na svislou osu hodnoty

odpovidajici sttednim hodnotam uzitku.

Funkce
d(x) = ; g}}_gnjj-(x)

je na Obrazku 3 vyznacena zeleng.
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Obrazek 3 — k Prikladu 5

. 4 5] . Y i _
X-ové soutradnice bodu [;,;] piedstavuje x-ovou soufadnici vektoru p* = (x,1 —x) a y-
, v . o s 4 51 . fxv g - .
ova soufadnice pruseciku [;,;] predstavuje cenu hry v. Rovnovazna strategie této hry je

pt=(x1—x)= (%,%) acenahryjev = ; Podobné pro hrace 2.
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1.3 Neantagonistické hry (dvou hracu)

Ne vzdy se hraci setkaji v situaci, ve které je zisk jednoho ekvivalentni se ztratou druhého.

Jelikoz v takovych situacich nelze jednoznaéné urcit hodnotu vyplatni funkce hrace na

zaklad¢€ vyplatni funkce druhého z hraci, nebude ndm stacit zapis pomoci jedné vyplatni

matice. Z tohoto diivodu zavadime nésledujici pojem.

1.3.1 Vyplatni dvojmatice

Zname-li vyplatni matici hrace 1

ul(slllslz)
A= :
ul(S%ISIZ
a hrace 2
uZ(slllslz)
B = :
u2(5%1512)

muzeme je zapsat do tzv. vyplatni dvojmatice

Uq (511, Slz)l Uy (511, 5.12)

Uy (5711, 512)' U, (5711, 512)

Uy (5111 Sﬁn)

Uy (S'l'lll Sﬁn)

Uy (5111 Sﬁn)
: )

Uy (S'l'lll Sﬁn)

Uy (Sll’ S?’Zn)’ U; (S%, STZ}’L)

U (57, i), Uz (Sn, Sim)

Vyplatni dvojmatice ve formeé tabulky pak vypada nasledovné:

Hrac 2

Uq (S%, S%), Uy (5%, S%)

Uy (5%, S%), U (Sllﬁ S%)

Uq (511' 5731)' U (511; Srzn)

1 ul('leJ Slz)i uZ(SZII 512

U, (5211 522)’ U, (5211 SZZ

U (521' STZTL)J Uy (S%, STZH)

Uq (Srlu 512)' U; (5711, 512)

Uy (5711, S%)' U; (5111, 5%)

U (ST:%' STZTL)J Uy (Sr]i; STZH)

Vyplatni dvojmatice 1 — obecna

Ptikladem muize byt hra Souboj pohlavi [27, str. 80], ve které se manzelsky par nezavisle

rozhoduje, co bude délat vecer. Oba chtéji stravit vecer spolecné, ale muz preferuje box a

zena preferuje balet. Vyplatni dvojmatice této hry vypadéa nasledovné:

box

Zena

balet



Muz 2,1 0,0

0,0 1,2

Vyplatni dvojmatice 2 — hra Souboj pohlavi

Jelikoz se vyplatni dvojmatice sklada ze dvou vyplatnich matic, plati, Ze pojmy definované
v antagonistickych hrach casto odpovidaji pojmim neantagonistickych her. Definice
rovnovazné strategie dvojmaticové hry je shodnd s definici rovnovazné strategie maticové
hry. To samé plati pro dominantni a dominované strategie. Proto miizeme silné dominované
strategie eliminovat i ve hrach zadanych dvojmatici a postup pii odstranovani fadklt a

sloupctl zistava.!!

Priklad 6: Hra je zadana nasledujici vyplatni dvojmatici.

Hracé 2

Hrac 1,2 1,3 3,1
1 _1,0 0,5 313
0,3 24 53

Vyplatni dvojmatice 3
Eliminujte vSechny siln¢ dominované strategie této hry.
ReSeni: 3. fadek silné dominuje 2. ¥adku a 2. sloupec silné dominuje 1. a 3. sloupci. Po

odstranéni dostavame

Hraé 2

1,3
2,4

Hrac

Vyplatni dvojmatice 4
Nyni miizeme odstranit 1. fadek nové vzniklé Vypl. dvojmatice 4, nebot’ je siln¢ dominovan

2. tadkem a zlistavaji pouze nedominované ryzi strategie s3 a s3.

! Existuje jeden maly rozdil v odstrafiovani sloupcti u dvojmaticovych her. Na rozdil od maticovych her zde
hra¢ 2 nema zarucené opacné vyplaty pro dany profil strategii a tim padem nemiZeme pouze na zaklad¢ vyplat
hrace 1 rozhodnout, ktery sloupec odstranit. Pro eliminaci ryzich strategii hrace 2 je potieba uvazovat pouze
jeho vyplaty a odstranit sloupec s mensimi vyplatami, nikoli vétsimi. Podobné jako tomu je pfi odstraiiovani
fadkd. Viz Priklad 6.
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1.3.2  Nashovo ekvilibrium (RIS R, .j
\ o

Nashovo!?

ekvilibriem (n€kdy také rovnovazny bod c¢i
Nashova rovnovaha) budeme rozumét volbu strategii, pro
kterou plati, Ze zménou své strategie si zadny hra¢ nemtze
polepsit, pokud druhy z hract svou strategii nezméni.

Hledani Nashova ekvilibria nevédomky celi druh

samotaiské vCely zvany Centris Pallida. Samicky se pfi

krmeni svych samc¢ich potomkti rozhoduji, kolik potravy ; : :
jim obstaraji. Potomci, ktefi jsou bc¢hem stadia vyvoje Obrizek 4 — Centris Pallida [30I] _
krmeni vice, dosahuji vétSich rozméra, opak plati pro ty, kteti jsou krmeni méné. Velikost
této véely mé nasledné vliv na jeji rozmnozovéni. Ty vétsi pfi namluvach hledaji samici
vcely s hrozbou, ze dojde ke stfetu. MenSim nezbyva nez pockat, jak se situace vyvine a
vyhlédnout samicky, které nejsou oplodnény. Obecné byvaji uspésnéjsi vétsi véely. Pivodni
dospéla veela se tedy musi rozhodnout, jaké mnozstvi jidla bude pro jejiho potomka idealni
a prirozen¢ hleda Nashovo ekvilibrium. [25, str. 72]
Vidime, Ze k Nashovo ekvilibriu (dale jen NE) sméfuji i organismy, které bychom stézi
mohli povazovat za raciondlni. Pokud ovSem ve hrach vystupuji pouze raciondlni hraci,
muzeme predpokladat, ze NE zvoli okamzitg.
Definice 10 (Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich) [9]: Uspotadanou dvojici ryzich
strategii (51, §2) nazveme Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich, pravé kdyz jsou splnény
podminky

u;(a,5%) < uy(54,5%)

u,(5%,b) < u,(54,5%)
pro viechna a € S; a viechna b € S,.!3 Strategie §* a 52 jsou potom rovnovazné strategie.
Duivod, proc¢ se jedna o dobry model rovnovazného bodu, je jednoduchy. Pokud strategie
neodpovidaji Nashovo ekvilibriu, potom se alesponl jednomu hrac¢i vyplati své rozhodnuti
zménit. Pfi opakovani téze hry se hraci od tohoto feSeni odchyli a pokud hra obsahuje
Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich, potom se jejich volba strategie zastavi pouze

v moment¢, kdy na n¢j narazi a nasledné voli pouze ryzi strategii vedouci k tomuto feseni.

12 Pojem byl pojmenovén po J. F. Nashovi. Viz Historie.
13 Pov§imnéme si, Ze se definice velmi podobné definici dominantni strategie.
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Pro ovéfeni, zda je dany prvek Nashovo ekvilibriem v ryzich strategiich (dale jen NE v RS),
je potieba prozkoumat, zda se nékterému z hract vyplati odchylit ¢i nikoli. Jedna se tedy o
argumentaci kruhem. Nejdiiv predpokladame, ze se oba hraci rozhodnou pro jednu dvojici
ryzich strategii ze svého prostoru strategii a poté teprve zkoumame, zda je tato varianta
rovnovaznym bodem. Takto postupujeme u kazdého prvku vyplatni dvojmatice.

Priklad 7: Naleznéte Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich (NE v RS) ve hie Souboj
pohlavi.

Reseni: Postupné provéiime kazdy prvek dvojmatice. Predpokladejme nejprve, e oba hra¢i
zvoli strategii box. Ani jednomu se nevyplati svou strategii zménit, nebot’ by se jejich vyplata
zmenSila a tuto dvojici tedy miizeme povazovat za NE v RS. To samé plati pro strategii balet
volenou obéma hra¢i. OvSem dvojice strategii (box, balet) a (balet, box) nemizeme
oznacit za NE v RS, nebot’ se obéma hrac¢tim vyplati od své strategie odchylit. Tato hra ma

tedy dvé NE v RS, a to (box, box) a (balet, balet).

Koordina¢ni hra

Prave jsme si ukazali ptipad, ve kterém je rovnovaznych boda vice. Takové hry jsou obcas
nazyvany koordinacni hry, nebot’ je vyZzadovana urcitad koordinace mezi hraci, aby spravné
rozhodli, ke kterému rovnovaznému bodu smétfovat. V bézném zivoté se muze jednat
naptiklad o st€hovani nabytku, nebot’ v takové situaci se vyplati v§em sté¢hujicim pohybovat
se stejnym smérem stejné rychle. Snazi se tedy zvolit stejnou strategii, kterou zde miize byt
napiiklad zahnuti vlevo. V pfipad€, Ze by se jejich strategie liSily, ani jeden nebude
s vysledkem spokojen.

Koordina¢nimi hrami se zabyval ekonom a drzitel Nobelovy ceny za ekonomii Thomas
Schelling. Ve své knize The Strategy of Conflict [22] popisuje tzv. ohniskovy bod na zakladé
tzv. Schellingovych otazek. Otazky pokladal vetejnosti a snazil se vypatrat, zda je moZné,
aby hraci zvolili stejnou strategii na zakladé konvenci bez moznosti se predem domluvit.
Jedna z otazek znéla takto: ,,Mas za tikol rozd¢lit 100 dolar na 2 hromadky — A a B. Pokud
zvoli$ stejné rozdeleni, jako tvilj partner, dostanes tolik penéz, kolik bude v hromédce A a
tvlj partner dostane penize z hromadky B. Jakym zplisobem pierozdé€lis penize?* Vysledky

ukazuji, ze se 80 % lidi rozhodlo pro rozdé€leni 50:50. [28, str. 25] Ptipady, ve kterych se
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hra¢im nepodafi zvolit stejnou strategii v koordinacnich hrach, nazyvame koordinacni
chybou.

Opakem koordina¢ni hry je antikoordinacni hra. V ni si narozdil od koordinac¢nich her hraci
konkuruji. Takové hry jsou v béZném zivoté velmi casté. Pti ¢ekéani ve fronté na listky na
koncert hraji lidé hru, ve které soupeti o listky. Musi ptremyslet, v kolik se vyplati ptijit, aby
jim listky ostatni nevykoupili, ale zase nemuseli ¢ekat ptili§ dlouho. Jednim z nejtypictéjSich
prikladii antikoordina¢ni hry je aukce. Zajemci zde mezi sebou soupeti, nebot’ je v jejich
z4jmu piedmét aukce vydrazit za co nejmensi hodnotu. Pokud se jeden z hract pokousi o
koordinaci (tedy zvolit stejnou strategii jako druhy hrac) a druhy hrac se snazi zvolit strategii
opacnou, hru nazyvame diskoordinacni hra. Ptikladem diskoordina¢ni hry je hra Penalta.
Vrat'me se jesté ke hie Souboj pohlavi. Z jejiho feSeni je zfejmé, Ze se vyplaty rovnovaznych
bodu pro daného hrac¢e nemusi rovnat. Rovnovazny bod (box, box) je vyhodnéjsi pro muze,
naopak (balet, balet) vice vyhovuje v této hie Zené, ovSem pro oba je lepsi volit stejnou
strategii. Timto se rovnovéazné feSeni dvojmaticovych her li§i od rovnovdzného feSeni
maticovych her, ve kterych sice mohlo existovat sedlovych bodi vice, ov§em jejich hodnota

(cena hry) zustala stejna.

Striktni NE v RS
Kwvili neostré nerovnosti v definici NE v RS se mtlize stat, Ze zménou strategie pro dané¢ NE
v RS néktery hra¢ nic neziskd a ani nic neztrati. Takové NE v RS oznacime za nestriktni.
Pokud by naopak kazdy z hra¢ti mohl pfi zméné strategie pouze ztratit, fikame, Ze je toto NE
v RS striktni.
Piiklad 8: V nésledujici vypl. dvojmatici oznacte tyrkysové striktni NE v RS a zelen¢
nestriktni NE v RS.
Hrac 2
zvednout nezvednout

Hrac 1 agshtois ‘

nezvednout

Vyplatni dvojmatice 5 — k Prikladu 8
Reseni:

Hrac 2
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zvednout nezvednout

0,0

Hrac1 Al 1,1

nezvednout 0,0 0,0

Vyplatni dvojmatice 6 — k Prikladu 8

(zvednout, zvednout) oznaceno tyrkysové je striktni NE v RS,
(nezvednout, nezvednout) oznaceno zelené je nestriktni NE v RS.
Na konci kapitoly vénované ryzim strategiim v maticovych hrach jsme si uvadéli jako
ptiklad hru Penalta, ve které neexistovalo rovnovazné feseni v ryzich strategiich. Jelikoz
maticové hry jsou specialnimi ptipady dvojmaticovych her, je logické, Ze takova situace
muze nastat i u dvojmaticovych her. Je potteba tedy zavést jejich feSeni 1 ve smiSenych
strategiich.
Definice 11 (Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich): Uspotfadanou dvojici
smiSenych strategii (p*, p?) nazveme Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich (déle
jen NE ve SS), pravé kdyz jsou splnény podminky

ui(a,p*) < u (', p%)

U (ph,b) < u,(p*,p?)
pro viechna a € S; a viechna b € S,.!* Strategie p* a p? jsou potom rovnovazné strategie.
Povsimnéme si, Ze a a b jsou ryzi strategie hracu a dle definice tedy sta¢i porovnat danou
smiSenou strategii pouze s ryzimi strategiemi, nikoli se smiSenymi strategiemi.

Priklad 9:

y . . e, . ; 12 i 12
Rozhodnéte, zda je dvojice smiSenych strategii p/0tbalista = (= ) pbrankdt — (= Z) ye
’ 3’3 3’3

hie Penalta NE ve SS.

Reseni:

Pro nalezeni feSeni staCi porovnat smisené strategie ze zadani se vSemi ryzimi strategiemi
hract. Pokud nékterd nerovnost z definice NE ve SS nevyhovuje, potom smiSené strategie

nemohou byt rovnovazné. Musi platit nerovnost

brankar fotbalista brankéf)
, .

ufotbalista (vlevo, p ) < ufotbalista (p p

14V nékteré literatufe byva zvolena definice, kterd srovnava rovnovazné strategie se vSemi smiSenymi
strategiemi, vcetné téch smiSenych. Déle potom uvadi vétu, ktera fika, Ze porovnavani pouze s ryzimi
strategiemi je postacujici podminka.
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Leva strana nerovnosti
. 1 2
brankat) _ _
ufotbalista(vlevo,p ran ar) =-1 '3 +1 3573

Prava strana nerovnosti

pfotballsta’ brankar) =—1.

ufotbalista( p

33733 33 33 9
pfotbalista brankar

o 1 1 o\ ;- v P . .
Jelikoz - > —=, mlUzeme prohlasit, Ze smiSené strategie p nejsou
3 9

rovnovézné a tudiz (pfotbatista pbrankity peni NE ve SS.
Racionalni hrd¢ vzdy pocita s kazdou strategii, kterou mize zvolit protihrd¢. Pokud by
napiiklad fotbalista ve hie Penalta v&d€l, Ze se brankaf rozhodne skocit vlevo, bylo by od
n¢j iracionalni rozhodnout se zvolit stejnou strategii a stfelit mi¢ na tuto stranu. Pfirozen¢ by
tedy zvolil strategii stfelit mi¢ vpravo, nebot’ jeho imyslem je maximalizovat svij zisk.
Jinymi slovy, pokud vime, kterou ze strategii zvoli protihra¢, potom je nasi nejlepsi odpovédi
prave ta strategie, kterd ndm v reakci na ni poskytne nejvétsi uzitek.
Definice 12 (nejlepsi odpovéd’): Necht hrag 2 zvoli strategii b. Potom je strategie s* nejlepsi
odpovédi hrace 1 na strategii b, pokud
u; (s, b) = uy(a,b)

pro kazdé a € S;. Mnozinu vSech nejlepSich odpovédi hrace 1 na strategii b budeme znacit
R;. Podobné pro hrace 2. Nasledujici véta mize byt brana jako definice NE.
Véta 4 [9]: Dvojice (57, 52) je NE, pravé kdyz je 51 nejlepsi odpovédi na 52 a 52 je nejlepsi
odpovédi na §*.
Diikaz [9]: Podle definice je 5 nejlepsi odpovédi na 52 pravé tehdy, kdyz pro kazdé a € S,
plati

u;(8%,5%) > uy(a, 52).
Obdobné pro 52. Z nerovnosti piimo dostavdme podminky pro Nashovo ekvilibrium. Tim je
véta dokazana.
V zivocisné ti$i hleda nejlepsi odpoveéd naptiklad sladkovodni ryba slunecnice velkoploutva.
Pfi rozmnozovani se rozhoduje, zda si postavi hnizdo (podobné¢ jako vétSina ptaki), nebo
naklade vajicka do ciziho (podobné jako kukacky). Je-li v okoli spousta hnizd, je pro ni

nejlepsi odpovédi naklést vajicka do ciziho hnizda. Takto postupné vzroste populace ryb
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fungujici paraziticky, novych hnizd ubude a po urcité dobé se stane nejlepsi odpovédi
postavit nové hnizdo. [25, str. 90]
Pted odhalenim postupu pro nalezeni NE ve SS si uvedeme vétu podobnou Vété 3, kterou
jako prvni uvetejnil a dokazal v roce 1951 J. F. Nash.
Véta 5 [16]: Ve smiSenych strategiich ma kazda kone¢na hra alespoit jedno Nashovo
ekvilibrium.
Ditikaz je uveden v [16, str. 102]. Zde jenom prozradim, ze se opira o Brouwerovu vétu o
pevném bodu spojitého zobrazeni. Dale plati, ze pokud hra obsahuje pouze jednu dvojici
rovnovaznych strategii ¢i je ve hfe jedind dominantni dvojice rovnovaznych strategii,
muzeme ji povazovat za feSeni (Nashovo ekvilibrium) dvojmaticové hry. [16, str. 97]
Pov§imnéme si, Ze tvrzeni je pouze implikace, nikoli ekvivalence, takze se miize stat, Ze
eliminaci dominované strategie zmizi i nékter¢ NE. Nemuze se ale stat, ze zmizi vSechna
NE. Podobné plati, ze pfidani siln€¢ dominované strategie do piivodni hry nezméni jeji fesent,
nebot’ NE nemuze byt silné dominovanou strategii. [5]
Nyni se tedy mizeme podivat na feSeni dvojmaticovych her 2 hract. Postupujeme podle
nasledujiciho navodu:

1. nejprve eliminujeme siln¢ dominované strategie,

2. poté sestrojime reakéni kiivky mnozin Ry, R, a nalezneme jejich prasecik

(alternativni zptisob je popsan na konci nasledujiciho ilustracniho piikladu).

Piiklad 10:

Hra je ddna nasledujici vyplatni dvojmatici:

Hrag 2,3 5,2 5 -2
1 —4,4 4,5 100,0
53 3,6 2,5

Vyplatni dvojmatice 7 — k Prikladu 10
Naleznéte NE ve SS.
ReSeni ¢. 1:

Nejprve se zbavime dominovanych sloupct a fadka.
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(53 B6) &5

Tteti sloupec je dominovan druhym sloupcem a po jeho odebrani druhému fadku dominuje
prvni fadek.
Ryzi strategii si reprezentovanou prvnim fadkem hraje hrac I s pravdépodobnosti p.
Z dominance plyne, Ze druhy tadek hrac¢ 1 zvoli s pravdépodobnosti 0 a tfeti tedy
s pravdépodobnosti 1 — p. Druhy hra¢ hraje ryzi strategii s# s pravdépodobnosti g a jelikoZ
treti sloupec neptipadé v uvahu, tak bude hrac 2 hrét strategii q, s pravdépodobnosti 1 — gq.
Miizeme tedy zapsat p* = (p,0,1 — p), p?> = (q,1 — g, 0) a stfedni hodnota uzitku
my =2pq+5p(1—¢q)+5(1 —p)g+3(1—p)(1—q)
m, =(=5q+2)p+2q+3
Pro zjisténi nejlepsi odpovédi R, (p?) hrdace I nalezneme maximum této linearni funkce
v zavislosti na parametru q.
1. g< % >p=1
2. q=2=p=(01)
3. g> % =>p=0
Podobné¢ pro Arace 2.
m, =3pq+2p(1—q)+3(1—p)g+3(1—p)(1—q)
m,=0@p—-3)q—4p+6
Nejlepsi odpoveéd R, (p?):
1. p< % =2q=0
2. p=2=9=(01)
3. p> % =qg=1
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0.8

0.6

2 (0.75, 0.4)
0.4

0.2

NE ve SS je (Go%)(ggo))

Reseni ¢&. 2:
Eliminujeme silné dominované strategie stejnym zpiisobem. Poté hledame g, pro které je

hrac I indiferentni mezi prvni a teti strategii:

2q+5(1—-q)=5q+3(1—q)*>
5—-3q=3+2q
2
9=z

Obdobné pro p.

1.3.3 Véziovo dilema
Jak uz bylo popséano v kapitole Historie, jedna se o viibec nejznaméjsi'® modelovou hru.
Nazev Veéznovo dilema a vymodelovanou situaci s vézni jako prvni pouzil Albert Tucker,

puvodné¢ ale vznikla v RAND Corporation kvili hrozb¢ jaderné valky. [13]

15 Povsimnéme si, ze pokud by zde byla ostra nerovnost, tak by se jednomu z hra¢ti vyplatilo zménit strategii
a pak by feSeni nebylo NE.
16 Vyhledanti ,,prisoner’s dilemma‘ na Google Scholar obsahuje vice nez 157 000 vysledk.
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Obecné se jedna o kazdou symetrickou hru 2 hraci:

Hrac 2

Hraé aa c,b

1 b,c d,d

Vyplatni dvojmatice 8 — hra Véziovo dilema

pro kterou plati nerovnosti
c<d<a<hb.

Jelikoz se jedna o modelovou hru, je mozné ji reprezentovat riiznymi situacemi. V piipade
hrozby jaderného konfliktu je s, pokus o vyvoj jaderné zbran€ a s; odmitnuti tohoto vyvoje
a doufani, ze druhy hra¢ také nebude jadernou zbran vyvijet. Nej€astéji se hra uvadi na
zaklad¢ nésledujiciho scénéte.
Alice a Bob jsou pachateli zdvazného trestniho Cinu. Policie je zadrZela a vyslycha je
v oddélenych mistnostech. Nema ale dostatek dikaza pro jejich odsouzeni za tento ¢in
(pouze za drobny piestupek), takze obéma nabidne moznost svédCit proti svému
spolupachateli, vyménou za snizeni trestu. Jestlize se rozhodnou nabidku odmitnout, jsou
odsouzeni na 1 rok za drobny ptestupek. Pokud nabidku pfijme pouze jeden z nich, pak je
propustén a druhy stravi 8 let ve vézeni. Jestlize se oba rozhodnout vypovidat, potom je
obéma odiata svoboda na dobu 3 let. Vyplatni matice této hry vypada néasledovne:

Hrac 2

Vyplatni dvojmatice 9 — priklad hry Vézitovo dilema

7w o

Véta 6: Ryzi strategie s, je rovnovazna strategie obou hract kazdého modelu hry Vezriovo
dilema.
Diikaz: Z definice vime, Ze plati
c<d<a<h.
Z nerovnosti a < b a ¢ < d vyplyva, Ze je 1. fadek siln¢ dominovan 2. fadkem. Jelikoz se

jedné o symetrickou hru, je 1. sloupec siln¢ dominovan 2. sloupcem. Plati, Ze rovnovazné
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strategie nemohou byt zarovei silné¢ dominovanymi strategiemi, miizeme tedy ryzi strategii
s; obou hra¢h odstranit. Po eliminaci zbyva pouze dvojice ryzich strategii (s,,s,), coz
miiZzeme oznadit za NE v RS a tim padem jsou 5§ = §2 = s,, tim je véta dokazana.

Matias feseni hry Véziovo dilema popisuje nasledovné. "Reseni pro obé strany vyhodné sice
existuje, ale je nedostupné vzhledem k tomu, ze jednostranné poruseni solidarniho jednani
vede k podstatné vyhodé pro toho, kdo se odchylil a k nevyhodeé pro toho, kdo na
oboustrannou solidarnost spoléhal." [16, str. 107]

Tohoto problému (prosazovani individudlniho zajmu na ukor kazdého jednotlivce ve
skupin€) si v§iml spisovatel William Forster Lloyd a ve své knize Two Lectures on the
Checks to Population [14] ho nazval Spolecna tragédie (z anglického Tragedy of the
commons). V knize popisuje, jak farmafi prosazujici individudlni z4jmy likviduji spolec¢né
pole a doplaci na to vSichni. Z tohoto diivodu se hra povazuje za dilema, nebot’ rovnovazné
strategie jsou ve vysledku pro v§echny zucastnéné hrace horsi nez kdyby se vsichni rozhodli
ve Veziovo dilematu zapirat. Predstaveé, ze hranim néceho jiného nez NE v této hie, se fika
omyl racionality. [2, str. 199]

Dosud jsme chépali Veziiovo dilema pouze jako jednokolovou hru. Hraci tedy mohli volit
svou strategii pouze jednou a neméli zddné informace o volbé druhého hrace. Jiné vysledky
mohou nastat, pokud hraci ve Veéznovo dilematu hraji opakované a znaji pfedchozi volby

strategii protihrace.

Axelrodiiv turnaj
V roce 1981 uspotadal R. Axelrod turnaj, do kterého lidé mohli posilat své navrhy algoritm
hrajici opakované Veziiovo dilema. Jednim z nich byl naptiklad algoritmus, ktery vzdy (v

kazdém kole) volil pouze ryzi strategii s,, jiz jsme si uvadéli jako rovnovaznou ci
: D ” . 1 gt
algoritmus, jenz hral smisenou strategii p! = (E’%)' Celkem se do turnaje ptihlasilo 15

algoritmi, které se utkali formou ,,kazdy s kazdym* v celkem 200 kolech. Turnaj nakonec
vyhral algoritmus zvany ,,Piijcka za oplatku‘ (z anglického ,,Tit for tat ). Ten v prvnim kole
volil vzdy ryzi strategii s; a nasledné kopiroval pfedchozi ryzi strategii protihrace. [10, str.

34] Automat tohoto algoritmu vypada nasledovné:
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Obrazek 5 - automat algoritmu Pijcka za oplatku

S1

Zvlastnost Piijcky za oplatku spociva ptfedevsim v tom, Ze nikdy nemuze ziskat v zddné hie
vice bodl nez protihrac. I tak ale vyhrala cely turnaj. V zavislosti na toto zjisténi poradal
Axelrod stejny turnaj znovu, ve kterém jiz bylo obecné znamo, ktery algoritmus vyhral
minule, a i piesto Piijcka za oplatku vyhrala znovu. V nasledujici fazi simuloval na
algoritmech Axelrod efekt evoluce a Piijcka za oplatku se stala jednim z 5 algoritmu, které
prezily. [2, str. 103] J. M. Smith pozd¢&ji ve své knize Evoluce a teorie her dokazal, Ze je
Piijcka za oplatku tzv. evolucné stabilni strategie. [25, str. 202-203] V zavislosti na uspéch
tohoto jednoduchého algoritmu a vysledcich turnaje Axelrod uvedl, zZe aby byl algoritmus
usp&sny, musi splilovat nasledujici 3 podminky:

1. zacit ryzi strategii sq,

2. vracet protihraCovi strategii S,

3. odpoustét.
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1.4 Kooperativni hry

Dosud jsme uvazovali pouze hry, ve kterych se hra¢i nemohli pfedem domlouvat a uzavirat
vynutitelné dohody. Takové hry se nazyvaji nekooperativni. Opakem jsou kooperativni hry.
V nich mohou hra¢i mezi sebou uzavirat dohody. Jedna se tedy o jakousi modifikaci
nekooperativnich her. [10, str. 28] Pokud navic pfipustime hry vice hraci, vyskytne se
prilezitost formovat tzv. koalice.

Definice 13 (koalice): Koalici nazveme libovolnou podmnozinu mnoziny hract H.
Maximalni spole¢na vyhra koalice n hract je definovana jako

v({1,2,..,n}) = max {z u, (st s?, ..., s”)}.

sleS,,s2€S,,..,sMES,
k=1

Manas d¢li kooperativni hry na hry s:

1. pfenosnou vyhrou,

2. nepienosnou vyhrou.
Pro kooperativni hry s ptfenosnou vyhrou plati, Ze se hra¢i mohou domluvit na pterozdé€leni
vyhry. Dle Manase byva tento typ hry pouzivan castéji, nebot’ hra¢i maji moznost
vyjednavat. [16]
Vyjednavani nastava v kooperativnich hréch, kdyz hraci soupefii o rozdé€litelny zdroj a je pro
né vyhodnéjsi si zdroj rozdélit. [25, str. 151-152]
Smith dale d&li kooperativni hry s pfenosnou vyhrou na hry s Uplnymi a neuplnymi
informacemi. Rozdil jsme si vysvétlili na zacatku v klasifikaci. Hry s Uplnymi informacemi
s moznosti vyjednavani se Uc€astni napt. krab poustevnik pii vymeéné ulit, nebot’ vSichni
pritomni krabi znaji velikost ulity kazdého zucastnéného kraba. [25, str. 161] Ptikladem hry
s nekompletni informaci s moZnosti vyjednavani je vymeéna vajicek a spermat u
hermafroditnich ryb. [25, str. 160]
Hlavnim problémem kooperativnich her byva vynutitelnost strategii. I ptes vzniklou dohodu
v ramci koalice se hra¢i mohou rozhodnout pro jinou strategii. Tomuto problému Ize ve
vicekolovych hrach predejit potrestanim hrace v nésledujicim kole, a to hned nejvetsSim
moznym trestem, ¢imz se hra¢ dostane na svou maximinovou hodnotu. [2, str. 101] Ve hie
2 hract je maximinova vyplata hrace 1

v({1}) = max {)régzl(a, b).
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Podobné postupuje algoritmus Piijcka za oplatku. Jedna z moznych aplikaci takového trestu
je vetejné dostupné ohodnoceni. Napt. pti koupi produktu ¢asto mize zakaznik ohodnotit
zkuSenosti s prodavajicim a pii poruseni pfedem domluvené strategie ud¢lit prodavaci
negativni hodnoceni, ¢imz jej poskodi a snizi tak pocet zakaznikd.
Je ztejmé, ze kazdy z hracu si bude chtit zajistit aspofi svoji maximinovou hodnotu. Pokud
neplati podminka

v({1}) + v({2}) <v({1,2}),
neni pro hrace raciondlni vyjednavat a iloha se stava nekooperativni hrou.
Pokud se hraci rozhodnou vyjedndvat, vyvstava otazka, jakym zpiisobem si pierozdéli

vyhru.

1.4.1 Rozdéleni vyhry
Jedno z prvnich feSeni je popsano uz v zidovském Talmudu. Ten poskytuje konzistentni
pterozdéleni majetku mezi 2 hrace. Viz [28, str. 47-56]. Manas rozdéleni vyhry definuje
nasledovné.
Definice 14 (rozdéleni vyhry): ,,Oznacme a, castku, kterou dostane ze spolecné vyhry
v({1,2}) hra¢ 1, a podobné oznacme a, Cdcastku, kterou dostane hrac 2. Vektor
(a, a;) nazveme rozdelenim vyhry, “ pokud plati podminky:
a, +a; =v({12}),

a; = v({1}),a; = v({2})
tikajici, Ze si hraci musi pferozdélit celou vyhru, a Ze kooperace musi nabidnout takové
rozdéleni, které je vyhodné&j$i nez maximinova strategie. Mnozina vSech rozdéleni spliujici
tyto podminky se nazyva jadrem hry. [16, str. 113]
Potiz pii hledéani idealniho rozdé€leni spoc¢iva v tom, Ze hrac 1 si bude prosazovat ¢astku

a; = v({1,2}) —v({2})
a hrac¢ 2 naopak ¢astku

a; = v({1,2}) —v({1}).
Manas navrhuje feSeni pfifazujici kazdému hraci jeho maximinovou hodnotu a polovinu
zbytku spole¢né vyhry. Toto feseni je dano vzorci

v({1,2}) —v({1}) —v({2})
2

a; = v({1}) +
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v({1,2}) —v({1}) —v({2})
> :

az = v({2}) +

1.4.2 Paretovo optimum
U kooperativnich her je dilezitym pojmem Paretovo optimum pojmenované po Vilfredovi
Paretovi. Ve hie n hracu se jedna o n-tici smiSenych strategii, pro kterou neexistuje zadna
jind n-tice, kde by kazdy z hract dosahl stejné, nebo vétsi vyplaty a vyplata alespoil jedno
z nich byla vétsi. [21]
Tento pojem muze pfipominat NE, jedna se ale o zcela jiné feSeni hry. Za predpokladu, ze
se hrac¢i mohou pfedem domlouvat na strategii, hleddme Paretovo optimum jako prvek
dvojmatice hry, ktery nasledné srovnavame s ostatnimi prvky dvojmatice. V pfipadé hledani
NE jsme porovndvali hracovo strategie.
Uvazujme obecnou Vypl. dvojmatici 8 hry Veziiova dilematu. NE této hry je dvojice (S5, S5).
Muzeme tuto dvojici ryzich strategii oznacit za Paretovo optimum? Dle definice musi platit,
Ze neexistuje zadna jina dvojice, z které aspon jeden z hract profituje vice a druhému hraci
zustane aspon stejna vyplata. Jelikoz plati

Uy (51, 81) > Uy (S2,52) Auz(sy,51) > uy(S2,52),
dvojice (s,,s,) neni Paretovo optimum. Naopak dvojice ryzich strategii (sq,51) je tzv.
Paretovsky optimalni, nebot’ kazda jina dvojice vede k mensi vyplaté pro aspon jednoho
hréce.
Ne vzdy je Paretovo optimum odli§né od NE. V Zivotopisném filmu Cistd duse se objevuje
scéna, ve které¢ mlady J. Nash spolecné se 4 kamarady pozoruji skupinku 5 Zen, v niz se
nachdzi 1 blondyna a 4 brunety. Kazdy z nich ma v planu oslovit blondynu, nebot’ ji povazuji
za nejatraktivngjsi. J. Nash vysvétluje, pro¢ je toto feSeni nevhodné!” a navrhne viem oslovit
mén¢ atraktivni brunety. Tvulrci chtéli touto slavnou scénou demonstrovat Nashtiiv objev
rovnovazného bodu, ovS§em popsané feSeni neni Nashovo ekvilibrium, jelikoz se kazdému
z nich vyplati svou strategii zménit a oslovit atraktivnéj$i blondynu. Pokud by se vSichni
kamaradi domluvili, Ze pouze jeden z nich oslovi blondynu a ostatni oslovi brunety, jednalo
by se NE, kter¢ je zaroven Paretovsky optimalni. V takovém ptipadé fikdme, Ze je NE tzv.

vynosové dominantni.

17 Ve filmu se predpoklada, ze v ptipadé vétsiho zajmu by blondyna odmitla vSechny, kdo by ji oslovil.
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1.5 Evoluéni teorie her

Jedno z viibec nejvyznamnéjSich uplatnéni teorie her najdeme v evolucni biologii. Ukazalo
se totiz, Ze jsou nastroje této matematické discipliny vhodné pro popis konfliktnich situaci
zivoCichl. At uz se jedna o boj o teritorium krabti houslistl [7], jeleni namluvy [25, str. 110]
¢1 znamy parazitismus kukacek.

PrestoZze nemizeme ocekavat, ze se zivo¢ichové snazi rozhodovat v konfliktnich situacich
védomée a vybirat tak nejlep$i moznou strategii (podobné jako si svétlo nepocitd nejkratsi
cestu z bodu A do bodu B), jsou nastroje teorie her vhodné, nebot’ zivo¢ichové jsou k volbe
nejvhodnéjsi strategie dotlaceni evoluci a racionalni chovani je tedy zajiSténo evolucni
stabilitou. [25, Preface]

V evolucni teorii her (dale jen ETH) se pojem vyplata hrace ¢asto nahrazuje navysenim c¢i
sniZzenim tzv. ,,fitness* jedince vyjadiujici pocet potomki, které jedinec bude mit, pokud
zvoli danou strategii. Hodnoty vyplatnich funkci uz tedy na rozdil od pfedchozich her
nebyvaji arbitrdrné zvoleny, ale maji realny podklad, nebot’ je zde jasné¢ dano, jakou
hodnotou budou hréci za svou strategii odménéni. Plati, ze ¢im vice potomku ziskaji hraci
pii zvoleni konkrétni strategie, tim vétsi je jejich vyhra a Sance na preziti.

Vyplata rovna 0 neznamena, ze se hra¢ prestane rozmnozovat. Pokud naptiklad 2 jedinci
soupeii o vyhodnéjsi teritorium poskytujici moZnost rozmnozit se a ziskat 5 potomka, ale
porazeny ma stale Sanci zlstat v horSim prostiedi a dat zZivot 3 potomkim, potom je vyplata

v=>5-—3=2.[25,str. 12]

1.5.1 Evolu¢né stabilni strategie

popisuje ESS jako strategii, pro kterou plati, Ze pokud ji pfijmou vSichni ¢lenové populace,
potom je imunni vii¢i viem cizim strategiim.!® [25, str. 10]

Definice 15 (ESS) [25, str. 14]: Mé&me nekonecnou populaci (¢i populaci, ve které neni
velikost limitujicim faktorem), v niz se jednotlivci stietavaji po dvojicich a mnozi asexualné.

Pak je strategie / ESS, pokud vyhovuje jedné z podminek

. w,(I,D) >u,(J, 1)
2. ul(lrl) = ul(]f]) Aul(lf]) > ul(]’])

18 Smith tyto strategie oznaduje pojmem ,,mutant strategies*.
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pro kazdé | # I.

Jedna se o jakési zjemnéni pojmu NE. Plati, Ze pokud je strategie I ESS, pak je dvojice (I, I)
NE. Obracené tvrzeni platit nemusi (viz hra Jestrabi a hrdlicky). Podobné jako v ptipadé NE
rozliSujeme ESS v ryzich a smiSenych strategiich. Pro ESS také plati, Zze kazda hra se 2
ryzimi strategiemi obsahuje feSeni ESS ve smiSenych strategiich (dale jen ESS ve SS).
Dtikaz je uveden napi. v [25, str. 180]. Dale plati, ze pokud je I ESS ve SS volici ryzi strategie
A,B,C... s nenulovou pravdépodobnosti, pak

u, (A, 1) =uy(B,I) =u(C, 1) ... = u (I, ).

Jedna se o tzv. ,,Bishop-Canningsovu vétu“. Dikaz této véty je uveden v [25, str. 182]. Opira
se o fakt, ze pokud by jedna z hodnot vyplatnich funkci byla vétsi (tedy napt. u,(4,1) >
uy (I, 1)), pak by bylo rozumné;jsi volit pfisluSnou strategii (strategii 4) a I by potom nemohla

byt ESS.

1.5.2 Hra Jestrabi a hrdlicky
Nejznaméjsi model ETH zvany Jestrabi a hrdlicky (z angl. Hawk-Dove game) piedstavil
John M. Smith spole¢né s Georgem R. Pricem v ¢lanku The Logic of Animal Conflict [26]
z roku 1973. Model popisuje zjednodusenou situaci, ve které se dva ptaci dostanou ve stejny
¢as ke kofisti a vybiraji ze dvou ryzich strategii:'

1. jestrab (J)—bojuj vzdy, vzdej se az pti vazném zranéni,

2. hrdlicka (H) — ptedstirej hrozbu, ale pfi eskalaci konfliktu utec.
Strategie jestiab ve srovnani se strategii hrdlicka reprezentuje agresivni chovani. Kofist
poskytuje navyseni fitness jedince o hodnotu v > 0. Pfedpokladdme déle, Ze jsou oba hraci
stejné silni a pokud dojde ke stfetu hracu, jenz zvolili stejnou strategii, pak si kotist rozdé€li

rovnym dilem. Hrdlicky mezi sebou nezapasi, naopak jestidbi ano a utrpi tedy zranéni

vyjadiené hodnotou c. Vyplatni dvojmatice této hry vypada nasledovné:

Hrac 2

Hraé

19 Jedna se pouze o obrazné pojmenovani 2 rtiznych strategii, nikoli o druh ptactva.
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Vyplatni dvojmatice 10 — hra Jestrabi a hrdlicky
Ie . s trv v v r_g ey , V—C
Jedna se o symetrickou hru jejiz feSeni zavisi na parametrech v a c. Pokud plati - > 0a

tedy v > c, pak je hra shodna s hrou Veziiovo dilema, a NE bude dvojice (J,J). Strategie
Jjestrab zaroven vyhovuje podminkdm ESS a tudiz plati, ze populace hrajici strategii jestrab
nemuze byt naruSena populaci hrajici strategii Ardlicka. Ve svété zvirat se tomuto modelu
blizi souboje rypoust slonich. Vyhrou je cely harém samicek a porazeni se nemohou
rozmnoZzovat.
Zajimavéjsi pfipad nastane, pokud v < c. V takovém modelu neexistuje ESS v RS, je proto
potieba hledat ESS ve SS. Vime, ze musi existovat [ = (p, 1 — p) takové, ze
u,(J,1) =uy (H,1).

[25, str. 15]
Plati tedy

p-u(,)+A=p)-w(H) =p u(H])+Q-p) w(HH).

Pii dosazeni vznikne

(v—roc) (v—=2c)
p— tA-pv=p 0+Q-p) ——
neboli
v
p_c

ESSve SSprov < cjetudiz] = (E, 1- Z). Z vysledku lze vycist, ze ryzi strategie hrdlicka

c
nemuze byt ESS, nebot’ by muselo platit % =0prov # 0.

JestliZe pii stietu dochazi k velkému zranéni, byva lepsi se boji vyhnout, pfipadné je na misté
rozhodovat se na zaklad¢ jiného faktoru, ktery by nejspis vedl k vyhie. Nejc€astéji se jedna o
velikost téla, ovSem u n€kterych Zivocichl se mliZzeme setkat i s jinymi signaly, které koreluji
s vyhodou v boji. MiiZze to byt napfiklad velikost rohti u nékterych druht ovci, hloubka
kunikani u ropuch ¢i §picaky u pavianti. Tyto signdly jsou ucinné pouze tehdy, kdyz je obtizné

¢1 nemozng¢ je falSovat a jejich posouzeni netrva dlouho. [25, str. 114]

Alternativni strategie
Zajimavy ptipad nastane, pokud pfipustime novou ryzi strategii zvanou podvodnik, ktera pii

stietu dava faleSny signal, Ze bude volit strategii jestrab. Dle Smithe [25, str. 15] je tato

55



strategie nejprve soucast ESS ve SS, jakmile ovSem zmizi strategie hrdlicka, za¢ne byt signal
zbyte¢ny a strategie podvodnik se stava shodnou s ptivodni strategii hrdlicka.>° Smith dale
popisuje dalsi alternativni evolucné stabilni strategie dopliujici hru Jestrabi a hrdlicky. Zde
uvedu v kratkosti pouze dvé z nich.

Pokud pfipustime asymetrii hry umoznujici rozhodnout, ktery z hract je vlastnikem ¢i se u
koftisti nebo teritoriu vyskytl dfive, je mozné ptidat do hry Jestrabi a hrdlicky novou ESS
zvanou ,,bourgeois “. Hrac¢ volici tuto strategii se rozhoduje pro strategii jestrab, jestlize je u
koftisti Ci teritoria prvni a strategii hrdlicka, pokud se na misto dostavi pozd¢€ji nez protihrac.
Dle Smithe je tato strategie ESS prave tehdy, kdyz plati ¢ > v.

Strategii bourgeois v ptirodé kopiruje napft. africky motyl zvany okac pyrovy. Motyli tohoto
druhu soupeti o mista, na ktera sviti sluni¢ko. Jakmile je toto misto obsazeno a prileti dalsi,
sehraji motyli kratky souboj pfipominajici tanec a ten, ktery pfiletél pozdéji, zpravidla
prohrava a odléta pry€. Problém miiZe nastat, jakmile se oba domnivaji, Ze byli na misté jako
prvni. V takovém ptipad¢ bojuji typicky desetkrat déle [25, str. 97]. Vyhodu strategie
bourgeois potvrzuji dalsi zivo¢ichové. Napt. pavidn plastikovy ¢i babocky pavi oko [25, str.
99]. Dalsi mozna ESS doplijici hru Jesrabi a hrdlicky je strategie zvana ,, retaliator (¢esky
doslova ,,odplatnik*), ktery kopiruje strategii protihra¢e podobné jako algoritmus Piijcka za
oplatku ve hie Veznovo dilema. Tedy pokud protihraC zattoci, retaliator zvoli strategii
Jjestrab, jinak voli strategii hrdlicka.

V ETH Ize smiSenou strategii ve hie 2 hrac¢li zaménovat s prerozdélenim populace. [25, str.

17] Pokud strategie jestrab a hrdlicka ztotoznime s konkrétnim druhem ptactva v hejnu,

které se sklada z x jestfabu a y hrdlicek, potom je ﬁ pravdépodobnost, ze nové piichozi

hrac¢ narazi na jesttaba a xz—y, ze narazi na hrdlicku. Pro vnéjSiho hréace je tedy situace stejna,

jako kdyby hral hru s jednim protihra¢em, jehoz smiSena strategie je p? = (ﬁ,%) pro

ryzi strategie jestrab, hrdlicka. [2, str. 162]

20 Velmi zajimavy experiment je popsan v [25, str. 83]. V&dci v ném zkoumali strategie vrabetl. Tmavi vrabei
kopirovali strategii jestFab a svétli naopak Ardlicka. V experimentu se rozhodli védci zménit jejich vzezieni
tak, ze nekteré prebarvili na opacnou barvu a zkoumali, zda se zméni jejich chovani ¢i nikoli.
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Dédicnost

Jestlize navic hra¢ hraje smiSenou strategii p* = (z,1 — z) a Usp&iné pieda své geny dal,
potom jeho potomek zdédi tuto smiSenou strategii. [25, str. 15] Nezalezi ovSem na tom,
v kolika konfliktech volil ryzi strategie si ¢i s5. Tento fakt potvrzuje napiiklad vosa zvana
severoamericka kutilka. Tato vosa klade vajicka do zemé spole¢né s potravou (sarancaty) a
¢eli tedy rozhodnuti, zda vykopat vlastni diru ¢i pouzit jiz existujici, jenz mlze ¢i nemusi
byt obsazena. Pokud obsazena neni, vosa je zproSténa prace a muize pfichystat sarancata a
naklast vajicko. Pokud ale dira obsazena je, potom musi vosa bojovat.?!

Rozhodnuti tohoto druhu vos je konzistentni se smiSenou strategii, ktera vede k ESS. Dle
vyzkumu H. J. Brockmann v New Hampshire [11] kope vlastni diru 59 % vos a zbylych 41
% pouziva jiz vykopanou. Usp&snost téch, které kopaly vlastni diru byla 0,96 vajicek za 100
hodin a t&ch zbyvajicich pak 0,84 vajicek za 100 hodin. JelikoZ vosy nemaji dostatek casu
na zkousSeni, kterd ze strategii je vyhodné&jsi a svou strategii méni v pritbéhu svého Zivota
(nemaji tendenci hrat Cistou strategii cely svij zivot), je tento piiklad potvrzenim dédi¢nosti

smifené strategie pl. [25, str. 74-75]

21 Vosa se nedozvi, zda je dira obsazena okamzité. Nejdiive vajitka naklade a poté jde lovit saranéata. To, Ze
je dira obsazena jinou vosou, se ukaze, az kdyz se na misté potkaji. Poté zacina boj, jehoz délka se odviji od
poctu ulovenych sarancat. Vétsinou vitézi ta vosa, ktera jich ulovila a zahrabala vic, nebot’ investovala vice a
nechce se toho vzdat. To byva Castéji ta, ktera diru vyhrabala. Délka souboje tedy zavisi pouze na poctu
sarancat, které prinesla porazena vosa. [25, str. 38]
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2 Prakticka ¢ast — Sbirka uloh

Uvod

Pro lepsi orientaci v problematice, pochopeni zékladnich pojmt a procviceni si metod feseni
uloh jsem se rozhodl doplnit bakalafskou praci o tulohy, kter¢é mohou pouzit ucitelé
matematiky napt. ve stiedosSkolském seminafi. Zvolené ulohy nestavi diiraz na mechanické
pocitani, ale spis na kreativni feSeni. Jsem tedy piesvédcen, ze by feSeni téchto uloh mohlo
zéky 1 bavit. Déle si uvedené ulohy kladou za cil také rozvijet logické uvazovani, které
nemusi byt podepteno vysokymi matematickymi znalostmi a maji tedy potencial oslovit i
zaky, kterym matematika nejde ¢i je nebavi.

Sbirka je rozdélena do dil¢ich kapitol a sefazena po jednotlivych tématech tak, jak jsou
vysvétleny v teoretické ¢asti. Naro€nost tloh postupné roste a ulohy by mély aspoii ¢astecné
vést k pochopeni pojmu. Napiiklad k pochopeni pojmu dominantni strategie je zak veden
pomoci vhodné zvolenych otazek. U nékterych uloh je potieba, aby zak znal postup feseni.
Jindy jsem se snaZzil ilohy zvolit tak, aby si Zak dovedl feSeni odvodit sam. V ptipadé potieby

24

Z dtivodu rostouci naro¢nosti a navaznosti tloh je nutné sbirku vnimat jako celek.
2.1 Zakladni pojmy

Uvod

Sbirka zac¢ina jednoduchymi ulohami slouZici k pfipomenuti a lepSimu uchopeni zakladnich
pojmii pouzivanych nejen v dalsich ulohéch, ale i v problematice teorie her. Zaci by méli byt
schopni po splnéni téchto tloh pojmy vysvétlit a pracovat s nimi. Zvolené ulohy jsou

zamérné jednoduché, aby Zaci neztratili motivaci hned na zacatku.

Téma Hrac
Cil Zak vnima rozmanitost pojmu Ardc a situace, ve kterych se poznatky z teorie
her uplatiiuji.

Vyskrtej pojmy, které nepfedstavuji racionalniho hrace:

a) fotbalista v zapase Sparta — Slavia

b) krupiér ve hie poker
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h)

traktor orajici pole

zemétieseni na Haiti v r. 2010
¢lovek hrajici PC hru Call of Duty
hladovy lev vyhledavajici kofist
drazitel na aukci

exekutor vykonavajici rozhodnuti soudu

Reseni

Nevyskrtané — a), ¢), 1), g)

Téma

Strategie

Cil

Zak umi ,,matematizovat® jednoduché ulohy, coz se pozdé&ji vyuziva pfi

tvorb¢ vyplatni matice.

Cerven¢ podtrhni ¢ésti vét, které v nésledujicich hrach oznacuji hrace a zelené ty, které

oznacuji jejich strategie:

a)

b)

c)

d)

Adam chce jet vlakem z BeneSova do Prahy a rozhoduje se, zda si koupi listek na
vlak ¢i nikoli.

Prodavac v obchodé¢ s telefony se rozhoduje, zda bude nabizet vybrany mobil za
20 tisic K¢, nebo 19 tisic K¢.

Bob chce koupit své pritelkyni darek k narozeninam. V obchodé muze koupit
kytku, boty a poukaz na nadkup v hodnoté 2500 K¢&.

Alice, Bara a Cecilie hraji deskovou hru Dostihy a sazky. Alice pfemysli, zda se ji
vice vyplati koupit kon€ s nazvem ,,Napoli®, nebo ma zahrat akéni kartu a poslat

Bért na policko Distance.

Reseni

a) Adam chce jet vlakem z BeneSova do Prahy a rozhoduje se, zda si
koupf listek na vlak ¢i nikoli.

b) Prodava¢ v obchodé s telefony se rozhoduje, zda bude nabizet
vybrany mobil za 20 tisic K¢, nebo 19 tisic K¢.

c) Bob chce koupit své pfitelkyni darek k narozeninam. V obchodé

muze koupit kytku, boty a poukaz na ndkup v hodnoté¢ 2500 K¢&.
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d) Alice, Bara a Cecilie hraji deskovou hru Dostihy a sazky. Alice
premysli, zda se ji vice vyplati koupit kon¢ s ndzvem ,,Napoli®, nebo

ma zahrat akcni kartu a poslat Bart na policko Distance.

Téma Vyplata

Cil 74k rozumi vztahu mezi &isly (body) a osobnimi preferencemi.

Ciselné ohodnot’ nasledujici sporty dle svého uvazeni (1 — nesnasim, 10 — miluji), potom
je sefad’ od svého nejméné oblibeného po sviij nejoblibeng;jsi.
Sport Body
Fotbal ]
Basket
Hokej

Tenis

Sachy

Téma Vyplata

Cil Zak vnima subjektivnost preferenci hraca v ulohach teorie her a umi k nim

vhodné pritadit Cisla, se kterymi poté mlize pracovat.

Parta péti kamaradi se rozhoduje, kterou hru si zahraji. Adam ma nejrad¢ji karetni hru
Poker a nechce hrat Monopoly. Bob preferuje Monopoly vic nez Clovéce, nezlob se! a
Poker vic nez Monopoly. Cecilie nechce hrat zadnou hru s figurkami, Denisa si chce
zahrat jakoukoli hru a Emil chce hrat to samé, co Bob. Ke kazdému z kamarada ptipi$
vSechny vySe uvedené hry a ohodnot’ je ptislusnymi ¢isly z mnoziny {—1, 0, 1} vyjadiujici
pocet bodu v zavislosti na jejich subjektivnich preferenci. Kladné ty, které dany hrac chce
hrat, zaporné ty, které hrat nechce. Vic bodi by méla ziskat ta hra, ktera je v o¢ich daného
hréace lepsi. Pokud se k n€které z her nijak nevyjadiil, mizeme predpokladat, Ze je k ni
lhostejny a ohodnotit tak tuto volbu hodnotou 0. Poté rozhodni, kterou hru bys parté

doporucil a svou odpovéd’ odivodni.

Reseni Poker Monopoly Clovéce
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Adam 1 -1 0
Bob 1 0 -1

Cecilie 0 -1 -1

Denisa 1 1 1
Emil 1 0 -1

Jednou z moZnosti je secist jednotlivé preference a zvolit hru, které odpovida

nejvetsi Cislo. Timto zpltisobem vyhrava hra Poker, nebot’ mu pfislusi nejvice

hlast.
Téma Vyplata
Cil 74k umi ukazat na piikladu, kterym problémem se teorie her miize zabyvat

a dovede pracovat ve skuping.

Pfitad’ do nasledujici tabulky svych 5 nejoblibenéjSich film a porovnej je se svymi

spoluzaky. Poté se zamysli, jakym zplisobem miize vétsi skupina lidi rozhodnout, na ktery

film se vecer spolecné podivaji. Jakymi nedostatky trpi vétSinovy volebni systém, ve

kterém kazdy zvoli jednu moznost a vyhraje ta, ktera ziska vétSinu hlasi? Resi tebou

navrzeny systém tento nedostatek?

Potadi ‘ Film
1.
2.
3.
4.
5.
Téma Klasifikace
Cil Provéteni znalosti zakladniho rozdéleni teorie her a pfipomenuti toho, co

vSechno muze byt povazovano za hru, a tedy kde vSude se zéci s timto

oborem mohou setkat.

Ptifad’ nasledujici hry do tabulky vedle pojmu, ke kterym patii (n€kdy vice moznosti):
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a) Poker

b) Sachy

c) Ruleta

d) Kamen, nizky, papir

e) Bézny typ aukce, ve které lidé ptihazuji po 100 korunach a ten, kdo da nejvice,
dostane za tu cenu predmét aukce

f) Fotbalova penalta

Hry 2 hraci Hry (3 a) vice hrac¢h
Symetrické hry Asymetrické hry
Hry s konstantnim souctem Hry s nenulovym souétem
Hry Uplnymi informacemi Hry s netiplnymi informacemi
Sekvencni hry Simultanni hry
Kooperativni hry Nekooperativni hry
Reseni Hry 2 hraca a), b), c¢), | Hry (3 a) vice hracia a), d),
d), e), ) e)
Symetrické hry a),b), d), e) | Asymetrické hry )
Hry s konstantnim | vSe Hry s nenulovym souctem
souctem
Hry uplnymi | b), ¢) Hry s netplnymi | a), d),
informacemi informacemi e), )
Sekvencni hry a), b), e) Simultanni hry d), )
Kooperativni hry Nekooperativni hry vSe
Téma Klasifikace
Cil 74k rozumi zékladnimu rozdé&leni teorie her a umi uvést u jednotlivych druht
priklad.

Uved’ ptiklady jednotlivych her:

a) symetricka hra 2 hraca
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b)
©)
d)
e)

kooperativni hra s aplnymi informacemi
koordinaé¢ni hra
antikoordina¢ni hra

sekvencni hra s nulovym souctem

Téma

Dominantni strategie

Cil

74k chape pojem dominantni strategie, k némuz byl doveden bez uZiti jeho

definice za pomoci vhodné zvolenych otazek.

Dva obchodnici si chtéji na plazi oteviit stinek se zmrzlinou. Turisté vyhledavajici

zmrzlinu jsou rovnomérné rozmisténi po plazi a vzdy si vybiraji stanek, ktery je blize

(pokud je vzdalenost stejna, tak se rozhoduji nahodné€). Plaz je reprezentovana

nasledujicim intervalem:

0 1
@ @

a) Prvni obchodnik se rozhodl zvolit pozici blize k jednic¢ce a jeho volba je oznacena
pismenkem A. Cervené vybarvi &asti isecky, které by pro druhého obchodnika
znamenaly mensi pfijem a zelené ty, které druhému obchodnikovi zaruci vice
turista.

0 A 1

@ O O O O O O O @ O @

b) Pokud by si druhy obchodnik postavil stanek v levé poloving zeleného intervalu,
mohl by si prvni obchodnik polepsit? Jak?

c) Po vycCerpavajicim pfesouvani se z mista na misto se oba obchodnici rozhodli
vyfesit problém nésledujici dohodou. Oba dva si postavi stinek vedle sebe
uprostied plaze. Vyplati se jednomu z nich dohodu porusit?

d) Jak by se situace zménila, kdyby na jeden konec plaze pftijel autobus, ktery by

piivezl stejny pocet cestujicich, jako byl ptivodné na celé plazi?
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e) Jak by se ptivodni situace bez pfijezdu autobusu zmeénila, kdyby na plaz dorazil
tieti obchodnik? Znamenalo by to, Ze by uprostied plaze méli stanek vedle sebe

vSichni tfi? Proc¢?

ReSen a) interval mezi bodem 0,2 a bodem A

b) ano, postavil by si stanek napravo hned vedle druhého obchodnika
c) ne

d) oba stanky by se pfemistili na kraj intervalu

e) ne, protoze jeden z nich by musel byt uprostied a nemél by tedy

zadné zakazniky

Téma Dominantni strategie

Cil Zak umi pracovat s pojmem dominantni a dominovana strategie a na zakladé

téchto znalosti fesi tlohy teorie her.

Prodévajici se rozhodne drazit stokorunu a stanovi podminky. Ptfihazovat se smi po 10
korunach, aukce kon¢i, jakmile uZ zadny zdjemce nehodla ptihodit. Zajemce s nejvyssi
nabidkou (vydrazitel) zaplati svou nabidku a obdrZi stokorunu. Zajemce s druhou nejvetsi
nabidkou také zaplati svou nabidku, ale neobdrZi nic. Pfedpokladejme, ze jsou vSichni
hraci racionalni. Zamysli se, zda se vyplati do aukce vstoupit a piihodit tak 10 K¢ jako
prvni. (Napovéda: Pro feSeni ulohy je vhodné pojmenovat si strategii piihodit a

nepiihazovat a rozd¢lit hru na jednotliva kola) (inspirovano z [28])

Reseni Pokud ptedpokladame, Ze jsou hraci racionalni a nikdo tedy nechce skoncit
s druhou nejvétsi nabidkou a pfijit tak o penize, pak se vyplati ptihodit 10 K¢
jako prvni a obdrzet tak 90 K¢&. Strategie neprihazovat a pockat na dalsi kolo,
nez prihodi ostatni, je tedy dominovana strategii prihodit jako prvni. Dalsi

kolo je strategie neprihazovat dominantni strategii strategie prihodit.

Téma Dominantni strategie
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Cil

74k dokéaze vhodné aplikovat definici pojmu dominantni strategie v dané

situaci.

Alice a Bob maji za ukol napsat na papirek ve stejny okamzik jedno z Cisel: 1, 2, 3, nebo

4. Ten, jehoz ¢islo bude blize 2/3 priméru obou ¢isel dostane 100 K¢. V ptipade, ze dojde

ke shodg¢, si stokorunu rozdéli a kazdy si odnese 50 K¢. Vyrad’ dominované strategie.

(inspirovano z [19])

Reseni

Pro feSeni této ilohy sice neni potieba aparat teorie her, ale hodil by se
napftiklad piepis do tabulky. Pak se uloha stava vyrazné jednodussi. Rozhodl
jsem se ji tedy pfipomenout pozd¢ji v kapitole Vyplatni matice, aby zéci
vidéli, ze znalost metod teorie her usnadiiuje feSeni takovychto tloh. Zbyde

jen jedna dominantni strategie, a to ¢islo 1.
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2.2 Maticové hry

Uvod

Vyplatni matice je jeden ze zdkladnich pojmu teorie her, ktery slouzi predevsSim k

jednodussimu popisu dané situace a naslednému feseni, nebot’ v ni jsou obsazeny vSechny

dalezité informace, které k feSeni potfebujeme. Z tohoto diitvodu jsem se rozhodl nékteré

ulohy v této kapitole vénovat prave tvorbé vyplatni matice a praci s ni. Pozdéji na to navazuji

ulohy vedouci k feSeni konkrétnich vyplatnich matic.

Téma

Vyplatni matice

Cil

74k umi pracovat s pojmem vyplatni matice.

Lorem

Z nésledujici vyplatni matice (tabulky) antagonistické hry s nulovym souctem urci:
a) pocet hracu,
b) pocet ryzich strategii kazdého hrace,
c) velikost vyplaty hrace Lorem, pokud oba zvoli strategii B,

d) velikost vyplaty hrace Ipsum, pokud hrd¢ Lorem zvoli strategii A a hra¢ Ipsum

strategii C.

Ipsum

Reseni

a) 2

b) Lorem — 2, Ipsum — 3
c) 4

d =5

Téma

Vyplatni matice

Cil

Zak umi pracovat s pojmem vyplatni matice a rozumi pojmu hra s nulovym

souctem.
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1) Rozhodni, jak bude vypadat vyplatni matice antagonistické hry s nulovym souctem

hrace 2, pokud vis, ze vyplatni matice hrace 1 je:

Hrac 2

2) Rozhodni, jak bude vypadat vyplatni matice antagonistické hry s nulovym souctem

hrace 2, pokud vis, ze vyplatni matice hrdce 1 je:

Hrac 2

3) Vymysli situaci, kterd miize byt reprezentovana nasledujici vyplatni matici hry

s nulovym souctem:

Hrac 1

Hraé 2

Reseni

1) Podobné jako plivodni vyplatni matice, akorat vSechny vyplaty
budou mit opacné hodnoty.
2)
Hrac¢ 1

Hrac 2
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3) Redenim mize byt napiiklad penalta ve fotbale. Hrac¢ 1 je brankaf a
snazi se skoCit na spravnou stranu. Strategie A muze byt napf.

,vlevo®, strategie B pak ,,vpravo*.

Téma Vyplatni matice

Cil Zak umi vytvotit vyplatni matici pro slovné zadanou ulohu.

Rozhodni, jak by mohla vypadat vyplatni matice nasledujici hry: ,, Alice a Bob hraji hru
Panna-orel. Kazdy viastni jednu pétikorunu a rozhoduji se s rukama za zady, zda si ji v
ruce ponechat, ¢i nikoli. Naraz nastavi ruce v pést naproti sobé a ve stejny moment dlané
oteviou. Jestlize jeden z nich v ruce pétikorunu drzi a druhy nikoli, dostava Bob od Alice

jeji pétikorunu. Pokud se Alice i Bob rozhodli stejné, musi Bob predat Alici svou

pétikorunu. “
Reseni Bob
Alice otevrit
zaviit
Téma Vyplatni matice — (a)symetrickd hra
Cil Zak rozumi pojmiim symetrickd a asymetricka hra.

Rozhodni u kazd¢ z nésledujicich matic, zda popisuje symetrickou ¢i asymetrickou hru:

Hrac 2

Hraé 1

Hrac 2
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Hrac 1

Reseni Symetricka
Asymetricka
Symetricka
Asymetricka (hra¢i nemaji stejny prostor strategii)
Téma Vyplatni matice — symetricka hra Lov jelena
Cil Zak rozumi pojmim symetrickd a asymetrickd hra a umi u takovych her
vytvotit vyplatni matici.

Rozhodni, zda se jednd o symetrickou ¢i asymetrickou hru a své rozhodnuti odivodni.

., Dva lovci se nezavisle rozhoduji, zda ulovit jelena ci zajice. Pokud se oba rozhodnou pro

jelena, tak jsou odmeéneni vyplatou 3. Pokud se oba rozhodnou pro zajice, tak jsou

odméneni vyplatou 1. Pokud se jeden rozhodne ulovit zajice a druhy jelena, tak oba ziskaji

vyplatu 0.

Reseni

Lovec 2
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Lovec 1

Symetrickd hra

Téma SmiSena strategie

Cil 74k rozumi pojmu smiSend strategie a umi rozhodnout u jednoduché tlohy,
jakou strategii s jakou pravdépodobnosti zvolit. Zak zna zakladni pojmy, vi,

jak vypada vyplatni matice a co musi obsahovat.

Navrhni, jak by mohla vypadat matice hry Kamen, niizky, papir pro 2 hrace, ve které¢ musi

porazeny hrac¢ zaplatit vyherci 100 K¢. Vhodné pojmenuj vSechny strategie.
a) Kterou ze tfi strategii bys hra¢lm doporucil?
b) Hraci se rozhodli, Ze budou hrat 10 kol. Vyplati se volit neustéle stejnou strategii?

c) K jednotlivym strategiim pfipi$ pravdépodobnost, se kterou maji hraci volit danou

strategii:
Kéamen
Nuzky
Papir

d) Kolikrat mizeme ocekavat, ze hrac 1 zahraje za 10 kol strategii nuzky, pokud je

jeho smiSena strategie p* pro strategie kdmen, niizky papir v tomto potadi rovna
1

(0, %, 5). Viz tabulka:

Strategie Pravdépodobnost

Kamen 0
Nuazky 1
2

Papir 1
2
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e) Jak by se matice zménila, kdyby kamen porazel nejen niizky, ale i papir? M¢lo by
potom smysl hrat jinou strategii, nezli pokazdé kamen? Vyjadii tuto smiSenou
strategii pomoci rozlozeni pravdépodobnosti.

f) Jak by se matice zménila, kdyby v ptivodni hie vyherce za zvoleni strategie kamen
proti strategii niizky obdrzel od porazené¢ho hrace dvojnasobek penéz? Doporucil

bys hra¢im zm¢énit strategii?

Reseni a) libovolnou
b) ne

c) vsude 1/3
d) Skrat

e) (1,0,0)

f) ano, hrat ¢astéji kdmen a méné Castéji nuzky

Téma SmiSena strategie

Cil Zak rozumi pojmu smiSend strategie a umi nalézt rovnovaznou strategii

maticové hry.

U kazdé z nasledujicich matic nalezni rovnovaznou strategii hrace 1:

Hracé 2

Hrac 1

Hrac 1
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Hrac 2

Hrac¢ 1

Hrac 2

Hrac 1

Reseni (1 1)
2'2

(0,1)

(0,0,1)

53

Téma Sedlovy bod

Cil 74k umi nalézt maximum a minimum z mnoZiny porovnatelnych prvka.

V nasledujicich maticich zelené zvyrazni prvky, které jsou maximalni ve sloupci a modie

ty, které jsou minimalni v fadku.

Hracé 2

Hrac 1
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Hraé 1

Hrac¢ 1
Reseni Hrac 2
Hrac 1
Hrac 2
Hrac 1
Hrac 1
Téma Sedlovy bod
Cil 74k rozumi pojmu sedlovy bod a umi nalézt rovnovazné feSeni maticové hry.
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U kazd¢ z nasledujicich matic rozhodni, zda existuje rovnovazné teseni (sedlovy bod).

Pokud ano, zvyrazni prvek, ktery reprezentuje toto feseni a urci cenu hry:

Hrac 2

Hrac 2

Hraé 1

Reseni Ano:
Hrac 2
Hracé 1
Cena hry = 3.
Ne:
Hrac 2
Hraé 1
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Ano:

Cena hry = 2.
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2.3 Dvojmaticové hry

Uvod

Nasledujicimi tlohami se pokouSim navazat na piedchozi kapitolu Vyplatni matice. Prvni
ulohy tedy maji za ukol slepit porozuméni vyplatni matice s vyplatni dvojmatici, teprve poté
dostava zak za kol takové ulohy fesit. Podobné jako v kapitole Vyplatni matice zde kladu

daraz 1 na tvorbu dvojmatice ze slovniho zadani.

Téma Hra s nulovym a konstantnim souctem

Cil 74k umi pievadét dvojmatice s konstantnim souétem na dvojmatice
s nulovym souctem a naopak. Trojice tlloh by méla vést také k porozuméni,

ze vSechny vyplatni matice se daji pfepsat do vyplatni dvojmatice.

1) Doplit hodnoty (vyplaty) hrace 2 do tabulky (vyplatni dvojmatice), jestlize vis, Ze se

jedné o hru s nulovym souctem.

Hracé 2

Hrac 1

Hrac 1

2) Doplil zbylé hodnoty (vyplaty) Ardce 2 do tabulky (vyplatni dvojmatice), jestlize vis,
7e se jednda o hru s konstantnim souctem.

Hrac 2

Hraé 1
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3) Priepis nasledujici matice her s konstantnim souc¢tem na hry s nulovym souctem:

Hrac 2

Hracé 1
Hrac 2
Hraé 1
Hrac 2
Hrac¢ 1
Reseni 1
Hrac 2
Hrac 1
Hrac 2
Hracé 1
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2)

Hrac 2
Hrac 1
3)
Hrac 2
Hrac 1
Hrac 2
Hracé 1

Hrac 2

Hraé 1

Téma

Vyplatni dvojmatice

Cil

Zak dovede pracovat s vyplatni dvojmatici.
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Z nasledujici dvojmatice urci:

a) Pocet hract.

b) Jména hraci.

c) Pocet ryzich strategii kazdého hréce.

d) Hodnotu x, pokud lev ziskava pii zvoleni strategie Utok pokazdé opaénou hodnotu
vyplaty anakondy.

e) Velikost vyplaty anakondy, pokud oba zvoli strategii Utok.

f) Zda se jedna o hru s konstantnim souctem.

g) Zda se jedna o symetrickou hru.

Lev

Anakonda Obrana

Utok

ZastraSovani

Reseni a) 2

b) Anakonda, Lev

¢) Anakonda-—3, Lev -2
d -1

e) —2

f) ne

g) ne

Téma Vyplatni dvojmatice — tvorba

Cil 74k dovede vytvotit vhodnou tabulku &i dvojmatici pro danou situaci.

Alice a Bob k sobé chovaji vzdjemnou nenavist, ale maji spoustu spole¢nych kamarada.
Oba chtéji uspotadat vecirek a pozvat tam vSechny své kamarady. V uvahu ptichazi pouze
patek a sobota. Oba preferuji sobotu, ale pokud budou potradat vecirek ve stejny den, tak

jejich kamaradi nebudou védét, na ktery z vecirkl pfijit a pro Alici 1 Boba by to byla
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katastrofa, kterou bychom mohli vy¢islit vyplatou — 10 pro oba. Pokud jeden z nich

uspotada vecirek v patek a druhy v sobotu, tak ten, kdo zvoli sobotu, bude odménén

vyplatou 5 a ten, kdo zvoli patek, bude odménén vyplatou 4. Navrhni vyplatni dvojmatici

této hry. (inspirovano z [19])

Reseni Bob
Patek Sobota
Alice Patek
Sobota
Téma Dominantni strategie
Cil 74k dovede rozpoznat a eliminovat viechny dominované strategie ve
vyplatni dvojmatici.

Eliminuj vSechny silné dominované strategie v nasledujicich dvojmaticich:

Hracé 2

Hrac 1

Hraé 1

Hracé 2

Hracé 2
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Reseni Hrac 2

Hracé 1

Hrac 2

Hrac¢ 1

Hrac 1
Téma Dominantni strategie
Cil Zak dovede vytvofit tabulku ¢i dvojmatici dané hry a rozpoznat a eliminovat

vSechny dominované strategie.

K nésledujici Gloze vytvor tabulku (vyplatni dvojmatici) a poté vyfad’ dominované
strategie. Alice a Bob maji za Uikol napsat na papirek ve stejny okamzik jedno z ¢isel: 1,
2, 3,nebo 4. Ten, jehoz ¢islo bude blize 2/3 priméru obou ¢isel dostane 100 K¢. V piipadé,

ze dojde ke shodg¢, si stokorunu rozdé€li a kazdy si odnese 50 K¢. (inspirovéano z [19])

Reseni Bob

Alice
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Téma | Dominantni strategie

Cil Zak dovede vytvofit tabulku ¢ dvojmatici dané hry, rozpoznat a eliminovat

vSechny dominované strategie a fesit jednodussi ulohy teorie her.

1) Ve méste jsou dvé hospody. Ob¢ si mohou uctovat za pivo vlastni cenu, a to 20 K¢,
40 K¢, nebo 50 K¢ (cena vyroby je zanedbatelnd). Turisté v tomto mésté vypiji
dohromady 6000 piv kazdy mésic. Pro né cena neni rozhodujici, a tak voli jednu ze
dvou hospod ndhodné. Lokalni Stamgasté vypiji celkem 4000 piv méesi¢né, ale vybiraji
si peclivé hospodu, kde je pivo levnéjsi. Pokud pivo v obou hospodach stoji stejné,
pak si vybiraji hospodu nahodné podobné jako turisté. Kterou z cen ma kazda z hospod
zvolit, aby vydélala co nejvice? (Napovéda: vytvor si vyplatni dvojmatici)
(inspirovano z [19])

2) Jevidét, ze absence turistl zvySuje konkurenci hospod. Pokud lokalni Stamgasté vypiji
4000 piv mésicné, jaky je maximalni pocet piv, které by museli vypit turisté, aby cena
piva klesla na 20 K¢ a jaky je jejich minimalni pocet, aby cena vzrostla na 50 K¢&?

(inspirovano z [19])

Resen 1) Vyplaty odpovidaji desetitisicim K¢:

i

Hospoda 2

Hospoda 1

2) Pro x tisic turistl:

Pro x > 16 je strategie 40 K¢ dominovana strategii 50 K¢&.

Hospoda 2

8+ x;2,5x
2%84+x 2—(4—+-4—+) 16+ 2x%:25%

Hospoda 1

82



2,5x;8+x | 25%16+2x |25 -(4+x4+x)

Strategie 20 K¢ nikdy nebude dominovat strategii 50 K¢, nebot” 10 + 2,5x je
vzdy vétsi nez 8 + x pro kladna x. Takze pro zadny pocet turistli nebude vyhodné
nabizet pivo za cenu 20 K¢.

Nabizet pivo za cenu 50 K¢ se vyplati v piipadé€, Ze turisté vypiji vice nez 16 tisic

piv mésicne.

Téma

Nejlepsi odpoveéd

Cil

Zak rozumi pojmum nejlepsi odpoved hrdce a dominovana strategie.

Je mozné, aby nejlepsi odpovéd’ jednoho z hraci byla soucasné jeho silné dominovana

strategie?

Reseni Ne.

Téma Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich

Cil Zak dovede nalézt Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich.

Nalezni vSechna Nashova ekvilibria v ryzich strategiich ve hte, kterd je dana touto

vyplatni matici:

Hrac 1

Hraé 2

Reseni

Hrac 2

Hraé 1
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B 2,1 3,0 2,—1000
C

3I1 9;0 3, _5

Téma Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich

Cil Zak dovede vypogitat Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich.

Dva lovci se nezavisle rozhoduji, zda ulovit jelena ¢i zajice. Pokud se oba rozhodnou pro
jelena, tak jsou odménéni vyplatou 3. Pokud se oba rozhodnou pro zajice, tak jsou
odménéni vyplatou 1. Pokud se jeden rozhodne ulovit zajice a druhy jelena, tak lovec
jelena ziska vyplatu 0 a lovec zajice ziska vyplatu 2. Rozhodni, zda se ve hie vyskytuje
rovnovazné feSeni v ryzich strategiich. Pokud ano, tak napis, které dvojice strategii

k rovnovaznému feSeni vedou a rozhodni, zda se jedna o koordinac¢ni ¢i antikoordina¢ni

hru.
Reseni Lovec 2
Lovec 1
Koordinacni hra
Téma Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich
Cil 74k dovede vypo¢itat Nashovo ekvilibrium v ryzich strategiich.

Ve filmu Rebel bez priciny se dva teenageti rozhodnou ukazat svou kuraz tak, Ze se bok
po boku rozjedou svymi auty k utesu a ten, kdo prvni zabrzdi, je povaZzovan za sraba.
Pokud nezabrzdi ani jeden, situace skon¢i katastrofou a oba zemtou. Ur¢i, jak by mohla
vypadat matice/dvojmatice této hry a nalezni rovnovazné feSeni (Nashovo ekvilibrium)
v ryzich strategiich. V ¢em se tato hra oproti hie pfedchozi li§i? Zkus vymyslet jiny

ptiklad antikoordinaéni hry.

Reseni Teenager 2
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Zabrzdit Pockat
Teenager 1 —10,10
10,-10 —100,—-100
Antikoordinac¢ni hra
Téma Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich
Cil 74k dovede vypo¢itat Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich.

Vytvot tabulku/dvojmatici nésledujici hry a uréi, zda obsahuje Nashovu rovnovéhu v
RYZICH strategiich. Pokud ne, nalezni Nashovu rovnovahu ve SMISENY CH strategiich:
,Alice a Bob hraji hru Panna-orel. Kazdy viastni jednu pétikorunu a rozhoduji se
s rukama za zady, zda si ji v ruce ponechaji, ¢i nikoli. Nardz nastavi ruce v pést naproti
sobé a ve stejny moment dlané oteviou. Jestlize jeden z nich v ruce pétikorunu drzi a druhy
nikoli, dostava Bob od Alice jeji pétikorunu. Pokud se Alice i Bob rozhodli stejné, musi

«

Bob predat Alici svou pétikorunu.

Reseni Bob

Panna

Alice

N. E. vryzich strategiich zde neexistuje, rovnovazné feSeni ve smiSenych

. . 11
strategiich je (E’ 5)

Téma Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich

Cil 74k dovede vypoéitat Nashovo ekvilibrium ve smiSenych strategiich a

rozumi pojmu nejlepsi strategie a reakéni kiivky.

Pro dvojmatici hry Souboj pouhlavi
Zena

box balet
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MuzZ Qo 2,1 0,0
balet 0,0 1,2

a) Urdi nejlepsi odpovéd hrade Muz na ryzi strategii balet hrace Zena.

b) Narysuj reak¢ni kiivky a nalezni rovnovazny bod (NE)

ResSeni a) balet
11
b (:3)
Téma Véziovo dilema
Cil 74k dovede vypocitat Nashovo ekvilibrium ve smienych strategiich.

Nalezni vSechna x € Z, pro ktera x je (x,x) Nashovym ekvilibriem a zamysli se, v ¢em

je tato hra netradi¢ni.

Hracé 2

Strategie 1 Strategie 2

Hrac 1 Strategie 1
Strategie 2
Reseni {x €Z,x =-100}
Téma Véznovo dilema
Cil 74k zna hru Véziiovo dilema a umi vypoéitat Nashovo ekvilibrium.

Policie zadrZela dva podezielé — Adama a Boba — a drzi je oddélené. Dikazy, které
ma policie, nejsou dostatecné pro usvédCeni, takZe se musi spoléhat na ptiznani
obvinénych. Adam a Bob maji moznost toho druhého udat. Pokud budou oba svédc¢it proti
sob¢, délka jejich trestu bude 6 let. Pokud prvni ud4 druhého a druhy nebude vypovidat,

udava¢ bude osvobozen a druhy odsouzen na plnych 10 let. Pokud oba odmitnou

24
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Vytvot dvojmatici, ktera vhodné popisuje tuto situaci.

Rozhodni, zda se jedné o symetrickou hru s nulovym souctem.

Ur¢i, zda se ve hie nachdzi dominantni strategie. Pokud ano, napi$ ktera.

Nalezni rovnovazny bod (Nashovo ekvilibrium).

Nalezni Paretovo optimum.

Jaky je maximalni pocet let ve vézeni, ktery by policie stale jest¢ mohla nabidnout
Adamovi, aby se mu vyplatilo rozhodnout se udat Boba, v pfipad¢, Ze se Bob

rozhodl mlcet? (Mé&me na paméti, Ze si policie nepieje nechat oba zlodéje na

svobod¢)

Reseni

a)
Bob

Adam Mlcet

Sveédcit

Svédcit

c) Svedcit
d) Nashovo ekvilibrium je oznacené zelené.

e) Paretovo optimum je ozna¢ené modfte.

b) Jedna se o symetrickou hru, ale ne o hru s nulovym souctem.

f) 1rok.
Téma Paretovo optimum
Cil Zak dovede nalézt Paretovo optimum.

Nalezni Paretovo optimum ve hie zadan¢é nasledujici dvojmatici:

Hrac 2
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Reseni

4.0
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Zavér

Cilem této prace bylo poskytnout vhodny text strategické teorie her a vytvotit odpovidajici
sbirku tloh véetné feSeni. Tento cil byl dle mého ndzoru splnén. Dnes je pfedmét teorie her
Siroce vyucovan predevsim na ekonomickych vysokych skolach. Zajemci se s nim ale setkaji
uZ na stiedni $kole, at’ uz kvili ptipravé na VS nebo z osobnich diivodi. Jsem tedy
presvédCen, Ze prace miize poslouzit nejen zakiim stfednich Skol, ale i stfedoskolskym
ucitelim v ptipravé seminafte Ci pii snaze obohatit standardni hodiny matematiky.

Velkou ¢ast prace tvofi sbirka tloh. Sbirku jsem se snazil ¢lenit podobné jako teoretickou
Cast prace, aby ji ulohy odpovidaly. Ulohy jsou sefazeny po tématech se stoupajici
narocnosti. Prvni Glohy jsou zdmérné jednoduché, aby jejich feSeni zdky neodradilo.

Zde je nutné podotknout, ze feSeni téch uloh, které bychom mohli povazovat za trivialni,
neni explicitné vysvétleno v teoretické ¢asti. S jejim feSenim by ale Zaci neméli zéapasit a
v piipadé potieby je u viech tiloh uvedeno spravné feseni. Reseni jsem se rozhodl neuvést
jen u 3 uloh, nebot’ pro né¢ neexistuje pouze jedno spravné feseni. Nejprve u 2 uloh na
subjektivni pfifazeni Ciselnych hodnot ke sportim a filmim, poté u tlohy na vymysleni
vlastnich her.

Resenim tiloh ze sbirky se Zaci uéi pracovat nejen s pojmy teorie her, ale rozviji si pfedevsim
matematické dovednosti. UCi se zachazet s matematickymi definicemi, ptepisovat slovné
zadany text do jazyka matematiky a uplatilovat naucené postupy pii poc€itani. Zaroven vetim,
7ze fada tuloh (pfedevSim ty, které vedou ktvorbé a praci s matici) méa potencial
v jednoduchosti ilustrovat, kde se zaci s t€émito matematickymi pojmy mohou setkat a

odpovédét na otazky typu ,,K ¢emu nam to je?*.
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