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Obrázek 1: Zobrazení sfingy v Berlínském papyru (Folta, 2004, s. 66)  

Podobně na obrázku 2 můžeme vidět souřadnicové vyjádření oblouku, ve kterém jsou 
naznačeny vzdálenosti svislic a jejich výšky. Ty opět poukazují na roli měřítka v těchto 
záznamech. 

 

                                                  

Obrázek 2: Zobrazení oblouku s popisky vzdáleností v Berlínském papyru (Folta, 2004, s. 67) 

Využití výše popsaných principů je patrné také na dalším ze záznamů, který uvádí Bečvář 
(2003). Na obrázku 3 je vidět, jak pro výrobu jednotlivých prvků při realizaci velkých staveb 
bylo zapotřebí rozkreslovat výkresy v daném měřítku a k tomu se používala čtvercová síť.  
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Obrázek 3: Využití čtvercové sítě při vytváření malby lovu ryb kopím (Bečvář, 2003, s. 136) 

Z uvedených ukázek je patrné, že z daných kultur je z vlastností později vzniklé soustavy 
souřadnic důležité použití měřítka, které umožňuje zaznamenat nejen rozměry objektů, ale také 
jejich vzájemné vzdálenosti a umístění v ploše nebo prostoru. Další patrnou vlastností je 
využívání kolmosti k popisu útvaru v rovině, a to jak v případě kartografie, tak v případě 
stavebních plánů. Naopak pojem počátek zde zatím není patrný, při stavbách ani při 
zaznamenávání map neměl opodstatnění. 

1.1.2 Astronomie a kartografie ve starověkém Řecku 
Také v Řecku se lidé od pradávna snažili zjistit, jaký tvar má Země, jak je veliká a kde končí. 
Potřebovali znát vzdálenosti mezi místy na tehdy známém zemském povrchu, např. mezi městy, 
přístavy apod. K tomu bylo třeba vytvářet mapy, které byly nejprve schematické, bez měřítka. 
Dikaiarchos z Mesiny (350-290 př. Kr.) vnáší do mapy matematické prvky. V roce 320 př. Kr. 
zakreslil na mapu tehdy známého světa podélnou osu, tzv. diafragmu, která spojovala Gibraltar 
a ostrov Rhodos (Veverka, 1995). Tím, že k této „ose“ přidal rovnoběžky a kolmice, se 
v podstatě zrodila nynější zeměpisná síť poledníků a rovnoběžek, kterou můžeme považovat za 
jednoho z předchůdců souřadnicového systému.  

Na něj později navázal Eratosthenes alexandrijský (276-196 př. Kr.), který na základě svých 
výpočtů velikosti Země zkonstruoval mapu tehdejšího svět (Štěpánková, 2002). Tu je možno 
vidět na obrázku 4. 
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Obrázek 4: Mapa tehdejšího světa podle Eratosthena (Štěpánková, 2002, s. 8) 

Původ souřadnic v astronomii můžeme hledat u dvojice starověkých astronomů, Hipparcha a 
Ptolemaia (oba žili ve 2. stol. př. Kr.). Pírko (1942) uvádí, že objevili způsob, který umožňuje 
určit polohu hvězdy pomocí dvou úhlů odměřovaných od dvou základních kružnic 
(obzorníkové souřadnice). Použití tohoto způsobu nejprve na zeměkouli (zeměpisné 
souřadnice) a poté jeho přizpůsobení pro rovinu přišlo až mnohem později.  

Z pohledu kartografie je Hipparchův přínos (180-126 př. Kr.) v myšlence rozdělení rovníku na 
360 dílů. Na obrázku 5 je zobrazen způsob, jak zavedl pro zeměpisné souřadnice pojmy 
zeměpisná délka a šířka, odpovídající tvaru Středozemního moře (Hánek, P. 2011). V přístupu 
Hipparcha je možné pozorovat motivaci realitou.  

Řekové obecně přitom postupovali podobným způsobem při zavádění zeměpisných souřadnic 
jako je běžné dnes při grafickém zobrazení soustavy souřadnic. Dikaiarchos zakreslil na mapu 
tehdy známého světa podélnou osu a na ní několik rovnoběžek a kolmic. Eratosthenes později 
změřil Zemi a z toho odvodil vzdálenosti těchto čar a tím zavedl do vzniklé soustavy měřítko. 
Dnes postupujeme podobně. Nejprve zakreslíme vodorovnou osu 𝑥𝑥 a k ní kolmou osu 𝑦𝑦. Na 
těchto osách zavedeme měřítko a máme pravoúhlou soustavu souřadnic, ve které můžeme 
stejně jako Řekové na mapě světa určovat souřadnice bodů. 
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Obrázek 5: Rozdělení rovníku na 360° a zavedení pojmů zeměpisná délka a šířka (Hánek, 2011, 
s. 17). 

Za vrcholná díla řecké geografie a kartografie jsou potom považovány práce Marina z Tyru 
(pracoval v létech 98 – 130 n. l.) a Ptolemaia (90 – 160 n. l.). Marinos z Tyru vyhotovil mapu 
světa ve čtvercovém válcovém zobrazení, ve kterém použil stupňovou síť a v mapě vyznačil 
osm rovnoběžek a patnáct poledníků. Každé místo mělo souřadnice. Hlavní poledník prochází 
Kanárskými ostrovy a hlavní rovnoběžka ostrovem Rhodos. Tady navázal na Eratosthenovu 
mapu světa.  Rovnoběžky a poledníky v tomto zobrazení tvoří pravoúhlou síť. 

Ptolemaios ve svém díle Geógrafiké hyfégésis představil soubor map, kde jsou zadány 
souřadnice, tentokrát ne ve stupních a minutách zeměpisné délky a šířky, ale v hodinách a 
minutách časového rozdílu vůči Alexandrii. Součástí jsou také souřadnicové tabulky až osmi 
tisíc známých zeměpisných míst (Drápela et al., 2005). 

Tyto doložené astronomické a kartografické objevy starověkých řeckých učenců, ukázaly na 
možnost využití pravoúhlé soustavy souřadnic na zaznamenání bodů v rovině.  

1.1.3 Řecká matematika 
Přístup k matematice obecně byl ve starověkém Řecku na rozdíl od ostatních civilizací 
starověku zásadně odlišný. Zatímco v ostatních zmiňovaných kulturách byly matematické 
poznatky používány k praktickým účelům, matematici starověkého Řecka se stali původci 
kauzálního myšlení v matematice, když upřednostňovali objasnění příčiny a důsledku nad 
praktickým využitím. Folta tuto změnu zařazuje i časově, když píše, že „systematický, 
deduktivně logický způsob výkladu se začal projevovat v antické matematice už od 5. stol. před. 
Kr.“ (Folta, 2004 s. 85) a uvádí, že objevení nesouměřitelnosti úseček (tzv. první krize 
matematiky) vedlo Řeky k odklonu od aritmetiky a projevila se dominance geometrie nad 
aritmetikou.  
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Východiskem z této krize se tak stala řecká geometrická algebra, ve které veličiny už nebyly 
chápány jako čísla, ale začaly být chápány jako délky, obsahy a objemy, přičemž délky byly 
reprezentovány úsečkami, obsahy čtverci a objemy krychlemi. Prosadil se tzv. zákon 
homogenity, který vyžadoval operovat při sčítání a odčítání jen s veličinami stejného řádu, 
probíhalo tedy jen mezi délkami nebo jen mezi obsahy nebo jen mezi objemy. O tento posun 
se zasloužili především Thales (624-547), Pythagoras (570-510), Eukleides (450-368), 
Hippokrates (460-370), Aristoteles (384-322), Menaichmos (zemřel 320), Archimedes (287-
212) a Apollonios (262-190), známí především výraznými pokroky v geometrii, vrcholícími 
Eukleidovými Základy a ve 3. stol. př. Kr. Apolloniovými Kuželosečkami.   

Studium křivek 

Výše uvedené přístupy ke geometrii lze považovat za skvělý výchozí bod pro zkoumání 
různých křivek, které navíc ani nemusely mít zřejmé využití v běžném životě. Tyto křivky byly 
tehdejší matematici také schopni často velmi originálním způsobem sestrojit i bez znalosti jejich 
algebraického zápisu a analytického vyjádření. Eukleides přitom definuje křivku jako „délku 
bez šířky“ (Folta, 2004, s. 112). 

Jedním z cílů řeckých matematiků bylo zkoumání vlastností křivky, např. její délky 
(rektifikace) a obsahu úseče křivkou (Lomtatidze, 2007). Později Archimédes ve svých 
pojednáních podstatně rozvinul metodu na určení obsahů a objemů, metodu na stanovení tečen 
ke křivkám a metodu pro určení extrémů (Lomtatidze, 2007, s. 38).  

Edwards (1979) a později Fuchs (1994) popisují Archimedův postup kvadratury paraboly. 
Archimédes si byl vědom, že je parabola souměrná podle osy a na základě postupu podle 
poměrů geometrických veličin vypočítal obsah úseče paraboly jako 4/3násobek obsahu 
trojúhelníka se stejnou základnou a výškou jako úseč paraboly.  

Edwards (1979) uvádí, že v Archimédově době již bylo známo, že tečna v bodě 𝑃𝑃 je rovnoběžná 
se základnou 𝐴𝐴𝐴𝐴, přímka procházející bodem dotyku tečny v bodě 𝑃𝑃 a středem 𝑀𝑀 základny 𝐴𝐴𝐴𝐴 
je rovnoběžná s hlavní osou paraboly. Tětiva 𝑄𝑄𝑄𝑄′ je rovnoběžná se základnou 𝐴𝐴𝐴𝐴 a je půlena 

průměrem 𝑃𝑃𝑃𝑃. Proto platí poměr veličin 𝑃𝑃𝑃𝑃
𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁2

𝑀𝑀𝑀𝑀2. To znamená, že v zobrazeném šikmém 
systému souřadnic 𝑥𝑥𝑥𝑥 s počátkem v bodě 𝑃𝑃 má rovnice paraboly tvar 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘𝑦𝑦2 (viz obrázek 6). 
Archimedes tato fakta pouze cituje s odkazem na dřívější pojednání o kuželosečkách od Euklida 
a Aristarcha. 
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Obrázek 6: Archimedův postup kvadratury paraboly. (Edwards, 1979, s. 36) 

Pro tuto práci je Archimédův postup kvadratury paraboly důležitý především díky tomu, že 
Archimedes zde využil principu zasazení paraboly do systému dvou přímek, které můžeme 
považovat za předchůdce souřadných os. K těmto přímkám bylo možno danou křivku vztáhnout 
a popsat některé její vlastnosti. Podobnou rekonstrukci nabízí i Fuchs (1994) uvedenou na 
obrázku 7. Zde je možné pozorovat i dělení na stejně velké úseky, což Edwards (1979) považuje 
za využití Eudoxovy exhaustivní metody, které je možno považovat za projev práce s měřítkem.  

 

 

Obrázek 7: Archimedův postup kvadratury paraboly. (Fuchs, 1994, s. 117) 

Na obrázku 5 je, kromě samotného postupu dělení paraboly, vidět i nápadnou podobnost s 
umístěním křivky do soustavy souřadnic tak, jak to později dělali Fermat a Descartes2, kteří při 
popisu křivky zkonstruovali abscisu (v tomto případě přímku 𝐴𝐴𝐴𝐴) a následně ordináty, které 
sloužily k průmětu bodů křivky na abscisu. Ty nemusely být nutně konstruovány v pravém úhlu 
s abscisou.   

Na vývoj formální soustavy souřadnic by tak měl mít podstatný vliv výše popsaný pokrok ve 
zkoumání křivek. Přesto se tomu tak v té době nestalo. Důvodů je možno pozorovat několik. 
Zaprvé, chyběl nástroj (algebra), který by umožnil využít tento pokrok ke zkoumání obecných 
křivek a pro řešení rovnic. Zadruhé, chyběl důvod, který by motivoval Archimeda k formálnímu 

                                                 
2 Je samozřejmé, že obrázek je pouze rekonstrukcí Archimédova postupu, tedy ze samotného obrázku nemůžeme 
nic přímo usuzovat. Využití daného postupu Fermatem a Descartem později je však zřejmé. 
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zavedení systému souřadnic. Jeho zájem se soustředil na výpočty obsahů ploch a objemů 
známých těles, především oblých tvarů (Folta, 2004) a k tomu objektivní vyjádření křivky v jiné 
formě nepotřeboval.  

Díky geometrickému chápání veličin byla tehdy zásadně odlišná vyjadřovací schopnost. 
Provádět operace s těmito veličinami znamenalo řešit konstrukci pomocí pravítka a kružítka. 
Toto pojetí veličin a operací s nimi pak přineslo známé problémy starověku: zdvojení krychle, 
kvadraturu kruhu a trisekci úhlu. Při řešení těchto problémů narazili Řekové na potřebu 
rektifikovat netriviální křivky, např. kvadratrix.  

Podle (Lomtatidze, 2007) křivku kvadratrix popsal Hippias z Elis v 5. stol. př. Kr. Objev 
souvisel se snahou vyřešit trisekci úhlu. Umožňuje totiž problém dělení úhlu převést na dělení 
úsečky. Na obrázku 8 vlevo je naznačena konstrukce kvadratrix, vpravo je řešení trisekce úhlu 
𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 neeuklidovskými prostředky, když je nejprve rozdělena na třetiny úsečka 𝑋𝑋1𝐵𝐵 a kolmice 
na 𝐴𝐴𝐴𝐴 v bodech 𝑋𝑋1, 𝑌𝑌1 a 𝑍𝑍1 protnou křivku v bodech 𝑋𝑋, 𝑌𝑌, 𝑍𝑍. Pro účely této práce je ale opět 
potřeba věnovat se formě, nikoli obsahu, kdy bod 𝐴𝐴 je možné vnímat jako předchůdce počátku 
soustavy souřadnic a zároveň se zde setkáváme s umístěním problému do pravoúhlého systému 
úseček. Hippias dále nerozvíjel možnost využít svého postupu k dalšímu pokroku v rozvoji 
souřadnic. 

 

Obrázek 8: Postup převedení problému dělení úhlu na dělení úsečky (Lomdatidze, 2007, s. 43) 

Po křivce kvadratrix se objevují kuželosečky. Objev kuželoseček zřejmě souvisel s řešením 
problému zdvojení krychle (Bečvář, 1994). Lomtatidze (2007) dále uvádí, že Řekové 
odvozovali všechny úměrnosti z podobnosti trojúhelníků a tento postup použil také Hippokrates 
v 5. stol. př. Kr., když se snažil problém zdvojení krychle vyřešit. Problém převedl na nalezení 
dvou geometrických úměrných. Lomdatidze popisuje jeho řešení takto: 

Máme dánu krychli o straně 𝑎𝑎, hledáme 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 tak, aby platily rovnosti: 

𝑎𝑎 ∶  𝑥𝑥 =  𝑥𝑥 ∶  𝑦𝑦 =  𝑦𝑦 : 2𝑎𝑎, tj. aby platily kterékoliv dvě z následujících rovnic: 
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𝑥𝑥2 = 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑦𝑦2 = 2𝑎𝑎𝑎𝑎 , 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝑎𝑎. Grafem prvních dvou rovnic jsou paraboly, grafem 
třetí je hyperbola. 

Zbavíme-li se 𝑦𝑦, bude výsledek 𝑥𝑥3 = 2𝑎𝑎3. Pak 𝑥𝑥 je hrana hledané krychle 
(Lomtatidze, 2007, s. 45).   

Kolem roku 350 př. Kr. Menaichmos nalezl dva způsoby řešení, které vidíme na obrázku 9a a 
9b. Výsledkem je průsečík dvou parabol a průsečík paraboly a rovnoosé hyperboly  

Jeho řešení popisuje Lomtatidze dnešní terminologií takto:  

Uvažujme v rovině dvě vzájemně kolmé přímky p, q. Jejich průsečík označme S. 
Dále uvažujme veličinu 𝑎𝑎 = |𝑆𝑆𝑆𝑆1|. Nechť 2𝑎𝑎 = |𝑆𝑆𝑆𝑆2|, 𝐴𝐴1 ∈ p, 𝐴𝐴2 ∈ q. Uvažujme bod 
Q pohybující se z bodu S ve směru opačném k polopřímce 𝑆𝑆𝑆𝑆2. K tomuto bodu Q 
existuje právě jediný bod T tak, že ∢𝐴𝐴1QT je pravý, a právě jediný obdélník SQUT. 
Z podobnosti trojúhelníků 𝐴𝐴1SQ a QST obdržíme 𝑆𝑆𝐴𝐴1

𝑆𝑆𝑆𝑆
= 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑆𝑆𝑆𝑆
 , (Eukleidova věta o 

výšce v trojúhelníku 𝑇𝑇𝐴𝐴1𝑄𝑄. 

Obdobnou úvahu provedeme pro bod 𝑃𝑃 pohybující se po přímce 𝑝𝑝, (Eukleidova 
věta o výšce v trojúhelníku 𝐴𝐴2𝑅𝑅𝑅𝑅). 

Odtud plyne, že pohybuje–li se bod Q po přímce q a bod P po přímce p, pak se body 
U, V pohybují po parabolách a mají z dnešního pohledu matematiky souřadnice 
U=(ǀ𝑆𝑆𝑆𝑆ǀ, ǀ𝑆𝑆𝑆𝑆ǀ), V=(ǀ𝑆𝑆𝑆𝑆ǀ, ǀ𝑆𝑆𝑆𝑆ǀ) (viz Obr. XX, Lomtatidze, 2007, s. 45-47). 

  

Obrázek 9b: Menaichmův postup řešení zdvojení krychle (Lomtatidze, 2007, s. 47). 

Pro umístění popisovaných křivek dle popsaných konstrukcí (viz obrázky 9a resp. 9b) je potřeba 
systém dvou vzájemně kolmých přímek, kdy přímka 𝑞𝑞 odpovídá vodorovné a přímka 𝑝𝑝 svislé 
ose.  

Na Menaichmově postupu při řešení zdvojení krychle je možné pozorovat zárodek pravoúhlé 
soustavy souřadnic, ale všechno je popsáno výhradně geometricky pomocí poměrů veličin. 
Menaichmos zkonstruoval souřadnicové osy, ale neviděl a ani nemohl vidět možnosti jejich 
analogického využití při řešení dalších úloh. Ve starověku nebyly ještě zdaleka vhodné 
podmínky pro to, aby se tento postup mohl použít pro studium křivek obecně. Ty nastaly až 
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téměř po osmnácti stoletích. Jeho řešení bychom tedy mohli označit jako další příklad 
intuitivního použití soustavy souřadnic na konkrétním problému. Podobné případy je možné 
nalézt i v dílech dalších slavných matematiků. Lomtatidze (2007) např. uvádí, že podobný 
princip využití konkrétních přímek pro popis kuželoseček později zmiňoval také Apollonios ve 
svém díle „Kuželosečky“. 

Apolloniovy kostrukce  

Apollonios konstruuje křivky ze dvou prvků (hlavní osy a parametru). Z konstrukce vyplynou 
Apolloniovi i názvy těchto křivek (viz obrázek 10). Parametr 2𝑝𝑝 není ovšem také nic jiného 
než úsečka. 

Metoda vytváření těchto křivek v sobě skrývá principy kartézské soustavy souřadnic (kolmost, 
vyjádření vzdáleností) a současně též princip funkčního vztahu. Popis konstrukce vidíme na 
obrázku 8. Z úsečky 𝐴𝐴𝐴𝐴 a parametru 2𝑝𝑝 se vytvoří odvěsny pravoúhlého trojúhelníka. Dále 
existují tři možné situace: 

• Bod 𝑋𝑋 volíme na polopřímce 𝐴𝐴𝐴𝐴 a úsečka 𝐴𝐴𝐴𝐴 má konečnou délku. 
• Bod 𝑋𝑋 volíme na polopřímce 𝐴𝐴𝐴𝐴 a bod 𝐵𝐵 je v nekonečnu. 
• Bod 𝑋𝑋 volíme na opačnou polopřímku k polopřímce 𝐴𝐴𝐴𝐴.  

 

Obrázek 10: Apolloniovo řešení všech typů kuželoseček pomocí parametru 2𝑝𝑝 (Folta, 2004, s. 
122)  

Následně na obrázku 11 vidíme, že body křivky konstruuje tak, že každému bodu 𝑥𝑥 𝜖𝜖 𝐴𝐴𝐴𝐴 
přiřazuje stranu čtverce se stejným obsahem, jako má obdélník o stranách 𝐴𝐴𝐴𝐴 a 𝑋𝑋𝑋𝑋.  

 

Obrázek 11: Postup Apollonia při konstrukci elipsy (Folta, 2004, s. 122) 
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Folta (2004) tyto konstrukce popisuje jako funkční vztahy, kde je ke každé nezávisle proměnné 
délce úsečky 𝐴𝐴𝐴𝐴 přiřazena na ní závislá délka úsečky 𝑦𝑦. Funkční vztah je zde vyjádřen jednou 
z eukleidových vět (obsah čtverce nad výškou (𝑦𝑦) v pravoúhlém trojúhelníku je roven obsahu 
obdélníka sestrojenému z obou částí přepony (𝐴𝐴𝐴𝐴 a 𝑋𝑋𝑋𝑋). Každý bod hledané křivky bude 
potom určen dvojicí úseček (𝐴𝐴𝐴𝐴 a 𝑦𝑦). Důležité je připomenout, že Apolloniova úvaha je 
obecnější, takže není vždy třeba, aby byl úhel pravý. 

Popsané Apolloniovy konstrukce (obrázky 10 a 11) jsou dalším příkladem intuitivního užití 
některých principů kartézské soustavy souřadnic. Apollonios dále ve svém díle objasňuje 
vlastnosti kuželoseček vzhledem k jejich osám, sdruženým průměrům nebo asymptotám. Jeho 
metoda konstrukce křivek odpovídající řezům na kuželi v sobě skrývá podstatu (ne nutně 
pravoúhlé) soustavy souřadnic. Ve svém díle se také dopracoval k metodám, které mnohem 
později vedly k popisu těchto křivek prostřednictvím analytické geometrie (Folta, 2004). 

Ve starověku se křivky dále systematicky nezkoumaly, přesto se teorie kuželoseček i jednotlivě 
popisované křivky staly základními poznatky, které umožnily nastartovat pokrok v geometrii 
v době renesance. Z těchto poznatků později vycházeli Fermat i Descartes.  

Úpadek řecké matematiky 

Po zlatém věku ve 3. a 4. stol. př. Kr. se řecká matematika dostávala postupně do úpadku. Ustal 
teoretický pokrok. Podle Edwardse (1979) byly nejvýznamnějšími díly příštích čtyř století 
astronomie Hipparcha (2. stol. př. Kr.) a související trigonometrie Ptolemaia (2. stol. n. l.). 
Odborné komentáře k řeckým geometrickým mistrovským dílům sepsali Pappos, Proklos a 
Eutocius ve 4., 5. a 6. stol. n. l., ale dřívější úroveň originality v geometrické analýze nebyla již 
nikdy dosažena. Změnily se sociální a politické podmínky pod římskou nadvládou a také 
nezájem Římanů na teoretickém pokroku v matematice. 

To nebylo zásadní příčinou stagnace dalšího rozvoje matematiky. Edwards (1979) uvádí, že 
hlavní příčinou byla těžkopádnost tehdejších matematických výpočtů, kdy operace 
s geometrickými veličinami byly výhradně verbální. To neumožňovalo objevit analogie mezi 
řešeními podobných problémů, nejednalo se o algoritmický popis řešení, který je založen na 
obecně použitelných metodách výpočtů. 

Jak jsem zmínil v posledních odstavcích, řecká matematika byla na vysoké úrovni a dosáhla by 
jistě i na další pokroky, který by mohl přispět i dalšímu vývoji souřadnic nebýt zmíněného 
nastupujícího úpadku. Přesto, jak popisuji výše, je možné pozorovat velké množství 
předchůdců principů souřadnicového myšlení u řeckých učenců zabývajících se kartografií, 
stavebnictvím, astronomií a matematikou. Za nejvýznamnější, vzhledem k pozdějšímu 
pokroku, můžeme považovat Archiméda a Apollonia, kteří výrazně posunuli tento pojem blíž 
k jeho skutečnému zrození, přestože zatím neexistoval dostatečný algebraický pohled na 
matematiku, o který by se mohli ve svých konstrukcích opřít. To nastalo až v 17. století u 
Fermata a Descarta. 

1.1.4 Novověk a období renesance 
Na základní myšlenku kartézské soustavy souřadnic naráží již ve 14. stol. francouzský 
matematik Nicole Oresme (1323 -1382) při grafickém znázorňováni přírodních dějů ve spise 
„Tractatus de latitudinibus formarum" (Pírko, 1942). Později, v 15. a 16. století, v období 
renesance dochází k rychlém pokroku v oblasti algebry, která byla na konci středověku bez 
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prostřednictvím rovnice. Centrální myšlenkou analytické geometrie se stala korespondence 
mezi rovnicí 𝑓𝑓(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0 a křivkou, která vzniká ze všech bodů, jejichž souřadnice (𝑥𝑥 a 𝑦𝑦) 
získané prostřednictvím dvou daných os vyhovují této rovnici.  

„Fermatův princip říká, že souřadnice koncového bodu popisují křivku určenou odpovídající 
dané rovnici“3. (Edwards, 1979, s. 95). Tuto ideu však Descartes, ale i Fermat, graficky 
znázorňovali jinak, než je dnes obvyklé. Oběma stačila jen jedna osa (horizontální) 
s vyznačeným počátkem, na níž potom nanášeli ve zvoleném směru ordináty a tím dostali obraz 
bodu o souřadnicích (𝑥𝑥 a 𝑦𝑦; viz obrázek 12).  

Důležité je si však uvědomit, že ve skutečnosti to bylo u obou spíše obráceně. Edwards (1979) 
uvádí, že výchozím prvkem byla pro oba spíše křivka, ke které se snažili přiřadit analytickou 
formuli, která se zdála vhodným a užitečným, ale stále jen pomocným způsobem popisu křivky. 
Přínos obou zakladatelů analytické geometrie byl v tom, že popisem nových nástrojů umožnili 
studovat rovnice pomocí křivek a definovat křivky pomocí rovnic. Na prvním místě při popisu 
křivky byla aplikáta (později více zvaná ordináta), z hlediska funkce jedné proměnné závisle 
proměnná, tedy souřadnice 𝑦𝑦, zatímco abscisa, tj. nezávisle proměnná, tedy souřadnice 𝑥𝑥, byla 
popisována jako druhá, zaměřená obecně na jakékoliv křivce v daném, nikoliv nutně kolmém 
směru.   

 

Obrázek 12: Určování souřadnic koncového bodu křivky podle Fermatova principu (Edwards, 
1979, s. 96). 

Fermat s Descartem sice představili svou soustavu souřadnic, ale stále ji chápali především jako 
vhodný nástroj k popisu křivky a přistupovali k němu spíše konstrukčně než čistě algebraicky, 
což je patrné z měření délek úseček a volby sklonu os podle křivky.  Univerzálnost pravoúhlé 
soustavy se dá připsat spíše až pozdějším vývojovým etapám. 

1.1.5 Aplikace Descartesových a Fermatových poznatků 
Analytická geometrie otevřela cestu k obrovskému rozvoji jejích matematických i fyzikálních 
aplikací v mnoha oborech a směrech, z nichž zcela zásadní byla cesta k diferenciálnímu a 
integrálnímu počtu. 

Diferenciální a integrální počet 

Na analytickou geometrii Descarta pak mohl snadno navázat Newton (1642-1727) a využít 
objevené analytické nástroje a soustavu souřadnic. Mohl si představit křivku v rovině, jako 
množinu průsečíků vždy dvou přímek, z nichž jedna rovnoběžná s osou 𝑥𝑥 a druhá s osou 𝑦𝑦, 
pohybující se okamžitými rychlostmi ẏ a ẋ (ẏ je okamžitá rychlost pohybu přímky rovnoběžné 

                                                 
3 Z anglického „“, vlastní překlad. 
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Ve vyšších ročnících se soustava souřadnic objeví při výuce funkcí, kde se používá pro 
zakreslování grafů lineárních, lineárních lomených a kvadratických funkcí. Zde poprvé se žáci 
setkávají s myšlenkou analytického zápisu rozmanitých křivek. 

1.2.3 Soustava souřadnic v učebnicích pro střední školu 
Pojem souřadnice v učebnicích matematiky pro střední školy je podrobně zpracován v učebnici 
analytické geometrie pro gymnázia (Kočandrle & Boček, 1999, s. 10), kde je podrobně popsán 
možný způsob zavedení soustavy souřadnic v rovině: 

1. Zvolíme navzájem dvě kolmé přímky. Zpravidla to bývá přímka vodorovná 
(tzv. první osa souřadnic nebo osa 𝑥𝑥) a svislá (tzv. druhá osa souřadnic 
nebo osa 𝑦𝑦). Průsečík těchto os nazýváme počátek soustavy souřadnic a 
označujeme ho písmenem 𝑂𝑂. 

2. Pro každou z obou os zvolíme jednotku délky. Pokud zvolíme na osách 
jednotky stejné délky, hovoříme o kartézské soustavě souřadnic. Pokud 
ne, hovoříme o pravoúhlé soustavě souřadnic. 

3. Počátek soustavy souřadnic rozděluje každou z obou os na dvě opačné 
polopřímky. Jednu z těchto polopřímek osy 𝑥𝑥 zvolíme za kladnou 
polopřímku a nanášíme na ní kladné násobky délkové jednotky; 
polopřímku opačnou nazveme záporná polopřímka a nanášíme na ní 
záporné násobky délkové jednotky. Obdobně pro osu y. Obvykle volíme za 
kladnou polopřímku osy 𝑥𝑥 (mluvíme o kladné poloose 𝑥𝑥) polopřímku 𝑂𝑂𝑂𝑂 
(viz obrázek 𝑋𝑋𝑋𝑋) a za kladnou polopřímku osy 𝑦𝑦 polopřímku 𝑂𝑂𝑂𝑂. 
Kartézskou soustavu souřadnic s počátkem 𝑂𝑂 a s osami 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 budeme 
označovat jako soustavu souřadnic 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑥𝑥. 

Porovnám-li obsah uvedených učebnic matematiky pro základní a střední školy mohu 
konstatovat, že se shodují v tom, že zmiňují existenci počátku a v postupu určení polohy bodu 
v rovině a určení jeho souřadnic jako vzdáleností bodu od osy 𝑥𝑥 a od osy y. Učebnice 
Matematika 6 (Šarounová & Mareš, 1998) navíc zmiňuje záporné souřadnice bodů. Pro žáky 
jsou v učebnicích důležité obrázky soustavy souřadnic, kde jsou zakreslené body s jejich 
souřadnicemi. Z obrázků v učebnici je patrné, že součástí soustavy souřadnic je také měřítko. 
Jen učebnice pro střední školy ještě v definici zdůrazňuje jednotku délky a určuje postup jak 
rozlišit kladné a záporné hodnoty souřadnic 𝑥𝑥 a 𝑦𝑦. Zmiňuje také podstatu a funkci počátku 
soustavy souřadnic.  

Druhý bod z učebnice pro střední školy (Kočandrle & Boček, 1999) definuje nutnost zvolit 
jednotkové měřítko, bez kterého není možné určovat souřadnice bodů. Jsou dvě možnosti, jak 
měřítko určit. V případě, že je měřítko na obou osách stejné, získáme kartézskou soustavu 
souřadnic, v případě, že jsou na osách měřítka různá, jedná se o pravoúhlou soustavu souřadnic. 
Princip určení souřadnic je v obou soustavách stejný. V učebnicích pro základní i střední školy, 
které jsem prostudoval, se vyskytují v úlohách stejná měřítka na osách nebo měřítka nejsou 
zadaná (nejsou zakreslená na souřadnicových osách). Třetí bod, který uvádí již pouze učebnice 
pro střední školy, zavádí kladné i záporné násobky délkových jednotek na polopřímkách osy 𝑥𝑥 
a osy 𝑦𝑦. To je základní rozdíl proti učebnicím pro základní školy. Je to postup jak určit správné 
znaménko souřadnic pro všechny body v soustavě souřadnic. 
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1.2.4 Soustava souřadnic v historických učebnicích 
V díle „Co je a nač je vyšší matematika?“ (Čech, 1942) autor poukazuje na úvahy, které se 
provádějí v matematice při probírání pojmů limity, derivace a integrálu. Ty podle něj vycházejí 
z poznatků elementární algebry a geometrie, které byly pro tehdejšího kvintána běžné. 
V kapitole Pravoúhlé souřadnice uvádí hned na začátku jako opakování její popis takto:  

Musíme si zvolit určitý bod O, který se jmenuje počátek. Počátkem si vedeme 
„v o d o r o v n o u“ přímku, které se říká osa x. Je zvykem narýsovat si také „s v i 
s l o u“4 přímku procházející počátkem, které se říká osa y. (ale osa y už není tak 
důležitá jako osa 𝑥𝑥 a mohli bychom se bez ní obejít.) Kromě toho si ještě 
potřebujeme zvolit jednotku délky, abychom mohli vyjadřovat délky 
nepojmenovanými čísly.“ (Čech, 1942, s. 6).  

Předcházející text popisuje soustavu souřadnic velmi podobným způsobem, jako to bylo u 
Descarta, tedy jen jedna vodorovná osa, s tím rozdílem, že Čech již uvažuje i se zápornými 
souřadnicemi a při jejich určování užívá znaménkových pravidel. I ve dvacátém století je tak 
patrný původní pohled na soustavu souřadnic, který se nicméně do současné doby nezachoval 
a spíše jej nahradila čtvercová síť. 

1.2.5 Shrnutí 
Soustava souřadnic je v současném pojetí výuky matematiky nepostradatelná pro mnoho 
matematických oborů, především k vizualizaci pojmu funkce, vizualizaci pojmů analytické 
geometrie a v návaznosti pak na další pojmy matematické analýzy. Z historické části práce 
vyplývá, že její vývoj byl poměrně dlouhý a ke své univerzálnosti dospěl až v průběhu 18. a 
19. století. 

Zařazení tohoto tématu ve výuce matematiky tomuto vývoji příliš neodpovídá. Žáci se sice 
seznámí se předstupněm soustavy souřadnic v podobě čtvercové sítě, ale později není kladen 
důraz na porozumění jejím jednotlivým principům. Zároveň také zpravidla není připouštěna 
alternativa k pravoúhlé soustavě souřadnic. Jiné způsoby zaznamenání polohy bodu v rovině 
(například polární souřadnice) a prostoru nejsou zmiňovány v rámcových ani školních 
vzdělávacích programech ani učebnicích. Výjimkou může být na některých školách princip 
zobrazení komplexních čísel v Gaussově rovině. 

Pokud srovnáme historický vývoj pojmu soustava souřadnic a vývoj tohoto pojmu v učebnicích 
matematiky pro základní a střední školu, zjistíme, že výuka pojmu soustava souřadnic 
v učebnicích neprošla celým historickým vývojem, ale rozvíjí jen stav posledních desetiletí. 
Žáci jsou konfrontováni s principy soustavy souřadnic, které zavedl Plücker. Žáci se naopak 
nesetkají s původním uchopením soustavy souřadnic Descarta ani s křivočarými souřadnicemi, 
mezi které se počítají i polární souřadnice.  

                                                 
4 V následujícím slovy vodorovná přímka rozumíme přímku, která má směr řádku; přímku k ní 
kolmou jmenujeme svislá přímka. 
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1.3 Concept image a concept definition 
Uznávanou teorií v didaktice matematiky je rozlišení pojmů concept image a concept definition 
(Tall & Vinner, 1981), kterou v praktické části práce použiji pro popis žákovských znalostí 
pojmu soustava souřadnic. 

Pod pojmem concept image chápeme představu konkrétního jedince o nějakém pojmu, která se 
skládá ze všech kognitivních struktur v jeho mysli, které jsou s daným pojmem jakýmkoliv 
způsobem spojeny. Tato jeho představa však nemusí být správná a může být v konfliktu s 
formální definicí pojmu (concept definition). To ukazují Tall a Vinner (1981) na různých 
přístupech k řešení problémů souvisejících s funkcemi. Někteří jedinci mohou totiž k řešení 
problémů přistupovat prostřednictvím concept definition, někteří prostřednictvím svého 
concept image a jiní svůj přístup mohou různě kombinovat.  
Tall a Vinner (1981) dále uvádí, že matematika je ve srovnání s jinými oblastmi lidského 
snažení obvykle považována za předmět s velkou přesností vyjadřování, ve kterém lze exaktně 
definovat pojmy, které poskytují pevný základ pro matematickou teorii. Psychologické reality 
jsou poněkud odlišné. S mnoha pojmy, se kterými se v matematice setkáváme, jsme se již 
setkali v nějaké formě dříve, než byly formálně definovány. To odpovídá i historické části této 
práce, tedy že k definování pojmu dochází až v závěrečné fázi jeho historického formování. 

Výuka by podle těchto principů měla žáky vést k tomu, aby se jich porozumění matematickým 
pojmům tímto způsobem také formovalo. Proto má smysl zkoumat, jaký je stav daného 
poznatku v mysli žáka a jak k tomuto stavu žák dospěl. Prozkoumání stavu poznání pojmu 
soustava souřadnic v mysli žáka se proto věnuji v praktické části této práce. 

1.4 Definice soustavy souřadnic 
Určení polohy bodu v rovině pomocí dvou navzájem kolmých úseček (jeho pravoúhlých 
souřadnic) není jistě jediná možnost. Polohu bodu lze určit i jinak, např. pomocí úhlů, poměrů 
délek a podobně. Pravoúhlé souřadnice můžeme považovat za speciální případ kategorie 
soustav souřadnic, které můžeme označit názvem bodové souřadnice. Problematiku určování 
souřadnic bodu v bodových souřadnicích popisuje Pírko (1942) takto: 

Souřadnice geometrického prvku jsou čísla, která jednoznačně určují jeho polohu 
vzhledem k jiným pevně zvoleným geometrickým prvkům (jejichž konfiguraci 
nazýváme soustavou souřadnic), a obráceně (Pírko, 1942, s. 14). 

Tyto souřadnice mohou vyjadřovat právě délku navzájem kolmých úseček (pravoúhlé 
souřadnice), délku úseček, které na sebe kolmé nejsou (nepravoúhlé souřadnice) nebo například 
délku úsečky a velikost úhlu (polární souřadnice). Pro určování polohy v prostoru se používají 
také pravoúhlé souřadnice, u kterých jsou vždy každé dvě osy navzájem kolmé a všechny se 
protínají v počátku.  

Popis zavádění soustavy souřadnic a jejích vlastností není zpravidla uveden ve formě exaktní 
definice. Přesto její parametry do určité míry naplňuje. Kromě slovního popisu je také zpravidla 
uvedeno grafické znázornění soustavy souřadnic, kde jsou na izolovaných bodech zakresleny 
jejich jednotlivé souřadnice a způsob jejich získání v různých místech soustavy souřadnic, tak 
aby bylo žákům zřejmé, které souřadnice jsou kladné a které záporné. Pro účely praktické části 
práce jedno takové vymezení zanalyzuji v odstavcích níže.  
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Za standardní verzi vymezení soustavy souřadnic můžeme považovat například znění v 
(Kočandrle & Boček, 1999):  

Dvojice číselných os 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 v rovině, pro které platí 

1. Obě osy jsou navzájem kolmé, 

2. Jejich průsečíku 𝑂𝑂 odpovídá na obou osách číslo 0, 

3. Se nazývá kartézská soustava souřadnic v rovině a označuje se 𝑂𝑂𝑥𝑥𝑥𝑥. Bod 
O se nazývá počátek kartézské soustavy souřadnic a přímky 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 se 
nazývají souřadnicové osy. 

Máme-li nyní dánu v rovině kartézskou soustavu souřadnic 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 a libovolný bod A 
můžeme vést bodem A rovnoběžky se souřadnicovými osami. Rovnoběžka s osou 
y protne osu x v bodě odpovídajícím nějakému číslu – označme jej a1. Podobně 
vedeme-li bodem A rovnoběžku s osou 𝑥𝑥, získáme na ose 𝑦𝑦 číslo a2. Čísla a1, a2, 
získaná výše uvedeným způsobem, se nazývají souřadnice bodu A v kartézské 
soustavě souřadnic 𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂𝑂 (Kočandrle, M., & Boček, L. (1999, s. 9-10). 

 

 

Obrázek 14: Zobrazení souřadnic bodu 𝐴𝐴 (Kočandrle, 1999, s. 10). 

Z výše uvedené definice vyplývají jednotlivé vlastnosti kartézské soustavy souřadnic, které 
jsou běžně brány ve školské výuce za normu, tedy 

• Osy soustavy souřadnic svírají pravý úhel. 
• Soustava souřadnic má svůj počátek, od kterého odvozujeme polohy os i útvarů 

v rovině. Počátek také dělí kladné a záporné souřadnice na obou osách. Souřadnice 
počátku jsou [0,0]. 

• Měřítko může být na obou osách shodné, pak soustavu souřadnic nazýváme kartézská 
soustava souřadnic nebo jsou na osách různá měřítka a pak soustavu nazýváme 
pravoúhlá soustava souřadnic. 

Je důležité také podotknout, že pojmy „soustava souřadnic“ a „kartézská soustava souřadnic“ 
se (s výjimkou vyšších ročníků vybraných škol) poměrně běžně zaměňují. 

Pro prozkoumání hloubky porozumění pojmu soustava souřadnic proto považuji za důležité 
prozkoumat jednotlivé parametry definice. K tomuto účelu jsem si stanovil následující přístup. 

• Za účelem zjištění hloubky porozumění mechanismu určování souřadnic bodů, jsem se 
rozhodl použít v úlohách nepravoúhlou soustavu souřadnic, protože je princip 
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zjišťování souřadnic bodů stejný jako v pravoúhlé soustavě souřadnic, ale lépe rozliší, 
zda mají žáci pouze formální znalosti nebo neformální, tedy zda žáci mechanismu 
určování souřadnic rozumí.  

• Kombinace obecné soustavy a kartézské soustavy. 
• Pro zjištění hloubky porozumění měřítka na osách použiji v některých shodná metrická 

měřítka a v některých shodná nemetrická měřítka. 
• Pro zjištění hloubky porozumění významu počátku použiji zadání celé osy 𝑥𝑥 včetně 

záporné části v některých úlohách a pouze kladné části osy 𝑥𝑥 včetně počátku v ostatních 
úlohách.  

Tyto body budou hrát klíčovou roli při stanovení metodologie experimentu v praktické části. 
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2 Vlastní výzkum 

2.1 Výzkumný záměr a struktura praktické části 
Hlavním cílem praktické části práce je prozkoumat hloubku porozumění soustavě souřadnic 
žáků střední školy. Pro tento účel jsem připravil test, ve kterém jsou jednotlivé úlohy navrženy 
tak, aby variovaly jednotlivé parametry definice popsané v kapitole 2.5. Test byl podroben 
pilotáži a na základě zjištění upraven a doplněn o teoretickou část. 

Test byl následně použit v hlavní studii pro zjištění, zda žáci jednotlivým parametrům rozumí 
formálně nebo jsou s nimi případně schopni kreativně pracovat (concept image). Zjištěné 
poznatky byly následně porovnány s teoretickými znalostmi definice (concept definition). 

2.2 Výzkumné otázky 
Výše popsaný výzkumný záměr se opírá o tyto výzkumné otázky: 

1. Jaká je žákovská znalost definice (concept definition) pojmu soustava souřadnic při 
opouštění střední školy (po probrání všech tematických celků, ve kterých se pracuje se 
soustavou souřadnic)? Jaké parametry definice považují za důležité? 

2. Do jaké míry jsou žáci schopni s porozuměním pracovat s upravenými parametry 
definice soustavy souřadnic a jak hluboké je jejich celkové porozumění (concept image) 
pojmu soustava souřadnic? 

3. V jakém vztahu je žákovský concept image a concept definition pojmu soustava 
souřadnic? 

2.3 Výzkumný nástroj – diagnostický test 
Výzkumným nástrojem byl diagnostický test. 

Zadání testu se skládá z pěti úloh. Všechny úlohy mají některé společné znaky: 

• Soustava souřadnic není pravoúhlá. Úhel, který svírá osa x s druhou osou je v úlohách 
různý. Tento úhel různý od 90° je nazýván „odklon“ 

• Osa 𝑥𝑥 - je zadaná jen její kladná část včetně počátku, vyjma úlohy 4, kde je i záporná 
část osy  

• Měřítko je dané jen na ose 𝑥𝑥, vyjma úlohy 5 a je v jednotlivých úlohách různé. 

V úlohách se také objevují různé znaky: 

• Stejné zadání bodů v soustavě souřadnic   
o  Body mají zadané souřadnice a žáci mají zakreslit jejich polohu do zadané 

soustavy souřadnic (úloha 1, 5) 
o Je zadaná poloha bodů a žáci mají určit jejich souřadnice (úloha 2, 4) 

• Žák si volí určený počet bodů na křivce podle vlastního uvážení a určuje jejich 
souřadnice. Výsledky se pak u jednotlivých žáků liší, což může snižovat možnost 
opisování. (úloha 3)  

Protože jsem měl určité obavy, aby úlohy nebyly žáky ve velké míře řešené neúspěšně, zvolil 
jsem úlohu 1 tak, aby zadání žáky na izolovaných bodech navedla na řešení nejen této 1. úlohy, 
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ale připravila je na řešení dalších úloh, které jsou založeny na obdobném principu.  
Zadání úloh bylo formulováno takto:  

1. Představte si soustavu souřadnic, ve které existuje jenom osa 𝑥𝑥 (viz obrázek). 
Bod 𝐴𝐴 je v této soustavě dán dvěma souřadnicemi 𝐴𝐴=[4;5]. První souřadnice říká, 
jakou vzdálenost máme urazit na ose 𝑥𝑥 od 0. Druhá souřadnice říká, jakou 
vzdálenost máme urazit na polopřímce s odklonem 60° od osy 𝑥𝑥 (také na obrázku). 
Podobně body 𝐵𝐵 a 𝐶𝐶 na obrázku mají souřadnice 𝐵𝐵=[3;2] a 𝐶𝐶=[4;−2]. Zkonstruujte 
podle těchto pravidel další body 𝐷𝐷=[1;1], 𝐸𝐸=[4 ;3], 𝐹𝐹=[2;−1], 𝐺𝐺=[7;−2].  

 

 
2. V podobné soustavě souřadnic je dána křivka na obrázku, pouze úhel odklonění 
je 135°. Na křivce je zadáno šest bodů. Pomocí pravítka a úhloměru určete jejich 
chybějící souřadnice a zapište je.  

𝐴𝐴=[6;   ],  𝐵𝐵=[0;   ],  𝐶𝐶= [   ;1],  𝐷𝐷=[   ;−1],  𝐸𝐸=[   ;   ],  𝐹𝐹=[   ;   ] 
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3. Uvažujme stejnou křivku, ale odklon 75° stupňů (viz obrázek). Zvolte si 4 body 
(označte je tečkami), jeden bod si zvolte na ose 𝑥𝑥, jeden bod nad osou 𝑥𝑥 a dva pod 
osou 𝑥𝑥. Pomocí pravítka a úhloměru určete jejich souřadnice a zapište je.  

𝐴𝐴=[   ;   ], 𝐵𝐵=[   ;   ], 𝐶𝐶=[   ;   ], 𝐷𝐷=[   ;   ] 

 

 
 

4. Na obrázku je narýsovaná křivka (tzv. Descartesův list). Dále je zobrazena osa x 
procházející body P a A a osa y. Na křivce leží body A, B, C, D. Určete měřením 
souřadnice bodů A, B, C, D.  

𝐴𝐴=[   ;   ],   𝐵𝐵=[   ;   ],  𝐶𝐶=[   ;   ] , 𝐷𝐷=[   ;   ] 

 

 
5. Je dána soustava souřadnic 𝑥𝑥y, kde osa 𝑦𝑦 je kolmá na osu 𝑥𝑥. Bod 𝑆𝑆 má v této 
soustavě souřadnice 𝑆𝑆=[4;√3]. Dále je dána soustava souřadnic 𝑥𝑥y′, kde osa 𝑦𝑦‘ s 
osou 𝑥𝑥 úhel 60°. V ní je dán bod 𝑅𝑅‘ se souřadnicemi 𝑅𝑅‘=[1,2].  

a) Zakreslete kroužkem (o) do soustavy souřadnic 𝑥𝑥y body 𝐴𝐴=[1; √3], 
𝐵𝐵=[2;− √3], 𝐶𝐶=[3;2√3] a 𝐷𝐷=[4; 0].  

b) Do soustavy 𝑥𝑥𝑦𝑦′ zakreslete křížkem (×) body 𝐴𝐴‘=[0;2], 𝐵𝐵‘=[3;−2], 
𝐶𝐶‘=[1;4] a  𝐷𝐷‘=[5;2].  
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c) Zjistěte, v jakém vzájemném vztahu jsou body nečárkované (𝐴𝐴,𝐵𝐵,𝐶𝐶,𝐷𝐷) a 
body čárkované (𝐴𝐴‘,𝐵𝐵‘,𝐶𝐶‘,𝐷𝐷‘). Tedy zda např. 𝐴𝐴≠ 𝐴𝐴‘ nebo 𝐴𝐴= 𝐴𝐴‘, 𝐵𝐵≠ 𝐵𝐵‘ nebo 
𝐵𝐵= 𝐵𝐵‘, atd. U bodů s různými písmeny vzájemný vztah nezkoumejte.  

 
𝐴𝐴  𝐴𝐴′  

𝐵𝐵  𝐵𝐵′  

𝐶𝐶  𝐶𝐶′  

𝐷𝐷  𝐷𝐷′ 

 

Rozbor úlohy 1 

V úloze byla zadána jen kladná část osy 𝑥𝑥 včetně počátku a úhel (nikoliv pravý), ve kterém se 
bude odměřovat druhá souřadnice. Tento úhel označuji v úlohách jako odklon směru druhé osy 
(osy 𝑦𝑦) od osy 𝑥𝑥. První souřadnice udává vzdálenost na ose 𝑥𝑥 od 0 k průsečíku přímky 
procházející zadaným bodem vedené pod daným úhlem s osou 𝑥𝑥 a druhá souřadnice udává 
vzdálenost tohoto průsečíku od zadaného bodu (úloha je postavená na principu, který objevil 
Fermat resp. Descartes popsaným v kapitole 2.1.8). 

Rozbor úlohy 2 

I v této úloze byla opět zadaná jen kladná část osy 𝑥𝑥 včetně počátku a úhel sevřený osami, 
(v úlohách nazýván odklonem) jiný než v úloze 1. Úlohu je možno považovat za obtížnější 
z následujících důvodů. Body, u kterých je třeba určit souřadnice ležící na křivce (grafu 
složitější kvadratické funkce), přičemž jsou u dvou bodů známé první souřadnice, u dvou bodů 
druhé souřadnice a u dvou bodů žádné souřadnice. Úkolem je najít neznámé souřadnice těchto 
šesti bodů. V úloze je také zadaná osa 𝑦𝑦 pod obecným úhlem. Zde je žák poprvé konfrontován 
s úkolem určit souřadnice bodu v nepravoúhlé soustavě souřadnic. 

Rozbor úlohy 3 

V úloze je opět zadaná jen kladná část osy 𝑥𝑥 včetně počátku. V této úloze bylo mým cílem 
přenést na studenta další úkol, kterým měla být orientace v souřadnicovém systému ve smyslu 
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rozlišení umístění bodů podle znaménka druhé souřadnice, čili umístění bodů v různých 
kvadrantech. V této úloze se podobně jako v úloze 1 neobjevuje v textu ani na obrázku zmínka 
o ose 𝑦𝑦. Je zadán a naznačen jen odklon, který je odlišný od odklonu v úloze 2, křivka je shodná 
s křivkou použitou v úloze 2. 

Rozbor úlohy 4 

V této úloze dochází v zadání k několika důležitým změnám. Osa 𝑥𝑥 je zadaná celá včetně 
záporné části, je zadaná jiná křivka, tentokrát to není graf funkce, ale po ose 𝑥𝑥 posunutá křivka 
zvaná Descartův list. Tato křivka je pro účely testu vhodným útvarem, protože její tvar i 
teoretická asymptota (přímka vedená počátkem pod úhlem 135°) mohou respondenta intuitivně 
vést k použití nepravoúhlých os, což může zjednodušit získávání souřadnic dvou bodů, které 
leží na rovnoběžkách s touto asymptotou (osou 𝑦𝑦). Každé dva body ležící na takové rovnoběžce 
mají stejnou 𝑥𝑥 -ovou souřadnici (s výjimkou rovnoběžky procházející bodem A). Bodem B je 
naznačena rovnoběžka s osou 𝑦𝑦 jako návod na určování souřadnic zadaných bodů. 

Rozbor úlohy 5 

Poslední úloha byla navržena tak, aby zkoumala přechod mezi kartézskou soustavu souřadnic 
a nepravoúhlou soustavou souřadnic. V jednom obrázku a na čtyřech izolovaných bodech je 
jejím účelem prověřit, zda jsou žáci schopni na základě řešení předchozích úloh určit vztah 
mezi zobrazením bodů v obou soustavách. V kartézské i nepravoúhlé soustavě souřadnic je 
zavedeno stejné měřítko, ale na ose 𝑦𝑦‘ není zakresleno. Žáci si tedy musí měřítko sami zjistit 
pomocí známých souřadnic bodu R´. V kladné části osy 𝑦𝑦 jsou uvedeny dvě hodnoty celých 
násobků odmocniny ze tří, které jsou potřebné k zaznamenání bodů 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 zadaných 
v kartézské soustavě souřadnic, které tyto hodnoty souřadnic obsahují. Domníval jsem se, že 
kdybych tyto hodnoty na ose 𝑦𝑦 nezakreslil, mohlo by správné řešení u mnoha žáků ztroskotat 
na jejich nepřesném nalezení. 

Poslední úlohu testu jsem koncipoval jako vyvrcholení celého testu. Nastavil jsem zadání tak, 
aby bylo možné v jedné úloze prověřit znalosti pravoúhlé soustavy souřadnic a současně zjistit, 
zda je možné, aby žáci střední školy v časovém intervalu jedné vyučovací hodiny pochopili při 
řešení úloh tohoto testu, princip nepravoúhlé soustavy souřadnic, která se ve školách nevyučuje. 
Tato úloha dává žákům příležitost v jednom obrázku vidět a moci konfrontovat různé vlastnosti 
těchto soustav souřadnic a přesto umožní řešit stejné matematické otázky a získat požadovaný 
výsledek. Její úspěšné řešení tak vyjadřuje v kontextu testu vysoký stupeň porozumění pojmu 
soustava souřadnic. 

V průřezu celého testu je také možné rozlišit dva typy činností: nalezení bodů v soustavě 
souřadnic, u kterých byly zadány jejich souřadnice (úlohy 1 a 5) a určení souřadnic bodů 
ležících na grafu funkce nebo křivky (úlohy 2, 3, a 4). Snažil jsem se, aby tyto dva, vzájemně 
opačné principy práce se soustavou souřadnic, byly v rovnováze. 

2.4 Pilotní experimenty 
Cílem pilotních experimentů Pilot 1 a Pilot 2 bylo zjistit, zda je mnou navržený diagnostický 
test možné použít pro zjištění výše stanovených výzkumných otázek a zda je v souladu 
s výzkumným záměrem. Po prvním pilotním testování byl test upraven a rozšířen o dvě 
teoretické otázky s cílem zjistit jednotlivé parametry definice pojmu soustava souřadnic, které 
žáci považují za podstatné.  



36 
 

2.4.1 Pilot 1 
Prvního pilotního experimentu se zúčastnilo patnáct žáků druhého ročníku střední odborné 
školy netechnického zaměření. Dva žáci byli z analýzy řešení vyloučeni z důvodu odevzdání 
nekompletního řešení. Pilotní testování proběhlo 23. 4. 2021. Žáci v té době probírali látku 
funkcí a se soustavou souřadnic již aktivně několik měsíců pracovali. Jejich zkušenosti byly 
považovány za čerstvé, a proto byli vhodnými respondenty pro pilotní testování. Jejich úkolem 
bylo samostatně vyřešit zadané úlohy v co největším rozsahu za použití znalostí soustavy 
souřadnic. Na vypracování testu měli žáci 45 minut. Zadání úkolu i následný sběr dat byl 
proveden online pomoci nástroje MS Teams z důvodu v té době probíhající distanční výuky.  

2.4.2 Výsledky Pilotu 1 
Při vyhodnocování testů z Pilotu 1 jsem zjistil několik faktorů, které popisuji v následujících 
odstavcích, na jejichž základě navrhuji následně změny v diagnostickém testu. Podoba testu 
určená pro druhé pilotní testování je uvedena v příloze A. 

Obecně lze konstatovat, že žáci řešili test relativně úspěšně. V tabulce 1 uvádím počty 
správných řešení žáků. Za správné řešení úkolu bylo považováno kompletně správné řešení 
nebo řešení s drobnými nedostatky. Ukázku kompletně správného řešení úlohy 5 uvádím na 
obrázku 15. Ukázku řešení, které mělo drobné nedostatky, ale bylo stále považováno za 
správné, uvádím na obrázku 16. Zde žák všechny body zadané souřadnicemi zakreslil do 
soustavy správně, kromě bodu 𝐵𝐵, kde chybně vynesl do grafu jeho 𝑦𝑦-ovou souřadnici. Místo 
𝑦𝑦 = −√3  vynesl 𝑦𝑦 = −2. Proto mu vyšlo, že bod 𝐵𝐵 je různý od bodu 𝐵𝐵′. Přestože 
nezaznamenal výsledek, je možno ocenit správný postup zakreslování všech osmi zadaných 
bodů. 

 

Obrázek 15: Správné řešení úlohy 5 žáka P8. 
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Obrázek 16: Žák P6 při řešení úlohy 5 postupoval správně, jen bod B zakreslil nepřesně  

Vzhledem k cíli pilotního experimentu tuto analýzu považuji za dostatečnou, neboť se ukázalo, 
že obtížnost úloh je pro žáky střední školy nastavena dobře. 

Většina žáků odevzdala svá řešení s časovou rezervou. Z důvodu nízké časové náročnosti testu 
se tak objevila možnost přidat další úlohu. Při analýze vypracovaných testů jsem si uvědomil, 
že se ve všech úlohách objevovaly pouze body, u kterých byly zadané vždy různé 𝑥𝑥-ové a různé 
𝑦𝑦-ové souřadnice, jen s jednou výjimkou v úloze 1 u bodů C a E. Víme, že body se stejnou 𝑥𝑥-
ovou souřadnicí leží na rovnoběžce s osou 𝑦𝑦 a to je důležité pro porozumění principu soustavy 
souřadnic s obecným odklonem os. Navrhl jsem proto do zadání Pilotu 2 další úlohu, kde jsem 
tuto myšlenku najít na zadané křivce dva různé body se stejnou 𝑥𝑥-ovou souřadnicí a dva různé 
body se stejnou 𝑦𝑦-ovou souřadnicí použil.  

Tabulka 1: Počty správných řešení Pilotu 1. 
 

Úloha 1 Úloha 2 Úloha 3 Úloha 4 Úloha 5 
Počet správných odpovědí 13 8 8 13 6 

 

Dále se ukázalo, že obtížnost úloh negraduje postupně (viz tabulka 1). Z důvodu lepší gradace 
obtížnosti jednotlivých úloh jsem změnil pořadí úloh. Úlohu 4 z Pilotu 1 jsem zaměnil beze 
změny za úlohu 3 a úlohu 3 z Pilotu 1 za úlohu 4, u které došlo ke změnám. Úloha byla rozšířena 
na dvě dílčí úlohy 4a a 4b, přičemž zadání úlohy 4a vychází z úlohy 3 Pilotu 1 s malou úpravou 
umístění křivky v soustavě souřadnic, ale obtížnost úlohy je zvýšena především tím, že je 
zadané jiné měřítko. Stejné je pak i v úloze 4b. Úloha 4b je nová. Úlohy mají následující znění:  

4. Uvažujme stejnou křivku jako v úloze 2, ale odklon osy y je 75° stupňů a navíc jiné 
měřítko – jednotky na osách nejsou v centimetrech, ale jsou shodné na obou osách 
(viz obrázek). 
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4.a. Zvolte si čtyři body 𝐴𝐴, 𝐵𝐵, 𝐶𝐶 a 𝐷𝐷 na zadané křivce (označte je tečkami), jeden bod si 
zvolte na ose 𝑥𝑥, jeden bod nad osou 𝑥𝑥 a dva body pod osou 𝑥𝑥. Pomocí pravítka a 
úhloměru určete jejich souřadnice a zapište je.  
𝐴𝐴 = [      ;      ] 
𝐵𝐵 = [      ;      ] 
𝐶𝐶 = [      ;      ] 
𝐷𝐷 = [      ;      ] 

 

4.b.Najděte na zadané křivce libovolné dva body 𝐸𝐸 a 𝐹𝐹, které mají stejné 𝑦𝑦-ové 
souřadnice a libovolné dva body 𝐺𝐺 a 𝐻𝐻, které mají stejné 𝑥𝑥-ové souřadnice. 
Souřadnice těchto bodů zapište. 
 

 
𝐸𝐸 = [     ;    ] 

𝐹𝐹 = [     ;    ] 

𝐺𝐺 = [     ;    ] 

𝐻𝐻 = [     ;     ] 
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Osa 𝑦𝑦 vycházející z počátku 𝑃𝑃 nebyla v úlohách 4a a 4b přímo použita, i když jsem ji pro jistější 
pochopení naznačil (včetně popisku). Místo osy 𝑦𝑦 jsem zvolil určitý směr vzhledem k ose 𝑥𝑥, ve 
kterém se mají odměřovat vzdálenosti daného bodu od osy 𝑥𝑥 a to byla, vyjádřeno dnešní 
terminologii, 𝑦𝑦-ová souřadnice bodu. Souřadnice 𝑥𝑥 je měřena jako vzdálenost průsečíku osy 𝑥𝑥 
a přímky vedené daným směrem daným bodem od počátku na ose 𝑥𝑥 (v úlohách tento směr 
nazývám pro lepší pochopení odklonem os).  

Analýza žákovských řešení také ukázala, že všechny úlohy jsou dobrým zdrojem informací o 
žákovských postupech a tedy i dobrým zdrojem informací o hloubce jejich porozumění pojmu 
soustava souřadnic. Proto jsem se rozhodl, že ostatní úlohy ponechám v původním znění. 

Ze získaných výsledků také vyplynulo, že z daného testu nemůžeme usuzovat nic o teoretických 
znalostech žáků o pojmu soustava souřadnic, které jsou potřeba pro popsání žákovského 
concept definition. Test byl proto doplněn o teoretickou část tohoto znění: 

1. Popište co nejpřesněji, co je to soustava souřadnic a k čemu slouží. 

2. Jaké vlastnosti musí platit pro osy soustavy souřadnic? 

První otázku považuji za dostatečně přesnou výzvu pro žáky k uvedení jejich vlastní definice 
soustavy souřadnic. Druhou otázkou jsem se snažil motivovat žáky k vnitřní revizi jejího znění 
a případné reformulaci a doplnění. 

Cílem druhého pilotního experimentu bylo ověřit vhodnost upraveného diagnostického testu 
pro účely hlavního experimentu. Druhého pilotního experimentu se zúčastnilo a test 
vypracovalo online celkem pět žáků druhého ročníku stejné střední odborné školy. Žáci měli 
stejné výchozí podmínky k vypracování testu jako žáci Pilotu 1, tedy aktuálně probíranou látku 
funkcí a v té době aktivní využívání kartézské soustavy souřadnic. Zadání testu bylo také 
totožné, tedy vypracovat samostatně test v časovém limitu 45 minut. Distribuce testu a následný 
sběr dat byl proveden pomocí nástroje MS Teams. Testování proběhlo 29. 4. 2021.  
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2.4.4 Výsledky Pilotu 2 a finální podoba testu 
Teoretická část se ukázala jako adekvátní a pro účely hlavního experimentu dostatečná. Jeden 
žák například uvedl následující rozbor pojmu soustava souřadnic: 

Otázka 1: soustava souřadnic jsou navzájem kolmé přímky – 2 nebo 3. V případě 
dvou, značíme přímky „𝑥𝑥“ (vodorovná přímka) a „𝑦𝑦“ (svislá přímka). Přímky dále 
obsahují souřadnice. Tam, kde se přímky-osy protínají, se nachází počáteční nulový 
bod, který značíme písmenem „𝑂𝑂“. 

Otázka 2: -osy na sebe musí být kolmé 

  -tam, kde se osy protínají, se nachází počáteční nulový bod 

Z jeho odpovědí je patrné, že si je vědom dvou parametrů definice popsaných v kapitole 2.2.3: 
kolmosti a počátku. Zároveň ale nezmiňuje ve své odpovědi parametr měřítko. Podobně jiný 
žák uvedl tuto odpověď: 

Otázka 1: Soustava souřadnic jsou dvě kolmice (𝑥𝑥, 𝑦𝑦), které se protínají v jednom 
bodě – počátek soustavy souřadnic. Slouží k určování polohy bodů, například bod 
A[3;4]. 

Otázka 2: Osy na sebe musí být kolmé. Vzdálenost čísel na osách od počátku 
soustavy souřadnic musí být stejně velká. 

Žák kromě výše zmíněných parametrů poukazuje na parametr měřítko, i když jeho formulaci 
nelze považovat za dostatečnou. Je si ale tohoto parametru vědom. Na základě získaných pěti 
žákovských popisů soustavy souřadnic považuji formu teoretické části za dostatečnou. 

Na následujících řádcích popisuji výsledky praktické části Pilotu 2. 

Úlohu 1 vyřešili správně čtyři žáci, jeden úlohu neřešil.  

Úlohu 2 vyřešili dva žáci s malou chybou neurčení záporné hodnoty souřadnic bodů ležících 
pod osou x. Jeden žák určil správně souřadnice tří bodů, u dalších tří postupoval chybně. Jeden 
žák postupoval chybně, částečně používal kartézskou soustavu souřadnic. Jeden žák úlohu 
neřešil.  

Úlohu 3 vyřešil správně jeden žák. Jeden žák určil správně 𝑥𝑥-ové souřadnice bodů, 𝑦𝑦-ové řešil 
špatně, když vedl body kolmice na osu y a na průsečících s osou y souřadnice odečítal. Jeden 
žák určil chybně dva body podle kartézské soustavy, dva body určil správně. Jeden žák úlohu 
neřešil. 

Úlohu 4a vyřešili správně dva žáci, jeden z nich pouze neurčil záporné hodnoty 𝑦𝑦-ových 
souřadnic. Jeden žák postupoval chybně podle kartézské soustavy souřadnic. Jeden žák 
postupoval správně, ale přehlédl, že je zadané jiné měřítko a u bodů pod osou x neurčil záporné 
hodnoty 𝑦𝑦-ových souřadnic. Jeden žák úlohu neřešil. 

Doplněnou úlohu 4b vyřešil zcela správně jen jeden žák. Jeden žák pochopil princip stejných 
souřadnic, body však nezvolil na předepsané křivce. Dva žáci našli správně body na křivce se 
stejnou 𝑦𝑦-ovou souřadnicí, ale chybně body se stejnou 𝑥𝑥-ovou souřadnicí, když jeden je určil 
se stejnou x-ovou souřadnicí, ale v kartézské soustavě, druhý je určil chybně. Jeden žák úlohu 
nevyřešil vůbec. 
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Úlohu 5 vyřešili správně dva žáci, dva žáci vyřešili správně body jen v kartézské soustavě 
souřadnic. Jeden žák úlohu neřešil. 

Na základě řešení žáků v druhém pilotním testování se ukázalo, že test v navržené podobě účelu 
mého výzkumu vyhovuje. Výslednou podobu testu je možno nalézt v Příloze A. 

2.5 Hlavní experiment 
Výsledný test sloužící pro nalezení odpovědí na stanovené výzkumné otázky se skládá ze dvou 
částí – teoretické a praktické. Pomocí teoretické části jsem zkoumal formální znalost 
jednotlivých parametrů definice pojmu soustava souřadnic u žáků. Pro daný výzkumný záměr 
je přitom důležité, zda daný parametr žáci berou v potaz nikoli formální správnost jejich popisu. 
Pomocí praktické části jsem zkoumal hloubku porozumění žáků jednotlivým prvkům definice.  

Test proběhl z části online a z části prezenčně a vyplnilo jej celkem 24 žáků. Online způsob 
testování byl použit jako nouzové řešení v době jarního uzavření středních škol z důvodu 
pandemie koronaviru v roce 2021. Test byl zadán žákům čtvrtého ročníku ve druhém pololetí. 
Pět žáků zpracovalo test online a devatenáct žáků prezenčně. Všichni testovaní žáci 
navštěvovali v průběhu testování čtvrtý ročník Střední odborné školy pro administrativu 
Evropské unie v Praze 9, Lipí 1911 v Horních Počernicích. Test pro studenty testované online 
i prezenčně byl totožný.  

Žáci, kteří řešili test online, byli dobrovolníky. Na vypracování testu měli jednu vyučovací 
hodinu, tedy 45 minut. Distribuce zadání sběr žákovských řešení byl realizován pomocí MS 
Teams. 

Žáci, kteří řešili test prezenčně, jej řešili v hodině matematiky za přítomnosti vyučujícího, který 
dohlížel na jejich činnost. Na vypracování testu měli také 45 minut. Řešení byla následně 
naskenována, částečně přepsána (teoretická část) a kvalitativně analyzována. Cílem analýzy 
bylo popsat chyby žáků a kategorizovat je. Na základě výsledků praktické části byly popsány 
jevy, které tyto kategorie reprezentují. 

Jednotlivé ukázky prací žáků níže jsou značeny kombinací písmen P/O, podle toho zda 
absolvovali test prezenčně pod dozorem učitele nebo online. Test online vypracovalo pět žáků 
označených kódy O1-O5, prezenčně vypracovalo test devatenáct žáků označených kódy P1-
P19.  

2.6 Výsledky hlavního experimentu 

2.6.1 Teoretická část 
Odpovědi žáků na teoretické otázky mají rozdílnou kvalitu.  V tabulce 2 je uvedena statistika 
odpovědí respondentů sledující tři základní parametry definice pravoúhlé soustavy souřadnic: 
kolmost os, počátek a měřítko.  
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Tabulka 2: Parametry definice zmiňované žáky 

  Concept definition 
  počátek kolmost Měřítko 

Počet žáků, kteří pojem zmiňují nebo 
ho popisují nepřímo 8 17 7 

Počet žáků, kteří pojem nezmiňují 16 7 17 

 

Počátek 

Osm žáků popsalo důležitost pojmu počátek ve svých odpovědích. Pro ilustraci uvádím 
odpovědi žáků a žákyň O2, O4, P3, P15, P16 a P19. 

O2: počátek, kde se všechny osy protínají, mají společný 
bod a zároveň hodnoty všech souřadnic jsou nulové.  
O4: SS je soustava dvou os (přímek) v rovině, které 
svírají daný úhel. V bodě protnutí se nachází počátek, 
od něhož počítáme body v daném měřítku. 
P3: Tvoří ji 2 kolmé osy 
Body na obou osách musí mít mezi sebou stejnou vzdálenost 
musí mít střed (0; 0). 
P15: obě osy jsou navzájem kolmé 
-jejich průsečík odpovídá na obou osách číslo 0. 
P16: osy na sebe musí být kolmé, musí být společný bod, 
který nám určuje střed celé osy. 
P19: souřadné osy jsou vzájemně kolmé přímky, které se 
protínají v bodě 𝑂𝑂. 

 

Zajímavé jsou zejména odpovědi žáka P15, který se pokusil podstatu počátku vystihnout 
bližším popisem, a žáků P16 a P19, kteří se tento pojem pokusili opsat, zřejmě proto, že si jej 
nemohli vybavit. 

Jen čtyři žáci (šestina z testovaných) přímo uvádí ve svém popisu soustavy souřadnic slovo 
„počátek“. Zajímavé je, že jsou to jen žáci, kteří byli testovaní on-line a mohli získat informace 
i v průběhu testu z učebnice nebo internetu. Další čtyři žáci, kteří pojem vyjádřili jen nepřímo, 
byli testovaní prezenčně. U těchto žáků je větší pravděpodobnost, že určité vědomosti o pojmu 
mají, naznačují to i formulace jejich popisu. Celkově tedy jen třetina žáků uvedla pojem počátek 
ve svém testu. 

Kolmost os 

Sedmnáct žáků popsalo ve svých odpovědích důležitost pojmu kolmost. Dále uvádím příklady 
odpovědí žáků a žákyň O1, P4 a P7, kteří všichni kolmost os zmínili, ale různým způsobem.  
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O1: Jedná se o takovou síť, která má na sebe kolmé osy 
𝑥𝑥 a 𝑦𝑦… 
P4: pravé úhly všech os/čar. Po přečtení úloh jsem 
zjistila, že ne. 
P7: Skládá se ze dvou os (𝑥𝑥, 𝑦𝑦), kde 𝑥𝑥 je horizontální a 𝑦𝑦 
je vertikální. 

Zajímavé jsou zejména odpovědi žáků O3, O5, P8, kteří svou odpověď o kolmosti os dodatečně 
zrušili přeškrtnutím a žáka P4 (viz výše), který svou odpověď o kolmosti os odvolal. Za 
zajímavou považuji také odpověď žáka P12, který zřejmě po přečtení textu úloh doformuloval 
ke své odpovědi dovětek, kterým přijímá jako relevantní soustavu souřadnic, která nemá kolmé 
osy. 

P12: musí být kolmé (pokud tam není odklon).  

Měřítko 

Pouze sedm žáků ve svých odpovědích uvedlo důležitost parametru měřítko, který byl 
jednoznačně žáky nejvíce opomíjen. 

O1: Jednotky vzdáleností musí být stejné. 
O4: Musí mít stejné měřítko. 
O5: Musí mít stejné jednotky a vzdálenosti mezi sebou.  
P3: body na obou osách musí mít mezi sebou stejnou 
vzdálenost. 
P8: Jsou dělené na stejné části. 
P11: …vždy má definované jednotkové měřítko,… 
P17: mezery mezi jednotlivými délkami jsou stejné 
(určuje se stejné jednotkové měřítko). 

Je také vidět, že i když žák s pojmem měřítko pracoval, formulace není vždy zcela výstižná. 
Pouze tři žáci použili přímo termín měřítko. 

Základní concept definition 

Jako příklad uvádím formulace čtyř žáků (O3, P4, P6 a P7), u nichž mohou převažovat základní 
znalosti soustavy souřadnic. Například žák O3 uvedl tento popis: 

O3: Nějaká síť na nějaké ploše, kde je určen počátek, 
např. GPS, šachy, lodě, excelová tabulka,… 
mají 1 společný bod. a jsou na sebe kolmé.  

Žák používá pojem síť a udává příklady, z nichž některé jsou uvedeny již v učebnicích základní 
školy. Škrtnutí kolmosti bylo zřejmě motivováno prostudováním zadaných úloh a zpětnou 
úpravou, ale je to pouze má domněnka. Měřítko nezmiňuje. Podobně žákyně P4 popisuje 
soustavu souřadnic takto: 

P4: Orientace.  
Zobrazí body na ose 
pravé úhly všech os/čar 
Od 0 do nekonečna. 
Po přečtení úloh jsem zjistila, že ne. 
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Žáci P6 a P7 se pokusili popsat kolmost os následujícím způsobem: 

P6: Je složena z 2 os (𝑥𝑥, 𝑦𝑦). 𝑥𝑥 vede z leva doprava a 𝑦𝑦 
vede zespoda na horu (v rovině). 
Používá se pro vyznačování v rovině. 
P7: Skládá se ze dvou os (𝑥𝑥, 𝑦𝑦), kde 𝑥𝑥 je horizontální a 𝑦𝑦 
je vertikální. 

Tento druh popisu značí, že nemají k popisované vlastnosti přiřazen pojem kolmost os, 
případně nepovažují za nutné jej zmínit. 

Dva z těchto žáků (O3, P4) uvedli kromě kolmosti pojem počátek (a to pouze opisem) a žádný 
nezmínil měřítko. Ze všech těchto aspektů lze usuzovat, že jejich concept definition je poměrně 
slabý a spíše než o definici v pravém slova smyslu jde o vyjádření intuitivní znalosti pojmu. 
Jejich concept definition nebyl ještě dostatečně zformován. 

Pokročilý concept definition 

U části žáků je možné odhalit pokročilý concept definition. Jejich popis je obsáhlejší, vykazuje 
znalosti pojmů souvisejících s výše popsanými parametry a znalosti soustavy souřadnic 
v souladu s výukou na střední škole. Jako příklad uvádím řešení žáků O4, P3, P11 a P17, ke 
kterým připojuji komentář.   

Žák O4 popisuje matematický obsah pojmu soustava souřadnic znalostmi ze střední školy. 
Připouští obecný úhel os, což je zřejmě motivováno prostudováním zadaných úloh. Nepřipouští 
různé měřítko na osách, ale vyjadřuje se k němu. 

O4: 1) SS je soustava dvou os (přímek) v rovině, které 
svírají daný úhel. V bodě protnutí se nachází počátek, 
od něhož počítáme body v daném měřítku. 
2) 
-Musí být v rovině. 
-Musí mít stejné měřítko. 
-Musí se protínat v jednom bodě. 

Žák P3 popisuje nejasně způsob určování souřadnic v pravoúhlé soustavě souřadnic. Měřítko 
žák popisuje nepřesně, ale vyjadřuje s k němu. 

P3: 1) 2 kolmé osy, podle jejichž bodů určujeme 
souřadnice (polohu) bodu nebo objektů. Slouží k popisu 
umístění bodu, hledání souvislostí mezi body. 
2) Tvoří ji 2 kolmé osy 
- body na obou osách musí mít mezi sebou stejnou 
vzdálenost  
- musí mít střed (0; 0). 

Žák P11 popisuje soustavu souřadnic velmi obsáhle z mnoha pohledů. Vykazuje znalosti pojmů 
související s popsanými parametry a znalostmi soustavy souřadnic v souladu s výukou na 
střední škole.  

P11: 1) Zápis bodů v dvojrozměrném prostoru. Jedná se o 
zápis za použití 𝑥𝑥-ové a 𝑦𝑦-ové souřadnice. Nemusí se 
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jednat o samostatné pouhé body, jde tak zapsat i jejich 
množiny, slouží nám k přesnému umístění bodů, vždy má 
definované jednotkové měřítko, následně také k 
zakreslení křivek, přímek, polopřímek, parabol 
2) obsahují pouze čísla 
-jsou nekonečně dlouhé 
-vždy obsahují 0 (obsahují veškerá čísla, reálná čísla 
musí být vždy dvě (𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 
-musí na sebe být vždy kolmé. 

Podobně žák P17 popisuje znalosti soustavy souřadnic v souladu s výukou na střední škole.  

P17: 1) systém pro zaznamenávání umisťování objektů do 
prostoru pomocí os, každá souřadnice se skládá z pozice 
na ose 𝑥𝑥 a 𝑦𝑦. 
2) mezery mezi jednotlivými délkami jsou stejné (určuje 
se stejné jednotkové měřítko) 
-osy jsou na sebe kolmé. 

Za žáka s pokročilým concept definition lze tedy považovat toho, kdo 

• použil pojmy související s problematikou, např. měřítko, kolmost, počátek… 
• popsal účel soustavy souřadnic 
• je si vědom jednotlivých parametrů definice soustavy souřadnic 

2.6.2 Výsledky praktické části 
Všechna žákovská řešení praktické části testu byla analyzována a byly popsány všechny 
správné a chybné odpovědi. Byly identifikovány nejčastější chyby objevující se v úlohách. Na 
jejich základě jsem definoval jevy, které jsou popsány v tabulce 3, kde je uveden jejich výskyt 
v žákovských řešeních. Popis a vymezení těchto jevů je uvedeno v následujících odstavcích. 

Tabulka 3: Jevy identifikované v žákovských řešeních a jejich výskyt 

 jev 1 jev 2 jev 3 jev 4 jev 5 jev 6 jev 7 jev 8 jev 9 

 
chybné 

užití 
pravoúhlé 
soustavy 

chybí 
záporné 
znaménk

o 

chybný 
postup 

A určení 
souřadni

c 

chybný 
postup 

B určení 
souřadni

c 

chyba v 
hledání 
stejných 
souřadni

c 

chybná 
kombinac
e soustav 

chybné 
měřítko 

přehoze
ní 

souřadni
c 

neřeše
ní 

úlohy 

chybující 
žáci (počet) 6 21 2 1 16 8 4 6 9 

chybující 
žáci v % 25% 88% 8% 4% 67% 33% 17% 25% 38% 

 

Tabulka 4 ukazuje, jaké jsou u žáků jejich největší slabiny v jejich praktické znalosti soustavy 
souřadnic. Naprostá většina žáků neurčila správně souřadnice bodů, které leží pod osou x a mají 
tedy záporné 𝑦𝑦 -ové souřadnice (Jev 2). Druhá největší skupina žáků neznala správný postup 
při hledání dvou bodů se stejnou x-ovou souřadnicí (Jev 5).  

Tabulka 4 sumarizuje u všech žáků výskyt jevů v konkrétních úlohách. Je tak možné získat 
celkový přehled chybných postupů při řešení všech úloh u jednotlivých žáků. 
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Tabulka 4: Počet výskytů jednotlivých jevů v úlohách 
 

Úloha 1 Úloha 2 Úloha 3 Úloha 4a Úloha 4b Úloha 5 
Jev 1 - - 2 1 1 2 
Jev 2 1 15 8 12 5 - 
Jev 3 - - 1 - - - 
Jev 4 - - 1 - - - 
Jev 5 - - - - 16 - 
Jev 6 - 4 4 6 3 2 
Jev 7 - - - 4 2 - 
Jev 8 - - 4 1 1 5 
Jev 9 2 1 - 1 4 6 

 

Před rozborem jednotlivých jevů je důležité zmínit, že chyby identifikované u testovaných žáků 
mají různou vypovídací hodnotu. Vypovídají o schopnostech jednotlivých žáků porozumět 
základním pojmům definovaných v soustavě souřadnic, která je v úlohách nepravoúhlá a 
uplatnit tyto znalosti při jejich řešení. Je velmi pravděpodobné, že se s těmito úlohami ještě ve 
své dosavadní výuce nesetkali. 

Jev 1 (Použití pravoúhlé soustavy soustavy) 

Při řešení úlohy 5 uvedl žák P12 řešení uvedené na obrázku 17. V úloze žák správně zaznamenal 
body do kartézské soustavy, ale body zadané v nepravoúhlé soustavě zakresloval rovněž podle 
kartézské soustavy, vyjma bodu 𝐴𝐴‘. Žák neporozuměl zadání úlohy, aplikace znalostí o obou 
typech soustavy souřadnic pro něj byla příliš náročná. 

 

Obrázek 17: Žák některé body zadané v nepravoúhlé soustavě zakresloval podle kartézské 
soustavy, vyjma bodu A‘.  
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Jev 2 (Chyba v určování znaménka souřadnic)  

Jev 2 je velmi specifickou chybou, jejíž výskyt byl u 88% žáků. Bylo jím neurčení záporného 
znaménka u 𝑦𝑦-ových souřadnic zadaných bodů ležících pod osou 𝑥𝑥, které se v úlohách objevili. 
Jen tři žáci tuto chybu neudělali v žádné úloze. U této tak časté chyby nejsem jednoznačně 
přesvědčen o její příčině. Dovoluji si odhadnout, že mnoho těchto chyb bylo způsobeno pouhou 
nepozorností nebo nedopatřením, když žák odměřil správným způsobem y-ovou souřadnici na 
ordinátě, ale uniklo mu, že bod leží v oblasti, kde jsou 𝑦𝑦-ové souřadnice záporné. Musíme si 
také uvědomit, že žáci těsně před zahájením řešení úloh zadaných nepravoúhlé soustavě 
popisovali v teoretické části kartézskou soustavu souřadnic, kterou jedinou do té doby ve školní 
výuce poznali. 

Při řešení úlohy 2 uvedl žák P8 řešení uvedené na obrázku 18. Žák P8 postupoval při řešení 
správně a souřadnice všech bodů jsou odměřeny správně, ale u 𝑦𝑦-ových souřadnic bodů B, F 
nezapsal záporné znaménko. Této chyby se žák dopustil i v ostatních úlohách, ale jinak 
postupoval v testu ve všech úlohách správně, proto se domnívám, že jeho chyby ve znaménku 
nepramení z neznalosti nebo z nepochopení principů obecné soustavy souřadnic, ale spíše 
z velkého soustředění na jiné poznatky v úlohách, pro něj zcela nové.  

 

Obrázek 18: Žák neuvedl záporné hodnoty y-ových souřadnic u bodů B a F 

Jev 3 (Chyba v určování 𝒚𝒚-ových souřadnic kolmým průmětem na osu 𝒚𝒚) 

Jev 3 ukazuje, jak hluboce je u některých žáků ukotvená kolmost os z výuky pravoúhlé 
soustavy souřadnic. Při řešení úlohy 3 uvedl žák P6 řešení na obrázku 19, kde u bodů A a B 
odměřil 𝑦𝑦-ovou souřadnici na průsečíku kolmice spuštěné těmito body s odkloněnou osou 𝑦𝑦. 
Zápornou hodnotu 𝑦𝑦-ových souřadnic těchto bodů neuvedl.  
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Obrázek 19: Žák odměřil 𝑦𝑦-ovou souřadnici bodů A, B na průsečíku kolmice spuštěné těmito 
body s odkloněnou osou 𝑦𝑦. 

Podobný přístup zvolil při řešení úlohy 2 žák P13 na obrázku 20, kde žák 𝑦𝑦-ovou souřadnici 
bodu A určil pomocí kolmého průmětu na osu 𝑦𝑦. Toto je patrné také z vyznačení 0 na 
rovnoběžce s osou 𝑦𝑦. 

 

Obrázek 20: Žák odměřil 𝑦𝑦-ovou souřadnici bodu A na průsečíku kolmice spuštěné na osu 𝑦𝑦. 
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Jev 4 (Chybně zavádí otočenou soustavu souřadnic)  

Jev 4 obdobně jako Jev 3 ukazuje silnou motivaci některých žáků najít v úloze pravoúhlou 
soustavu souřadnic nebo ji vytvořit. Jev 4 hodnotí, zda žák pochopil rozdíl v zaznamenávání 
bodů do kartézské soustavy souřadnic a obecné soustavy souřadnic.  

Při řešení úlohy 3 uvedl žák P4 řešení na obrázku 21, kde si takovou soustavu vytvořil přidáním 
kolmice na odkloněnou osu y procházející počátkem. Vytvořil tak otočenou kartézskou 
soustavu souřadnic. Na této nové ose 𝑥𝑥 pak určil 𝑥𝑥-ové souřadnice bodů 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷. 

 

Obrázek 21: Žák vytvořil otočenou kartézskou soustavu souřadnic, ve které určoval 𝑥𝑥-ové 
souřadnice bodů 𝐵𝐵, 𝐶𝐶, 𝐷𝐷. 

 

Jev 5 (Chyba v hledání bodů se stejnými x-ovými souřadnicemi) 

Zatímco ostatní jevy se mohly vyskytovat ve všech sledovaných úlohách, jev 5 popisuje u žáků 
chybu v řešení úlohy 4b. Jev hodnotí, zda žák rozumí podstatě souřadnic a dokáže najít dva 
různé body, které mají shodné 𝑥𝑥 −ové nebo 𝑦𝑦-ové souřadnice v zadané soustavě. Jev 5 byl 
identifikován u dvou třetin žáků. 

Při řešení úlohy 4b uvedl žák P1 řešení na obrázku 22. Z jeho řešení vyplývá, že pochopil 
princip stejných x-ových souřadnic u pravoúhlé soustavy souřadnic, ale tuto znalost nedokázal 
přenést do úlohy zadané v nepravoúhlé soustavě. Přestože si body G, H vedl rovnoběžky s osou 
𝑦𝑦, nedošlo u něj k poznání principu stejných 𝑥𝑥-ových souřadnic.  
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Obrázek 22: Žák určil body G, H se stejnou 𝑥𝑥-ovou souřadnicí podle kartézské soustavy 
souřadnic 

Obdobné řešení této úlohy uvedl žák P9 na obrázku 23.  

Žák P6 bez grafického řešení k bodům G, H napsal, že neexistují. Podobně reagoval žák P14. 
Velmi blízko správnému řešení byl žák P10, jen bod H neumístil na křivce. Žák P15 řešil body 
G, H, asi omylem, se stejnou 𝑦𝑦-ovou souřadnicí.  
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Obrázek 23: Žákovské řešení úlohy 4b. 

Jev 6 (Chybná kombinace pravoúhlé a nepravoúhlé soustavy souřadnic) 

Jev 6 zkoumá u žáků jejich porozumění rozdílu v určování souřadnic bodů v pravoúhlé a 
nepravoúhlé soustavě souřadnic. Třetina žáků použila v úlohách oba zmíněné způsoby určování 
souřadnic a to i v různých kombinacích. V některých případech žáci určili x-ovou souřadnici 
v nepravoúhlé soustavě a y-ovou v pravoúhlé soustavě, v jiných případech tomu bylo naopak. 

Při řešení úlohy 2 uvedl žák P1 řešení na obrázku 24. Žák určil x-ové souřadnice bodů E, F 
v kartézské soustavě, ale y-ové v nepravoúhlé soustavě souřadnic. 
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Obrázek 24: Žák při určování souřadnic bodů E, F kombinuje soustavu souřadnic pravoúhlou 
a nepravoúhlou 

Jev 7 (Použití nesprávného měřítka):  

Jev 7 zkoumá u žáků porozumění pojmu měřítko na dvou skupinách úloh. Kromě úloh 4a, 4b 
je použito metrické měřítko (jednotka na ose = 1 cm), v úlohách 4a, 4b je měřítko jiné (jednotka 
na ose = 2 cm). 

Při řešení úlohy 4b uvedl žák P1 řešení na obrázku 25 Žák určil 𝑦𝑦-ové souřadnice všech bodů 
podle metrického měřítka. 
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Obrázek 25 je uveden v souvislosti s jevem 6. 

Této chyby se dopustili tři další žáci, ale chybně určili 𝑦𝑦-ovou souřadnici pouze u jednoho bodu, 
proto se zdá pravděpodobné, že to bylo z důvodu nepozornosti.  

Jev 8 (Chyba v přehození souřadnic):  

Jev 8 zkoumá porozumění pojmu souřadnice bodu, kde je pořadí souřadnic důležité pro správné 
určení bodu. Tato chyba se objevila u šesti žáků, z toho ve čtyřech případech v úloze 3. 

Při řešení úlohy 3 uvedl žák P3 řešení na obrázku 26 
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Obrázek 26: Žák u zadaných bodů přehodil souřadnice 𝑥𝑥 a 𝑦𝑦. 

Jev 9 (Neřešení úlohy) 

Jev 9 nezkoumá příčinu, proč určitý žák neřešil některou z úloh, ale pouze zaznamenává, kteří 
žáci neřešili určité úlohy. Vzhledem k tomu, že osm žáků z devíti neřešilo jednu z úloh 4b a 5, 
tedy v pořadí úloh jsou to dvě poslední, lze se s velkou pravděpodobností domnívat, že to byly 
úlohy pro žáky nejtěžší a možná jim také zůstalo na jejich řešení málo času.  

2.6.3 Kumulované jevy 
Zajímavé je pozorovat kombinaci popsaných jevů u některých žáků. Například jevy 1, 2, 5, 7 
jsem identifikoval v úloze 4b žáka P1 (viz obrázek 27). Žák zobrazil body 𝐸𝐸, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺, 𝐻𝐻 pomocí 
domnělé pravoúhle soustavy souřadnic, se kterou pracoval. Kromě toho nesprávně určil 
znaménko pro body se zápornými 𝑦𝑦-ovými souřadnicemi (bod H) a projevily se u něj také 
nedostatky při hledání bodů se stejnými 𝑥𝑥-ovými souřadnicemi. Ty nalezl správně, pouze 
v domnělé kartézské soustavě souřadnic. U bodů 𝐸𝐸, 𝐹𝐹, 𝐺𝐺, 𝐻𝐻 pracoval také se standardním 
měřítkem (1 cm) místo měřítka daného na ose 𝑥𝑥. Úpravu měřítka tedy ignoroval. 
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Obrázek 27: Kumulované jevy pozorované u řešení úlohy 4b žákem P1. 

Dále například jevy 2, 6, 7 a 8 byly identifikovány v úloze 4a u žáka P13 (viz obrázek 28). Žák 
také pochybil při určování znamének bodů se zápornou 𝑦𝑦-ovou souřadnicí (body 𝐶𝐶 a 𝐷𝐷), 
kombinuje pravoúhlou a nepravoúhlou soustavu souřadnic při určování souřadnic bodu 𝐵𝐵, 
chybně odměřuje vzdálenosti pro body 𝐶𝐶 a 𝐷𝐷 a také použil pravý úhel při určení souřadnic 
bodu 𝐷𝐷.  
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Obrázek 28: Kumulované jevy pozorované u řešení úlohy 4a žáka P13. 

Jednotlivé pozorované jevy u žáků jsou uvedeny v tabulce 5. Zásadní chybou mnoha žáků při 
řešení úloh bylo, že na úlohy zadané v nepravoúhlé soustavě souřadnic a tedy s různými 
odklony os, aplikovali při určování souřadnic postup, který lze použít pouze v kartézské 
soustavě souřadnic. To popisují jevy 1, 3, 4 a 6. 

Tabulka 5: Zastoupení pozorovaných jevů v jednotlivých řešeních žáků 

kód 
žáka jev 1 jev 2 jev 3 jev 4 jev 5 jev 6 jev 7 jev 8 jev 9 

O1  2, 3, 
4a 

  Ano     

O2 5 2, 3, 
4a, 4b 

  ano 2    

O3          
O4          
O5  2        
P1 4b 4a, 4b   ano 2, 3, 4a 4b  5 

P2  2, 3, 
4a 

  ano 4a   5 

P3  4a    4a  3, 4b 1, 5 

P4  3  3 ano    2, 4a, 
4b 
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P5  1, 2   ano   3 4b, 5 

P6  2, 3, 
4a 3  ano   3  

P7  2, 4a        

P8  2, 3, 
4a, 4b 

       

P9  2, 4b   ano 
2, 3, 

4a, 4b, 
5 

   

P10  2        
P11  4b   ano    5 

P12 5    ano   3 1, 4a, 
4b 

P13  4a 2  ano 2, 3, 4a 4a 4a  
P14  4a   ano    5 
P15  2, 3   ano     
P16 3 2, 3   ano 4a, 4b 4a, 4b 5  
P17  2, 4a        
P18 3 2, 4a   ano  4a  4b 

P19 4a 2   ano 3, 4b, 
5 

   

 

2.6.4 Analýza řešení dle úloh 
Tabulka 6 sumarizuje počet jednotlivých jevů v konkrétní úloze a lze tak odvodit, která úloha 
dělala žáků nejvíce potíží při jejím řešení.  

Tabulka 6: Sumarizace zastoupení pozorovaných jevů podle úloh 

č. úlohy počet jevů v 
řešených úlohách 

počet neřešených 
úloh 

celkové nedostatky v 
úlohách 

1 1 2 3 
2 19 1 20 
3 18 0 18 
4a 24 1 25 
4b 12 4 16 
5 5 6 11 

Celkem 79 14 93 
 

V tabulce 6 je vidět, že úloha 1 nedělala žákům problémy, ukázala se proto pro účely mého 
experimentu jako nevhodná, byla nicméně uvažována jako úvodní, motivační. Naproti tomu 
v úloze 4a žáci udělali nejvíce chybných kroků popisovaných jevy 1-8. Podle kritéria 
neřešených úloh se ukazuje, že nejvíce problémů dělaly žákům úlohy 4b a 5, u kterých nebylo 
celkem v deseti případech řešení ani zahájeno. Mohlo to být ale také z časových důvodů. 
Obecně se dá říci, že žáci většinu úloh řešili nebo alespoň řešení zahájili. 
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2.6.5 Shrnutí 
Analýzou získaných dat v teoretické a praktické části jsem dospěl k několika zajímavým 
závěrům. V teoretické části se ukázalo, že asi dvě třetiny žáků mají zafixovanou kolmost os 
jako standardní parametr soustavy souřadnic. Pouze jedna třetina ze všech testovaných žáků 
uvedla parametr počátku resp. měřítka. V praktické části se ukázalo, že fixace žáků na 
pravoúhlou soustavu souřadnic je velmi silná. I u některých žáků, kteří určili v úlohách 
souřadnice bodů v nepravoúhlé soustavě správně, se objevily konstrukce kolmic na osy, 
především na osu 𝑥𝑥, které napovídají, že se tito žáci pokoušeli o řešení v pravoúhlé soustavě 
souřadnic. Chyby identifikované u testovaných žáků vypovídají o úrovni schopností 
jednotlivých žáků porozumět základním pojmům definovaných v soustavě souřadnic. Celkově 
lze říci, že nejobtížnější pro žáky byly úlohy 4a a 4b, kde se vyskytlo v jejich řešeních nejvíce 
chybným postupů, které jsou systematicky zachyceny a sumarizovány v tabulce 5 na straně 56. 
Odhaduji, že jedním z důvodů vyšší obtížnosti těchto úloh byla skutečnost, že se žáci v těchto 
úlohách museli vyrovnat s jiným měřítkem než ve všech ostatních úlohách. Nejvíce chyb se 
žáci dopustili v úloze 4b, do které jsem vložil jeden úkol navíc. Žáci si měli nejen sami zvolit 
body na křivce a určit jejich souřadnice, ale dva body měly mít stejné 𝑥𝑥-ové souřadnice. Dvě 
třetiny žáků si s tímto požadavkem v zadání nevědělo rady. Mohu konstatovat, že tato úloha 
byla pro žáky obtížná a to dokládá i počet dalších nedostatků v jejich řešeních a také značný 
počet žáků, kteří tuto úlohu nezačali vůbec řešit. 
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3 Diskuze 
V této kapitole budou diskutovány výsledky hlavní studie v kontextu teorie concept image a 
concept definition a budou zodpovězeny výzkumné otázky v tomto pořadí: 

1. Jaká je žákovská znalost definice (concept definition) pojmu soustava souřadnic při 
opouštění střední školy (po probrání všech tematických celků, ve kterých se pracuje se 
soustavou souřadnic)? 

2. Do jaké míry jsou žáci schopni s porozuměním pracovat s upravenými parametry 
definice soustavy souřadnic a jak hluboké je jejich celkové porozumění (concept image) 
pojmu soustava souřadnic? 

3. V jakém vztahu je žákovský concept image a concept definition pojmu soustava 
souřadnic? 

3.1 Analýza v kontextu teorie concept image a concept definition 
Na základě analýzy teoretické části testu lze prohlásit, že respondenti O1, O2, O3, P1, P4, P5, 
P6, P7, P10, P12, P18 vykazují znaky základního concept definition pojmu soustava souřadnic, 
protože z jejich popisu soustavy souřadnic a vlastností os je možné odvozovat jen základní 
znalost účelu a jen některé vlastností soustavy souřadnic. Rovněž způsob jejich formulace 
odpovědí ukazuje na základní úroveň teoretických znalostí souvisejících pojmů.  

Respondenti O4, O5, P3, P8, P11, P14, P15, P16, P17, P19 vykazují znaky pokročilého concept 
definition pojmu soustava souřadnic, protože formulují matematicky správně vlastnosti a účel 
soustavy souřadnic (pravoúhlé), zmiňují častěji podstatné pojmy soustavy souřadnic jako je 
počátek a měřítko. Dále používají podstatné související pojmy jako souřadnice, umístění nebo 
poloha bodů. 

Podobně, na základě analýzy praktické části testu lze prohlásit, že respondenti O1, O2, P1, P2, 
P3, P4, P5, P6, P11, P12, P13, P16, P18, P19 mají základní concept image, protože se u nich 
vyskytovaly v různých kombinacích chybné postupy při řešení úloh, které jsou popsány 
v tabulce 2. Spektrum jejich chyb bylo široké a častěji se opakovaly ve více úlohách nebo se 
objevovalo více různých chyb ve stejné úloze. Tyto projevy byly výše popsány pomocí pojmu 
kumulované jevy. 

Respondenti O3, O4, O5, P7, P8, P10, P14, P15, P17 mají podle zvolené metodologie pokročilý 
concept image, protože se dokázali vyrovnat velmi dobře s parametrem, kterým bylo zadání 
úloh v nepravoúhlé soustavě souřadnic, a úlohy řešili správným způsobem. Spektrum jejich 
chyb bylo úzké, většinou se jednalo o neuvedení záporných znamének 𝑦𝑦-ových souřadnic 
zadaných bodů ležících pod osou 𝑥𝑥. 

Tabulka 7 tedy shrnuje výše popsané výsledky hlavní studie. Z pohledu cílů experimentu jsou 
zajímaví především respondenti se základním concept image a pokročilým concept definition a 
respondenti s pokročilým concept image a základním concept definition. 

Formátu tabulky 7 nevyhovují respondenti P2 a P13 kteří nepopsali concept definition ani na 
úrovni základní, z celkové analýzy byli proto vyloučeni.  
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Tabulka 7: Kategorizace respondentů dle jejich cocnept image a concept definition. 

  
Teoretická část – concept definition 

Základní Pokročilý 

Praktická část – 
concept image 

Základní O1,O2, 
P1,P4,P5,P6,P9,P12,P18 P3,P11,P16,P19 

Pokročilý O3,P7,P10 O4,O5,P8,P14,P15,P17 

 

3.1.1 Základní concept image, pokročilý concept definition 
Čtyři žáci ze skupiny pokročilý concept definition nedokázali své teoretické znalosti uplatnit 
při řešení úloh a z toho důvodu je možné jejich znalosti hodnotit pouze jako formální. Pro 
podrobnější popis tohoto stavu by bylo potřeba dodatečně analyzovat jejich porozumění daným 
pojmům, například pomocí rozhovoru.  

Pro potřeby této práce je podstatným výsledkem, že se jedná o žáky, kteří mají poměrně dobrou 
znalost pojmů související se soustavou souřadnic, přesto selhávají při řešení úloh, které s těmito 
pojmy přímo pracují. Ukazuje se tedy, že i tak intuitivní pojem, jako je soustava souřadnic, 
může být žáky chápán spíše formálně – při řešení úloh žáci nereflektují vlastnosti definice a 
řeší je pouze intuitivně, o čemž se zmiňují i autoři Tall a Vinner (1981). 

3.1.2 Pokročilý concept image, základní concept definition 
Tři žáci ze skupiny základní concept definition, u nichž bylo možné najít malé teoretické 
předpoklady pro úspěšné řešení úloh, dokázali, že jejich znalosti pojmů, vlastností a účelu 
soustavy souřadnic jsou spíše neformální a umožnily jim úspěšně řešit všechny nebo větší část 
úloh testu. 

Tato skupina respondentů je ze všech vymezených tou nejzajímavější. Přestože žáci nemají 
dobrou formální znalost soustavy souřadnic, nepoužívají navázané matematické pojmy, jsou 
schopni při řešení úloh kriticky zvážit jednotlivé parametry definice (i když ji chápou spíše 
intuitivně) a aplikovat zjištěné poznatky při řešení úloh. Analýza řešení takto identifikovaných 
žáků pomocí hloubkových rozhovorů představuje skvělou možnost pro pokračování výzkumu. 

3.2 Výzkumná otázka 1 
Na základě výsledků teoretické části testu mohu konstatovat, že teoretické znalosti žáků pojmu 
soustava souřadnic vykazují některé nedostatky. Na základě analýzy těchto nedostatků pro 
jednotlivé parametry bylo možné rozlišit mezi pokročilými a základními teoretickými 
znalostmi definice soustavy souřadnic, které označujeme pojmem concept definition (Vinner & 
Tall, 1981). Žáci se základním concept image jednotlivé parametry soustavy souřadnic 
neuvádějí nebo jejich existenci a vlastnosti opisují vágně. Žáci s pokročilým concept definition  
používali pro popis soustavy souřadnic přesnější formulace, navázané matematické pojmy a 
jejich popis byl bohatý. Tito žáci také ve větší míře pozorovali roli počátku a měřítka. Pokud 
tyto role nedokázali vymezit přesně, alespoň je zmiňovali. 

Naprostá většina žáků uvedla kolmost jako nejčastější vlastnost, která platí pro osy v soustavě 
souřadnic. Analýza učebnic v kapitole 2.2.2 ukázala, že při výuce soustavy souřadnic na 
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základní škole, není měřítko explicitně vyžadováno. Poloha bodu v pravoúhlé soustavě 
souřadnic se pak určuje pouze jako vzdálenost bodu od osy 𝑥𝑥 a 𝑦𝑦, kterou lze odměřit pravítkem. 
Není proto potřeba použití počátku ani měřítka, protože se souřadnice neodměřují na osách. 
Existence parametru měřítka je pak pouze implicitní. 

Z historického vývoje pojmu soustava souřadnic popsaného v kapitole 2.1.8 je možné soudit, 
že obecná kolmost souřadnicových os, kterou začal používat Fermat, mu umožnila zavedením 
symboliky uvést v pravoúhlém systému souřadnic rovnice přímek a kuželoseček a tím byla 
uvedena v život analytická geometrie f 

U žáků se využití soustavy souřadnic v analytické geometrii se doslovně v jejich odpovědích 
neobjevuje, což svědčí o jejich nízkému uvědomění této možnosti využití. U lépe 
odpovídajících žáků lze pozorovat odpovědi, že soustava souřadnic slouží k zaznamenání bodů, 
grafů, křivek, objektů, umožňuje určit jejich vzdálenost od ostatních objektů apod. Trochu blíže 
k využití v analytické geometrii byl žák P3, který zapsal „Slouží k popisu umístění bodu, 
hledání souvislostí mezi body“, tedy už nejen k zaznamenání polohy bodů nebo objektů. 

3.3 Výzkumná otázka 2 
Na základě praktické části testu mohu konstatovat, že žákům dělali při řešení úloh praktické 
části testu největší problémy tři základní okolnosti. Jednoznačně největší slabinou se 
překvapivě ukázalo rozlišení umístění bodu na kladné nebo záporné části 𝑦𝑦-ové osy. 
Porozumění/neopomenutí tohoto principu prokázali jen tři žáci, u kterých se tato chyba 
nevyskytla. Druhým, nepřekvapivým problémem, se ukázala nízká schopnost žáků adaptovat 
se z úloh v pravoúhlé soustavě souřadnic (které znají z výuky) na úlohy zadané v nepravoúhlé 
soustavě souřadnic. V celém rozsahu to ukazuje rozšíření jevů 1, 3, 4 a 6 v úlohách, kdy jsem 
diagnostikoval v úlohách alespoň jeden z nich u poloviny žáků. Třetím problémem s velkou 
četností výskytu byla malá schopnost žáků najít body se stejnou 𝑥𝑥-ovou souřadnicí, přičemž 
hledání bodů se stejnou 𝑦𝑦-ovou souřadnicí v této úloze bylo úspěšnější.  

Příčinu všech plošně mezi žáky rozšířených nedostatků vidím v nízkém intuitivním porozumění 
vlastností soustavy souřadnic. Nižší úspěšnost při řešení úloh žáky, u kterých byl identifikován 
spíše základní concept definition, je možno připisovat obecně nízkým znalostem práce se 
soustavou souřadnic. Nižší úspěšnost při řešení úloh žáky, u kterých byla identifikována dobrá 
znalost definice soustavy souřadnic, je ovšem překvapivá. Tato, poměrně početná skupina žáků 
představuje jedince, kteří nejsou schopni jednotlivé parametry definice abstrahovat a použít při 
řešení praktických úloh. To považuji za významný výsledek práce a předkládám jej jako možný 
podnět k jejímu rozšíření. 

3.4 Výzkumná otázka 3 
Při porovnání výsledků teoretické a praktické části testu jsem zjistil, že není možné u všech 
žáků najít přímou souvislost mezi teoretickými znalostmi a praktickými schopnostmi při řešení 
úloh, které následovaly až po úvodních teoretických otázkách. Platí to pro skupinu žáků se 
základním concept definition i concept image a také pro skupinu žáků, kteří mají pokročilý 
concept definition i concept image. 

Výsledky hlavního experimentu ukázaly, že navržený diagnostický test aplikovaný ve čtvrtém 
ročníku střední školy dobře rozlišuje mezi respondenty. Pomocí testu bylo možno identifikovat 
jedince, kteří rozumí definici spíše formálně, i jedince, kteří jsou schopni aplikovat pouze 
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intuitivní poznatky. Významný úspěch proto vidím v návrhu dané metodologie – při volbě 
vhodného pojmu je možné navržený experiment provést i v jiném kontextu. 

3.5 Nedostatky a omezení provedených experimentů 
Přestože pilotní i hlavní experimenty přinesly odpovědi na požadované výzkumné otázky, je 
nutné zmínit, že jsem pozoroval několik nedostatků i omezení ve zvolené metodologii.  

Samotný test je zaměřen na poměrně široké spektrum problémů (zkoumám tři parametry 
definice, které je možno různým způsobem variovat). Z tohoto pohledu by bylo možno test 
rozšířit o mnohé další úlohy, díky kterým by bylo možné znalosti žáků popsat lépe a podrobněji. 
To bohužel nebylo možné z časových důvodů (na test bylo vyčleněno pouhých 45 minut), ale 
také metodologických – mnozí žáci i při vypracování testu v aktuálním znění projevovali únavu 
a sníženou motivaci k řešení. Další možností, jak rozšířit popisné možnosti experimentu by 
bylo vést se žáky strukturované rozhovory nad řešením testu. 

Určitým nedostatkem je jistě i velikost výzkumného vzorku hlavního experimentu. Pro hlubší 
analýzu předložených závěrů by bylo potřeba provést studii na větším vzorku respondentů, 
ideálně na několika různých školách různého zaměření. 

Omezení ve sběru zpětné vazby od respondentů pozoruji také v části hlavního experimentu, 
která proběhla v online formátu. Vzhledem k omezeným možnostem kontroly práce žáků 
mohlo dojít k jejich případné komunikaci nebo vyhledávání informací na internetu. Tato 
skupina žáků nicméně nebyla příliš početná a žáci byli předem vyzváni k samostatné činnosti.  

3.6 Shrnutí 
Bylo zjištěno, že použitý diagnostický test dobře rozlišil stav znalostí vybraných respondentů. 
Zástupci kategorií základní concept image/pokročilý concept definition a pokročilý concept 
image/základní concept definition z řad žáků čtvrtého ročníku střední školy ukazují, že i 
intuitivní pojem, jakým soustava souřadnic bezpochyby, je představuje prostor pro 
prozkoumání žákovského porozumění. 

Abych mohl analyzovat a poté vyhodnotit výsledky žáků z pohledu provázanosti praktických a 
teoretických znalostí pojmu soustava souřadnic, vypracoval jsem porovnání a určil čtyři 
základní kategorie. Dvě kategorie s dvoutřetinovým zastoupením žáků jsou méně zajímavé, 
protože jejich existence není překvapující a je opodstatněná. Jsou to žáci, kteří mají buď 
základní concept image a základní concept definition a nebo žáci mající pokročilý concept 
image a pokročilý concept definition. Je tedy možné konstatovat, že to je skupina žáků s obecně 
horšími a obecně lepšími znalostmi. Zajímavá je kategorie žáků, kteří mají pokročilý concept 
image a základní concept definition. Do této kategorie jsem zařadil tři žáky, kteří vypracovali 
úlohy zcela správně nebo velmi dobře, ale jejich popis soustavy souřadnic měl jen průměrnou 
úroveň. Tito žáci mají neformální znalosti, které jim umožnily úspěšně řešit zadané úlohy, 
přestože jejich teoretické znalosti vykázaly určité slabiny. Do poslední kategorie jsou zařazeny 
čtyři žáci, kteří naopak vypracovali úlohy s větším počtem chyb, ale jejich teoretické znalosti 
jsem hodnotil jako pokročilé. U těchto žáků bych mohl pouze odhadovat, vzhledem k malému 
vzorku respondentů, že znalosti pojmu soustava souřadnic je pouze formální. 
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Závěr 
Ve své práci jsem se věnoval analýze porozumění pojmu soustava souřadnic u žáků středních 
škol. Nástrojem výzkumu byl test, který umožnil získat potřebná data pro zamýšlenou analýzu. 
Test obsahoval v úvodu dvě teoretické otázky a po nich následovaly vlastní úlohy s postupnou 
gradací obtížnosti. Podstatou úloh bylo určení souřadnic bodů zakreslených nebo žáky 
volených na křivkách umístěných v nepravoúhlé soustavě souřadnic. Podstatou poslední úlohy 
bylo naopak nalezení bodů zadaných souřadnicemi v pravoúhlé i nepravoúhlé soustavě 
souřadnic.  

Abych připravil test, který by umožnil získat potřebná data k analýze, provedl jsem nejprve 
pilotní výzkum a na základě jeho výsledků jsem připravil finální podobu testu s malou úpravou 
v zadání úloh. Výsledky pilotního výzkumu přinesly základní informace, které mi umožnily 
stanovit, co budu v úlohách hodnotit a podle jakých kritérií. V teoretické části testu jsem u žáků 
hodnotil parametry concept definition, kterými jsou z definice pojmu kolmost, počátek a 
měřítko. V praktické části jsem hodnotil concept image žáků prostřednictvím formulovaných 
jevů. Vymezení těchto jevů jsem získal z výčtu nejčastěji vyskytujících se chybných postupů 
žáků při řešení úloh. Tyto jevy vystihují zásadní chybné postupy žáků při řešení úloh 
v nepravoúhlé soustavě souřadnic. Zmíním alespoň dvě nejčastěji se vyskytující chyby. 
Naprostá většina žáků neuvedla zápornou hodnotu 𝑦𝑦-ových souřadnic některých bodů, které 
leží pod osou 𝑥𝑥. Velká část žáků také používala různé chybné postupy, které je možno použít 
pro určení souřadnic pouze v pravoúhlé soustavě.  Na základě tímto způsobem získaných dat 
jsem popsal jednotlivé dobře rozlišitelné skupiny respondentů s různými stupni porozumění 
pojmu soustava souřadnic.  

Výsledky, které jsem uvedl, mohou být přínosem pro studenty, které může obohatit v oblasti 
historie matematiky nebo učitele matematiky, které by moje práce mohla motivovat k rozšíření 
výuky soustavy souřadnic i na nepravoúhlou soustavu, která může mít pozitivní vliv na 
odstranění formálních znalostí soustavy souřadnic u části žáků nebo alespoň na pestrost výuky. 
Velmi silný vliv měl pro mě samotného. Ten pozoruji především ve svém osobním rozvoji, 
v nově získaných zkušenostech s realizací vlastního výzkumu a v neposlední řadě při poznávání 
historie matematiky. 

Mezi omezení práce patří zejména poměrně malý vzorek respondentů. Příčinou bylo jarní 
uzavření škol. V termínu testování byla výuka ve školách prováděna distančně a do škol byl 
omezený přístup. Naštěstí se školy krátce před maturitními zkouškami opět převedly do 
prezenční výuky a mohl jsem tak provést svůj záměr otestovat žáky prezenčně. Nepodařilo se 
mi již zorganizovat paralelní výzkum na druhé střední škole, který jsem měl předběžně 
přislíben. 

Přestože jsem věnoval své práci velký časový prostor, narážel jsem díky svým malým 
zkušenostem s plánováním, realizací a analýzou výzkumu na komplikace při dokončování 
poslední fáze zpracování své práce. To bych označil za svou slabou stránku v rámci celé 
přípravy své práce. 

Jsem však přesvědčený, že můj čas strávený přípravou a zpracováním této práce mi přinesl 
velká pozitiva. Získal jsem nové zkušenosti při přípravě práce a dospěl jsem k pochopení 
smyslu této činnosti. Velmi cenné jsou pro mě informace získané z výuky při testování žáků. 
V neposlední řadě se cítím velmi obohacen o velmi zajímavé informace z historie matematiky. 
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Práci je možné rozšířit několik způsoby. Zajímavé by bylo například porovnání výsledků žáků 
testovaných na různých středních školách, v tomto případě by mě zajímaly výsledky žáků 
z gymnázií. Také by bylo přínosné zkoumat postup řešení jednotlivými žáky formou 
strukturovaných rozhovorů.  
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Příloha A 
Výsledná podoba testu použitého v hlavním experimentu. 
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