Obrazek 1: Zobrazeni stfingy v Berlinském papyru (Folta, 2004, s. 66)

Podobné na obrazku 2 miZzeme vidét soufadnicové vyjadieni oblouku, ve kterém jsou
naznaceny vzdalenosti svislic a jejich vysky. Ty opét poukazuji na roli méfitka v téchto
zdznamech.

Obrazek 2: Zobrazeni oblouku s popisky vzdalenosti v Berlinském papyru (Folta, 2004, s. 67)

Vyuziti vySe popsanych principu je patrné také na dal§im ze zaznamt, ktery uvadi Becvar
(2003). Na obrazku 3 je vidét, jak pro vyrobu jednotlivych prvki pii realizaci velkych staveb
bylo zapotiebi rozkreslovat vykresy v daném méfitku a k tomu se pouzivala ctvercova sit’.
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Obrazek 3: Vyuziti ¢tvercové site pii vytvareni malby lovu ryb kopim (Becvat, 2003, s. 136)

Z uvedenych ukazek je patrné, ze z danych kultur je z vlastnosti pozdé€ji vzniklé soustavy
soutadnic dilezité pouziti métitka, které umoznuje zaznamenat nejen rozmery objekti, ale také
jejich vzajemné vzdalenosti a umisténi v ploSe nebo prostoru. Dalsi patrnou vlastnosti je
vyuzivani kolmosti k popisu ttvaru v rovingé, a to jak v ptfipad¢ kartografie, tak v piipadé
stavebnich pland. Naopak pojem pocatek zde zatim neni patrny, pii stavbach ani pfi
zaznamenavani map nemél opodstatnéni.

1.1.2  Astronomie a kartografie ve starovékém Recku

Také v Recku se 1idé od pradavna snazili zjistit, jaky tvar ma Zemé, jak je velika a kde konéi.
Potfebovali znat vzdalenosti mezi misty na tehdy zndmém zemském povrchu, napt. mezi mésty,
ptistavy apod. K tomu bylo tfeba vytvaret mapy, které byly nejprve schematické, bez métitka.
Dikaiarchos z Mesiny (350-290 pt. Kr.) vnasi do mapy matematické prvky. V roce 320 pt. Kr.
zakreslil na mapu tehdy zndmého svéta podélnou osu, tzv. diafragmu, kterd spojovala Gibraltar
a ostrov Rhodos (Veverka, 1995). Tim, ze k této ,,0se” ptridal rovnobézky a kolmice, se
v podstaté zrodila nyn¢€j$i zemépisna sit’ polednikl a rovnobézek, kterou mizeme povazovat za
jednoho z predchtidcii souradnicového systému.

Na n¢j pozd¢€ji navézal Eratosthenes alexandrijsky (276-196 pi. Kr.), ktery na zakladé svych
vypoétl velikosti Zemé zkonstruoval mapu tehdejsiho svét (Stépankova, 2002). Tu je moZno
vidét na obrazku 4.
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Obrazek 4: Mapa tehdejsiho svéta podle Eratosthena (Stépankova, 2002, s. 8)

Pivod soufadnic v astronomii mizeme hledat u dvojice staroveékych astronomi, Hipparcha a
Ptolemaia (oba zili ve 2. stol. pt. Kr.). Pirko (1942) uvadi, ze objevili zptsob, ktery umoziuje
urit polohu hvézdy pomoci dvou uhli odméfovanych od dvou zédkladnich kruznic
(obzornikové soutadnice). Pouziti tohoto zpisobu nejprve na zemékouli (zemépisné
soufadnice) a poté jeho pfizpiisobeni pro rovinu pfislo aZ mnohem pozdéji.

Z pohledu kartografie je Hipparchiv piinos (180-126 pt. Kr.) v myslence rozdéleni rovniku na
360 dil. Na obrdzku 5 je zobrazen zpusob, jak zavedl pro zemépisné soufadnice pojmy
zemepisnd délka a Sitka, odpovidajici tvaru Sttedozemniho mote (Hanek, P. 2011). V pfistupu
Hipparcha je mozné pozorovat motivaci realitou.

Rekové obecné piitom postupovali podobnym zpiisobem pii zavadéni zemépisnych soufadnic
jako je bézné dnes pti grafickém zobrazeni soustavy soutfadnic. Dikaiarchos zakreslil na mapu
tehdy znamého svéta podélnou osu a na ni n¢kolik rovnobézek a kolmic. Eratosthenes pozd¢ji
zméfil Zemi a z toho odvodil vzdalenosti téchto Car a tim zavedl do vzniklé soustavy méfitko.
Dnes postupujeme podobné. Nejprve zakreslime vodorovnou osu x a k ni kolmou osu y. Na
téchto osach zavedeme métitko a mame pravouhlou soustavu soufadnic, ve které¢ mizeme
stejné jako Rekové na mapé svéta uréovat soutadnice bod.
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Obrazek 5: Rozdéleni rovniku na 360° a zavedeni pojmil zemé&pisnd délka a Sitka (Hanek, 2011,
s. 17).

Za vrcholna dila fecké geografie a kartografie jsou potom povazovany prace Marina z Tyru
(pracoval v létech 98 — 130 n. 1.) a Ptolemaia (90 — 160 n. 1.). Marinos z Tyru vyhotovil mapu
svéta ve Ctvercovém valcovém zobrazeni, ve kterém pouzil stupiiovou sit’ a v mapé vyznacil
osm rovnobézek a patnact polednikt. Kazdé misto mélo soutadnice. Hlavni polednik prochazi
Kanarskymi ostrovy a hlavni rovnobézka ostrovem Rhodos. Tady navazal na Eratosthenovu
mapu svéta. Rovnobézky a poledniky v tomto zobrazeni tvoii pravouhlou sit’.

Ptolemaios ve svém dile Geografiké hyfégésis predstavil soubor map, kde jsou zadany
soufadnice, tentokrat ne ve stupnich a minutdch zemépisné délky a $ifky, ale v hodinach a
minutach ¢asového rozdilu vii¢i Alexandrii. Soucasti jsou také souradnicové tabulky az osmi
tisic znamych zemépisnych mist (Drépela et al., 2005).

Tyto dolozené astronomické a kartografické objevy starovékych feckych ucencti, ukazaly na
moznost vyuziti pravouhlé soustavy soufadnic na zaznamenani bodii v roviné.

1.1.3  Recka matematika

Piistup k matematice obecn& byl ve starovékém Recku na rozdil od ostatnich civilizaci
starovéku zéasadné odliSny. Zatimco v ostatnich zminovanych kulturdch byly matematické
poznatky pouzivany k praktickym uéeltim, matematici starovékého Recka se stali piivodci
kauzalniho mySleni v matematice, kdyz uptfednostiiovali objasnéni pficiny a disledku nad
praktickym vyuzitim. Folta tuto zménu zatfazuje i Casove, kdyz piSe, ze ,,systematicky,
deduktivné logicky zpuisob vykladu se zacal projevovat v antické matematice uz od 5. stol. pred.
Kr.* (Folta, 2004 s. 85) a uvadi, Ze objeveni nesouméfitelnosti usecek (tzv. prvni krize
matematiky) vedlo Reky k odklonu od aritmetiky a projevila se dominance geometrie nad
aritmetikou.
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Vychodiskem z této krize se tak stala recka geometricka algebra, ve které veli¢iny uz nebyly
chapany jako Cisla, ale zacaly byt chapany jako délky, obsahy a objemy, pficemz délky byly
reprezentovany useckami, obsahy ctverci a objemy krychlemi. Prosadil se tzv. zékon
homogenity, ktery vyzadoval operovat pfi s¢itani a od¢itani jen s veli¢inami stejného fadu,
probihalo tedy jen mezi délkami nebo jen mezi obsahy nebo jen mezi objemy. O tento posun
se zaslouzili pfedev§im Thales (624-547), Pythagoras (570-510), Eukleides (450-368),
Hippokrates (460-370), Aristoteles (384-322), Menaichmos (zemfel 320), Archimedes (287-
212) a Apollonios (262-190), znami predevsim vyraznymi pokroky v geometrii, vrcholicimi
Eukleidovymi Zdklady a ve 3. stol. pt. Kr. Apolloniovymi Kuzeloseckami.

Studium krivek

VysSe uvedené piistupy ke geometrii lze povazovat za skvély vychozi bod pro zkoumani
ruznych kiivek, které navic ani nemusely mit zfejmé vyuziti v bézném zivote. Tyto kiivky byly
tehdejSi matematici také schopni ¢asto velmi originalnim zpiisobem sestrojit i bez znalosti jejich
algebraického zapisu a analytického vyjadieni. Eukleides pfitom definuje kiivku jako ,,délku
bez sitky* (Folta, 2004, s. 112).

Jednim zcili feckych matematikii bylo zkouméni vlastnosti kiivky, napf. jeji délky
(rektifikace) a obsahu useCe kiivkou (Lomtatidze, 2007). Pozdé€ji Archimédes ve svych
pojednanich podstatné rozvinul metodu na ur¢eni obsahti a objemil, metodu na stanoveni tecen
ke kfivkam a metodu pro urceni extrémti (Lomtatidze, 2007, s. 38).

Edwards (1979) a pozdéji Fuchs (1994) popisuji Archimediv postup kvadratury paraboly.
Archimédes si byl védom, Ze je parabola soumérna podle osy a na zaklad¢ postupu podle
pomért geometrickych veli¢in vypocital obsah usece paraboly jako 4/3nasobek obsahu
trojuhelnika se stejnou zédkladnou a vyskou jako use¢ paraboly.

Edwards (1979) uvadi, ze v Archimédové dobé jiz bylo zndmo, Ze te¢na v bod¢ P je rovnobézna
se zakladnou AB, piimka prochazejici bodem dotyku te¢ny v bod¢ P a sttedem M zakladny AB
je rovnobé&zna s hlavni osou paraboly. Tétiva QQ’ je rovnobézna se zakladnou AB a je pllena

PM
systému souiadnic xy s po¢atkem v bodé P ma rovnice paraboly tvar x = ky? (viz obrazek 6).

vvvvvv

2
o o . y .. PN _ N . o XL A
pramérem PM. Proto plati pomér veli¢in — = —Mgz. To znamend, ze v zobrazeném Sikmém

a Aristarcha.
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Obrazek 6: Archimedtv postup kvadratury paraboly. (Edwards, 1979, s. 36)

Pro tuto préci je Archimédiv postup kvadratury paraboly dilezity pfedevSim diky tomu, Ze
Archimedes zde vyuzil principu zasazeni paraboly do systému dvou piimek, které mizeme
povazovat za predchiidce soutfadnych os. K t€émto pfimkam bylo mozno danou kfivku vztahnout
a popsat nékteré jeji vlastnosti. Podobnou rekonstrukci nabizi i Fuchs (1994) uvedenou na
obrazku 7. Zde je mozné pozorovat i déleni na stejn¢ velké useky, coz Edwards (1979) povazuje
za vyuziti Eudoxovy exhaustivni metody, které je mozno povazovat za projev prace s meétitkem.

Obrazek 7: Archimedtv postup kvadratury paraboly. (Fuchs, 1994, s. 117)

Na obrazku 5 je, krom¢ samotného postupu déleni paraboly, vidét i napadnou podobnost s
umisténim kfivky do soustavy soufadnic tak, jak to pozdéji délali Fermat a Descartes?, ktefi pii
popisu kiivky zkonstruovali abscisu (v tomto piipadé pfimku AC) a nasledné ordinaty, které
slouzily k primétu bodi kiivky na abscisu. Ty nemusely byt nutné konstruovany v pravém thlu
s abscisou.

Na vyvoj formalni soustavy soufadnic by tak m¢l mit podstatny vliv vySe popsany pokrok ve
zkoumani kiivek. Piesto se tomu tak v t&€ dob¢ nestalo. Dlivodil je moZzno pozorovat nékolik.
Zaprvé, chybél nastroj (algebra), ktery by umoznil vyuzit tento pokrok ke zkoumani obecnych
kiivek a pro feSeni rovnic. Zadruhé, chybél ditvod, ktery by motivoval Archimeda k formalnimu

2 Je samoziejmé, Ze obrazek je pouze rekonstrukci Archimédova postupu, tedy ze samotného obrazku nemiizeme
nic pfimo usuzovat. Vyuziti daného postupu Fermatem a Descartem pozdé&ji je vSak ziejmé.
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zavedeni systému soufadnic. Jeho z4jem se soustfedil na vypocty obsahli ploch a objemi
znamych téles, predevsim oblych tvarti (Folta, 2004) a k tomu objektivni vyjadreni kiivky v jiné
formé nepotieboval.

Diky geometrickému chapani veli¢in byla tehdy zasadné odlisnd vyjadiovaci schopnost.
Provadét operace s témito veli¢inami znamenalo feSit konstrukci pomoci pravitka a kruzitka.
Toto pojeti veli€in a operaci s nimi pak pfineslo zndmé problémy starovéku: zdvojeni krychle,
kvadraturu kruhu a trisekci Ghlu. Pfi feSeni téchto problémi narazili Rekové na potiebu
rektifikovat netrivialni kiivky, napt. kvadratrix.

Podle (Lomtatidze, 2007) ktivku kvadratrix popsal Hippias z Elis v 5. stol. pi. Kr. Objev
souvisel se snahou vyfesit trisekci thlu. Umoziluje totiz problém déleni Ghlu ptevést na déleni
usecky. Na obrazku 8 vlevo je naznacena konstrukce kvadratrix, vpravo je feSeni trisekce tthlu
EAB neeuklidovskymi prostiedky, kdyZ je nejprve rozdélena na tretiny isecka X1 B a kolmice
na AB v bodech X;,Y; a Z; protnou kiivku v bodech X,Y, Z. Pro cely této prace je ale opét
potieba vénovat se formé¢, nikoli obsahu, kdy bod A je mozné vnimat jako predchiidce pocatku
soustavy soutradnic a zaroven se zde setkavame s umisténim problému do pravouhlého systému
usecek. Hippias dale nerozvijel moznost vyuzit svého postupu k dalSimu pokroku v rozvoji
soufadnic.

D B C
E
H "
X ! B
< /‘\.____\ E
(A%
f;'/'!/ II|
A B A X, Y, Z, B

Obrazek 8: Postup ptevedeni problému déleni uhlu na déleni Gsecky (Lomdatidze, 2007, s. 43)

Po kiivce kvadratrix se objevuji kuzelosecky. Objev kuzelosecek ziejmé souvisel s feSenim
problému zdvojeni krychle (Be¢vaF, 1994). Lomtatidze (2007) dile uvadi, ze Rekové
odvozovali v§echny imérnosti z podobnosti trojuhelnikli a tento postup pouzil také Hippokrates
v 5. stol. pt. Kr., kdyz se snazil problém zdvojeni krychle vytesit. Problém pfevedl na nalezeni
dvou geometrickych umérnych. Lomdatidze popisuje jeho feSeni takto:

Méme danu krychli o strané a, hledame x, y tak, aby platily rovnosti:

a: x = x:y = y:2a,tj.aby platily kterékoliv dvé z nésledujicich rovnic:
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Kolem roku 350 pt. Kr. Menaichmos nalezl dva zpiisoby feSeni, které¢ vidime na obrazku 9a a

x% = ay, y? = 2ax , xy = 2a. Grafem prvnich dvou rovnic jsou paraboly, grafem
tieti je hyperbola.

Zbavime-li se y, bude vysledek x3 = 2a3. Pak x je hrana hledané krychle
(Lomtatidze, 2007, s. 45).

9b. Vysledkem je prasecik dvou parabol a prusecik paraboly a rovnoosé hyperboly

Jeho feseni popisuje Lomtatidze dnesni terminologii takto:

Uvazujme v rovin¢ dvé vzajemné kolmé ptimky p, q. Jejich prisecik oznacme S.
Dale uvazujme veli¢inu a = [SA,|. Necht’ 2a = |SA,|, A; € p, A, € q. Uvazujme bod
Q pohybujici se z bodu S ve sméru opacném k poloptimce SA,. K tomuto bodu Q
existuje prave jediny bod T tak, ze €A, QT je pravy, a prave jediny obdélnik SQUT.
Z podobnosti trojihelnikii 4;SQ a QST obdrzime 55—/;1 =3¢

o (Eukleidova véta o
vysce v trojuhelniku T A, Q.

Obdobnou tvahu provedeme pro bod P pohybujici se po piimce p, (Eukleidova
véta o vysSce v trojuhelniku A, RP).

Odtud plyne, Ze pohybuje—li se bod Q po piimce q a bod P po ptimce p, pak se body
U, V pohybuji po parabolach a maji z dnesniho pohledu matematiky soutadnice
U=(|SQ\I,ISTT), V=(ISRI, ISPI) (viz Obr. XX, Lomtatidze, 2007, s. 45-47).

p
T U

p

T U i
\ \ f/.“ v X

P . / P 1
/.’/ \\
oQNJr q Ay S R Q 4

™

A,

Obrazek 9b: Menaichmuv postup feSeni zdvojeni krychle (Lomtatidze, 2007, s. 47).

Pro umisténi popisovanych kiivek dle popsanych konstrukci (viz obrazky 9a resp. 9b) je potieba
systém dvou vzdjemné¢ kolmych ptimek, kdy ptimka q odpovida vodorovné a ptimka p svislé

0s€.

Na Menaichmové postupu pii feseni zdvojeni krychle je mozné pozorovat zadrodek pravothlé
soustavy soufadnic, ale vSechno je popsano vyhradné geometricky pomoci poméra veli¢in.
Menaichmos zkonstruoval soufadnicové osy, ale nevidél a ani nemohl vidét moznosti jejich
analogického vyuziti pii feSeni dalSich uloh. Ve starovéku nebyly jest¢ zdaleka vhodné
podminky pro to, aby se tento postup mohl pouzit pro studium kiivek obecné. Ty nastaly az
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témef po osmnadcti stoletich. Jeho feSeni bychom tedy mohli oznacit jako dalsi piiklad
intuitivniho pouziti soustavy soufadnic na konkrétnim problému. Podobné ptipady je mozné
nalézt i v dilech dalSich slavnych matematik. Lomtatidze (2007) napf. uvadi, Ze podobny
princip vyuziti konkrétnich ptimek pro popis kuzelosecek pozdéji zminioval také Apollonios ve
svém dile ,,Kuzelosecky*.

Apolloniovy kostrukce

Apollonios konstruuje kiivky ze dvou prvki (hlavni osy a parametru). Z konstrukce vyplynou
Apolloniovi 1 nazvy téchto kiivek (viz obrazek 10). Parametr 2p neni ovSem také nic jiného
nez usecka.

Metoda vytvareni téchto kiivek v sob¢ skryva principy kartézské soustavy soutadnic (kolmost,
vyjadreni vzdalenosti) a soucasné téz princip funkéniho vztahu. Popis konstrukce vidime na
obrazku 8. Z usecky AB a parametru 2p se vytvoii odvésny pravouhlého trojuhelnika. Daéle
existuji tfi mozné situace:

e Bod X volime na poloptimce AB a tsecka AB ma konec¢nou délku.
e Bod X volime na polopfimce AB a bod B je v nekonec¢nu.
¢ Bod X volime na opacnou poloptimku k poloptimce AB.

M h'ia
. : — s
\.\&1 ] Be N
| 1 [
2p r N 2p H v | 2p AN

L . L P b
A A B A X Be * A 3
elipson = nedostatek parabolé = porovnani hyperbolé = nadbvtck

y’=(2p—q -z Yy’ =2p-2 v¥’=02p+q) =z

Obrazek 10: Apolloniovo feSeni vSech typii kuzelosecek pomoci parametru 2p (Folta, 2004, s.
122)

Nasledné na obrazku 11 vidime, ze body kiivky konstruuje tak, ze kazdému bodu x € AB
pfifazuje stranu ¢tverce se stejnym obsahem, jako ma obdélnik o stranach AX a XM.

Py — | t'.h.-.q- f
N .
I’ .
2? \‘.\ . ‘_';'f ‘\\..
i " — 4 N
AVIR xS } A X M
N

- .
-
il T

Obrazek 11: Postup Apollonia pii konstrukcei elipsy (Folta, 2004, s. 122)
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Folta (2004) tyto konstrukce popisuje jako funk¢ni vztahy, kde je ke kazdé nezavisle proménné
délce usecky AX prifazena na ni zavisla délka tsecky y. Funkéni vztah je zde vyjadien jednou
z eukleidovych vét (obsah ¢tverce nad vySkou (y) v pravothlém trojuhelniku je roven obsahu
obdélnika sestrojenému z obou casti pfepony (AX a XM). Kazdy bod hledané kiivky bude
potom urcen dvojici useCek (AX a y). Dulezité je pripomenout, ze Apolloniova tvaha je
obecnéjsi, takZe neni vzdy tieba, aby byl thel pravy.

Popsané Apolloniovy konstrukce (obrazky 10 a 11) jsou dalsim piikladem intuitivniho uziti
nékterych principti kartézské soustavy soutadnic. Apollonios dale ve svém dile objasnuje
vlastnosti kuzelosec¢ek vzhledem k jejich osdm, sdruzenym pramérim nebo asymptotam. Jeho
metoda konstrukce kiivek odpovidajici feziim na kuzeli v sobé skryva podstatu (ne nutné
pravouhlé) soustavy soutradnic. Ve svém dile se také dopracoval k metodam, které mnohem
pozdéji vedly k popisu téchto kiivek prostfednictvim analytické geometrie (Folta, 2004).

Ve staroveku se kiivky dale systematicky nezkoumaly, pfesto se teorie kuzelosecek i jednotlive
popisované kiivky staly zdkladnimi poznatky, které umoznily nastartovat pokrok v geometrii
v dobé¢ renesance. Z téchto poznatkli pozd¢€ji vychazeli Fermat i Descartes.

Upadek fecké matematiky

Po zlatém véku ve 3. a 4. stol. pi. Kr. se fecka matematika dostavala postupné do upadku. Ustal
teoreticky pokrok. Podle Edwardse (1979) byly nejvyznamnéjSimi dily pfiStich Ctyt stoleti
astronomie Hipparcha (2. stol. pt. Kr.) a souvisejici trigonometrie Ptolemaia (2. stol. n. L.).
Odborné komentare k feckym geometrickym mistrovskym dilim sepsali Pappos, Proklos a
Eutocius ve 4., 5. a 6. stol. n. 1., ale diivéjsi uroven originality v geometrické analyze nebyla jiz
nikdy dosazena. Zménily se socidlni a politické podminky pod fimskou nadvladou a také
nezajem Rimant na teoretickém pokroku v matematice.

To nebylo zasadni pfi¢inou stagnace dal§iho rozvoje matematiky. Edwards (1979) uvadi, ze
hlavni pfi¢inou byla téZkopadnost tehdejSich matematickych vypoctd, kdy operace
s geometrickymi veli¢inami byly vyhradné verbalni. To neumoznovalo objevit analogie mezi
feSenimi podobnych problémi, nejednalo se o algoritmicky popis feSeni, ktery je zalozen na
obecné pouzitelnych metodach vypocti.

Jak jsem zminil v poslednich odstavcich, feckd matematika byla na vysoké urovni a dosahla by
jisté 1 na dal$i pokroky, ktery by mohl pfispét i dalSimu vyvoji soufadnic nebyt zminéného
nastupujiciho upadku. Presto, jak popisuji vySe, je mozné pozorovat velké mnoZstvi
predchiidcii princip soufadnicového mysleni u feckych ucenct zabyvajicich se kartografii,
stavebnictvim, astronomii a matematikou. Za nejvyznamngj$i, vzhledem k pozdéjsSimu
pokroku, miizeme povazovat Archiméda a Apollonia, ktefi vyrazné posunuli tento pojem bliz
k jeho skutecnému zrozeni, prestoze zatim neexistoval dostate¢ny algebraicky pohled na
matematiku, o ktery by se mohli ve svych konstrukcich opfit. To nastalo az v 17. stoleti u
Fermata a Descarta.

1.1.4 Novovék a obdobi renesance

rrrrr

matematik Nicole Oresme (1323 -1382) pii grafickém znazoriiovani ptirodnich déjti ve spise
,»Iractatus de latitudinibus formarum" (Pirko, 1942). Pozd¢ji, v 15. a 16. stoleti, v obdobi
renesance dochazi k rychlém pokroku v oblasti algebry, ktera byla na konci stfedovéku bez
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prostiednictvim rovnice. Centralni myslenkou analytické geometrie se stala korespondence
mezi rovnici f(x,y) = 0 a kfivkou, kterd vznikd ze vSech bodu, jejichz soufadnice (x a y)
ziskané prostfednictvim dvou danych os vyhovuji této rovnici.

., Fermatuv princip rika, Ze souradnice koncového bodu popisuji krivku urcenou odpovidajici
dané rovnici‘>. (Edwards, 1979, s. 95). Tuto ideu vsak Descartes, ale i Fermat, graficky
znazoriovali jinak, neZ je dnes obvyklé. Obéma stacila jen jedna osa (horizontélni)
s vyznacenym pocatkem, na niZ potom nanaseli ve zvoleném sméru ordinaty a tim dostali obraz
bodu o soufadnicich (x a y; viz obrazek 12).

Dulezité je si vSak uvédomit, ze ve skutec¢nosti to bylo u obou spisSe obracené. Edwards (1979)
uvadi, ze vychozim prvkem byla pro oba spise kiivka, ke které se snazili prifadit analytickou
formuli, ktera se zdala vhodnym a uzite¢nym, ale stale jen pomocnym zpiisobem popisu kiivky.
Ptinos obou zakladatelii analytické geometrie byl v tom, Ze popisem novych néstroji umoznili
studovat rovnice pomoci kiivek a definovat kiivky pomoci rovnic. Na prvnim misté pii popisu
kiivky byla aplikata (pozd¢ji vice zvana ordinata), z hlediska funkce jedné proménné zavisle
proménna, tedy soufadnice y, zatimco abscisa, tj. nezavisle proménna, tedy souradnice x, byla
popisovana jako druha, zamétend obecné na jakékoliv kiivee v daném, nikoliv nutné kolmém
smeéru.

f(x-}')=0

7

6 x

Obrazek 12: Urcovani soufadnic koncového bodu kiivky podle Fermatova principu (Edwards,
1979, s. 96).

Fermat s Descartem sice pfedstavili svou soustavu soufadnic, ale stale ji chapali pfedevsim jako
vhodny nastroj k popisu kiivky a pfistupovali k nému spiSe konstrukéné nez Cisté algebraicky,
coz je patrné z méfeni délek usecek a volby sklonu os podle kiivky. Univerzalnost pravouhlé
soustavy se da pfipsat spiSe az pozdéjSim vyvojovym etapam.

1.1.5 Aplikace Descartesovych a Fermatovych poznatki

Analytickd geometrie oteviela cestu k obrovskému rozvoji jejich matematickych i fyzikalnich
aplikaci v mnoha oborech a smérech, z nichz zcela zasadni byla cesta k diferencidlnimu a
integralnimu poctu.

Diferencialni a integralni pocet

Na analytickou geometrii Descarta pak mohl snadno navéazat Newton (1642-1727) a vyuzit
objevené analytické néstroje a soustavu soufadnic. Mohl si ptedstavit kiivku v roving, jako
mnozinu pruse¢iktl vzdy dvou piimek, z nichZ jedna rovnobé&zna s osou x a druha s osou y,
pohybujici se okamzitymi rychlostmi y a x (¥ je okamzita rychlost pohybu pfimky rovnobézné

3 Z anglického ,,, vlastni pfeklad.
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Ve vyssich ro¢nicich se soustava soufadnic objevi pii vyuce funkci, kde se pouziva pro
zakreslovani grafii linedrnich, linearnich lomenych a kvadratickych funkci. Zde poprvé se zaci
setkdvaji s myslenkou analytického zapisu rozmanitych kiivek.

1.2.3 Soustava souradnic v u¢ebnicich pro stiedni Skolu

Pojem soufadnice v ucebnicich matematiky pro stfedni Skoly je podrobné¢ zpracovan v ucebnici
analytické geometrie pro gymnazia (Kocandrle & Bocek, 1999, s. 10), kde je podrobné popsan
mozny zpisob zavedeni soustavy soufadnic v roving:

1. Zvolime navzdjem dvé kolmé ptimky. Zpravidla to byva piimka vodorovna
(tzv. prvni osa souradnic nebo osa x) a svisla (tzv. druha osa souradnic
nebo osa y). Prisecik téchto os nazyvame pocatek soustavy souradnic a
oznacujeme ho pismenem O.

2. Pro kazdou z obou os zvolime jednotku délky. Pokud zvolime na osach
jednotky stejné délky, hovotime o kartézské soustavé souradnic. Pokud
ne, hovofime o pravouhlé soustavé souradnic.

3. Pocatek soustavy soufadnic rozd€luje kazdou z obou os na dvé opacné
polopiimky. Jednu ztéchto polopfimek osy x zvolime za kladnou
polopiimku a nand$ime na ni kladné nasobky délkové jednotkys;
polopfimku opacnou nazveme zaporna polopfimka a nanaSime na ni
zaporné nasobky délkoveé jednotky. Obdobné pro osu y. Obvykle volime za
kladnou polopiimku osy x (mluvime o kladné poloose x) poloptimku OA
(viz obrazek XC) a za kladnou poloptfimku osy y polopiimku OB.
Kartézskou soustavu soufadnic s pocatkem O a sosami x,y budeme
oznaCovat jako soustavu soufadnic Oy,,.

Porovnam-li obsah uvedenych ucebnic matematiky pro zakladni a stfedni Skoly mohu
konstatovat, ze se shoduji v tom, ze zminuji existenci pocatku a v postupu urceni polohy bodu
v roving a ureni jeho soufadnic jako vzdalenosti bodu od osy x a od osy y. Ucebnice
Matematika 6 (Sarounova & Mares, 1998) navic zmifuje zaporné soutadnice bodii. Pro zaky
jsou v ucebnicich dulezité obrazky soustavy soufadnic, kde jsou zakreslené body s jejich
soufadnicemi. Z obrazki v ucebnici je patrné, Ze soucasti soustavy soufadnic je také meéfitko.
Jen ucebnice pro stfedni skoly jest¢ v definici zdliraznuje jednotku délky a urcuje postup jak
rozlisit kladné a zaporné hodnoty soutfadnic x a y. Zminuje také podstatu a funkci pocatku
soustavy soufadnic.

Druhy bod z ucebnice pro stfedni skoly (Kocandrle & Bocek, 1999) definuje nutnost zvolit
jednotkové méftitko, bez kterého neni mozné urcovat souradnice bodl. Jsou dvé moznosti, jak
méfitko urcit. V pfipad¢, Ze je métitko na obou osach stejné, ziskdme kartézskou soustavu
soufadnic, v pfipad¢, Ze jsou na osach meétitka riiznd, jednd se o pravouhlou soustavu soufadnic.
Princip urceni soufadnic je v obou soustavach stejny. V u€ebnicich pro zékladni i stfedni skoly,
které jsem prostudoval, se vyskytuji v tlohédch stejna meétitka na osdch nebo méftitka nejsou
zadana (nejsou zakreslena na soutadnicovych osach). Tteti bod, ktery uvadi jiz pouze ucebnice
pro stiedni Skoly, zavadi kladné i zadporné nasobky délkovych jednotek na polopiimkach osy x
a osy y. To je zakladni rozdil proti ucebnicim pro zakladni Skoly. Je to postup jak urcit spravné
znaménko soufadnic pro vSechny body v soustavé soutradnic.
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1.2.4 Soustava souradnic v historickych uc¢ebnicich

V dile ,,Co je a na¢ je vy$§i matematika?* (Cech, 1942) autor poukazuje na vahy, které se
provadéji v matematice pii probirani pojmu limity, derivace a integralu. Ty podle néj vychazeji
z poznatkli elementarni algebry a geometrie, které byly pro tehdejSiho kvintdna bézné.
V kapitole Pravouhlé soufadnice uvadi hned na zacatku jako opakovani jeji popis takto:

Musime si zvolit urcity bod O, ktery se jmenuje pocatek. Pocatkem si vedeme
,vodorovnou“pifimku, které se fika osa x. Je zvykem narysovat si také ,,s v i
s 1 o u*/ pfimku prochéazejici pocatkem, které se k4 osa y. (ale osa y uz neni tak
dilezitd jako osa x a mohli bychom se bez ni obejit.) Kromé toho si jesté
potiebujeme zvolit jednotku délky, abychom mohli vyjadifovat délky
nepojmenovanymi &isly.« (Cech, 1942, s. 6).

Ptredchazejici text popisuje soustavu soutfadnic velmi podobnym zpiisobem, jako to bylo u
Descarta, tedy jen jedna vodorovna osa, s tim rozdilem, Ze Cech jiz uvaZuje i se zapornymi
soufadnicemi a pii jejich urcovani uziva znaménkovych pravidel. I ve dvacatém stoleti je tak
patrny ptvodni pohled na soustavu soutradnic, ktery se nicméné do soucasné doby nezachoval
a spiSe jej nahradila ctvercova sit’.

1.2.5 Shrnuti

Soustava soufadnic je v souCasném pojeti vyuky matematiky nepostradatelnd pro mnoho
matematickych obort, pfedev§im k vizualizaci pojmu funkce, vizualizaci pojml analytické
geometrie a v navaznosti pak na dal§i pojmy matematické analyzy. Z historické ¢asti prace
vyplyva, ze jeji vyvoj byl pomérné dlouhy a ke své univerzalnosti dospél az v pribéhu 18. a
19. stoleti.

Zafazeni tohoto tématu ve vyuce matematiky tomuto vyvoji piili§ neodpovida. Zaci se sice
sezndmi se piedstupném soustavy soufadnic v podob¢ ¢tvercové sité, ale pozdé€ji neni kladen
daraz na porozuméni jejim jednotlivym principim. Zaroven také zpravidla neni pfipousténa
alternativa k pravouhlé soustavé soutadnic. Jiné zplisoby zaznamenéni polohy bodu v roviné
(naptiklad polarni soufadnice) a prostoru nejsou zminovany v ramcovych ani Skolnich
vzdélavacich programech ani ucebnicich. Vyjimkou muiize byt na nékterych Skolach princip
zobrazeni komplexnich ¢isel v Gaussové roviné.

Pokud srovname historicky vyvoj pojmu soustava soutadnic a vyvoj tohoto pojmu v uc¢ebnicich
matematiky pro zdkladni a stfedni Skolu, zjistime, Ze vyuka pojmu soustava soufadnic
v ucebnicich neprosla celym historickym vyvojem, ale rozviji jen stav poslednich desetileti.
Zaci jsou konfrontovéni s principy soustavy soufadnic, které zavedl Pliicker. Zaci se naopak
nesetkaji s pivodnim uchopenim soustavy souradnic Descarta ani s kiivocarymi soufadnicemi,
mezi které se pocitaji i polarni souradnice.

4V nésledujicim slovy vodorovnd piimka rozumime pfimku, kterd ma smér ¥adku; pfimku k ni
kolmou jmenujeme svisla pfimka.
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1.3 Concept image a concept definition

Uznavanou teorii v didaktice matematiky je rozliSeni pojmt concept image a concept definition
(Tall & Vinner, 1981), kterou v praktické casti prace pouziji pro popis zakovskych znalosti
pojmu soustava soutadnic.

Pod pojmem concept image chapeme predstavu konkrétniho jedince o né¢jakém pojmu, ktera se
sklada ze vSech kognitivnich struktur v jeho mysli, které jsou s danym pojmem jakymkoliv
zpusobem spojeny. Tato jeho piedstava vSak nemusi byt spravna a muze byt v konfliktu s
formalni definici pojmu (concept definition). To ukazuji Tall a Vinner (1981) na rtznych
pfistupech k feSeni problémil souvisejicich s funkcemi. Néktefi jedinci mohou totiz k feSeni
problému pfistupovat prostiednictvim concept definition, né&kteti prostiednictvim svého
concept image a jini sviij pristup mohou rizn¢ kombinovat.

Tall a Vinner (1981) dale uvadi, ze matematika je ve srovnani s jinymi oblastmi lidského
snazeni obvykle povazovana za predmét s velkou pfesnosti vyjadfovani, ve kterém lze exaktné
definovat pojmy, které poskytuji pevny zéklad pro matematickou teorii. Psychologické reality
jsou pon¢kud odlisné. S mnoha pojmy, se kterymi se v matematice setkavame, jsme se jiz
setkali v né¢jaké formé diive, nez byly formaln¢ definovany. To odpovida i historické ¢asti této
prace, tedy Ze k definovani pojmu dochazi az v zavérecné fazi jeho historického formovani.

Vyuka by podle téchto principti méla zaky vést k tomu, aby se jich porozuméni matematickym
pojmim timto zpGsobem také formovalo. Proto méa smysl zkoumat, jaky je stav daného
poznatku v mysli zaka a jak k tomuto stavu zak dospél. Prozkoumani stavu pozndni pojmu
soustava soufadnic v mysli zéka se proto vénuji v praktické ¢asti této prace.

1.4 Definice soustavy souradnic

Urceni polohy bodu v roviné pomoci dvou navzajem kolmych usecek (jeho pravouhlych
soutadnic) nenti jisté jedina moznost. Polohu bodu Ize ur€it i jinak, napt. pomoci thll, pomért
délek a podobné. Pravouhlé soufadnice mizeme povazovat za specialni piipad kategorie
soustav soufadnic, které mizeme oznacit ndzvem bodové souradnice. Problematiku urCovani
soufadnic bodu v bodovych soutadnicich popisuje Pirko (1942) takto:

Soutadnice geometrického prvku jsou ¢isla, kterd jednoznacné urcuji jeho polohu
vzhledem k jinym pevné zvolenym geometrickym prvkim (jejichz konfiguraci
nazyvame soustavou soufadnic), a obracené (Pirko, 1942, s. 14).

Tyto soufadnice mohou vyjadfovat pravé délku navzajem kolmych tusecek (pravouhlé
soutadnice), délku usecek, které na sebe kolmé nejsou (nepravothlé soufadnice) nebo naptiklad
délku tsecky a velikost thlu (polarni soufadnice). Pro ur€ovani polohy v prostoru se pouzivaji
také pravouhlé soufadnice, u kterych jsou vzdy kazdé dvé osy navzajem kolmé a vSechny se
protinaji v pocatku.

Popis zavadéni soustavy soufadnic a jejich vlastnosti neni zpravidla uveden ve formé exaktni
definice. Pfesto jeji parametry do urcité miry naplituje. Kromé slovniho popisu je také zpravidla
uvedeno grafické znazornéni soustavy soufadnic, kde jsou na izolovanych bodech zakresleny
jejich jednotlivé souradnice a zptsob jejich ziskani v riznych mistech soustavy soufadnic, tak
aby bylo zakiim ziejmé, které soutadnice jsou kladné a které zaporné. Pro ucely praktické ¢asti
préace jedno takové vymezeni zanalyzuji v odstavcich nize.
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Za standardni verzi vymezeni soustavy soufadnic mlizeme povazovat napiiklad znéni v
(Kocandrle & Bocek, 1999):

Dvojice ¢iselnych os x, y v roving, pro které plati
1. Obg osy jsou navzajem kolmé,
2. Jejich priseciku O odpovida na obou osach ¢islo 0,

3. Senazyva kartézska soustava souiadnic v rovin€ a oznacuje se O,,,. Bod

O se nazyva pocatek kartézské soustavy souradnic a pfimky x, y se
nazyvaji souradnicové osy.

Méme-li nyni danu v rovin¢ kartézskou soustavu souradnic Oxy a libovolny bod A
muzeme vést bodem A rovnobézky se soutfadnicovymi osami. Rovnobézka s osou
y protne osu x v bod¢ odpovidajicim néjakému cCislu — oznacme jej a;. Podobné
vedeme-li bodem A rovnob&Zku s osou x, ziskdme na ose y &islo a,. Cisla ay, a,,
ziskana vySe uvedenym zplsobem, se nazyvaji souradnice bodu A v kartézské
soustave soufadnic Oxy (Kocandrle, M., & Bocek, L. (1999, s. 9-10).

A9+ — — — — A

0 ay

Obrazek 14: Zobrazeni soutadnic bodu A (Kocandrle, 1999, s. 10).

Z vyse uvedené definice vyplyvaji jednotlivé vlastnosti kartézské soustavy soutadnic, které
jsou bézn¢ brany ve skolské vyuce za normu, tedy

e Osy soustavy soufadnic sviraji pravy thel.

e Soustava soufadnic ma svij pocatek, od kterého odvozujeme polohy os i utvart
v roving. Pocatek také deli kladné a zaporné soutradnice na obou osach. Souradnice
pocatku jsou [0,0].

e Me¢fitko mlze byt na obou osach shodné, pak soustavu soutadnic nazyvame kartézska
soustava soufadnic nebo jsou na osach rtiznd méfitka a pak soustavu nazyvame
pravouhla soustava soufadnic.

Je dulezité také podotknout, Ze pojmy ,,soustava souradnic* a ,,kartézska soustava souradnic*
se (s vyjimkou vyssich ro¢nikd vybranych skol) pomérné bézné zaménuji.

Pro prozkoumani hloubky porozuméni pojmu soustava soutadnic proto povazuji za dalezité
prozkoumat jednotlivé parametry definice. K tomuto ucelu jsem si stanovil nasledujici pfistup.

e Zatucelem zjisténi hloubky porozuméni mechanismu uréovani soufadnic bodt, jsem se
rozhodl pouzit v tlohdch nepravouhlou soustavu soufadnic, protoze je princip
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zjistovani soutradnic bodu stejny jako v pravouhlé soustavé soufadnic, ale 1épe rozlisi,
zda maji Zaci pouze formalni znalosti nebo neformalni, tedy zda zaci mechanismu
urcovani soufadnic rozumi.

e Kombinace obecné soustavy a kartézské soustavy.

e Pro zjisténi hloubky porozuméni méfitka na osach pouziji v nékterych shodna metricka
méfitka a v nékterych shodna nemetricka mefitka.

e Pro zjisténi hloubky porozuméni vyznamu pocatku pouziji zadani celé osy x vcetné
zaporné ¢asti v nékterych lohach a pouze kladné ¢asti osy x vcetné pocatku v ostatnich
ulohach.

Tyto body budou hrat kli¢ovou roli pti stanoveni metodologie experimentu v praktické ¢asti.
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2 Vlastni vyzkum

2.1 Vyzkumny zamér a struktura praktické ¢asti

Hlavnim cilem praktické ¢asti prace je prozkoumat hloubku porozuméni soustavé soufadnic
zaku stfedni Skoly. Pro tento ucel jsem pfipravil test, ve kterém jsou jednotlivé llohy navrzeny
tak, aby variovaly jednotlivé parametry definice popsané v kapitole 2.5. Test byl podroben
pilotazi a na zéklad¢ zjisténi upraven a doplnén o teoretickou cast.

Test byl nasledné€ pouzit v hlavni studii pro zjisténi, zda zaci jednotlivym parametrim rozumi
formaln¢ nebo jsou s nimi piipadné schopni kreativné pracovat (concept image). Zjisténé
poznatky byly nésledné porovnany s teoretickymi znalostmi definice (concept definition).

2.2 Vyzkumné otazky

Vyse popsany vyzkumny zamér se opira o tyto vyzkumné otazky:

1. Jaké je zékovské znalost definice (concept definition) pojmu soustava soutadnic pii
opousténi stfedni Skoly (po probrani vSech tematickych celkt, ve kterych se pracuje se
soustavou soufadnic)? Jaké parametry definice povazuji za dulezité?

2. Do jaké miry jsou Zaci schopni s porozuménim pracovat s upravenymi parametry
definice soustavy soutadnic a jak hluboké je jejich celkové porozuméni (concept image)
pojmu soustava souiadnic?

3. Vjakém vztahu je zakovsky concept image a concept definition pojmu soustava
soufadnic?

2.3 Vyzkumny nastroj — diagnosticky test
Vyzkumnym néstrojem byl diagnosticky test.

Zadani testu se sklada z péti tloh. VSechny tlohy maji nekteré spole¢né znaky:

e Soustava soufadnic neni pravothla. Uhel, ktery svird osa x s druhou osou je v tilohach
razny. Tento thel rizny od 90° je nazyvan ,,odklon*

e Osa x - je zadana jen jeji kladna ¢ast véetné pocatku, vyjma ulohy 4, kde je i zaporna
cast osy

e Mc¢fitko je dané jen na ose x, vyjma ulohy 5 a je v jednotlivych ulohach razné.

V ulohéch se také objevuji rizné znaky:

e Stejné zadéani bodili v soustaveé soutradnic
o Body maji zadané souradnice a zaci maji zakreslit jejich polohu do zadané
soustavy soufadnic (illoha 1, 5)
o Je zadand poloha bodi a Zaci maji urcit jejich soufadnice (tiloha 2, 4)
e 74k si voli uréeny pocet bodii na kiivce podle vlastniho uvazeni a uréuje jejich
soufadnice. Vysledky se pak u jednotlivych zakt 1i$i, coz miize sniZovat moznost
opisovani. (uloha 3)

Protoze jsem mél urcité obavy, aby ulohy nebyly zaky ve velké mife feSené neuspésné, zvolil
jsem ulohu 1 tak, aby zadani zaky na izolovanych bodech navedla na feseni nejen této 1. tlohy,

31



ale pripravila je na feSeni dalSich uloh, které jsou zalozeny na obdobném principu.
Zadani uloh bylo formulovano takto:

1. Pfedstavte si soustavu soufadnic, ve které existuje jenom osa x (viz obrazek).
Bod A je v této soustavé dan dvéma soufadnicemi A=[4;5]. Prvni soutfadnice tika,
jakou vzdalenost mame urazit na ose x od 0. Druhd soufadnice fika, jakou
vzdalenost mame urazit na polopfimce s odklonem 60° od osy x (také na obrazku).
Podobné body B a C na obrazku maji soutadnice B=[3;2] a C=[4;—2]. Zkonstruujte
podle téchto pravidel dalsi body D=[1;1], E=[4 ;3], F=[2;—1], G=[7;-2].

2. V podobné soustavé souradnic je dana kiivka na obrazku, pouze uhel odklonéni
je 135°. Na kftivce je zadano Sest bodti. Pomoci pravitka a thloméru urcete jejich
chybéjici souradnice a zapiste je.

A=[6; 1, B=[0; |, C=[ 1], D= =11, E=[ ; ], F=[ ; ]
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3. Uvazujme stejnou kiivku, ale odklon 75° stupnii (viz obrazek). Zvolte si 4 body
(oznacte je teCkami), jeden bod si zvolte na ose x, jeden bod nad osou x a dva pod
osou x. Pomoci pravitka a thloméru urcete jejich soufadnice a zapiste je.

A=[ ; 1,B=[ ; ]1.C=[; 1.D=[ ; ]

4. Na obrazku je narysovana kiivka (tzv. Descartestv list). Déle je zobrazena osa x
prochazejici body P a A a osa y. Na kfivce lezi body A, B, C, D. Urete mefenim
soufadnice bodd A, B, C, D.

A=[ 5 ], B=[ 5 L, C=[ 5 1.D=[ ;]

5. Je dana soustava soufadnic xy, kde osa y je kolmé na osu x. Bod S ma v této

soustavé soutadnice S=[4;V/3]. Dale je dana soustava soufadnic xy’, kde osa y* s
osou x uhel 60°. V ni je dan bod R’ se soufadnicemi R'=[1,2].

a) Zakreslete krouzkem (o) do soustavy soufadnic xy body A=[1; /3],
B=[2;— /3], C=[3;2V3] a D=[4; 0].

b) Do soustavy xy' zakreslete kiizkem (x) body A‘=[0;2], B‘=[3;—-2],
C'=[1;4] a D'=[5;2].
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c) Zjistéte, v jakém vzijemném vztahu jsou body necarkované (4,B,C,D) a
body ¢arkované (A',B‘,C*,D"). Tedy zda napt. A# A" nebo A= A’, B# B‘nebo
B= B, atd. U bodt s riiznymi pismeny vzajemny vztah nezkoumejte.

A A
B B’
C C’
D D’
y '
a y
2V3 1
Ve K S
a 60° X
y 0 2 4 6 8
-2
-4
Rozbor ulohy 1

V uloze byla zadana jen kladna ¢ast osy x vcetné pocatku a thel (nikoliv pravy), ve kterém se
bude odméiovat druha soufadnice. Tento tthel oznacuji v ulohach jako odklon sméru druhé osy
(osy y) od osy x. Prvni soufadnice udava vzdalenost na ose x od 0 k priseciku piimky
prochazejici zadanym bodem vedené pod danym Uhlem s osou x a druhd soufadnice udéava
vzdalenost tohoto priseciku od zadaného bodu (loha je postavena na principu, ktery objevil
Fermat resp. Descartes popsanym v kapitole 2.1.8).

Rozbor ulohy 2

I v této tloze byla opét zadand jen kladna ¢ast osy x vcetné pocatku a thel sevieny osami,

vvvvvv

vvvvvv

druhé soutadnice a u dvou bodli zddné soutadnice. Ukolem je najit neznamé soutadnice téchto
Sesti bodii. V uloze je také zadand osa y pod obecnym uhlem. Zde je zak poprvé konfrontovan
s ukolem urcit soutadnice bodu v nepravouhlé soustaveé soutradnic.

Rozbor ulohy 3

V uloze je opét zadand jen kladné Cast osy x véetné pocatku. V této uloze bylo mym cilem
pfenést na studenta dalsi ukol, kterym méla byt orientace v soufadnicovém systému ve smyslu
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rozliSeni umisténi bodl podle znaménka druhé soufadnice, Cili umisténi bodii v riznych
kvadrantech. V této uloze se podobné jako v uloze 1 neobjevuje v textu ani na obrazku zminka
o ose y. Je zadan a naznacen jen odklon, ktery je odliSny od odklonu v uloze 2, kiivka je shodna
s kiivkou pouzitou v uloze 2.

Rozbor ulohy 4

V této tloze dochdzi v zadani k n€kolika dalezitym zménam. Osa x je zadana cela vcetné
zéaporné Casti, je zadana jina kiivka, tentokrat to neni graf funkce, ale po ose x posunuta kiivka
zvana Descartiiv list. Tato kiivka je pro tcely testu vhodnym utvarem, protoze jeji tvar i
teoretickd asymptota (pfimka vedend pocatkem pod thlem 135°) mohou respondenta intuitivné
vést k pouziti nepravouhlych os, coz mize zjednodusit ziskdvani soufadnic dvou bodu, které
lezi na rovnobézkach s touto asymptotou (osou y). Kazdé dva body lezici na takové rovnobézce
maji stejnou x -ovou soufadnici (s vyjimkou rovnobézky prochazejici bodem A). Bodem B je
naznacena rovnobézka s osou y jako navod na ur€ovani soufadnic zadanych bodi.

Rozbor ulohy 5

Posledni tloha byla navrzena tak, aby zkoumala pfechod mezi kartézskou soustavu soutadnic
a nepravouhlou soustavou soufadnic. V jednom obrazku a na Ctyfech izolovanych bodech je
jejim ucelem provéfit, zda jsou zaci schopni na zakladé feseni piredchozich uloh urcit vztah
mezi zobrazenim boda v obou soustavach. V kartézské 1 nepravouhlé soustavé soufadnic je
zavedeno stejné méfitko, ale na ose y* neni zakresleno. Zaci si tedy musi méfitko sami zjistit
pomoci znamych souiadnic bodu R'. V kladné &4sti osy y jsou uvedeny dvé hodnoty celych
nasobkll odmocniny ze tii, které jsou potiebné k zaznamenani bodid A, B,C zadanych
v kartézské soustavé soutradnic, které tyto hodnoty soufadnic obsahuji. Domnival jsem se, Ze
kdybych tyto hodnoty na ose y nezakreslil, mohlo by spravné feSeni u mnoha zakua ztroskotat
na jejich nepfesném nalezeni.

Posledni ulohu testu jsem koncipoval jako vyvrcholeni celého testu. Nastavil jsem zadani tak,
aby bylo mozné v jedné uloze provéfit znalosti pravotihlé soustavy soufadnic a soucasné zjistit,
zda je mozné, aby Zaci stfedni Skoly v Casovém intervalu jedné vyucovaci hodiny pochopili pfi
feSeni tloh tohoto testu, princip nepravouhlé soustavy soufadnic, ktera se ve skolach nevyucuje.
Tato tloha dava zaktm pfilezitost v jednom obrazku vidét a moci konfrontovat rtizné vlastnosti
téchto soustav soutadnic a presto umozni fesit stejné matematické otazky a ziskat pozadovany
vysledek. Jeji tispésné feSeni tak vyjadiuje v kontextu testu vysoky stupent porozuméni pojmu
soustava soufadnic.

V priifezu celého testu je také mozné rozliSit dva typy Cinnosti: nalezeni bodl v soustavé
soutfadnic, u kterych byly zadany jejich soufadnice (ilohy 1 a 5) a urCeni soufadnic bodl
lezicich na grafu funkce nebo kiivky (alohy 2, 3, a 4). Snazil jsem se, aby tyto dva, vzajemn¢
opacné principy prace se soustavou soutfadnic, byly v rovnovaze.

2.4 Pilotni experimenty

Cilem pilotnich experimentt Pilot 1 a Pilot 2 bylo zjistit, zda je mnou navrzeny diagnosticky
test mozné pouzit pro zjiSténi vySe stanovenych vyzkumnych otdzek a zda je v souladu
s vyzkumnym zdmérem. Po prvnim pilotnim testovani byl test upraven a rozSiten o dvé
teoretické otazky s cilem zjistit jednotlivé parametry definice pojmu soustava soufadnic, které
zaci povazuji za podstatné.
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24.1 Pilot1

Prvniho pilotniho experimentu se zcastnilo patnact zakt druhého ro¢niku stfedni odborné
Skoly netechnického zaméteni. Dva zaci byli z analyzy feSeni vylouceni z divodu odevzdani
nekompletniho feSeni. Pilotni testovani prob&hlo 23. 4. 2021. Zaci v té dobé probirali latku
funkci a se soustavou soufadnic jiz aktivné nékolik mésicli pracovali. Jejich zkuSenosti byly
povazovany za Cerstvé, a proto byli vhodnymi respondenty pro pilotni testovani. Jejich ikolem
bylo samostatné vyftesit zadané ulohy v co nejvetsim rozsahu za pouziti znalosti soustavy
soufadnic. Na vypracovani testu méli zaci 45 minut. Zadani tkolu i nésledny sbér dat byl
proveden online pomoci nastroje MS Teams z divodu v té¢ dobé probihajici distan¢ni vyuky.

2.4.2 Vysledky Pilotu 1

Pti vyhodnocovani testl z Pilotu 1 jsem zjistil n¢kolik faktorti, které popisuji v nésledujicich
odstavcich, na jejichz zdklad¢ navrhuji nésledné¢ zmény v diagnostickém testu. Podoba testu
uréend pro druhé pilotni testovani je uvedena v ptiloze A.

Obecné Ize konstatovat, ze zaci feSili test relativné UspéSné. V tabulce 1 uvadim pocty
spravnych feSeni zaki. Za spravné feseni ukolu bylo povazovano kompletné spravné feseni
nebo feSeni s drobnymi nedostatky. Ukdzku kompletné spravného feSeni tlohy 5 uvadim na
obrazku 15. Ukéazku fteSeni, které mélo drobné nedostatky, ale bylo stile povazovano za
spravné, uvadim na obrazku 16. Zde zak vSechny body zadané soufadnicemi zakreslil do
soustavy spravné, kromé bodu B, kde chybné vynesl do grafu jeho y-ovou soufadnici. Misto
y =—V/3 vynesl y=—2. Proto mu vyslo, Ze bod B je rizny od bodu B’. PiestoZe
nezaznamenal vysledek, je mozno ocenit spravny postup zakreslovani vSech osmi zadanych
bodd.

5. Je ddna soustava soufadnic xy, kde osa ¥ je kolma na osu x. Bod § mé v této soustavé soufadnice S = [4;v3].
Diéle je ddna soustava soufadnic x), kde osa y’ svira s osou x thel 60°, V ni je ddn bod R’ se soufadnicemi
R'= [1,2].

a. Zakreslete krouzkem (o) do soustavy soufadnic xy body

A= [1v3).B = [2,-43].C= [3;2V3]aD = [4 0].
b. Do soustavy x)’ zakreslete kfizkem (x) body A' = [0; 2], B' = [3;-2],C"' = [1;4]a D' = [5;2].
c. Zjistdte, v jakém vzajemném vztahu jsou body neéarkované (4, B, C, D) a body &arkované (4, B, C, D').

Tedyzdanapf. A# A'nebod = A" B % B'neboB = B atd.Ubodd s riznymi pismeny vzijemny
vztah nezkoumejte.

A = A
B =B
¢ = &
D+ D
aY ¥ ?’/:O\ ‘ ,//
23 A é
/
/ / /
2 r«’Q Pf'/ 3/ ;‘
V3 1 ¥ y
i
af 60° / % X

Obrazek 15: Spravné feseni ulohy 5 zéka PS.
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Obrazek 16: Zak P6 pii fedeni ulohy 5 postupoval spravng, jen bod B zakreslil nepiesné

Vzhledem k cili pilotniho experimentu tuto analyzu povazuji za dostate¢nou, nebot’ se ukazalo,
ze obtiznost uloh je pro zéky stiedni Skoly nastavena dobfe.

Vétsina zakl odevzdala sva feSeni s Casovou rezervou. Z diivodu nizké ¢asové narocnosti testu
se tak objevila moznost piidat dalsi ulohu. Pfi analyze vypracovanych testli jsem si uvédomil,
ze se ve vsech tlohach objevovaly pouze body, u kterych byly zadané vzdy rizné x-ové a rizné
y-ové soufadnice, jen s jednou vyjimkou v iloze 1 u bodt C a E. Vime, ze body se stejnou x-
ovou soufadnici lezi na rovnobéZce s osou y a to je diilezité pro porozuméni principu soustavy
soufadnic s obecnym odklonem os. Navrhl jsem proto do zadani Pilotu 2 dalsi tilohu, kde jsem
tuto myslenku najit na zadané kiivce dva rtizné body se stejnou x-ovou soufadnici a dva rizné
body se stejnou y-ovou souiadnici pouzil.

Tabulka 1: Pocty spravnych feseni Pilotu 1.

Ulohal Uloha2 Uloha3 Ulohad4 VUlohas
Pocet spravnych odpovédi 13 8 8 13 6

Dale se ukézalo, Ze obtiznost uloh negraduje postupné (viz tabulka 1). Z divodu leps$i gradace
obtiznosti jednotlivych tloh jsem zménil potadi uloh. Ulohu 4 z Pilotu 1 jsem zaménil beze
zmény za tlohu 3 a tilohu 3 z Pilotu 1 za ulohu 4, u které doslo ke zm&nam. Uloha byla rozsifena
na dvé dil¢i ulohy 4a a 4b, pfi¢emz zadani ulohy 4a vychazi z ulohy 3 Pilotu 1 s malou Gpravou
umisténi kiivky v soustavé soutadnic, ale obtiznost Ulohy je zvySena ptedevSim tim, Ze je
zadané jiné méfitko. Stejné je pak i v uloze 4b. Uloha 4b je nova. Ulohy maji nasledujici znéni:

4. Uvazujme stejnou kiivku jako v uloze 2, ale odklon osy y je 75° stupiili a navic jiné
meéfitko — jednotky na osach nejsou v centimetrech, ale jsou shodné na obou osach
(viz obrazek).
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4.a.Zvolte si ¢tyfi body A, B, C a D na zadané kiivce (oznacte je teckami), jeden bod si
zvolte na ose x, jeden bod nad osou x a dva body pod osou x. Pomoci pravitka a
uhloméru urcete jejich soutadnice a zapiste je.

=0 5 1

[ 5 ]

[ 5 ]

[ |

)

(WA ReveN
I

4.b.Najdéte na zadané kiivce libovolné dva body E a F, které maji stejné y-ové
soufadnice a libovolné dva body G a H, které maji stejné x-ové soufadnice.
Souradnice téchto bodu zapiste.
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Osa y vychazejici z pocatku P nebyla v ulohach 4a a 4b ptimo pouzita, i kdyz jsem ji pro jistejsi
pochopeni naznacil (v€etné popisku). Misto osy y jsem zvolil urcity smér vzhledem k ose x, ve
kterém se maji odméiovat vzdalenosti daného bodu od osy x a to byla, vyjadieno dnesni
terminologii, y-ova soufadnice bodu. Soutadnice x je méfena jako vzdalenost priseciku osy x
a pfimky vedené¢ danym smérem danym bodem od pocéatku na ose x (v tlohéach tento smér
nazyvam pro lepsi pochopeni odklonem os).

Analyza zadkovskych feSeni také ukazala, ze vSechny tlohy jsou dobrym zdrojem informaci o
zékovskych postupech a tedy 1 dobrym zdrojem informaci o hloubce jejich porozuméni pojmu
soustava soufadnic. Proto jsem se rozhodl, Ze ostatni tlohy ponecham v piivodnim znéni.

Ze ziskanych vysledkt také vyplynulo, Ze z daného testu nemiizeme usuzovat nic o teoretickych
znalostech 74kt o pojmu soustava soufadnic, které jsou potfeba pro popsani zakovského
concept definition. Test byl proto doplnén o teoretickou ¢ast tohoto znéni:

1. Popiste co nejpiesnéji, co je to soustava soufadnic a k cemu slouzi.
2. Jaké vlastnosti musi platit pro osy soustavy soufadnic?

Prvni otazku povazuji za dostatecné presnou vyzvu pro zaky k uvedeni jejich vlastni definice
soustavy soutfadnic. Druhou otdzkou jsem se snazil motivovat zaky k vnitini revizi jejiho znéni
a pfipadné reformulaci a doplnéni.

Cilem druhého pilotniho experimentu bylo ovéfit vhodnost upraveného diagnostického testu
pro ucely hlavniho experimentu. Druhého pilotniho experimentu se zucastnilo a test
vypracovalo online celkem pét zakt druhého roéniku stejné stiedni odborné koly. Zaci méli
stejné vychozi podminky k vypracovani testu jako Zaci Pilotu 1, tedy aktualné probiranou latku
funkci a v té dob¢ aktivni vyuzivani kartézské soustavy soufadnic. Zadani testu bylo také
totozné, tedy vypracovat samostatné test v casovém limitu 45 minut. Distribuce testu a nasledny
sbér dat byl proveden pomoci néstroje MS Teams. Testovani probéhlo 29. 4. 2021.
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2.4.4 Vysledky Pilotu 2 a finalni podoba testu
Teoreticka Cast se ukdzala jako adekvatni a pro ucely hlavniho experimentu dostate¢nd. Jeden
zék naptiklad uvedl nasledujici rozbor pojmu soustava soufadnic:

Otazka 1: soustava soutadnic jsou navzajem kolmé piimky — 2 nebo 3. V ptipadé
dvou, zna¢ime pfimky ,x“ (vodorovnd piimka) a ,y“ (svisla ptimka). Pfimky dale
obsahuji soutfadnice. Tam, kde se pfimky-osy protinaji, se nachazi pocatecni nulovy
bod, ktery zna¢ime pismenem , 0.

Otéazka 2: -osy na sebe musi byt kolmé
-tam, kde se osy protinaji, se nachdzi poc¢ate¢ni nulovy bod

Z jeho odpovédi je patrné, Ze si je védom dvou parametrti definice popsanych v kapitole 2.2.3:
kolmosti a po€atku. Zaroven ale nezminuje ve své odpovedi parametr méfitko. Podobné jiny
zék uvedl tuto odpoveéd:

Otazka 1: Soustava soufadnic jsou dvé kolmice (x,y), které se protinaji v jednom
bod¢ — pocatek soustavy souiadnic. Slouzi k uréovani polohy bodii, naptiklad bod
A[3:4].

Otazka 2: Osy na sebe musi byt kolmé. Vzdalenost Cisel na osach od pocatku
soustavy soufadnic musi byt stejn¢ velka.

74k kromé vy$e zminénych parametrii poukazuje na parametr méfitko, i kdyZ jeho formulaci
nelze povazovat za dostatecnou. Je si ale tohoto parametru védom. Na zaklad¢ ziskanych péti
zakovskych popist soustavy soufadnic povazuji formu teoretické ¢asti za dostateCnou.

Na nasledujicich fadcich popisuji vysledky praktické ¢asti Pilotu 2.
Ulohu 1 vyfesili spravné &tyfi zaci, jeden tlohu nefesil.

Ulohu 2 vyftesili dva Zaci s malou chybou neurceni zéporné hodnoty soufadnic bodu lezicich
pod osou x. Jeden zak urcil spravné soutadnice tii bodd, u dalSich tii postupoval chybné. Jeden
zak postupoval chybné, castecné pouzival kartézskou soustavu soufadnic. Jeden zak tlohu
netesil.

Ulohu 3 vyfesil spravné jeden zak. Jeden Zak uréil spravné x-ové soufadnice bodt, y-ové fesil
Spatné, kdyz vedl body kolmice na osu y a na prasecicich s osou y soufadnice odecital. Jeden
zék urcil chybné dva body podle kartézské soustavy, dva body urcil spravné. Jeden zak ulohu
netesil.

Ulohu 4a vyfesili spravné dva Zzaci, jeden znich pouze neuréil zaporné hodnoty y-ovych
soufadnic. Jeden zdk postupoval chybné podle kartézské soustavy soutadnic. Jeden zék
postupoval spravng, ale prehlédl, ze je zadané jiné méfitko a u boda pod osou x neurcil zaporné
hodnoty y-ovych soutadnic. Jeden zék tlohu nefesil.

Doplnénou tlohu 4b vyfesil zcela spravné jen jeden zak. Jeden zdk pochopil princip stejnych
soufadnic, body vSak nezvolil na pfedepsané kiivce. Dva z4ci nasli spravné body na kiivce se
stejnou y-ovou soufadnici, ale chybné body se stejnou x-ovou soufadnici, kdyz jeden je urcil
se stejnou x-ovou souiadnici, ale v kartézské soustaveé, druhy je urcil chybné. Jeden zak ulohu
nevyiesil viibec.
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Ulohu 5 wvyftesili spravné dva Zaci, dva zaci vyfesili spravné body jen v kartézské soustave
soufadnic. Jeden Zak tlohu netesil.

Na zéklad¢ feSeni zakti v druhém pilotnim testovani se ukdzalo, ze test v navrzené podobé ucelu
mého vyzkumu vyhovuje. Vyslednou podobu testu je mozno nalézt v Ptiloze A.

2.5 Hlavni experiment

Vysledny test slouzici pro nalezeni odpovédi na stanovené vyzkumné otazky se sklada ze dvou
casti — teoretick¢é a praktické. Pomoci teoretické Casti jsem zkoumal formalni znalost
jednotlivych parametrti definice pojmu soustava soufadnic u zakti. Pro dany vyzkumny zamér
je pfitom dulezité, zda dany parametr zaci berou v potaz nikoli formalni spravnost jejich popisu.
Pomoci praktické ¢asti jsem zkoumal hloubku porozumeéni zakl jednotlivym prvkim definice.

Test probéhl z ¢asti online a z ¢asti prezencné a vyplnilo jej celkem 24 zakt. Online zplsob
testovani byl pouzit jako nouzové feSeni v dobé jarniho uzavieni stfednich $kol z divodu
pandemie koronaviru v roce 2021. Test byl zadan zakim ctvrtého ro¢niku ve druhém pololeti.
Pét zakh zpracovalo test online a devatenact zakli prezencné. VSichni testovani zéci
navstévovali v pribéhu testovani Ctvrty ro¢nik Stiedni odborné Skoly pro administrativu
Evropské unie v Praze 9, Lipi 1911 v Hornich Pocernicich. Test pro studenty testované online
1 prezencné byl totozny.

Zaci, kteii fesili test online, byli dobrovolniky. Na vypracovani testu méli jednu vyucovaci
hodinu, tedy 45 minut. Distribuce zadani sbér zdkovskych feseni byl realizovan pomoci MS
Teams.

Zaci, ktefi fesili test prezenéng, jej fesili v hodiné matematiky za p¥itomnosti vyuéujiciho, ktery
dohlizel na jejich ¢innost. Na vypracovani testu méli také 45 minut. ReSeni byla nasledné
naskenovana, Castecné piepsana (teoretickd Cast) a kvalitativné analyzovana. Cilem analyzy
bylo popsat chyby zakl a kategorizovat je. Na zaklad¢ vysledkl praktické ¢asti byly popsany
jevy, které tyto kategorie reprezentuji.

Jednotlivé ukéazky praci 74kt nize jsou znafeny kombinaci pismen P/O, podle toho zda
absolvovali test prezencné pod dozorem ucitele nebo online. Test online vypracovalo pét zaka
oznacenych kody O1-05, prezencné vypracovalo test devatenact zakli oznacenych kody P1-
P19.

2.6 Vysledky hlavniho experimentu

2.6.1 Teoreticka ¢ast

Odpoveédi zaka na teoretické otazky maji rozdilnou kvalitu. V tabulce 2 je uvedena statistika
odpovédi respondentti sledujici tfi zadkladni parametry definice pravothlé soustavy soufadnic:
kolmost os, pocatek a méritko.
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Tabulka 2: Parametry definice zmiflované zaky

Concept definition

pocatek kolmost Meéritko
Pocet zZaku, ktefi pojem zmifuji nebo ] 17 7
ho popisuji neprimo
Pocet Zaki, ktefi pojem nezminuji 16 7 17

Pocatek

Osm zakl popsalo dulezitost pojmu pocatek ve svych odpovédich. Pro ilustraci uvadim
odpovedi zaki a zakyn 02, O4, P3, P15, P16 a P19.

02: pocatek, kde se v3echny osy protinaji, maji spoledny
bod a zéroven hodnoty vs$ech soufadnic jsou nulové.

O4: SS Jje soustava dvou os (primek) v roviné, které
sviraji dany Uuhel. V bodé protnuti se nachdzi pocatek,
od néhoz poc¢itame body v daném méritku.

P3: Tvori ji 2 kolmé osy

Body na obou osadch musi mit mezi sebou stejnou vzdalenost
musi mit stred (0;0).

P15: obé osy jsou navzadjem kolmé

-jejich prlsec¢ik odpovidd na obou osach ¢islo O.

P16: osy na sebe musi byt kolmé, musi byt spolecény bod,
ktery ndm urcuje stred celé osy.

P19: soufadné osy jsou vzajemne kolmé primky, které se
protinaji v bodé 0.

Zajimavé jsou zejména odpovédi zdka P15, ktery se pokusil podstatu pocatku vystihnout
bliz§im popisem, a zakli P16 a P19, kteii se tento pojem pokusili opsat, zfejmé proto, Ze si jej
nemohli vybavit.

Jen Ctyfi zaci (Sestina z testovanych) pfimo uvadi ve svém popisu soustavy souradnic slovo
,pocatek*. Zajimavé je, Ze jsou to jen Zaci, ktefi byli testovani on-line a mohli ziskat informace
1 v prubchu testu z uc¢ebnice nebo internetu. Dalsi Ctyfi Zaci, ktefi pojem vyjadrili jen nepfimo,
byli testovani prezenc¢né. U téchto zaki je vetsi pravdépodobnost, ze ur€ité védomosti o pojmu
maji, naznacuji to 1 formulace jejich popisu. Celkové tedy jen tfetina zaki uvedla pojem pocatek
ve svém testu.

Kolmost os

Sedmnaéct zakl popsalo ve svych odpovédich dilezitost pojmu kolmost. Dale uvadim ptiklady
odpovedi zaki a zakyil O1, P4 a P7, ktefi vSichni kolmost os zminili, ale riznym zpiisobem.
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Ol: Jednd se o takovou sit, kterd mad na sebe kolmé osy
X a y.

P4: pravé uhly vSech os/¢ar. Po precteni Uloh Jjsem
zjistila, Ze ne.

P7: Sklada se ze dvou os (x,y), kde x je horizontadlni a y
je vertikalni.

Zajimavé jsou zejména odpovedi zakt O3, OS5, P8, kteti svou odpoveéd’ o kolmosti os dodatecné
zrusili preskrtnutim a zédka P4 (viz vySe), ktery svou odpovéd o kolmosti os odvolal. Za
zajimavou povazuji také odpoveéd’ zaka P12, ktery zfejme po precteni textu uloh doformuloval
ke své odpovédi dovétek, kterym piijima jako relevantni soustavu souradnic, kterd nema kolmé
0sy.

P12: musi byt kolmé (pokud tam neni odklon).
Méritko
Pouze sedm zakli ve svych odpovédich uvedlo dilezitost parametru meéfitko, ktery byl
jednoznacné zéky nejvice opomijen.

Ol: Jednotky wvzdalenosti musi byt stejné.

O4: Musi mit stejné méritko.

05: Musi mit stejné jednotky a vzdalenosti mezi sebou.
P3: body na obou osdch musi mit mezi sebou stejnou

vzdalenost.

P8: Jsou délené na stejné Céasti.

P11l: ..vzdy m& definované jednotkové méritko,..

P17: mezery mezi Jjednotlivymi délkami Jsou stejné

(urcduje se stejné jednotkové méritko).

Je také vidét, Ze 1 kdyz 74k s pojmem méfitko pracoval, formulace neni vzdy zcela vystizna.
Pouze tii zaci pouzili ptfimo termin méritko.

Zakladni concept definition

Jako priklad uvadim formulace ¢ty zakt (O3, P4, P6 a P7), u nichz mohou pfevazovat zakladni
znalosti soustavy soufadnic. Naptiklad zak O3 uvedl tento popis:

03: Néjakd sit na néjaké plosSe, kde je urcen pocatek,
nap¥. GPS, S$Sachy, lodé, excelova tabulka,..
maji 1 spolec¢ny bod. a jsou na sebe kolmé.

Zak pouziva pojem sit a udava ptiklady, z nichz nékteré jsou uvedeny jiz v uéebnicich zakladni
$koly. Skrtnuti kolmosti bylo ziejmé motivovano prostudovanim zadanych tuloh a zpétnou
upravou, ale je to pouze ma domnénka. M¢fitko nezminuje. Podobné zakyné P4 popisuje
soustavu soufadnic takto:

P4: Orientace.

Zobrazi body na ose

pravé thly vs3ech os/car

O0d 0 do nekonecna.

Po precteni Uloh jsem zjistila, Ze ne.
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Zaci P6 a P7 se pokusili popsat kolmost os nasledujicim zptisobem:

P6: Je sloZena z 2 os (x,¥). x vede z leva doprava a y
vede zespoda na horu (v rovineg).

Pouziva se pro vyznacovani v roviné.

P7: Sklada se ze dvou os (x,y), kde x je horizontdlni a y
je vertikalni.

Tento druh popisu zna¢i, Ze nemaji k popisované vlastnosti pfifazen pojem kolmost os,
piipadn¢ nepovazuji za nutné jej zminit.

Dva z téchto zakt (O3, P4) uvedli kromé kolmosti pojem pocatek (a to pouze opisem) a zadny
nezminil métitko. Ze vSech téchto aspektl 1ze usuzovat, ze jejich concept definition je pomérné
slaby a spiSe nez o definici v pravém slova smyslu jde o vyjadfeni intuitivni znalosti pojmu.
Jejich concept definition nebyl jesté dostateéné zformovan.

Pokrocily concept definition

U casti zaki je mozné odhalit pokrocCily concept definition. Jejich popis je obsahlejsi, vykazuje
znalosti pojml souvisejicich s vySe popsanymi parametry a znalosti soustavy soufadnic
v souladu s vyukou na stfedni Skole. Jako ptiklad uvadim tfeseni zaki O4, P3, P11 a P17, ke
kterym pfipojuji komentar.

Zak O4 popisuje matematicky obsah pojmu soustava souradnic znalostmi ze stiedni Skoly.
Ptipousti obecny uhel os, coz je zfejme motivovano prostudovanim zadanych uloh. Neptipousti
rizné méfitko na osach, ale vyjadiuje se k nému.

O4: 1) SS je soustava dvou os (primek) v roviné, které
sviraji dany uUhel. V bodé protnuti se nachédzi pocatek,
od néhoz poc¢itame body v daném méritku.

2)

-Musi byt v rovine.

-Musi mit stejné méritko.

-Musi se protinat v jednom bodé.

Zak P3 popisuje nejasné zptisob uréovani souradnic v pravouhlé soustavé souradnic. Métitko
zak popisuje nepiesné, ale vyjadiuje s k nému.

P3: 1) 2 kolmé osy, podle JjejichZ Dbodd urcujeme
soufadnice (polohu) bodu nebo objekttd. SlouZi k popisu
umisténi bodu, hledé&ni souvislosti mezi body.

2) Tvori ji 2 kolmé osy

- Dbody na obou osdch musi mit mezi sebou stejnou
vzdalenost

- musi mit stred (0;0).

Zak P11 popisuje soustavu soufadnic velmi obsahle z mnoha pohledii. Vykazuje znalosti pojmi
souvisejici s popsanymi parametry a znalostmi soustavy soutfadnic v souladu s vyukou na
sttedni Skole.

Pll: 1) Zapis bodl v dvojrozmérném prostoru. Jednd se o
zaplis za pouziti x-ové a y-ové soufadnice. Nemusi se
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jednat o samostatné pouhé body, jde tak zapsat i jejich

mnoziny, slouZi ndm k presnému umisténi boda,

vzdy ma

definované jednotkové méritko, nasledné také k

zakresleni krivek, ptrimek, poloprimek, parabol
2) obsahuji pouze &isla
-jsou nekonecné dlouhé

2

-vzdy obsahuji 0 (obsahuji veskerd c¢isla, redlnd c¢isla

musi byt vzdy dvé (x,y)
-musi na sebe byt vzdy kolmé.

Podobné¢ zak P17 popisuje znalosti soustavy soufadnic v souladu s vyukou na stfedni Skole.

P17: 1) systém pro zaznamenadvani umistovani objektd do
prostoru pomoci os, kazda souradnice se skladéd z pozice

na ose x a y.

2) mezery mezi jednotlivymi délkami jsou stejné
se stejné jednotkové méritko)

-0osy Jjsou na sebe kolmé.

Za 7aka s pokroCilym concept definition 1ze tedy povazovat toho, kdo

(urcuje

e pouzil pojmy souvisejici s problematikou, napt. méritko, kolmost, pocatek...

e popsal ucel soustavy soufadnic
e je si védom jednotlivych parametrii definice soustavy soufadnic

2.6.2 Vysledky praktické ¢asti

Vsechna zakovska feSeni praktické Casti testu byla analyzovana a byly popsany vSechny
spravné a chybné odpovédi. Byly identifikovany nejcastéjsi chyby objevujici se v ulohach. Na
jejich zéklade€ jsem definoval jevy, které jsou popsany v tabulce 3, kde je uveden jejich vyskyt
v zékovskych feSenich. Popis a vymezeni téchto jevil je uvedeno v néasledujicich odstavcich.

Tabulka 3: Jevy identifikované v zakovskych fesenich a jejich vyskyt

jev1l jev2 jev3 jevad jevs jevb jev?

chybny chybny chyba v

chyvk.Jr’]e ,Chybl , postup postup hledani chybna ,
uziti zaporné e . L . chybné
s , Aurceni  BurCeni stejnych  kombinac vy
pravouhlé  znaménk Y. Y . . méfitko
soufadni  soufadni soufadni e soustav
soustavy o
Cc Cc c
chybujici
cnyRall 6 21 2 1 16 8 4
Zaci (pocet)
chybujici
v,y. jo 25% 88% 8% 1% 67% 33% 17%
Zaciv%

jev8 jev9
prehoze Y
, nerese
n ni
souradni ,
ulohy
c
6 9
25% 38%

Tabulka 4 ukazuje, jaké jsou u zakt jejich nejvétsi slabiny v jejich praktické znalosti soustavy
soutradnic. Naprosta vétSina zaki neurcila spravné soutfadnice bodu, které lezi pod osou x a maji
tedy zadporné y -ové soutradnice (Jev 2). Druha nejvétsi skupina zaka neznala spravny postup

pii hledani dvou bodii se stejnou x-ovou soufadnici (Jev 5).

Tabulka 4 sumarizuje u vSech zaki vyskyt jevli v konkrétnich tilohach. Je tak mozné ziskat

celkovy piehled chybnych postupti pfi feSeni vSech tloh u jednotlivych zaki.
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Tabulka 4: Pocet vyskyta jednotlivych jevll v ulohéch

Uloha 1 Uloha 2 Uloha 3 Ulohad4a  Uloha 4b Uloha 5

Jev 1 - - 2 1 1 2
Jev 2 1 15 8 12 5 -
Jev3 - - 1 - - -
Jev 4 - - 1 - - -
Jev 5 - - - - 16 -
Jev 6 - 4 4 6 3 2
Jev 7 - - - 4 2 -
Jev 8 - - 4 1 1 5
Jev 9 2 1 - 1 4 6

Pted rozborem jednotlivych jevi je dilezité zminit, Zze chyby identifikované u testovanych zaka
maji raznou vypovidaci hodnotu. Vypovidaji o schopnostech jednotlivych Zakd porozumét
zékladnim pojmim definovanych v soustavé soufadnic, kterd je v tlohach nepravouhla a
uplatnit tyto znalosti pfi jejich feSeni. Je velmi pravdépodobné, Ze se s témito lohami jeste ve
své dosavadni vyuce nesetkali.

Jev 1 (Pouziti pravouhlé soustavy soustavy)

PtifesSeni ulohy 5 uvedl zak P12 feseni uvedené na obrazku 17. V tiloze zak spravn¢ zaznamenal
body do kartézské soustavy, ale body zadané v nepravouhlé¢ soustavé zakresloval rovnéz podle
kartézské soustavy, vyjma bodu A‘. Zak neporozumél zadani alohy, aplikace znalosti o obou
typech soustavy soutradnic pro néj byla pfili§ nadro¢na.

5. Je dana soustava soufadnic xy, kde osa y je kolma na osu x. Bod S md v této soustavé soufadnice S = [4;v3].
Déle je déna soustava soufadnic xy’, kde osa y' svird s osou x thel 60°. V ni je dan bod R' se soufadnicemi
R'= [L2].

a. Zakreslete krouzkem (o) do soustavy soufadnic xy body

A=[1;V3],B=[2-+3],C= [3;2V3]aD = [4; 0].
b. Do soustavy xy' zakreslete kfizkem (x) body A = [0;2],B' = [3;-2],C"' = [1;4]a D = [5;2].

c. Zjistéte, v jakém vzajemném vztahu jsou body necarkované (4, B, C, D) a body ¢arkované (4, B*, C, D').
Tedyzdanapi.A # A'neboA= A',B# B'neboB = B’ atd.U bodl s riznymi pismeny vzajemny
vztah nezkoumejte.

Al

!

OO W
ot P
QO w

2

y .

4 ol y
2V3 X+ sl

2 B R s 0
V3 g = LI S

N
o a% 60° D X
0 2 4 L] 8
] XH
-2 C b\

Obrazek 17: Zak nékteré body zadané v nepravouhlé soustavé zakresloval podle kartézské
soustavy, vyjma bodu A",
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Jev 2 (Chyba v urcovani znaménka souradnic)

Jev 2 je velmi specifickou chybou, jejiz vyskyt byl u 88% zakd. Bylo jim neurceni zaporného
znaménka u y-ovych soutfadnic zadanych bodi lezicich pod osou x, které se v tlohach objevili.
Jen tfi zaci tuto chybu neudélali v zadné tloze. U této tak Casté chyby nejsem jednoznacné
piesvédcen o jeji pricin€. Dovoluji si odhadnout, Ze mnoho téchto chyb bylo zpiisobeno pouhou
nepozornosti nebo nedopatienim, kdyz zak odméfil spravnym zptisobem y-ovou soutfadnici na
ordinaté, ale uniklo mu, Zze bod lezi v oblasti, kde jsou y-ové soutadnice zaporné. Musime si
také uvédomit, Zze Zaci tésné pred zahdjenim feSeni uloh zadanych nepravouhlé soustavé
popisovali v teoretické ¢asti kartézskou soustavu soufadnic, kterou jedinou do té doby ve Skolni
vyuce poznali.

Pii feSeni ulohy 2 uvedl zak P8 feseni uvedené na obrazku 18. Zak P8 postupoval pii feseni
spravné a soutfadnice vSech boda jsou odméieny spravné, ale u y-ovych soufadnic bodi B, F
nezapsal zaporné znaménko. Této chyby se Zak dopustil i v ostatnich tlohach, ale jinak
postupoval v testu ve vSech ulohach spravné, proto se domnivam, Ze jeho chyby ve znaménku
neprameni z neznalosti nebo z nepochopeni principti obecné soustavy soufadnic, ale spiSe
z velkého soustfedéni na jiné poznatky v ulohach, pro néj zcela nové.

2.V podobné soustavé soufadnic je ddna kfivka na obrdzku, pouze dhel odklonéni je 135°. Na kfivce je zadano
3est bod. Pomoci pravitka a Ghloméru uréete jejich chybéjici soufadnice a zapiste je.

A=[6;%]
= [0;5.¢]
= [ie;1]
= [em;-1]
["u'c';wa]
[+:z]

MmO O W
I

I

Obrazek 18: Zak neuvedl zaporné hodnoty y-ovych soufadnic u bodi B a F
Jev 3 (Chyba v urcovani y-ovych souiradnic kolmym primétem na osu y)

Jev 3 ukazuje, jak hluboce je u nékterych zaki ukotvena kolmost os z vyuky pravouhlé
soustavy soufadnic. Pfi feSeni ulohy 3 uvedl zak P6 feseni na obrazku 19, kde u bodi A a B
odméiil y-ovou soutadnici na praseciku kolmice spusténé témito body s odklonénou osou y.
Zapornou hodnotu y-ovych soutfadnic téchto bodl neuvedl.
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3. Naobrazku je narysovana kfivka (tzv. Descartesiv list). Dale je zobrazena osa x prochdzejici body P a A a osa
¥ s odklonem 135°. Na kfivce lei body A, B, C, D. Uréete méfenim soufadnice bodl A4, B, C, D.

A= 810000
B=[;%108)

106500

Obrazek 19: Zak odmétil y-ovou soufadnici bodi A, B na priiseéiku kolmice spusténé témito

body s odklonénou osou y.

Podobny pfistup zvolil pfi feSeni tlohy 2 zédk P13 na obrazku 20, kde zédk y-ovou soutadnici
bodu A ur¢il pomoci kolmého primétu na osu y. Toto je patrné také z vyznaceni 0 na

rovnobézce s osou y.

2.V podobné soustavé soufadnic je dédna kfivka na obrézku, pouze uhel odklonéni je 135°. Na kfivce je zadano
Zest bod{l. Pomoci pravitka a Ghloméru uréete jejich chybéjici soufadnice a zapiste je.

A= [6;‘}]

B = [0;-43

C= [(#1]

D= -1]

E=[j;-1

F=1 ;1
v

Obrazek 20: Zak odméfil y-ovou soufadnici bodu A na priseéiku kolmice spusténé na osu y.
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Jev 4 (Chybné zavadi oto¢enou soustavu souradnic)

Jev 4 obdobn¢ jako Jev 3 ukazuje silnou motivaci nékterych zakl najit v iloze pravothlou
soustavu soufadnic nebo ji vytvofit. Jev 4 hodnoti, zda Zak pochopil rozdil v zaznamenéavani
bodii do kartézské soustavy soutradnic a obecné soustavy souradnic.

Pti feSeni ulohy 3 uvedl zak P4 feSeni na obrazku 21, kde si takovou soustavu vytvotil pfidanim
kolmice na odklonénou osu y prochazejici pocatkem. Vytvofil tak otocenou kartézskou
soustavu soufadnic. Na této nové ose x pak urcil x-ové souradnice bodu B, C, D.

3. Naobrazku je narysovana kiivka (tzv. Descartesiiv list). Ddle je zobrazena osa x prochazejici body P a 4 a osa
¥ s odklonem 135°. Na kfivce lezi body A4, B, €, D. Urcete méfenim soufadnice bod 4, B, C, D.

A=[2;9]
B = [51]
C= [:_ ;.“-»']
D= [*57]

Obrazek 21: Zak vytvofil otocenou kartézskou soustavu soufadnic, ve které uréoval x-ové
soufadnice bodu B, C, D.

Jev 5 (Chyba v hledani bodi se stejnymi x-ovymi souradnicemi)

Zatimco ostatni jevy se mohly vyskytovat ve vSech sledovanych tlohach, jev 5 popisuje u zaka
chybu v feSeni tlohy 4b. Jev hodnoti, zda Zak rozumi podstaté soufadnic a dokdze najit dva

razné body, které maji shodné x —ové nebo y-ové soutfadnice v zadané soustavé. Jev 5 byl
identifikovan u dvou tfetin zaki.

Pti feSeni tlohy 4b uvedl zék P1 feSeni na obrazku 22. Z jeho teSeni vyplyva, ze pochopil
princip stejnych x-ovych soutfadnic u pravouhlé soustavy soufadnic, ale tuto znalost nedokézal
pienést do ulohy zadané v nepravouhlé soustave. Prestoze si body G, H vedl rovnobézky s osou
v, nedoslo u n¢j k poznani principu stejnych x-ovych soufadnic.
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4.b. Majdéte na zadané kiivce libovolné dva body E a F, které maji stejné 1-ové soufadnice a libovolné dva
body G a H, které maji stejné x-ové soufadnice. Soufadnice téchto bodd zapiste.

Pozndmka: odklon osy y je 75° stupfid a navic jinéd méfitko — jednotky na osdch nejsou v centimetrech, ale
jsou shodné na obou osdch [viz obrazek).

E=[19;2]
F = [5.‘1 : T..]
G=[%;0]
H=[%:33]
Y
¢\ 73]
~ % g
-P L_ﬁo‘-l & ) X
0 1R 3 4 5 6

Obrazek 22: Zak uréil body G, H se stejnou x-ovou soufadnici podle kartézské soustavy
soufadnic

Obdobné teseni této ulohy uvedl zak P9 na obrazku 23.

74k P6 bez grafického feseni k bodim G, H napsal, Ze neexistuji. Podobné reagoval zak P14.
Velmi blizko spravnému feseni byl zdk P10, jen bod H neumistil na kiivce. Zak P15 fesil body
G, H, asi omylem, se stejnou y-ovou soufadnici.
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4.b. Najdéte na zadané kfivce libovolné dva body E a F, které maji stejné y-ové soufadnice a libovolné dva
body & a H, které maji stejné x-ové saufadnice. Soufadnice téchto bodl zapiite,

Poznamka: odklon osy y je 75 stupfild a navic jiné méfitko — jednotky na osach nejsou v centimetrech, ale
jsou shodné na obou osach (viz obrazek).

E=[\3:1]
F=[5;1]
G =z
H= [15;15]
_ ¥y
4k
L‘; ! F
§
-P ."5"‘.J W
0 1 A 3 | 5 6
‘

Obrazek 23: Zakovské feseni ulohy 4b.
Jev 6 (Chybna kombinace pravouhlé a nepravoiuhlé soustavy souradnic)

Jev 6 zkouma u zakl jejich porozuméni rozdilu v urovani souradnic bodl v pravouhlé a
nepravouhlé soustave soutadnic. Ttetina zaki pouzila v tlohach oba zminéné zpiisoby ur¢ovani
soufadnic a to i v riiznych kombinacich. V nékterych piipadech zaci urcili x-ovou soufadnici
v nepravouhlé soustaveé a y-ovou v pravouhlé¢ soustave, v jinych piipadech tomu bylo naopak.

Pti feSeni ulohy 2 uvedl zak P1 feSeni na obrazku 24. Zak urcil x-ové soutfadnice bodi E, F
v kartézské soustavée, ale y-ové v nepravouhlé soustavé souradnic.
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2. V podobné soustavé souradnic je dana kfivka na obrazku, pouze uhel odklonéni je 135°. Na kfivce je zadano
Sest bodl. Pomoci pravitka a Ghloméru urcete jejich chybéjici souradnice a zapiste je.

Obrazek 24: Zak pti urcovani souradnic boda E, F kombinuje soustavu souradnic pravouhlou
a nepravouhlou

Jev 7 (Pouziti nespravného méritka):

Jev 7 zkouma u zakl porozuméni pojmu méfitko na dvou skupinach tloh. Kromé uloh 4a, 4b
je pouzito metrické méfitko (jednotka na ose = 1 cm), v tllohéach 4a, 4b je méfitko jiné (jednotka
na ose =2 cm).

Pii feSeni ulohy 4b uvedl zak P1 feSeni na obrazku 25 Zak uréil y-ové soufadnice viech bodi
podle metrického méfitka.
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4 b. Najdéte na zadané kfivce libovolné dva body E a F, které maji stejné v-ové soufadnice a libovolné dva
body G a H, které maji stejné x-ové soufadnice. Soufadnice téchto bodd zapidte.

Pozndmka: odklon osy y je 75° stuphil a navic jiné méfitko — jednotky na osach nejsou v centimetrech, ale
jsou shodné na obou osdch [viz obrazek).

E=[18;2]
F = [54;1]
G=[%;0]
H=[3:3]

L/

(=% ]
s

LA
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wn

Obrazek 25 je uveden v souvislosti s jevem 6.

Této chyby se dopustili tfi dalsi Zaci, ale chybné urcili y-ovou soutadnici pouze u jednoho bodu,
proto se zda pravdépodobné, Ze to bylo z divodu nepozornosti.

Jev 8 (Chyba v priehozeni souradnic):

Jev 8 zkouma porozuméni pojmu soufadnice bodu, kde je poradi soutadnic dilezité pro spravné
urcéeni bodu. Tato chyba se objevila u Sesti zak1, z toho ve ¢tyfech ptipadech v uloze 3.

Pti feSeni ulohy 3 uvedl zak P3 feSeni na obrazku 26
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3. Naobréazku je narysovana kfivka (tzv. Descartes(v list). Dale je zobrazena osa x prochazejici body P a A a osa
y s odklonem 135°, Na kfivce leZi body 4, B, €, D. Urfete méfenim soufadnice bod( 4, B, C, D.

a=1 ;812
B=[in; ]
€= [HAf]
D= %8

Q}_ R

Obrazek 26: Zak u zadanych bodi piehodil soufadnice x a y.
Jev 9 (NeresSeni ulohy)

Jev 9 nezkouma pficinu, pro¢ urcity zak nefesil nékterou z uloh, ale pouze zaznamenava, ktefi
zaci netesili urcité tlohy. Vzhledem k tomu, Ze osm zaki z deviti nefesilo jednu z iloh 4b a 5,
tedy v potadi uloh jsou to dvé posledni, 1ze se s velkou pravdépodobnosti domnivat, Ze to byly
ulohy pro zaky nejté€zsi a mozna jim také zlistalo na jejich feseni malo Casu.

2.6.3 Kumulované jevy

Zajimavé je pozorovat kombinaci popsanych jevil u nékterych zakt. Naptiklad jevy 1, 2, 5, 7
jsem identifikoval v uloze 4b Z4ka P1 (viz obrazek 27). Zak zobrazil body E, F, G, H pomoci
domnélé pravouhle soustavy soufadnic, se kterou pracoval. Kromé toho nespravné urcil
znaménko pro body se zapornymi y-ovymi souradnicemi (bod H) a projevily se u n¢j také
nedostatky pifi hledani bodli se stejnymi x-ovymi soufadnicemi. Ty nalezl spravné, pouze
v domnél¢ kartézské soustavé soutfadnic. U bodll E,F,G,H pracoval také se standardnim
méFitkem (1 cm) misto méfitka daného na ose x. Upravu méfitka tedy ignoroval.
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4.b.Najdéte na zadané kivce libovolné dva body E a F, které maji stejné y-ové soufadnice a libovolné dva
body G a H, které maji stejné x-ové soufadnice. Soufadnice tchto bodh zapiite,

Poznamka: odklon osy y je 75" stupfid a navic jiné méfitko — jednotky na osdch nejsou v centimetrech, ale
jsou shodné na cbou osdch (viz obrazek).

E=[49;1]
F=[54;1]
G=[x;0]
H=[%:33]
h ]
¥
(¢ _¥ <
0 1 " 3 4 3 i

Obrazek 27: Kumulované jevy pozorované u feSeni ulohy 4b zdkem P1.

Dale napiiklad jevy 2, 6, 7 a 8 byly identifikovany v tiloze 4a u zédka P13 (viz obrazek 28). Zak
také pochybil pfi uréovani znamének bodii se zapornou y-ovou soutadnici (body C a D),
kombinuje pravouhlou a nepravouhlou soustavu soutadnic pii urCovani souiadnic bodu B,
chybné¢ odmétuje vzdalenosti pro body C a D a také pouzil pravy uhel pfi urCeni soufadnic
bodu D.
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4, UvaZujme stejnou kiivku jako v Gloze 2, ale odklon osy y je 75° stupfil a navic jiné méFfitko - jednotky na osach
nejsou v centimetrech, ale jsou shodné na obou oséch (viz obrazek).

4.a. Zvolte si Etyfi body A, B, C a D na zadané kfivce (oznatte je te¢kami), jeden bod si zvolte na ose x, jeden
bod nad osou x a dva body pod osou x. Pomoci pravitka a ahloméru urcete jejich soufadnice a zapiste je.

A=1[7;0]
B=[7:%7]
C = [i5;1%]
D= [16;28])
“'.. “"‘ | y
o ) A X
0 1 S ' 5 6

Obrazek 28: Kumulované jevy pozorované u feseni tlohy 4a zaka P13.

Jednotlivé pozorované jevy u zakl jsou uvedeny v tabulce 5. Zasadni chybou mnoha zaku pii
feSeni uloh bylo, ze na ulohy zadané v nepravouhlé soustavé soufadnic a tedy s riznymi
odklony os, aplikovali pfi urovani soufadnic postup, ktery lze pouzit pouze v kartézské
soustave soutadnic. To popisuji jevy 1, 3,4 a 6.

Tabulka 5: Zastoupeni pozorovanych jevi v jednotlivych feSenich zakt

kod . . . . . . . . .
7ika ¢V 1 jev2 jev3d jevd jevS jev6 jev7 jev8  jev9
01 23, Ano
4a
2,3,
02 5 4a. 4b ano 2
03
04
05 2
P1 4b 4a, 4b ano 2,3,4a 4b 5
P2 2,3, ano 4a 5
4a
P3 4a 4a 3,4b 1,5
2, 4a,
P4 3 3 ano b
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P5 1,2 ano 3 4b, 5

P6 2,3, 3 ano 3
4a

P7 2,4a

2,3,
P8 4a, 4b

2,3,
P9 2,4b ano 4a, 4b,
5
P10 2
P11 4b ano 5
1, 4a,

P12 5 ano 3 4b
P13 4a 2 ano 2,3,4a 4a 4a
P14 4a ano 5
P15 2,3 ano
P16 3 2,3 ano 4a,4b 4a, 4b 5
P17 2,4a
P18 3 2,4a ano 4a 4b
P19 4a 2 ano 3’§b’

2.6.4 Analyza reSeni dle iloh
Tabulka 6 sumarizuje pocet jednotlivych jevl v konkrétni tloze a lze tak odvodit, ktera tloha
délala zaka nejvice potizi pii jejim feSeni.

Tabulka 6: Sumarizace zastoupeni pozorovanych jevl podle uloh

& tloh pocet jevi v pocet nefeSenych celkové nedostatky v
) y feSenych ilohach uloh ulohach

1 2 3
2 19 1 20
3 18 0 18
4a 24 1 25
4b 12 4 16
5 5 6 11
Celkem 79 14 93

V tabulce 6 je vidét, ze uloha 1 nedélala zaktim problémy, ukazala se proto pro ucely mého
experimentu jako nevhodna, byla nicméné uvazovana jako tivodni, motivac¢ni. Naproti tomu
vuloze 4a zaci ud¢lali nejvice chybnych krokli popisovanych jevy 1-8. Podle kritéria
nefeSenych tloh se ukazuje, Ze nejvice problému délaly zaktim ulohy 4b a 5, u kterych nebylo
celkem v deseti pfipadech feSeni ani zahdjeno. Mohlo to byt ale také z Casovych divodu.
Obecné se dé fici, Ze Zaci vétsSinu uloh fesili nebo alespon feSeni zahajili.
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2.6.5 Shrnuti

Analyzou ziskanych dat v teoretické a praktické casti jsem dospél k nékolika zajimavym
zavéram. V teoretické Casti se ukazalo, ze asi dvé tfetiny zakli maji zafixovanou kolmost os
jako standardni parametr soustavy soutadnic. Pouze jedna tfetina ze vSech testovanych zakt
uvedla parametr pocatku resp. meéfitka. V praktické casti se ukézalo, ze fixace zakd na
pravouhlou soustavu soufadnic je velmi silnd. I u nékterych zdka, kteti urcili v ulohach
soutfadnice bodli v nepravouhlé soustavé spravné, se objevily konstrukce kolmic na osy,
pfedevsim na osu x, které napovidaji, Ze se tito zaci pokouseli o feSeni v pravothlé soustavé
soufadnic. Chyby identifikované u testovanych zak vypovidaji o turovni schopnosti
jednotlivych zaki porozumét zékladnim pojmim definovanych v soustavé soutadnic. Celkové
chybnym postup, které jsou systematicky zachyceny a sumarizovany v tabulce 5 na stran¢ 56.
Odhaduji, Ze jednim z diivodl vyssi obtiznosti téchto uloh byla skutecnost, Ze se zéaci v téchto
ulohach museli vyrovnat s jinym métitkem nez ve vSech ostatnich ulohach. Nejvice chyb se
Zaci dopustili v Gloze 4b, do které jsem vlozil jeden {ikol navic. Zaci si méli nejen sami zvolit
body na kiivce a urcit jejich soutradnice, ale dva body mély mit stejné x-ové soufadnice. Dvé
tietiny zakul si s timto pozadavkem v zadani nevédélo rady. Mohu konstatovat, ze tato uloha
byla pro zéky obtizna a to doklada i pocet dalSich nedostatkil v jejich feSenich a také znacny
pocet zaki, ktefi tuto lohu nezacali viibec fesit.
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3 Diskuze

V této kapitole budou diskutovany vysledky hlavni studie v kontextu teorie concept image a
concept definition a budou zodpoveézeny vyzkumné otazky v tomto poradi:

1. Jaka je zdkovska znalost definice (concept definition) pojmu soustava soufadnic pfi
opousténi stfedni Skoly (po probrani vSech tematickych celkt, ve kterych se pracuje se
soustavou soufadnic)?

2. Do jaké miry jsou Zaci schopni s porozuménim pracovat s upravenymi parametry
definice soustavy soufadnic a jak hluboké je jejich celkové porozuméni (concept image)
pojmu soustava soufadnic?

3. Vjakém vztahu je zakovsky concept image a concept definition pojmu soustava
soufadnic?

3.1 Analyza v kontextu teorie concept image a concept definition
Na zéklad¢ analyzy teoretické Casti testu lze prohlasit, ze respondenti O1, O2, O3, P1, P4, PS5,
P6, P7, P10, P12, P18 vykazuji znaky zdkladniho concept definition pojmu soustava soufadnic,
protoze z jejich popisu soustavy soutfadnic a vlastnosti os je mozné odvozovat jen zakladni
znalost ucelu a jen nékteré vlastnosti soustavy soufadnic. Rovnéz zplisob jejich formulace
odpovédi ukazuje na zakladni aroven teoretickych znalosti souvisejicich pojmu.

Respondenti O4, OS5, P3, P8, P11, P14, P15, P16, P17, P19 vykazuji znaky pokrocilého concept
definition pojmu soustava soufadnic, protoze formuluji matematicky spravné vlastnosti a ucel
soustavy soufadnic (pravouhlé), zminuji ¢astéji podstatné pojmy soustavy soutradnic jako je
pocatek a métitko. Dale pouzivaji podstatné souvisejici pojmy jako souiadnice, umisténi nebo
poloha bodut.

Podobné, na zékladé analyzy praktické ¢asti testu 1ze prohlasit, Ze respondenti O1, O2, P1, P2,
P3, P4, P5, P6, P11, P12, P13, P16, P18, P19 maji zékladni concept image, protoze se u nich
vyskytovaly v riznych kombinacich chybné postupy pii feSeni loh, které jsou popsany
v tabulce 2. Spektrum jejich chyb bylo Siroké a Castéji se opakovaly ve vice ulohach nebo se
objevovalo vice raznych chyb ve stejné uloze. Tyto projevy byly vySe popsany pomoci pojmu
kumulované jevy.

Respondenti O3, 04, 05, P7, P§, P10, P14, P15, P17 maji podle zvolené metodologie pokrocily
concept image, protoze se dokazali vyrovnat velmi dobfe s parametrem, kterym bylo zadani
uloh v nepravouhlé soustavé soutadnic, a Ulohy fesili spravnym zpisobem. Spektrum jejich
chyb bylo uzké, vétSinou se jednalo o neuvedeni zapornych znamének y-ovych soufadnic
zadanych bodt lezicich pod osou x.

Tabulka 7 tedy shrnuje vyse popsané vysledky hlavni studie. Z pohledu cili experimentu jsou
zajimavi predevsim respondenti se zakladnim concept image a pokroCilym concept definition a
respondenti s pokro¢ilym concept image a zakladnim concept definition.

Formatu tabulky 7 nevyhovuji respondenti P2 a P13 kteti nepopsali concept definition ani na
urovni zakladni, z celkové analyzy byli proto vylouceni.
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Tabulka 7: Kategorizace respondenti dle jejich cocnept image a concept definition.

r wr

Teoreticka Cast — concept definition

Zakladni Pokrocily
. , 01,02,
Prakticks Cast — Zakladni ‘ P1.P4.P5.P6,P9.P12.P18 P3,P11,P16,P19
concept image Pokrogily ‘ 03,P7,P10 04,05,P8,P14,P15,P17

3.1.1 Zakladni concept image, pokrocily concept definition

Ctyfi Zaci ze skupiny pokroéily concept definition nedokazali své teoretické znalosti uplatnit
pii feSeni uloh a z toho divodu je mozné jejich znalosti hodnotit pouze jako formélni. Pro
podrobnéjsi popis tohoto stavu by bylo potifeba dodatecn¢ analyzovat jejich porozuméni danym
pojmim, naptiklad pomoci rozhovoru.

Pro potieby této prace je podstatnym vysledkem, Ze se jedné o zéky, kteti maji pomérné dobrou
znalost pojmu souvisejici se soustavou soutadnic, piesto selhavaji pti feSeni tloh, které s témito
pojmy piimo pracuji. Ukazuje se tedy, Ze i tak intuitivni pojem, jako je soustava soufadnic,
muze byt zadky chdpan spisSe formaln¢ — pii feSeni uloh zéaci nereflektuji vlastnosti definice a
fesi je pouze intuitivn€, o cemz se zminuji 1 autoti Tall a Vinner (1981).

3.1.2 Pokrodily concept image, zakladni concept definition
Tt zaci ze skupiny zékladni concept definition, u nichz bylo mozné najit malé teoretické
piedpoklady pro Gspésné feseni tloh, dokézali, ze jejich znalosti pojmil, vlastnosti a ucelu

soustavy soufadnic jsou spiSe neformalni a umoznily jim uspésné fesit vSechny nebo vEtsi ¢ast
uloh testu.

Tato skupina respondentd je ze vSech vymezenych tou nejzajimavé§jsi. Piestoze zaci nemaji
dobrou formalni znalost soustavy soufadnic, nepouzivaji navazané matematické pojmy, jsou
schopni pii feSeni uloh kriticky zvazit jednotlivé parametry definice (i kdyz ji chapou spise
intuitivn¢) a aplikovat zjist€né poznatky pii feSeni uloh. Analyza feSeni takto identifikovanych
zakl pomoci hloubkovych rozhovort piedstavuje skvélou moznost pro pokracovani vyzkumu.

3.2 Vyzkumna otazka 1

Na zéklad¢ vysledki teoretické ¢asti testu mohu konstatovat, Ze teoretické znalosti zakti pojmu
soustava soufadnic vykazuji nékteré nedostatky. Na zaklad¢ analyzy téchto nedostatki pro
jednotlivé parametry bylo mozné rozliSit mezi pokrocilymi a zakladnimi teoretickymi
znalostmi definice soustavy soufadnic, které oznaCujeme pojmem concept definition (Vinner &
Tall, 1981). Zaci se zékladnim concept image jednotlivé parametry soustavy soufadnic
neuvadgji nebo jejich existenci a vlastnosti opisuji vagné. Zaci s pokro&ilym concept definition
pouzivali pro popis soustavy soufadnic piesnéjsi formulace, navazané matematické pojmy a
jejich popis byl bohaty. Tito zaci také ve vétsi mife pozorovali roli pocatku a métitka. Pokud
tyto role nedokazali vymezit piesn¢, alespon je zminovali.

Naprosta vétsina zakt uvedla kolmost jako nejcastéjsi vlastnost, ktera plati pro osy v soustave
soufadnic. Analyza ucebnic v kapitole 2.2.2 ukazala, ze pii vyuce soustavy soufadnic na
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zékladni Skole, neni méfitko explicitné vyzadovano. Poloha bodu v pravouhlé soustave
soufadnic se pak urcuje pouze jako vzdalenost bodu od osy x a y, kterou 1ze odméfit pravitkem.
Neni proto potieba pouziti poc¢atku ani méfitka, protoze se soufadnice neodmétuji na osach.
Existence parametru métitka je pak pouze implicitni.

Z historického vyvoje pojmu soustava soutfadnic popsané¢ho v kapitole 2.1.8 je mozné soudit,
ze obecna kolmost soutadnicovych os, kterou zacal pouzivat Fermat, mu umoznila zavedenim
symboliky uvést v pravouhlém systému soutadnic rovnice piimek a kuzelosecek a tim byla
uvedena v zivot analyticka geometrie f

U zakt se vyuziti soustavy soufadnic v analytické geometrii se doslovné v jejich odpovédich
neobjevuje, coz svéd¢i o jejich nizkému uvédoméni této moznosti vyuziti. U Iépe
odpovidajicich zakl 1ze pozorovat odpovédi, Ze soustava soutradnic slouzi k zaznamenani bodd,
grafli, kiivek, objektl, umoziuje urcit jejich vzdalenost od ostatnich objektti apod. Trochu blize
k vyuziti v analytické geometrii byl zak P3, ktery zapsal ,, Slouzi k popisu umistéeni bodu,
hledani souvislosti mezi body “, tedy uz nejen k zaznamenani polohy bodt nebo objekti.

3.3 Vyzkumna otazka 2

Na zéklad¢ praktické ¢asti testu mohu konstatovat, ze zakim délali pii feSeni uloh praktické
casti testu nejvetsi problémy tfi zdkladni okolnosti. Jednoznaéné nejvétSi slabinou se
piekvapivé ukazalo rozliSeni umisténi bodu na kladné nebo zaporné Césti y-ové osy.
Porozuméni/neopomenuti tohoto principu prokazali jen tii zéaci, u kterych se tato chyba
nevyskytla. Druhym, neptekvapivym problémem, se ukdzala nizka schopnost zakli adaptovat
se z uloh v pravouhlé soustavé soufadnic (které znaji z vyuky) na tlohy zadané v nepravouhlé
soustaveé soutfadnic. V celém rozsahu to ukazuje rozsifeni jevt 1, 3, 4 a 6 v Glohéach, kdy jsem
diagnostikoval v lohéach alespon jeden z nich u poloviny zakl. Ttetim problémem s velkou
cetnosti vyskytu byla mald schopnost zakl najit body se stejnou x-ovou soufadnici, pficemz
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znalost definice soustavy soufadnic, je ovSem piekvapiva. Tato, pomérne pocetna skupina zaka
piedstavuje jedince, ktefi nejsou schopni jednotlivé parametry definice abstrahovat a pouzit pti
feseni praktickych uloh. To povazuji za vyznamny vysledek prace a pfedkladam jej jako mozny
podnét k jejimu rozsiteni.

3.4 Vyzkumna otazka 3

Pti porovnani vysledki teoretické a praktické casti testu jsem zjistil, Ze neni mozné u vSech
zakl najit pfimou souvislost mezi teoretickymi znalostmi a praktickymi schopnostmi pfi feSeni
uloh, které nasledovaly az po uvodnich teoretickych otdzkéach. Plati to pro skupinu zakl se
zékladnim concept definition 1 concept image a také pro skupinu zakl, ktefi maji pokrocily
concept definition 1 concept image.

Vysledky hlavniho experimentu ukazaly, Ze navrZzeny diagnosticky test aplikovany ve ¢tvrtém
rocniku stiedni Skoly dobie rozliSuje mezi respondenty. Pomoci testu bylo mozno identifikovat
jedince, ktefi rozumi definici spiSe formaln¢, i jedince, ktefi jsou schopni aplikovat pouze
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intuitivni poznatky. Vyznamny uspéch proto vidim v ndvrhu dané metodologie — pii volbé
vhodného pojmu je mozné navrzeny experiment provést i v jiném kontextu.

3.5 Nedostatky a omezeni provedenych experimentii
Ptestoze pilotni i1 hlavni experimenty pfinesly odpovédi na pozadované vyzkumné otazky, je
nutné zminit, Ze jsem pozoroval nékolik nedostatkii i omezeni ve zvolené metodologii.

Samotny test je zaméfen na pomérné Siroké spektrum problémut (zkoumam tfi parametry
definice, které¢ je mozno rtiznym zptisobem variovat). Z tohoto pohledu by bylo mozno test
roz§ifit o mnohé dalsi ulohy, diky kterym by bylo mozné znalosti zakii popsat 1épe a podrobné;ji.
To bohuZel nebylo mozné z asovych divodu (na test bylo vyclenéno pouhych 45 minut), ale
také metodologickych —mnozi Z4ci i pii vypracovani testu v aktualnim znéni projevovali tinavu
a snizenou motivaci k feSeni. Dal§i moznosti, jak rozsifit popisné moznosti experimentu by
bylo vést se zaky strukturované rozhovory nad feSenim testu.

Ur¢itym nedostatkem je jisté 1 velikost vyzkumného vzorku hlavniho experimentu. Pro hlubsi
analyzu piedlozenych zavérti by bylo potfeba provést studii na vétSim vzorku respondentil,
idedlné na nékolika riznych Skolach rizného zaméfeni.

Omezeni ve sbéru zpétné vazby od respondentil pozoruji také v ¢asti hlavniho experimentu,
kterd probéhla v online formatu. Vzhledem k omezenym moznostem kontroly prace zakt
mohlo dojit k jejich pfipadné komunikaci nebo vyhledavéani informaci na internetu. Tato
skupina zakl nicméné nebyla ptili§ pocetna a zaci byli ptedem vyzvani k samostatné ¢innosti.

3.6 Shrnuti

Bylo zjisténo, ze pouzity diagnosticky test dobie rozlisil stav znalosti vybranych respondenti.
Zastupci kategorii zakladni concept image/pokrocily concept definition a pokrocily concept
image/zakladni concept definition ztad zaka ctvrtého rocniku stfedni Skoly ukazuji, ze i
intuitivni pojem, jakym soustava soufadnic bezpochyby, je pfedstavuje prostor pro
prozkoumani zdkovského porozumeéni.

Abych mohl analyzovat a poté vyhodnotit vysledky zakti z pohledu provazanosti praktickych a
teoretickych znalosti pojmu soustava soufadnic, vypracoval jsem porovnani a urcil Ctyfi
zakladni kategorie. Dvé kategorie s dvoutfetinovym zastoupenim zakl jsou méné zajimavé,
protoze jejich existence neni piekvapujici a je opodstatnénd. Jsou to Zaci, ktefi maji bud’
zékladni concept image a zakladni concept definition a nebo zaci majici pokrocily concept
image a pokroCily concept definition. Je tedy mozné konstatovat, ze to je skupina zakd s obecné
hor$imi a obecné lepSimi znalostmi. Zajimava je kategorie zaki, ktefi maji pokrocily concept
image a zékladni concept definition. Do této kategorie jsem zaradil tii zaky, ktefi vypracovali
ulohy zcela spravné nebo velmi dobfe, ale jejich popis soustavy soufadnic mél jen primérnou
uroven. Tito zaci maji neformalni znalosti, které jim umoznily GspéSné fesit zadané ulohy,
piestoze jejich teoretické znalosti vykazaly urcité slabiny. Do posledni kategorie jsou zafazeny
Ctyfi zaci, ktefi naopak vypracovali tlohy s vét§im poctem chyb, ale jejich teoretické znalosti
jsem hodnotil jako pokrocilé. U téchto zaka bych mohl pouze odhadovat, vzhledem k malému
vzorku respondentil, Ze znalosti pojmu soustava soufadnic je pouze formalni.
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Zavér

Ve své praci jsem se vénoval analyze porozuméni pojmu soustava soufadnic u zaku stiednich
Skol. Nastrojem vyzkumu byl test, ktery umoznil ziskat potfebna data pro zamyslenou analyzu.
Test obsahoval v ivodu dvé¢ teoretické otazky a po nich nasledovaly vlastni ulohy s postupnou
gradaci obtiznosti. Podstatou uloh bylo uréeni soufadnic bodd zakreslenych nebo zaky
volenych na kiivkach umisténych v nepravothlé soustavé souradnic. Podstatou posledni ulohy
bylo naopak nalezeni bodli zadanych soufadnicemi v pravouhlé i nepravouthlé soustavé
soufadnic.

Abych pfipravil test, ktery by umoznil ziskat potfebnd data k analyze, provedl jsem nejprve
pilotni vyzkum a na zaklad¢ jeho vysledki jsem ptipravil findlni podobu testu s malou upravou
v zadani uloh. Vysledky pilotniho vyzkumu pfinesly zékladni informace, které mi umoznily
stanovit, co budu v tlohach hodnotit a podle jakych kritérii. V teoretické Casti testu jsem u zaki
hodnotil parametry concept definition, kterymi jsou z definice poyjmu kolmost, pocatek a
meéritko. V praktické Casti jsem hodnotil concept image zaki prosttednictvim formulovanych
jevl. Vymezeni téchto jevl jsem ziskal z vyctu nejcastéji vyskytujicich se chybnych postupii
zakl pii feSeni uloh. Tyto jevy vystihuji zasadni chybné postupy zaka pfi feSeni uloh
v nepravouhlé soustavé soutfadnic. Zminim alespont dvé nejCastéji se vyskytujici chyby.
Naprosta vétsina zakl neuvedla zépornou hodnotu y-ovych souradnic nékterych bodu, které
lezi pod osou x. Velka ¢ast zaki také pouzivala riizné chybné postupy, které je mozno pouzit
pro urceni soufadnic pouze v pravouhlé soustavé. Na zdklad¢ timto zpisobem ziskanych dat
jsem popsal jednotlivé dobie rozliSitelné skupiny respondentli s riznymi stupni porozumeéni
pojmu soustava soufadnic.

Vysledky, které jsem uvedl, mohou byt pfinosem pro studenty, které mize obohatit v oblasti
historie matematiky nebo ucitele matematiky, které by moje prace mohla motivovat k roz§ifeni
vyuky soustavy soufadnic i na nepravouhlou soustavu, kterd mize mit pozitivni vliv na
odstranéni formalnich znalosti soustavy soufadnic u ¢asti zakt nebo alesponi na pestrost vyuky.
Velmi silny vliv mél pro m€ samotného. Ten pozoruji piedevsim ve svém osobnim rozvoji,
v nové ziskanych zkuSenostech s realizaci vlastniho vyzkumu a v neposledni fad€ pii poznavani
historie matematiky.

Mezi omezeni prace patii zejména pomérné maly vzorek respondentt. Pti¢inou bylo jarni
uzavieni Skol. V terminu testovani byla vyuka ve Skolach provadéna distancné a do Skol byl
omezeny piistup. Nastésti se Skoly kratce pfed maturitnimi zkouSkami opét pievedly do
prezen¢ni vyuky a mohl jsem tak provést svilij zamér otestovat zaky prezen¢né. Nepodafilo se
mi jiz zorganizovat paralelni vyzkum na druhé stfedni Skole, ktery jsem mél predbézné
piisliben.

Prestoze jsem vénoval své praci velky casovy prostor, nardzel jsem diky svym malym
zkuSenostem s planovanim, realizaci a analyzou vyzkumu na komplikace pfi dokoncovani
posledni faze zpracovani své prace. To bych oznacil za svou slabou stranku v rdmci celé
pfipravy své prace.

Jsem vsak presvédceny, ze miyj Cas straveny piipravou a zpracovanim této prace mi pfinesl
velka pozitiva. Ziskal jsem nové zkuSenosti pii piipravé prace a dospél jsem k pochopeni
smyslu této ¢innosti. Velmi cenné jsou pro m¢ informace ziskané z vyuky pii testovani zaka.
V neposledni fad¢ se citim velmi obohacen o velmi zajimavé informace z historie matematiky.
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Préci je mozné rozsitit nékolik zplisoby. Zajimavé by bylo napiiklad porovnani vysledki zaka
testovanych na rtiznych stfednich Skoldch, v tomto pfipadé by mé zajimaly vysledky zakt
z gymnazii. Také by bylo pfinosné zkoumat postup feSeni jednotlivymi zaky formou
strukturovanych rozhovort.
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Priloha A

Vysledna podoba testu pouzitého v hlavnim experimentu.

Otazky:
Popiste co nejpiresnéji, co je to soustava soufadnic a k éemu slouzi

Jaké vlastnolsti musi platit pro osy soustavy soufadnic.

Ulohy:

1. Pfedstavte si soustavu soufadnic, ve které existuje jenom osa x (viz obrdzek). Bod 4 je v této soustavé dan
dvéma souiadnicemi A = [4; 5]. Prvni soufadnice Fik4, jakou vzdélenost méme urazit na ose x od 0. Druha
soufadnice Fika, jakou vzddlenost mame urazit na polopfimce s odklonem 60° od osy x (také na obrazku).
Podobné body B a C na obrazku maji soufadnice B = [3; 2] a € = [4; —2]. Zkonstruujte podle téchto pravidel
daléibody D = [1;11,E = [4;3],F = [2;-1], G = [7;-2].
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2.V podobné soustavé soufadnic je dana kfivka na obrazku, pouze Ghel odklonéni je 135°. Na kfivee je zadano
Eest bodi. Pomoci pravitka a dhloméru uréets jejich chybéjici soufadnice a zapite je.
A=[6 ]

=[0: ]

=[ 1]

L L R T = x|
I

i 1m0
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3. Maobrazku je narysovans kiivks (tzv. Descartiy |i5t]. Déle je zobrazens oz= x prochazejicibody Padzosay

5 odklonem 135°. Ma kfivoe lefi body 4, B, €, I Uréete méfenim soufadnice bodd 4, B, £, D.

A=[ : 1]

B=[ : 1]
C=[ : ]
D=1 :1
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4. Uvafujme stejnou kfivku jako v dloze 2, sle odklon osy y je 75° stupfl & navic jiné méfitko — jednotky na
asach nejsou v centimetrech, ale jsou shodné na obou osach {viz obrazek).

4. a. Zvolte =i &tyfi body 4, B, € a D na zadang kfivoe {oznacte je tefkami), jeden bod =i zvolte na ose x, jeden
bod nad osou x a dva body pod osou x. Pomeci pravitka a Ohlomeéru uréete jejich souradnice 3 zapiste je.

L B T =« [
Il
e b o bd
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4 b. Majdéte na zadzne kfivce libovalng dva body E a F, které maji stejné y-owvé soufadnice z libovolné dva
body & = H, které maji stejné x-ové soufadnice. Souradnice téchto bodl zapitte.
Poznamka: odklon ozy y je 75° stupfid 2 navic jiné méfitke — jednotly na osich nejsou v centimetrach,
ale jsou shodne na obou osach (viz obrazek).

=y
b
Gl
B
n
=]
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& l= dina soustsva soufzdnic xy, kde oz ¥ je kolmé nz csu x. Bod £ ma v této soustave soufadnice 5 = [4:43]

Déle je dana soustava souradnic xy, kde oza v svira = osow x Ohel 60°. W ni je din bod R' se souradnicemi
B =[12]

a. Zakreslete krouZkem (o) do soustavy soufadnic xv body
A=[LVI B =23 c=[E243]20 =[% 0]

Do soustawy xyv' zakreslete kiizkem (=) body 4" = [0: 2], B' = [3: 2], &' =[1: 4] a D" = [5:2].
Zjistéta, v jakém vzdjemném vztzhu jsou body nedarkovane (4, B, C, D) a body Earkované (4, B', €, D).

Tedyzdanapr. A £ A'nebo 4 = A4 B % B nebo B = B', atd. U badd = rizrymi pismeny vzajemmy
vztah nezkoumejte.

A A
B B!
C cr
D D!
7
1
239
v I/
2 ’/{ A
Vi F . o
/
!
o' 60" bl
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