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Abstrakt: Prace se zabyva zavadénim pojmi v galileovské geometrii, tim ji cha-
rakterizuje a srovnava definice v ni s eukleidovskou geometrii. Také zavadi me-
tody, podle kterych se definuji nové véty v galileovské geometrii. Text je rozdélen
do tfech hlavnich kapitol. Prace zavadi pojmy galileovské transformace a gali-
leovska rovina, které jsou pro tuto geometrii esencidlni. Predklada, jak vypada
vzdalenost dvou bodu a thel, ktery sviraji dvé primky, zadefinuje trojihelnik
v galileovské roviné a zakladni vztahy v ném. Poté zavede princip duality jako
diilezity nastroj pro objevovani novych vét a zadefinuje cykly. Prace urcuje vlast-
nosti cykli a definuje cyklickou rotaci, jako nové zobrazeni, a zavede cykly opsané
a vepsané trojihelniku a pojem mocnost bodu k cyklu.

Klicova slova: galileovskd geometrie, cykly, princip duality, galileovska transfor-
mace
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Abstract: The work deals with defining concepts in Galilean geometry and due
that describes this geometry and compares it’s definitions with Euclidean geome-
try. It also introduces methods, which define new theorems in Galilean geometry.
The text is divided into three main chapters. In this work are introduced con-
cepts like Galilean transformations and Galilean plane, which are essential for this
geometry. It also shows the length of segment between two points, the measure
of an angle defined by two lines, and defines triangle in Galilean plane and it’s
basic properties. Then there is introduced the principle of duality as an important
tool for discovering new theorems. The work defines cycles, determines their pro-
perties, defines cyclic rotation as a new mapping and introduces incycles and ci-
rcumcycles of a triangle and the concept of the power of a point with respect
to a cycle.

Keywords: Galilean geometry, Cycles, Principle of duality, Galilean transfor-
mation
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Uvod

Galileovskd geometrie je pojem, ktery se na ceské matematické scéné slysi
velice zfidka. Je to geometrie, ktera je tizce spojenad s kinematikou a je zcela
zalozena na galileovskych transformacich, které jsou ve fyzice ¢asto zminovany,
protoze zavadi vztahy mezi dvéma inercialnimi soustavami. Proto se tyto pojmy
objevuji, mimo jiné, naptiklad i ve fyzikalnich disciplinach spojenych s teorii re-
lativity. Jedna-li se o kinematiku v roviné, pak vhodnymi transformacemi vznika
galileovska geometrie v prostoru. Tato prace se bude zabyvat galileovskou geo-
metrii v roving, a proto je tato geometrie spojena s fyzikou primocarého pohybu.
Tato geometrie mtize mit mnoho riznych vét a definic, proto si za cil této prace
kladu definovani zakladnich pojmi, vlastnosti a vztahi této geometrie, odvozo-
vani vét spojenych s témito pojmy a ukéazat nékteré analogie a odlisnosti s euklei-
dovskou geometrii. Ctenaf by po pfecteni této prace mél védét, jak tato geometrie
vznikla, jak funguji zdkladni vztahy a jak vypadaji analogické véty a utvary v této
geometrii k eukleidovské geometrii.

Préace je rozdélena do tii hlavnich kapitol. V prvni kapitole zavedeme galileov-
skou rovinu, v které se pak budou zavadét vsechny pojmy této geometrie, a ukaze
zakladni vlastnosti této roviny. Kapitoly na sebe navazuji, proto je doporucené
se drzet chronologického poradi textu. V druhé kapitole zavedeme nejjednodussi
mnohothelnik v galileovské roviné, a to trojihelnik. Zaroven zavedeme novou
metodu, diky které se definuji nové pojmy a vyslovuji nové véty v této geometrii.
Jednd se o princip duality, coz je dilezity fenomén, uzivany i ve spousté jinych
geometriich a védeckych disciplindch. V treti kapitole se budeme zabyvat cykly.
Cykly jsou analogické mnoziny bodt k eukleidovskym kruznicim, a proto lze pred-
v galileovské geometrii, protoze ve spojeni s kinematikou predstavuji fyzikalni
zrychleni. Tato kapitola také predstavi cyklus opsany a vepsany trojihelniku,
coz jsou zcela nové pojmy, které v eukleidovské geometrii nejsou zavedeny.
Prace muze byt pouzita jako doplnujici text k vyuce matematiky, ¢i jako text
informacni. Je vhodny pro ucitelé, studenty vysokych skol a ¢tenére, ktefi se za-
byvaji geometrii v roviné.

Tato geometrie je zajimava svym fyzikalnim vyznamem. Ukazuje, jaky geome-
tricky vyznam ma kinematika primocarého pohybu a jak je tizce spojena s eu-
kleidovskou geometrii. V nékterych ohledech bych si dovolil tict, ze galileovska
geometrie je jednodussi a svym zptisobem i hez¢i, nez nami znama eukleidovska
geometrie v roviné.



1. Galileovské transformace,
vzdalenost, thel

1.1 Galileovské transformace

Tato prace chce dojit k zdkladnim konstrukcim v geometrii, ktera se nazyva
galileovska geometrie. Existuje vice zpusobt, jak se k této geometrii da dospét.
Tato prace a zejména tato kapitola bude zkoumat galileovskou geometrii jak
z pohledu matematického, tak i z pohledu fyzikalniho, jelikoz s fyzikou, jak se
v této sekci dozvime, tizce souvisi. Tato geometrie je geometrii neeuklidovsko']
a je zalozena na transformacich, neboli rovnicich, které jsou znamy jako galileov-
ské transformace. Proto je tato geometrie také znama jako ,geometrie Galileovy
teorie relativity “. Tento princip muze byt struéné vysvétlen jako ,ve vSech iner-
cidlnich systémech jsou fyzikalni zdkony stejné“ |Oztekin and Tatlipinar), 2012].
Méjme bod A, ktery ma soufadnice (x,y). A jeho pohyb v zavislosti na Case t
napiseme jako

Je celkem jasné, Ze po presunu ze soustavy zQOy s poc¢atkem O a osami x a y
do nové inercialni soustavy z’O'y’ tak, Zze osy = a y rotuji o thel o a pocatek O
se dostane do pocatku O’ translaci o vektor (a,b), pak tyto prechody nemohou
ovlivnit fyzikdlni zakony, a proto tyto dva systémy souradnic jsou spojeny vztahy

¥ =zcosa+ysina+a (1.1)

Yy = —xsina+ycosa+b (1.2)

s thlem «, ktery je tthlem mezi osami x a 2’ [Yaglom, 1979, s.19]. Rovnice
a maji velky vyznam, protoze v eukleidovské geometrii urcuji veskery pohyb
objektu v rovineé.

Pokud se pocatek O pohybuje rychlosti v podél primky [, kterd svird s osou x
thel g, pak souradnice a(t) a b(t) pocatku O vzhledem k soustavé 2'O’y’ v Case
t jsou

a(t) =a+vtcosf
b(t) = b+ vtsinf

kde a a b jsou souradnice poc¢atku O vzhledem k 2" a y' v ¢ase t = 0. Z toho plyne
vztah mezi souradnicemi (z',y') a (z,y) bodu A.

2'(t) = xcosa+ysina + a + vt cos (1.3)
y'(t) = —xsina + ycosa + b+ vtsin 3 (1.4)

Tedy fekneme, ze vsechny vzorce, rovnice, ¢i zobrazeni maji mechanicky vyznam,
pokud se po dosazeni do rovnic (1.3) a (1.4) nezméni. Tedy jsou invariantni
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pod témito transformacemi. Pokud jesté uvedeme zménu v Case pocatku, kde d
je ¢as pocatku v case t = 0 v novém systému

t'(t) =t+d,

dostaneme rovnice, které se nazyvaji Galileovské transformace.

2'(t) = xcosa + ysina + a + vt cos B (1.5)
Y (t) = —zsina+ycosa+ b+ vtsin § :
Y(t)=t+d (1.7)

Jedné-li se o primocaré pohyby (napiiklad po libovolné zafixované piimce o),
pak pokud (z) a () jsou dva inercidlni systémy, pocatek O se pohybuje vzhledem
k systému (z’) rychlosti v a v ¢ase t je jeho soufadnice

a(t) =a+ vt

a jelikoz vztah soufadnic x a 2’ bodu A v systému x a systému 2z’ s pocatkem O’
je

¥ =x+a(t),
pak dosazenim vyjde vztah
¥ =x+vt+a.

Vyjadri-li se moznost posunu ¢asu pocatku

' =t+0,
dostévame rovnice
¥=z+vt+a (1.8)
t'=t+0, (1.9)

které vyjadruji vztah mezi dvéma inercidlnimi souradnicovymi systémy u pfimo-
¢arého pohybu [Yaglom) 1979, s.20-23]. Tyto rovnice jsou pro galileovskou geome-
trii zasadni. V nasledujicich kapitolach se tato prace bude zabyvat geometrii, jejiz
pohyb je invariantni pod rovnicemi a [Klinaku]. Jedn4 se o geometrii
v roviné a pro zjednoduseni se x nahradi slozkou y a t se nahradi slozkou z. Tedy
rovina (x,y), pro kterou plati, Ze pohyb a vlastnosti bodi v ni jsou invariantni
pod rovnicemi

Y =y+ovr+b (1.10)
¥ =z+a, (1.11)
Pro tplnost je vhodné uvést, ze existuji i takzvané ,prodlouzené galileovské trans-

formace®. Tyto transformace se uplatnuji zejména ve specidlni a obecné relativité
a vypadaji takto:

=z +e(t)
t' =t,

kde cely systém mé prostorove stejné (ale ménici se v ¢ase) zrychleni —e(t) [Gre-
enberger}, 1979, s.35].



1.2 Vzdalenost

1.2.1 Primky

V galileovské roviné budeme pracovat s galileovskymi primkami. Pr¥imky bu-
deme rozdélovat na dva druhy. Na klasické primky a specidlni primky. Specidlni
primky jsou piimky s rovnici x = ¢ a jedna se o primky rovnobézné s osou y.
Klasické ptimky jsou vsechny ostatni primky, které nejsou specidlni.

1.2.2 Vzdalenost dvou bodu

Vzdalenost mezi dvéma body v galileovské geometrii se lisi od vzdélenosti
v geometrii eukleidovské. V eukleidovské geometrii je vzdalenost mezi dvéma
body v roviné (z,y) definovana jako nejkratsi spojnice mezi témito body |[Deza
and Deza;, 20006, s.63]. Pokud bod A m4 souradnice (z,y) a bod B mé souradnice
(2',y") vyjadiujeme vzdalenost d mezi body AB vztahem

d=/(z/ — 22+ (y — )
Jak vztah vypada v galileovské geometrii?

Definice 1.2.1. Pro dva body P a @) se souradnicemi (z,.,y,) a (z4,y,) je vzda-
lenost vyjadiena jako rozdil jejich prvnich souradnic

d(P,Q) =z, — x4 (1.12)
[Richter-Gebert), 2011} s.460-461].

Je zfejmé, Ze tato vzdalenost je invariantni pod rovnicemi (1.10) a (1.11]).
Konkrétné pod transformaci

¥=x+4a

[Kurudirek et al., 2013, s.128].

1.2.3 Specialni vzdalenost

Nyni se nabizi otdzka, zda-li jsou body P a @) totozné (nachazi-li se na stejném
misté), pokud je jejich vzdalenost nulova? Jelikoz se mohou lisit v druhé sourad-
nici y, mohou se také lisit polohou, ale oba body jsou incidentni s primkou, ktera
je rovnobéznda s osou y. Z tohoto divodu se zavadi specidlni vzddlenost téchto
dvou bod.

Definice 1.2.2. Jestlize dva body P a () lezi na spolecné specidlni primce, je je-
jich specidlni vzdalenost

5(P7Q) =Yp — Yq- (1'13>

Je dulezité opét zjistit, zda-li je 6(P,Q) invariantni pod galileovskymi trans-
formacemi. x, = x, a transformace ([1.10) pfevede y, na y, a y, na y,. Pak
vy — Yo = (Yp + v +0) = (yy + vr +b) = y, — y, [Kurudirek et al] 2013,



d(P,Q)=x_-x

Obrazek 1.1: Vzdalenost bodu P a @)

s.128]. Dalsim pozorovanim definice vzdalenosti v galileovské geometrii je pa-
trné, ze na rozdil od eukleidovské geometrie, mize byt vzdalenost zaporna. Plati,
ze d(P,Q) = —d(Q,P) [Yaglom, 1979, s.38-39]. Body predstavuji udalosti a jejich
soufadnice z jsou, jak je vyse zavedeno, cas, ve kterém se tyto udélosti staly. Re-
spektive z tohoto hlediska zalezi na volbé pocateéniho a koncového bodu. Napii-
klad pokud vzdélenost d(P,Q) bodi P a @ je kladné ¢islo, znamen4 to, ze udélost
@ se stala v budoucim ¢ase vzhledem k bodu P. Analogicky kdyby éislo d(P,Q)
bylo zaporné, stala by se udalost ) pred udalosti P.

1.2.4 KruZnice

Jelikoz je zavedena vzdalenost, 1ze zadefinovat kruznici.

Definice 1.2.3. Mnozina vsech bodu, které jsou stejné vzdalené od bodu P(x,,y,) |
jsou dvé vertikalni piimky a nazyva se Galileovskd kruznice [Richter-Gebert), 2011,
5.452].

Tedy je-li tato mnozina bodia M (x,y) od bodu S(a,b) vzdalena o hodnotu r,
pak S je stfed dané kruznice a r je jeji polomér (obrézek[1.3). Odtud d(S,M) = z—
a a rovnice d?(S,M) = r?, kterd definuje M se miiZe zapsat ve tvaru (z —a)* = r?.
Z tohoto zapisu je zfejmé, ze kruznice se stfedem S a polomérem r obsahuje body
na dvou specidlnich primkach, které maji od bodu S eukleidovskou vzdélenost
r. Pokud r = 0, tyto dvé pfimky splynou v jednu [Yaglom, [1979, s.40]. Takze
galileovska jednotkova kruznice ma dvé vertikalni pfimky s rovnicemi z = 1
a r = —1 a se stfedem kdekoliv na ose y [Mutlu et all 2013, s.80]. Zajimavé
pozorovani je, ze v galileovské geometrii ma kruznice nekoneéné mnoho stredi,

a to konkrétné takové, které lezi na primce rovnobézné k ose y a prochazejici

bodem S.



Obrazek 1.2: Specidlni vzdalenost bodu P a @)

1.3 Uhel, vlastnosti roviny

Tato ¢ast prace se bude zabyvat thlem v galileovské geometrii, respektive
odchylkou dvou primek. Nejprve je vhodné uvést nékteré vlastnosti galileovskych
transformacich.

1.3.1 Vlastnosti transformaci

Véta 1. V eukleidovské roviné transformace a prevddéji
(a) primky na primky,
(b) rovnobézné primky na rovnobézné primky,

(c¢) dsecky AB a CD s kolinedrnimi body A, B, C, D na usecky A'B’, C'D’
s kolinedrnimi body A’, B', C', D' tak, Ze |C'D'|/|A’'B'| = |CD|/|AB],

(d) geometricky dtvar F na dtvar F' o stejné plochy.

Diikaz. Transformace uréend rovnicemi (1.10) a ((1.11)) se da rozlozit na dvé zob-
razeni. Na translaci

¥ =x+4a

Yy =y+b
a na elaci

=z

Yy =vx +y.



M

Obrazek 1.3: Galileovska kruznice M se sttedem v bodé S a polomérem r

Je ziejmé, ze vSechny tyto vlastnosti (a),(b),(c) i (d) plati pod translaéni zobra-
zenim, a proto se stac¢i omezit a dokazat, zda-li plati i pod zobrazenim

= (1.14)
Yy =vr+y. (1.15)

Necht je bod A na primce [, ktera prochazi pocatkem O a pres transformaci
vznikne bod A’. Piimku OA’ ozna¢ime jako I’. Nyni se sestroji piimka m, kterd je
rovnobéznd s osou y a kterd protne piimky [ a I’ v bodech M a M’. Nakonec
oznaCme prusecik osy x s primkou AA’ jako bod P a prusecik osy x s piimkou
m jako bod Q. Jelikoz bod A’ je obraz bodu A pod rovnicemi a , lze
vyjadrit

|A’P| _ |OPlv+|AP| _ |OP|U+ .
|AP| |AP| ~|AP| '

7 obrazku si lze vsimnout, ze pro libovolny bod M je |M'Q|/|MQ| =
|A’P|/|AP| a |OP|/|AP| = |0Q|/|MQ|, a diky tomu plati

QI _|AP|_|OP| | _10Q ., _0Qlv+|MQ
Q| ~ [AP| T [AP) Q) Q)

Tedy vznikne rovnost
|M'Q| = |0Qv + [MQ),
a proto lze Tici, ze transformace ((1.14)) a ([1.15)) vezme kazdy bod M na piimce [

a zobrazi ho na bod M’ na primce [’. Jinymi slovy, Ze prevede pfimku [ na pfimku
I'. Pro tplnost lze vzit pfimku /; rovnobéznou k piimce [ a neprochazejici pocat-
kem O. Necht d je klasicka eukleidovska vzdalenost vertikalnich tsecek |AA;| =
|BB;| = |CCy| = ..., nélezici odpovidajicim primkam [ a l;, a necht se tyto tsecky

8
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Obrazek 1.4: Figure 26 - Dikaz tvrzeni (a) [Yaglom| 1979, s.35]

zobrazi na usecky |A’A}| = |B'B| = |C'C{| = ... = d. Jelikoz body A’, B', (", ...
lezi na obrazu I’ primky [, musi body A}, B}, C} leZzet na obrazu [j primky [;. A
protoze primky [; a I’ jsou rovnobézné, je dokdzano (a) i (b). Respektive, zZe tyto
transformace zobrazi rovnobézné primky na rovnobézné primky a vzdy primky
na jiné primky.

Tvrzeni (c¢) vychazi z pozorovani, ze pokud AB a EF' jsou rovnobézné usecky a
A'B" a E'F’ jsou obrazy téchto tsecek pod elaci danou galileovskymi transforma-
cemi, pak plati

|E'F'| B |EF|
4B~ |AB|

(d) Plocha ttvaru F' je ptiblizné stejna jako suma ploch vsech ¢tverct uvnitr to-
hoto tutvaru, které maji strany rovnobézné s osami souradnic a velikost e. Respek-
tive plocha F' je konkrétné limitni piipad (pfedpokldaddme, Ze existuje) posloup-
nosti téchto ¢tvercu tak, ze velikost strany e jde k nule. Transformace, dana rovni-
cemi a ([L.15]), zobrazi itvar F na utvar F” (obrdzek[L.5)) a kazdy tento ctve-
rec S uvnitt F' na rovnobéznik S’. Strany, které byly rovnobézné s osou ¥, se zob-
razi samy na sebe, a proto jejich velikost zlistane e. Je zjevné, 7e S' = e? = S,
a tudiz zobrazeni dané rovnicemi a prevede utvar F' na utvar £’
a jejich plocha je stejna [Yaglom, [1979] s.33-36]. O

1.3.2 Uhel

Uhel dvou piimek mé velky vyznam v galileovské geometrii. K zadefinovani
uhlu se vyuzije znalosti thlu v eukleidovské geometrii. Konkrétné faktu, ze thel je
délka oblouku jednotkové kruznice, ohrani¢eny dvéma primkami, jejichz odchylku
mérime. Dvé piimky [ a [y s rovnicemi [ : y = kx + s aly : y = kix + s a s pri-
se¢ikem v bodé S(zo,yo) protinaji galileovskou jednotkovou kruznici se stiedem
v bodé S v bodech N(zg+1,k(xo+1)+s), Ni(xzo+1, k1 (xo+1)+s1) a v bodech
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Obrézek 1.5: Figure 28 - Znazornéni obsahti utvart pred a po pouziti galileovskych

transformacich [Yaglom), 1979 s.37]

M(xg—1,k(zo—1)+s) a My(xg—1,ki(xo—1)+s1). Body N a Ny lezi na jedné
specidlni primce m (jednotkova kruznice se stiedem v S) a plati

oy, = Onwy = Yn —yny, = (B(zo+ 1) +5) — (ki(zo+ 1) +51) =
= (k:lxo—l—sl)—(k:$0+s)+k1—k:k:l—k:,

protoze pokud bod S(zg,y) je prusecik primek [ a [j, tak musi platit rovnost
(k120 + s1) = (kzo + s). Proto lze formulovat definic dhlu takto:

Definice 1.3.1. thel mezi ptimkami [ a [; je chapan jako specialni vzdalenost
dvou bodu, které lezi na jednotkové kruznici se stredem v pruseciku [ a [; a na
téchto dvou ptrimkach.

5”1 - 5NN1 - kl - k

Suy, = ki — k (1.16)
[Emd, [1984] 5.95] [Richter-Gebert], 2011}, s.460].

Nyni je vhodné zkoumat, jak se tato velikost ihlu bude ménit na zakladé vza-
jemné polohy ptimek [ a ;. Pokud budeme jednou z téchto prfimek rotovat podle
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Obréazek 1.6: Odchylka primek [ a [;

jejich pruseciku (naptiklad) proti sméru hodinovych rucicek, velikost thlu se bude
zvétsovat az do doby, kde na sebe primky budou kolmé v této geometrii. Je
zjevné, ze takovy pripad nastane, pokud rotujici primka dosdhne polohy rov-
nobézné s osou y (a s piimkou m, kterd by vznikla). Tyto pfimky jsou speci-
alni primky v galileovské geometrii. Velikost tthlu nyni presdhne vSechny meze
a primky jsou kolmé v galileovském slova smyslu. Z tohoto pozorovani lze konsta-
tovat, ze vSechny specialni primky jsou kolmé ke vsem primkam, které specidlni
nejsou. Proto, hledame-li kolmici k ptimce, prochazejici danym bodem na primce,
staci zkonstruovat rovnobéznou piimku s osou y a prochazejici uréenym bodem
(obrazek . Tyto principy se intuici zna¢né lisi od principii v eukleidovské ge-
ometrii [Yaglom, |1979, s.41].

Vime, ze primky jsou rovnobézné, pokud nemaji spole¢ny prusecik |[Ryan, |1986)
s.17]. TakZe pokud piimky [ a {3 jsou rovnobézné, plati, Ze jejich smérnicovy koe-
ficient je stejny (k = k1), a proto je podle vzorce velikost tthlu mezi nimi
rovna nule.

Definice 1.3.2. Vzdalenost dj;, mezi rovnobéznymi klasickymi primkami [ a [; je
specialni vzdalenost bodia M a M;, které vzniknou prisecikem libovolné specidlni
pimky m s piimkami [ a [f| [Yaglom| [1979] s.42].

Pokud dale primky [ a l; maji rovnice y = kx + s a y = kx + sq, pak

dlll = 81 — S.

2Pro specidlni piimky je jejich vzdalenost rovna vzdalenosti libovolnych dvou bodti na nich.
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Obréazek 1.7: Kolmost specialnich primek

Existuje-li definice vzdalenosti rovnobéznych primek, Ize se ptat na definici vzda-
lenosti bodu od dané primky. Necht je v galileovské roviné primka [ a bod M,
nelezici na ni. Jaka je vzdéalenost bodu M od primky [? Podle ptredeslych pozo-
rovani bude tato vzdalenost definovana jako vzdalenost bodu M od priisec¢iku P
specidlni ptimky m, kterd prochazi bodem M, s pfimkou [ (obrézek .

Definice 1.3.3. Vzdélenost bodu M od piimky [ je vzdalenost bodu M od prii-
seCiku P specialni ptimky m, prochazejici bodem M, s primkou /.

Principidlné to nasleduje definici v eukleidovské geometrii, kde je vzdalenost
bodu od pfimky definovana jako vzdalenost bodu M od bodu P na pfimce [,
ktery je nejbliz k bodu M. Protoze pokud se v galileovské geometrii body nachazi
na specidlni primce, je jejich (klasickd) vzdalenost rovna nule. Necht ma tato
primka rovnici y = kz + s a bod M ma soutadnice (z, yo), pak souradnice bodu
P jsou (zg, kxo + s) a vzdalenost mezi nimi je

—dMl:yO—(k$0+S) :yo—k'xo—S
Také je vhodné se ptat na vzdélenost bodu od specidlni primky.

Definice 1.3.4. Vzdélenost bodu M (xg, y9) od specidlni primky m je rovna vzda-
lenosti bodu M od libovolného bodu P(x1, ), ktery se nachazi na primce m.

Je ziejmé, ze se bude jednat o klasickou vzdalenost, konkrétné
dyim = dyp = To — T3

[Yaglom, |1979, s.42].
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Obrazek 1.8: Vzdélenost bodu od klasické primky

13



2. Trojuhelnik, princip duality

Tato kapitola bude pojednavat o trojihelnicich, vztazich, které si prenasi z eu-
kleidovské geometrie, jejich shodnostmi a jejich vlastnostmi v galileovské geome-
trii. Méjme dale na paméti, ze vyznam maji vlastnosti, které jsou invariantni

pod transformacemi (1.10]) a (1.11)).

2.1 Trojihelnik

Trojihelnik je jeden ze zédkladnich objekt v geometrii a byva oznacovan jako
finovany v Euklidovych Zakladech, které byly sepsany uz pred 2300 lety, ale na-
vzdory tomu se i dnes objevuji nové zajimavé poznatky. Trojuhelnik, kterym
se zde budeme zabyvat, je oznacen jako obvykle v eulerovském duchu s vrcholy
ABC, dhly |£ZBAC| = a, |[ZCBA| = § a |[ZACB| = v a strany a = |BC/,
b=|AC| a ¢ = |AB| |Kimberling}, 1994, s.163].

V této kapitole nelze vyjadrit vSechny vlastnosti trojihelniku, protoze pro de-
finovani nékterych z nich je tifeba vyvinout nasi teorii vice. Zejména jedna-li
se o kruznice opsané a vepsané trojihelniku.

2.1.1 Trojuihelnikové rovnosti

Pojdme pozorovat konkrétni vlastnosti tohoto objektu z jiz zadefinovanych
vztahl. Pro prehlednost lze vyjadrit strany nasledujicim zptsobem a = dpgc,
b=dac, c=dapathly o =dacpc, B =0BaBc, Y =0cAcB-

Definice 2.1.1. Pokud jsou a, b, a ¢ velikosti stran trojuhelniku ABC v galile-
ovské geometrii a strana c je nejdelsi, pak plati

c=a+b. (2.1)

Tento vztah vyplyva z definice vzdalenosti dvou bodu v galileovské roviné
(obrézek. Fyzikalni interpretace je velice prosta. Pokud body A, B a C pred-
stavuji tti libovolné udalosti, pak c¢asovy interval mezi prvni udalosti a posledni
je roven intervalu mezi prvni a druhé udalosti plus interval druhé a posledni.
Jinymi slovy, predstavuje aditivitu ¢asovych intervali. Z obrazku lze vycist
dalsi vyznamnou rovnost.

Definice 2.1.2. Nechf v je nejvétsi thel v trojihelniku ABC' a sklony primek
BC, CA a AB jsou po tadé ki, ko, a ks, pak plati o = ko — k3, 8 = k3 — ky,
v = ko — k1, z ¢ehoz plyne vztah

y=a+p (2.2)
|[Kurudirek and Akcal 2015b, s.2].

Mechanicky vyznam této formule mtze byt interpretovan takto: Nejvétsi ze tri
relativnich rychlosti, které jsou urceny tremi stejnomérnymi pohyby, je soucet
zbyvagicich dvou[Yaglom|, 1979, s.48-50].
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b+a=c

Obrézek 2.1: Rovnost stran v trojihelniku

Dalsimi dtlezitymi rovnostmi jsou analogie sinové véty v eukleidovské geometrii.
sinova a kosinova véta jsou nadmérné dilezité v trigonometrii, protoze urcuji
vztahy ti stran a t¥i Ghli v kazdém trojtihelniku. Pro trojihelnik ABC' sinova
véta tika:

a b c

sina  sinf8  sin7y

[Skurnick], 2006-01-01}, s.70].

Véta 2. V galileovské geometrii plati

f-3=2 (2.3)

Diikaz. Nejdrive vytvorime body P, @) a R tak, ze pro kazdy vrchol trojihelniku
ABC' sestrojime specialni primku a bod P bude lezet na pruseciku specidlni
piimky bodu A a piimky BC'. Analogicky bod @) bude lezet na pruseciku specidlni
primky bodu B a primky AC a nakonec bod R bude lezet na pruseciku specidlni
primky bodu C' a primky AB. Tim vzniknou usecky AP, BQ a C'R (obrazek
2.2) u kterych chceme védét specidlni vzdalenosti jejich krajnich bodu, neboli
vysku. Jelikoz se tyto tisecky nachézi na specialnich primkach, je jejich klasicka
vzdalenost nulova, a proto z definice specialni vzdéalenosti plyne

ha = |AP| = 0ap
hy = |BQ| = 650
hc - |CR| - 6C’R-

Vime, ze |BR| = |BC| = a a |AR| = |AC| = b a definice thlu (1.16)) navic 1ikd
h. = Ba = ab. Diky témto poznatkiim vzejde rovnost



@

Obrazek 2.2: Dilkaz analogie sinové véty v galileovské geometrii

Analogicky pro vysky hy a h, plati

Ol | o

Timto je dokdzano [Yaglom)| 1979 s.50]. O

Miuzeme snadno ukazat, ze pro nas trojuhelnik plati vlastnost téznic, kterou
si prenasi z eukleidovské geometrie.

Véta 3. teznice AD, BE a C'F v trojuhelniku ABC' se protinaji v jednom bodé
TD =BT :TE=CT:TF =2:1. Pro body, které spolu leZi na nejaké specidlni
primce, je treba vzit specidlni vzdalenost mezi témito body.

Véta vychazi z toho, ze galileovskd geometrie zachovava stfedy stran. Zna-
mena to, ze stied strany je v obou geometriich stejny [Yaglom, 1979, s.51].
V eukleidovské geometrii je suma thli v trojihelniku rovna m. Toto tvrzeni ne-
plati v geometrii neeukleidovské, jako je galileovska geometrie, protoze zde tihly
nemérime v radianech, ¢i stupnich, ale chapeme ho jako specialni vzdalenost,
kterda je definovana jako rozdil smérnic dvou primek, které tento thel sviraji
[Weisstein].
Proto 1ze tici, Ze 1hel neni omezeny jako v eukleidovské geometrii. Z obrazku
je ztejmé, ze thel v trojiuhelniku se muze libovolné zvétsovat, napriklad pokud
se bod C v trojuhelniku ABC pohybuje po specialni primce, ktera prochazi timto
bodem. Pak v limitnim pfipadé, kdy tento ihel « = |[ZBAC]| v trojuhelniku ABC
jde k nekonec¢nu, se strany tohoto trojuhelniku stavaji specialnimi poloptimkami
rovnobézné s osou y.
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2.1.2 Obsah

Jak je jiz dokdzano v prvni kapitole, transformace (1.10]) a (L.11]) zachovavaji
obsah objektl v této roviné.

Véta 4. Pokud je S obsah trojihelniku ABC', pak plati
1 1 1
S = iaha = §bhb = §Chc. (24)

Diikaz. Necht zobrazeni (1.10]) zobrazi trojihelnik ABC na trojthelnik A’B'C’
tak, ze strana B’C’ je rovnobéznd s osou x, pak galileovska délka strany B'C’
a vysky h! se rovnaji jejich délkam eukleidovskym, a proto plati

S = ;a’h;.

S’ je obsah trojihelniku A’B’'C” a jelikoz a, h, a S jsou invariantni pod galileov-
skymi transformacemi, jsou rovnosti a’ = a, h!, = h,, S’ = S pravdivé. Z toho
vyplyva

1
S == iaha.

Podle stejného principu lze dojit ke zbyvajicim dvou rovnostem. O

Bystrym pozorovanim formule pro vypocet obsahu (2.4)), 1ze dospét k zajima-
vym zavéram. Substituci h, = ab do posledni rovnosti v (2.4)), dostaneme vzorec

_ 1 . ’ 3 .
S = 3bca. Aplikaci symetrif pak vzejde

1 1 1
— = _ == 2.
S 2ab’y 2@06 2bca, (2.5)

coz je prima analogie k eukleidovském vzorci pro vypocet obsahu trojuhelniku

1 1 1
S = iabsin’y = iacsinﬂ = ibcsina

[Yaglom, (1979, s.50].

2.1.3 Shodnosti a podobnosti

Pojdme se nyni zamérit na shodnosti trojihelnikt v galileovské roviné. V prvni
radé je nutné si uvédomit, ze tak, jak jsou zadefinovany pojmy vzdalenost a tihel,
nasleduje tvrzeni, Ze dva trojuhelniky ABC a A’B’'C” se stejnymi velikostmi stran
(nebo hli) nemuseji byt shodné(obrézek 2.3)). Naopak jsou shodné jen ve speci-
alnim pripadé. Pokud maji stejné velké strany a strana c je nejdelsi, bod C' mize
lezet kdekoliv na specidlni primce. Plyne to také z toho, ze v galileovské geome-
trii nejdelsi stranu v trojuhelniku urcuji jeho dvé mensi strany, ale tyto strany
neurcuji samotny trojihelnik. Analogicky pro dva trojihelniky se shodnymi thly
lze k prvnimu trojihelniku vytvofit neshodny trojihelnik se stejnymi thly [Ku-
rudirek and Akca, 2015b|, s.3]. Lze tedy Tici, Ze vyrok: trojihelniky jsou shodné
podle vety SUS, nebo USU v této geometrii obecné neplati.
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Obrazek 2.3: Vlevo - dva neshodné trojihelniky se stejnymi velikostmi stran,
vpravo - dva neshodné trojihelniky se stejnymi velikostmi thli

Dalsim pozorovanim rovnice ({2.3|) zjistime, ze pokud dva trojihelniky ABC a
A’'B’'C" maji stejné uhly, pak plati
a v

a b c

V tomto pripadé lze dostat trojiuhelnik A’B’C” z trojihelniku ABC podobnym
zobrazenim s koeficientem podobnosti k. Jedna se tedy o zobrazeni, které zobrazi
galileovskou rovinu na sebe samou tak, ze zachova vsSechny velikosti ihld a vy-
nasobi velikosti vSech vzdalenosti koeficientem k. Takové zobrazeni lze vytvorit.
Necht tato transformace zobrazi kazdy bod A této roviny na bod A’ tak, Ze bod
A’ bude lezet na primce OA, kde O je pocatek se souradnicemi (0,0), a bude
platit vztah

OA

| | = k.
|OA]

Takové podobné zobrazeni se v eukleidovské geometrii miize oznacit jako homo-

tetie (stejnolehlost).

Podobné pro dva trojtihelniky se stejnymi stranami plati, ze maji podobné thly,

a proto

/ / /
“_F_x_,
a By
V tomto pripadé lze dostat trojihelnik A’B’C” z trojihelniku ABC' jinou podob-
nosti, nez v predeslém pripadé. Je to podobné zobrazeni, které zachova vsechny
velikosti stran v této roviné a vynasobi vsechny velikosti thli ¢islem . Je to na-
priklad zobrazeni, které prevadi bod C' na bod C’ tak, ze bod C’ lezi na specidlni

primce C' P, kterd prochazi bodem C', a plati
| PC|

= [{/’
|PC|
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kde bod P je prusecik specialni piimky, prochazejici bodem C', a osy x (obra-

Ol
Al1
¢ )
B
Pe|
[PC|
[
A 5
P1 PQ P3

Obrazek 2.4: Zobrazeni, které zachovava délky stran v trojihelniku ABC

zek .

2.2 Princip duality

Tato sekce bude zavadét pojem dualita v galileovské geometrii. Galileovskéa

geometrie se da zavést jako specidlni pripad projektivni geometrie. V projektivni
geometrii plati velice vyznamna metoda, kterd zavadi nové a casto velice odlisné
véty, dudlnivéty k jakymkoliv, jiz zavedenym, vétam. Omezi-li se tato teorie na ro-
vinu, pak dostane novou (dudlni) vétu, nahradi-li terminy ,bod*“ a ,pifimka“,
yvzdalenost“ a ,uhel“, [lezi na“ a ,prochazi* [Pedoe, 1975, s.274].
Ted, kdyz je patrné, co je cilem, je treba dojit spravnymi tivahami k této metodé
v galileovské geometrii korektné. V eukleidovské geometrii plati jednoduché analo-
gie, podobnosti, které jsou intuitivné ztejmé. Predevsim o zaméné bodu a primek
nasledujicim zptisobem. Dvéma rtiznymi body prochazi pravé jedna primka a dvé
rizné primky se protnou v pravé jednom bodé. Mnozina bodu na primce a mezi
body M a N, tedy tsecka M N, je analogie k mnoziné ptimek prochazejici bo-
dem A mezi primkami m a n, tedy thlu ZM AN. Trojihelnik mize byt vniméan
jako mnozina t¥i nekolinearnich bodi a ti{ ise¢ek mezi nimi nebo také jako mno-
zina tii nekonkurentnich primek a t{ hli, které definuji. Nicméné tyto analogie
maji v eukleidovské geometrii zasadni chybu. Vse funguje az do chvile, kdy se za-
¢ne pracovat s rovnobéznostmi. Konkrétné s rovnobéznymi primkami je problém
takovy, ze k nim bodova analogie neexistuje. V eukleidovské geometrii neni po-
jem ,rovnobézné body*, respektive analogicky dva body, které nespojuje zadna
primka. Ovsem v galileovské geometrii je situace jina a takové body zadefinovat
1ze.
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Definice 2.2.1. Rekneme, 7e dva body A a B jsou rovhobézné, pokud je nelze
spojit zadnou (klasickou) primkou.

Tedy znamend to, ze oba body protind pouze specidlni primka. V galileov-
ské geometrii jsou specidlni primky vyrazné odlisné od béznych primek. Je mozné
pozorovat, ze v galileovské geometrii mize thel byt jakkoliv veliky, naproti v euk-
leidovské geometrii po rotaci o 180° se primka dostane do piivodni polohy a tihel
se nezméni. V galileovské geometrii lze vzdy sestrojit primku, kterda s puvodni
ptimkou bude svirat libovolny thel [Yaglom), 1979, s.54-56].

Necht je ddna primka [ a pfimka m v galileovské roviné. Chceme-li velikost thlu
mezi nimi, sestrojme jednotkovou kruznici se stfedem v jejich priseciku ). Ve-
likost 1hlu je vzdalenost bodi M a N, které vzniknou prinikem téchto primek
a dané jednotkové kruznice. Je zfejmé, ze muzeme sestrojit primku prochazejici
bodem (), ktera protne kruznici tak, ze prusecik bude libovolné vzdalen od bodu
N. Tim je ukézano, ze thel lze sestrojit libovolné veliky v galileovské geometrii.
Zadefinovanim rovnobéznych bodii nastane situace, kde analogie mezi body a
primkami je kompletni. Tato analogie Tik&4 néasledujici: Zameénou slov ,bod“ a
Sprimka “, L vzdalenost® a ,uhel”, ,leZi na“ a ,prochdzi“ v jakékoliv veteé v ga-
lileovské geometrii vznikne veta novd. Toto tvrzeni je znamo také jako princip
duality a tvrzeni, které tento princip urcuje, jsou k sobé dudlni. Je mozné do-
konce tvrdit, ze galileovska geometrie je diky tomuto principu jednodussi, nez ge-
ometrie eukleidovska. Vznika mnoho vét, které by bez tohoto principu bylo ob-
tizné definovat, ¢i dokazat, a proto nam tento princip umozni formulovat nové
véty z jiz zavedenych. Diikaz tohoto principu je slozity a je dohledatelny v knize
[.M.Yagloma - A Simple Non-Euclidean Geometry and its Physical Basis [Yaglom,
1979], zde se jim zabyvat nebudeme.

Je vhodné ukéazat dilezitost principu duality na konkrétnich ptikladech. Méjme
nasledujici vztahy v libovolném trojihelniku ABC

at+b=c
a+pB=r.

Tyto vztahy jsou k sobé dudlni. Z toho plyne, ze pokud vime jeden z nich, lze
definovat druhy. Dalsi priklad je analogie sinové véty

a b ¢
a By
Véta 5. Pokud se aplikuje princip duality na vztah & = % = 5, vzniknou rovnosti
a_B_7
a b ¢

[Yaglom, (1979, s.56].
Dalsim piikladem je dualita v rovnoramenném trojihelniku ABC, kde |AC| =
|CB|. Vime, ze v takovém trojihelniku lezi téznice ¢t z bodu C na stranu AB
na specidlni primce, vedenou z bodu C, a zaroven tato primka neni osa thlu CE]
Priisecik t se stranou ¢ oznac¢ime bodem F'. Jelikoz bod F i bod C' lezi na specidlni
primce, 1ze Tici, Ze jsou tyto body rovnobézné. K bodu F' je dualni piimka f,

LOsy 1hlt v této geometrii nazyvame pifmky, které sviraji s obéma rameny stejny thel
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ktera je také osou thlu C. A pokud na rovnobéznost bodu C' a F pouzijeme
princip duality, fekneme, Ze primky ¢ a f jsou také rovnobézné. Tedy vznikne
nasledujici véta:

Véta 6. V rovnoramenném trojihelniku ABC, kde |AC| = |CB| plati, Ze osa f
thlu v je rovnobézind se stranou c.

p

Obrazek 2.5: K diikazu véty rovnobéznosti osy thlu se stranou trojuhelnika, kte-
rou neprotind.

Dikaz. Méjme osu f thlu v a bod P v galileovské roviné, ktery je prusecikem
specialni primky, prochazejici bodem A, a primky BC. Ze specidlni vzdéalenosti
plyne, ze osa f protina specidlni primku AP tak, ze f puli secku AP i usecku
PB, protoze plati |PC| = |AC| = |CB]|. Z toho plyne, ze f je spojnice stfedi
stran v trojuhelniku ABP, a proto plati f || BA. ]

[Yaglom, 1979, s.57-58] V nésledujicich kapitole si také ukézeme, jak se princip
duality da pouzit v cyklech a jaké vztahy nam tim vzniknou.
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3. Cykly

Tato kapitola bude pojednavat o cyklech a kruznicich v galileovské roviné.
Kruznice je jiz zadefinovana jednim zpusobem v kapitole ale zde se ukaze
zobecnéni této teorie.

3.1 Cykly

V prvni kapitole je kruznice zavedena jako: ,,Mnozina vSech bodi, které jsou
stejné vzdédlené od pevného bodu P(z,.y,).¢ Tim tedy vznikla jedna mnozina
bodi, a to dvé specidlni primky. Je mozné uvazovat nad druhou definici kruznice
v eukleidovské roviné a jak se prenese do galileovské geometrie. Jedna se o defi-
nici: ,,Mnozina vsech bodu, z kterych je dana tsecka AB vidéna pod thlem .
Aplikuje-li se tato definice v galileovské geometrii vznikne jind mnozina bodi,
nez-li jsou dvé specialni primky. Respektive, specidlni primky lze dostat jako spe-
cidlni pripad. Necht dva body A(aq,as) a B(by,b2) tvoii danou tsecku a bod C(z,y)
je v roviné tak, ze |ZACB| = «, pak smérnice k; a ko piimek AC a C'B jsou

klzy—GQ
r — aq
y— by
ko = )
2 l’—bl

Pouzitim definice thlu vyplyne rovnice

—b _
Oé:kz—lﬁ:y 2 YT a2
r—b T—a

Takze plati, ze souradnice vsech bodi C(z,y) této mnoziny spliuji rovnici

y—b y—a
r—b T—a

o =

nebo
a(r —bi)(x —ar) — (y —ba)(xr —a1) + (y — az)(x — by) =0,

pokud jsou dany body A a B a uhel a. Posledni rovnice se da zapsat také jako

y = ax® + 2bx + c, (3.1)
kde
o«
‘= bl —
b= by —as — a(by + ay)
2(by — ay)
aarby) — arby + ashy
B by —ay ’
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Obrazek 3.1: Figure 23.3 A Galilean circle vs. a Galilean cycle - Galileovska
kruznice vs. Galileovsky cyklus [Richter-Gebert|, 2011}, s.453]

nebo také jako
az® + 2byx + 2byy 4+ ¢ = 0, (3.2)

kde by a by jsou souradnice bodu B. Z rovnice ({3.1]) 1ze Tici, ze cykly v galileovské
geometrii predstavuji paraboly, pokud koeficient a neni roven nule [Kurudirek
and Akcal 2015al, s.4].

Jinymi slovy se tato definice da zavést také takto:

Definice 3.1.1. Nechf A a B jsou dva body na parabole, pak pro kazdy dalsi
bod M na této parabole plati, Ze rozdil smérnic primek AM a BM je konstantni
a zavisi pouze na bodech A a B [Richter-Gebert|, 2011, 5.462].

Pozorovanim rovnice , se daji zjistit specidlni pripady obecného cyklu.
Pokud by, = 0, vypadne z rovnice cely ¢len s y, a ddle pokud a # 0 a b3 — ac > 0,
vyjde rovnice kruznice. Pokud plati by = 0, a # 0, b2 — ac = 0, nebo a = by = 0,
by # 0, pak vyjde rovnice specialni primky. Pro rovnici klasické primky dosadime
do vztahu (3.1) a =0, by # 0.

Jestlize je cyklus bran jako kiivka v roviné, kterd je definovana pomoci rovnice

(3-2), pak z této definice plyne:

Veéta 7. Tri body galileovské roviny determinuji konkrétni cyklus.
Ptimo z definice cyklu plyne také nasledujici tvrzeni:

Véta 8. Uhel mezi tétivou AB cyklu Z a tecnou k Z v bodé A (nebo B) je také
a.
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Obréazek 3.2: K dikazu véty thlu tecny k cyklu

[Yaglom, 1979, s.79-80]

Diikaz. Pokud libovolny bod M na Z jde k bodu A, pak se tétiva AM blizi k tecné
AT v bodé A a tétiva M B se blizi k tétivé AB (obrazek [3.2)). Jelikoz vSechny
tétivy AM tvori s tétivami M B thel «, pak i tecna AT s tétivou AB musi svirat
uhel «. Diukaz je analogicky, nahradi-li se bod A za bod B, pokud se uvazuje
o tetné v bodé B [Yaglom) |1979, s.80]. O

3.1.1 Polomér

Je-li zaveden cyklus, je vhodné se ptat na jeho ,polomér®. V galileovské ge-
ometrii neplati eukleidovskd analogie, kterd tvrdi, ze polomér kruznice (cyklu)
je vzdalenost od stredu k jednomu bodu této krivky, protoze v galileovské roviné
stted cyklu neexistuje. Respektive z hlediska projektivni geometrie je stred cyklu
(paraboly) v nekoneénu, a proto ndm tato analogie nepomize [Richter-Gebert,
2011}, s.461]. Stejné tak neplati vztah

s
¢’

kde s je délka oblouku kruznice a ¢ = |ZAQB| je thel, kterym je dany oblouk
vytycen. Nicméné lze tento vztah mirné pozménit tak, aby byla definice spravna.
Nahradime stredovy tihel ¢ obvodovym tuhlem a = % a fekneme, Ze polomér r
eukleidovské kruznice S je dan vztahem

r =

s
r=—.
2a
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Cilem je poté dokazat, zda-li tato definice plati i pro libovolny cyklus v galileovské
roviné. Tedy jestlize pro jakykoliv oblouk mezi body A a B v cyklu Z je podil
2 konstantni [Yaglom, 1979, s.80]. Nejdfive je tfeba zadefinovat délku oblouku

Obrazek 3.3: Délka oblouku s mezi body A a B na obecné ktivce I'

s mezi body A a B néjaké obecné kiivky I' v galileovské roviné (obrazek ,
kterda ma tu vlastnost, ze zadné dva body na této krivce nebudou rovnobézné
(nebudou leZet na spolecné specialni pifmee). Rekneme, ze délka oblouku s mezi
body A a B na této kiivce I je limita vzdalenosti |[AA; |+ A1 As|+. . .+ |An_1 A4, |+
|A,B| z lomené ¢ary AA;A3A;... A, B, kterd obsahuje body zlomu na kiivce
I', jestlize vzdalenosti clankt na této ¢are jdou k nule. A protoze v galileovské
geometrii je vzdalenost dvou bodu definovana jako rozdil jejich soutradnic na ose
x, je délka lomené ¢ary s krajnimi body A a B definovana jako vzdalenost téchto
dvou bodti dap. Z toho plyne:

Definice 3.1.2. Délka oblouku s mezi body A a B na této ktivce I je
S = dAB-

Ted Ize dosadit do vyrazu 2 a zjistit, zda-li je konstantni. Necht body A(ay, as)
a B(by, by) tvori tétivu cyklu Z a « je obvodovy tihel definovany tétivou AB, pak
z definice koeficientu a v (3.1)) plati

dAB_bl—al_l

s
a a a a
Je dokazéano, zZe je tato hodnota konstantni, a proto l1ze zadefinovat polomér cyklu
Z nasledujicim zplisobem:
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Definice 3.1.3. Polomér r cyklu Z, ktery je dan rovnici y = az? + 2bx + ¢, je

S 1

r—=— .
2a 2a

Pozorovanim zavedeni poloméru cyklu, je vhodné si vSimnout, Ze polomeér
cyklu v galileovské geometrii, na rozdil od poloméru kruznice v eukleidovské geo-
metrii, muZze nabyvat pozitivnich i negativnich hodnot |Akbiyik and Yiice, [2015]
5.93-95].

3.1.2 Krivost cyklu

Cykly je mozné také definovat, jako kiivky s konstantni kfivosti. Proto je
vhodné si kiivost cyklu uvést a ukézat, jaké ma vlastnosti [Richter-Gebert|, 2011}
s.456]. Je ziejmé, Ze zvétSuje-li se polomér kruznice v eukleidovské geometrii, pak
se tato kruznice v limitnim pripadé, kdy polomér jde k nekonec¢nu, blizi k primce
(obrazek . Stejné tak pokud se polomér zmensuje, kruznice je vice zaoblend

!
r
&} 1

ki

Obrazek 3.4: Eukleidovska kruznice se zvétsujicim se polomérem

a ma vétsi kiivost.
Proto lze Tici, ze kiivost p je nepfimo imérna polomeéru r. Respektive plati vztah
1 2«

pP=-
r s

Aplikuje-li se tento vztah na obecny cyklus v galileovské geometrii (Ize provést
ze stejného divodu uvedeného v sekci|3.1.1)), Ize formulovat definici kiivosti cyklu:
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Definice 3.1.4. Kfivost p cyklu Z, ktery je ddn rovnici y = az? + 2bx + c,
je v galileovské geometrii

Obrazek 3.5: Galileovské cykly se zvétsujicimi se poloméry

Lze si vSimnout, zZe stejné jako u kruznice v eukleidovské geometrii se cyklus
blizi ptimce, pokud polomér jde k nekonecnu. Kdyz se polomér zvétsuje, jeho kii-
vost se zmensuje, a proto se cyklus blizi k specidlni primce (obrézek . Dale
je zajimavé se zamyslet nad pozorovanim, ze cyklus v galileovské geometrii si pre-
nasi nékteré vlastnosti s drobnymi tpravami kruznice z eukleidovské geometrie.
Napriklad zminéné tendence, kdy se objekt stane primkou, jde-li polomér k ne-
konecénu (tedy, ze kiivost je nepfimo imérnd k poloméru), nebo vlastnost, ze oba
objekty maji konstantni kiivost, ¢i jejich definici, ktera 1ika, Ze je tisecka s kraj-
nimi body na tomto objektu vidéna pod stejnym tihlem z libovolného bodu tohoto
objektu.

Nabizi se otazka, jaky mechanicky vyznam ma cyklus v galileovské geometrii. Pro
ziskani odpovédi se staci podivat na definici cyklu jako na parabolu

y = ar® + 2br +c

a z kapitoly [I.1] zpatky dosadit za x a za y jejich mechanicky vyznam. Tedy
za slozku x zpétné dosadime ¢as t a za slozku y dosadime slozku z. Vyjde rovnice

T = at® 4 2bt + ¢,

coz je rovnice zrychleni bodu primocarého pohybu po obecné primce o. Pokud ma
cyklus pozitivni kiivost, jedna se o kladné zrychleni, a pokud ma kiivost negativni

hodnotu, jednd se o zrychleni zaporné - neboli zpomaleni [Yaglom), 1979, s.83-84].
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3.1.3 Krivost obecné krivky

Vyse je definovana krivost pro cykly v galileovské geometrii. Zde se bude defi-
novat krivost pro obecné krivky v této roviné. Jako se postupovalo v této kapitole
doposud, nejdfive je dobré se podivat na ptripad v eukleidovské geometrii a tyto
poznatky pak pouzit v galileovské roviné. Princip kfivosti je zalozen na tecné
v daném bodé. Jestlize jde o pfimku, maji vSechny teény v kazdém bodé stejny
sklon a dokonce splynou s danou ptrimkou, a proto je krivost nulova. Existuji
ale krivky, které nemaji v kazdém bodé stejnou ktivost. Proto, chceme-li zadefi-
novat krivost v daném bodé, musime nejdiive zadefinovat primérnou kfivost p
krivky I' na oblouku mezi body A a B.

ﬁ:

Y

RS

kde s je délka oblouku mezi body A a B a thel ¢ je thel mezi tecnami ¢; a ty
v bodech A a B [Yaglom, (1979, s.85-86].

Z toho plyne, ze kfivost p kiivky I' v bodé A je limita primérné ktivosti p
na oblouku AM, jestlize M jde k bodu A

. Ag
p=dm R (3:3)
Polomér kiivosti je definovan jako
1
r=-.
P

Aplikaci galileovskych délek obloukii a thli na vztahy uvedené vyse, vznikne
pojem krivost p krivky I' v bodé A v galileovské geometrii.

Pokud je danou krivkou I' cyklus, plati, ze délka oblouku AB je definovana jako
dap a protinaji-li se teény t; a t3 k bodim A a B v bodé P, pak, pouzitim
vztahu mezi dhly v trojihelniku APB z kapitoly 2.1.1] je tihel ¢ = |[ZAPB| =
2|£PAB| = 2« (obrézek[3.2)), kde « je obvodovy tihel tohoto cyklu tvoreny senou
AB. Proto

ﬁ: :2@7

I RSS

kde a je koeficient z rovnice (3.1)). Je zfejmé, Ze vSechny oblouky na tomto cyklu
maji stejnou priumérnou ktivost, konkrétné p = 2a. Z toho diivodu plati, Ze tento
cyklus mé v kazdém bodé A stejnou kiivost

p=2a,

a diky tomu polomér ktivosti je

[Akbiyik and Yticel [2015] s.94].

Je-li znamo, jak je to v pripadé, kdy se pracuje s cyklem, neni slozité dostat
analyticky zapis kiivosti a poloméru ktivosti pro obecnou kfivku. Necht je dana
obecné kiivka, kterd ma zapis y = f(x). Smérnice tecny k této kiivce v bodé
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A(z,y) je dana prvni derivaci funkce f, tedy f’(x). Necht jsou dale ¢; a t5 tecné
primky k dané kiivce k odpovidajicim si bodum A(z,y) a B(x+ Az,y+ Ay) na f
a necht ¢ a ¢ jsou uhly, které sviraji piimky t; a to s osou x. Pak je zfejmé,
ze Ap = ¢ — ¢ (obrézek . As je délka oblouku AB. Cilem je zjistit, jaké
hodnoty nabyva p = limpg_, 4 %. Z faktu, ze smérnice tecny ke krivce v bodé A
lze zapsat jako prvni derivace rovnice kiivky v tomto bodé je zcela jasné, ze plati

Obrézek 3.6: K definici kiivosti obecné krivky I' v galileovské geometrii

A¢ = f'(x+ Az) — f'(x).

Z definice délky oblouku, kterd rika, ze tato délka je rovna vzdalenosti krajnich
bodii oblouku, plyne

As = (z+ Azx) —z = Ax.
Proto plati vztah

Agp _ flx+Az) - f'(z)
As Az ’

a diky tomu lze urcit kiivost dané krivky v daném bodé.

Definice 3.1.5. Kiivost p kiivky, kterd je dana rovnici y = f(x), v bodé z je
o e+ Ax) — fl(x

p= 1
Diky tomu lze ur¢it polomér kiivosti dané krivky:.

Az—0 Ax

Definice 3.1.6. Polomér ktivosti » v bodé = kiivky, kterd je dana rovnici

y = f(x)
je

(3.5)




[Helzer|, 2000, s.221] [Yaglom) 1979, s.87] Je tedy mozné Fici, ze v galileovské
geometrii méa obecna kfivka, ddna rovnici y = f(x), kiivost v libovolném bodé A
stejnou jako druhou derivaci této krivky v daném bodé A.

Z rovnice pfimo vyplyva, ze kiivost cyklu y = ax? + 2bx + ¢ je rovna 2a
v jakémkoliv jeho bodé A(x,y).

Véta 9. V galileovské geometrii jedind krivka s konstantni krivosti je cykluﬂ
Je jednoduché potvrdit toto tvrzeni timto dikazem

Diikaz. Budeme uvazovat o kiivce, kterd je dana rovnici y = f(z), jejiz kiivost
je konstantni a kterd neni cyklem. Jestlize plati p = f”(x) = konst., pak rovnice
dané kiivky musi byt

L,
y:§px + c1x + g,

kde ¢; a ¢y jsou volitelné konstanty (zélezi na poloze dané kiivky). Je zfejmé,
ze tato ktivka ma rovnici paraboly, coz je cyklus v galileovské geometrii, a proto
je to spor s puvodnim tvrzenim. Diky tomu je dokdzana puvodni véta, ktera tvrdi,
ze pouze cykly maji konstantni k¥ivost. O]

Dalsi zajimavé tvrzeni, ktery nam tento vhled o ktivostech prinasi, je, ze kazda
kiivka I' v galileovské roviné je kromé polohy urcena svoji kfivosti rovnici

p= /0<S)7 <36>

kde p je kiivost kiivky I' v (proménném) bodé A a s je délka oblouku QA kiivky
I', méfeny od volitelného ale fixovaného bodu @ na I' k bodu A. Toto tvrzeni
se nazyva Zakladni veta krivek v roviné a rovnice se oznacuje jako Prirozend
rovnice [Yaglom, 1979, s.89].

Je vhodné zminit, ze jelikoz ktivost p = lima, g i—f ktivky I" obsahuje podil tthlu
k délce oblouku a polomér r = % = limag—o0 ﬁ—; obsahuje podil délky oblouku
k dhlu, plati:

Véta 10. Kazdd podobnost, kterd zachovdvd uhly a ndsobi vzddlenosti koefici-
entem k, ndsobi krivost p dané krivky I cislem % a polomer krivosti r cislem

k.
Plati i druha véta, ktera rika nasledujici:

Véta 11. KaZdé podobné zobrazeni v galileovské roving, které zachovdvd délky
a nasobi uhly koeficientem k, nasobi krivost p dané krivky I' cislem k a polomer
krivosti cislem %

Tyto zobrazeni jsou uvedeny v sekci [Yagloml, 1979 5.90].
7 projektivni geometrie plyne, Ze galileovska geometrie v roviné je jedna z deviti
moznych dvoudimenzionalnich prostori s konstantni krivosti [Efimov et al., 2009,
s.1] [Richter-Gebert, 2011].

1V eukleidovské geometrii to samé plati pro kruznice
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Obrazek 3.7: Figure 81 - vlevo - translacni pohyb, uprostied - kruhovy pohyb,
vpravo - cyklicky pohyb [Yaglom, [1979] s.92]

3.1.4 Cyklicka rotace

Tato podkapitola se bude zabyvat pojmem Cyklicka rotace. Z nazvu je patrné,
ze se bude jednat o typ zobrazeni, ktery bude mit néco spole¢ného s cykly. Sekce
zavedla prvni dvé dulezité zobrazeni v této roviné, které maji signifikantni
vyznam v této geometrii. Nasledujici ¢ast této prace bude zavadét treti vyznamné
zobrazeni.

V eukleidovské geometrii se pohyb po pfimce oznacuje jako translace ve sméru
této primky, kde se libovolny bod A zobrazi na bod A; v odpovidajici vzdalenosti
od sebe. Tato translace zobrazi piimku na sebe samou. Pokud se jednd o pohyb
po kruznici, lze tento pohyb oznacit jako ,kruhovy pohyb® a nazyva se rotace.
Rotace zobrazi libovolny bod A na dané kruznici na bod A; tak, ze ZASA;
je odpovidajici ndmi zvoleny thel, kde S je stfed kruznice po které se tento po-
hyb odehrava.

Vratme se do galileovské geometrie. Neni pochyb, zZe translace a pohyb po primce,
zminény vyse, ma v galileovské roviné stejny geometricky vyznam, kde se ve stej-
ném smyslu zobrazi primka na sebe samou a libovolny bod A se zobrazi na bod
Ay v odpovidajici vzdéalenosti. Poté neni obtizné zavést analogii ke ,kruhovému
pohybu* z eukleidovské geometrie. Je zfejmé, ze se bude jednat o cyklicky pohyb
a cyklickou rotaci. Galileovské transformace a (L.11), které jsou popséany
v kapitole [1.1] se skladaji ze dvou zobrazeni. Z translace

y=y+b

T =x+a
a elace

Y1 =0 +y

ry = .
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Necht je v galileovské roviné dan cyklus Z rovnici y = az?. Elace, kterd miize byt
zapsana také jako

Yy=Y% —uvx

r =T
prevede cyklus Z na cyklus Z; tak, Ze jeho rovnice bude
Y —0r = CMC%.

Tato rovnice se také da prepsat jako

2 2
o L N N
Y1 = axi + vxy a(xl—irfa +74a2) i
nebo jako
2
v Vg
+ — =alz; + —)".
n 4a (1 2a>

Je jasné, ze cykly Z a Z; jsou shodné. Z lze dostat translaénim zobrazenim

2

, v
-y + — 3.9
Yy =u la (3.9)
, v
=x+ —. 3.10
T =11+ o (3.10)
Z toho plyne, Ze transformace
/ U2
=vr+y+— 3.11
Yy vr Ty 1a ( )
, v
—r+ — 3.12
T=a4 o (3.12)

ktera je sloZzena z elace (3.7)-(3.8)) a z posunuti (3.9)-(3.10)), zobrazuje cyklus Z
na sebe. Co pfesné se pod témito zobrazenimi déje? Elace (3.7))-(3.8)) prevede bod

A, lezici na cyklu Z, na bod Ay na cyklu Z;. Translace (3.9)-(3.10|) zobrazi zpétné
bod A; na bod A’, ktery nélezi cyklu Z (obréazek vpravo a obrazek .

Definice 3.1.7. Necht je v galileovské geometrii dan cyklus Z s rovnici y =
ax? 4 2bx + ¢, pak zobrazeni, uréené rovnicemi
02

y =vr+y+—
da

p (5
r=x+ —,
2a

se nazyva cyklicka rotace podle cyklu Z s koeficientem v, kde v je koeficient dany
galileovskymi transformacemi.

Zobrazeni (3.7)-(3.8) prevede bod A na bod A; tak, ze plati dss, = O.
Translacni slozka cyklické rotace posune poté bod A; na bod A’ tak, Ze jejich
vzdalenost je da,ar = 5-. Z toho plyne, ze

v
daar = —
2a’
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Obrazek 3.8: Cyklickd rotace trojuhelniku ABC podle cyklu Z a koeficientem v

a proto pri vhodném zvoleni koeficientu v je mozné posunout bod A libovolnou
vzdélenosti d po cyklu Z. Staci dat ;- = d. Tedy je mozné tvrdit, Ze existuje
cyklicka rotace, jez vezme bod A na cyklu Z a prevede ho na predem zadany bod
A’ na Z. Tento druh homogenity maji v eukleidovské geometrii pouze primky
a kruznice a v galileovské geometrii pouze primky a cykly.

Dalsim dtlezitym pozorovanim je, ze zobrazeni — zobrazi cyklus

Y = az? + c,
na cyklus
Yy — VT = ax? + c.
Translacni slozka z cyklické rotace pak prevede tento cyklus zpét na
y = az + c.

Z toho plyne, Ze cyklicka rotace pievadi vSechny cykly typu y = ax? + ¢, kde ¢ je
volitelné, na sebe [Yaglom, 1979, s.92-94]. V eukleidovské geometrii je obdobné
tvrzeni s kruznici. Rotujeme-li kruznice, se stejnym stredem, podle jejich stiedu,
zobrazi se na sebe.

Diky cyklické rotaci lze dokdzat mnoho tvrzeni tykajicich se cykli. Nasleduje
nékolik dilezitych vét, u kterych vyuzijeme cyklickou rotaci.

Véta 12. Necht jsou diny tecny PA a PB z bodu P k cyklu Z, pak rekneme,
ze usecky PA a PB jsou shodné.

Dukaz. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze cyklus Z bude mit rovnici

= az?. Pouzitim vhodné zvolené cyklické rotace se cyklus Z zobrazi na sebe,
bod P se zobrazi na bod P’ na ose y a tetny PA a PB se zobrazi na teény
P'A" a P'B’ (obrazek [3.9). Jelikoz bod P’ lez na ose y a cyklus md rovnici
y = ax?, plati, Ze osa y puli tsecku A’'B’. Z toho plyne, Ze jsou tsecky P’'A’
a P'B’ stejné dlouhé, a protoze cyklickd rotace zachovava délky usecek, musi
platit dAp = dA/p = dA’P’ = dp/B/ = de [Yaglom, 1979, S.95]. ]
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Obrazek 3.9: Shodnost velikosti délek tisecek na tecnéch z bodu P s body dotyku
AaB
Dalsim tvrzenim, kde se vyuzije cyklicka rotace je napriklad tato véta:

Véta 13. Pokud primka | protind cyklus Z s rovnici y = ax* v bodech A a B
a cyklus Zy s rovnici y = ax® + ¢ v bodech M a N, pak plati |AM| = |[NB].

Dikaz. Podobnym principem jako u minulé véty, pouzijeme cyklickou rotaci,
ktera prevede primku [ na primku !’ tak, ze primka [’ je rovnobézna s osou x
(obrézek [3.10). Podle symetrie I protind Z a Z; v bodech A',B" a M’ N’ tak,
ze |A'M'| = |N'B'|. Jelikoz vime, 7Ze cyklicka rotace zachovava vzdélenosti, musi
platit i vztah |[AM| = [N B|. O

3.1.5 Pruamér cyklu

Vime, ze v eukleidovské geometrii plati, ze stfedy rovnobéznych tétiv v kruhu,
lezi na pruméru d daného kruhu. Uvazujme nyni, zda-li toto tvrzeni analogicky
plati pro cykly v galileovské geometrii. Je nutné pripomenout, ze zobrazeni (3.7))-
(13.8]) zobrazi primku s rovnici y = kx + s na primku y; = kyx1+s, kde ky = k+ v,
a translacni zobrazeni — zachova smér kazdé primky. Nechf je dan cyk-
lus Z rovnici y = ax? a rovnobézné tétivy k tomuto cyklu se zafixovanou smérnici
ko, pak cyklicka rotace s koeficientem v = —kj prevede vSechny tyto tétivy na té-
tivy se smérnici 0 (rovnobézné s osou x). Je ziejmé, ze stiedy zobrazenych tétiv
lezi na ose y. Z toho plyne, ze stiedy puvodnich tétiv lezi na piimce d, ktera
se pod touto cyklickou rotaci zobrazi na osu y. Primka d musi byt specialni ptim-
kou. Diky tomu je mozné formulovat nasledujici definici:

Definice 3.1.8. Stiredy rovnobéznych tétiv v cyklu Z lezi na specialni primce d,
coz je prumér cyklu Z.

Pozorovanim predeslych tvrzeni 1ze snadno ukazat, ze kazda specidlni piimka
v galileovské roviné je néjaky prumér cyklu Z. Analogicky v eukleidovské geome-
trii plati, ze kazda tétiva prochazejici stfedem dané kruznice je jejim primérem.
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Obrazek 3.10: Vztah prisecikt libovolné primky [ s dvéma rovnobéznymi cykly
Z a Zy, kterd nimi prochazi

Dalsim postiehem je, ze tecna k cyklu Z v bodé na konci priméru d je rovno-
bézna ke kazdé tétive, které maji stredy na primce d , , 5.95-96].

Pojdme se nyni podivat, jak se definuje vzdalenost bodu od dané krivky. Vzdale-
nost bodu A od ktivky I je vzdalenost bodu A od bodu B na krivce I, ktery je nej-
blize k bodu A (dar = mindap, VB € T'). V galileovské roviné by byla vzdélenost
libovolného bodu A od krivek I, které jsou funkcemi, vzdy nulova. Proto se zde
definuje vzdalenost jako specidlni vzdalenost 45 bodu A od bodu B na I' (ob-

razek [3.11]).

Definice 3.1.9. V galileovské geometrii se rovnobézné cykly lisi jen o konstantu c.

V takovém pripadé, pouzitim predeslé definice rovnobéznosti, je vzdéalenost
bodu A na cyklu Z; od rovnobézného cyklu Z mérena pomoci spole¢ného prumeéru

téchto cykli, ktery prochdzi danym bodem A [Yaglom) 1979, 5.98].

3.1.6 Dualni cyklus

V této sekci budeme chtit pouzit princip duality z kapitoly [2.2|na cyklus. Cyk-
lus Z je definovan jako mnozina bodu M, které vidi tsecku AB pod konstantnim
uhlem o

’4AMB| = (SMA,MB = Q.

Princip duality prevede tisecku AB na thel ® mezi primkami a a b, bod M
na primku m a primky M A a M B na body A a B, coz jsou pruseciky primky
m s pfimkami a a b. Dudlni k velikosti ahlu dy4 a5 je velikost tsecky AB, tedy
dap.

‘AB‘ = dAB - d
Z toho plyne:
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d(A, k) = d(A, B)

d(A, Z) = 5(A, B)

Obrazek 3.11: Primér cyklu a vzdélenost bodu od cyklu v galileovské geometrii
vs. prumeér kruznice a vzdalenost bodu od kruznice v eukleidovské geometrii

Definice 3.1.10. Mnozina primek m, na kterych dany thel ® vymezi tsecku AB
o konstantni délce d, je mnozina tecen k cyklu Z.

Tato definice je dudlni k definici cyklu v galileovské geometrii. Necht LA a
LB jsou piimky a m je primka, kterd protind primky LA a LB v bodech A
a B. Dale necht je cyklus Z tecny k primkam LA, LB a m v bodech D, F a F
(obrazek [3.12). Jelikoz jsou tecny z bodu k cyklu shodné, plati |[DA| = |AF)|
a |F'B| = |BE|. Z tohoto faktu a z faktu, ze v galileovské geometrii plati | DE| =
|DA| + |AB| + |BE|, plyne

\DE| = |AF| + |AB| + |FB| = 2|AB|.

Takze velikost |AB| tsecky AB, kterd lezi na tecné primce m k cyklu Z tak,
ze te¢ny LA a LB k cyklu Z se ho dotykaji v bodech D a E, je rovna poloviné
velikosti tisecky DE. Takze dudlni definice k cyklu je spravna.

Ted je mozné definovat dualni tvrzeni k vlastnostem cykli, které jsou do této
¢asti odvozeny. Dualni k vété: Necht jsou dany tecny PA a PB z bodu P k cyklu
Z, pak rekneme, Ze usecky PA a PB jsou shodné, (obrazek je

Véta 14. Kazda tetiva AB na cyklu Z svird s tecnami v bodech A a B k cyklu
Z shodné hly.

Dalsi véta, kterou lze dualizovat je: Stredy rovnobézZnijch tétiv v cyklu Z lezi
na specidlni primce d. Dudlni k rovnobéznym piimkam (tétiv) [ a [; jsou rovno-
bézné body L a L;. Dudlni k bodim A,B a A;,B;, které vzniknou jako pruseciky
cyklu Z s primkami [ a [y, jsou teény a,b a ay,b; z bodu L a L; k cyklu Z. Du-
alni k (rovnobéznym) stfedim M a M, tseéek AB a A;B; jsou primky m a my,
coz jsou osy uhla ZALB a ZALiB;. Z toho plyne, ze dualni véta zni:

Véta 15. Necht a,b a ai,by jsou tecny z rovnobéznich bodi L a Ly k cyklu Z, pak
osy m a my uhlu ZALB a ZA1Li By jsou rovnobeziné .
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Obrazek 3.12: K dudlni definici cyklu

[Yaglom), (1979, s.101-103]
K témto tvrzenim existuji eukleidovské analogie. Napiiklad k definici je
analogie: MnoZina primek m, na kterjch dang tuhel ZALB vymezi usecku AB
o konstantni délce d, je mnozZina tecen ke kruznici k(definice se da vyslovit
také jako véta, proto u analogie v eukleidovské geometrii se jednéd o vétu). Nebo
k vété [14] je eukleidovska analogie zfejma. Rika, ze tecny PA a PB v bodech A
a B z bodu P ke kruznici k tvori uhly /PAB a ZABP, které jsou shodné.

3.2 Cyklus opsany a vepsany trojuhelniku

Stejné, jako jsou v eukleidovské geometrii zavedeny kruznice opsané a vepsané

trojuhelniku, tak jsou v galileovské geometrii analogické zavedeni pro cykly opsané
a vepsané trojuhelniku v této roviné.
Necht je dan trojihelnik ABC' se stranami a, b a ¢ tak, ze |AB| = ¢, |BC| = a
a |CA| = b. Jelikoz pro definovani cyklu staci tfi nekolinedrni body, tak i tento
trojuhelnik ABC' s body A, B a C jednoznacné definuje cyklus Z. Tento cyklus
Z je opsany danému trojuhelniku ABC a lze zadefinovat takto:

Definice 3.2.1. Mnozina bodt, které vidi danou tsecku AB pod konstantnim
galileovskym thlem v = |ZACB| je cyklus opsany trojihelniku ABC.

Pro sestrojeni kruznice vepsané trojuhelniku se v eukleidovské geometrii da
pouzit castecna dualita. Nejedna se o princip duality korektné zavedeny, nybrz
o analogii, kde se za termin ,strana“ pouzije termin ,ihel®. Tedy, Ze stred kruz-
nice vepsané, na rozdil od kruznice opsané, nelezi na pruseciku os stran, ale na pri-
seciku os uhli. Podobnou analogii pouzijeme v galileovské geometrii. V tomto
pripadé se jiz o princip duality jednat bude. Je mozné si vSimnout, jak vypada
dualni cyklus k cyklu opsanému Z. Nicméné, na misto definice cyklu Z se vezme
definice, ktera rika:
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Obrazek 3.13: K dudlni vété ke shodnym délkdm na te¢néch z bodu k teénym
bodim

Definice 3.2.2. Necht je cyklus Z’ teény k primkam a, b a ¢, které tvori troju-
helnik ABC, pak se tento cyklus nazyva cyklus vepsany trojuhelniku ABC'.

Nasleduje diukaz existence zavedeného vepsaného cyklu Z’ trojihelniku ABC.

Dikaz. Je ziejmé, ze existuje-li vepsany cyklus Z’ trojihelniku ABC, musi se do-
tykat jedné strany trojuhelnika ABC' a dvou jeho dalsich prodlouzenych stran
(obrazek . Necht je tento cyklus tecny ke strané AB v bodé F a k prodlou-
zenym stranam C'A a CB v bodech E a D. Trojihelnik CDE je rovnoramenny,
protoze tecny C'D a C'E museji byt stejné velké, pouzijeme-li vétu o shodnych
tecnach k cyklu, a proto specidlni primka, prochazejici bodem C, protina tsecky
AB a ED. Aby toto platilo, musi byt strana ¢ nejvétsi stranou v trojuhelniku
ABC (takze ¢ = a + b). Plati-li

|CD| + |CE| = (|CB| +|BD|) + (|CA| + |AE|) = |CB| + |BF| + |CA| + |AF)|
=|CB| + |CA| + (|BF| + |AF|) = |CB| + |CA| + |AB],
vyjde rovnice

b
\CD|:|CE\:“+2+C:c=a+b.

Z toho vyjde

|AE| = |CE| — |CA| = a
|BD| = |CD| - |CB| =b

a jelikoz plati |AF| = |AE| a |BF| = |BD|, dostdvame
|AF| =a
IBF| = b.
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Obrazek 3.14: Cyklus vepsany a opsany trojihelniku ABC

Tyto rovnice determinuji pozici bodu D, E a F' na stranach trojuhelniku ABC.
Nyni je tfeba ukazat, ze cyklus opsany trojuhelniku DEF' je teény ke stranam
trojihelniku ABC' v bodech D, FE a F.

Obvodovy thel ZDEF cyklu Z' je roven rozdilu uhlat Z/DEC a /ZFEA. Zname
uhly v a « v trojihelnicich DEC a FEA a vime, zZe tyto trojihelniky jsou rov-
noramenné. 7Z toho plyne, ze

|/DEC| = %
|LFEA| =2,
2
a proto
/DEF| =1 ¢ 12 0
2 2" 2 2
Daéle vime, ze
|L/FDB| = g

a diky tomu je zfejmé, ze piimka DB = a. Tato primka tvori s tétivou DF' cyklu
Z'" thel |ZFDB| = g, coz je také obvodovy thel dany tétivou DF, a proto je DB
tecna k cyklu Z’.

Analogickym postupem zjistime, ze i pfimky FA = ba F'A = ¢ jsou tecny k cyklu

Z' v bodech E a F' |Yaglom, (1979, s.104-105]. O

3.2.1 polomeér a krivost

V sekci je zadefinovana kfivost cyklu. Tato ¢ast prace bude chtit urcit
ktivost P a polomér R cyklu opsaného Z a kfivost p a polomér r cyklu vepsaného
Z' trojihelniku ABC.
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Polomér cyklu se zavadi pomoci obvodového thlu jako r = 5,

opsany trojuhelniku ABC' plati

kde pro cyklus Z

€ _9R,
g
a proto z vlastnosti trojuhelnikt
b
2-2-S-9p
a By

Z poméru stran a 1ihli 2.2 a obsahu trojihelnika [2.5] plyne

a abe abe

R =5 = 20k ~ 2029 (3.13)
abc
R= 15 (3.14)

Zamérenim na cyklus vepsany 7', lze tento ptipad prevést na predchozi. Staci si
uvedomit, ze cyklus vepsany, ktery ma s trojihelnikem ABC' te¢né body D, E
a F, je zaroven cyklem opsanym trojihelniku DEF, jehoz strany jsou |EF| = d,
|DE| = f, |DF| = e a thly |[ZEDF| = 0, |£LDEF| = ¢, |£DFE| = ¢. Z
pozorovani diikazu existence cyklu vepsaného je vidét, ze

5=2
2
B
€ = —
2
_ 7
0=3
a z rovnoramennych trojihelniki FEAF, DBF a DCFE vyjdou vztahy
d=2a
e=2b
f=2c
Tyto vztahy urcuji polomér cyklu Z’ nasledujicim vztahem:
a_b_c_r
a B v 2

Vychazi zajimava vlastnost mezi cyklem opsanym a vepsanym
r=4R, (3.15)

kde r je polomér cyklu Z" a R je polomér cyklu Z. Z této vlastnosti také plyne
vztah kiivosti mezi danymi cykly

P =4p, (3.16)
kde P je kfivost cyklu Z a p je kiivost cyklu Z’. Bystrym pozorovanim a uveé-

doménim si predeslych poznatkl v této praci, lze tvrdit, ze je zde pouzit princip
duality. Jinymi slovy, Ze cyklus Z je dudlni k cyklu Z’ a polomér cyklu je dudlni
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k jeho kfivosti. Z tohoto poznatku, lze snadno ziskat ktivost téchto cykld. Pro
cyklus vepsany Z’ vyjde rovnice dualni k poloméru cyklu opsaného Z, tedy

a_B_7_y,

a b ¢ ’
A proto plati i

oz_B_v_P

a b ¢ 2

[Yaglom, [1979, s.105-106].

3.3 Mocnost bodu k cyklu a kruznici

Definice 3.3.1. Mocnost bodu M ke kruznici k(S,r) v eukleidovské geometrii
je cislo

m(M,k) = £|MA| - |MB|,
kde body A a B jsou pruseciky primky [, prochazejici bodem M, a kruznice k.

Je evidentni, Ze nezédlezi na volbé primky [, pokud prochazi bodem M. Déle
plati, Ze mocnost bodu ke kruznici m(M,k) je pozitivni, pokud bod M je vné
kruznice k, a negativni, pokud je bod M uvniti kruznice k. Jestlize je |M S| = d,
pak

m(M,k) = d* —r?
[Johnson, 2013 s.29].

3.3.1 Mocnost bodu ke kruznici

V galileovské geometrii je situace podobnd, ne-li jednodussi. Necht méame ga-
lileovskou kruznici k(S,r) a bod M v této roviné. Body A a B jsou pruseciky
primky [, prochazejici bodem M, a kruznice k. Je zfejmé, ze pro kazdou primku
[, prochézejici bodem M, plati, ze vzdélenosti |M A| a |M B| se neméni. Z toho
lze vyvodit, Ze nezélezi na volbé primky [, aby byl sou¢in [MA| - |M B| stejny.

Definice 3.3.2. Rekneme, Ze mocnost bodu M ke kruznici k(S, ) je v galileovské
geometrii dan vztahem

m(M,k) = £|MA| - |MB|.

Podobné jako v eukleidovské geometrii plati, Ze je-li bod M wvné kruznice
k, pak je ¢islo m(M,k) vétsi nez nula, a pokud je bod M uvnitt kruznice k,
pak je ¢islo m(M,k) zaporné. Uvédomme si, ze tyto poznatky plati, i prestoze
jsou vzdalenosti |[MA| a |M B| v galileovské geometrii orientované (mohou byt
i negativni). Dalsim pozorovanim je, ze je-li vzdalenost bodu M od stiedu S
kruznice k rovna d (|M S| = d), pak jsou vzdalenosti |[M A| a |M B| rovny ¢islim
d+ 1 ad— 1P Z toho vyjde vztah

m(M,k) = d* —r*.
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\ B(x% y?)
Az, y1)
M (g, 0)

ne

Obrazek 3.15: Mocnost bodu M ke kruznici k(S,r) v galileovské geometrii

Necht ma bod M soutadnice (g, o) a * = 1, * = 3 jsou rovnice dvou specidl-
nich primek dané kruznice k, pak délky tsecek M A a M B jsou x1 — zg a 9 — Xg
(obrazek [3.15)), a proto mocnost bodu M ke kruznici k je

m(M,k) = (z1 — x0) (e — x0) = (0 — x1) (20 — X2).
Jelikoz je v tomto pripadé rovnice
(r—x)(x—29) =0 (3.17)

rovnice galileovské kruznice, je spravné tvrzeni: ,Mocnost bodu M ke kruznici k
je vysledek nahrazeni souradnic z a y na levé strané rovnice (3.17)) za souradnice
(20, Y0) bodu M“ [Yaglom, |1979, s.119].

3.3.2 Mocnost bodu k cyklu

Analogie ke kruznici je v galileovské geometrii cyklus, a proto se nabizi otazka,
jestli existuje mocnost bodu k cyklu Z. Existuje a konkrétné bude opét ve stejném
tvaru.

Definice 3.3.3. Nechf libovolna piimka [ prochazi bodem M a protina cyklus Z
v bodech A a B, pak mocnost bodu M k cyklu Z je

m(M,Z) = £|MA| - |MB|.

Je nutné ovérit, zda-li nezalezi na vybéru primky [, protinajici cyklus Z bo-
dech A a B a prochazejici bodem M.
Necht jsou dany primky [ a [, prochazejici bodem M a které protinaji cyklus 2
v bodech A,B a Ay,B;. Pokud je bod M na cyklu Z, pak [MA| = 0am(M,Z) = 0.
V ostatnich pripadech plati, ze /B1BA a ZAA;B; jsou obvodové thly cyklu Z

2Z4lezi na poloze bodu M
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Obrazek 3.16: Mocnost bodu M k cyklu Z v galileovské geometrii nezalezi na vy-
béru primky, prochazejici M

a oblouky, které na cyklu Z vyznacuji, jsou stejné velké, a proto jsou tyto thly
shodné (obrazek [3.16). Stejné tak plati |[ZBAA| = |£A;B1B|, z ¢ehoZ plyne,
ze trojuhelniky M AA; a M B; B maji shodné uhly. Dale z faktu, Ze strany v troj-
uhelniku jsou ve stejném poméru jako jeho uhly, plati rovnice

|MA| _ |M B |
|MA,|  |MB|
a z toho rovnice
|MA|-|MB| = |MA,|-|MB;| =m(M,Z). (3.18)

Tyto rovnice ndm fikaji, Ze mocnost m bodu M k cyklu Z nezélezi na volbé
primky [, prochazejici bodem M. Stejné jako u kruznice je mocnost kladna, po-
kud se bod M nachézi vné cyklu Z, zaporna, pokud se bod M nachéazi uvnitt
cyklu Z, a rovna nule, pokud bod M lezi na cyklu Z [Richter-Gebert], 2011}, 5.463-
464).

Necht ma bod M soufadnice (xg,yo), T2 + 2bix + 2byy + ¢ = 0 je rovnice cyklu
Z a primka [, prochazejici bodem M, ma rovnici y — yo = k(z — xy). Body A
a B, které vzniknou jako pruseciky primky [ a cyklu Z, maji soufadnice (z1,y;)
a (x2,y2). Dosazenim rovnice piimky [ do rovnice cyklu Z vyjde

2% + 2(by + kby)x + (2ba(yo — kx) +¢) =0
tak, ze

T1+ X9 = —2(b1 + kbg)
T1Xo = ng(yo — k.??o) +c.

Takze mocnost bodu M k cyklu Z je

m(M,Z) = (.1’1 — 1'0)(33'2 — l’o) = l’g — (1'1 + $2>$0 + 2122,
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COZ se Tovna vyrazu
5(7(2) + 2(b1 -+ kbg)l’o -+ ng(yo — kJZE()) +c= ZE% + 2b11’0 + 2b2y0 + c.

Slovy tento postup tikd: ,Mocnost bodu M k cyklu Z je vysledek nahrazeni
soufadnic z a y na levé strané rovnice x2 + 2byx + 2byy + ¢ = 0 za soufadnice
(x0,Y0) bodu M*“ [Yaglom, |1979, s.120-121].

3.3.3 Mnoziny bodu se stejnou mocnosti bodu

Rovnice mnoziny bodu, které maji ke galileovské kruznici k s rovnici ([3.17))
mocnost bodu rovnou k, je

22 + 2bx + ¢ = K.

Z toho lze fici, ze tato mnozina bodi tvori soustfednou kruznicf]s kruznici k.
Podobné rovnice mnoZiny bodt, které maji k cyklu Z s rovnici 22 + 20,z + 2boy +
¢ = 0 mocnost bodu rovnou «, je

22 42012 + 2byy + ¢ = K.

Tato mnozina bodt je podle této rovnice cyklus rovnobézny s cyklem Z.
Poslednim pripadem je mnozina bodi, které maji stejnou mocnost bodu bud
k dvou kruznicim, nebo k cyklu a ke kruznici, nebo k dvou cyklim. Tato mnozina
bodt tvoii piimku r a nazyva se radikdlni osa |Yagloml 1979, s.121]. V eukleidov-
ské geometrii existuje také radikalni osa. Jedna se o mnozinu bodi, které maji
ke dvou ruznym kruznicim stejnou mocnost bodu a nazyvame ji chorddla danych
kruznic [Yaglom, 2009, s.50].

3KruZnice se stfedem na stejné specidlni pifmce
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Z.aver

Cilem prace, jak je vyliceno v ivodni sekci, bylo zavést zdkladni pojmy a defi-
nice, které jsou charakteristické pro galileovskou geometrii, formulovat a dokazat
veéty, které jsou s témito pojmy spojeny a porovnat nékteré analogické vztahy
se vztahy v eukleidovské geometrii.

V textu je zavedena galileovskd geometrie, kterd vznikne pomoci galileovskych
transformacich bodt na primce. Pomoci invarianci pod témito transformacemi
vznika galileovskd rovina, v které je postupné zavedena vzdéalenost dvou bodi,
tthel mezi dvéma primkami, trojihelnik a jeho shodnosti a podobnosti, kruznice
a cyklus. To jsou zdkladni pojmy, kterymi se tato prace zabyva. Chronologické
zavedeni pojmu je dulezité, protoze bez formulovani pocatecnich definic a ga-

vvvvvv

vvvvvv

jich vlastnostmi a dilezitymi vétami, které jsou s nimi spojené, prace zabyva z nej-
veétsi ¢asti. V kapitole o cyklech se formuluje jejich definice ze dvou pohled. Prvni
pohled ukazuje cyklus v galileovské roviné jako mnozinu bodi, které ,,vidi“ danou
usecku pod konstantnim thlem. Druhy pohled tika, Ze cykly jsou kiivky v gali-
leovské roviné, které maji konstantni nenulovou krivost. Druhy pohled se c¢asto
objevuje v projektivni geometrii.

Je zajimavé, jak galileovskd geometrie tzce souvisi s eukleidovskou geometrii
a s projektivni geometrii, kde nékteré véty mohou byt vnimané z vice thli po-
hledu. Prace zavedla zédkladni pojmy, na které se vSak da navazovat dale, napii-
klad studiem ¢tyttuhelnika, cykld pripsanych danému trojihelniku, ¢i podobnosti
a jinych dulezitych zobrazeni, které maji v galileovské geometrii smysl. Prace
muze byt vyuzita, jako doplnujici text k vyuce neeukleidovské geometrie a jako
informacni text k tématu kinetika primocarého pohybu, ¢i galileovské transfor-
mace. Chtél bych, aby tato prace byla motivaci pro studium galileovské geometrie
v prostoru a dalsich pseudo-eukleidovskych a neeukleidovskych geometrii.
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