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Úvod
Cieľom tejto bakalárskej práce je ukázať vybrané aplikácie konečných telies

v kombinatorike. Práca je členená na štyri kapitoly: Latinské štvorce, Afínne a
projektívne roviny, Blokové designy, Hadamardove matice. V prvej kapitole sa
venujeme vlastnostiam a konštrukciám latinských štvorcov a množín kolmých
latinských štvorcov. V kapitole o afínnych a projektívnych rovinách najprv vy-
svetlíme vlastnosti projektívnej a afínnej roviny pomocou axiómov, a ďalej po-
mocou afínnej roviny skonštruujeme kompletnú množinu vzájomne kolmých latin-
ských štvorcov. Obsahom kapitoly o blokových designoch je predviesť konštruk-
ciu symetrického designu pomocou ľubovolnej nadroviny projektívneho priestoru.
Štvrtá kapitola ukáže jednoduchú konštrukciu Hadamardovej matice pomocou
prvkov konečného telesa.

Tvrdenia prevzaté z použitej literatúry som doplnil o vlastné dôkazy. V nie-
ktorých dôkazoch prevzatých z literatúry som doplnil chýbajúce kroky, prípadne
pridal lepšie vysvetlenie konkrétneho kroku. Pridal som do práce rôzne príklady,
ktoré ilustrujú nové pojmy, alebo aplikujú postupy konštrukcií predvedených v
dôkazoch tvrdení. Doplnil som vlastné tvrdenia a lemmata, pomocou ktorých som
riešil príklady alebo postupoval v krokoch dôkazov. Poznámkami v práci som sa
snažil lepšie vysvetliť vlastnosti definovaných objektov.
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1. Latinské štvorce
1.1 Úvod

Latinské štvorce fascinovali matematikov už od dávnych vekov. Pretože majú
veľa zaujímavých vlastností, užitočných aplikácií, a sú spojené s rôznymi otvore-
nými problémami, latinské štvorce sa študujú aj v súčastnosi.

Definícia 1. Latinský štvorec rádu n je n × n matica obsahujúca n rozličných
symbolov (zvyčajne sa označujú 0, 1, . . . , n - 1) takých, že v každom riadku a
stĺpci matice je každý symbol práve raz.

Príklad. Latinský štvorec rádu 6:

0 1 2 3 4 5
1 2 3 4 5 0
2 3 4 5 0 1
3 4 5 0 1 2
4 5 0 1 2 3
5 0 1 2 3 4

Zdalo by sa, že pre každé n existuje aspoň jeden latinský štvorec rádu n.
Nasledujúca veta tento fakt formálne dokazuje.

Tvrdenie 1. Existuje latinský štvorec rádu n pre každé n ≥ 1.

Dôkaz. Uvažme tabuľku sčítania aditívnej grupy Z/nZ celých čísel modulo n.
Nech je v nejakom riadku alebo stĺpci nejaká hodnota dvakrát, tj. platí a+b ≡ a+c
pre nejaké b ̸≡ c. Odtiaľ máme triviálne spor.

Poznámka. Latinský štvorec z predošlého príkladu je tabuľka sčítania aditívnej
grupy Z/6Z.

Bodom záujmu teórie latinksých štvorcov je určiť koľko latinských štvorcov
daného rádu existuje.

Definícia 2. (Mullen a Mummert, 2007) Symbol Ln označuje počet rôznych
latinských štvorcov rádu n.

Hodnotu Ln nevieme vždy jednoducho určiť a preto sa obmedzíme na redu-
kované latinské štvorce.

Definícia 3. Latinský štvorec rádu n sa nazýva redukovaný, ak jeho prvý riadok
a stĺpec sú v tvare 0, 1, . . . , n - 1.

Definícia 4. (Mullen a Mummert, 2007) Symbol ln označuje počet rôznych re-
dukovaných latinských štvorcov rádu n.

Nasledujúca veta dáva vzájomný vzťah hodnôt Ln a ln.
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Veta 2. (Mullen a Mummert, 2007) Pre každé n ≥ 2, Ln = n!(n - 1)!ln.

Dôkaz. Uvažme redukovaný latinský štvorec rádu n. Permutáciami stĺpcov do-
staneme n! rôznych latinských štvorcov. Potom permutovaním posledných n - 1
riadkov dostaneme (n - 1)! rôznych latinských štvorcov, z ktorých každý bude
rôzny od tých, ktorých sme dostali stĺpcovými permutáciami. Týmito dvoma
permutáciami na redukovanom latinskom štvorci dostaneme n!(n - 1)! rôznych
latinských štvorcov, z ktorých je práve jeden redukovaný. Navyše, týmito per-
mutáciami riadkov a stĺpcov ľubovoľného latinského štvorca vieme dostať jedno-
značne určený redukovný latinský štvorec rádu n, a odtiaľ plynie veta.

Príklad. Vypočítame hodnoty ln pre n = 2, 3, 4.
Pre n = 2 a n = 3 máme jeden možný redukovaný latinský štvorec.

0 1
1 0

0 1 2
1 2 0
2 0 1

Pre n = 4 máme štyri možné redukované latinské štvorce.

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 0 1
3 2 1 0

0 1 2 3
1 0 3 2
2 3 1 0
3 2 0 1

0 1 2 3
1 2 3 0
2 3 0 1
3 0 1 2

0 1 2 3
1 3 0 2
2 0 3 1
3 2 1 0

Nasledujúca tabuľka ukazuje hodnoty ln pre n ≤ 7.

n 2 3 4 5 6 7
ln 1 1 4 56 9,408 16,942,080

Tabuľka 1.1: Hodnoty ln pre malé n.

Pre malé n sa dajú hodnoty ln vypočítať ručne a pre trochu väčšie n vieme
použiť počítač. Hodnota ln pre n ≥ 12 je neznáma. (viz Mullen a Mummert, 2007,
str. 45)

1.2 Kolmosť
Dva latinské štvorce rovnakého rádu môžeme prekryť a vznikne tak nový

latinský štvorec usporiadaných párov.
Príklad.

0 1 2
1 2 0
2 0 1

prvý štvorec

0 1 2
2 0 1
1 2 0

druhý štvorec

(0,0) (1,1) (2,2)
(1,2) (2,0) (0,1)
(2,1) (0,2) (1,0)

prekrytý štvorec

Všimnime si, že v tomto prípade sa každý z deviatich možných usporiadaných
párov v prekrytom štvorci vyskytuje práve raz. Zovšeobecnením tohto konceptu
do ľubovoľných rádov dostaneme nasledujúcu definíciu.
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Definícia 5. (Mullen a Mummert, 2007) Dva latinské štvorce rádu n sú kolmé
(ortogonálne), ak ich prekrytím dostaneme každý z n2 rôznych usporiadaných
párov práve raz. Latinské štvorce L1, . . . , Lt sa nazývajú vzájomne kolmé, ak sú
každé dva štvorce kolmé.

Príklad. Tri vzájomne kolmé latinské štvorce rádov 5, 8 a 9.

0 1 2 3 4
1 2 3 4 0
2 3 4 0 1
3 4 0 1 2
4 0 1 2 3

0 1 2 3 4
2 3 4 0 1
4 0 1 2 3
1 2 3 4 0
3 4 0 1 2

0 1 2 3 4
3 4 0 1 2
1 2 3 4 0
4 0 1 2 3
2 3 4 0 1

0 1 2 3 4 5 6 7
1 0 4 7 2 6 5 3
2 4 0 5 1 3 7 6
3 7 5 0 6 2 4 1
4 2 1 6 0 7 3 5
5 6 3 2 7 0 1 4
6 5 7 4 3 1 0 2
7 3 6 1 5 4 2 0

0 1 2 3 4 5 6 7
2 4 0 5 1 3 7 6
3 7 5 0 6 2 4 1
4 2 1 6 0 7 3 5
5 6 3 2 7 0 1 4
6 5 7 4 3 1 0 2
7 3 6 1 5 4 2 0
1 0 4 7 2 6 5 3

0 1 2 3 4 5 6 7
3 7 5 0 6 2 4 1
4 2 1 6 0 7 3 5
5 6 3 2 7 0 1 4
6 5 7 4 3 1 0 2
7 3 6 1 5 4 2 0
1 0 4 7 2 6 5 3
2 4 0 5 1 3 7 6

0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 0 4 5 3 7 8 6
2 0 1 5 3 4 8 6 7
3 4 5 6 7 8 0 1 2
4 5 3 7 8 6 1 2 0
5 3 4 8 6 7 2 0 1
6 7 8 0 1 2 3 4 5
7 8 6 1 2 0 4 5 3
8 6 7 2 0 1 5 3 4

0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0 1 5 3 4 8 6 7
1 2 0 4 5 3 7 8 6
6 7 8 0 1 2 3 4 5
8 6 7 2 0 1 5 3 4
7 8 6 1 2 0 4 5 3
3 4 5 6 7 8 0 1 2
5 3 4 8 6 7 2 0 1
4 5 3 7 8 6 1 2 0

0 1 2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 0 1 2
6 7 8 0 1 2 3 4 5
7 8 6 1 2 0 4 5 3
1 2 0 4 5 3 7 8 6
4 5 3 7 8 6 1 2 0
5 3 4 8 6 7 2 0 1
8 6 7 2 0 1 5 3 4
2 0 1 5 3 4 8 6 7

Definícia 6. N(n) označuje veľkosť najväčšej možnej množiny vzájomne kolmých
latinských štvorcov rádu n.

Príklad. Uvažme dva kolmé latinské štvorce L1 a L2. Ďalej preveďme nejakú per-
mutáciu π na symboloch štvorca L1, označme novovzniknutý štvorec L′

1 a uvažme
prekrytý štvorec s L2. Keby sa v prekrytom štvorci vyskytovala nejaká usporia-
daná dvojica dvakrát, znamenalo by to, že po prevedení ľubovoľnej permutácie
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na symboloch štvorca L′
1 sa bude taktiež v prekrytom štvorci s L2 vyskytovať ne-

jaká usporiadaná dvojica dvakrát. Uvažme inverznú permutáciu k π a dostaneme
spor. Teda permutácia symbolov latinského štvorca nemení jeho kolmosť s iným
štvorcom.

Tvrdenie 3. N(n) ≤ n - 1 pre všetky n ≥ 2.

Dôkaz. Z predošlého príkladu môžeme predpokladať, že prvý riadok každého
štvorca v množine vzájomne kolmých štvorcov je tvaru 0, 1, . . . , n - 1. Uvažme
prvky v druhom riadku, prvom stĺpci štvorca v množine. Zrejme tento prvok
nemôže byť 0, inak by to nebol latinský štvorec. Keďže prvky na tejto pozícii
musia byť pre zachovanie kolmosti v každom štvorci rôzne, máme najviac n - 1
možností. Odtiaľ nutne N(n) ≤ n - 1.

Definícia 7. Množina t ≥ 2 vzájomne kolmých latinských štvorcov rádu n sa
nazýva kompletná, ak t = n - 1.

Teraz ukážeme, že ak q je mocnina prvočísla, potom môžeme použiť teleso Fq

na zostrojenie kompletnej množiny vzájomne kolmých latinských štvorcov.

Veta 4. (Mullen a Mummert, 2007) Ak q je mocnina prvočísla, potom platí, že
N(q) = q - 1.

Dôkaz. Nech F ∗
q = {a1, . . . , aq−1}. Označme riadky a stĺpce q×q matice prvkami

Fq. Pre každé 1 ≤ i ≤ q - 1 zkonštruujeme latinský štvorec Li následovne. Buď
fi(x, y) lineárny polynóm fi(x, y) = aix + y. Na pozícii (x, y) vo štvorci Li buď
hodnota fi(x, y) modulo q. Takto vytvorený štvorec je latinský, lebo keby sa v
nejakom riadku vyskytovala rovnaká hodnota dvakrát, platilo by, že aix + y1 ≡
aix+y2 pre y1 ̸= y2, čo je spor. Podobne sa dostaneme do sporu za predpokladu, že
sa vyskytuje v nejakom stĺpci rovnaká hodnota dvakrát. Takto vytvorené štvorce
sú zároveň všetky rôzne, lebo sa líšia v prvom stĺpci.

Ďalej treba overiť vzájomnú kolmosť týchto štvorcov, teda že každé dva štvorce
sú kolmé. Nech 1 ≤ i < j ≤ q - 1, a buď (b1, b2) ľubovoľný pár prvkov Fq. To, že
sa tento pár vyskytne, keď sa štvorce Li a Lj prekryjú, je ekvivalentné s tým, že
má sústava

aix+ y = b1,

ajx+ y = b2

riešenie nad Fq. Jej jednoznačným riešením je x = (b1 − b2)(1 − aja
−1
i )−1a−1

i ,
y = (b2 − aja

−1
i b1)(1 − aja

−1
i )−1, a teda ľubovolný pár prvkov Fq sa v prekrytej

matici vyskytuje práve raz, a to na pozícii (x, y).

Príklad. Zostrojíme kompletnú množinu vzájomne kolmých latinských štvorcov
rádu 4 pomocou telesa F4. Majme α generátor F ∗

4 splňujúci α2 = α + 1. Podľa
predošlého dôkazu zostrojíme tri polynómy x + y, αx + y, α2x + y a z nich
dostaneme hľadanú množinu štvorcov K1, K2, K3.
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0 1 α α2

1 0 α2 α
α α2 0 1
α2 α 1 0

K1

0 1 α α2

α α2 0 1
α2 α 1 0
1 0 α2 α

K2

0 1 α α2

α2 α 1 0
1 0 α2 α
α α2 0 1

K3

Ukázali sme, že ak n je mocnina prvočísla, potom N(n) = n - 1. Problém
určiť N(n) pre iné n je omnoho zložitejší a pre väčšinu n ostáva otvoreným prob-
lémom. Dôležitá hypotéza je, že kompletná množina vzájomne kolmých latinských
štvorcov rádu n existuje len v prípade, že n je mocnina prvočísla.

Hypotéza 5. (Mullen a Mummert, 2007) Pre n ≥ 2, N(n) = n - 1 práve vtedy,
keď n je mocnina prvočísla.

1.3 Konštrukcie
Na záver kapitoly predvedieme niektoré nástroje na konštrukciu kolmých latin-

ských štvorcov. Najprv ukážeme nutnú podmienku pre existenciu štvorca kolmého
k danému latinskému štvorcu.

Definícia 8. Transversála latinského štvorca je taká množina jeho symbolov, že
obsahuje práve jednu hodnotu z každého stĺpca a riadku, ale zároveň obsahuje
každý symbol práve jeden krát.

Príklad. V nasledújúcom latinskom štvorci rádu 8 je vyznačených 8 transversál.
Hodnoty, ktoré patria do rovnakej transversály, sú označené rovnakým písmenom.
Všimnime si, že žiadne transversály nezdieľajú nejaký prvok na rovnakej pozícii.
Také transversály nazývame disjunktné.

1a 2b 3c 4d 5e 6f 7g 8h

7b 8a 5d 6c 2f 4e 1h 3g

2c 1d 6a 3b 4g 5h 8e 7f

8d 7c 4b 5a 6h 2g 3f 1e

4f 3e 1g 2h 7a 8b 5c 6d

6e 5f 7h 8g 1b 3a 2d 4c

3h 6g 2e 1f 8c 7d 4a 5b

5g 4h 8f 7e 3d 1c 6b 2a

Tvrdenie 6. K latinskému štvorcu L rádu n exituje kolmý latinský štvorec práve
vtedy, keď sa dá L rozložiť na n disjunktných transversál.

Dôkaz. Pre dôkaz prvej implikácie uvažme L, druhý štvorec, ktorý je kolmý na
L a štvorec, ktorý vznikne ich prekrytím. Zvolme ľubovoľný symbol z druhého
štvorca a uvažme všetky usporiadané dvojice z prekrytého štvorca, ktoré majú
druhú hodnotu tento zvolený symbol. Potom prvé hodnoty v týchto dvojiciach
tvoria transversálu L. To preto, lebo z toho, že druhý štvorec je latinský, sú
všetky tieto dvojice v rôznom riadku a stĺpci, a pretože sú tieto štvorce kolmé,
vyskytuje sa každá dvojica práve raz. Po zvolení všetkých symbolov v druhom
štvorci dostaneme spolu n disjunktných transversál.
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V dôkaze druhej implikácie zkonštruujeme po častiach druhý latinský štvorec
kolmý s L. Zvolme ľubovoľných n symbolov. Zvolme ľubovoľnú transversálu L.
Na pozície prvkov transversály vložme do druhého štvorca jeden zvolený symbol.
Takto volíme vždy z transversál a symbolov, ktoré ešte neboli použité. Nakoniec
dostaneme latinský štvorec, pretože sme vkladali symboly na pozície disjunktných
transversál. Štvorec L a vytvorený štvorec sú kolmé, lebo pri ich preložení nemôže
nastať žiadna usporiadaná dvojica dvakrát, čo je ľahko vidieť z konštrukcie.

Príklad. Nech q je mocnina nepárneho prvočísla. Ukážeme, že pre latinský štvorec
L = (li,j) rádu q - 1, ktorý reprezentuje tabuľku násobenia v grupe F ∗

q , neexistuje
latinský štvorec k nemu kolmý. Zvolme α generátor F ∗

q . Nech prvky L na pozíciach
(i, π(i)) pre nejakú permutáciu π tvoria transversálu. Potom máme

∏︂
x∈F ∗

q

x =
∏︂

i∈F ∗
q

l(i,π(i)) =
∏︂

x∈F ∗
q

xπ(x) = (
∏︂

x∈F ∗
q

x)2
,

z čoho plynie ∏︂
x∈F ∗

q

x = 1.

Z malej Fermatovej vety máme, že α(q−1)/2 je koreňom polynómu x2 − 1 nad
telesom Fq, teda α(q−1)/2 ≡ ±1 mod q. Pretože α je rádu q−1, platí α(q−1)/2 ≡ −1
mod q. Zároveň tak platí

∏︂
x∈F ∗

q

x = α
∑︁q−2

k=0k = α
(q−2)(q−1)

2 = (α
(q−1)

2 )
q−2

= (−1)q−2 = −1.

Pretože q je nepárne, dostaneme spor. Štvorec L neobsahuje žiadnu transversálu
a stačí použiť predošlú vetu.
Príklad. Tabuľka násobenia grupy F ∗

5 neobsahuje žiadnu transversálu, a tak k
tomuto latinskému štvorcu neexistuje kolmý štvorec.

1 2 3 4
2 4 1 3
3 1 4 2
4 3 2 1

Definícia 9. Latinský štvorec kolmý k svojej transponovanej matici sa nazýva
samo-ortogonálny.

Príklad. Latinský štvorec K2 z príkladu pod Vetou 4 je samo-ortogonálny.

0 1 α α2

α α2 0 1
α2 α 1 0
1 0 α2 α

K2

0 α α2 1
1 α2 α 0
α 0 1 α2

α2 1 0 α
transponovaný K2

(0, 0) (1, α) (α, α2) (α2, 1)
(α, 1) (α2, α2) (0, α) (1, 0)
(α2, α) (α, 0) (1, 1) (0, α2)
(1, α2) (0, 1) (α2, 0) (α, α)

prekrytá matica
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Teraz ukážeme metódu, ako zkombinovať dva latinské štvorce do nového la-
tinského štvorca. Buď A = (ai,j) latinský štvorec rádu n1 a B = (bk,l) latinský
štvorec rádu n2. Definujme novú maticu C = (c(i,k),(j,l)) = ((ai,j, bk,l)), kde riadky
(i, k) a stĺpce (j, l) tejto matice sú usporiadané lexikograficky. Máme tak, že rád
matice C je n1n2. Maticu C značíme A⊗B.
Príklad.

0 1
1 0

A

0 1 2
1 2 0
2 0 1

B

00 01 02 10 11 12
01 02 00 11 12 10
02 00 01 12 10 11
10 11 12 00 01 02
11 12 10 01 02 00
12 10 11 02 00 01

A⊗B

Pre jednoduchosť sú zátvorky a čiarky v matici vynechané.

Nasledujúce dve lemmata ukazujú, že predvedená konštrukcia sa dá použiť na
zostrojenie množiny vzájomne kolmých latinských štvorcov.

Lemma 7. Ak A a B sú latinské štvorce rádu n1 a n2, potom A⊗B je latinský
štvorec rádu n1n2.

Dôkaz. Označme A = (ai,j), B = (bk,l), C = (c(i,k),(j,l)) = ((ai,j, bk,l)). Pre
spor, nech je v riadku (i, k) matice C nejaká usporiadaná dvojica dvakrát, teda
(ai,j1 , bk,l1) = c(i,k),(j1,l1) = c(i,k),(j2,l2) = (ai,j2 , bk,l2), kde (j1, l1) < (j2, l2). Ak
j1 < j2, potom platí ai,j1 = ai,j2 , čo dáva spor s tým, že A je latinský štvorec. Ak
j1 = j2 a l1 < l2, potom platí bk,l1 = bk,l2 , čo dáva spor s tým, že B je latinský
štvorec. Podobne dostaneme spor za predpokladu, že je v stĺpci (j, l) matice C
nejaká usporiadaná dvojica dvakrát. Z toho plynie, že A⊗B je latinský štvorec.

Lemma 8. Ak A(1) a A(2) sú kolmé latinské štvorce rádu n1, a ďalej B(1) a B(2)

sú kolmé latinské štvorce rádu n2, potom A(1)⊗B(1) a A(2)⊗B(2) sú kolmé latinské
štvorce rádu n1n2.

Dôkaz. Označme A(1) = (a(1)
i,j ), B(1) = (b(1)

k,l ), C(1) = (c(1)
(i,k),(j,l)) = ((a(1)

i,j , b
(1)
k,l )),

A(2) = (a(2)
i,j ), B(2) = (b(2)

k,l ), C(2) = (c(2)
(i,k),(j,l)) = ((a(2)

i,j , b
(2)
k,l )) a D = (d(i,k),(j,l)) ma-

ticu, ktorá vznikne prekrytím matíc C(1) a C(2). Pre spor, nech obsahuje matica D
na pozíciách {(i, k), (j, l)} a {(m, o), (n, p)} nejakú usporiadanú dvojicu dvakrát,
teda ((a(1)

i,j , b
(1)
k,l ), (a

(2)
i,j , b

(2)
k,l )) = d(i,k),(j,l) = d(m,o),(n,p) = ((a(1)

m,n, b
(1)
o,p), (a(2)

m,n, b
(2)
o,p)).

Teda platí a(1)
i,j = a(1)

m,n, a
(2)
i,j = a(2)

m,n a tiež b(1)
k,l = b(1)

o,p, b
(2)
k,l = b(2)

o,p. BÚNO (i, k) <
(m, o). Ak i < m, potom A(1) obsahuje na pozíciách (i, j) a (m,n) prvok a

(1)
i,j a

A(2) obsahuje na pozíciách (i, j) a (m,n) prvok a
(2)
i,j , teda matica, ktorá vznikne
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prekrytím matíc A(1) a A(2) obsahuje usporiadanú dvojicu (a(1)
i,j , a

(2)
i,j ) dvakrát. Z

tade A(1) a A(2) nie sú kolmé. Podobne, ak i = m a k < o, potom B(1) a B(2) nie
sú kolmé. V oboch prípadoch dostaneme spor, a teda A(1) ⊗B(1) a A(2) ⊗B(2) sú
kolmé latinské štvorce.

Predošlé lemma môžeme použiť napríklad pri zostrojení páru vzájomne kol-
mých latinských štvorcov rádu 21. Stačí nájsť pár kolmých štvorcov rádu 3 a
pár kolmých štvorcov rádu 7. Problém nastane pri číslach tvaru n = 2(2k + 1),
pretože N(2) = 1. Pre ostatné čísla máme N(n) ≥ 2.

Veta 9. (Mullen a Mummert, 2007) Buď n = q1 . . . qr, kde qi sú mocniny rôznych
prvočísel a q1 < . . . < qr. Potom N(n) ≥ q1 - 1.

Dôkaz. Použitím konštrukcie popísanej vyššie vieme zkonštruovať množinu vzá-
jomne kolmých latinských štvorcov rádu n z množiny vzájomne kolmých latin-
ských štvorcov rádu qi pre 1 ≤ i ≤ r. Potom Veta 4 udáva dolnú hranicu pre
N(n).
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2. Afínne a projektívne roviny
2.1 Úvod

V úvode tejto kapitoly definujeme afínne a projektívne roviny a popíšeme ich
základné vlastnosti. Ako je zvykom, afínne roviny nad telesom Fq budeme značiť
AG(2, Fq) a projektívne PG(2, Fq). Všeobecnejšie, AG(m, Fq) a PG(m, Fq) budú
značiť afínny a projektívny priestor dimenzie m ≥ 2 nad telesom Fq.
Definícia 10. (Mullen a Mummert, 2007) Projektívna rovina sa skladá z mno-
žiny bodov, množiny priamok a relácie incidencie udávajúcej, ktoré body ležia na
ktorých priamkach. Táto relácia musí spĺňať nasledujúce tri axiómy:

(1) Každé dve priamky majú jednoznačne určený bod, s ktorým sú incidentné.

(2) Každé dva body majú jednoznačne určenú priamku, s ktorou sú incidentné.

(3) Existujú aspoň štyri body, z ktorých žiadne tri nie sú incidentné s rovnakou
priamkou.

Všimnime si dualitu týchto axiómov; ak sú slová priamky a body zamenené,
prvé dva axiómy v definícii sú triviálne zachované. Dualitu tretieho bodu teraz
dokážeme.

K dôkazu Lemmatu 10 a Viet 11, 12 ma viedla literatúra (Doyle a kol., 2015,
str. 5-6).
Lemma 10. Projektívna rovina obsahuje aspoň štyri priamky, z ktorých žiadne
tri nie sú incidentné s rovnakým bodom.

Dôkaz. Z axiómu (3) existujú štyri body A,B,C,D a z (2) existujú tieto priamky:
AB incidentná s bodmi A a B, BC incidentná s bodmi B a C, CD incidentná s
bodmi C a D a priamka DA incidentná s bodmi D a A. Tieto priamky sú všetky
rôzne, inak by nastal spor s (3). Žiadne tri z týchto priamok nie sú incidentné s
rovnakým bodom, inak by nastal spor s (2).

Veta 11. Pôvodné tri axiómy a ich duálne verzie sú ekvivalentné.

Dôkaz. Ostáva dokázať ekvivalenciu tretích bodov. Predpokladajme, že platia
pôvodné axiómy. Potom z Lemma 10 platia aj duálne axiómy. Naopak predpo-
kladajme, že platia duálne verzie axiómov. Z tretieho duálneho axiómu existujú
štyri priamky p, q, r, s a z druhého duálneho axiómu existujú tieto body: A in-
cidentný s priamkami p a q, B incidentný s priamkami q a r, C incidentný s
priamkami r a s a bod D incidentný s priamkami s a p. Tieto body sú všetky
rôzne, inak by nastal spor s duálnym tretím axiómom. Žiadne tri z týchto bodov
nie sú incidentné s rovnakou priamkou, inak by nastal spor s duálnym druhým
axiómom.

Z predchádzajúcej vety plynie, že každý dôkaz o priamkach sa vie zmeniť na
dôkaz o bodoch, a naopak.
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2.2 Rád projektívnej roviny
Veta 12. Buď P konečná projektívna rovina. Potom existuje celé číslo m ≥ 2
také, že každý bod (priamka) je incidentný s práve m + 1 priamkami (bodmi).
Navyše, P má práve m2 + m + 1 bodov (priamok).

Dôkaz. Uvažme ľubovoľné body A a B. Keby každá priamka prechádzala bodom
A alebo B, nastal by spor s tretím duálnym axiómom. Preto existuje priamka p,
že A ani B na nej neležia. Potom z (1) a (2) existuje toľko priamok incidentných
s A, koľko je bodov incidentných s p. Počet priamok incidentných s B je zase
toľko, koľko je bodov incidentných s p, čo je rovnako veľa ako počet priamok
incidentných s A. Pretože A a B boli ľubovoľné, platí tvrdenie pre všetky body.
Tvrdenie o priamkach plynie z duality.

Pre druhú časť uvažme náhodný bod A. Z prvej časti vety máme, že A je in-
cidentný s m + 1 priamkami. Každá z týchto priamok je incidentná s ďalšími m
bodmi a všetky tieto body sú rôzne z (2). Teda máme (m+1)m+1 = m2 +m+1
bodov. Tvrdenie o priamkach plynie z duality.

Definícia 11. Číslo m z Vety 12 nazývame rád projektívnej roviny.

Definícia 12. (Mullen a Mummert, 2007) Afínna rovina sa skladá z množiny
bodov P , množiny priamok L a relácie incidencie udávajúcej, ktoré body ležia na
ktorých priamkach. Táto relácia musí spĺňať nasledujúce tri axiómy:

(1) Každé dva body majú jednoznačne určenú priamku, s ktorou sú incidentné.

(2) Pre každý bod B, ktorý nie je incidentný s priamkou l, existuje jednoznačne
určená priamka incidentná s B, ktorá nepretína l

(3) Existujú aspoň štyri body, z ktorých žiadne tri nie sú incidentné s rovnakou
priamkou.

V nasledujúcej vete ukážeme, ako zkonštruovať afínnu rovinu nad telesom K.

Veta 13. Buď K teleso a P = {(x, y) | x, y ∈ K}. Buď L množina grafov lineár-
nych funkcií nad telesom K, kde l ∈ L je tvaru l = {(x, y) | ax+ by + c = 0} pre
a,b,c ∈ K, (a, b) ̸= (0, 0). Potom dvojica (P,L), so svojou prirodzenou incidentnou
štruktúrou, tvoria afínnu rovinu AG(2, K).

Dôkaz. Treba overiť platnosť axiómov (1) až (3).
(1): Uvažme dva rôzne body (x1, y1), (x2, y2). Koeficienty a, b, c každej priamky

incidentnej s oboma bodmi musia riešiť nasledujúcu homogénnu sústavu

ax1 + by1 + c = 0,
ax2 + by2 + c = 0.

Pretože sú tieto body rôzne, je hodnosť matice tejto sústavy 2. Teda koeficienty
sú určené jednoznačne až na násobok, a teda taká priamka existuje práve jedna.
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(2): Majme pre p, q, r ∈ K, (p, q) ̸= (0, 0) priamku l = {(x, y) | px+qy+r = 0}
a bod A = (x1, y1), ktorý na nej neleží. Aby nová priamka k nepretla l, musia mať
tieto priamky rovnaké koeficienty a, b a rôzny koeficient c. Aby zároveň bod A
ležal na priamke k, musí nutne platiť, že k = {(x, y) | px+ qy− (px1 + qy1) = 0},
čo je podľa znenia vety jednoznačne zadaná priamka.

(3): Axióm splňujú napríklad body (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0).

2.3 Rozšírenie afínnej roviny
Ďalej si ukážeme metódu, ako rozšíriť afínnu rovinu do projektívnej roviny.

Majme P množinu bodov a L množinu priamok afínnej roviny AG(2, K) zo znenia
Vety 13. Majme zobrazenie ϕ zadané na P predpisom ϕ(x, y) = (x, y, 1). Pre l ∈ L
tvaru l = {(x, y) | ax + by + c = 0}, pre konkrétne a, b, c ∈ K, (a, b) ̸= (0, 0),
definujme l′ = {(x, y, 1) | ax + by + cz = 0}. Majme zobrazenie ψ zadané na
L predpisom ψ(l) = l′. Položme L∞ = {(1, 0, 0)} ∪ {(x, 1, 0) | x ∈ K}. Buď P ′

zjednotenie ϕ(P ) a všetkých bodov na L∞. Buď L′ = ψ(L) ∪ L∞.
Poznámka. Priamka L∞ sa nazýva nevlastná priamka a body na nej sa nazývajú
nevlastné body. Všimnime si, že pre každú priamku z ψ(L) existuje práve jeden
nevlastný bod s ňou incidentný.

Veta 14. Ak (P,L) je afínna rovina nad telesom K, potom (P ′
, L

′) je projektívna
rovina nad telesom K a jej rád je rovný počtu prvkov K.

Dôkaz. Najprv overíme axiómy (1) až (3) v definícii projektívnej roviny.
(1): Treba overiť dva prípady. V prípade dvoch rovnobežných priamok v (P,L),

teda priamok s rovnakými koeficientami a a b, stačí uvážiť bod (−ba−1, 1, 0) ∈ L∞,
ak a ̸= 0, alebo (1, 0, 0), ak a = 0. V prípade, že jedna priamka je z L a druhá
je L∞, uvážime, pri tých istých hodnotách koeficientu a, rovnaké body ako v
minulom prípade.

(2): Treba overiť prípad, kedy jeden bod je z P a druhý leží na L∞. Zvoľme
ľubovoľný bod (x1, y1, 1) ∈ P . Ako druhý bod zvolme najprv (1, 0, 0). Jediná
priamka, ktorá obsahuje oba tieto body je potom y− y1z = 0. Zvolme ako druhý
bod (x2, 1, 0) ∈ L∞, x2 ∈ K. Vtedy dostaneme jednoznačne určenú priamku
x− x2y − (x1 − x2y1)z = 0.

(3): Axióm splňujú napríklad body (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1), (1, 0, 1).
Teraz vypočítame rád projektívnej roviny (P ′

, L
′). Nech n značí počet prvkov

telesa K. Najprv vypočítame počet priamok. Nech koeficient b = 0, potom BÚNO
a = 1 a ostáva n možností pre koeficient c. Podobne máme n možností, keď a = 0.
Ak sú oba koeficienty a a b nenulové, potom BÚNO a = 1 a pre koeficienty b a c
máme (n−1)n možností. Po pripočítaní L∞ dostaneme spolu (n−1)n+2n+1 =
n2 + n+ 1 rôznych priamok. Počet rôznych bodov je triviálne n2 + n+ 1.

Ďalej, priamka L∞ je incidentná s n + 1 bodmi. Každá priamka l ∈ L je
incidentná s n bodmi tvaru (x, y, 1) a s bodom (−ba−1, 1, 0) ak je a nenulové,
alebo (1, 0, 0) ak je a nulové. Každá priamka je tak incidentná s n+ 1 bodmi.

Bod (1, 0, 0) je incidentný s L∞ a s priamkami tvaru y + cz = 0, teda do-
kopy n + 1 priamok. Bod tvaru (k, 1, 0) je incidentný s L∞ a s priamkami tvaru
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x−ky+cz = 0, teda zase n+1 priamok. Nakoniec uvažme bod tvaru (k, l, 1). Je-
diná priamka incidentná s týmto bodom, ktorá má koeficient a = 0, je y− lz = 0,
a ktorá má koeficient b = 0, je x − kz = 0. Priamky, ktoré majú koeficienty a, b
nenulové a sú incidentné s týmto bodom, sú ax + y − (ak + l)z = 0, ktorých je
n− 1. Spolu teda n+ 1 priamok. Každý bod je tak incidentný s n+ 1 priamkami.
Rád projektívnej roviny (P ′

, L
′) je tak rovný n.

Dôsledok. Ak q je mocnina prvočísla, potom AG(2, Fq) aj PG(2, Fq) existujú.
Príklad. V tomto príklade zkonštruujeme AG(2, F2). Ako body majme množinu
všetkých dvojíc (x, y), kde x, y ∈ F2. Za priamky berme množinu lineárnych
rovníc {ax + by + c = 0 | a, b, c ∈ F2, (a, b) ̸= (0, 0)}. Prirodzene dostaneme
nasledujúcu reláciu incidencie:

Priamka Rovnica Body
L1 x+ y + 1 = 0 10 01
L2 x+ 1 = 0 10 11
L3 y + 1 = 0 01 11
L4 x+ y = 0 00 11
L5 x = 0 01 00
L6 y = 0 10 00

Tabuľka 2.1: Afínna rovina AG(2, F2)

Pre jednoduchosť sú čiarky a zátvorky v tabuľke vynechané. Je vidno, že pre
každé dva body existuje práve jedna priamka s nimi incidentná. Ďalej uvažme
bod B, ktorý neleží na Li, 1 ≤ i ≤ 6. Existuje práve jedna priamka Lj, j ̸= i,
ktorá má rovnaké koeficienty a, b ako Li. Priamka Lj má zároveň koeficient c o
jedna vyšší, a preto nutne B leží na Lj a Lj nepretína Li. Triviálne, žiadne tri
body neležia na rovnakej priamke. Overili sme tak axiómy afínnej roviny.

Teraz premenujme všetky body (x, y) na (x, y, 1), pridajme body 100, 010, 110
a zadefinujme množinu priamok {ax+by+cz = 0 | a, b, c ∈ F2, (a, b, c) ̸= (0, 0, 0)}.
Dostaneme nasledujúcu reláciu incidencie:

Priamka Rovnica Body
L1 x+ y + z = 0 101 011 110
L2 x+ z = 0 101 111 010
L3 y + z = 0 011 111 100
L4 x+ y = 0 001 111 110
L5 x = 0 011 001 010
L6 y = 0 101 001 100
L7 z = 0 100 010 110

Tabuľka 2.2: Projektívna rovina PG(2, F2)

Uvažme dve rôzne priamky a1x+ b1y+ c1z, a2x+ b2y+ c2z. Bod incidentný s
oboma priamkami je riešením homogénnej sústavy rovníc s maticou
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(︄
a1 b1 c1
a2 b2 c2

)︄
.

Pretože sú priamky rôzne, je hodnosť matice 2, a teda taký bod je jednoznačný, až
na násobok. Pretože bod 000 neexistuje, je taký bod práve jeden. Ďalej majme dva
rôzne body (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) a uvažme priamky incidentné s oboma bodmi.
Hľadáme riešenie sústavy s maticou(︄

x1 y1 z1
x2 y2 z2

)︄
,

ktorej hodnosť je 2, a teda existuje práve jedna priamka incidentná s oboma
bodmi. Nakoniec, body 001, 101, 111, 011 splňujú axióm (3) v definícii projektívnej
roviny. Zostrojili sme tak projektívnu rovinu PG(2, F2), nazývanú Fanova rovina,
ktorú ilustrujeme v ďaľšej kapitole.

Prirodzene, afínnu rovinu z projektívnej roviny dostaneme odstránením L∞.
Ak máme projektívnu rovinu rádu n, potom afínna rovina, ktorá vznikne odstrá-
nením L∞, sa značí AG(2, n). Nasledujúca veta udáva ekvivalenciu medzi afín-
nymi rovinami a kompletnými množinami vzájomne kolmých latinských štvorcov.

Veta 15. (Mullen a Mummert, 2007) Existuje n−1 vzájomne kolmých latinských
štvorcov rádu n práve vtedy, keď existuje afínna rovina AG(2, n).

Dôkaz. Najprv predpokladajme, že máme kompletnú množinu M1, . . . ,Mn−1 vzá-
jomne kolmých latinských štvorcov rádu n, a zostrojme afínnu rovinu AG(2, n).
Nech P značí množinu všetkých párov (x, y) kde 0 ≤ x,y ≤ n− 1. Teda body
AG(2, n) budú tieto usporiadané páry.

Pre každé 1 ≤ d ≤ n− 1, a každé 0 ≤ c ≤ n− 1, utvorme priamku

L(d)
c = {(x, y) | Md(x, y) = c},

kdeMd(x, y) = c znamená, že sa na pozícii (x, y) v latinskom štvorciMd vyskytuje
symbol c. Takto dostaneme n priamok pre každý z n−1 latinských štvorcov, teda
spolu (n− 1)n = n2 − n priamok.

Ďalej zkonštruujeme 2n priamok. Matica R bude v riadku i obsahovať vo
všetkých stĺpcoch konštantnú hodnotu i pre 0 ≤ i ≤ n− 1. Matica S bude v stĺpci
j obsahovať vo všetkých riadkoch konštantnú hodnotu j pre 0 ≤ j ≤ n− 1. Potom
priamka Rc bude obsahovať všetky body, ktoré majú v prvej súradnici hodnotu c,
a priamka Sc bude obsahovať všetky body, ktoré majú v druhej súradnici hodnotu
c, pre 0 ≤ c ≤ n− 1. Teraz sme zkonštruovali spolu n2 + n priamok. Ukážeme,
že množina bodov P spolu s množinou priamok

{L(d)
c , R0, . . . , Rn−1, S0, . . . , Sn−1 | 1 ≤ d ≤ n− 1, 0 ≤ c ≤ n− 1}

tvoria afínnu rovinu AG(2, n). Overíme postupne axiómy (1) až (3).
(1): Prípad, že zvolené dva body majú niektorú súradnicu rovnakú, je triviálny.

Inak BÚNO majú všetky matice M1, . . . ,Mn−1 prvý riadok tvaru 0, 1, . . . , n− 1.
Uvažme dva body. Hľadáme maticu, ktorá má na oboch týchto pozíciách rovnakú
hodnotu. Ak má niektorý z týchto bodov prvú súradnicu nulovú, berme ho ako
prvý. Inak je prvý bod tvaru (i, j), a v niektorej matici je na tejto pozícii hodnota
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k. Druhý bod je tvaru (x, y), kde x ̸= i a y ̸= j. Treba nájsť l také, že Ml(x, y) = k.
Pretože máme n − 1 vzájomne kolmých latinských štvorcov a zároveň n − 1
možností na hodnotu prvku na pozícii (x, y), také l a k existuje práve jedno.
Potom hľadaná priamka je L(l)

k .
(2): Uvažme priamku L(d)

c a nejaký bod (x, y), ktorý na nej neleží. Potom
Md(x, y) = e, e ̸= c, a stačí uvážiť priamku L(d)

e .
(3): Axióm splňujú body (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0).
Naopak, z afínnej roviny AG(2, n) zkonštruujeme n − 1 vzájomne kolmých

latinských štvorcov rádu n. Najprv očíslujeme n + 1 paralelných tried roviny
0, 1, . . . , n a všetkých n priamok v každej triede očíslujeme 0, 1, . . . , n − 1. Ďaľší
krok je použiť dve paralelné triedy na zostrojenie korešpondencie medzi prvkami
afínnej roviny a číslami 1, . . . , n−1, ktoré použijeme na zostrojenie n−1 vzájomne
kolmých latinských štvorcov. Korešpondenciu dostaneme následovne: priraďme
usporiadaný pár (i, j) unikátnemu prieniku priamky i z triedy 0 a priamky j z
triedy n.

Na zostrojenie n−1 štvorcov rádu n položme symbol s na pozíciu (i, j) štvorca
Le, ak priamka s z triedy e obsahuje usporiadaný pár (i, j). Vlastnosti latinských
štvorcov sú zachované, lebo každá priamka z tried 1, 2, . . . , n − 1 pretne každú
priamku z triedy 0 alebo n v práve jednom bode. Podobne, každá priamka z triedy
e = 1, 2, . . . , n−1 pretne každú priamku z triedy f ̸= e, 0, n v práve jednom bode.
Odtiaľ máme, že latinské štvorce Le a Lf sú kolmé. Tým je dôkaz hotový.

Príklad. Zkonštruujeme afínnu rovinu AG(2, 3) pomocou kompletnej množiny
{L1, L2} vzájomne kolmých latinských štvorcov rádu 3.

0 1 2
1 2 0
2 0 1

L1

0 1 2
2 0 1
1 2 0

L2

Budeme postupovať pomocou dôkazu Vety 15. Dostaneme tieto priamky:

L
(1)
0 = {(0, 0), (2, 1), (1, 2)}, L(1)

1 = {(1, 0), (0, 1), (2, 2)},
L

(1)
2 = {(2, 0), (1, 1), (0, 2)}, L(2)

0 = {(0, 0), (1, 1), (2, 2)},
L

(2)
1 = {(2, 0), (0, 1), (1, 2)}, L(2)

2 = {(1, 0), (2, 1), (0, 2)},
R0 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2)}, R1 = {(1, 0), (1, 1), (1, 2)},
R2 = {(2, 0), (2, 1), (2, 2)}, S0 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0)},
S1 = {(0, 1), (1, 1), (2, 1)}, S2 = {(0, 2), (1, 2), (2, 2)}.

Je ľahké overiť, že táto incidencia spĺňa axiómy (1) až (3). Napríklad, pre bod
(2, 0) a priamku L

(2)
0 spĺňa axióm (2) priamka L(2)

1 . Zároveň, táto afínna rovina
je rovnaká, ako tá zkonštruovaná vo Vete 13, ak položíme K = F3. Napríklad, na
zistenie rovnice priamky L(1)

1 dosadíme jej body do všeobecnej rovnice priamky a
dostaneme tri rovnice v premenných a, b, c, BÚNO a = 1, ktoré udávajú priamku
x+ y + 2 = 0.

Naopak, zo zkonštruovanej roviny AG(2, 3) zostrojíme štvorce L1, L2. Očís-
lujme triedu priamok Ri číslom 0, triedu priamok L

(1)
i číslom 1, triedu priamok
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L
(2)
i číslom 2 a triedu priamok Si číslom 3. Potom prienik Ri a Sj je práve bod

(i, j). Z postupu predvedenom v dôkaze dostaneme spätne štvorce {L1, L2}.

Z Hypotézy 5 a Vety 15 dostávame nasledujúcu hypotézu.

Hypotéza 16. (Mullen a Mummert, 2007) AG(2, n) existuje práve vtedy, keď
n je mocnina prvočísla. Ekvivalentne, projektívna rovina rádu n existuje práve
vtedy, keď n je mocnina prvočísla.

Na záver kapitoly si ukážeme konštrukciu projektívneho priestoru PG(m,Fq)
dimenzie m ≥ 2 nad telesom Fq, ktorý neskôr v práci využijeme. Bod bude
(m + 1)-tica prvkov Fq, z ktorých nie všetky sú nulové. Dva body (a0, . . . , an) a
(b0, . . . , bn) chápeme ako ekvivalentné, ak existuje c ∈ F ∗

q také, že (a0, . . . , an) =
(cb0, . . . , cbn). Je ľahké si všimnúť, že je (qm+1 − 1)/(q − 1) tried ekvivalencie
bodov.

Podpriestor dimenzie k v PG(m,Fq) je množina všetkých riešení sústavy m−k
lineárne nezávislých homogénnych rovníc, teda systému tvaru

⎛⎜⎜⎝
a1,0 . . . a1,m

... . . . ...
am−k,0 . . . am−k,m

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
x0
...
xm

⎞⎟⎟⎠ = 0,

kde matica (ai,j) je regulárna, a teda jej hodnosť je m − k. Máme tak, že každý
podpriestor dimenzie k obsahuje (qk+1 − 1)/(q − 1) bodov.

Poznámka. Pre bod (a0, . . . , an) si všimnime, že ak an ̸= 0, potom tento bod je
ekvivalentný bodu (a−1

n a0, . . . , 1). Týmto spôsobom dostaneme, že pre m = 2 je
výsledný priestor rovnaký ako ten, ktorý je predvedený v úvode tejto podkapitoly.
Každý bod, ktorý má tretiu súradnicu nenulovú, je ekvivalentný práve jednému
bodu, ktorý má tretiu súradnicu rovnú 1. Bod, ktorý má len prvú súradnicu ne-
nulovú, je ekvivalentný bodu (1, 0, 0) a bod, ktorý má druhú súradnicu nenulovú
a tretiu nulovú, je ekvivalentný bodu (x, 1, 0), pre nejaké x ∈ Fq. Ďalej, pod-
priestor dimenzie 1 daný rovnicou x2 = 0 je rovný nevlastnej priamke a všetky
ostatné podpriestory dimenzie 1 sú tvaru {(x, y, 1) | a0x0 + a1x1 + a2x2 = 0}, kde
(a0, a1) ̸= (0, 0).

Definícia 13. Nadrovina v PG(m,Fq) je podpriestor dimenzie m− 1.

Z projektívneho priestoru PG(m,Fq) dimenzie m ≥ 2 spravíme afínny priestor
AG(m,Fq) odstránením ľubovolnej nadroviny a všetkých bodov, ktoré na nej
ležia. Výsledný priestor má

qm+1 − 1
q − 1 − qm − 1

q − 1 = qm

bodov. Nech odstránime nadrovinu korešpondujúcu s rovnicou xm = 0. Ostatné
body sa dajú preškálovať, aby mali xm = 1. Tým pádom ostávajúce podpriestory
dimenzie k môžeme chápať ako množiny riešení systémov lineárnych rovníc tvaru
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⎛⎜⎜⎝
a1,0 . . . a1,m

... . . . ...
am−k,0 . . . am−k,m

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

x0
...

xm−1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 0,

kde matica (ai,j) je regulárna, a teda jej hodnosť je m−k. Táto konštrukcia dáva
afínny priestor AG(m,Fq) dimenzie m ≥ 2 nad telesom Fq.
Príklad. Zostrojíme AG(3, F2) odstránením nadroviny korešpondujúcej s rovnicou
x3 = 0 z priestoru PG(3, F2). Uvažme množinu riešení systému

(︂
0 0 0 1

)︂⎛⎜⎜⎝
x0
...
x3

⎞⎟⎟⎠ = 0.

Odstránením týchto bodov zostane v PG(3, F2) všetkých osem bodov, ktoré majú
poslednú súradnicu rovnú 1. V tomto priestore máme ako rovinu množinu všet-
kých riešení systému:

(︂
a0 a1 a2 a3

)︂⎛⎜⎜⎜⎝
x0
x1
x2
1

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0,

kde matica (ai) je regulárna. Dostaneme tak podpriestor dimenzie 2. Priamku
máme ako množinu všetkých riešení systému:

(︄
a1,0 a1,1 a1,2 a1,3
a2,0 a2,1 a2,2 a2,3

)︄⎛⎜⎜⎜⎝
x0
x1
x2
1

⎞⎟⎟⎟⎠ = 0,

kde matica (ai,j) je regulárna, teda množina riešení je podpriestor dimenzie 1.
Spolu sme tak dostali afínny priestor AG(3, F2).
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3. Blokové designy
Neformálne, blokový design je incidentná štruktúra pozostávajúca z konečnej

množiny a kolekcie podmnožín tejto množiny. Prvky v týchto podmnožinách sú
vyberané tak, aby ich výskyt splňoval určité podmienky.

Definícia 14. Taktická konfigurácia je množina v symbolov usporiadaných v b
množinách, nazývaných bloky, takých, že každý blok obsahuje k rôznych symbolov
a každý symbol sa vyskytuje presne v r blokoch. Ak v = b, konfigurácia sa nazýva
symetrická.

Definícia 15. Taktická konfigurácia s v symbolmi usporiadaných v blokoch veľ-
kosti k takých, že každý pár rôznych symbolov sa vyskytuje presne v λ blokoch,
sa nazýva (v, k, λ) balancovaný nekompletný blokový design.

Z praktických dôvodov budeme po zvyšok kapitoly nazývať balancovaný ne-
kompletný blokový design jednoducho design.

Tvrdenie 17. (Mullen a Mummert, 2007) Vo (v, k, λ) designe platia nasledujúce
vťahy medzi parametrami v, r, b, k, λ:

vr = bk,

r(k − 1) = λ(v − 1).

Dôkaz. Pre dôkaz prvej rovnosti si všimnime, že výraz vr značí celkový počet
symbolov, aj s opakovaním, vo všetkých blokoch designu. To isté značí aj výraz
bk, a preto prvá rovnosť platí.

Pre dôkaz druhej rovnosti uvažme symbol a. Ten sa vyskytuje v r blokoch
spolu s k − 1 inými prvkami. Teda a sa vyskytuje v designe v r(k − 1) pároch.
Zároveň sa a musí vyskytovať λ krát v páre spolu s v− 1 inými symbolmi, a teda
r(k − 1) = λ(v − 1).

Poznámka. Pomocou predošlej vety vieme z každých troch parametrov designu
jednoznačne vypočítať zvyšné dva.
Príklad. Riadky nasledujúcej matice tvoria bloky (7, 3, 1) designu.

0 1 3
1 2 4
2 3 5
3 4 6
4 5 0
5 6 1
6 0 2

Riadky sú aj priamky projektívnej roviny PG(2, F2) s bodmi {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},
ktorá je znázornená na Obrázku 3.1. To je Fanova rovina popísaná v príklade pod
Vetou 14. Rovina obsahuje sedem bodov a priamok. Každá priamka obsahuje tri
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Obr. 3.1: Fanova rovina

body a každým bodom prechádzajú tri priamky. Platí preto, že rád tejto roviny
je 2.

Všimnime si, že ak v poradí premenujeme pôvodné body {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
na nasledujúce body {001, 011, 101, 010, 110, 111, 100}, dostaneme rovnakú rovinu
ako v Tabuľke 2.2.

Definícia 16. Množina D = {d1, . . . , dk} rôznych zvyškov modulo v sa nazýva
(v, k, λ) rozdielová množina, ak sa v nej každý nenulový zvyšok modulo v vysky-
tuje presne λ krát ako rozdiel di − dj.

Príklad. Množina {0, 1, 3} z predošlého príkladu je (7, 3, 1) rozdielová množina.

Veta 18. (Mullen a Mummert, 2007) Nech D = {d1, . . . , dk} je (v, k, λ) rozdie-
lová množina. Definujme

Bt = {di + t mod v | 1 ≤ i ≤ k}

pre 0 ≤ t ≤ v − 1. Potom súbor {Bt | 0 ≤ t ≤ v − 1} tvorí symetrický (v, k, λ)
design.

Dôkaz. Buď a nenulový zvyšok modulo v. Je vidieť, že a je v Br pre každé r,
ktoré sa dá vyjadriť ako a−di pre nejaké i. Teda a je presne v k blokoch. Uvažme
pár (a, c). Ak a = di + k a c = dj + k, teda a a c sú oba v bloku Bk, potom
a − c = di − dj. Pretože D je rozdielová množina, vieme a − c vyjadriť ako roz-
diel di − dj presne λ rôznymi spôsobmi. Naopak, z a − c = di − dj dostaneme
a − di = c − dj = t pre nejaké 0 ≤ t ≤ v − 1, a tiež, že a a c sú oba v bloku Bt.
Pretože sú d1, . . . , dk všety rôzne, existuje presne λ takých t, teda pár (a, c) sa
vyskytuje v Bt pre λ rôznych t.

Veta 19. Nech k ≥ 3. Potom existuje symetrický (v, k, 1) design práve vtedy, keď
existuje projektívna rovina rádu k − 1.

Dôkaz. Dokážme najprv prvú implikáciu. Z Tvrdenia 17 máme, že r = k. Zároveň
tiež b = v = k2 − k+ 1. Chápme symboly designu ako body a bloky ako priamky.
Ak by vzniknutý objekt splňoval axiómy projektívnej roviny, platilo by, že jej rád
je k − 1. Postupne teda overme axiómy.
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(1): Majme nejaké dva bloky designu, označme ich A,B. Pre spor predpokla-
dajme, že tieto dva bloky nemajú žiadny spoločný symbol. Každý prvok z bloku
A sa musí vyskytovať v nejakých ďaľších k − 1 blokoch, z toho žiadny nie je B,
a navyše pre každý prvok bloku A treba nájsť iných k− 1 blokov, pretože λ = 1.
Spolu by tak design musel obsahovať aspoň k(k−1)+2 = k2 −k+2 blokov, čo ale
neobsahuje. Preto každé dva bloky majú aspoň jeden spoločný symbol. Navyše,
pretože λ = 1, majú každé dva bloky práve jeden spoločný symbol.

(2): Zvolme dva symboly. Pretože λ = 1, existuje práve jeden blok, ktorý ich
oba obsahuje.

(3): Zvolme nejaké tri symboly A,B,C, ktoré nie sú všetky v jednom bloku.
Každé dva tieto symboly jednoznačne určujú blok. Uvažme všetky symboly v
týchto troch blokoch. Spolu tak máme 3k − 3 rôznych symbolov. Pretože k ≥ 3,
existuje symbol D, čo nie je v žiadnom z týchto blokov. Potom body A,B,C,D
splňujú axióm.

Naopak, majme projektívnu rovinu rádu l − 1. Podobne ako v dôkaze prvej
implikácie chápme body tejto roviny ako symboly a priamky ako bloky designu.
Máme tak hodnoty parametrov designu v = b = l2 − l + 1, k = r = l a λ = 1.
Dostaneme tak symetrický (l2 − l + 1, l, 1) design.

Dôsledok. Ak {d1, . . . , dk} je (v, k, 1) rozdielová množina s k ≥ 3, potom existuje
projektívna rovina rádu k − 1.

Teraz ukážeme, ako môžeme použiť projektívny priestor nad telesom Fq ku
konštrukcii rozdielovej množiny.

Veta 20. (Mullen a Mummert, 2007) Majme pre m ≥ 2 hodnoty parametrov
v = (qm+1 −1)/(q−1), k = (qm −1)/(q−1) a λ = (qm−1 −1)/(q−1). Potom body
ľubovolnej nadroviny priestoru PG(m,Fq) určujú (v, k, λ) rozdielovú množinu.

Dôkaz. Nech α je generátor multiplikatívnej grupy F ∗
qm+1 . Pre nejaké prvky

b0, . . . , bm ∈ Fq tak máme αm+1 = b0 + b1α + · · · + bmα
m. Násobením tejto

rovnosti prvkom α a použitím indukcie dostaneme, že každý prvok αi ∈ Fqm+1

vieme vyjadriť ako αi = a0 + a1α + · · · + amα
m, kde a0, . . . , am ∈ Fq. Potom

máme polynomiálnu bázu {1, α, α2, . . . , αm} vektorového priestoru Fqm+1 nad Fq.
Prvok αi tak vieme chápať ako (m + 1)-ticu (a0, a1, . . . , am) koeficientov vo vy-
jadrení prvku αi v polynomiálnej bázi. Naopak, body priestoru PG(m,Fq), teda
(m+ 1)-tice (a0, a1, . . . , am), vieme chápať ako mocniny α.

Buď N = {αd1 , . . . , αdk} nejaká nadrovina v PG(m,Fq). Platí, že všetky αdi

sú rôzne, čiže sú prvkami inej triedy ekvivalencie bodov projektívneho pries-
toru PG(m,Fq), z čoho tiež plynie, že αdi−dj /∈ F ∗

q . Všimnime si, že α, . . . , αv−1

majú rád viac ako q − 1, teda nutne nie sú prvkami F ∗
q . Vieme tak vytvoriť

v rôznych nadrovín tvaru Ne = αeN , kde 0 ≤ e ≤ v − 1. Pretože PG(m,Fq)
obsahuje v = (qm+1 − 1)/(q − 1) nadrovín, vieme takto dostať všetky nad-
roviny v tomto priestore. Tabuľka na ďalšej strane udáva body v nadrovinách
N = N0, N1, . . . , Nv−1. Pre jednoduchosť píšeme v tabuľke len exponenty α.

V tabuľke uvažme len tie riadky, ktoré obsahujú exponent 0 modulo v. Pretože
sme body nadroviny N násobili prvkami, ktoré nie sú v Fq, plynie z toho, že sme
v krát zmenili triedu ekvivalencie každého bodu. Navyše, ak je nejaký exponent
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Nadrovina Body (exponenty α)
H0 d1 d2 . . . dk

H1 d1 + 1 d2 + 1 . . . dk + 1
... ... ... . . . ...

Hv−1 d1 + v − 1 d2 + v − 1 . . . dk + v − 1

α kongruentný 0 modulo v, potom tento bod patrí do triedy ekvivalencie bodu
α0. Konečne, pretože je v tried ekvivalencie, v každom stĺpci tabuľky sa práve raz
vyskytuje exponent 0 modulo v. Uvažme teda týchto k nadrovín obsahujúcich bod
α0. Potom môžeme exponenty bodov v týchto nadrovinách napísať nasledujúcim
spôsobom:

d1 − d1 d2 − d1 . . . dk − d1
d1 − d2 d2 − d2 . . . dk − d2

... ... . . . ...
d1 − dk d2 − dk . . . dk − dk

.

Všimnime si, že bod αi ̸= α0 sa vyskytuje v toľkých z týchto k nadro-
vín, koľko existuje nadrovín obsahujúcich ľubovoľné dva body, čo je rovné λ =
(qm−1 − 1)/(q − 1). Preto vstupy tejto matice mimo hlavnej diagonály opakujú
každý neulový zvyšok modulo v presne λ krát. Teda množina {d1, d2, . . . , dk} tvorí
(v, k, λ) rozdielovú množinu.

Príklad. Pomocou priestoru PG(3, F2) zkonštruujeme (15, 7, 3) rozdielovú mno-
žinu. Majme α generátor multiplikatívnej grupy F ∗

16 splňujúci α4 = 1+α. Uvažme
nadrovinu v PG(3, F2) korešpondujúcu s rovnicou x4 = 0. Ležia na nej tieto body:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

⎛⎜⎜⎜⎝
1
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎝

1
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎝

1
1
1
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎝

0
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎝

0
1
1
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎝

0
0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
⎛⎜⎜⎜⎝

1
0
1
0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .

Vyjadrime tieto body pomocou mocniny α ako v dôkaze Vety 20. Máme tak
nadrovinu N = {α0, α4, α10, α, α5, α2, α8}. Potom {0, 4, 10, 1, 5, 2, 8} je (15, 7, 3)
rozdielová množina.
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4. Hadamardove matice
Definícia 17. Hadamardova matica Hn je n × n matica taká, že jej vstupy sú
buď 1 alebo −1 a platí, že HnH

T
n = nI.

Príklad. Hadamardove matice rádu 1, 2, a 4:

(︂
1
)︂ (︄

1 1
1 −1

)︄ ⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Konštrukcia Hadamardovych matíc je klasický kombinatorický problém. Náš
ďalší výsledok obmedzuje možné rády, pre ktoré existuje Hadamardova matica.

Tvrdenie 21. (Mullen a Mummert, 2007) Ak Hn je Hadamardova matica pre
n > 2, potom n je deliteľné 4.

Dôkaz. Násobením riadkov a stĺpcov matice −1 dostaneme zase Hadamardovu
maticu. Môžeme preto predpokladať, že prvý riadok a stĺpec pozostáva len z 1.

Teraz uvažme sumu

n∑︂
j=1

(a1j +a2j)(a1j +a3j) =
n∑︂

j=1
a2

1j +
n∑︂

j=1
a1ja3j +

n∑︂
j=1

a2ja1j +
n∑︂

j=1
a2ja3j =

n∑︂
j=1

a2
1j = n

Pretože prvý stĺpec pozostáva len z 1, je n rovné aspoň 4. Pretože prvý riadok
pozostáva len z 1, je (a1j + a2j)(a1j + a3j) buď 0 alebo 4, a teda n je deliteľné 4.

Definícia 18. (Mullen a Mummert, 2007) Buď G konečná abelovská grupa.
Multiplikatívny charakter G je homomorfizmus z G do multiplikatívnej grupy
komplexných čísel s absolútnou hodnotou 1.

Tvrdenie 22. (Kala, 2021) Pre každý netriviálny multiplikatívny charakter χ
máme

∑︂
c∈F ∗

q

χ(c) = 0.

Dôkaz. Existuje prvok d ∈ F ∗
q taký, že χ(d) ̸= 1. Potom máme, že

{c | c ∈ F ∗
q } = {cd | c ∈ F ∗

q } =⇒ {χ(c) | c ∈ F ∗
q } = {χ(cd) | c ∈ F ∗

q }.

Odtiaľ máme rovnosť súm:
∑︂

c∈F ∗
q

χ(c) =
∑︂

c∈F ∗
q

χ(cd) = χ(d)
∑︂

c∈F ∗
q

χ(c).
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Odčítaním pravej strany dostaneme:

(1 − χ(d))
∑︂

c∈F ∗
q

χ(c) = 0.

Z χ(d) ̸= 1 dostaneme tvrdenie.

Časť dôkazu nasledujúceho tvrdenia je inšpirovaná (Kala, 2021, str. 20).

Tvrdenie 23. Pre nepárne q, definujme ξ na Fq následovne:

ξ(c) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 c = 0,
1 c = b2 je štvorec,

−1 inak.
Potom je zúženie ξ na F ∗

q charakter F ∗
q nazývaný kvadratický charakter. Navyše,

ξ(−1) = −1 práve vtedy, keď q ≡ 3 mod 4.

Dôkaz. Nech α je generátor F ∗
q . Treba dokázať, že ξ|F ∗

q
: F ∗

q → {−1,1} je homo-
morfizmus. Najprv ukážeme, že ξ(α) = −1. Pre spor, nech ξ(α) = 1, teda α = b2.
Potom podľa malej Fermatovej vety a príkladu pod Vetou 6 máme:

−1 ≡ α(q−1)/2 ≡ bq−1 ≡ 1 mod q.

Pretože q je nepárne, dostaneme spor. Ďalej máme, že

ξ(αk) =

⎧⎨⎩ 1 k ≡ 0 mod 2,
−1 k ≡ 1 mod 2.

Teda platí, že ξ(αk) = (−1)k = ξ(α)k. Odtiaľ ξ|F ∗
q

je homomorfizmus. Platí tak,
že

ξ(−1) = ξ(α(q−1)/2) = (−1)(q−1)/2 =

⎧⎨⎩ 1 q ≡ 1 mod 4,
−1 q ≡ 3 mod 4.

Preto platí aj druhá časť vety.

Veta 24. (Lidl a Niederreiter, 1986) Ak q je nepárne, buď f(x) = a2x
2 +a1x+a0

polynóm nad Fq s a2 ̸= 0, a buď d = a2
1 − 4a2a0 diskriminant f(x). Potom

∑︂
c∈Fq

ξ(f(c)) =

⎧⎨⎩−ξ(a2) d ̸= 0,
(q − 1)ξ(a2) d = 0.

Dôkaz. Najprv si všimnime, že ξ(4a2
2) = 1. Preto môžeme sumu týmto výrazom

vynásobiť a nebude to mať vplyv na výsledok. Dostaneme tak

∑︂
c∈Fq

ξ(f(c)) = ξ(4a2
2)
∑︂
c∈Fq

ξ(f(c)) = ξ(a2)
∑︂
c∈Fq

ξ(4a2
2c

2 + 4a2a1c+ 4a2a0)
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= ξ(a2)
∑︂
c∈Fq

ξ((2a2c+ a1)2 − d) = ξ(a2)
∑︂
b∈Fq

ξ(b2 − d).

V prípade, keď d = 0, je pre b = 0 hodnota ξ(b2 − d) = 0 a pre b ̸= 0 je hodnota
ξ(b2 − d) = 1. Máme tak ∑︂

c∈Fq

ξ(f(c)) = (q − 1)ξ(a2).

V prípade, keď d ̸= 0, môžeme písať:
∑︂
b∈Fq

ξ(b2 − d) = −q +
∑︂
b∈Fq

(1 + ξ(b2 − d)).

Pretože 1 + ξ(b2 − d) je počet e ∈ Fq takých, že e2 = b2 − d, dostaneme
∑︂
b∈Fq

ξ(b2 − d) = −q + S(d),

kde S(d) je počet usporiadaných párov (b, e), kde b, e ∈ Fq a b2 − e2 = d. Na
vyriešenie tejto rovnice položme b+ e = u, b− e = v. Všimnime si, že počet uspo-
riadaných párov (b, e) a (u, v) je rovnaký. Teda S(d) je rovný počtu usporiadaných
párov (u, v), že u, v ∈ Fq a uv = d, preto S(d) = q − 1. Spolu potom

∑︂
c∈Fq

ξ(f(c)) = ξ(a2)
∑︂
b∈Fq

ξ(b2 − d) = ξ(a2)(−q + (q − 1)) = −ξ(a2).

Ďalej ukážeme, ako sa dajú použiť konečné telesá ku konštrukcii Hadamardo-
vych matíc.

Veta 25. (Mullen a Mummert, 2007) Buď q ≡ 3 mod 4 mocnina prvočísla, a
buď Fq = {a1, . . . , aq}. Definujme maticu

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1 . . . 1
1 −1 b12 b13 . . . b1q

1 b21 −1 b23 . . . b2q

1 b31 b32 −1 . . . b3q
... ... ... ... ... ...
1 bq1 bq2 bq3 . . . −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

kde bij = ξ(aj −ai), 1 ≤ i,j ≤ q pre i ̸= j (ξ značí kvadratický charakter). Matica
H je Hadamardova matica rádu q + 1.

Dôkaz. Musíme overiť, že riadky matice sú kolmé, teda overiť, že skalárny súčin
všetkých dvoch riadkových vektorov je nulový.

Najprv vypočítame skalárny súčin prvého riadku s nejakým iným riadkom
i+ 1, kde 1 ≤ i ≤ q. Dostaneme

1 − 1 +
∑︂
j ̸=i

bij =
∑︂
j ̸=i

ξ(aj − ai) =
∑︂

c∈F ∗
q

ξ(c),
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čo je podľa Tvrdenia 22 rovné 0.
Teraz vypočítame skalárny súčin riadkov i+ 1 a k + 1, kde 1 ≤ i < k ≤ q. V

tomto prípade dostaneme

1 − bki − bik +
∑︂

j ̸=i,k

bijbkj = 1 − ξ(ai − ak) − ξ(ak − ai) +
∑︂

j ̸=i,k

ξ(aj − ai)ξ(aj − ak),

čo vieme zjednodušiť na

1 − [1 + ξ(−1)]ξ(ai − ak) +
∑︂
c∈Fq

ξ(c2 − (ai + ak)c+ aiak).

Pretože q ≡ 3 mod 4, ξ(−1) = −1 kvôli Tvrdeniu 23. Kvôli Vete 24 sa toto dá
zjednodušiť na 1 − ξ(1) = 0, a teda riadok i+ 1 je kolmý na riadok k+ 1, a dôkaz
je hotový.

Príklad. Predpokladajme, že q ≡ 1 mod 4 je mocnina prvočísla. Keby sme zkon-
štruovali maticu podľa predošlej vety, dostali by sme, že skalárny súčin riadkov
i+ 1 a k + 1 je

1 − [1 + ξ(−1)]ξ(ai − ak) +
∑︂
c∈Fq

ξ(c2 − (ai + ak)c+ aiak),

čo podľa Vety 23 a Vety 24 vieme zjednodušiť na 2ξ(ai−ak) ̸= 0. Preto sa predošlá
veta nedá v tomto prípade použiť na zkonštruovanie Hadamardovej matice rádu
q + 1.

Akonáhle máme Hadamardovu maticu Hn, vieme nasledovným spôsobom do-
stať ďalšie.

Tvrdenie 26. Buď Hn Hadamardova matica rádu n. Potom matica(︄
Hn Hn

Hn −Hn

)︄
je Hadamardova matica rádu 2n.

Dôkaz. Blokovým násobením matíc dostaneme, že(︄
Hn Hn

Hn −Hn

)︄(︄
Hn Hn

Hn −Hn

)︄T

=
(︄

2HnH
T
n 0

0 2HnH
T
n

)︄
= 2nI2n.
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