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Uvod

Cielom tejto bakalarskej prace je ukéazat vybrané aplikacie konecénych telies
v kombinatorike. Praca je ¢lenena na sStyri kapitoly: Latinské stvorce, Afinne a
projektivne roviny, Blokové designy, Hadamardove matice. V prvej kapitole sa
venujeme vlastnostiam a konstrukciam latinskych stvorcov a mnozin kolmych
latinskych stvorcov. V kapitole o afinnych a projektivnych rovinach najprv vy-
svetlime vlastnosti projektivnej a afinnej roviny pomocou axioémov, a dalej po-
mocou afinnej roviny skonstruujeme kompletni mnozinu vzajomne kolmych latin-
skych stvorcov. Obsahom kapitoly o blokovych designoch je predviest konstruk-
ciu symetrického designu pomocou fubovolnej nadroviny projektivneho priestoru.
Stvrta kapitola ukaze jednoduchi konstrukciu Hadamardovej matice pomocou
prvkov konecného telesa.

Tvrdenia prevzaté z pouzitej literatiry som doplnil o vlastné dokazy. V nie-
ktorych dokazoch prevzatych z literatiry som doplnil chybajice kroky, pripadne
pridal lepsie vysvetlenie konkrétneho kroku. Pridal som do préace rézne priklady,
ktoré ilustruji nové pojmy, alebo aplikuji postupy konstrukcii predvedenych v
ddékazoch tvrdeni. Doplnil som vlastné tvrdenia a lemmata, pomocou ktorych som
riesil priklady alebo postupoval v krokoch dokazov. Poznamkami v praci som sa
snazil lepsie vysvetlif vlastnosti definovanych objektov.



1. Latinské stvorce

1.1 Uvod

Latinské stvorce fascinovali matematikov uz od davnych vekov. Pretoze maja
vela zaujimavych vlastnosti, uzito¢nych aplikacii, a su spojené s réoznymi otvore-
nymi problémami, latinské stvorce sa studuju aj v sucastnosi.

Definicia 1. Latinsky stvorec rddu m je n x n matica obsahujica n rozli¢nych
symbolov (zvy¢ajne sa oznac¢uju 0, 1, ..., n - 1) takych, ze v kazdom riadku a
stlpci matice je kazdy symbol prave raz.

Priklad. Latinsky stvorec radu 6:

012 3 435
123450
234501
34501 2
4501 2 3
5 01 2 3 4

Zdalo by sa, ze pre kazdé n existuje aspon jeden latinsky Stvorec radu n.
Nasledujuca veta tento fakt formalne dokazuje.

Tvrdenie 1. Ezistuje latinsky stvorec radu n pre kaZdé n > 1.

Dékaz. Uvazme tabulku séitania aditivnej grupy Z/nZ celych ¢isel modulo n.
Nech je v nejakom riadku alebo stlpci nejaka hodnota dvakrat, tj. plati a+b = a+c
pre nejaké b # c. Odtial mame trividlne spor.

O

Poznamka. Latinsky Stvorec z predoslého prikladu je tabulka sc¢itania aditivnej
grupy Z/6Z.

Bodom zaujmu tedrie latinksych stvorcov je urcit kolko latinskych stvorcov

daného radu existuje.

Definicia 2. (Mullen a Mummert, 2007) Symbol L, oznacuje pocet roznych
latinskych stvorcov radu n.

Hodnotu L,, nevieme vzdy jednoducho urc¢if a preto sa obmedzime na redu-
kované latinské Stvorce.

Definicia 3. Latinsky stvorec radu n sa nazyva redukovany, ak jeho prvy riadok
a stlpec su v tvare 0, 1, ..., n - 1.

Definicia 4. (Mullen a Mummert, |2007) Symbol [,, oznacuje pocet réznych re-
dukovanych latinskych stvorcov radu n.

Nasledujuca veta dava vzajomny vztah hodnot L, a l,.



Veta 2. (Mullen a Mummert, 2007) Pre kazdé n > 2, L,, = nl(n - 1)!,.

Dékaz  Uvazme redukovany latinsky $tvorec radu n. Permutéciami stipcov do-
staneme n! roznych latinskych stvorcov. Potom permutovanim poslednych n - 1
riadkov dostaneme (n - 1)! roznych latinskych stvorcov, z ktorych kazdy bude
rozny od tych, ktorych sme dostali stlpcovymi permutéciami. Tymito dvoma
permutdciami na redukovanom latinskom stvorci dostaneme n!(n - 1)! réznych
latinskych stvorcov, z ktorych je prave jeden redukovany. Navyse, tymito per-
mutdciami riadkov a stipcov Iubovolného latinského $tvorca vieme dostat jedno-
znacne urceny redukovny latinsky stvorec radu n, a odtial plynie veta.

]

Priklad. Vypocéitame hodnoty [,, pre n = 2,3, 4.
Pre n = 2 a n = 3 mame jeden mozny redukovany latinsky Stvorec.

01
10

N — O

1 2
20
01

Pre n = 4 mame styri mozné redukované latinské stvorce.

0123 012 3 012 3 0123

1 0 3 2 1 0 3 2 1230 1 3 0 2

2 3 01 2310 2 301 20 31

3210 3201 301 2 3210
Nasledujica tabulka ukazuje hodnoty [,, pre n < 7.

n 23 4 5 6 7
I, 1 1 4 56 9408 16,942,080

Tabulka 1.1: Hodnoty [,, pre malé n.

Pre malé n sa daji hodnoty [, vypocitat ru¢ne a pre trochu vacsie n vieme
pouzit poéita¢. Hodnota [, pre n > 12 je nezndma. (viz Mullen a Mummert|, 2007,
str. 45)

1.2 Kolmost

Dva latinské stvorce rovnakého radu moézeme prekryt a vznikne tak novy
latinsky Stvorec usporiadanych péarov.

Priklad.
01 2 01 2 0,0) (1,1) (2,2)
120 2 0 1 (1,2) (2,0) (0,1)
2 0 1 120 2,1) (0,2) (1,0)
prvy Stvorec druhy Stvorec prekryty stvorec

Vsimnime si, Ze v tomto pripade sa kazdy z deviatich moznych usporiadanych
parov v prekrytom stvorci vyskytuje prave raz. Zovseobecnenim tohto konceptu
do Tubovolnych radov dostaneme nasledujticu definiciu.
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Definicia 5. (Mullen a Mummert, 2007) Dva latinské stvorce radu n s kolmé
(ortogondlne), ak ich prekrytim dostaneme kaZdy z n? réznych usporiadanych
parov prave raz. Latinské stvorce Ly, ..., L; sa nazyvaju vzdjomne kolmé, ak su
kazdé dva Stvorce kolmé.

Priklad. Tri vzajomne kolmé latinské stvorce radov 5, 8 a 9.

012 3 4 012 3 4 012 3 4
12340 23 401 3401 2
23 401 4 01 2 3 12340
3401 2 12340 4 01 2 3
4 01 2 3 3401 2 23 401
01234567 01234567 01234567
104726 5 3 24051376 37506 2 41
24051376 37506 2 41 4216 0735
37506 2 41 4 216 07 35 5 6 3 2701 4
4216 07 35 56 32701 4 6 57 4310 2
56 3 2701 4 6 574310 2 73615420
6 574310 2 73615420 1047265 3
73615420 104726 5 3 24051376
0123456 78 0123456 738
120453786 20153 4867
20153 48¢67 120453786
3456 78012 6 780123435
453786120 8 6 72015 3 4
53 486 7 201 78 612045 3
6 78 012 3 45 3456 78012
78 612045 3 53 4867201
8 6 720153 4 453786120
0123456738
345678012
6 78 012 3435
78 612045 3
120453786
4 53 786120
53 486 7 201
8 6 720153 4
20153 48¢67

Definicia 6. N(n) oznacuje velkost najviac¢sej moznej mnoziny vzéjomne kolmych
latinskych stvorcov radu n.

Priklad. Uvazme dva kolmé latinské $tvorce L; a Lo. Dalej prevedme nejakii per-
mutéciu 7 na symboloch Stvorca Ly, oznaéme novovzniknuty §tvorec L] a uvazme
prekryty stvorec s Lo. Keby sa v prekrytom stvorci vyskytovala nejaka usporia-
dana dvojica dvakrat, znamenalo by to, Ze po prevedeni Iubovolnej permutacie



na symboloch §tvorca L) sa bude taktieZ v prekrytom §tvorci s Ly vyskytovat ne-
jaka usporiadana dvojica dvakrat. Uvazme inverzni permutaciu k 7 a dostaneme
spor. Teda permutacia symbolov latinského stvorca nemeni jeho kolmost s inym
Stvorcom.

Tvrdenie 3. N(n) < n -1 pre vsetky n > 2.

Dokaz. 7 predoslého prikladu mozeme predpokladat, ze prvy riadok kazdého
stvorca v mnozine vzajomne kolmych stvorcov je tvaru 0, 1, ..., n - 1. Uvazme
prvky v druhom riadku, prvom stlpci §tvorca v mnozine. Zrejme tento prvok
nemoze byt 0, inak by to nebol latinsky Stvorec. KedZe prvky na tejto pozicii
musia byt pre zachovanie kolmosti v kazdom stvorci rozne, mame najviac n - 1
moznosti. Odtial nutne N(n) < n - 1.

O

Definicia 7. Mnozina t > 2 vzajomne kolmych latinskych stvorcov radu n sa
nazyva kompletnd, ak t = n - 1.

Teraz ukdzeme, Ze ak ¢ je mocnina prvocisla, potom mozeme pouzit teleso Fy,
na zostrojenie kompletnej mnoziny vzajomne kolmych latinskych stvorcov.

Veta 4. (Mullen a Mummert, 2007) Ak q je mocnina prvocisla, potom plati, Ze
N(qg)=q-1.

Dokaz. Nech F; = {a1, ..., a;—1}. Oznacme riadky a stpce ¢ x ¢ matice prvkami
F,. Pre kazdé 1 < i < ¢ - 1 zkonstruujeme latinsky stvorec L; nésledovne. Bud
fi(z,y) linedrny polyném f;(z,y) = a;x + y. Na pozicii (z,y) vo $tvorci L; bud
hodnota f;(x,y) modulo ¢. Takto vytvoreny Stvorec je latinsky, lebo keby sa v
nejakom riadku vyskytovala rovnaka hodnota dvakrat, platilo by, ze a;x + y; =
a;x+ys pre y; # s, Co je spor. Podobne sa dostaneme do sporu za predpokladu, ze
sa vyskytuje v nejakom stipci rovnaks hodnota dvakrat. Takto vytvorené Stvorce
st zéroven vietky rozne, lebo sa liia v prvom stlpci.

Dalej treba overit vzajomni kolmost tychto Stvorcov, teda ze kazdé dva stvorce
st kolmé. Nech 1 < ¢ < j < ¢ -1, abud (by, by) Iubovolny péar prvkov F,. To, ze
sa tento par vyskytne, ked sa Stvorce L; a L; prekryju, je ekvivalentné s tym, zZe
ma sustava

;T +y = bl,
a;x —+ Yy = bQ
rieSenie nad F,. Jej jednozna¢nym riefenim je x = (b — bo)(1 — aja; ") ta; !,
y = (by — aja; 'b))(1 — aja;')7!, a teda fubovolny par prvkov F, sa v prekrytej
matici vyskytuje prave raz, a to na pozicii (z,y).
O

Priklad. Zostrojime kompletni mnozinu vzajomne kolmych latinskych stvorcov
radu 4 pomocou telesa Fy. Majme « generator F; spliujtci a? = o + 1. Podla
predoglého dokazu zostrojime tri polynémy x + vy, ax + y, o?x + y a z nich
dostaneme hladantt mnozinu stvorcov Ky, Ko, K3.
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[\
N

0 1 o o 0 1 a « 0 1 a «

1 0 o « a o 0 1 > a 1 0

a o2 0 1 > a 1 0 1 0 o «o

> a 1 0 1 0 o « a o> 0 1
K Ko K3

Ukéazali sme, Ze ak n je mocnina prvocisla, potom N(n) = n - 1. Problém
ur¢it N(n) pre iné n je omnoho zlozitejsi a pre vac¢sinu n ostava otvorenym prob-
lémom. Dolezita hypotéza je, ze kompletnd mnozina vzajomne kolmych latinskych
stvorcov radu n existuje len v pripade, Ze n je mocnina prvocisla.

Hypotéza 5. (Mullen a Mummert, 2007) Pre n > 2, N(n) = n - 1 prdve vtedy,
ked n je mocnina prvocisla.

1.3 Konstrukcie

Na zaver kapitoly predvedieme niektoré nastroje na konstrukciu kolmych latin-
skych stvorcov. Najprv ukdzeme nutnt podmienku pre existenciu Stvorca kolmého
k danému latinskému stvorcu.

Definicia 8. Transversdla latinského Stvorca je takda mnozina jeho symbolov, Ze
obsahuje prave jednu hodnotu z kazdého stlpca a riadku, ale zaroven obsahuje
kazdy symbol prave jeden krat.

Priklad. V nasledijicom latinskom stvorci radu 8 je vyznacenych 8 transversal.
Hodnoty, ktoré patria do rovnakej transversaly, st oznacené rovnakym pismenom.
Vsimnime si, Ze ziadne transversaly nezdielaju nejaky prvok na rovnakej pozicii.
Také transversdly nazyvame disjunktné.

Tvrdenie 6. K latinskému stvorcu L radu n exituje kolmy latinsky Stvorec prave
vtedy, ked sa dd L rozloZit na n disjunktngch transversdl.

Dokaz. Pre dokaz prvej implikacie uvazme L, druhy stvorec, ktory je kolmy na
L a stvorec, ktory vznikne ich prekrytim. Zvolme Iubovolny symbol z druhého
Stvorca a uvazme vsetky usporiadané dvojice z prekrytého stvorca, ktoré maju
druht hodnotu tento zvoleny symbol. Potom prvé hodnoty v tychto dvojiciach
tvoria transversalu L. To preto, lebo z toho, Ze druhy stvorec je latinsky, s
vietky tieto dvojice v roznom riadku a stlpci, a pretoze st tieto Stvorce kolmé,
vyskytuje sa kazda dvojica prave raz. Po zvoleni vSetkych symbolov v druhom
Stvorci dostaneme spolu n disjunktnych transversal.
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V dokaze druhej implikacie zkonstruujeme po castiach druhy latinsky stvorec
kolmy s L. Zvolme Iubovolnych n symbolov. Zvolme Tubovolni transversalu L.
Na pozicie prvkov transversaly vlozme do druhého $tvorca jeden zvoleny symbol.
Takto volime vzdy z transversal a symbolov, ktoré este neboli pouzité. Nakoniec
dostaneme latinsky stvorec, pretoze sme vkladali symboly na pozicie disjunktnych
transversal. Stvorec L a vytvoreny stvorec s kolmé, lebo pri ich prelozeni neméze
nastat ziadna usporiadana dvojica dvakrat, ¢o je lahko vidiet z konstrukcie.

O

Priklad. Nech g je mocnina neparneho prvocisla. Ukazeme, zZe pre latinsky stvorec
L = (I;;) rddu q - 1, ktory reprezentuje tabulku ndsobenia v grupe Fy, neexistuje
latinsky Stvorec k nemu kolmy. Zvolme « generator F;/. Nech prvky L na poziciach
(7,7 (7)) pre nejaku permutaciu m tvoria transversalu. Potom mame

T 2= 1] liway = I] o) = (]] ),

zEF; i€Fy z€Fy; TEFy;

z ¢oho plynie

H r =1

zEF
7 malej Fermatovej vety mame, ze a@~1/2 je koreiom polynému x> — 1 nad
telesom F,, teda alV/2 = £1 mod q. Pretoze a je radu ¢—1, plati a9 9/2 = —1
mod ¢q. Zaroven tak plati

H Tr = azz;ik — a(q_2)2(q_1) = (O{@Q;l))q72 frg (_1)(1_2 = —1

zeFy
Pretoze q je neparne, dostaneme spor. Stvorec L neobsahuje ziadnu transversalu
a staci pouzit predoslua vetu.

Priklad. Tabulka nasobenia grupy F; neobsahuje Ziadnu transversalu, a tak k
tomuto latinskému stvorcu neexistuje kolmy stvorec.

=~ W N =
W N
N B — W
— N W

Definicia 9. Latinsky stvorec kolmy k svojej transponovanej matici sa nazyva
samo-ortogondlny.

Priklad. Latinsky Stvorec Ky z prikladu pod Vetou [4] je samo-ortogonélny.

0 1 a o 0 a o 1 0,0)  (L,a) (a,a?) (a?1)

a o 0 1 1 o> a 0 (a, 1) (%a%) (0,a) (1,0)

a2 a1 0 a 0 1 o (a*, o) (a,0) (1,1) (0,0?)

1 0 o « > 1 0 « (1,a*)  (0,1) (a?,0) (a,)
Ko transponovany Ko prekrytd matica



Teraz ukazeme metddu, ako zkombinovat dva latinské stvorce do nového la-
tinského Stvorca. Bud A = (a; ;) latinsky Stvorec rdadu ny a B = (by,;) latinsky
Stvorec radu ny. Definujme novi maticu C' = (cqp), 1)) = (@4, be,)), kde riadky
(i, k) a stlpce (5, [) tejto matice st usporiadané lexikograficky. Méme tak, ze rad
matice C' je nino. Maticu C' znacéime A ® B.

Priklad.
0 1
1 0

N — O
— O N

A

O N

00 01 02 10 11 12

01 02 00 11 12 10

02 00 01 12 10 11

10 11 12 00 01 02

11 12 10 01 02 00

12 10 11 02 00 O1
A®B

Pre jednoduchost su zatvorky a ¢iarky v matici vynechané.

Nasledujice dve lemmata ukazuju, ze predvedend konstrukcia sa dé pouzit na
zostrojenie mnoziny vzajomne kolmych latinskych Stvorcov.

Lemma 7. Ak A a B su latinské stvorce radu ny a ny, potom A ® B je latinsky
stvorec rddu nins.

Dékaz. Oznacme A = (a;;), B = (br1), C = (cup),gp) = ((aij, br)). Pre
spor, nech je v riadku (i, k) matice C' nejakd usporiadanad dvojica dvakrét, teda
(ai,jlvbk,h) = C@a,k),G1h) = C(ik), (12,l2) = (amzvbk,lz)v kde (th) < (]2712)' Ak
J1 < J2, potom plati a; ;, = a;j,, Co dava spor s tym, ze A je latinsky Stvorec. Ak
J1 = J2 a ly < ly, potom plati by, = byy,, Co dava spor s tym, Ze B je latinsky
Stvorec. Podobne dostaneme spor za predpokladu, e je v stipci (7,1) matice C'

nejaka usporiadana dvojica dvakrat. Z toho plynie, Zze A ® B je latinsky Stvorec.
m

Lemma 8. Ak AW ¢ AP si kolmé latinské stvorce rddu ny, a dalej BY o B?
st kolmé latinské stvorce rddu ny, potom AWM @ BM g A® @ B®) i kolmé latinské
stvorce radu nins.

Dékaz. Omatme AV = (af)), BW = (b)), CV = <cé”>m>> = (a3, b)),

,L’]

k
AP = (a3), B® = (03), CP = (ki) = (0i3),62) & D = (dipy ) ma-

7.7 ’
ticu, ktord vznikne prekrytim matic C" a C®. Pre Spor, nech obsahuje matica D
na poziciéch {(z k), (7,0)} a {(m,0), (n,p)} nejaki usporiadant dvojicu dvakrat,

teda ((au,bkz) (a7,68)) = deryGiy = dimo) ) = ((afé)mb&)) (@), b))
W = o) o = al?), a tiez b,(cl b b(2 = b2 . BUNO (i,k) <

m,n’ i,j 0,p?
(m,0). Ak i < m, potom A1) obsahuje na pozmlach (i,7) a (m n) prvok a(l) a

Teda plati a, ;

A®) obsahuje na pozicidch (i,5) a (m,n) prvok a!?), teda matica, ktord vznikne

zg?



prekrytim matic A a A® obsahuje usporiadant dvojicu (agj), afj)) dvakrat. 7Z
tade A a A® nie st kolmé. Podobne, ak i = m a k < o, potom B a B® nie
st kolmé. V oboch pripadoch dostaneme spor, a teda AN @ BM a A®) @ B s
kolmé latinské stvorce.

O

Predoslé lemma moézeme pouzit napriklad pri zostrojeni paru vzajomne kol-
mych latinskych stvorcov radu 21. Staci najst par kolmych stvorcov radu 3 a
péar kolmych stvorcov rddu 7. Problém nastane pri ¢islach tvaru n = 2(2k + 1),
pretoze N(2) = 1. Pre ostatné ¢isla mame N(n) > 2.

Veta 9. (Mullen a Mummert, 2007) Budn = q .. .q., kde q; si mocniny roznych
prvocisel a 1 < ...< q.. Potom N(n) > q; - 1.

Dokaz. Pouzitim konStrukcie popisanej vyssie vieme zkonstruovat mnozinu vza-
jomne kolmych latinskych stvorcov radu n z mnoziny vzajomne kolmych latin-
skych $tvorcov rddu ¢; pre 1 < i < r. Potom Veta [4] uddva dolni hranicu pre
N(n).

O
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2. Afinne a projektivne roviny

2.1 Uvod

V tvode tejto kapitoly definujeme afinne a projektivne roviny a popiSeme ich
zékladné vlastnosti. Ako je zvykom, afinne roviny nad telesom F, budeme znacit
AG(2, F,) a projektivne PG(2, F}). VSeobecnejsie, AG(m, F,) a PG(m, F,) buda
znacit afinny a projektivny priestor dimenzie m > 2 nad telesom Fj,.

Definicia 10. (Mullen a Mummert, |2007) Projektivna rovina sa skladd z mno-
ziny bodov, mnoziny priamok a reldcie incidencie udavajicej, ktoré body lezia na
ktorych priamkach. Tato relacia musi splnat nasledujtce tri axiomy:

(1) Kazdé dve priamky maji jednoznacne urceny bod, s ktorym si incidentné.
(2) Kazdé dva body maji jednoznacne urcent priamku, s ktorou si incidentné.

(3) Ezistuji aspon styri body, z ktorych Ziadne tri nie si incidentné s rovnakou
priamkou.

Vsimnime si dualitu tychto axiomov; ak su slova priamky a body zamenené,
prvé dva axiémy v definicii su trividlne zachované. Dualitu tretieho bodu teraz
dokézeme.

K dokazu Lemmatu[10]a Viet [L1] [12 ma viedla literatira (Doyle a kol 2015]
str. 5-6).

Lemma 10. Projektivna rovina obsahuje aspon styri priamky, z ktorych Ziadne
tri nie s incidentné s rovnakym bodom.

Dékaz. 7 axiému (3) existuju styri body A, B, C, D a z (2) existuju tieto priamky:
AB incidentna s bodmi A a B, BC' incidentna s bodmi B a C'; C'D incidentnd s
bodmi C' a D a priamka DA incidentna s bodmi D a A. Tieto priamky st vSetky
rozne, inak by nastal spor s (3). Ziadne tri z tychto priamok nie st incidentné s

rovnakym bodom, inak by nastal spor s (2).
O

Veta 11. Povodné tri axiomy a ich dudlne verzie si ekvivalentné.

Dokaz. Ostéva dokazat ekvivalenciu tretich bodov. Predpokladajme, Ze platia
povodné axiomy. Potom z Lemma platia aj dualne axiémy. Naopak predpo-
kladajme, ze platia dudlne verzie axiomov. Z treticho dudlneho axiému existuju
Styri priamky p,q,r, s a z druhého dudlneho axiému existuju tieto body: A in-
cidentny s priamkami p a ¢, B incidentny s priamkami ¢ a r, C' incidentny s
priamkami r a s a bod D incidentny s priamkami s a p. Tieto body st vsetky
rozne, inak by nastal spor s dudlnym tretim axiémom. Ziadne tri z tychto bodov
nie su incidentné s rovnakou priamkou, inak by nastal spor s dudlnym druhym
axiomom.

]

7 predchadzajicej vety plynie, ze kazdy dokaz o priamkach sa vie zmenif na
dokaz o bodoch, a naopak.
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2.2 Rad projektivnej roviny

Veta 12. Bud P konecnd projektivna rovina. Potom existuje celé cislo m > 2
také, Ze kazdy bod (priamka) je incidentny s prave m + 1 priamkami (bodmi).
Navyse, P md prave m* + m + 1 bodov (priamok).

Dokaz. Uvazme Iubovolné body A a B. Keby kazda priamka prechadzala bodom
A alebo B, nastal by spor s tretim dualnym axiémom. Preto existuje priamka p,
ze A ani B na nej nelezia. Potom z (1) a (2) existuje tolko priamok incidentnych
s A, kolko je bodov incidentnych s p. Pocet priamok incidentnych s B je zase
tolko, kolko je bodov incidentnych s p, ¢o je rovnako vela ako pocet priamok
incidentnych s A. Pretoze A a B boli Iubovolné, plati tvrdenie pre vsetky body.
Tvrdenie o priamkach plynie z duality.

Pre druhu c¢ast uvazme nahodny bod A. Z prvej casti vety mame, ze A je in-
cidentny s m + 1 priamkami. Kazda z tychto priamok je incidentna s dalsimi m
bodmi a vSetky tieto body st rozne z (2). Teda mame (m+1)m+1=m?*+m+1
bodov. Tvrdenie o priamkach plynie z duality.

O

Definicia 11. Cislo m z Vety |12 nazgvame rdd projektivnej roviny.

Definicia 12. (Mullen a Mummert, 2007) Afinna rovina sa skladd z mnoziny
bodov P, mnoziny priamok L a relacie incidencie udavajicej, ktoré body lezia na
ktorych priamkach. Tato relacia musi splnat nasledujtce tri axiomy:

(1) Kazdé dva body maji jednoznacne urcentd priamku, s ktorou si incidentné.

(2) Pre kazdy bod B, ktory nie je incidentny s priamkou [, existuje jednoznacne
urcend priamka incidentnd s B, ktord nepretina |

(3) Ezistuji aspon styri body, z ktorych Ziadne tri nie si incidentné s rovnakou
priamkou.

V nasledujtcej vete ukazeme, ako zkonstruovat afinnu rovinu nad telesom K.

Veta 13. Bud K teleso a P = {(z,y) | x,y € K}. Bud L mnoZina grafov linedr-
nych funkcii nad telesom K, kde |l € L je tvaru l = {(z,y) | ax + by +c =0} pre
a,b,c € K, (a,b) # (0,0). Potom dvojica (P, L), so svojou prirodzenou incidentnou
Struktirou, tvoria afinnu rovinu AG(2, K).

Dékaz. Treba overit platnost axiémov (1) az (3).
(1): Uvazme dva rdzne body (z1, 1), (22, y2). Koeficienty a, b, ¢ kazdej priamky
incidentnej s oboma bodmi musia riesif nasledujicu homogénnu sistavu

axry + by, + ¢ =0,
axry +bys +c = 0.

Pretoze st tieto body rozne, je hodnost matice tejto stustavy 2. Teda koeficienty
st urcené jednoznacne az na nasobok, a teda taka priamka existuje prave jedna.

12



(2): Majme pre p,q,r € K, (p,q) # (0,0) priamku l = {(z,y) | pr+qy+r =0}
abod A = (x1,y1), ktory na nej nelezi. Aby nova priamka k nepretla [, musia mat
tieto priamky rovnaké koeficienty a,b a rézny koeficient c¢. Aby zaroven bod A
lezal na priamke k, musi nutne platit, ze k = {(x,y) | pxr + qy — (pr1 +qy1) = 0},
¢o je podla znenia vety jednoznacne zadana priamka.

(3): Axiém splnuju napriklad body (0, 0), (0,1), (1, 1), (1,0).

2.3 Rozsirenie afinnej roviny

Dalej si ukdzeme metédu, ako rozsirit afinnu rovinu do projektivnej roviny.
Majme P mnozinu bodov a L mnozinu priamok afinnej roviny AG(2, K) zo znenia
Vety [13] Majme zobrazenie ¢ zadané na P predpisom ¢(z,y) = (z,y,1). Prel € L
tvaru | = {(z,y) | ax + by + ¢ = 0}, pre konkrétne a,b,c € K, (a,b) # (0,0),
definujme " = {(z,y,1) | ax + by + ¢z = 0}. Majme zobrazenie ¢ zadané na
L predpisom (1) = I'. Polozme L., = {(1,0,0)} U{(x,1,0) | € K}. Bud P’
zjednotenie ¢(P) a vSetkych bodov na Le,. Bud L' = (L) U L.

Poznamka. Priamka L., sa nazyva nevlastnd priamka a body na nej sa nazyvaju
nevlastné body. Vsimnime si, ze pre kazda priamku z ¢ (L) existuje prave jeden
nevlastny bod s 1lou incidentny.

Veta 14. Ak (P, L) je afinna rovina nad telesom K, potom (P', L") je projektivna
rovina nad telesom K a jej rad je rovny poctu prvkov K.

Dékaz. Najprv overime axiomy (1) az (3) v definicii projektivnej roviny.

(1): Treba overit dva pripady. V pripade dvoch rovnobeznych priamok v (P, L),
teda priamok s rovnakymi koeficientami a a b, stac¢i uvazit bod (=ba=!,1,0) € L,
ak a # 0, alebo (1,0,0), ak a = 0. V pripade, Ze jedna priamka je z L a druha
je Lso, uvazime, pri tych istych hodnotach koeficientu a, rovnaké body ako v
minulom pripade.

(2): Treba overit pripad, kedy jeden bod je z P a druhy lezi na L. Zvolme
Iubovolny bod (z1,y1,1) € P. Ako druhy bod zvolme najprv (1,0,0). Jedina
priamka, ktord obsahuje oba tieto body je potom y — y;2 = 0. Zvolme ako druhy
bod (x2,1,0) € Le, ©o € K. Vtedy dostaneme jednoznacne urcent priamku
r — xoy — (r1 — w2y1)2 = 0.

(3): Axiém splnuji napriklad body (0,0, 1),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1).

Teraz vypodcitame rad projektivnej roviny (P’, L'). Nech n znaéi pocet prvkov
telesa K. Najprv vypocitame poet priamok. Nech koeficient b = 0, potom BUNO
a = 1 a ostava n moznosti pre koeficient ¢. Podobne mame n moznosti, ked a = 0.
Ak st oba koeficienty a a b nenulové, potom BUNO a = 1 a pre koeficienty b a ¢
mame (n— 1)n moznosti. Po pripocitani L., dostaneme spolu (n—1)n+2n+1 =
n? +n + 1 roznych priamok. Pocet réznych bodov je trividlne n? +n + 1.

Dalej, priamka L, je incidentnd s n + 1 bodmi. Kazd4 priamka [ € L je
incidentnd s n bodmi tvaru (x,y,1) a s bodom (—ba™',1,0) ak je a nenulové,
alebo (1,0,0) ak je a nulové. Kazda priamka je tak incidentna s n + 1 bodmi.

Bod (1,0,0) je incidentny s Lo, a s priamkami tvaru y + cz = 0, teda do-
kopy n + 1 priamok. Bod tvaru (k,1,0) je incidentny s L., a s priamkami tvaru
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r—ky-+cz =0, teda zase n+ 1 priamok. Nakoniec uvazme bod tvaru (k,[,1). Je-
dind priamka incidentna s tymto bodom, ktora ma koeficient a = 0, je y — [z = 0,
a ktord ma koeficient b = 0, je x — kz = 0. Priamky, ktoré maja koeficienty a, b
nenulové a st incidentné s tymto bodom, su ax + y — (ak + 1)z = 0, ktorych je
n — 1. Spolu teda n+ 1 priamok. Kazdy bod je tak incidentny s n 4 1 priamkami.
Réd projektivnej roviny (P', L') je tak rovny n.

[

Désledok. Ak ¢ je mocnina prvodisla, potom AG(2, F,) aj PG(2, F},) existuju.
Priklad. V tomto priklade zkonstruujeme AG(2, F,). Ako body majme mnozinu
vsetkych dvojic (z,y), kde z,y € Fy. Za priamky berme mnozinu linedrnych
rovnic {ax + by + ¢ = 0| a,b,c € Fy,(a,b) # (0,0)}. Prirodzene dostaneme
nasledujicu relaciu incidencie:

Priamka Rovnica Body
Ly r+y+1=0 1001
Lo r+1=0 10 11
Ls y+1=0 01 11
Ly r+y=20 00 11
Ls x=0 01 00
Lg y=0 10 00

Tabulka 2.1: Afinna rovina AG(2, F5)

Pre jednoduchost su ¢iarky a zatvorky v tabulke vynechané. Je vidno, ze pre
kazdé dva body existuje prave jedna priamka s nimi incidentna. Dalej uvazme
bod B, ktory nelezi na L;,1 < ¢ < 6. Existuje prave jedna priamka L;,j # 1,
ktord ma rovnaké koeficienty a, b ako L;. Priamka L; mé zaroven koeficient ¢ o
jedna vyssi, a preto nutne B lezi na L; a L; nepretina L,. Trividlne, Ziadne tri
body nelezia na rovnakej priamke. Overili sme tak axiémy afinnej roviny.

Teraz premenujme vsetky body (z,y) na (x,y, 1), pridajme body 100,010, 110
a zadefinujme mnozinu priamok {az+by+cz = 0] a,b,c € F3, (a,b,c) # (0,0,0)}.
Dostaneme nasledujticu relaciu incidencie:

Priamka Rovnica Body
Ly r+y+2z=0 101011110
Loy r+2=0 101 111 010
Ls y+z=0 011 111 100
Ly r+y=20 001 111 110
Ly x =0 011 001 010
Lg y=10 101 001 100
L, z2=0 100 010 110

Tabulka 2.2: Projektivna rovina PG(2, F3)

Uvazme dve rozne priamky a1z + by + ¢12, asx + by 4 coz. Bod incidentny s
oboma priamkami je rieSenim homogénnej stistavy rovnic s maticou
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aq bl C1
(05} b2 Co '

Pretoze st priamky rozne, je hodnost matice 2, a teda taky bod je jednoznacny, az
na nasobok. Pretoze bod 000 neexistuje, je taky bod prave jeden. Dalej majme dva
rozne body (1,91, 21), (22, Ye, 22) a uvazme priamky incidentné s oboma bodmi.
Hladame riesenie sistavy s maticou

1 Y1 2
To Yo 22)’

ktorej hodnost je 2, a teda existuje prave jedna priamka incidentnd s oboma
bodmi. Nakoniec, body 001,101,111, 011 splnuju axiém (3) v definicii projektivne;j
roviny. Zostrojili sme tak projektivnu rovinu PG(2, F3), nazyvanti Fanova rovina,
ktoru ilustrujeme v dalsej kapitole.

Prirodzene, afinnu rovinu z projektivnej roviny dostaneme odstranenim L.
Ak mame projektivnu rovinu radu n, potom afinna rovina, ktord vznikne odstra-
nenim L, sa znaci AG(2,n). Nasledujica veta udava ekvivalenciu medzi afin-
nymi rovinami a kompletnymi mnozinami vzajomne kolmych latinskych stvorcov.

Veta 15. (Mullen a Mummert, 2007) Ezistuje n—1 vzajomne kolmych latinskyjch
§tvorcov radu n prave vtedy, ked existuje afinna rovina AG(2,n).

Doékaz. Najprv predpokladajme, Zze mame kompletni mnozinu My, ..., M, vza-
jomne kolmych latinskych sStvorcov radu n, a zostrojme afinnu rovinu AG(2,n).
Nech P zna¢i mnozinu vsetkych parov (z,y) kde 0 < z,y < n — 1. Teda body
AG(2,n) budt tieto usporiadané pary.

Pre kazdé 1 <d <n—1, a kazdé 0 < ¢ <n — 1, utvorme priamku

Ll(')d) = {(ZL’,y) | Md(x7y) = C}a

kde My(z,y) = ¢ znamend, Ze sa na pozicii (z, y) v latinskom stvorci My vyskytuje
symbol c. Takto dostaneme n priamok pre kazdy z n — 1 latinskych stvorcov, teda
spolu (n — 1)n = n? — n priamok.

Dalej zkonstruujeme 2n priamok. Matica R bude v riadku i obsahovat vo
vietkych stipcoch konstantni hodnotu i pre 0 < i < n — 1. Matica S bude v stipci
j obsahovat vo vSetkych riadkoch konstantntt hodnotu j pre 0 < j < n — 1. Potom
priamka R. bude obsahovat vsetky body, ktoré maju v prvej stradnici hodnotu c,
a priamka S, bude obsahovat vSetky body, ktoré maju v druhej stradnici hodnotu
¢, pre 0 < ¢ < n — 1. Teraz sme zkonstruovali spolu n? + n priamok. UkéaZeme,
ze mnozina bodov P spolu s mnozinou priamok

{Lgd)aROV"aRn—laSOa'"7Sn—1 ’ 1§d§n_1’0§0§n_1}

tvoria afinnu rovinu AG(2,n). Overime postupne axiémy (1) az (3).

(1): Pripad, Ze zvolené dva body maju niektort stradnicu rovnakd, je trivialny.
Inak BUNO maju vSetky matice M, ..., M,_; prvy riadok tvaru 0,1,...,n — 1.
Uvazme dva body. Hladdme maticu, ktora mé na oboch tychto poziciach rovnaku
hodnotu. Ak ma niektory z tychto bodov prvi suradnicu nulovi, berme ho ako
prvy. Inak je prvy bod tvaru (i, 7), a v niektorej matici je na tejto pozicii hodnota
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k. Druhy bod je tvaru (x,y), kde z # i ay # j. Treba najst [ také, ze M;(x,y) = k.
Pretoze mame n — 1 vzajomne kolmych latinskych Stvorcov a zaroven n — 1
moznosti na hodnotu prvku na pozicii (z,y), také [ a k existuje prave jedno.
Potom hladana priamka je L,(f).

(2): Uvazme priamku LY a nejaky bod (z,y), ktory na nej nelezi. Potom
My(z,y) = e, e # c, a staci uvazit priamku L@,

(3): Axiém splnuju body (0,0), (0, 1), (1,1),(1,0).

Naopak, z afinnej roviny AG(2,n) zkonstruujeme n — 1 vzajomne kolmych
latinskych stvorcov radu n. Najprv ocislujeme n + 1 paralelnych tried roviny
0,1,...,n a vietkych n priamok v kazdej triede o¢islujeme 0,1,...,n — 1. Dalsi
krok je pouzit dve paralelné triedy na zostrojenie korespondencie medzi prvkami
afinnej roviny a ¢islami 1, ..., n—1, ktoré pouzijeme na zostrojenie n—1 vzajomne
kolmych latinskych stvorcov. Korespondenciu dostaneme néasledovne: priradme
usporiadany par (i,j) unikdtnemu prieniku priamky i z triedy 0 a priamky j z
triedy n.

Na zostrojenie n—1 $tvorcov rddu n polozme symbol s na poziciu (i, j) Stvorca
L., ak priamka s z triedy e obsahuje usporiadany pér (i, j). Vlastnosti latinskych
stvorcov su zachované, lebo kazda priamka z tried 1,2,...,n — 1 pretne kazdua
priamku z triedy 0 alebo n v prave jednom bode. Podobne, kazda priamka z triedy
e=1,2,...,n—1 pretne kazdu priamku z triedy f # e,0,n v prave jednom bode.
Odtial méme, Ze latinské stvorce L. a Ly st kolmé. Tym je dokaz hotovy.

O

Priklad. Zkonstruujeme afinnu rovinu AG(2,3) pomocou kompletnej mnoziny
{L, Ly} vzéjomne kolmych latinskych stvorcov radu 3.

01 2 01 2
1 20 2 01
2 01 1 20

LY = {(0,0), (2,1),(1,2)}, L = {(1,0), (0,1),(2,2)},
Lé”:{(2,0>,<1,1>,<o,2>}7bé” {(0,0),(1,1),(2,2)},
L = {(2,0),(0,1),(1,2)}, L = {(1,0),(2,1),(0,2)},
Ro = {(0,0),(0,1),(0,2)}, R, = {(1,0), (1, 1), (1,2)},
Ry = {(2,0),(2,1),(2,2)}, S = {(0,0), (1,0), (2,0)},
S ={(0,1),(1,1),(2,1)}, 82 = {(0,2), (1,2),(2,2)}.

Je Tahké overit, e tato incidencia spliia axiémy (1) az (3). Napriklad, pre bod
(2,0) a priamku L(()Q) spliia. axiém (2) priamka LEZ). Zaroven, tato afinna rovina
je rovnakd, ako ta zkonstruovana vo Vete[13] ak polozime K = Fj. Napriklad, na
zistenie rovnice priamky Lgl) dosadime jej body do vSeobecnej rovnice priamky a
dostaneme tri rovnice v premennych a, b, ¢, BUNO a = 1, ktoré udévaju priamku
r+y+2=0.

Naopak, zo zkonstruovanej roviny AG(2,3) zostrojime stvorce Li, Ly. OCis-
lujme triedu priamok R; ¢islom 0, triedu priamok Lgl) ¢islom 1, triedu priamok
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Ll@) ¢islom 2 a triedu priamok S; ¢islom 3. Potom prienik R; a S} je préve bod
(,7). Z postupu predvedenom v dokaze dostaneme spéatne Stvorce {Lq, Lo }.

Z Hypotézy [5] a Vety [15] dostdvame nasledujicu hypotézu.

Hypotéza 16. (Mullen a Mummert, 2007) AG(2,n) existuje prdve vtedy, ked
n je mocnina prvocisla. Ekvivalentne, projektivna rovina radu n existuje prdve
vtedy, ked n je mocnina prvocisla.

Na zaver kapitoly si ukazeme konstrukciu projektivneho priestoru PG(m, F,)
dimenzie m > 2 nad telesom Fj, ktory neskor v préaci vyuzijeme. Bod bude
(m + 1)-tica prvkov Fj, z ktorych nie vsetky st nulové. Dva body (aq,...,a,) a

(bo, - - -,bn) chdpeme ako ekvivalentné, ak existuje c € F; takeé, ze (ao, ..., an) =
(b, ..., cby). Je Tahké si vsimnut, ze je (¢™™ — 1)/(q — 1) tried ekvivalencie
bodov.

Podpriestor dimenzie k v PG(m, F},) je mnozina vSetkych rieseni sistavy m—k
linedrne nezavislych homogénnych rovnic, teda systému tvaru

ai,0 c. a1,m Zo

Am—k0 --+ Om—km Tm

kde matica (a; ;) je regularna, a teda jej hodnost je m — k. Mame tak, ze kazdy
podpriestor dimenzie k obsahuje (¢*** — 1)/(¢ — 1) bodov.

Pozndmka. Pre bod (ag,...,a,) si vsimnime, ze ak a, # 0, potom tento bod je
ekvivalentny bodu (a'ag,...,1). Tymto sposobom dostaneme, Ze pre m = 2 je
vysledny priestor rovnaky ako ten, ktory je predvedeny v ivode tejto podkapitoly.
Kazdy bod, ktory ma tretiu siradnicu nenulovi, je ekvivalentny prave jednému
bodu, ktory ma tretiu siradnicu rovna 1. Bod, ktory ma len prvi stradnicu ne-
nulovi, je ekvivalentny bodu (1,0,0) a bod, ktory ma druht stradnicu nenulovi
a tretiu nulovi, je ekvivalentny bodu (z,1,0), pre nejaké x € F,. Dalej, pod-
priestor dimenzie 1 dany rovnicou xy = 0 je rovny nevlastnej priamke a vsetky
ostatné podpriestory dimenzie 1 st tvaru {(z,y, 1) | apro+ a121 + aszs = 0}, kde

(ao, ar) # (0,0).
Definicia 13. Nadrovina v PG(m, F}) je podpriestor dimenzie m — 1.

Z projektivneho priestoru PG(m, F;) dimenzie m > 2 spravime afinny priestor
AG(m, F,) odstranenim Iubovolnej nadroviny a vsetkych bodov, ktoré na nej
lezia. Vysledny priestor ma

qg—1 qg—1

bodov. Nech odstranime nadrovinu korespondujicu s rovnicou z,, = 0. Ostatné
body sa daju preskalovat, aby mali x,, = 1. Tym padom ostavajice podpriestory
dimenzie k£ mozeme chapat ako mnoziny rieseni systémov linearnych rovnic tvaru
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a1, N a1,m

Tm—1
Am—k0 --- Am—km 1

kde matica (a; ;) je regularna, a teda jej hodnost je m — k. Tato konstrukcia dava
afinny priestor AG(m, F,) dimenzie m > 2 nad telesom Fj,.

Priklad. Zostrojime AG(3, F3) odstranenim nadroviny korespondujticej s rovnicou
x3 = 0 z priestoru PG(3, F3). Uvazme mnozinu rieseni systému

To
(000 1)]:]|=0

€3

Odstranenim tychto bodov zostane v PG(3, Fy) vsetkych osem bodov, ktoré maji
posledni suradnicu rovnd 1. V tomto priestore mame ako rovinu mnozinu vset-
kych rieseni systému:

Zo

T -0
Gp a3 az as =Y,

X2

1

kde matica (a;) je regularna. Dostaneme tak podpriestor dimenzie 2. Priamku
mame ako mnozinu vsetkych rieseni systému:

Zo

Q10 G131 A12 A13 X —0
- 9
Q20 QA21 Q22 G23 T2

1

kde matica (a;;) je regularna, teda mnozina rieseni je podpriestor dimenzie 1.
Spolu sme tak dostali afinny priestor AG(3, F3).
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3. Blokové designy

Neformalne, blokovy design je incidentna struktira pozostavajica z konecnej
mnoziny a kolekcie podmnozin tejto mnoziny. Prvky v tychto podmnozinach sa
vyberané tak, aby ich vyskyt splnoval urcité podmienky.

Definicia 14. Tuktickd konfigurdcia je mnozina v symbolov usporiadanych v b
mnozinach, nazyvanych bloky, takych, ze kazdy blok obsahuje k& r6znych symbolov
a kazdy symbol sa vyskytuje presne v r blokoch. Ak v = b, konfiguracia sa nazyva
symetricka.

Definicia 15. Takticka konfiguracia s v symbolmi usporiadanych v blokoch vel-
kosti k takych, ze kazdy par réznych symbolov sa vyskytuje presne v A blokoch,
sa nazyva (v, k, ) balancovany nekompletny blokovy design.

7, praktickych dévodov budeme po zvysok kapitoly nazyvat balancovany ne-
kompletny blokovy design jednoducho design.

Tvrdenie 17. (Mullen a Mummert, |2007) Vo (v, k, \) designe platia nasledujice
vtahy medzi parametrami v,r, b, k, \:

vr = bk,
r(k—1)=Xv-—1).

Dokaz. Pre dokaz prvej rovnosti si vSimnime, ze vyraz vr znaci celkovy pocet
symbolov, aj s opakovanim, vo vSetkych blokoch designu. To isté znaci aj vyraz
bk, a preto prva rovnost plati.

Pre dokaz druhej rovnosti uvazme symbol a. Ten sa vyskytuje v r blokoch
spolu s k — 1 inymi prvkami. Teda a sa vyskytuje v designe v r(k — 1) paroch.
Zaroven sa a musi vyskytovat A krat v pare spolu s v — 1 inymi symbolmi, a teda
r(k—1)=Xv—-1).

m

Poznamka. Pomocou predoslej vety vieme z kazdych troch parametrov designu
jednoznacne vypocitat zvysné dva.

Priklad. Riadky nasledujtcej matice tvoria bloky (7,3,1) designu.

Uk W N~ O
S U = W N~
N — O O O W

6 0

Riadky su aj priamky projektivnej roviny PG(2, F3) s bodmi {0,1,2,3,4,5,6},
ktord je znazornend na Obrazku [3.1] To je Fanova rovina popisand v priklade pod
Vetou [14] Rovina obsahuje sedem bodov a priamok. Kazda priamka obsahuje tri

19



0 2 6
Obr. 3.1: Fanova rovina

body a kazdym bodom prechadzaju tri priamky. Plati preto, ze rad tejto roviny
je 2.

Vsimnime si, ze ak v poradi premenujeme povodné body {0,1,2,3,4,5,6}
na nasledujice body {001,011, 101,010, 110,111, 100}, dostaneme rovnaku rovinu
ako v Tabulke 2.2

Definicia 16. Mnozina D = {dy,...,d} roznych zvyskov modulo v sa nazyva
(v, k, A) rozdielova mnozina, ak sa v nej kazdy nenulovy zvySok modulo v vysky-
tuje presne A krat ako rozdiel d; — d;.

Priklad. Mnozina {0, 1,3} z predoslého prikladu je (7,3, 1) rozdielovd mnozina.
Veta 18. (Mullen a Mummert, |2007) Nech D = {dy,...,dy} je (v,k,\) rozdie-

lovd mnoZina. Definujme

Bi={di+t modv|1<i<k}

pre 0 <t < v —1. Potom subor {B; | 0 <t < v — 1} tvori symetricky (v, k, \)
design.

Dékaz. Bud a nenulovy zvysok modulo v. Je vidiet, ze a je v B, pre kazdé r,
ktoré sa da vyjadrif ako a — d; pre nejaké i. Teda a je presne v k blokoch. Uvazme
par (a,c). Ak a = d;+k a c = d; + k, teda a a ¢ st oba v bloku By, potom
a — ¢ = d; — d;. Pretoze D je rozdielovd mnozina, vieme a — c vyjadrit ako roz-
diel d; — d; presne A roznymi sposobmi. Naopak, z a — ¢ = d; — d; dostaneme
a—d; =c—dj =1 pre nejaké 0 <t < v —1, a tiez, Ze a a c st oba v bloku B,.
Pretoze st dy, ..., d; vSety rozne, existuje presne \ takych t, teda par (a,c) sa
vyskytuje v B; pre A réznych ¢.

m

Veta 19. Nech k > 3. Potom existuje symetricky (v, k, 1) design prdave vtedy, ked
existuje projektivna rovina radu k — 1.

Dékaz. Dokézme najprv prvi implikdciu. Z Tvrdenia[I7 mame, ze r = k. Zaroven
tieZz b = v = k* — k + 1. Chadpme symboly designu ako body a bloky ako priamky.
Ak by vzniknuty objekt splnoval axiémy projektivnej roviny, platilo by, ze jej rad
je k — 1. Postupne teda overme axiémy.
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(1): Majme nejaké dva bloky designu, oznacme ich A, B. Pre spor predpokla-
dajme, zZe tieto dva bloky nemaju ziadny spolo¢ny symbol. Kazdy prvok z bloku
A sa musi vyskytovat v nejakych dalsich £ — 1 blokoch, z toho ziadny nie je B,
a navyse pre kazdy prvok bloku A treba najst inych k — 1 blokov, pretoze A = 1.
Spolu by tak design musel obsahovat aspoti k(k—1)+2 = k? — k+2 blokov, ¢o ale
neobsahuje. Preto kazdé dva bloky maju aspon jeden spolo¢ny symbol. Navyse,
pretoze A = 1, maju kazdé dva bloky prave jeden spolo¢ny symbol.

(2): Zvolme dva symboly. Pretoze A = 1, existuje prave jeden blok, ktory ich
oba obsahuje.

(3): Zvolme nejaké tri symboly A, B, C, ktoré nie st vsetky v jednom bloku.
Kazdé dva tieto symboly jednoznacne urcéuju blok. Uvazme vsetky symboly v
tychto troch blokoch. Spolu tak méame 3k — 3 réznych symbolov. Pretoze k > 3,
existuje symbol D, ¢o nie je v ziadnom z tychto blokov. Potom body A, B, C, D
splnuju axiom.

Naopak, majme projektivnu rovinu radu [ — 1. Podobne ako v dokaze prvej
implikdcie chapme body tejto roviny ako symboly a priamky ako bloky designu.
Mame tak hodnoty parametrov designu v =b =021+ 1, k=r=1a \ = 1.
Dostaneme tak symetricky (1> — 1+ 1,1,1) design.

O

Désledok. Ak {dy,...,dy} je (v, k,1) rozdielovd mnozina s k > 3, potom existuje
projektivna rovina radu k£ — 1.

Teraz ukazeme, ako mozeme pouzit projektivny priestor nad telesom £, ku
konstrukcii rozdielovej mnoziny.

Veta 20. (Mullen a Mummert, 2007) Majme pre m > 2 hodnoty parametrov

v= (""" =1)/(¢g—1), k= (¢™—1)/(g—1) a A= (¢" ' —1)/(g—1). Potom body
lubovolnej nadroviny priestoru PG(m, Fy,) urcuji (v, k, X) rozdielovi mnoZinu.

Dokaz. Nech « je generator multiplikativnej grupy Fj.... Pre nejaké prvky
bo, .., by € F, tak madme o™ = by + bja + -+ + ba™. Nésobenim tejto
rovnosti prvkom « a pouzitim indukcie dostaneme, ze kazdy prvok o' € Fm+
vieme vyjadrit ako of = ag + a1 + -+ - + a,,a™, kde ag, ..., a, € F,. Potom
mame polynomidlnu bézu {1, o, a?, ..., a™} vektorového priestoru Fym+1 nad F.
Prvok o' tak vieme chapat ako (m + 1)-ticu (ag, a1, ..., a,) koeficientov vo vy-
jadreni prvku o v polynomialnej bazi. Naopak, body priestoru PG(m, F,), teda
(m 4+ 1)-tice (ag, ay, ..., ay), vieme chiapat ako mocniny «.

Bud N = {a®,...,a%} nejakd nadrovina v PG(m, F,). Plati, Ze vSetky o
si rozne, Cize su prvkami inej triedy ekvivalencie bodov projektivneho pries-
toru PG(m, Fy), z ¢oho tieZ plynie, Ze a“~% ¢ F*. Vimnime si, Ze a,...,a""!
maju rad viac ako ¢ — 1, teda nutne nie sa prvkami F. Vieme tak vytvorit
v rdznych nadrovin tvaru N, = a°N, kde 0 < e < v — 1. Pretoze PG(m, F})
obsahuje v = (¢™" — 1)/(¢ — 1) nadrovin, vieme takto dostat vsetky nad-
roviny v tomto priestore. Tabulka na dalSej strane udava body v nadrovinach
N = Ny, Ny,...,N,_1. Pre jednoduchost piseme v tabulke len exponenty «.

V tabulke uvazme len tie riadky, ktoré obsahuju exponent 0 modulo v. Pretoze
sme body nadroviny /N nasobili prvkami, ktoré nie st v Fy, plynie z toho, Ze sme
v krat zmenili triedu ekvivalencie kazdého bodu. Navyse, ak je nejaky exponent
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Nadrovina Body (exponenty «)

Hy dy dy dy,
H, d; +1 do +1 di +1
H, di+v—1 dy+v—1 ... dy+v—1

a kongruentny 0 modulo v, potom tento bod patri do triedy ekvivalencie bodu
o®. Konetne, pretoze je v tried ekvivalencie, v kazdom stipci tabulky sa préve raz
vyskytuje exponent 0 modulo v. Uvazme teda tychto k£ nadrovin obsahujtcich bod
a. Potom mézeme exponenty bodov v tychto nadrovindch napisat nasledujicim
sposobom:

dy—dy do—dy ... dp—dy
dy—dy do—do ... di—ds
dy —di do—dy ... dp—dj

Vsimnime si, Ze bod o' # o sa vyskytuje v tolkych z tychto & nadro-

vin, kolko existuje nadrovin obsahujtcich lubovolné dva body, ¢o je rovné A =
(¢t —1)/(q¢ — 1). Preto vstupy tejto matice mimo hlavnej diagonaly opakujt
kazdy neulovy zvysok modulo v presne A krat. Teda mnozina {dy, ds, . .., dj} tvori
(v, k, A) rozdielovii mnozinu.

]

Priklad. Pomocou priestoru PG(3, F,) zkonstruujeme (15,7, 3) rozdielovi mno-
zinu. Majme « generdtor multiplikativnej grupy Fyy spliiujtci o* = 1+a. Uvazme
nadrovinu v PG(3, F3) korespondujiicu s rovnicou x4 = 0. Lezia na nej tieto body:

1 0 0 0 1
1 1 1 0 0
) ) 1 Y O Y 1 Y 1 Y 1

o O =

1
1
0
0 0 0 0 0 0 0

Vyjadrime tieto body pomocou mocniny « ako v dékaze Vety Mame tak
nadrovinu N = {a® a?, o', «a,a® o?, a8}, Potom {0,4,10,1,5,2,8} je (15,7,3)
rozdielovd mnozina.

22



4. Hadamardove matice

Definicia 17. Hadamardova matica H, je n X n matica taka, Ze jej vstupy su
bud 1 alebo —1 a plati, ze H,HI =nl.

Priklad. Hadamardove matice radu 1,2, a 4:

11 1 1

11 1 -1 1 -1

(1) (1 —1> 1 1 -1 —1
1 -1 -1 1

Konstrukcia Hadamardovych matic je klasicky kombinatoricky problém. N&s
dalsi vysledok obmedzuje mozné rady, pre ktoré existuje Hadamardova matica.

Tvrdenie 21. (Mullen a Mummert, 2007) Ak H, je Hadamardova matica pre
n > 2, potom n je delitelné 4.

Dokaz. Néasobenim riadkov a stipcov matice —1 dostaneme zase Hadamardovu
maticu. Mozeme preto predpokladaf, ze prvy riadok a stlpec pozostava len z 1.
Teraz uvazme sumu

n n

n n n
(Cl,lj + agj)(alj + (13]') = Z a? 4 Z 1543 + Z A2;a1; + Z A2;a435 = Z CL% =N
J J
j=1 ' =1

n

7j=1

Pretoze prvy stipec pozostéva len z 1, je n rovné aspoii 4. Pretoze prvy riadok
pozostava len z 1, je (a1; + ag;)(a1; + as;) bud 0 alebo 4, a teda n je delitelné 4.
O

Definicia 18. (Mullen a Mummert, 2007) Bud G koneéna abelovskd grupa.
Multiplikativny charakter G je homomorfizmus z G do multiplikativnej grupy
komplexnych ¢isel s absolitnou hodnotou 1.

Tvrdenie 22. (Kala, 2021) Pre kazdy netrividlny multiplikativny charakter x
mame

Z x(c) =0.

cEF;

Dékaz. Existuje prvok d € F taky, ze x(d) # 1. Potom mame, Ze

{elceFjy={cd|ce F;} = {x(c)|ce F;}={x(cd)|ceF;}.

Odtial méme rovnost sum:

> x(e) = > x(ed) =x(d) >_ x(c).

cEF; CEFJ CEFJ
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Odcitanim pravej strany dostaneme:

(1 =x(d)) > x(c) =0.

ceFy

Z x(d) # 1 dostaneme tvrdenie.

Cast dokazu nasledujiiceho tvrdenia je ingpirovana (Kalal 2021} str. 20).

Tvrdenie 23. Pre nepdrne q, definujme & na F, ndsledovne:

0 c¢c=0,
&(e)=< 1 c=10b?je stvorec,
—1 inak.

Potom je zuZenie § na F; charakter F,; nazjvany kvadraticky charakter. Navyse,
&(—1) = —1 prdve vtedy, ked ¢ =3 mod 4.

Dékaz. Nech a je generdtor Fy. Treba dokdzat, Ze {|ry: Fy — {—1,1} je homo-
morfizmus. Najprv ukdZeme, 7e (o) = —1. Pre spor, nech £(a) = 1, teda a = b2
Potom podla malej Fermatovej vety a prikladu pod Vetou [6] mame:

—1=alt M2 =p"" =1 mod q.

Pretoze ¢ je neparne, dostaneme spor. Dalej mame, ze

1 =0 mod?2
k — I
{a) {—1 k=1 mod 2.

Teda plati, Ze £(a*) = (—=1)F = £(a)*. Odtial ¢

ze

F+ je homomorfizmus. Plati tak,
q

1 ¢g=1 modA4,

1) — (@=1)/2y — (_1\(e-1)/2 _
§=1) =¢la )= (1) _{—1 g=3 mod 4.

Preto plati aj druha cast vety.
O

Veta 24. (Lidl a Niederreiter, |1986) Ak q je nepdrne, bud f(z) = asz*+a1x+ ag
polyném nad F, s ay # 0, a bud d = a? — 4asaq diskriminant f(z). Potom

S £((0) = {—f(az) d#0,

ceFy

(g —1)&(az2) d=0.

Dékaz. Najprv si viimnime, Ze £(4a3) = 1. Preto mdZeme sumu tymto vyrazom
vynasobit a nebude to mat vplyv na vysledok. Dostaneme tak

D E(f(e) = €(4a3) Y &(f(e) = Elaz) D &(4a3c? + dagarc + dasay)

cely celFy ceFy
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= &(az) Y &((2az2c+ ar)® — d) = &(az) Y &(b* — d).

ceFy beFy

V pripade, ked d = 0, je pre b = 0 hodnota £(b? — d) = 0 a pre b # 0 je hodnota
E(b? — d) = 1. Mame tak

> &(f(e)) = (g — 1)&(az).

cely

V pripade, ked d # 0, m6zeme pisat:
D —d)=—q+ Y (1+£0* —d)).
bEF, bEF,
Pretoze 1+ £(b? — d) je pocet e € F, takych, ze e* = b* — d, dostaneme
> (0 —d) = =g+ S(d),
beF,

kde S(d) je pocet usporiadanych pérov (b, e), kde b,e € F, a b* — ¢* = d. Na
vyrieSenie tejto rovnice polozme b+ e = u, b—e = v. VSimnime si, Ze pocet uspo-
riadanych parov (b, e) a (u,v) je rovnaky. Teda S(d) je rovny poctu usporiadanych
parov (u,v), ze u,v € F, a uv = d, preto S(d) = ¢ — 1. Spolu potom

ST E(f(0) =E(az) D &V —d) = &(az)(—q + (¢ — 1)) = —E(az).

cely beFy
[]

Dalej ukazeme, ako sa daji pouzit koneéné telesa ku konstrukeii Hadamardo-
vych matic.

Veta 25. (Mullen a Mummert, |2007) Bud ¢ = 3 mod 4 mocnina prvocisla, a
bud F, = {ai,...,a,}. Definujme maticu

1 1 1 1 ... 1
1 -1 b12 b13 . blq
1 bgl —1 b23 R qu
H = 1 b31 b32 -1 ... bgq ’
1 by b by ... —1

kde bjj = &(a;—a;), 1 <i,j < q prei#j (€ znaci kvadraticky charakter). Matica
H je Hadamardova matica radu q + 1.

Dokaz. Musime overit, ze riadky matice si kolmé, teda overit, ze skalarny sicin
vsetkych dvoch riadkovych vektorov je nulovy.

Najprv vypocitame skalarny sucin prvého riadku s nejakym inym riadkom
1+ 1, kde 1 <7 < ¢q. Dostaneme

1—1+Zbij :Zé(aj_az) - Z 5(0),

i i ceFy
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¢o je podla Tvrdenia [22| rovné 0.
Teraz vypocitame skalarny sucin riadkovi+1lak+1, kde 1 <i <k <q V
tomto pripade dostaneme

1 _bki _bik_'_ Z bijbkj =1 —f(ai —Cl,k) —f(ak —ai) -+ Z f(aj —ai)é(aj —Clk),

J#ik J#ik
¢o vieme zjednodusif na
L= [1+&(=D))€(ai —a) + Y &(¢* — (ai + ap)e + aiay).

cely

Pretoze ¢ = 3 mod 4, {(—1) = —1 kvoli Tvrdeniu 23] Kvoli Vete [24] sa toto dé
zjednodusit na 1 — (1) = 0, a teda riadok i+ 1 je kolmy na riadok k+ 1, a dokaz
je hotovy.

0

Priklad. Predpokladajme, ze ¢ =1 mod 4 je mocnina prvocisla. Keby sme zkon-
struovali maticu podla predoslej vety, dostali by sme, ze skalarny sucin riadkov
t+1lak+1je

1= [1+&(=1))&(a; — ar) + Y, &(¢® = (a; + ar)e + azar),

celFy

¢o podla Vety a Vety [24] vieme zjednodusit na 2¢(a; —ay) # 0. Preto sa predosla
veta neda v tomto pripade pouzit na zkonstruovanie Hadamardovej matice radu
qg—+1.

Akonahle mame Hadamardovu maticu H,,, vieme nasledovnym sposobom do-
stat dalsie.

Tvrdenie 26. Bud H, Hadamardova matica radu n. Potom matica

H, H,
H, —-H,
je Hadamardova matica radu 2n.

Dokaz. Blokovym nasobenim matic dostaneme, ze

Hy Hy\(Ho Ho\' _ (2HHD 0\ _, .
H, —-H,)\H, -H,)] —\ 0o 2H,HT)
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