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Znaceni

timiz Cas mixingu

S¢ Doplnék mnoziny S

Q(A,B) Hranova mira mezi mnozinami A a B

1 Indikator jevu

1 Jednotkovy vektor

Cov, Kovariance poc¢itana vzhledem k rozdéleni v

Cov, Kovariance za podminky, zZe fetézec ma pocateéni rozdéleni v
P Matice prechodu markovského tetézce

O(9) Mira zizeni mnoziny S

o, Mira zuzeni markovského retézce

7t Mnozina kladnych celych ¢isel

X Mnozina stavli markovského retézce

(2,A) Meétitelny prostor

X Nahodna veli¢ina

Vs Obraz miry v pti zobrazeni f

P(A|B) Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B

P Pravdépodobnost

P, Pravdépodobnost pokud retézec ma pocatecni rozdéleni v
P, Pravdépodobnost pokud retézec zacinal ve stavu x

P(z,y) Pravdépodobnost prechodu ze stavu x do stavu y

P'(z,y) Pravdépodobnost prechodu ze stavu x do stavu y v t krocich
P'(z,") Pravdépodobnostni rozdéleni na X po t krocich ze stavu x
€x Rédkovy vektor délky |X| s 1 na pozici odpovidajici x a 0 jinde
Var Rozptyl

Var, Rozptyl pocitany vzhledem k rozdéleni v

Var, Rozptyl za podminky, Ze fetézec ma pocatecni rozdéleni v

s Stacionarni rozdéleni markovského fetézce

Q Stavovy prostor

E Stredni hodnota

E, Stredni hodnota pocitana vzhledem k rozdéleni v

E, Stredni hodnota za podminky, Ze Tetézec ma pocatecni rozdéleni v
|A| Velikost mnoziny A

|\ — vz, Vzdélenost mér v totalni variaci

d(t) Vzdélenost margindlniho rozdéleni od stacionarniho v case ¢



Uvod

Markovské fetézce jsou specidlnim pripadem nahodnych procest, které, diky
svym restriktivnim, vSak ne-neredlnym predpokladiim, nachazeji mnoha uplat-
néni v kazdodennich aplikacich. Jednou z nejcastéjsich otazek, jez tyto aplikace
pokladaji, je: zda-li a jak rychle konverguji k jistému rovnovaznému stavu.

V této praci nejprve uréime za jakych podminek bude fetézec konvergovat,
a poté se budeme zabyvat dolnimi odhady na rychlost konvergence, tedy kolik
nejméné kroku je treba uskutecnit, aby celkové pravdépodobnostni rozdéleni na
stavovém prostoru bylo ,,dostatecné“ blizko ke stacionarnimu. Tento stav budeme
nazyvat mizing a budeme tedy hovorit o casu mizingu.

V prvnich kapitolach si pripomeneme zakladni znaceni a vlastnosti homogen-
nich markovskych retézcu s diskrétnim stavovym prostorem. Poté pripomeneme
co je to stacionarni rozdéleni na mnoziné stavii, ukazeme za jakych podminek k
nému fetézec konverguje a uréime rychlost této konvergence.

Ve zbytku prace se soustiedime na rtizné zptsoby urceni dolnich odhadt pro
¢as mixingu a doplnime je o nazorné priklady ilustrujici jejich vyuziti. Jmeno-
vité se podivame na jednoduchou pocitaci metodu odhadu, poté odhad pomoci
takzvaného bottleneck ratio (budeme prekladat jako hranovd mira), a findlné se
podivame na metodu vyuzivajici rozlisujicich statistik. Kazdou metodu nasleduje
priklad, kde se ukéze jeji pouziti.

Celd préace se opird o poznatky z knihy od Levina a Perese (Levin a Peres,
2017), presnéji o kapitoly 1 a 3 pro tivod do markovskych retézct, a poté o kapitolu
7, kterd se zabyva pravé dolnimi odhady pro ¢as mixingu. Hlavnim prinosem
autora je doplnéni jednotlivych krokt v dikazech a vysvétlenich, samostatna
aplikace predstavenych metod na vhodné zvolené priklady a celkové zpristupnéni
textu pro potencialni zajemce o tuto problematiku.



1. Zakladni definice

Uvodem si uvedeme zékladni definice a véty, které budeme k dalsi préaci po-
trebovat. Obsah této kapitoly by mél byt ¢tenafi relativné znamy, jejim tcelem
je hlavné zavést pouzivané znaceni a stanovit predpokladané ¢tenarovy znalosti,
ze kterych budeme vychézet.

V této praci se zabyvame pouze nahodnymsi procesy s diskrétnim casem a to
odrazi i zde pouzita definice.

Definice 1 (Nédhodny proces). Necht (Q2,A, P) je pravdépodobnostni prostor a pro
kazdé t € N je ddna ndhodnd velicina X; : (,A) — (H,H), kde (H,H) je
méritelny prostor. Pak {X;;t € N} nazveme ndhodnym procesem.

Misto celého stavového prostoru se budeme vétsinou zabyvat pouze jeho malou
podmnozinou, a to nejmensi méritelnou mnozinou X C H takovou, ze P(X; €
X) =1 pro vSechna t € N, nazveme ji mnozina stavi. Zde budeme pro potfeby
nasi prace nadale uvazovat X pouze konecnou.

Tento tvod nas plynule vede ke stézejni definici této prace a to definici mar-
kovského Tetézce:

Definice 2 (Markovsky fetézec). Ndhodny proces {Xy;t € N} s mnozZinou stavi
X nazveme markovskym retézcem, pokud ¥ x,y € X, t > 1 a pro kaZdy jev M,y =
X =}, do, ..., 0 € X takovy, Ze P(M,_y N{X; = x}) # 0 plati:

P(Xip1 = y|M; 1 N{X; = 2}) = P(Xi1 = y| Xy = 2)

V préci se budeme omezovat pouze na fetézce, kde P(X;11 = y|X; = x)
nezavisi na hodnoté t, takzvané homogenni markouvské retézce. Pro zjednoduseni
tedy budeme znacit P(z,y) = P(X;41 = y|X; = x) a budeme tento koncept
nazyvat pravdépodobnost prechodu ze stavu x do stavu y.

Vzhledem k tomu, ze uvazujeme X konecné, muzeme tyto pravdépodobnosti
prechodu usporadat do ¢tvercové matice rozméru |X| x |X|, kde prvek na pozici
(z,y) odpovida pravdépodobnosti prechodu z x do y. Matici budeme znacit P
a nazveme ji matice prechodu. Jeji zékladni vlastnosti uvedeme v nasledujicim
lemmatu bez dikazu.

Lemma 1.1. Matice prechodu markovského retézce ma nezdporné prvky a jeji
radkové soucty jsou rovny jedné, tedy:

Y Plzy)=1VreX.

yeX

Maticim s touto vlastnosti budeme rikat stochastické. Ddle plati:

P(Xo=y| X =2) = > Plz,2)P(zy) = emPPeZ, yor e X, t>1,
zeX

kde e, znaci radkovy vektor s jednotkou na pozici odpovidajici x a nulami jinde

7 lemmatu mame, ze ¢asovy posun v fetézci o vice kroki mizeme reprezen-
tovat adekvatni maticovou mocninou matice ptechodu. Radky téchto matic ndm



prirozené definuji pravdépodobnostni rozdéleni P(z,-) na X'. V ptipadé vice kroku
budeme psat P'(z,-).

Pravdépodobnostni rozdéleni vektoru Xy budeme nazyvat pocitecni rozdéleni
a budeme jej (stejné jako vSechna dalsi pravdépodobnostni rozdéleni na X') repre-
zentovat fadkovym vektorem o délce |X|. Pravdépodobnost néjakého jevu, je-li
p pocéatecnim rozdélenim, budeme znacit P, (). V pripadé, ze u(z) = 1 pro né-
jaky stav x € X', a my tedy vime, v jakém stavu fetézec zacal, piSeme jednoduse

Odted budeme uvazovat pouze aperiodické a ireducibilni E| homogenni markov-
ské retezce s diskrétnim casem a konecnou mnozZinou stavi a budeme je nazyvat
markovskymi Tetézci.

Pokracujeme dalsim klicovym pojmem a dilezitym tvrzenim:
Definice 3 (Staciondrni rozdéleni markovského fetézce). Pravdépodobnostni roz-
déleni m na mnoziné stavi X markovského retézce s matici prechodu P nazveme
stactonarnim, pokud splnuje:

P =P

Tvrzeni 1.2 (Existence a jednoznacnost stacionarniho rozdéleni). KazZdy aperio-

dicky a ireducibilni homogenni markouvsky retézec s diskrétnim casem a konecnou
mnozinou stavi md staciondarni rozdeleni a to je jednoznacné urcené.

Diikaz. Levin a Peres| (2017, kapitola 1.5, rozlozeno mezi vice tvrzeni)

Déle zde zavedeme znaceni, které pouzijeme pozdéji v praci.

Znaceni. Necht v je pravdépodobnostni rozdéleni na X mejme meritelnou funkci
f: X = ©. Potom obraz miry v budeme znacit ndasledovneé:

vi(A) = v(f1(4)), A€ A,

kde A je o-algebra na ©.
Dale, je-li © C R, F, bude znacit stredni hodnotu pocitanou vzhledem k roz-

déleni v, tedy:
E, f(X) =) f(z)v(z).
TEX
Oproti tomu E, bude znacit stredni hodnotu za podminky, Ze retézec zacinal s roz-
délenim v, tedy specificky pro x € X':

E, f(X:) = E[f(X:)|Xo = 7].

Obdobne i Var, a Cov, znaci rozptyl a kovarianci pocitané vzhledem ke rozde-
leni v a Var, a Cov, znaci rozptyl a kovarianci za podminky, Ze retézec zacal
s rozdélenim v.

Kapitolu zakonc¢ime formulaci obecné znamé CebysSevovy nerovnosti.

Tvrzeni 1.3 (Cebysevova nerovnost). Necht md redlnd ndhodnd velicina X ko-
necny druhy moment. Potom pro a > 0 plati:
< Var(X )

P(|X — E X| > a) .
a

'Definice téchto pojmi lze nalézt v libovolné zakladni ucebnici o markovskych Fetézcich
napiiklad v [Praskova a Lachout| (1998] kapitola 2).



2. Konvergence ke stacionarnimu
rozdéleni

Ted jiz méame zakladni vlastnosti nami studovanych markovskych fetézcu
a vime, ze kazdy ma své stacionarni rozdéleni. V této kapitole se budeme zabyvat
otazkou konvergence markovskych fetézcti k jejich stacionarnimu rozdéleni.

Ke konvergenci ale nejprve potrebujeme néjakou metriku, podle které ji bu-
deme urcovat. V nasem pripadé ptijde o metriku mezi pravdépodobnostnimi roz-
délenimi na spole¢né mnoziné stavu.

Definice 4 (Vzdélenost v totalni variaci). Vzddlenost v totdlni variaci dvou prav-
dépodobnostnich rozdéleni i a v na konecné mnozine stavi X definujeme ndsle-
dovne:

I =Vl = o 1n(4) = (4)
Vzdalenost dvou rozdéleni tedy uréime jako nejvétsi rozdil v pravdépodobnos-
tech, které jednotliva rozdéleni priradi stejnému jevu. Dikaz, ze jde o metriku
vynechame.
V nasledujicim tvrzeni ukazeme alternativni vyjadreni vzdalenosti v totalni
variaci, které se nam bude hodit pri dikazu konvergence.

Tvrzeni 2.1. Necht p a v jsou pravdépodobnostni rozdeleni na X. Potom plati:

o= vy = 5 3 Iita) = (@)

reX

Diikaz. Levin a Peres| (2017, strana 48, Proposition 4.2).
[l

Déle budeme potrebovat nasledujici lemma, jehoz dikaz je ptimocary vypocet,
vyuzivajici lemma [1.1]

Lemma 2.2. Necht 7 je pravdépodobnostni rozdéleni a Il je stochastickd matice
s radky rovnygmi w. Potom pro kaZdou stochastickou matici S plati: SII =11 a pro
kazZdou matici M takovou, Ze 1M = 7 plati: 1M = II.

Jesté bez diukazu zformulujeme tvrzeni teorie ¢isel, které také budeme potte-
bovat.

Tvrzeni 2.3. Je-li S C Z" uzaviend vzhledem ke scitdni a jeji nejvétsi spolecny
délitel je 1, pak existuje mg takové, Ze vSechna m > mg ndlezi do S.

Diikaz. Levin a Peres| (2017, strana 19, lemma 1.30) jako dikaz obecnéjsiho tvr-
zeni, jehoz toto je primocara aplikace.
O

Tvrzeni hned vyuzijeme v nésledujicim pomocném tvrzeni, které pro pre-
hlednost vyjmeme z diikazu véty o konvergenci.



Tvrzeni 2.4. Pro aperiodicky a ireducibilni markovsky retézec s konecnou mno-
Zinou stavii X existuje k € N takové, Ze matice prechodu P* md viechny prvky
kladné.

Diikaz. Oznaéme I'(x) mnozinu vSech ¢t pro které je P'(x,z) > 0. Potom pro
s,t € I'(x) plati:
P (z,2) > P'(z,2)P*(z,2) > 0.

Tedy t + s € I'(z) a vidime, ze I'(x) je uzaviend vzhledem ke sé¢itani. Z aperi-
odicity Fetézce je nejvétsi spolecny délitel I'(x) roven 1. Dle tvrzeni tedy pro
kazdé x € X existuje t(x) takové, Ze pro t > t(x) je P'(x,x) > 0.

Zvolme ted x € X pevné. Z nerozlozitelnosti existuje pro kazdé y € X néjaké
r(z,y) takové, ze Pr@¥)(xy) > 0. Ozna¢me déle r(z) = maXyex\{z} 7(,y), potom
pro t > t(z) + r(x) plati:

Pl(zy) > P (z2)PT@Y) () > 0, Vy € X (2.1)

Takto méme ¢(z) a r(z) pro kazdé x € X.
Ozna¢me k = max,ex(t(x) + r(z)), potom, nahrazenim k za t ve (2.1) pro
libovolné x € X, mdme P*(x,y) > 0 pro viechna z,y € X.
[

Ted jsme pripraveni zformulovat a dokazat stézejni vétu, na které je tato prace
zalozena.

Véta 2.5 (O konvergenci). Necht P je matice prechodu aperiodického a iredu-
cibilniho markovského retézce s konecnou mnoZinou stavi X a se staciondrnim
rozdélenim , pak existuji konstanty a € (0,1) a C' > 0 takové, Ze:

max HPt(x,-) — 7TH < Ca.
zeX TV

Diikaz. Dle tvrzeni nalezneme k € N tak, aby matice P* méla pouze kladné
prvky. Déle ozna¢me II matici s fadky rovnymi 7 a naleznéme 6 > 0 takové, zZe:

om(y) < Pr(zy); Voye X.
Poté lze nalézt stochastickou matici () takovou, ze:
PF =611+ (1 - 0)Q. (2.2)

Pro zjednodusen{ zdpisu budeme matici P* znacit R. Déle polozme 6 = (1 — §).
Ted indukci ukazeme, ze pro n € N plati:

R" = P" = (1 — g™ + 6"Q". (2.3)
Pro n = 1 jsme rovnost ukazali vyse, predpokladejme tedy, ze plati pro n a po-
¢itejme:

= (1= 0"IIR + 0"Q"((1 — O)II + 6Q)
=(1—0MIR+0"(1—0)Q "I + "' Q"+,



kde ve druhé rovnosti vyuzivame indukéniho predpokladu a ve druhém c¢lenu ve
tieti rovnosti vyzivame (2.2)).

Déle vyuzijeme lemma [2.2, neb 7R = 7P* = 7, a proto IIR = II a také plati:
Q"I = Q" 'l = --- =II protoze @ je stochastickou matici. Mame tak:

Rn—H _ (1 - en)H + en(l _ 9)1‘[ + 9n+1Qn+1
= — 0" 4 0"I1 — 0" 'L+ 0" Q™!
— (1 - 9n+1)H + 0n+1Qn+1.

Ukézali jsme tak kyzenou rovnost (2.3)).
Déle pro r € {1,...k — 1} plati:

prktr — (1—=6MII+0"Q")P" = (1 -0+ 6"Q"P" =11 — 0"l + 60"Q"P".
Odectenim II tak méame:
Pnk—l—r —II= Qn(QnP'r . H)

Podivejme se na radkové soucty na obou stranach. Na levé strané je v kazdém
rddku, dle tvrzeni 2.1, dvojndsobek vzdalenosti v totdlni variaci pro jednotliva
pocateéni x € X'. Dvojnésobek radkovych soucti uvnitt zavorky na pravé strané
lze shora odhadnout maximélni vzdalenosti v totalni variaci, coz je 1.
Dostavame tak pro kazdé z € X':
Pt @) —n| <=0t =0
TV

nk+k nk+r
k 1 k 1

<0 ;
kde posledni nerovnost plati, nebot jer < k a 6 < 1.

Pro zakonéeni diikazu nadm staci oznadit nk+r =t, 0% = o, 671 = C a vzit
na levé strané¢ maximum pres vSechna x € X.

]

Mame ted horni odhad na vzdalenost marginalniho rozdéleni X; od stacionar-
niho rozdéleni, ktery exponencialné klesa s pribyvajicimi posuny v fetézci. Tedy
jsme ukazali, ze kazdy markovsky retézec s libovolnym pocatecnim rozdélenim
bude s rostoucim c¢asem t konvergovat ke svému stacionarnimu rozdéleni.

Po zbytek prace se budeme zabyvat rychlosti této konvergence, je tedy vhodné
pro t € N definovat funkci:

d(t) := max HPt(x,-) - 7THTV ,

mérici vzdalenost marginalniho rozdéleni fetézce zacinajiciho v libovolném stavu
od stacionarniho rozdéleni v zavislosti na case t. Diky tomu tak muzeme zadefi-
novat posledni dilezity pojem.

Definice 5 (Cas mixingu). Casem mizingu pro dané ¢ € [0,1] budeme nazyvat
hodnotu:
tmiz(€) == min{t € N : d(t) < e}.

Tedy ¢as mixingu zélezi na nami urcené dostatecné malé vzdalenosti od sta-
cionarniho rozdéleni. V zadjmu dodrzovani konvence, stanovime v této praci do-
statetné malou vzdalenost na 1/4. Tedy budeme znacit:

e}
max T Ymaix 4 .



3. Dolni meze pro mixing

V této kapitole uvedeme postupné tii metody, kterymi lze urcit dolni mez
pro c¢as mixingu. VSechny metody dikladné odvodime a pridame k nim nazorny
priklad, na kterém je pouzijeme.

Vsechny fetézce s konecnou mnozinou stavii 1ze reprezentovat jako nahodnou
prochazku po orientovaném grafu s ohodnocenymi hranami. V této reprezentaci
vrcholy odpovidaji jednotlivym staviim, které jsou spojené hranou, pokud lze
z jednoho stavu prejit do druhého v jednom kroku s nenulovou pravdépodob-
nosti. Tyto pravdépodobnosti prechodi jsou pak hodnotami hran. Mame tedy
jednoznacnou souvislost mezi matici prechodu a orientovanym grafem. Priklad
takové reprezentace, i s odpovidajici matici pfechodu, 1ze vidét na obrézku [3.1]

1 2 3 4 5 6 7 8
1,0 0 1 0o 0 O 0 O
210 0 05 05 0 O 0 O
3101 0 O 04 05 O O O
410 03 0 O O 07 O O
5101 0 03 0O O 01 05 0
610 0 0 0 0 02 0 08
710 0 0 O 1 0O 0 O
s\x0 O O O O 0 01 09

Obréazek 3.1: Ukazka reprezentace markovského retézce

Na tuto reprezentaci se budeme dale odkazovat jako na grafovou reprezentaci.
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3.1 Pocitaci mez

Pro tetézce, jejichz stacionarni rozdéleni je rovno rovnomérnému, je jasné, ze

pokud po t krocich neni dosazitelna dostatecné velka ¢ast X', nemuze byt prav-
dépodobnostni rozdéleni X; blizko stacionarnimu.
Na této uvaze bude stavét nas prvni dolni odhad, ktery vychazi z grafové reprezen-
tace. Nalezneme stav z € X takovy, Ze v reprezentaci ma jemu odpovidajici vrchol
nejvyssi stupen A, tedy lze z néj prejit do nejvice jinych stavi. Potom, zacne-li
fetézec ve stavu xg, a oznacime-li X'y° mnozinu stavii dosazitelnych z x( v case t,
plati: A" > |X7°]. A tedy:

oA
EIFil

HPt(aco,~) - 7THTV > P29, X)) — w(X7°) = 1

kde prvni nerovnost vychazi z definice vzdalenosti v totalni variaci.
Jestlize pak pro dané € > 0 plati: A" < (1 —¢)|X], jednoduchou tipravou pak

mame, ze:
t

1—— >c¢.
| X

7 toho lze, za pouziti jednoduché prace s logaritmy, odvodit nas prvni dolni

odhad.

Tvrzeni 3.1. Pro aperiodicky ireducibilni markovsky retézec s konecnou mnozi-
nou stavi a staciondrnim rozdélenim rovnym rovnomérnému plati:

log(|X] (1 —¢))
log(A)

tmzz(g) Z , €€ (0,1)

Diikaz. Proveden odvozenim piimo nad tvrzenim.

]

Priklad. Polozme X,, = GL,(Fs), tedy mnozinu vSech invertibilnich matic o roz-
méru n X n nad dvojprvkovym télesem Fy. Na této mnoziné budeme uvazovat
markovsky retézec, ktery v jednom kroku zvoli libovolnou usporddanou dvojici
(1,5); 4,5 € {1,...,n},i # j a pricte i-ty fadek k j-tému. Z formulace piikladu je
zrejmé, ze budeme uvazovat n > 2.

Nejprve ukazeme, ze existuje v > 0 takové, zZe:

|l
on®

— 7, Pro n. — oo. (3.1)

Ziejmé je 27" pocet viech n X n matic nad Fs, ukazujeme tedy, ze pomeér
invertibilnich matic ke vSem je limitné konstantni.

Podivejme se na velikost &X’,, kombinatoricky. Libovolnd matice nad s je in-
vertibilni pravé tehdy, kdyz jsou jeji radky linearné nezavislé. To je nad Iy ekvi-
valentni tomu, ze zadny fadek nesmi byt souc¢tem libovolné podmnoziny ostatnich
radkl nebo nesmi byt nulovy.

Zacneme-li podle tohoto pozadavku budovat matici z GL,,(Fs) fadek po radku,
dostaneme toto:
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1. Prvni faddek mize byt libovolny vektor nad Fy délky n az na nulovy. Existuje
tak 2" — 1 moznosti jeho volby.

2. Druhy radek mize byt také libovolny, az na nulovy a radek nad nim. Tedy
je 2™ — 1 — 1 moznosti pro jeho volbu.

3. Volba tretiho radku je omezena nulovym, dvéma predchozimi a jejich souc-
tem. Tedy je 2" — 1 — 2 — 1 moznosti.

4. Obecné k-ty radek ma 2™ moznosti volby bez nulového vektoru, vsech jed-
notlivych radka pred nim, vSech souctt dvou radkil, vSech souctii trojic
radkl, a vsSech dalsich souctti j-tic predchazejicich radkt pro j od 1 do
k — 1. Tedy moznosti pro jeho volbu tak je:

k—1 k—1 k—1 k-1
() ) ) o500
0 1 E—1 a1
Soucty jednotlivych j-tic jsou riizné, neb jsou radky linedrné nezavislé a tedy

v sumé neni zadny zapocitan vicekrat.

Pro posledni sumu existuje vzorec pro jeji hodnotu, vychazejici z vlastnosti bi-
nomickych koeficientii. Pocet moznosti pro volbu k-tého tadku lze tedy zapsat

nasledovneé:
k—1 k o 1
277,_2( >:2n_2k—1‘
VA

Abychom ziskali velikost X,,, stac¢i poCet moznosti pro jednotlivé radky mezi
sebou vynasobit. Mame tak:

X | = ﬂ (2 —251) = ﬁ 2 (1—2h1m) =2 ﬁ (1-27%), (32

kde posledni rovnost jsme ziskali prerovnanim soucinu.
Chceme-li tedy proveérit limitni chovani podilu (3.1)), staci ukézat, ze:

n
11 (1 - 2"“) — y; Pro n — 0o. (3.3)
k=1
K tomu vyuzijeme Eulerova vzorce pro vyjadreni sinu jako nekonecného sou-

¢inu:
' [e's) ZEZ
sinz =z [] (1 - k:27r2> : (3.4)

k=1

jehoz dukaz provedl naptiklad Eberlein| (1977)) ve svém ¢lanku s vyuzitim minima
znalosti z komplexni analyzy.

Ziejmé existuje ko takové, Ze pro kazdé k > ko: 2% > 4k?, potom, pro n dost
velké, plati:

ﬁ(1—2—k):]ﬁ(1—2—’“) ﬁ (1—21k>2ﬁ(1—2—’“) 1_2[0(1_411#)

k=1
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Polozime-li tedy ve (3.4)) = 7/2 dostaneme:

(-2 =102 1T (1-35)
k=1 k=1 k=ko 4k
ko L ko 1\l (g)Q
=029 (1-5) I|1-455
oo 2 ko B ko 1\ !
LimiN 7Tsm;rkl;[l(l—Q"3)1431;[1(1—4]{:2)
2 ko B ko 1 1
:kHl(1—2 k)kH1<1_4k;2> )

Tedy vime, ze hodnota je zdola omezena nezapornou konstantou pro
kazdé n € N. Vsimneme si, ze jde o monotonné klesajici posloupnost, neb s ros-
toucim n nasobime vice ¢initeli mensimi, nez jedna. A proto jisté existuje jeji
limita v > 0.

Ted se zamérime na samotnou konvergenci uvazovaného retézce, kde zuzitku-
jeme tuto ukazanou vlastnost. Ukazeme, Ze pro dany markovsky retézec plati:

n2

tmix >

clogn’

kde ¢ > 0 je konstanta.

Vime, ze invertibilni matice lze sérii pri¢itani nasobku radku k jinym (tak-
zvanych elementarnich fadkovych tprav) transformovat na matici jednotkovou.
Takto jsou vsechny stavy navzajem dosazitelné pres jednotkovou matici a fetézec
je ireducibilni. Aperiodicitu lze snadno ovérit nalezenim cyklt stavu o liché délce,
neb cykly délky 2 zfejmé existuji. Zaroven je pravé n(n — 1) usporadanych dvo-
jic indexu radku, a tedy lze z kazdého stavu v jednom kroku prejit do n(n — 1)
riznych stavi.

Celkem z toho plyne, ze v grafové reprezentaci lze Tetézec reprezentovat na-
hodnou prochazkou po n(n — 1)-regularnim grafu. Stacionarni rozdéleni je tedy
rovno rovnomérnému na X, coz lze snadno ovérit vypoctem.

Retézec splituje predpoklady tvrzeni a plati pro néj:

log (1 X4])
logn(n—1)

tmi:p -

Tento odhad budeme dale upravovat. Ukazeme, ze posloupnost:
log (% | X n|)
log 27*

ma limitu v intervalu (0,00) a tedy ji 1ze zdola odhadnout konstantou.
Vyuzijeme vyjadreni (3.2)) a pocitame:

log (§10,[) _log (527" Iy (1-2%)) _ log2 +log (510 (1-27%))

log 27* log 27* log 27*
R et
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Limita zde plyne z toho, zZe logaritmus v ¢itateli jde limitné k log ?j%, jak jsme uka-
zali vysSe, zatimco logaritmus ve jmenovateli roste nade vSechny meze. Z vlastnosti
logaritmu tedy pro vSechna n > 2 plati:

log (5 1%l) _ <1ogg 1)

log 27 log 24’

neb |X,| = 6.
Mizeme tedy upravovat:

log (1al) _log (§1¥n]) log2 _ log} n’log2 _log} n”

logn(n —1) log2"® log(n?—mn) ~ log24 logn? 8 logn’
Celkem jsme takto ukazali, ze:
9
P log 3 n? .
— 8 logn

A mame tak dolni odhad na rychlost rtstu ¢,,;, s rostoucim n, ktery jsme chtéli
ukazat.
A

3.2 Mira zuzeni

Dalsi odhad, ktery ukazeme, vyuziva geometrickych vlastnosti grafové repre-
zentace. Jsou-li nékteré ¢asti stavového prostoru tézko dosazitelné z jinych ¢asti
(tedy pravdépodobnost prechodu mezi nimi je nizkd), potom rychlost konvergence
bude také patticné pomalejsi.

Abychom tuto intuici mohli formalizovat zavedeme novy pojem:

Definice 6 (Hranovd mira). Pro stavy z,y € X markovského retézce s matici
prechodu P definujme:

Qry) = m(2)P(x,y),
kde 7 je staciondrni rozdéleni retézce. Pro mnoziny A,B C X definujeme ddle:
QAB)= > Qzy)
r€A,yeB

Hodnotu Q(A,B) nazveme hranovd mira mezi mnozinami A a B.

Hodnota Q(A,B) tedy udéva pravdépodobnost, Ze se v jednom kroku Tetézce
preslo z mnoziny A do mnoziny B, je-li poc¢atecni rozdéleni Fetézce rovno rovno-
mérnému. Na zakladé predchozi definice mtuzeme déle zavést miru zuzZeni:

Definice 7 (Mira zizeni). Mira ziZeni neprizdné mnoziny S C X je ddna jako:

v(s) = A0

kde S¢ znaci doplnek mnoziny S. Ddle miru ziZeni celého retézce definujeme takto:

d,:= min D(9).

SCXZF(S)S%
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Vybaveni témito pojmy mtzeme ukézat dalsi dolni mez pro ¢as mixingu.

Véta 3.2. Pro aperiodicky a ireducibilni markouvsky retézec s konecnou mnoZinou

stavi plati:
1

tmix Z o
40,

Diikaz. Uvazujme tetézec, jehoz pocatecni rozdéleni je rovno stacionarnimu roz-
déleni 7, takto bude platit P,(X; = x) = w(x) pro vSechna t € N a z € X. Pak
pro neprazdnou mnozinu A C X a t € N plati:

M)~

P,(Xoe A, X, € A9 <) P (X,_1 €A X, € A

1

ﬁ
=l

P.(X,—1 € A)P(X, € A°|X,_; € A)

r=1
tP.(Xo€ A) P (X; € A% Xy € A)
tPW(XO c A,Xl € AC) = tQ(A,AC),

kde ve druhé rovnosti vyuzivame nezavislosti distribuce X; na ¢ase a homogenity
retézce a v posledni rovnosti pouzivame definici ().
Vydélenim obou stran 7(A) ziskame:

P.(X; € A% Xy € A) <tP(A),
1-P (X, € A Xpe A) > 1—tP(A),
P.(X, € Al Xy € A) >1—td(A). (3.5)

Upravime levou stranu nerovnosti, kde vyuzijeme, ze m(A) = Y c 4 m(x):

P.(X;e A Xo€e A weaPr(Xp € A Xy =1
PL(X, € AlX, € A) = Zrl A ) - et z( ) |
TE
_ Ysear(z)P(x,A)

B ZxEA 7'('(3(3)

Podil, ktery jsme ziskali, je vazeny pramér hodnot P'(z,A) pro xz € A. Tedy jisté
existuje ' € A takové, Ze s vyuzitim nerovnosti (3.5)) plati:

Pt(ZE,7A) > erAW(ZL’)Pt(.CE,A)
a ZJ:EA 7T(IL')

Od obou stran odecteme 7(A) a z definice vzdalenosti v totalni variaci dosta-
neme:

=P.(X; € A| Xp € A) > 1—tD(A).

d(t) > ||P'(a') — x| >1—t®(A) = x(A). (3.6)
Nalezneme A’ takové, ze m(A') < 1/2 a ®(A") = ¥, pak:

1
dit) >1—td, —w(A") > 5 tP,,

Finalné, je-li t < 1/(4®,), pak je d(t) > 1/4. A tedy tnix > 1/(49,).
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Obrazek 3.2: Binarni zakofrenény strom pro k = 3.

Priklad. Uvazujme nahodnou prochazku po grafu zakorenéného binarniho stromu
hloubky k. Takto nazyvdme graf s jednim vrcholem vy (= kofenem), ktery je
spojen hranou se dvéma dalsimi vrcholy vy, v; a kazdy z nich ma dalsi dva sousedy.
Graf se takto déle vétvi do k pater. Ilustraci lze vidét na obrazku [3.2]

Oznacime-li |v| délku nejkratsi cesty z vrcholu v do vy a celkovy poéet vrcholu
grafu: n = 251 — 1, pak m4 tento Tetézec stacionarni rozdéleni tvaru:

2

5-=5 Pro v =y,
m(v) =1 525 pro 0 < |v| <k,
2n1_2 pro |v| = k.

Coz lze snadno ovérit primym vypoctem. Oznac¢me S mnozinu vsech vrcholi,
které jsou dosazitelné z v,, aniz bychom prosli vy. Tedy S je celd prava vétev
stromu. Potom mame:

k—1 3 k—1 1
W(S):%W(v):@ —1)2n_2+2 5 5
_3_2k—1_3+2k—1 _2.2k—1+2k—1+2k—1_3
N 2n — 2 N o2n — 2
S2Ml_1 -2 p-—2
 m—=2 2n—=2

Dale, neb S lze opustit pouze z vrcholu v,, plati:

3 11
Cm—23 m—2

Q(S,5¢) = m(v,) P(vy,v0)

A tedy dle definice ®:

T om—2\2n—2 n—2

Celkem dle tvrzeni B.2 dostdvame:

o(8) 1 (n—2)1: 1

n—2

>
= 49(S) 4

t
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3.3 Rozlisujici statistiky

Posledni dolni odhad, ktery v této praci budeme probirat, stoji na volbé
vhodné rozlisujici statistiky. Pojmem statistika zde myslime méritelnou funkci
f X — R. Tuto statistiku budeme volit tak, aby se rozdil sttednich hodnot
E. f(X;) a E, f(X), dal dobfe odhadnout zdola. V nasledujici vété ukdzeme,
jak tento odhad vyuzit k odhadnuti vzdalenosti samotnych rozdéleni.

Véta 3.3. Pro funkci f : X — R polozme o2 := max{Var,(f(X)), Var,(f(X))}.
Pokud existuje v > 0 takové, Ze:

B, f(X) — B, f(X)| > ro., (3.7)

pak plati:
8
= vy 2 1= 5.

Disledek. Specidlné, pokud pro markovsky retézec s matici prechodu P a staci-
ondrnim rozdelenim w funkce [ splnuje:

B, f(Xt) — Ex f(X)] > 1oy,

pro 02 = max{Var,(f(X)), Var,(f(X;))}, x € X ar > 0. Potom jest:

HPt(x,-) B 7THTV = 7?2

Dikaz véty . Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze E , f(X) < E, f(X).
Déle polozme A = (E, f(X)+r0,3,00). Potom pro ndhodnou veli¢inou X s hod-
notami v X takovou, ze ma rozdéleni rovné p plati:

pi(A) =P(f(X)e A) =P (f(X) >E, f(X) + 7“@)

2
=P () - B, f(0) 2 ") < P (1506) - B, 7(X)| 2 77
_ Ve, (FC0) _ 1

2
2 92 — 27

kde v piedposledni nerovnosti vyuzivame CebySevovy nerovnosti (tvrzeni .
Naopak pro ndhodnou veli¢inu Y s hodnotami v X a rozdéleni rovnym v je:

0y (A) = P (F(Y) € 4) = P (1Y) 2 B, (V) + 75
:P(f )>E, f(Y)— (Euf(Y)—Euf(Y»JrTg*)
> P () 2 B () =13 ) =P (.70 - 1) < 7

=1 P (B f() = f) > ) 2 1= P (150) - B ()| 2 )

AVar(f(v)) | 4

21_ T2’

252
reoy
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kde v prvni nerovnosti vyuzivame (3.7) z predpokladu a v predposledni opét
Cebysevovu nerovnost.
Z predchozich nerovnosti pak dostaneme:

4 4 8

g —villpy = vp(A) — pp(A) 21— 22T 1- 2

Findlné, diky konecnosti X', plati:

litg = villry = max | (A4) = vy(A)] = max (£~ (A)) = v(/(4))

< max [u(B) ~ v(B)] = lln — vlgy

]

Priklad. Uvazujme obarven{ prazdného grafu (V,0) pomoci ¢ barev, tedy pfira-
zeni jednoho prvku z mnoziny @ = {1,...,q} kazdému v € V, za podminky Ze
sousedni vrcholy nemaji stejnou barvu. Tato podminka v nasem pripadé vypa-
dava, nebof v prazdném grafu nemé zadny vrchol sousedy.

N&s markovsky retézec bude ndhodna prochazka po vSech obarvenich tohoto
grafu. Tedy mnozina stavi X jsou vSsechna mozné obarveni. Krok retézce sestava
ze zvoleni vrcholu dle rovnomérného rozdéleni na V', a jeho prebarveni na nadhodné
zvolenou pripustnou barvu (v nasem pripadé libovolnou), také dle rovnomérného
rozdéleni na @. Jinymi slovy je mnozina stavi fetézce X = @Q", kde n = |V/|
je (poéet vrcholit v grafu. Jednotlivé stavy fetézce pak znacime vektorem X, =
(xtl), . ,:c,ﬁ")), kde v jednom kroku se zvoli jedna pozice a té se prifadi nova
hodnota z mnoziny (), ktera miize byt stejnd, jako ta dosavadni.

Tento Tetézec ma ziejmé konecnou mnozinu stavi, je nerozlozitelny a aperi-
odicky. Vypoctem lze dale ukazat, Ze staciondrnim rozdélenim tohoto fetézce je
rozdéleni rovnomeérné.

Ukézeme, ze existuje konstanta c, pro libovolnou dvojici n a ¢ takova, ze poté
jiz plati:

timiz = inlogn — cgn.

Odted predpokladejme, Ze ¢ > 2, nebot jinak by byla |X| = 1 a t,,;, = 0.
Stejné tak predpokladdme n > 2, neb v pripadé n = 1 by pro oba mozné pocatecni
stavy platilo: ¢, = 1. '

Jako vhodnou rozliSujici statistiku zvolime W (X,) = ¥, z\”. Potom lze
snadno spocist stiedni hodnotu a rozptyl vzhledem ke stacionarnimu rozdéleni
7, nebot pro kazdy vrchol 2 plati: P(z®) = k) = 1/q, je-li k € Q. Tyto prav-
dépodobnosti jsou pro rtzné vrcholy na sobé navzajem nezavislé. Takze plati:

a8 y &k 1 1
E,WX)=E, Y 2? =S E 20 =nd %= nq<q2+ ) _ "(q; ) (38
i=1 i=1 k=14 q
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0 k2 q 1)2
Var, W(X) = ZVar 2% =nVar, z n(>

i=1 =1 4
1)(2 1)2
:n<q(q+ )(2g +1 q+ ) (3.9)
6g
2¢> +3¢+1 ¢ +2q+1 P -1
=N — =N s
6 4 12

kde v prvnf rovnosti jsme vyuzili nezévislosti ®.

Dale, pro pouziti véty , potrebujeme stredni hodnotu a rozptyl W(X;) pro
néjaké pocatecni rozdéleni. Zvolime rozdéleni, které s pravdépodobnosti 1 zacina
ve stavu, kdy maji vSechny vrcholy barvu 1. Tedy X, = 1, kde 1 znaci jednotkovy
vektor.

Pro vypocet obou momentti pouzijeme jesté pomocnou statistiku Ry, kterou
definujeme pomoci indikatort nasledovné:

Y't(i)

= H{Vrchol x(9) jesté nebyl zvolen k prebarveni v ase t} »
n
_ ()
R-V,
=1

Za pomoci této statistiky jiz snadno spoc¢teme podminénou stiedni hodnotu
W (X;), neb vime, ze neprebarvené vrcholy maji barvu 1, a ty zvolené k piebarveni
mohou mit barvu libovolnou:

1k +1
El[W(Xt>’Rt] =1- Rt + (n - Rt> Z - = Rt + (n — Rt)(](q2)
e 4 L 1 (3.10)
_ g tl g+t —q
Daéle spocteme stredni hodnotu R;:
1 t
EiR =3 E Y, = nPy (v} —1):n(1—n> , (3.11)

=1

kde posledni rovnost plyne z faktu, ze Yt(i) = 1 pouze, pokud se t-krat zvolil
nektery z n jinych vrcholt.

Déame-li oba vysledky dohromady, dostaneme:

E,W(X,) =E; (E.[W(X,)|R]) =E. <nq 1, q_lRt)

2 2
g+1 1—gq ( 1)t
=ni—— 1—=) .
Tyt n

(3.12)

Ted se podivame na Fodmmeny rozptyl. Budeme nejprve podminovat znalosti
celého vektoru Y; = (Y e ,Y( )) poté ukazeme, zZe to je ekvivalentni rozptylu
podminénému pouze hodnotou R;.
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Nejprve si povSimnéme nasledujici rovnosti:

E1[W(X)|Y,]=E [Zn: (a1 - v + Yt(i))|Yt]

i=1

T

i=1

Yt] +E, [Z v,

=1

Yt] (3.13)

=30V R, [ ] + 3
i=1 i=1
n—Ry

=> E; [a:i”

=1

. 9k
K(Z):l}‘i‘Rt:(n—Rt)Zg_‘_Rtu
k=1

kde jsme v predposledni rovnosti pouzili definici R; jako souctu Y;(i) a bez Ujmy
na obecnosti predpokladali, ze V") = 0 pro i € {1,...,n — R;}. Tedy vidime, Ze
se podminéné sttedni hodnoty v a rovnaji skoro jisté.

Ted tedy pocitejme podminény rozptyl. Vyuzijeme toho, ze vime-li, které vr-
choly jiz byly, ¢i nebyly, zvoleny k prebarveni, jsou jejich barvy vzajemné neza-

vislé:

Var; (W (X;)|Y,] = Var, [Z (:Egi)(l _ Y;(i)) + Yt(i)> ‘Yt]

i=1
Yt]
(1-— }Q(i))Q Var, [:cﬁ’) ’Y;(i)}
1 (3.14)

n

= Var, lz asgi)(l — Y;(i)) +> v,
i=1 i=1

NE

-.
Il

n—Ry
= Var, [xgi)’Yt(i) = 0}
i=1

= (n — Ry) Vary [xgl)‘yt(l) - O]
= (n— Ry) (zq: v 1)2> — Rt)qQ;l‘

= 4 12

Opét jsme ve ¢tvrté rovnosti bez tjmy na obecnosti predpokladali, ze Y;(i) = 0 pro
ie{l,...,n— R;}. Také jsme vyuzili toho, ze hodnotu zavorky jsme jiz spocetli

v (3.9).
Zaroven z definice podminéného rozptylu a rovnosti (3.10)) a (3.13)) plati:
Var [W(X,)[Y] = E4 [(W(Xt) - El[W(XtﬂYt])?‘Yt} (3.15)

=B [(W(X) = E1[W(X)|Ri])?|Ye] '

Tedy zajima-li nds Var:[W(X;)|R:], miuzeme vyuzit jednoduché vlastnosti
podminéné stfedni hodnoty a s pomoci vysledku (3.14) a (3.15) dostaneme:

Vary [W(X,)|Ri] = Eq [(W(X0) = E1[W(X)|Ri])*| Ry
= Eq [E1 [(W(Xy) = E1[W(X)|R)*[ Y] | Ri]

-1
12

=Eq[Var [W(Xy)|Y|R] =E1 |(n — Ry)

Rt] (3.16)

2
o _pyd 1
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Druha rovnost plati, neb o-algebra generovana Y, je nadmnozinou o-algebry
generované ;.

Ted se posuneme k samotnému vyjadreni Var; W (X;). Vyuzijeme zde znamé
rovnosti pro rozptyl, abychom mohli pouzit vysledky (3.10)), (3.11]) a (3.16):

Var; W (X,) = Vary (E1[W(X,)|R,]) + E 1 (Var, [W(X,)|R])
1

g+1 1—g¢ ¢ -1

= Var; (n + 5 Rt>+E1<n_Rt) 12 (3.17)
1— )2 2_1 ¢2-1 1\*
:( 4q) VarlRt+nq12 _q12 n(l—n) -

logn B
2

1
(n—l)logn—(cq—l)n—i—( n) zinlogn—cqn,

coz plati, neb logn'/? < n. Ukdzeme-li tedy, 7ze pro takto zvolené t, jiz plati:

|P(1,-) — 7|l > 1/4 nezévisle na hodnoté n, je dikaz hotov.

Pro dalsi postup potfebujeme znat hodnotu o,. Na to potiebujeme zjistit,
zda Var,y W(X;,) < Var, W(X), ¢i naopak. Platnost této nerovnosti zdlezi na
specifické volbé n a ¢, proto ji zde nebudeme ovérovat. Misto toho nalezneme
odhad pro obé varianty a slouc¢ime je.

Nejprve tedy predpokladejme, ze nerovnost plati. Mame tak:

Spocitejme si ted levou stranu nerovnosti (3.7) na zdkladé vysledku ((3.8)
2 B12):

g+1 1—q<1 1>tn g+1
n n —=) —n—
2 2 2

BV (X,,) - B W00 = :
— tn
—nd ! <1—1> .
2 n

4
—1 1y 2%
3nq < —> > 2
qg+1 n

Hodnotu 72 zvolime tak, aby spliiovala rovnost. Potom dle véty , po dosa-
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zeni za t,, plati:

[Pt )]y, 21 SOy

3ng—1 n
8qg+1 1\ —(n=1)logn+2(cg—1)n
= .z = 1 -
3ng—1 ( n>
8 1 1\ (n=1) —logn N 2eq-1)
S (G AN (G
3ng—1 n ”

n—1 n
Vyuzijme ted snadno ovéfitelného fakt, ze (1 — %)( : >e !> (1 — %) a dale

odhadujeme zdola:

8 1
Py —a| 21— =15 1 togn) —2(es—1)
v 3ng—1
=1— §q + 16_2(%—1).
3qg—1

A chceme, aby cely tento vyraz byl vétsi nez 1/4:
8at1 a1 1

1— - > —
3qg—1 4’
3341 a1
48q+1 ’
9q—1
— | > —2(c, — 1
32q+1

Ted naopak predpokladejme, ze Var, W (X, ) > Var, W (X).
Hodnotu Var; W (X, ) mame jiz z (3.17)) vyjadienou v zavislosti na Vary R, ,
vyjadreme si tedy i to detailnéji:

LI " Vo1 L
Var; R, = Var; (Z Ytﬁ?) =Y Var Vi + 53 Cova (v YY)
= =1 i#]

-1
= nVan ¥+ D Cov (1. )

1 1 tn 1 tn
SnVarl}Qi):n<1—) (1—(1—) ),
n n

kde nerovnost plyne z toho, ze korelace jednotlivych indikatortu je zaporna, coz
lze jednoduse ovérit pfimym vypoctem.
Dosazenim pravé urc¢eného horntho odhadu Var; R;, do (3.17) mame ted no-

vou volbu o,:

q—1)2 ¢ —1 ¢ —1 1\?
U*:\/( 4 Var ¥, +n 12 " 12 (1_n)'

Zvétsenim o, nenarusujeme predpoklady véty [3.3] pouze zhorsime ziskany odhad.

1Jde o monoténni posloupnosti s limitou e~ !, kdy prvni je klesajici a druhd rostouci
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V nadchézejicim vypoctu budeme jesté potrebovat nasledujici nerovnost vy-
chazejici z naseho aktualniho predpokladu o nerovnosti obou rozptylii:

1—gq)? 21 21 1\ 21
( ) nVarlY;S)—l—nq _ 4 n<1—> anlQ ,

12 12

1—q)? 1\ 1\ 21 1\

7( q)n(1—> 1-— 1—) Zq n(l—) ,
4 n n 12 n

gd—1 (1 ~(1- 1>tn> > 1. (3.19)

Opét ted budeme hledat r dle (3.7)):

1 tn _1 2 2_1 2_1 1 tn
g(q—l) <1—> >’)"\/(q 1 ) nVarlY;Ell)—}—nq —nd (1—) :
n

- 12 12 n
n2 _12 1 2tn _12 2_1 2_1 1 tn
e (O I e e R ()
n?(qg—1)>2 1\ % @?—-1(.q—1 (1) 1\

1—— > 3 Var, Y, 1—(1——
472 ( n) ST Py A e ( n) !
3ng—1 1 2 —1 1\ 1\ 1\
e G B G M Gl G B R e
r2qg+1 n qg+1 n n n
3nq— 1 N 1\t —1 1\t
S (1—) > 1—(1—) 34— (1—) 1),
r“q+1 n n qg+1 n

g—1 1\?m 1\ g—1 1\
3n (1—) >r 1—<1—> 3(1—) +1]).
qg+1 n n qg+1 n
Ted zvétsime pravou stranu, ¢imz nenarusime predpoklady véty [3.3] Vynechdme
prvni zévorku a ve druhé zvétsime jednotkovy clen dle (3.19)):

~1 1 2t —1 1\t ~1 1\t
3nq<1—> > 2 3q<1—> y3i— > 1-(1-) :
q+1 n q+1 n g+1 n
1 2tn 1 tn 1 tn
n(l—) Zr2<(1—) —i—l—(l—) >,
n n n
1 2ty
n (1 — ) > 2,
n
I zde r? zvolime tak, aby spliiovala rovnost. A opét tedy dle vty plati:

HPt"(«T,') _ 7THTV > 1— § <1 B 1) —2tp > 1 § (1 B 1) —(n—1)logn+2(cg—1)n
n n o -

8 1y (1)) 8" 1\ ™ 2(eq—1)
(D7) ()
n n n

>1- §n6_2(c‘1_1) =1 — 8¢ 2=,
n

Zde jsme opé&t vyuzili nerovnosti s e7!.
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Findlné srovname dolni mez s 1/4:

1
1 — Qe 2(ea=1) 5 =
e 7

3 —2(cq—1)
32 >e ,

/32
log 3 <c¢g— L

Porovname tuto dolni mez s (3.18) a dostaneme, ze pro g > 2 je:

32 32+
37 9qg-—-1

Tedy pro volbu ¢ > log/32/3 4+ 1 jest tyir > 1/2nlogn — cn.
A

Tento priklad byl cvicenim z Levin a Peres (2017, Strana 98, Excercise 7.3),
kde bylo cilem ukazat, ze vysledna hranice bude zaviset na po¢tu barev ¢q. Bohuzel
dolni meze ziskané metodou rozlisujicich statistik silné zavisi na volbé funkce f.
Ta se voli tak, aby dobre rozliSovala mezi stacionarnim rozdélenim a marginalnim
rozdélenim tetézce zacinajiciho ve specifickém stavu, a aby se jeji momenty daly
dobte odhadnout. Nami zvolend funkce W (X') bohuzel neni nejlepsi mozna volba
a za to tedy platime zhorsenim odhadu.

Lepsi volbou by napriklad byla:

Z(X) = Z ﬂ{vrchol () m4 barvu 1} -

i=1

Potom by se daly ziskat nésledujici dil¢éi vysledky:

E,Z(X)=", Var, Z(X) Sg,
q
n  n(g—1) N,
B, z(x) =" M (1 _ n) . 02 = max{Var, Z(X), Vary Z(X,)} <

-3

Bez nutnosti déleni postupu na dvé vétve bychom tak ziskali odhad, kde uz by
hodnota ¢, zavisela na hodnoté ¢ a byla by znatelné nizsi, nez hodnota c z pied-
choziho ptikladu. Timto postupem bychom tedy ziskali odhad ¢,,;,, ktery je lepsi
(= vyssi), nez ten, ktery jsme ziskali s nasi volbou rozlisujici statistiky:.

23



Seznam pouzité literatury

EBERLEIN, W. (1977). On Euler’s infinite product for the sine. Journal of
Mathematical Analysis and Applications, 58(1), 147-151. ISSN 0022-247X.

LeVIN, D. A. a PERES, Y. (2017). Markov chains and mizing times. American
Mathematical Society, Providence, Rhode Island. ISBN 978-1-4704-2962-1.

PRASKOVA, Z. a LacHouT, P. (1998). Zdklady ndhodnych procesi. Karolinum,
Praha. ISBN 8071846880.

24



	Značení
	Úvod
	Základní definice
	Konvergence ke stacionárnímu rozdělení
	Dolní meze pro mixing
	Počítací mez
	Míra zúžení
	Rozlišující statistiky

	Seznam použité literatury

