
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikálńı fakulta
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konec nakalibrujeme model na reálná finančńı data.
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Kapitola 1

Úvod

Stochastické modelováńı úrokových měr je významnou součást́ı aplikaćı fi-
nančńı matematiky a aktuárských věd. Je použ́ıváno bankovńımi i pojǐst’ova-
ćımi společnostmi k oceňováńı finančńıch derivát̊u, k odhadu budoućıho
vývoje r̊uzných ekonomických veličin a v neposledńı řadě také k efektivńımu
ř́ızeńı rizik.

Modelováńı úrokových měr má v moderńı finančńı matematice své mı́sto
již po několik deśıtek let, avšak teprve v návaznosti na chystaný regula-
torńı projekt Solvency 2, který představuje radikálńı změnu v oblasti kon-
troly pojǐst’ovnictv́ı v celé Evropské unii, źıskalo na d̊uležitosti. Jedńım
z požadavk̊u tohoto projektu je, v zájmu finančńı stability pojǐst’ovny, zo-
hledněńı všech relevantńıch rizik, tedy i riziko fluktuace budoućıch úrokových
měr. Solvency 2 tak pojǐst’ovnám př́ımo přikazuje zahrnout stochastické mo-
delováńı do svých propočt̊u.

V této práci nejdř́ıve představ́ıme základńı pojmy z teorie pravděpodobnosti,
které jsou k daľśımu pochopeńı stochastického modelováńı stěžejńı. Dále se
zaměř́ıme na některé elementárńı náhodné procesy a na základě jejich vlast-
nost́ı postupně odvod́ıme procesy složitěǰśı. Následně zavedeme základńı
definice z finančni matematiky a přejdeme k popisu jednotlivých model̊u.
Zmı́ńıme zp̊usoby jejich kalibrace a na závěr demonstrujeme kalibraci mo-
del̊u na základě reálných finačńıch dat.
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Kapitola 2

Základńı pojmy teorie
pravděpodobnosti

2.1 Náhodný proces

Definice 2.1 σ-algebra je neprázdný systém F podmnožin množiny X, pro
který plat́ı nasleduj́ıćı podmı́nky

• X ∈ F ,

• je-li A ∈ F , pak i Ac ∈ F , kde Ac je doplněk množiny A,

• patř́ı-li A1, A2, . . . , An do F , pak také A =
⋃n
i=1Ai ∈ F .

Definice 2.2 Necht’ P je reálná funkce definovaná na σ-algebře jev̊u Ω,
která splňuje následuj́ıćı podmı́nky

• P (Ω) = 1,

• 0 ≤ P (A) ≤ 1 pro každé A ∈ F ,

• P ⋃n
i=1 Ai) =

∑n
i=1 P (Ai pro každé Ai ∩ Aj = 0, i 6= j.

Potom funkci P nazýváme pravděpodobnostńı mı́ra a trojici (Ω,F , P ) nazýváme
pravděpodobnostńı prostor.

Definice 2.3 Mějme pravděpodobnostńı prostor (Ω,F , P ) a dále necht’ T ⊂ R.
Rodina reálných náhodných veličin {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,F , P ) se
nazývá náhodný proces.
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V př́ıpadě, že T = Z = {0,±1,±2, . . .} nebo T ⊂ Z, mluv́ıme o procesu
s diskrétńım časem, popř́ıpadě o časové řadě. Naopak, pokud T = [a, b],
kde −∞ ≤ a < b ≤ ∞, ř́ıkáme, že proces {Xt, t ∈ T} je proces se spojitým
časem.

Definice 2.4 Dvojce (S,F), kde S je množina hodnot náhodných veličin Xt

a F je σ-algebra podmnožin S, se nazývá stavový prostor procesu {Xt, t ∈ T}.
Pokud náhodné veličiny Xt nabývaj́ı pouze diskrétńıch hodnot, ř́ıkáme, že jde
o proces s diskrétńımi stavy, nabývaj́ı-li hodnot z nějakého intervalu, mluv́ıme
o procesu se spojitými stavy.

Definice 2.5 Necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces takový, že pro každé
t ∈ T existuje středńı hodnota EXt. Pak funkci µt = EXt definovanou
na T nazveme středńı hodnotou procesu {Xt, t ∈ T}. Proces, jehož středńı
hodnota je rovna nule, nazýváme centrovaný proces.

Definice 2.6 Jestlǐze {Xt, t ∈ T} je proces s konečnými druhými momenty,
tj. E Xt

2 < ∞ pro všechna t ∈ T , potom funkce dvou proměnných de-
finovaná na T × T jako R (s, t) = E (Xs − µs) (Xt − µt) se nazývá auto-
kovariančńı funkce procesu {Xt, t ∈ T}. Hodnotu R (t, t) definovanou jako
R (t, t) = E (Xs − µs)2 nazýváme rozptyl procesu v čase t.

Definice 2.7 Necht’ {Xt, t ∈ T} je náhodný proces nabývaj́ıćı hodnot z T ,
kde T = [a, b] přičemž −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Pokud pro libovolnou posloupnost
i, j1, j2, . . . , jn−1 plat́ı

P
(
Xtn = i|Xtn−1 = jn−1, . . . Xt1 = j1

)
= P

(
Xtn = i|Xtn−1 = jn−1

)
,

pak ř́ıkáme, že proces {Xt, t ∈ T} má Markovskou vlastnost.

2.2 Náhodná procházka

Nyńı již máme dostatek teoretického podkladu k tomu, abychom mohli
modelovat náhodné procesy, které můžeme pozorovat na finančńıch trźıch.
Uvažujme akcii kótovanou na burze, jej́ıž cena v určitém časovém okamžiku
s pravděpodobnost́ı p stoupne o 1 a s pravděpodobnost́ı q = 1−p klesne o 1.
Tento proces můžeme popsat jako posloupnost nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin (Xn, n ≥ 1), pro kterou plat́ı
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P (Xn = 1) = p, P (Xn = −1) = q, p+ q = 1, n ≥ 1 (2.1)

Pak proces

Sn = S0 +
n∑
r=1

Xr (2.2)

nazýváme náhodná procházka s počatečńım bodem S0. Je-li nav́ıc p =
q = 1/2, pak mluv́ıme o symetrické náhodné procházce. Rovnici náhodné
procházky lze také zapsat ve tvaru

Sn+1 = Sn +Xn+1. (2.3)

Z tohoto zápisu je ihned jasná jedna d̊uležitá vlastnost náhodné procházky.
Známe-li hodnotu procesu Sn v čase n, tak budoućı vývoj procesu nezálež́ı
na minulých hodnotách. To znamená, že podle definice 2.7 má náhodná
procházka markovskou vlastnost.

Na vyspělých finančńıch trźıch však tento předpoklad neplat́ı. Docháźı
totiž k tomu, že investoři sleduj́ı minulý vývoj , podle kterého se pak snaž́ı
odhadnout budoućı hodnoty. Nicméně přechod k markovským proces̊um je
v teorii model̊u úrokových měr natolik výhodný, že se ve finančńı praxi
hojně použ́ıvá.

Dosud jsme předpokládali, že cena akcie se měńı v určitých diskrétńıch
časových okamžićıch (např. jeden obchodńı den na burze). Cena akcie se
ale může měnit každou hodinu, minutu a třeba i vteřinu. Dále nás tedy
bude zaj́ımat limitńı chováńı náhodné procházky pro interval (tn, tn+h) pro
h → 0. Uvažujme proto uzavřený interval T = [a, b], −∞ < a < b < ∞.
Dále zavedeme děleńı intervalu [a, b] jako Dn = {t1, t2, . . . , tn}, kde a = t0 <
t1 < . . . < tn = b pro každé n ∈ N . Normu děleńı Dn označ́ıme jako

∆n = max
0≤k≤n−1

(tk+1 − tk) .

Hodnotu náhodné procházky v čase 0 ≤ k ≤ n − 1 můžeme podle (1.3)
zapsat jako

S k+1
n

= S k
n

+
Xk√
n
, 0 ≤ k ≤ n− 1. (2.4)

Z (2.4) je zřejmé, že S1 je součet n vzájemně nezávislých stejně rozdělených
náhodných veličin s parametry

EXk = 0, varXk =
1

n
, σ =

1√
n
, 0 ≤ k ≤ n. (2.5)
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Při přechodu k infinitezimálńım hodnotám, tj. ∆n → 0 při n → ∞, užit́ım
(2.4), (2.5) a centrálńı limitńı věty dostaneme vzorec pro S1 jako

lim
n→∞

∑n
i=1Xi − EXk

σ
√
n

= lim
n→∞

n∑
i=1

Xi ∼ N (0, 1) . (2.6)

S1 tedy konverguje v distribuci k normálńımu rozděleńı. Pomoćı (2.6) od-
vod́ıme vzorec pro náhodnou procházku v čase t jako

St =
√
t

(∑nt
i=1Xi√
nt

)
∼ N (0, t) . (2.7)

Proces, který je popsán rovnićı (2.7) a který vznikl limitńım přechodem
náhodné procházky k nekonečně malému časovému intervalu, nazýváme Wi-
ener̊uv proces.

2.3 Wiener̊uv proces

Wiener̊uv process je stochastický proces spojitého času pojmenovaný na po-
čest N. Wienera. Někdy je nazýván jako Brown̊uv pohyb. Je to jeden z
nejlépe známých Lévyho proces̊u (stochastických proces̊u s př́ır̊ustky nezávis-
lými na poloze).

Definice 2.8 Proces {Wt : t ≥ 0} nazveme Wiener̊uv proces právě tehdy
když plat́ı:

• W0 = 0,

• W0 je skoro jistě (tj. s pravděpodobnost́ı 1) spojitý,

• hodnota Wt je náhodná veličina s rozděleńım ∼N(0, t)

• Wt má na poloze nezávislé př́ır̊ustky Ws+t −Ws ∼ N (0, t− s)

Podmı́nka na poloze nezávislých př́ır̊ustk̊u znamená, že pokud 0 ≤ s1 ≤ t1 ≤
s2 ≤ t2 pak Wt1−Ws1 a Wt2−Ws2 jsou nezávislé náhodné proměnné. Z toho
také vyplývá, že Wiener̊uv proces má ve smyslu definice 2.7 markovskou
vlastnost. Avšak v definici nahrad́ıme diskrétńı pravděpodobnosti spojitou
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hustotou. Uvažujme proto dva časové intervaly s a t, s ≤ t, v nichž Wiener̊uv
proces nabývá hodnot y a x. Podmı́něnou hustotu zaṕı̌seme vzorcem

f (t, y|s, x) =
∂

∂y
P (Wt ≤ y|Ws = x) . (2.8)

Z definice 1.8. v́ıme, že Wiener̊uv proces má normálně rozdělené př́ır̊ustky,
proto

f (t, y|s, x) =
1√

2π (t− s)
exp

{
−(y − x)2

2 (t− s)

}
, y ∈ R. (2.9)

Rovnici (2.9) zderivujeme per partes a zjist́ıme, že f je řešeńım rovnice

∂f

∂t
=

1

2

∂2f

∂y2
. (2.10)

Obecně pro nějaký časový intereval s < u < t s užit́ım (2.9) dostaneme
Chapman-Kolmogorovovu rovnici

f (t, y|s, x) =
∫ ∞
−∞

f (u, z|s, x) f (t, y|u, z) dz, s < u < t. (2.11)

Zkoumejme nyńı proces Xt, kterému stanov́ıme následuj́ıćı vlastnosti:

• Xt je spojitý markovský proces, t ≥ 0.

Dále stanov́ıme podmı́nky pro Xt = Xt+h − Xt, př́ır̊ustek procesu
na nekonečně malém intervalu (t, t+ h). Požadujme, aby Xt, tedy i
dXt, nemělo skoky a aby E (Xt)

2 bylo rozumně malé. Tyto podmı́nky
formálě zaṕı̌seme jako

• P (|X t+h −Xt| > ε|Xt) = o (h) , pro ε > 0.

• E (Xt+h −Xt|Xt) = 0 + o (h).

• E ((Xt+h −Xt) |Xt)
2 = σ2h+ o (h).

Dá se dokázat, že dosad́ıme-li nyńı do Chapman-Kolmogorovovy rovnice
u = t − h, dostaneme proces, který splňuje všechny tři uvedené podmı́nky.
Tento proces popisuje rovnice

∂f

∂t
=

1

2
σ2 ∂

2y

∂y2
, (2.12)
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která je pro σ2 = 1 shodná s podmı́něnou hustotou Wienerova procesu
(2.9). Dále označme Xt+h = Xt + ∆, kde ∆ = Xt+h − Xt je př́ır̊ustek
procesu v časovém intervalu (t, t+ h). Uvažujme dále podmı́něnou hustotu
∆ za podmı́nky Xt = u, označme ji jako f∆ (u, z) a hustotu Xt označme
f (t, y). Pak užit́ım (2.8),(2.9) a (2.10) dostaneme

F (t+ h, y) − F (t, y) = P (Xt ≤ y −∆)− P (Xt ≤ y) (2.13)

=
∫ ∞
−∞

∫ y−z

y
f (t, u) f∆ (u, z) dudz

∼=
∫ ∞
−∞
−zf (t, y) f∆ (y, z) +

1

2
z2 ∂

∂y
{f (t, y) f∆ (y, z)} dz

a s použit́ım Taylorova rozvoje a vynecháńım člen̊u z s vyšš́ımi mocninami
dostáváme

−µhf (t, y) + σ2h
1

2

∂f

∂y
(t, y) . (2.14)

Rovnici vyděĺıme h, zderivujeme podle y a vyjde nám

∂f

∂t
= −µ∂f

∂y
+

1

2
σ2∂

2f

∂y2
. (2.15)

Porovnáme-li nyńı (2.14) a (2.10), zjist́ıme, že až na parametry µ a σ jsou
tyto rovnice totožné. Na základě tohoto pozorováńı je nyńı jasné, že jedno
možné řešeńı rovnice (2.14) je dáno hustotou normálńıho rozděleńı se středńı
hodnotou µ a σ , což je to samé jako µt+ σdWt. Takové procesy nazýváme
difuzńı procesy. Na základě tohoto zjǐstěńı je přirozené zavést následuj́ıćı
definici:

Definice 2.9 Proces {Xt : t ≥ 0} nazveme difúzńı proces právě tehdy, když
je spojitým markovským řetězcem a zároveň plat́ı:

• P (|X t+h −Xt) | > ε|Xt) = o (h), pro ε > 0.

• E (Xt+h −Xt|Xt) = µ (t,X (t)h) + o (h).

• E ((Xt+h −X2
t ) |Xt) = σ2 (t,X (t)h) + o (h).

Funkce µ (t,X ) a σ (t,X) nazýváme okamžitá středńı hodnota a okamžitý
rozptyl.
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Ćasto se v literatuře znač́ı malé př́ır̊ustky Xt v nekonečně malém intervalu
dt jako dXt. Použijeme-li toto značeńı, můžeme výše uvedené vlastnosti
uvedené v definici 2.9 shrnout do rovnice

dXt = µ (t,X) dt+ σ (t,X) dWt. (2.16)

Jsou-li µ a σ konstanty (tj. nezávislé na hodnotě X a na čase) dostáváme
následuj́ıćı

dXt = µdt+ σdWt. (2.17)

Pro lepš́ı pochopeńı je užitečné si pravou stranu rovnice (2.16) rozdělit na dva
segmenty. Výraz µdt nám ř́ıká, že X má konstatńı středńı hodnotu µ za
jednotku času. Proto lze

dXt = µdt (2.18)

chápat jako
dX

dt
= µ (2.19)

nebo také
Xt = X0 + µt, (2.20)

kde X0 je hodnota v čase 0. Za časový interval délky t vzroste hodnota o at.
Na výraz σdWt můžeme nahĺıžet jako na přidáváńı šumu do trajektorie
procesu.

Obecnou stochastickou rovnićı (2.15) lze zapsat všechny modely úrokových
měr, které v této práci budeme zkoumat. Jednotlivé modely se od sebe lǐśı
tvarem parametr̊u µ a σ. Mohou to být konstanty nebo determistické funkce
závislé na čase, na samotné hodnotě proměnné X a nebo na čase a na hod-
notě X zároveň. V následuj́ıćı kapitole zavedeme některé v teorii úrokových
model̊u často použ́ıváné proměnné a následně nás budou zaj́ımat vlastnosti
jednotlivých model̊u.
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Kapitola 3

Modely úrokových měr

3.1 Základńı proměnné a jejich značeńı

Základńım kamenem v teorii úrokových měr je cena tzv. bezrizikového bez-
kupónového dluhopisu. Jde o kontrakt, který kupuj́ıćımu zaručuje výplatu
jedné jednotky určité měny v čase splatnosti dluhopisu T . Z názvu je pa-
trné, že nepřipoušt́ıme vypláceńı kupón̊u před splatnost́ı dluhopisu stejně
jako riziko bankrotu emitenta. Cenu takového cenného paṕıru znač́ıme jako
P (t, T ), kde t znač́ı čas dnes a T jakýkoli čas v budoucnosti, resp dobu
splatnosti dluhopisu. Z definice je jasné, že P (T, T ) = 1. Význam takového
aktiva je v tom, že máme-li na trhu dluhopisy pro všechny možné splatnosti,
tak z nich z nich jednoduše odvod́ıme dnešńı spotové sazby. Spotová sazba,
kterou budeme značit R (t, T ), je spojitě úročený výnos bezkupónového dlu-
hopisu se splatnost́ı T . Pro spotovou sazbu a cenu dluhopisu plat́ı

P (t, T ) e(T−t)R(t,T ) = 1,

a na základě toho odvod́ıme

lnP (t, T ) e(T−t)R(t,T ) = 0,

ln e(T−t)R(t,T ) = − lnP (t, T ) ,

R (t, T ) = − lnP (t, T )

T − t
. (3.1)

Za povšimnut́ı stoj́ı, že pokud dluhopis přesáhne dobu splatnosti, tj. T > t,
tak podle rovnice (3.1) nabyde R (t, T ) záporných hodnot, což je vzhledem
k povaze finanč́ıch trh̊u dost nerealistické. Daľśı proměnnou, kterou zave-
deme, nazýváme okamžitou úrokovou sazbou v čase t a znač́ıme ji r (t).
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Tato sazba představuje úrokovou sazbu přes nekonečně krátký časový inter-
val. Na finančńıch trźıch se ovšem tato sazba v̊ubec nevyskytuje. V praxi se
tato čistě imaginárńı sazba nahrazuje jinou úrokovou sazbou dostupnou na
finančńım trhu (viz Kapitola 3). Formálně odvod́ıme rovnici pro okamžitou
úrokovou sazbu pomoćı (3.1) jako

r (t) = lim
T→t+

R (t, T ) = lim
T→t+

− lnP (t, T )

T − t
,

= lim
T→t+

− 1

P (t, T )

∂

∂T
lnP (t, T ) ,

= − ∂

∂t
lnP (t, t) . (3.2)

Uvažujme dva časové okamžiky T1 a T2 takové, že t < T1 < T2 < T . Forwar-
dovou sazbu definujeme jako výnos bezkupónového dluhopisu zakoupeného
v čase T1 se splatnost́ı v T2 uvažovaný v čase t. Z rovnice (3.1) odvod́ıme

f (t, T ) = − lnP (t, T2)− lnP (t, T1)

T2 − T1

. (3.3)

Pro T2 → T1 přecháźı (3.3) v definici derivace v bodě T1. Tj.

f (t, T ) = − ∂

∂T
lnP (t, T ) (3.4)

a je zřejmé, že
f (t, t) = rt, (3.5)

stejně tak jako vztah mezi forwardovou a spotovou sazbou

f (t, T ) = R (t, T ) + (T − t) ∂

∂T
R (t, T ) . (3.6)

3.2 Afinńı časová struktura

Motivaćı pro zavedeńı pojmu afinńı časová struktura je nalezeńı společných
znak̊u pro určitou dost velkou skupinu model̊u úrokových měr. Na základě
těchto znak̊u mohou být pro celou tuto skupinu odvozeny určité závěry, které
nám podstatně zjednodušš́ı a zrychĺı práci se stochastickými modely. Jako
př́ıklad uved’me odvozeńı ceny bezkupónového dluhopisu. V zásadě existuj́ı
tři možnosti, jak ji stanovit. Bud’ můžeme cenu odvodit př́ımo z rovnice

P (t, T ) = E

[
exp

(
−
∫ T

t
r (s) ds

)]
, (3.7)

14



nebo pomoćı tak zvané Black-Scholes Mertonovy parciálńı diferenciálńı rov-
nice1 tvaru

∂P

∂t
+

1

2

∂2P

∂r2
+ µ

∂P

∂r
− rP = 0,

P (T, T ) = 1. (3.8)

a nebo můžeme využ́ıt afinńı časovou strukturu2. Výpočty prvńı a dru-
hou metodou bývaj́ı zpravidla velmi komplikované a zdlouhavé, zat́ımco
při použit́ı teorie afinńı časové struktury relativně rychlé. Při praktických
výpočtech použijeme následuj́ıćı definici:

Definice 3.1 Stochastický model popsaný rovnićı

dXt = µ (t,X) dt+ σ (t,X) dWt (3.9)

má afinńı časovou strukturu, pokud plat́ı, že

µ (t,X) = α (t) r + β (t) ,

σ (t,X) =
√
χ (t) r + δ (t), (3.10)

kde α (t) r, β (t), χ (t) a δ (t) jsou deterministické funkce a zároveň m̊užeme
P (t, T ) vyjádřit tvarem

P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t), (3.11)

Při numerickém výpočtu urč́ıme hodnoty funkćı A (t, T ) a B (t, T ) tak, že
rovnici (3.11) dosad́ıme do rovnice (3.8) a obdrž́ıme jednoduchou soustavu
diferenciálńıch rovnic

A (T, T ) = 0, (3.12)

B (T, T ) = 0,

∂A

∂t
− βB +

1

2
δB2 = −1,

∂B

∂t
+ αB − 1

2
χB2 = −1.

Vypočtené A (t, T ) a B (t, T ) pak zpětně dosad́ıme do (3.11).

1Merton R. C.: Theory of rational option pricing, Bell Journal of Economics and
Management Science volume 4, 141-183

2Formálně, funkci f : Rn → R nazveme afinńı, pokud existuje a ∈ R a b ∈ Rn takové,
že plat́ı f (x) = a + bT pro všechna x ∈ Rn
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3.3 Předpoklady model̊u

Dř́ıve než přistouṕıme k popisu jednotlivých model̊u úrokových měr, je
potřeba ještě zmı́nit některé předpoklady, které vyplývaj́ı z chováni úrokových
sazeb na trhu. Prvńı předpoklad je, že množina všech možných projekćı
budoućıch úrokových sazeb by měla být omezená. Tento předpoklad kore-
sponduje s faktem, že úrokové sazby na finančńıch trźıch se z dlouhodobého
hlediska pohybuj́ı kolem tzv. rovnovážné hodnoty. Jsou-li sazby dlouhodobě
na ńızkých úrovńıch, dá se očekávat, že časem vzrostou. Stejně tak i při
vysokých úrokových sazbách existuje předpoklad, že nastane taková ekono-
mická situace, která si vyžádá jejich opětovné snižeńı. Stejně tak nebereme
v úvahu fakt, že by sazby mohly r̊ust do nekonečna nebo že by mohly být
záporné.

Dále bychom měli požadovat, aby predikce úrokových sazeb v sobě zahr-
novala i očekáváńı trhu, tj. forwardových sazeb. V praxi se ovšem setkáváme
s t́ım, že ne vždy všechny předpoklady jsou splněny, protože spolu vzájemně
koliduj́ı.

3.4 Vaš́ıčk̊uv model

Tento model byl poprvé představen českým matematikem O. Vaš́ıčkem v roce
1977. Model je popsán rovnićı

dr (t) = k (θ − r (t)) dt+ σdWt, k, θ > 0. (3.13)

Parametr θ určuje rovnovážnou hodnotu, ke které úrokové sazby konver-
guj́ı a parametr k vyjadřuje rychlost této konvergence. Jsou-li sazby pod
rovnovážnou hodnotou, tj. θ > r (t), výraz k (θ − r (t)) je tedy kladný a
úroková sazba roste. Stoj́ı za povšimnut́ı, že hodnota θ nezáviśı na čase. To
znamená, že Vaš́ıčk̊uv model se navraćı vždy jen k jedné hodnotě a nebere
v úvahu budoućı očekáváńı trhu, tj. aktuálńı forwardovou křivku. Urč́ıme-li
pomoćı Vaš́ıčkova modelu cenu dluhopis̊u, odvod́ıme vlastně jednu forwar-
dovou křivku, která je výstupem modelu. Tuto skupinu model̊u, kde forwar-
dová křivka je výstupem, nazýváme endogenńı modely, zat́ımco modely, kde
je forwardová křivka vstupem, nazýváme exogenńı.

Pro výpočet explicitńıho vztahu pro r (t) nejprve označ́ıme prvńı člen
pravé strany rovnice jako

Y (t) = k (θ − r (t)) . (3.14)
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a vynásob́ıme ho ekθ. Tj.

ekθY (t) = f (r (t)) = ekθ (k (θ − r (t))) . (3.15)

Nyńı máme funkci f (r (t)), jej́ıž hodnota záviśı na stochastické proměnné.
K tomu, abychom popsali jej́ı dynamiku, použijeme Itoovo lemma3. K tomu
použijeme parciálńı derivace

∂f (r (t))

∂t
= kektY (t) , (3.16)

∂f (r (t))

∂r
= −kekt, (3.17)

∂f 2 (r (t))

∂r2
= 0 (3.18)

a samotná aplikace Itoova lemmatu nám dává

f (r (t))− f (r (0)) =

=
∫ t

0

∂f (r (s))

∂s
ds︸ ︷︷ ︸

(3.16)

+
∫ t

0

∂f (r (s))

∂s
dr (s)︸ ︷︷ ︸

(3.17)

+
1

2

∫ t

0

∂2f (r (s))

∂s2
dr (s)︸ ︷︷ ︸

(3.18)

,

=
∫ t

0
keksY (s) d (s)−

∫ t

0
keks Y (s) ds+ σdWs︸ ︷︷ ︸

(3.13)

,

= −
∫ t

0
keksσdWs. (3.19)

Pod́ıváme-li se nyńı na (3.19), objev́ıme rekurentńı vztah pro r (t) v závislosti
na předchoźı hodnotě r (0). Úpravami dostaneme

ektY (t)− ek0Y (0) = −
∫ t

0
keksσdWs, (3.20)

kekt (θ − r (t))− k (θ − r (0)) = −
∫ t

0
keksσdWs,

−kektr (t) = −kθekt + kθ − kr (0)−
∫ t

0
keksσdWs,

r (t) = θ
(
1− e−kt

)
+ e−ktr (0) +

∫ t

0
e−k(t−s)σdWs.

3Ito K.: On stochastic differential equations., Memoirs, American Mathematical Soci-
ety 4, 1–51, 1951.
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Rozdělme nyńı interval [0, T ] na N podinterval̊u stejné délky, označme ti =
i T
N

pro každé i = 1, 2, . . . n a každý krok označme jako ∆t = ti − ti−1. Pak
dostáváme

r (ti) = θ
(
1− e−k∆t

)
+ e−k∆tr (ti−1) + ε (ti) , (3.21)

kde

ε (ti) =
∫ t

0
e−k(t−s)σdWs. (3.22)

V podstatě jsme odvodili prvńı dva momenty hustoty normálńıho rozděleńı
r (t). Konkrétně

r (t) ∼ N
(
θ
(
1− e−k∆t

)
+ e−k∆tr (ti−1) , ε2 (ti)

)
. (3.23)

Nakonec ještě uprav́ıme člen ε2 (ti). Zřejmě je

(Eε (ti))
2 = Eε (ti) = 0

a proto

varε (ti) = E
(
ε2 (ti)

)
= E

(∫ ti

ti−1

e−k(ti−s)σdWs

)2

= E
∫ ti

ti−1

e−2k(ti−s)σ2ds

= σ2
∫ ti

ti−1

e−2k(ti−s)σ2

=
σ2

2k

(
1− e−2k(ti−ti−1)

)
=

σ2

2k

(
1− e−2k∆t

)
. (3.24)

Z normality r (t) vyplývá jeden z nedostatk̊u Vaš́ıčkova modelu a to sice
existence nenulové pravděpodobnosti, že modelovaná sazba bude záporná.
Tuto pravděpodobnost spočteme pomoćı (3.23), (3.26) a centrálńı limitńı
věty jako

P (r (t) < 0) = Φ

−r (0) e−kt + θ
(
1− e−kt

)
√

σ2

2k
(1− e−2kt)

 . (3.25)
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V následuj́ıćı tabulce jsou podle [10] spočteny procentuálńı pravděpodobnosti
záporné úrokové sazby. Parametry modelu jsou k = 0.1, θ = 0.25 a σ =
0.006. Z tabulky je patrné, že pravděpodobnost roste se zmenšuj́ıćım se r (0)
a roste se zvyšuj́ıćım se t.

t/r 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 4.00 5.00
1 11.34 2.27 0.26 0.02 0.00 0.00 0.00 0.00
2 13.14 4.94 1.45 0.33 0.06 0.01 0.00 0.00
3 12.92 4.94 1.45 0.33 0.06 0.01 0.00 0.00
4 12.21 6.67 2.55 0.91 0.28 0.07 0.00 0.00
5 11.38 6.80 3.79 1.97 0.95 0.43 0.07 0.01
6 10.56 6.74 4.10 2.36 1.29 0.67 0.15 0.03
7 9.78 6.59 4.27 2.66 1.59 0.91 0.27 0.07
8 9.08 6.38 4.35 2.88 1.85 1.15 0.40 0.13
9 8.44 6.15 4.38 3.05 2.07 1.37 0.56 0.21
10 7.87 5.92 4.37 3.17 2.25 1.57 0.72 0.31

Vaš́ıčk̊uv model má affińı časovou strukturu, takže podle definice 3.1 snadno
vypoč́ıtáme ceny dluhopis̊u P (T, t) = eA(T−t)−B(T−t)r(t). Zvoĺıme proto

α (t) = −k,
β (t) = kθ,

χ (t) = 0,

δ (t) = σ2 (3.26)

(3.27)

a parametry modelu dosad́ıme do (3.12). Dostaneme následuj́ıćı soustavu
obyčejných diferenciálńıch rovnic :

A (T, T ) = 0,

B (T, T ) = 0,

dA

dt
+ kθB +

1

2
σ2B2 = 0,

dB

dt
= −kB = −1, (3.28)

což dává

B (t, T ) =
1

k

(
1− e−k(T−t)

)
, (3.29)
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resp.

A (t, T ) =

(
θ − σ2

2k2

)
(B (t, T )− T + t)− σ2

4k
B (T − t)2 . (3.30)

3.5 Cox, Ingersoll, Ross model

Ve Vaš́ıčkově modelu existuje pravděpodobnost, že úrokové mı́ry, jakožto
výstup modelu, vyjdou záporné. Cox, Ingersoll a Ross navrhli alternativńı
model, ve kterém jsou úrokové sazby vždy nezáporné. Model popisuje následuj́ıćı
rovnice:

dr (t) = k (θ − r (t)) dt+ σ
√
r (t)dWt. (3.31)

Prvńı část pravé strany rovnice popisuje, stejně jako ve Vaš́ıčkově modelu,
tendenci navracet se k rovnovážné poloze θ rychlost́ı k. Druhá část pravé

strany zavád́ı směrodatnou odchylku, která je proporcionálńı k
√
r (t). Bĺıž́ı-

li se úroková mı́ra k nule, tento faktor imunizuje náhodné fluktuace Wiene-

rova procesu, protože pro malé r (t) je zřejmě σ
√
r (t)dWt → 0 a r (t) >

σ
√
r (t)dWt. V rovnici proto převáž́ı k (θ − r (t)), což nasměruje úrokovou

mı́ru opět k rovnovážné hodnotě. To znamená, že v CIR modelu je volatilita
závislá na dynamice úrokových sazeb. Č́ım větš́ı jsou př́ır̊ustky simulované
sazby, t́ım je i větš́ı volatilita procesu. Cox, Ingersoll a Ross dokázali, že pro
jejich model plat́ı stejné rovnice pro oceňováńı bezkupónových dluhopis̊u

P (t, T ) = eA(t,T )−B(t,T )r(t),

ale funkce A (t, T ) a B (t, T ) jsou odlǐsné:

A (t, T ) =

(
2γe(k+γ)(T−t)/2

(γ + k) ((eγ(T−t)−1) + 2γ)

) 2kθ
σ2

(3.32)

a

B (t, T ) =
2
(
eγ(T−t)−1)

)
(γ + k) (eγ(T−t) − 1) + 2γ

, (3.33)

kde γ =
√
k2 + 2σ2. Stochastická proměnná nemá v CIR modelu normálńı

rozděleńı, ale non-central chý-kvadrát rozděleńı χ (n, c), kde n je počet stupň̊u
volnosti a c je parametr vychýleńı.
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Obr. 2.1: Porovnáńı vývoje úrokové mı́ry modelované ve Vaš́ıčkově modelu
(šedivě) a CIR modelu (černě). k = 0.0340, θ = 0.0150 a σ = 0.0250.

Obr 2.1 srovnává simulaci úrokových sazeb pomoćı Vaš́ıčkova a CIR mo-
delu. Je zřejmé, že sazby simulované pomoćı Vaš́ıčkova modelu mohou lehce
nabývat záporných hodnot, kdežto u CIR modelu tato situace nikdy nena-
stane.

3.6 Hoo-Lee model

Tento model byl poprvé publikován v roce 1986 v časopise Journal of Fi-
nance. Byl prezentován ve formě binominálńıho stromu se dvěma parametry:
směrodatnou odchylkou σ a výchoźı forwardovou křivkou. Od té doby bylo
dokázáno, že limitńı přechod ke spojitému času při ∆t → 0 se dá zapsat
rovnićı

dr = θ (t) dt+ σdWt, (3.34)

kde σ je konstanta a θ (t) je rovnovážná hodnota, která je funkćı času a je
nezávislá na r. Zvoĺıme-li θ (t) = f (0, t), bude model konvergovat k aktuálńı
forwardové křivce. T́ım do predikce úrokové mı́ry zahrneme očekáváńı fi-
nančńıho trhu o budoućım vývoji úrokových sazeb. Cena bezkupónového
dluhopisu v závislosti na okamžité úrokové mı́̌re r (t) je dána vztahem

P (t, T ) = A (t, T ) e−r(t)(T−t), (3.35)
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kde

lnA (t, T ) = ln
P (0, T )

P (0, t)
− (T − t) ∂ lnP (0.t)

∂t
− 1

2
σ2t

(
T − t2

)
. (3.36)

3.7 Hull-White model

V roce 1990, profesoři Hull a White navrhli vylepšeńı Vaš́ıčkova modelu tak,
že rovnovážnou hodnotu θ změnili na funkci času θ (t). Rozš́ı̌rený model
zapsali rovnićı

dr = (θ (t)− kr) dt+ σdWt (3.37)

nebo

dr = k

[
θ (t)

k
− r

]
dt+ σdWt, (3.38)

kde k a σ jsou konstanty. V čase t okamžitá úroková mı́ra konverguje k θ (t) /k
rychlost́ı k. Hull-White model je speciálńım př́ıpadem Hoo-Lee modelu při
k = 0. Hodnoty návratnosti ke středu θ (t) muśı být zvoleny tak, aby od-
pov́ıdaly aktuálńı časové struktuře pozorované na trhu. To znamená, že by
se modelové hodnoty měly ve středńı hodnotě rovnat aktuálně pozorovaným
forwardovým sazbám. Podle (3.4) je forwardová sazba definovaná jako

f (t, T ) = − ∂

∂T
lnP (t, T ) . (3.39)

Odvozováńım dostaneme pro θ (t) následuj́ıćı vztah

θ (t) =
∂f (0, t)

∂t
+ kf (0, t) +

σ2

2k

(
1− e−2kt

)
, (3.40)

ale v praxi se často použ́ıvá zjednodušená aproximace ve tvaru

θ (t) =
∂f (0, t)

∂t
+ kf (0, t) . (3.41)

Stejným zp̊usobem jako ve Vaš́ıčkově modelu odvod́ıme r (ti) v závislosti na
r (ti−1):

r (ti) = e−k∆tr (ti−1) +
θ

k

(
1− e−k∆t

)
+ σe−k∆t

∫ ti

ti−1

e−k(ti−s)dWs (3.42)
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a opět podle (3.23) plat́ı, že r (t) má normálńı rozděleńı s parametry:

r (t) ∼ N

(
e−k∆tr (ti−1) +

θ

k

(
1− e−k∆t

)
,
σ2

2k

(
1− e−2k∆t

))
. (3.43)

Ceny bezkuponových dluhopis̊u jsou v Hull-Whiteově modelu definovány
vztahem

P (t, T ) = A (t, T ) e−B(t,T )r(t), (3.44)

kde

B (t, T ) =
1− e−k(T−t)

k
(3.45)

a

lnA (t, T ) = ln
P (0, T )

P (0, t)
−B (t, T )

∂ lnP (0, t

∂t
− 1

4k3
σ2
(
e−kT − ekt

) (
e2kt − 1

)
.

(3.46)
Protože r (t) má normálńı rozděleńı, existuje, stejně jako u Vaš́ıčkova mo-
delu, nenulová pravděpodobnost, že okamžitá úroková mı́ra r (t) nabyde
záporných hodnot. Nicméně, jak je patrné z tabulky z [10], tato procentuálńı
pravděpodobnost je podstatně nižš́ı než u Vaš́ıčkova modelu.

t/r 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 4.00 5.00
1 4.81 0.71 0.06 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
2 3.45 0.97 0.21 0.04 0.00 0.00 0.00 0.00
3 2.00 0.73 0.23 0.06 0.02 0.00 0.00 0.00
4 0.49 0.45 0.18 0.06 0.02 0.01 0.00 0.00
5 0.21 0.24 0.11 0.05 0.02 0.01 0.00 0.00
6 0.08 0.12 0.07 0.03 0.02 0.01 0.00 0.00
7 0.03 0.05 0.03 0.02 0.01 0.01 0.00 0.00
8 0.01 0.02 0.02 0.01 0.01 0.01 0.00 0.00
9 0.00 0.01 0.01 0.01 0.01 0.00 0.00 0.00
10 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
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Kapitola 4

Kalibrace

Proces kalibrace slouž́ı k explicitńımu určeńı parametr̊u modelu, aby co
nejoptimálněji popisoval skutečnost na finančńıch trźıch. Obecně můžeme
rozdělit proces kalibrace do dvou skupin. Metodu, která odhaduje para-
metry modelu na základě historických hodnot, nazýváme dynamická me-
toda kalibrace. Odhadujeme-li parametry pomoćı aktuálńıch tržńıch dat,
řekneme, že kalibrujeme pomoćı statické metody. Plat́ı, že dynamickou me-
todu použ́ıváme na kalibraci endogenńıch model̊u, zat́ımco statickou metodu
na kalibraci model̊u exogenńıch.

Před samotnou kalibraćı muśıme vyřešit, jakým zp̊usobem v kalibraci re-
prezentovat okamžitou úrokovou sazbu. Okamžitá úroková mı́ra je chápána
jako úroková mı́ra, která by odpov́ıdala nekonečně krátkému časovému ob-
dob́ı. Nicméně na finančńım trhu taková sazba obecně neexistuje. Nejkratš́ı
sazba, která je na trhu dostupná, tzv. overnight sazba vykazuje určité anomálie
v podobě stř́ıdáńı relativně dlouhých stabilńıch obdob́ı a silných skokových
pohyb̊u, které jsou d̊usledkem exterńıch šok̊u. Vhodnou reprezentaci okamžité
úrokové mı́ry se pokuśıme naj́ıt pomoćı shlukové analýzy.

4.1 Shluková analýza

Shluková analýza je souhrnný název pro celou řadu výpočetńıch postup̊u,
jejichž ćılem je rozklad daného souboru na několik relativně homogenńıch
podsoubor̊u (shluk̊u) a to tak, aby si objekty uvnitř jednotlivých shluk̊u
byly co nejv́ıce podobné a objekty patř́ıćı do r̊uzných shluk̊u si byly podobné
co nejméně. Přitom každá jednotka je popsána skupinou znak̊u. Výsledky
analýzy záviśı na volbě proměnných, zvolené mı́̌re vzdálenosti mezi objekty
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a shluky a na zvoleném algoritmu výpočtu.
Z finančńıch trh̊u snadno źıskáme dostatečně dlouhé časové řady zachy-

cuj́ıćı vývoj úrokových sazeb s r̊uznými splatnostmi. Mı́ru závislosti mezi
úrokovými měrami budeme měřit pomoćı výběrového korelačńıho koefici-
entu denńı změny úrokové sazby. Mějme n+1 denńıch hodnot úrokové mı́ry
X a Y . Definujme

X̄ =
1

n− 1

n∑
t=1

(Xt+1 −Xt)

a analogicky

Ȳ =
1

n− 1

n∑
t=1

(Yt+1 − Yt)

jako pr̊uměrnou denńı změnu sazeb X a Y za posledńıch n + 1 dn̊u. Dále
zaved’me

S2
X =

1

n− 1

n∑
t=1

(
Xt+1 −Xt − X̄

)2
,

S2
Y =

1

n− 1

n∑
t=1

(
Yt+1 − Yt − Ȳ

)2

a

SXY =
1

n− 1

n∑
t=1

(
Xt+1 −Xt − X̄

) (
Yt+1 − Yt − Ȳ

)
.

Je-li S2
X > 0 a S2

Y > 0 pak definujeme výběrový korelačńı koeficient r
vzorcem

rXY =
SXY√
S2
XS

2
Y

. (4.1)

Zkoumáme-li závislosti mezi k sazbami, výstupem je matice c (i, j). Hodnoty
matice jsou 1 pro každé i = j, i, j = 1, 2, . . . , k a c (i, j) = rij jinde. Mı́ru
nepodobnosti d (i, j) pak podle [9] definujeme jako

d (i, j) =
√

2 (1− cij). (4.2)

a provedeme rozděleńı do shluk̊u podle metody nejbližš́ıho souseda1. Je
zaj́ımavé, že shluková analýza nám sazby rozděĺı do tř́ı skupin. Obecně
na overnight sazbu, sazby peněžńıho trhu a sazby kapitálového trhu. Na

1Metoda nejbližš́ıho souseda (z angl. The nearest neighbour method) použ́ıvá jako
kritérium rozděleńı objekt̊u do shluk̊u minimum ze všech možných mezishlukových
vzdálenost́ı objek̊u.
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základě výsledk̊u analýzy je pro náš model nejvhodněǰśı použ́ıt sazbu 2W-
6M. Podle [11] je podle zkušenost́ı z českého prostřed́ı nejvhodněǰśı použ́ıt
sazbu 6M, kterou lze ještě považovat za krátkodobou, ale již bez významných
jednorázových skok̊u.

4.2 Časový horizont

Daľśı d̊uležitou otázkou je, jak dlouhý časový horizont máme vźıt v úvahu pro
odhad parametr̊u modelu. Na straně jedné je přirozené z hlediska co největš́ı
přesnosti odhadu použ́ıt co možná nejdeľśı historickou časovou řadu. Na
straně druhé bychom se ale měli snažit o co možná největš́ı aktuálnost mo-
delu, tzn. použ́ıt data z co možná nejkratš́ı minulosti. Mezi těmito extrémy
je potřeba naj́ıt rozumný kompromis. Podle [11] se jako optimálńı kom-
promis jev́ı použ́ıt posledńıch 600-700 obchodńıch dńı s diskrétńım krokem
∆t = 1/250 (250 obchodńıch dńı za rok).

4.3 Maximálně věrohodný odhad

Samotný odhad parametr̊u modelu provedeme metodou maximálńı věrohodnosti.
K dispozici máme n+1 hodnot úrokové sazby v čase. Hustotu pravděpodobnostńıho
rozděleńı každé z nich můžeme zapsat jako f (x, θ), kde θ znač́ı parametr,
který chceme odhadnout. Jak již v́ıme, všech n + 1 meřeńı je navzájem
nezávislých a pocházej́ı ze stejného pravděpodobnostńıho rozděleńı. To zna-
mená, že můzeme psát

f (x0, x1, . . . , xn, θ) =
n∏
i=0

f (xi, θ) (4.3)

a hledáme takové θ, které bude maximalizovat (4.3). Hledáme tedy θ̂

θ̂ = max
θ

n∏
i=0

f (xi, θ) . (4.4)

K nalezeńı nejvěrohodnotněǰśıho odhadu využijeme nejdř́ıve toho, že pokud
maximalizujeme nějakou funkci, jej́ı transformace pomoćı rostoućı funkce
zachová maximum. Jako transformačńı funkci zvoĺıme logaritmus, protože
transformuje součiny na součty a proto (4.3) přecháźı na

L (x0, x1, , xn, θ) =
n∑
i=0

ln f (xi, θ) . (4.5)
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Maximum funkce L źıskáme snadno derivováńım a položeńım derivace rovno
nule, tj.

∂ lnL (x0, x1, . . . , xn, θ)

∂θ
=
∂
∑n
i=0 ln f (xi, θ)

∂θ
= 0. (4.6)

a z této rovnice již snadno vypočteme numerické hodnoty parametr̊u modelu.

4.4 Kalibrace Vaš́ıčkova modelu

Na př́ıkladu názorně demonstrujeme metodu dynamické kalibrace Vaš́ıčkova
modelu na základě reálných finančńıch dat. Z (3.21) a (3.22) v́ıme, že ve Vaš́ıč-
kově modelu má r (t) normálńı rozděleńı, a proto plat́ı

rt+1 = αrt + θ (1− α) + ei, ei ∼ N
(
0, V 2

)
,

kde α pro jednoduchost položme e−k(t−s). Výraz t − s představuje jeden
obchodńı den. Dosad́ıme do (4.5) a (4.6) a dostaneme tvar věrohodnostńı
funkce

L (x0, x1, , xn, θ) =
n∏
i=1

√
1

2πV 2
exp

{
(ri − αri−1 − θ (1− α))2

2V 2

}

lnL (x0, x1, . . . , xn, θ) =
n

2
ln

1

2πV 2
− 1

2V 2

n∑
i=1

(ri − αri−1 − θ (1− α))2.

(4.8)

Podle (4.6) odvod́ıme parciálńı derivace, polož́ıme je rovny nule a vyjádř́ıme
parametry

k̂ = − 1

t− s
ln

(
n
∑n
i=1 riri−1 −

∑n
i=1 ri

∑n
i=1 ri−1

n
∑n
i r

2
i−1 − (

∑n
i=1 ri−1)2

)
(4.9)

θ̂ =

∑n
i=1 (ri − α̂ri−1)

n (1− α̂)
=

∑n
i=1

(
ri − e−k̂(t−s)ri−1

)
n
(
1− e−k̂(t−s)

) (4.10)

σ̂2 =
2k̂
∑n
i=1

(
ri − α̂ri−1 − θ̂ (1− α̂)

)2

1− e−2k̂(t−s)
. (4.11)
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Z finanč́ıch trh̊u zjist́ıme časovou řadu hodnot české 6M sazby za posledńıch
750 obchodńıch dńı2 a užit́ım (4.9) obdrž́ıme numerické hodnoty parametr̊u
Vaš́ıčkova modelu

θ = 0.0322, (4.12)

k = 0.0340,

σ = 0.0006,

a pomoćı (3.13) a (4.12) obdrž́ıme rovnici popisuj́ıćı náš model jako

dr (t) = 0.0340 (0.0322− r (t)) dt+ 0.0006dWt. (4.13)

Obr. 3.1: Pět simulaćı 6M CZK sazby. k = 0.0322, θ = 0.0340 a σ = 0.0006.

Na obrázku 3.1 je vykresleno pět simulaćı 6M CZK sazby s odhadnutými
parametry. Z obrázku je patrná konvergence k rovnovážné hodnotě θ =
0.0340, která je znázorněna černou př́ımkou.

2Zdroj: on-line systém společnosti Reuters ze dne 25.7.2008
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Kapitola 5

Závěr

Zadáńım této práce bylo seznámit se s problematikou modelováńı pr̊uběhu
krátkodobých úrokových měr, seznámit se s nejčastěǰśımi modely a v závěru
se pokusit o kalibraci na reálná tržńı data.

V samotném úvodu této práce jsme zavedli několik základńıch definic a
vět z teorie pravděpodobnosti. Následuj́ıćı kapitola popisuje základńı diskrétńı
proces, tzv. symetrickou náhodnou procházku. Odvodili jsme jej́ı vlastnosti
a limitńım přechodem k infinitezimálńımu časovému intervalu jsme došli
k definici Wienerova procesu a k jeho pravděpodobnostńımu rozděleńı. Na
základě znalosti jeho hustoty pravděpodobnosti jsme rovněž odvodili novou
skupinu stochastickych proces̊u, tzv. procesy dif̊uzńı.

Dále jsme zavedli některé d̊uležité pojmy z oblasti finančńı matematiky.
Odvodili jsme vztah mezi výnosem dluhopisu a spotovou sazbou, definovali
jsme forwardowou sazbu a okamžitou úrokovou mı́ru. Teoreticky jsme po-
psali afinńı časovou strukturu, na jej́ımž základě jsme byli schopni vyřešit
soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic a stanovit tak kĺıčový vzorec po-
pisuj́ıćı vztah mezi okamžitou úrokovou mı́rou a cenou bezkupónového dlu-
hopisu.

Druhá kapitola této práce popisuje některé modely, které se pro stochas-
tické modelováńı úrokových měr použ́ıvaj́ı. Konkrétně pak Vaš́ıčk̊uv, Cox-
Ingersol-Ross, Hoo-Lee a Hull-White̊uv model. Dále jsme popsali jeden z
možných zp̊usob̊u kalibrace model̊u pomoćı metody maximálně věrohodného
odhadu. Posledńı část je věnována praktické ukázce dynamické kalibrace
Vaš́ıčkova modelu. Z reálných finančńıch dat jsme určili jednotlivé para-
metry modelu a na závěr jsme provedli predikci budoućıho vývoje úrokové
sazby.
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