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Abstrakt: V této praci nejprve vybudujeme zéklady teorie pravdépodobnosti
a nahodnych procesu. Prostudovanim jejich vlastnosti se dostaneme k obec-
nému procesu popisujicimu chovani kratkodobych trokovych mér a nasledné
uvedeme priklady nékterych modeli. S vyuzitim poznatku v této praci na-
konec nakalibrujeme model na redlna finan¢ni data.
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Kapitola 1
Uvod

Stochastické modelovani drokovych mér je vyznamnou soucasti aplikaci fi-
nanéni matematiky a aktudrskych véd. Je pouzivano bankovnimi i pojistova-
cimi spolecnostmi k ocenovani finanénich derivatu, k odhadu budouciho
vyvoje ruznych ekonomickych veli¢in a v neposledni radé také k efektivnimu
fizeni rizik.

Modelovani irokovych mér ma v moderni finanéni matematice své misto
jiz po nékolik desitek let, avsak teprve v navaznosti na chystany regula-
torni projekt Solvency 2, ktery predstavuje radikalni zménu v oblasti kon-
troly pojistovnictvi v celé Evropské unii, ziskalo na dulezZitosti. Jednim
z pozadavku tohoto projektu je, v zdjmu finanéni stability pojistovny, zo-
hlednéni vsech relevantnich rizik, tedy i riziko fluktuace budoucich drokovych
mér. Solvency 2 tak pojistovndm piimo prikazuje zahrnout stochastické mo-
delovani do svych propoctu.

V této praci nejdiive predstavime zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti,
které jsou k dalsimu pochopeni stochastického modelovani stézejni. Déle se
zameérime na nékteré elementarni ndhodné procesy a na zakladé jejich vlast-
nosti postupné odvodime procesy slozitéjsi. Nasledné zavedeme zdkladni
definice z finan¢ni matematiky a prejdeme k popisu jednotlivych modelu.
Zminime zpusoby jejich kalibrace a na zavér demonstrujeme kalibraci mo-
delti na zakladé realnych finac¢nich dat.



Kapitola 2

Zakladni pojmy teorie
pravdépodobnosti

2.1 Nahodny proces

Definice 2.1 o-algebra je neprazdny systém F podmmnozin mnoziny X, pro
ktery plati nasledujici podminky

e X € F,
o je-li A€ F, pak i A° € F, kde A° je doplnék mnozZiny A,
o palri-li Ay, Ag, ..., A, do F, pak také A=}, A, € F.

Definice 2.2 Necht P je redlnd funkce definovand na o-algebie jevi €2,
kterd splnuje nasledugici podminky

e P(Q) =1,
e 0 < P(A) <1 pro kazdé A € F,
® PU?:l Az) = Zn:lP(AZ pro kazdé AZﬁAJ :0, Z#]

Potom funkci P nazgvame pravdépodobnostni mira a trojici (2, F, P) nazjvame
pravdépodobnostni prostor.

Definice 2.3 Mé&jme pravdépodobnostni prostor (Q, F, P) a ddle necht T C R.
Rodina redlnijch nahodnyjch velicin { X;,t € T} definovanych na (Q, F, P) se
nazyvd nahodny proces.



V pripadé, zZe T = Z = {0,£1,4+2,...} nebo T C Z, mluvime o procesu
s diskrétnim casem, popripadé o casové tadé. Naopak, pokud T = [a,b],
kde —oo < a < b < oo, Fikdme, Ze proces { X, t € T'} je proces se spojitym
casem.

Definice 2.4 Dwvojce (S, F), kde S je mnoZina hodnot ndhodngch velicin X,
a F je o-algebra podmnozin S, se nazjvd stavovyj prostor procesu { X;,t € T'}.
Pokud ndhodné veliciny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, rikdme, Ze jde
o proces s diskrétnimi stavy, nabyvaji-li hodnot z néjakého intervalu, mluvime
0 procesu se spojitymi stavy.

Definice 2.5 Necht {X;,t € T} je ndhodny proces takovy, Ze pro kazdé
t € T existuje stredni hodnota EX;. Pak funkci py = EX; definovanou
na T nazveme stredni hodnotou procesu {X,t € T}. Proces, jehoZ stredni
hodnota je rovna nule, nazijvame centrovany proces.

Definice 2.6 Jestlize {X;,t € T'} je proces s konec¢nymi druhymi momenty,
tj. EX,? < oo pro vsechna t € T, potom funkce dvou proménnich de-
finovand na T x T jako R (s,t) = E(Xs— us) (X¢ — ) se nazgvd auto-
kovariancéni funkce procesu {Xi, t € T}. Hodnotu R (t,t) definovanou jako
R(t,t) = E(X, — ps)” nazjvdme rozptyl procesu v case t.

Definice 2.7 Necht {X;,t € T} je ndhodny proces nabyvagici hodnot z T,
kde T = |a,b] pricemZ —oo < a < b < 0o. Pokud pro libovolnou posloupnost
i,jl,jz, Ce 7jn71 platz/

P (X, =Xy, =jn-1, . Xoy = j1) = P(Xy, =Xy, = jur)

pak Tikdme, Ze proces {X;,t € T} md Markovskou vlastnost.

2.2 Nahodna prochazka

Nyni jiz mame dostatek teoretického podkladu k tomu, abychom mohli
modelovat ndhodné procesy, které muzeme pozorovat na financnich trzich.
Uvazujme akcii kétovanou na burze, jejiz cena v urcitém casovém okamziku
s pravdépodobnosti p stoupne o 1 a s pravdépodobnosti ¢ = 1 —p klesne o 1.
Tento proces muzeme popsat jako posloupnost nezavislych stejné rozdélenych
ndhodnych veli¢in (X,,,n > 1), pro kterou plati



P(X,=1)=p, P(X,=-1)=q, pt+q=1, n>1 (2.1)
Pak proces
Sp=50+> X, (2.2)
r=1
nazyvame nahodna prochazka s pocatecnim bodem Sj. Je-li navic p =

g = 1/2, pak mluvime o symetrické ndhodné prochazce. Rovnici ndhodné
prochazky lze také zapsat ve tvaru

Sn+1 = Sn —+ Xn+1. (23)

7 tohoto zapisu je ihned jasna jedna dulezita vlastnost nahodné prochazky.
Zname-li hodnotu procesu S,, v case n, tak budouci vyvoj procesu nezalezi
na minulych hodnotach. To znamend, Ze podle definice 2.7 ma nahodné
prochazka markovskou vlastnost.

Na vyspélych financnich trzich vsak tento predpoklad neplati. Dochazi
totiz k tomu, ze investofi sleduji minuly vyvoj , podle kterého se pak snazi
odhadnout budouci hodnoty. Nicméné prechod k markovskym procesum je
v teorii modelu urokovych mér natolik vyhodny, ze se ve finanéni praxi
hojné pouziva.

Dosud jsme predpokladali, ze cena akcie se méni v urcitych diskrétnich
casovych okamzicich (napft. jeden obchodni den na burze). Cena akcie se
ale muze ménit kazdou hodinu, minutu a tfeba i vtefinu. Déle nas tedy
bude zajimat limitni chovani{ ndhodné prochézky pro interval (t,,t,+5) pro
h — 0. Uvazujme proto uzavieny interval T" = [a,b], —0c0 < a < b < 0.
Déle zavedeme déleni intervalu [a, b] jako D, = {t1,ts,...,t,}, kde a = t5 <
1 <...<t,=>0prokazdé n € N. Normu déleni D,, oznac¢ime jako

An = ogr}clgi: (trer — 1) -
Hodnotu ndhodné prochazky v ¢ase 0 < k < n — 1 muzeme podle (1.3)
zapsat jako

X
Sier =Se + 2 0<k<n-—1 (2.4)

n \/ﬁ’
Z (2.4) je ztejmé, ze S je soucet n vzajemné nezavislych stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in s parametry

1
EX, =0, varXy = —, o= 0<k<n. (2.5)
n



Pfi prechodu k infinitezimalnim hodnotam, tj. A, — 0 pii n — oo, uzitim
(2.4), (2.5) a centralni limitni véty dostaneme vzorec pro S jako

iy Xy — EXy L
lim 2 = lim 3 X, ~ N (0,1). 2.6
o v e 2 (0.1) (2.6)

Sy tedy konverguje v distribuci k normalnimu rozdéleni. Pomoci (2.6) od-
vodime vzorec pro ndhodnou prochazku v case t jako

nt

Sy =Vt (\;%f) ~ N (0,t). (2.7)

Proces, ktery je popsén rovnici (2.7) a ktery vznikl limitnim piechodem
nahodné prochazky k nekonecné malému ¢asovému intervalu, nazyvame Wi-
eneruv proces.

2.3 Wieneruv proces

Wieneruv process je stochasticky proces spojitého casu pojmenovany na po-
cest N. Wienera. Nékdy je nazyvan jako Brownuv pohyb. Je to jeden z
nejlépe znamych Lévyho procesu (stochastickych procesu s prirtustky nezdvis-
lymi na poloze).

Definice 2.8 Proces {W;:t >0} nazveme Wieneriv proces prdavé tehdy
kdyz plati:

o Wy =0,

o Wy je skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti 1) spojity,

e hodnota Wy je ndhodnd velic¢ina s rozdélenim ~N(0,t)

e W, md na poloze nezavislé prirustky Wy, — Wy ~ N (0,t — s)

Podminka na poloze nezavislych prirustku znamend, ze pokud 0 < s; < t; <
s9 <ty pak Wy, — W, a Wy, — W, jsou nezavislé nahodné proménné. Z toho
také vyplyvd, ze Wieneruv proces ma ve smyslu definice 2.7 markovskou
vlastnost. Avsak v definici nahradime diskrétni pravdépodobnosti spojitou



hustotou. Uvazujme proto dva ¢asové intervaly s a t, s < ¢, v nichz Wieneruv
proces nabyva hodnot y a x. Podminénou hustotu zapiSeme vzorcem

f(tyls,x)= ;;P (W, <y|Ws=x). (2.8)

Z definice 1.8. vime, ze Wieneruv proces ma normalné rozdélené prirustky;,
proto

1 (y — )
f@wbnﬁz@m{— R (29)
2 (t — s) 2(t —s)
Rovnici (2.9) zderivujeme per partes a zjistime, ze f je FeSenim rovnice
of 10%*f
A T A s 2.10
of ~ 20 (2.10)

Obecné pro néjaky casovy intereval s < u < ¢ s uzitim (2.9) dostaneme
Chapman-Kolmogorovovu rovnici

Fltglsa) = [ fluslsa) ftyluz)dz s<u<t (210)

Zkoumejme nyni proces X;, kterému stanovime nésledujici vlastnosti:
e X, je spojity markovsky proces, t > 0.
Déle stanovime podminky pro X; = X, — X, prirustek procesu
na nekoneéné malém intervalu (¢,¢+ h). Pozadujme, aby X, tedy i

dX;, nemélo skoky a aby E (Xt)2 bylo rozumné malé. Tyto podminky
formalé zapiSseme jako

o P(|X t1n— Xi| > €| Xy) =0(h), pro € > 0.
[ E (Xt+h — Xt|Xt) = 0 + O(h)
o B ((Xpn — X)) X)) = 02h 4 o(h).

Da se dokazat, ze dosadime-li nyni do Chapman-Kolmogorovovy rovnice
u =t — h, dostaneme proces, ktery splnuje vSechny tii uvedené podminky.
Tento proces popisuje rovnice

of 1 o, 0%

B 2.12
ot 27 oy (2.12)
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kterd je pro o2 = 1 shodnd s podminénou hustotou Wienerova procesu

(2.9). Déle oznacme X1, = Xy + A, kde A = X, — X je prirtustek
procesu v ¢asovém intervalu (¢,t + h). Uvazujme dale podminénou hustotu
A za podminky X; = u, oznacme ji jako fa (u,z) a hustotu X; oznacme
f(t,y). Pak uzitim (2.8),(2.9) a (2.10) dostaneme

F(t+hy) - y) =P Xi<y—A4A)-P(X; <y (2.13)
:/ /Z f(t,u) fa (u, z)dudz

/_Oo —z2f (ty) fa (y, 2) + ;zzgz {F (t,y) fa (y, 2)} dz

I

a s pouzitim Taylorova rozvoje a vynechanim ¢lenu z s vy$simi mocninami
dostavame
1of

—phf (t,y) + 02h§57 (t,y) . (2.14)

Rovnici vydélime h, zderivujeme podle y a vyjde ndm
of  Of 1,0

Porovname-li nyni (2.14) a (2.10), zjistime, Ze az na parametry p a o jsou
tyto rovnice totozné. Na zakladé tohoto pozorovani je nyni jasné, ze jedno
mozné feseni rovnice (2.14) je ddno hustotou normélniho rozdéleni se stedni
hodnotou i a o , coz je to samé jako ut + odW,;. Takové procesy nazyvame
difuzni procesy. Na zakladé tohoto zjisténi je prirozené zavést nasledujici
definici:

Definice 2.9 Proces {X; : t > 0} nazveme difiizni proces prdvé tehdy, kdyz
je spojitym markovskym retézcem a zdroven plati:

o P(|X t1n— Xi) [ > €lXy) =0(h), pro € > 0.
o E(Xiyn— Xe|Xy) =p(t, X (t)h) +o(h).
o E((Xun— XP)| X)) =02, X (t)h) +o(h).

Funkce 1 (t,X ) a o(t,X) nazjvame okamzitd stredni hodnota a okamzity
rozptyl.

11



Casto se v literatufe znac¢i malé prirustky X; v nekoneéné malém intervalu
dt jako dX;. Pouzijeme-li toto znaceni, muzeme vySe uvedené vlastnosti
uvedené v definici 2.9 shrnout do rovnice

dX, = p(t, X) dt + o (¢, X) dW,. (2.16)

Jsou-li ;1 a o konstanty (tj. nezavislé na hodnoté X a na case) dostdvame
nasledujici
Pro lepsi pochopent je uzitecné si pravou stranu rovnice (2.16) rozdélit na dva

segmenty. Vyraz pudt nam iikéd, ze X ma konstatni stiedni hodnotu p za
jednotku c¢asu. Proto lze

dX; = udt (2.18)
chapat jako
dX
- 2.19
g =M (2.19)
nebo také
X = Xo + put, (2.20)

kde X je hodnota v ¢ase 0. Za ¢asovy interval délky t vzroste hodnota o at.
Na vyraz odW; muzeme nahlizet jako na pridavani Sumu do trajektorie
procesu.

Obecnou stochastickou rovnici (2.15) 1ze zapsat vsechny modely tirokovych
mér, které v této praci budeme zkoumat. Jednotlivé modely se od sebe lisi
tvarem parametru p a . Mohou to byt konstanty nebo determistické funkce
zavislé na case, na samotné hodnoté proménné X a nebo na ¢ase a na hod-
noté X zaroven. V nasledujici kapitole zavedeme nékteré v teorii tirokovych
modelu ¢asto pouzivané proménné a nasledné nas budou zajimat vlastnosti
jednotlivych modelu.
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Kapitola 3

Modely trokovych mér

3.1 Zakladni proménné a jejich znaceni

Zékladnim kamenem v teorii irokovych mér je cena tzv. bezrizikového bez-
kupénového dluhopisu. Jde o kontrakt, ktery kupujicimu zarucuje vyplatu
jedné jednotky urcité mény v case splatnosti dluhopisu 7. Z nézvu je pa-
trné, ze nepripoustime vyplaceni kupénu pired splatnosti dluhopisu stejné
jako riziko bankrotu emitenta. Cenu takového cenného papiru znac¢ime jako
P (t,T), kde t znaci cas dnes a T jakykoli ¢as v budoucnosti, resp dobu
splatnosti dluhopisu. Z definice je jasné, ze P (T,T) = 1. Vyznam takového
aktiva je v tom, ze mame-li na trhu dluhopisy pro vSechny mozné splatnosti,
tak z nich z nich jednoduse odvodime dnesni spotové sazby. Spotova sazba,
kterou budeme znacit R (t,T), je spojité uroc¢eny vynos bezkupénového dlu-
hopisu se splatnosti T'. Pro spotovou sazbu a cenu dluhopisu plati

P (t,T)eT-DRED) — 1,
a na zakladé toho odvodime

InP(t,T)eT-DRED  —

IneTHDRED)  —  _np (¢, T),
InP(t,T)
Py — _PET) 3.1
(t.T) T ¢ &y

Za povsimnuti stoji, ze pokud dluhopis presahne dobu splatnosti, tj. T" > ¢,
tak podle rovnice (3.1) nabyde R (¢,T") zdpornych hodnot, coz je vzhledem
k povaze finan¢ich trhu dost nerealistické. Dalsi proménnou, kterou zave-
deme, nazyvame okamzitou irokovou sazbou v ¢ase t a znacime ji 7 (t).
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Tato sazba ptredstavuje tirokovou sazbu pres nekonecné kratky casovy inter-
val. Na financ¢nich trzich se ovSem tato sazba vubec nevyskytuje. V praxi se
tato ¢isté imaginarni sazba nahrazuje jinou trokovou sazbou dostupnou na
finanénim trhu (viz Kapitola 3). Formélné odvodime rovnici pro okamzitou
urokovou sazbu pomoci (3.1) jako

, , InP(t,T)
1 0
= — InP T
M ~pemar 2PGT)
0
= ——InP(tt). 2
O P (i1 (32)

Uvazujme dva casové okamziky 17 a Ty takové, ze t < T < Ty, < T. Forwar-
dovou sazbu definujeme jako vynos bezkupénového dluhopisu zakoupeného
v case T} se splatnosti v Ty uvazovany v ¢ase t. Z rovnice (3.1) odvodime

_lIlP(t,Tg)-lIlP(t,Tl)

t,T) = : .
Pro T, — T prechazi (3.3) v definici derivace v bodé T;. Tj.
0
t,T)=——mInP (T 3.4
FET) =~ Pt T) (34)
a je ziejmé, ze
f (t)t) =Ty, (35)
stejné tak jako vztah mezi forwardovou a spotovou sazbou
f&,T)=R(tT)+ (T —1) 88TR (t,T). (3.6)

3.2 Afinni casova struktura

Motivaci pro zavedeni pojmu afinni ¢asova struktura je nalezeni spole¢nych
znaku pro urcitou dost velkou skupinu modelu urokovych mér. Na zdkladé
téechto znakt mohou byt pro celou tuto skupinu odvozeny urcité zaveéry, které
nam podstatné zjednodussi a zrychli praci se stochastickymi modely. Jako
piiklad uved'me odvozeni ceny bezkupénového dluhopisu. V zdsadé existuji
tii moznosti, jak ji stanovit. Bud muzZeme cenu odvodit pifmo z rovnice

P(t,T)=E lexp (- /tTr (5) ds)] , (3.7)

14



nebo pomoci tak zvané Black-Scholes Mertonovy parcialni diferencialni rov-
nice! tvaru

ot 292 M T T
1.

P(T,T) = (3.8)

a nebo muZzeme vyuzit afinni ¢asovou strukturu®. Vypocéty prvni a dru-
hou metodou byvaji zpravidla velmi komplikované a zdlouhavé, zatimco
pii pouziti teorie afinni casové struktury relativné rychlé. Pti praktickych
vypoctech pouzijeme nasledujici definici:

Definice 3.1 Stochasticky model popsany rovnici
dXy = p(t, X)dt + o (t, X) dW; (3.9)
mda afinni casovou strukturu, pokud plati, Ze
p(t, X) = a@)r+p6(1),
o(t,X) = x{@)r+0(t), (3.10)

kde o (t)r, B(t), x (t) a d(t) jsou deterministické funkce a zdaroveri miuzeme
P (t,T) vyjadrit tvarem

P(t,T) = D=BED0), (3.11)

Pti numerickém vypoctu uréime hodnoty funkei A (¢,7) a B (t,T) tak, ze
rovnici (3.11) dosadime do rovnice (3.8) a obdrzime jednoduchou soustavu
diferencialnich rovnic

AT, T) = o, (3.12)
B(T,T) = o,

0A 1

9% 8By 5B = 1

or ~ PP T30 )

OB 1

95 L aB—yB* = 1.

gr TP T X

Vypoctené A (t,T) a B (t,T) pak zpétné dosadime do (3.11).

!Merton R. C.: Theory of rational option pricing, Bell Journal of Economics and
Management Science volume 4, 141-183

2Formalné, funkci f : R® — R nazveme afinni, pokud existuje a € R a b € R" takové,
7e plati f (r) = a + bT pro vSechna x € R"

15



3.3 Predpoklady modeli

Driive nez pristoupime k popisu jednotlivych modelu trokovych meér, je
potieba jesté zminit nékteré predpoklady, které vyplyvaji z chovani irokovych
sazeb na trhu. Prvni ptfedpoklad je, ze mnozina vSech moznych projekci
budoucich drokovych sazeb by méla byt omezend. Tento predpoklad kore-
sponduje s faktem, ze uirokové sazby na financnich trzich se z dlouhodobého
hlediska pohybuji kolem tzv. rovnovazné hodnoty. Jsou-li sazby dlouhodobé
na nizkych drovnich, da se ocekavat, ze ¢asem vzrostou. Stejné tak i pri
vysokych trokovych sazbach existuje predpoklad, ze nastane takova ekono-
mickd situace, ktera si vyzada jejich opétovné snizeni. Stejné tak nebereme
v uvahu fakt, ze by sazby mohly rust do nekonecna nebo ze by mohly byt
zaporné.

Déle bychom méli pozadovat, aby predikce trokovych sazeb v sobé zahr-
novala i ocekavani trhu, tj. forwardovych sazeb. V praxi se ovSem setkdvame
s tim, ze ne vzdy vSechny predpoklady jsou splnény, protoze spolu vzajemné

koliduji.

3.4 Vasickuv model

Tento model byl poprvé predstaven ¢eskym matematikem O. Vasickem v roce
1977. Model je popsan rovnici

dr(t) =k (0 —r(t))dt + odW,, k,60 > 0. (3.13)

Parametr 6 urcuje rovnovaznou hodnotu, ke které trokové sazby konver-
guji a parametr k vyjadiuje rychlost této konvergence. Jsou-li sazby pod
rovnovaznou hodnotou, tj. 6 > r(t), vyraz k(0 —r(t)) je tedy kladny a
urokova sazba roste. Stoji za povsimnuti, Ze hodnota 6 nezavisi na case. To
znamend, ze Vasickuv model se navraci vzdy jen k jedné hodnoté a nebere
v uvahu budouci ocekavani trhu, tj. aktualni forwardovou kiivku. Uréime-li
pomoci Vagickova modelu cenu dluhopist, odvodime vlastné jednu forwar-
dovou krivku, kterd je vystupem modelu. Tuto skupinu modelu, kde forwar-
dova ktivka je vystupem, nazyvame endogenni modely, zatimco modely, kde
je forwardova kiivka vstupem, nazyvame exogenni.

Pro vypocet explicitnitho vztahu pro r (¢) nejprve oznac¢ime prvni ¢len
pravé strany rovnice jako

Y (t) = k(0 —r(t). (3.14)



a vynasobime ho e*?. Tj.

Y (t) = f(r(t) =€ (k(0 -7 (1))

(3.15)

Nyni méme funkei f (7 (¢)), jejiz hodnota zévisi na stochastické proménné.
K tomu, abychom popsali jeji dynamiku, pouzijeme Itoovo lemma?. K tomu

pouzijeme parcialni derivace

of (r(t)) = kefY (1),

5 (3.16)
of (7‘ (t)) . Kt
5 = ke™, (3.17)
of* (r(t) _
a samotna aplikace [toova lemmatu nam dava
fr@) = f(r(0)=
_ taf f 1t 0%f(r(s))
= / d —|—/ 3)+2/0 s dr (s),
(3. 16) (3.17) (3.18)
t
= / ke*Y (s)d (s) —/ ke* Y (s)ds + od W,
0
(3.13)
t
—- / ket ad W, (3.19)
0

Podivame-li se nyni na (3.19), objevime rekurentni vztah pro r (¢) v zavislosti

na predchozi hodnoté r (0). Upravami dostaneme

Y (1) -y (0) = — [ "feksodv,, (3.20)
ket (0 — () — k(0 —r (0) — —/Otk’e’“adWs,
ket (t) = —kBekt + kO — kr (0) — / keksodiv,
r(t) = 0(1—e*)+e +/ k=) g d W,

3Tto K.: On stochastic differential equations., Memoirs, American Mathematical Soci-

ety 4, 1-51, 1951.
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Rozdélme nyni interval [0, 7] na N podintervalu stejné délky, oznaéme t; =
Z% pro kazdé i = 1,2,...n a kazdy krok oznac¢me jako A; = t; — t;_1. Pak
dostavame

r(t) =0 (1—e™™) e (i) + e (t), (3.21)

kde .
€(t;) = / e *t=5) g d . (3.22)
0

V podstaté jsme odvodili prvni dva momenty hustoty normalniho rozdéleni
r (t). Konkrétné

r(t) ~ N (01— e ) 4 e (i), € (1) - (3.23)
Nakonec jesté upravime ¢len €2 (t;). Ziejme je
(Ee (t:))* = Ee (t;) = 0
a proto

vare (t;) = E (62 (t;) )

(1— e, (3.24)

Z normality r (t) vyplyva jeden z nedostatku Vasickova modelu a to sice
existence nenulové pravdépodobnosti, ze modelovana sazba bude zaporna.
Tuto pravdépodobnost spoc¢teme pomoci (3.23), (3.26) a centralni limitni
véty jako

r(0) et ekt
P(r(t)<0) = (— Qe +9 (1_2“) )) . (3.25)

0-2
ﬁ(l—e
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V nésledujici tabulce jsou podle [10] spocteny procentuélni pravdépodobnosti
zaporné urokové sazby. Parametry modelu jsou £ = 0.1, § = 0.25 a 0 =
0.006. Z tabulky je patrné, ze pravdépodobnost roste se zmensujicim se r (0)
a roste se zvysujicim se t.

-+

O 00| | O O W= | W N MO

0.50 | 1.00 | 1.50 | 2.00 | 2.50 | 3.00 | 4.00 | 5.00
11.34 | 2.27 | 0.26 | 0.02 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
13.14 | 494 | 1.45 | 0.33 | 0.06 | 0.01 | 0.00 | 0.00
1292 | 494 | 1.45 | 0.33 | 0.06 | 0.01 | 0.00 | 0.00
12.21 | 6.67 | 255 | 0.91 | 0.28 | 0.07 | 0.00 | 0.00
11.38 | 6.80 | 3.79 | 1.97 | 0.95 | 0.43 | 0.07 | 0.01
10.56 | 6.74 | 4.10 | 2.36 | 1.29 | 0.67 | 0.15 | 0.03
9.78 | 6.59 | 4.27 | 2.66 | 1.59 | 0.91 | 0.27 | 0.07
9.08 | 6.38 | 4.35 | 2.88 | 1.85 | 1.15 | 0.40 | 0.13
8.44 | 6.15 | 4.38 | 3.05 | 2.07 | 1.37 | 0.56 | 0.21
787 | 592 | 4.37 | 3.17 | 225 | 1.57 | 0.72 | 0.31

Y

—
]

Vasickuv model ma affini ¢asovou strukturu, takze podle definice 3.1 snadno
vypoéitdme ceny dluhopist P (T',t) = eAT—H=BT=r®)  Zyolime proto
—

— o,

= 0’2 (3.26)
(3.27)

a parametry modelu dosadime do (3.12). Dostaneme nésledujici soustavu
obycejnych diferencidlnich rovnic :

AT, T) = 0,
B(T,T) = 0,
dA 1
— 4+ kOB + -c’B? =
ar BT ge 0,
dB
~ —_kB = -1 3.28
7 , (3.28)
coz dava )
I ST )\
B(t,T)_k(l e ), (3.29)
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resp.

2 2

A(t,T) = (9—2“]&) (B(t,T)—Tth)—Z—kB(T—t)Q. (3.30)

3.5 Cox, Ingersoll, Ross model

Ve Vasickové modelu existuje pravdépodobnost, ze irokové miry, jakozto
vystup modelu, vyjdou zaporné. Cox, Ingersoll a Ross navrhli alternativni
model, ve kterém jsou drokové sazby vzdy nezaporné. Model popisuje nasledujici

rovnice:

dr(t) =k (0 —r(t))dt + o\/r (t)dW,. (3.31)
Prvni ¢ast pravé strany rovnice popisuje, stejné jako ve Vasickové modelu,
tendenci navracet se k rovnovazné poloze 6 rychlosti k. Druhda ¢ast pravé
strany zavadi smérodatnou odchylku, kterd je proporciondlni k /7 (t). Blizi-
li se irokova mira k nule, tento faktor imunizuje nahodné fluktuace Wiene-
rova procesu, protoze pro malé r(t) je ziejmeé oy/r ()dW,; — 0 a r(t) >
oy/r (t)dW;. V rovnici proto prevazi k(0 — r (t)), coz nasméruje trokovou
miru opét k rovnovazné hodnoté. To znamena, ze v CIR modelu je volatilita
zavisld na dynamice trokovych sazeb. Cim vétsi jsou prirustky simulované
sazby, tim je i vétsi volatilita procesu. Cox, Ingersoll a Ross dokézali, ze pro
jejich model plati stejné rovnice pro ocenovani bezkupénovych dluhopist

P (t,T) = ACT-BEDI0)

)

ale funkce A (¢,T) a B (t,T) jsou odligné:

2k0

P 9yl T—0)/2 %y
0= e 2) 332
“ A(T—0)-1)

B(t,T) = 2 ) (3.33)

(v + k) (@9 = 1) + 2y’

kde v = Vk% + 202. Stochastickd proménnd nemda v CIR modelu normalni
rozdéleni, ale non-central chy-kvadrat rozdéleni y (n, ¢), kde n je pocet stupnu
volnosti a ¢ je parametr vychyleni.
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Urokova sazba v %
0.04

Pl M i

Pocet dni
v 100 200 300 400 500 600 700

-0.01

-0.02

Obr. 2.1: Porovnani vyvoje urokové miry modelované ve Vasickové modelu
(sediveé) a CIR modelu (¢erné). k = 0.0340, # = 0.0150 a ¢ = 0.0250.

Obr 2.1 srovnava simulaci urokovych sazeb pomoci Vasickova a CIR mo-
delu. Je zfejmé, ze sazby simulované pomoci Vasickova modelu mohou lehce
nabyvat zapornych hodnot, kdezto u CIR modelu tato situace nikdy nena-
stane.

3.6 Hoo-Lee model

Tento model byl poprvé publikovan v roce 1986 v ¢asopise Journal of Fi-
nance. Byl prezentovan ve formé binominalniho stromu se dvéma parametry:
smérodatnou odchylkou o a vychozi forwardovou kiivkou. Od té doby bylo
dokéazano, ze limitni prechod ke spojitému casu pii At — 0 se da zapsat
rovnici

dr =0 (t)dt + odW,, (3.34)

kde o je konstanta a 6 (t) je rovnovazna hodnota, kterd je funkei ¢asu a je
nezavisld na r. Zvolime-li 6 (t) = f (0, t), bude model konvergovat k aktudlni
forwardové kiivce. Tim do predikce trokové miry zahrneme ocekavani fi-
nancniho trhu o budoucim vyvoji urokovych sazeb. Cena bezkupénového
dluhopisu v zéavislosti na okamzité irokové mite r (t) je ddna vztahem

P(t,T)=A(tT)e O, (3.35)
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kde

P(0,7)

InA(t, T)=In P 0.1)

— (T -1 am(;(o.t) - ;0225 (7). (3.36)

3.7 Hull-White model

V roce 1990, profesori Hull a White navrhli vylepseni Vasickova modelu tak,
ze rovnovaznou hodnotu # zmeénili na funkci casu 6 (¢). Rozsifeny model
zapsali rovnici

dr = (0(t) — kr)dt + cdW; (3.37)
nebo .
dr =k [li:t) — r} dt 4+ odW;, (3.38)

kde k a o jsou konstanty. V ¢ase t okamzita irokova mira konverguje k 6 (t) /k
rychlosti k. Hull-White model je specidlnim piipadem Hoo-Lee modelu pti
k = 0. Hodnoty navratnosti ke stfedu 6 (¢) musi byt zvoleny tak, aby od-
povidaly aktualni casové struktufe pozorované na trhu. To znamena, ze by
se modelové hodnoty mély ve sttedni hodnoté rovnat aktudlné pozorovanym
forwardovym sazbam. Podle (3.4) je forwardova sazba definovana jako

F@.T) = —aaTmP (t,T). (3.39)

Odvozovanim dostaneme pro 6 (t) nasledujici vztah

0(t) = 8f6()2’t) +kf(0,t) + ;Z (1 — 6_2kt) : (3.40)

ale v praxi se ¢asto pouzivd zjednodusend aproximace ve tvaru

(1) = T

+Ef(0,1). (3.41)

Stejnym zpusobem jako ve Vagickové modelu odvodime r (¢;) v zévislosti na
T (ti_1>l

0 ti
r(t;) = e kA (tio1) + z (1 — e*kAt) + UeikAt/ e k=) q1y, (3.42)

ti—1
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a opét podle (3.23) plati, ze r (t) ma normalni rozdéleni s parametry:

r(t) ~ N <e—mtr (ti1) + Z (1—etar), ;Z (1- e_%At>> . (3.43)

Ceny bezkuponovych dluhopist jsou v Hull-Whiteové modelu definovany
vztahem

P(t,T)=A(tT)e BED®, (3.44)
kde
1 — 67k(T7t)
B(t,T) = ’ (3.45)
a
_ . P,T) OmP 0,6 1 50 4p ey (2
InA(t,T)=In —B(t,T) o 13° (e —e ) (e — 1) :

P(0,1)
(3.46)
Protoze r (t) mé normélni rozdéleni, existuje, stejné jako u Vasickova mo-
delu, nenulové pravdépodobnost, ze okamzitd drokova mira r (¢) nabyde
zépornych hodnot. Nicméné, jak je patrné z tabulky z [10], tato procentudlni
pravdépodobnost je podstatné nizsi nez u Vasickova modelu.

[
-

O O | O O = | W DN MO

0.50 | 1.00 | 1.50 | 2.00 | 2.50 | 3.00 | 4.00 | 5.00
4.81 | 0.71 | 0.06 | 0.00 | 0.00 { 0.00 | 0.00 | 0.00
3.45 | 097 | 0.21 | 0.04 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00
2.00 | 0.73 ] 0.23 | 0.06 | 0.02 | 0.00 | 0.00 | 0.00
0.49 | 045 | 0.18 | 0.06 | 0.02 | 0.01 | 0.00 | 0.00
0.21 | 0.24 | 0.11 | 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0.00 | 0.00
0.08 | 0.12 | 0.07 | 0.03 | 0.02 | 0.01 | 0.00 | 0.00
0.03 | 0.05 | 0.03 | 0.02 | 0.01 | 0.01 | 0.00 | 0.00
0.01 | 0.02 | 0.02 | 0.01 | 0.01 | 0.01 | 0.00 | 0.00
0.00 | 0.01 | 0.01 | 0.01 | 0.01 | 0.00 | 0.00 | 0.00
0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00

—_
=)
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Kapitola 4

Kalibrace

Proces kalibrace slouzi k explicitnimu urcéeni parametru modelu, aby co
nejoptimalnéji popisoval skuteénost na finanénich trzich. Obecné muzeme
rozdélit proces kalibrace do dvou skupin. Metodu, kterda odhaduje para-
metry modelu na zékladé historickych hodnot, nazyvame dynamicka me-
toda kalibrace. Odhadujeme-li parametry pomoci aktualnich trznich dat,
fekneme, ze kalibrujeme pomoci statické metody. Plati, ze dynamickou me-
todu pouzivame na kalibraci endogennich modelu, zatimco statickou metodu
na kalibraci modelu exogennich.

Pred samotnou kalibraci musime vyftesit, jakym zpusobem v kalibraci re-
prezentovat okamzitou tdrokovou sazbu. Okamzita irokova mira je chédpana
jako turokova mira, kterd by odpovidala nekoneéné kratkému casovému ob-
dobi. Nicméné na finanénim trhu takova sazba obecné neexistuje. Nejkratsi
sazba, kterd je na trhu dostupna, tzv. overnight sazba vykazuje urcité anomaélie
v podobeé stiidani relativné dlouhych stabilnich obdobi a silnych skokovych
pohybti, které jsou dusledkem externich Sokt. Vhodnou reprezentaci okamzité
urokové miry se pokusime najit pomoci shlukové analyzy.

4.1 Shlukova analyza

Shlukova analyza je souhrnny nazev pro celou fadu vypocetnich postupu,
jejichz cilem je rozklad daného souboru na nékolik relativné homogennich
podsouboru (shluku) a to tak, aby si objekty uvniti jednotlivych shluka
byly co nejvice podobné a objekty patfici do ruznych shluku si byly podobné
co nejméné. Pritom kazda jednotka je popsana skupinou znaku. Vysledky
analyzy zavisi na volbé proménnych, zvolené mite vzdalenosti mezi objekty
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a shluky a na zvoleném algoritmu vypoctu.

Z finan¢nich trhu snadno ziskame dostatecné dlouhé ¢asové rady zachy-
cujici vyvoj urokovych sazeb s ruznymi splatnostmi. Miru zavislosti mezi
urokovymi mérami budeme métit pomoci vybérového korela¢niho koefici-

entu denni zmény urokové sazby. Méjme n + 1 dennich hodnot trokové miry
X a Y. Definujme

_ 1 n
X = X1 — X
o7 2 e = X)
a analogicky
_ 1 n
Y = Yii1 =Y
n—lg( 1~ Y1)

jako prumeérnou denni zménu sazeb X a Y za poslednich n + 1 dnu. Dale
zaved me

Si:nilﬁil(XtH_Xt_X) )
S%:nilté(}/tﬂ_ﬁ_y)
a
S = g 3 (Yo = X = £) (Yo - %= 7).

Je-li S% > 0 a S > 0 pak definujeme vybérovy korelaéni koeficient r

vzorcem
SXY

r = —F.
XY %S‘%S%

Zkoumame-li zavislosti mezi k sazbami, vystupem je matice ¢ (7, j). Hodnoty
matice jsou 1 pro kazdé i = j,i,j = 1,2,...,k a c(i,j) = ri; jinde. Miru
nepodobnosti d (i, j) pak podle [9] definujeme jako

(4.1)

d(i,§) = /2 (1 — ). (4.2)

a provedeme rozdéleni do shluki podle metody nejblizsiho sousedal. Je
zajimavé, ze shlukova analyza nam sazby rozdéli do tii skupin. Obecné
na overnight sazbu, sazby penézniho trhu a sazby kapitdlového trhu. Na

'Metoda nejblizétho souseda (z angl. The nearest neighbour method) pouziva jako
kritérium rozdéleni objektu do shluki minimum ze vS8ech moznych mezishlukovych
vzdalenosti objekt.
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zakladé vysledku analyzy je pro nas model nejvhodnéjsi pouzit sazbu 2W-
6M. Podle [11] je podle zkusenosti z ceského prostiedi nejvhodnéjsi pouzit
sazbu 6M, kterou lze jesté povazovat za kratkodobou, ale jiz bez vyznamnych
jednorazovych skoku.

4.2 Casovy horizont

Dalsi dulezitou otazkou je, jak dlouhy ¢asovy horizont mame vzit v iivahu pro
odhad parametru modelu. Na strané jedné je prirozené z hlediska co nejveétsi
presnosti odhadu pouzit co mozna nejdelsi historickou ¢asovou tadu. Na
strané druhé bychom se ale méli snazit o co mozna nejvétsi aktualnost mo-
delu, tzn. pouzit data z co mozna nejkratsi minulosti. Mezi témito extrémy
je potieba najit rozumny kompromis. Podle [11] se jako optimalni kom-
promis jevi pouzit poslednich 600-700 obchodnich dni s diskrétnim krokem
At = 1/250 (250 obchodnich dnf za rok).

4.3 Maximalné vérohodny odhad

Samotny odhad parametru modelu provedeme metodou maximéalni vérohodnosti.
K dispozici mame n+1 hodnot tirokové sazby v ¢ase. Hustotu pravdépodobnostniho
rozdéleni kazdé z nich muzeme zapsat jako f(x,0), kde 6 znac¢i parametr,

ktery chceme odhadnout. Jak jiz vime, vSech n + 1 mefeni je navzajem
nezavislych a pochazeji ze stejného pravdépodobnostniho rozdéleni. To zna-
mena, ze muzeme psat

n

f(xo,x1,...,2,,0) = Hf(a:i,e) (4.3)

1=0

a hleddme takové 0, které bude maximalizovat (4.3). Hleddme tedy 6
0 = mgtxil;lof (x:,0) . (4.4)

K nalezeni nejvérohodnotnéjsiho odhadu vyuzijeme nejdiive toho, ze pokud
maximalizujeme néjakou funkci, jeji transformace pomoci rostouci funkce
zachovd maximum. Jako transformacni funkci zvolime logaritmus, protoze
transformuje sou¢iny na soucty a proto (4.3) prechazi na

L (20,21, 00,0) = 3 In f (21,0) (4.5)
1=0
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Maximum funkce L ziskdme snadno derivovanim a polozenim derivace rovno

nule, tj.
O L (zo,1,...,2,,0)  O0XioInf(x;0)

00 B 00

a z této rovnice jiz snadno vypocteme numerické hodnoty parametru modelu.

= 0. (4.6)

4.4 Kalibrace Vasickova modelu

Na ptikladu nédzorné demonstrujeme metodu dynamické kalibrace Vasickova
modelu na zakladé realnych financnich dat. Z (3.21) a (3.22) vime, ze ve Vasic-
kové modelu ma r (t) normalni rozdéleni, a proto plati

rer=arg+0(1—a) + e, ein(O,V2>,

kde a pro jednoduchost polozme e #t¢=%) Vyraz t — s predstavuje jeden

obchodni den. Dosadime do (4.5) a (4.6) a dostaneme tvar vérohodnostni
funkce

/ r, —ari_; —0(1l —« 2
L(x07x177xn76) = Zzl—[l exp{< 12V2 ( )) }

—ari_—60(1—a))

In L (zg,21,...,2,,0) =

(4.8)

Podle (4.6) odvodime parcidlni derivace, polozime je rovny nule a vyjadiime
parametry

A 1 nopp o — S e ST
]’C _ ln n 2221 TiTi—1 Zz:l r; 27,212712 1 (49)
t—s nypriy — (i rie1)
3 Sy (ri — ariy) > (7” —¢€ k<t_s)7’z>1>
0 = N = (4.10)
n(l—a) n (1 _ e—k(t—s))
- A 2
~ 2]{2?: Ti—OAﬂ’Z', —0(1—-a&
o2 — 1( ! ( )) . (4.11)

1 — e—2k(t—s)
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Z financich trhu zjistime ¢asovou fadu hodnot ¢eské 6M sazby za poslednich
750 obchodnich dni? a uzitim (4.9) obdrzime numerické hodnoty parametrii
Vasickova modelu

6 = 0.0322, (4.12)
— 0.0340,
—0.0006,

a pomoci (3.13) a (4.12) obdrzime rovnici popisujici nds model jako

dr () = 0.0340 (0.0322 — r (t)) dt + 0.0006d V. (4.13)

Urokova sazba v %
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0.04

0.03
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0.01
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100 200 300 400 500 600 700

Obr. 3.1: Pét simulaci 6M CZK sazby. & = 0.0322, 6 = 0.0340 a o = 0.0006.

Na obrazku 3.1 je vykresleno pét simulaci 6M CZK sazby s odhadnutymi
parametry. Z obrazku je patrna konvergence k rovnovazné hodnoté 6 =
0.0340, ktera je znazornéna cernou primkou.

2Zdroj: on-line systém spole¢nosti Reuters ze dne 25.7.2008
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Kapitola 5
Zaver

Zadanim této prace bylo seznamit se s problematikou modelovani prubéhu
kratkodobych tirokovych mér, sezndmit se s nejéastéjsimi modely a v zavéru
se pokusit o kalibraci na realnd trzni data.

V samotném tvodu této prace jsme zavedli nékolik zakladnich definic a
vét z teorie pravdépodobnosti. Néasledujici kapitola popisuje zakladni diskrétni
proces, tzv. symetrickou ndhodnou prochazku. Odvodili jsme jeji vlastnosti
a limitnim prechodem k infinitezimalnimu c¢asovému intervalu jsme dosli
k definici Wienerova procesu a k jeho pravdépodobnostnimu rozdéleni. Na
zakladé znalosti jeho hustoty pravdépodobnosti jsme rovnéz odvodili novou
skupinu stochastickych procesi, tzv. procesy difuzni.

Daéle jsme zavedli nékteré dulezité pojmy z oblasti finan¢ni matematiky:.
Odvodili jsme vztah mezi vynosem dluhopisu a spotovou sazbou, definovali
jsme forwardowou sazbu a okamzitou urokovou miru. Teoreticky jsme po-
psali afinni ¢asovou strukturu, na jejimz zakladé jsme byli schopni vytesit
soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic a stanovit tak klicovy vzorec po-
pisujici vztah mezi okamzitou irokovou mirou a cenou bezkupénového dlu-
hopisu.

Druha kapitola této prace popisuje nékteré modely, které se pro stochas-
tické modelovani drokovych mér pouzivaji. Konkrétné pak Vasickuv, Cox-
Ingersol-Ross, Hoo-Lee a Hull-Whiteuv model. Déle jsme popsali jeden z
moznych zpusobu kalibrace modeltt pomoci metody maximalné vérohodného
odhadu. Posledni ¢ast je vénovana praktické ukézce dynamické kalibrace
Vasickova modelu. Z redlnych finan¢nich dat jsme urcili jednotlivé para-
metry modelu a na zaveér jsme provedli predikci budouciho vyvoje trokové
sazby.
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