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Kapitola 1
Zakladni pouzité terminy

V textu se bude vyskytovat nékolik zakladnich pojmu z teorie kontinui, které
si zde pro prehlednost pripomeneme. Spoleéné s témito definice si uvedeme
bez dukazu nékolik dulezitych faktu a tvrzeni. Jedna se hlavné o vseobecné
znamé skutecnosti a oznaceni v této oblasti matematiky.

Budeme se zvlasté zabyvat vlastnosti QFEP vlastnost. Jde o zajimavou
vlastnost, ktera ma puvod v topologické dynamice. Jde o vztah konecné pe-
riodickych bodu a magnetickych bodu. V "hodnych” mnozinach jsou mag-
netické body v uzavéru konec¢né periodickych bodu. Nés budou ale zajimat
mnoziny "zlobivé”. Jmenuji zatim alespon jednu zlobivou mnozinu, a to
Gehmanuv dendroid, obvykle oznacovany jako dendriod G. Tento dendroid
je pozoruhodné jednoduchym piikladem dendroidu bez QFEP vlastnosti.
Daéle si uvedeme nékolik kréasnych tvrzeni ohledné dédi¢nosti zkoumané vlast-
nosti u dendritu. Z nich bych vyzdvihl jedno lemma, které mam umozni
prenaset vlastnosti jednoho dendritu na jiné za pomoci spojitych zobrazeni
a to i jen na jeho Césti.



1.1 Definovani pojmu

Uvedeme definice z oblasti topologie, ale i z oblasti geometrie, protoze den-
trity a jejich spojita zobrazeni se zkoumaji jak z pohledu topologického, tak
z pohledu geometrického.

Znaceni 1.1.1. e Prostorem X v tomto textu budeme rozumét vidy me-
tricky prostor, pokud nerekneme jinak,

e pro podmnozinu A C X budeme znacit A% wzdver mnoziny A v pro-
storu X, a Ox A znamend hranici mnoziny A v prostoru X . Zkrdcené
budeme psdt pouze A ¢i OA, pokud bude jasné, vzhledem k jakému pro-
storu se to vztahuje.

e card A oznacuje kardinalitu, neboli mohutnost, mnoZiny A,
o usecku mezi body p a q budeme znacit jako pq,

e linedarni lomenou carou, kterd spojuje body aq, as, ..., a, za pomoct
usecek, budeme oznacovat jako aias ... ay,.

Znaceni 1.1.2. e Spojitym zobrazenim, zkrdcené zobrazenim, budeme
mit na mysli spojité zobrazeni z prostoru X do prostoru X,

e slozend dvou spojitych zobrazent je spojité a proto muzeme oznacit f* =
fofo---of jako n-tou sloZeninou zobrazeni f pron € N, specidlné
—_—

n—krdt
potom f° znaci identitu,

o necht X, Y jsou prostory, zobrazeni f : X — Y nazveme monoténnd,
pokud je vzor kazdého bodu vY souvisly v X,

o necht Y C X, pokud fly : Y — Y je identita na'Y', potom nazveme f
retrakci a o podprostoru Y rikdme, Ze je retrakce prostoru X.

Znaceni 1.1.3 (specidlni podmnoziny). Necht X je prostor, f: X — X je
zobrazent, potom oznacujeme:

e mnozinu F(f) jako mnozZinu pevngch bodu prostoru X pri zobrazend f,
x € F(f) prdvé kdyz f(z) =z,



e mnozina P(f) oznacuje mnozZinu periodickych bodu X zobrazeni f,
x € P(f), pravé kdyz existuje n € N takové, zZe f"(x) = z, je-li navic
f¥(x) # x pro viechna k € {1, ..., n}, pak vikdme, Ze n je periodou
bodu x,

o mnozina R(f) oznacuje mnozinu rekurzivnich bodu X zobrazeni f, x €
R(f) prdvé kdyz pro kazdou U C X otevienou obsahujici z, existuje
n € N tak, ze f*(x) € U,

e mnozina EP(f) oznacuje mnoZinu konecéné periodickijch bodi X zob-
razeni f, x € F(f) prdvé kdyz existuje n € N a existuje m € {0} UN
tak, ze f™(x) je periodicky bod s periodou n,

e Q(f) mnozina magnetickych bodi, x € Q(f) prdavé kdyz pro libovolné
otevrené okoli U C X obsahujici x existuje y € U an € N tak, Ze

f"y) e,

e orbita bodu x oznacuje mnozinu orb (f, x) := {f"(x) :n € N},

e historii bodu x oznacujeme mnozinu hist (f, ) = {y: x = f"(y) pro
néjaké n € N}.

Poznamka 1.1.4. Nechf x € X je konec¢né periodickym bodem prostoru
X pii zobrazeni f, orbita orb (z, f) je koneéna pravé tehdy, kdyz existuje
prvek z orb (z, f), ktery je periodicky.

Fakt 1.1.5. Necht X je metricky prostor a f je spojité zobrazent, pak plati:

F(f) € P(f) C R(f) CQ(f) € X,

P(f) C EP(f); F(P(f)) € P(f); F(QUS)) <), (1.2)
Q(f) je uzavreny. 1.3

Dukaz. :

1.1: Plyne okamzité z Definice 1.1.3 jednotlivych mnozin. Tak napiiklad
F(f) € P(f) z toho, ze kazky pevny bod je periodicky s periodou
jedna. Inkluze R(f) C Q(f) plyne z toho, ze pro libovolné = € R(f)
existuje oteviené okoli U C X takové, ze existuje n € N tak, ze f™(z) €
U, a tedy za hledané y v definici mnoziny Q(f) lze volit x,



1.2: inkluze P(f) C EP(f) je zfejmd z definic obou mnozin. Inkluze f (P(f))

C P(f) plati, nebot pro libovolny bod z € P(f) muZeme zkoumat
f(z). Protoze x je periodickym bodem, tak existuje n € N takové, ze
f*(z) = x. Tedy f*(x) = f* o f(x) = x a to znamen4, Ze i pro bod
f(x) existuje (n — 1) € N tak, ze f" o f(z) = z a tedy f(x) € P(f).
To projde pro n > 1, pokud n = 1, pak jde o pevny bod.
F(Q(f)) € Qf) plyne obdobné jako ptedchozi inkluze, ovSsem pro
uplnost ji dokdzeme. Pro x € Q(f) a okoli U € X bodu z existuje
y € U am € N takové, ze f™(y) € U. Ale potom i f™ ' (f(y)) € U
a tedy i pro bod f(z) existuje g := f(y) a (m — 1) € N tak, ze
fmHy) eU.

1.3: Necht {z,} C Q(f) je posloupnost konvegujici k z € X. Chceme, aby
platilo x € Q(f). Pro kazdé x,, a kazdé oteviené okoli U,, C X bodu
x, existuji y, € U, a m, € N takové, ze f™(y,) € U,. Definujeme
U = U2, U;. Jiste je oteviené a U C X, a také z € U. Neb z,, — z,
tedy Ve > 03ng € NVn > ng : |z, — x| < € a pro vSechna n € N
plati z,, € U, (oteviené okoli), tj. Vw € X : |w — z,| < e = w € U,.
Déle si definujeme y := lim,, .., a existuje m € N tak, aby f™(y) € U.
To muzeme, nebot y, € U, takové, ze f™(y,) € U, a f je spojité
zobrazeni, tedy i f* je spojité pro véechna k € N. A pokud ¢ > 0, pak
pro |y —w] < 61 |f{y) — ()| < = = [f(y) — fHw)] <e. A tedy y,
konverguje k y.

K
Definice 1.1.6. O prostoru X tikame, ze ma:

o periodicko-rekurentni vlastnost, jestlize pro vSechna f: X — X spojita
zobrazeni plati rovnost P(f) = R(f). A piSeme, ze prostor X ma PR-
vlastnost,

e magneticko-periodickou vlastnost, pokud pro kazdé spojité zobrazeni

f: X — X plati Q(f) = P(f). Oznacujeme X mé QP-vlastnost!.

e magneticko-konecné periodickou vlastnost, jestlize pro kazdé spojité

zobrazeni plati inkluze Q(f) C EP( f)X. Piseme, ze prostor X ma
QFE P vlastnost.

!Tato vlastnost se d& ekvivalentné definovat, jestlize je splnéna inkluze Q(f) C P(f),
nebot opa¢nd inkuze je platnd vidy za danych pfedpokladi z Faktu 1.1.5 z inkluzf 1.1.



Definice 1.1.7. :

oblouk je prostor, ktery je homeomorfni s uzavienym intervalem [0, 1],
kontinuum je kompatkni souvisly (metricky) prostor,

graf je kontinuum, které muzeme napsat jako sjednoceni kone¢né mno-
ha oblouku, které jsou po dvou disjuktni nebo se dotykaji v jednom ¢&i
obou krajnich bodech,

strom je graf, ktery neobsahuje zadnou uzavienou krivku,

dendrit je lokélné souvislé a obloukové (linedrné) souvislé kontinuum
D, pro které plati: jsou-li A, B C D souvislé takové, ze AUB = D,
potom AN B je souvislé.

Definice 1.1.8. Necht X je kontinuum a w € X a necht n je kardindlni

¢islo.

Potom tddem bodu w v kontinuu X, ktery oznacujeme ord (w, X),

rozumime:

ord (w, X) < n, pokud pro vSechna ¢ > 0 existuje oteviené okoli U
bodu w tak, ze diam U < ¢ a card (OU) < n,

ord (w, X) = n, pokud ord (w, X) < n a pro vSechna m < n neplati
ord (w, X) <m,

ord (w, X) = w, pokud pro bod w existuje jeho libovolné malé oteviené
okoli U s konec¢nou hranici a card (OU) neni ohranic¢eno zadnym n € N.

Tedy pro kontinuum X je ord (w, X) € {1,2,3,...,n,...,w, Vg, 2%},
Definice 1.1.9. Necht X je kontinuum, bod w € X nazyvdme

e koncovym bodem, pokud ord (w, X) = 1, mnozinu koncovych bodu

oznacime E(X),

e bodem vétvend, jestlize ord (w, X) > 3, mnozinu bodu vétveni oznac¢ime

B(X).

1.2 Priklady motivované magnetickymi body

Uvedeme 4 piiklady, na kterych budeme demonstrovat vyse popsané vlat-
nosti. Prvni a druhy ukazuji problematiku konstrukce magnetickych bodu.
Tteti je véjif s volitelnym poc¢tem magnetickych a periodickych bodi. Ctvrty
je dendroid bez QFE P vlastnosti.
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Obrazek 1.1: Dendrit W

Dentrit W poprvé
Definice 1.2.1. ? Necht X je prostor, pak definujme dendrit W jako mnozinu

bodu
W= (0. 0)u (U653 <021 nen)

Na tomto dendritu si nyni definujeme spojité zobrazeni f tak, ze tisecka

(%, 0) (rlu n) se zobrazi spojité linearné na tsecku (n+1’ 0) (n%l, #1), usec-
ce (ﬁ, 0) (%, 0) prifadi dsecku (Ev 0) (n+1’ 0) A déle bod (0, 0) se zob-

raz{ sdm na sebe. Zobrazeni je jisté spojité. Do mnozinu EP(f) patii tedy
pouze bod (0, 0). Je to zifejmé, nebot viechny ostatni body se postupnym
skladanim zobrazeni f posouvaji k bodu (0, 0).

Vidime, ze bod (0, 0) je magneticky i periodicky. P(f) = Q(f). Mag-
netickd vlastnost bodu (0, 0) byla zajisténa jiz prvnim zobrazenim libo-
volného blizkého bodu. Nyni zkusime magnetickou vlastnost zajistit kom-
plikovanéj$im zpusobem.

Dentrit W podruhé

Zadefinujeme zobrazeni f : W — W pomoci nasledujicich vztaht:

2Tento dendrit je vyobrazeny na Obrazku 1.1.
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Obrazek 1.2: Zobrazeni f na dendritu W
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Pokud bychom s takovym zobrazenim zkoumali magnetickou vlastnost
bodu (0, 0), muzeme pouzit body z horni ¢asti svislych tsecek, ty se k (0, 0)
priblizuji diky prvni vlastnosti f. Pokud bychom chtéli, muzeme magnetic-
kou vlastnost (0, 0) ovéfit i s body v dolni ¢asti svislych tsecek. S takovymi
body se vsak budeme néjakou dobu vzdalovat diky druhé vlastnosti f, az se
dostanou do horni ¢asti svislych tsecek a za¢nou se priblizovat. Viz Obrazek
1.2.

V bodech (%, ﬁ) nejde hledané zobrazeni spojité dodefinovat a tak tento
pokus opustime. Mimoto by byl pocatek nutné pevnym bodem.

11



Poznamenejme, Ze naznaceny mechanismus vzdalovani a priblizovani je
pro konstrukci prostoru bez QFE P vlastnosti dulezity. Samoziejmé musime
pocéatek nékam premistit (i s okolim) a pak se s nékterymi blizkymi body
vracet na (skoro!) puvodni misto.

(2/ny*e™

[-0.5,0] [0,0] [1,0]
Obrézek 1.3: Dendrit F

Dentrit F,

Definice 1.2.2. 3 Necht X je protor, pak definujme dendrit F,, jako mnozinu
bodu )
F, = {r@iti n:1,2,,t:l,O§T§n}
n
Véta 1.2.3. Necht X je prostor a F,, je vjse definovanyj dendrit. Pak existuji
zobrazent f, » @ F, — F,, takovd, Ze card (U fm,n)) =m a card (P(fm,»))
=n.

Diikaz. Dukaz provedeme konstrukei tohoto zobrazeni a to pouze pro m = 3

an = 2. Pro ostatni m, n se to udéld podobné?. Zkonstruujeme zobrazeni f
tak, ze bude mit Q(f) = {(0,0), (5,0)} a P(f) = {(0,0)}. Pro tento ucel si

3Tento dendrit je vyobrazeny na Obrizku 1.3.
4Diikaz pro jind m a n je popsan v [1, na str. 33].
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oznac¢ime tyto mnoziny komplexnich ¢isel pro n € N\ {1}:
an{re%”: ogrgi}ch,
Jo={(z,0): 1+ L <z<l4+ L} CF,

J={(z,0): 1<z <1} =", Jn

Déle definujeme zobrazeni f takto:

. f({(x,O) c0<zx< % nebox:%jt%, n GN\{I}}) ={(0,0)},
o f(I)=1I,1pron>2; f(ly)={(z,0): 0<z <3},

e f(J,)=1,,pron>2.

Indukef 1ze ukédzat platnost f(I,) = {(0,0)} pro vSechna n > 2, nebot
kazdé I,, je vétev véjite F,, a ty se postupnym zobrazovanim pii zobrazeni f
posouvaji o jednu vétev® doleva. A po (n — 2)-tém slozeni zobrazeni f se I,
zobraz{ na I,. A mnozina f2(I;) = (0,0), jak je vidét z definice zobrazeni.
A tedy Q(f) N1, ={(0,0)}, pron > 2.

Také je okamzité z definice zobrazeni videt, ze Q(f) N {(x,0): 0 <z <
1} ={(,0)}. Z toho dostévéme, ze f™(J)NJ = () pro viechna m > 2,
tudiz Q(f) N J,, = 0. Potom Q(f) = {(0,0), (5,0)} a P(f) ={(0,0)}.

Existuje spojité zobrazeni g : [0,1]> — [0, 1]? takové, ze Q(g) = P(g) =
{(0,1)}. Naptiklad takové, které mnozinu {(z,0) : 0 <z < 1} zobrazuje na
mnozinu {e® + 1 : 7 <t < 7} anaopak a ostatni body roviny na nulu.

A oznacime sjednocen{® zobrazen{ f3o = fUg: F,U[0,1] x {0} — F,
[0, 1] x{0}. Toto zobrazent jisté spliuje card (2(f3 2)) = 3 a card (P(f52))
2.

el C

Gehmanuv dendroid
Na tomto dendroidu existuje zobrazeni f, pro které plati Q(f) € EP(f).

Definice 1.2.4. 7 Gehmantv dendroid G je nekoneény bindrni strom s
kofenem v bodé p a plati ord (p, G) = 2, jehoz mnozina koneénych bodu

je homeomorfni s Cantorovym diskontinuem C'. Pro kazdy bod vétveni w €
B(G) plati, ze ord (w, G) = 3.

SVétvi myslim hranu v grafu mnoziny F,, kterd je zndzornéna na Obrazku 1.3

6Sjednocenim myslime to, ze body z F,, zobrazuji pomoci zobrazeni f a body z mnoziny
[0,1] x {0} zobrazuji pomoci g.

"Je vyobrazeny na Obrazku 1.4.
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Obréazek 1.4: Gehmanuv dendroid G

Poznamka 1.2.5. Nyni popiSeme pouze néznak konstrukce homeomor-
fismu® g : G — G, ktery Q(f) € EP(f). Proto nejprve homeomorfismus
h:C — C takovy, ze Q(h) = C a P(h) = 0. Pron € N:

e h,:{0,1}" — {0,1}",

) hn(a17 Ao, gz, ..., (ln) = (bh b2, b3, ceey bn), kde
e by =aj+ 1(mod 2) pro 2 <i<n,
e b, =a;+ 1(mod 2) pro a;_1 =1ab;_, =0,
° bz = a; Jlnak

Potom definujeme h(ay, as, as, ...) = (b, by, bs, ... ), kde (b1, ba, b3, ...,
b,) = hp(ay, as, ag, ..., a,) pro véechna n € N a h nazyvame bindrnim
pridavnym zobrazenim. Lize ukazat, ze pro kazdé x € C' je orb (z, h) je husta
v C. A 7z toho plyne, ze Q(h) = C a P(h) = 0.

Necht ¢ je rozsifeni zobrazeni h takové, Ze plati néasledujici vlastnosti:

1. g mé pouze jeden pevny bod a to bod p = P(g),

2. g (p) = {p},

8Vice je napsano v [5, str. 44].
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3. g|c = h,
4. pro vSechna x € G\ (C' U {p}) je dist (p, =) > dist (p, g(x)).

Pro takto definovany homeomorfismus plati EP(g) = {p} a Q(g) = CU{p}.

1.3 Neékolik fakti a tvrzeni uvedenych bez
diukazua

V této casti uvedeme nékteré véty, za jakych podminek je kontinuum den-
dritem, nebo kdy je dendrit stromem a obdobné vysledky. A nebo za jakych
podminek maji dané mnoziny jisté vlastnosti’. Vsechny tyto véty a tvrzeni
uvedeme bez dukazu.

Véta 1.3.1. 19 Kontinuum X je dendritem prdvé tehdy, kdyz kazdé podkon-
tinuum X je monotonni retrakci X .

Veéta 1.3.2. ! Dendrit X je stromem prdvé tehdy, kdyz X neni spojitou
kopii ani F,, ani W.

Veéta 1.3.3. 2 Dendrit X je stromem prdvé tehdy, kdyzZ X md koneénou
mnozinu B(X) pro vsechny body s konec¢nym ord .

Véta 1.3.4. '3 Necht X je strom a f : X — X je zobrazeni. Jestlize Q(f)
je konecnd, potom Q(f) = P(f).

Lemma 1.3.5. * Nechf X, Y jsou prostory a Y je uzaviens podprostor X .
Necht g : Y — Y je zobrazeni. Pokud r : X — 'Y je retrakce a f :=gor :
X — Y potom plati:

d fn :.QHOT;
o P(f)=Pl9).
* R(f) = R(9),

9Napi. PR vlastnost ¢i QEP vlastnost.
0Viz [3, Véta 1, str. 157].

1Viz [2, Véta 4 , str. 224].

12Viz [5, Sekce 4 , str. 44].

13Viz [5, Véta 1.1, str. 36].

1Viz [6, Lemma 2.9, str. 5].
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e YNEP(f)=EP(g),

e Q(f) = Q(g).

Dusledky Lemmatu 1.3.5 je nékolik tvrzeni o podminkéch, kdy méa den-
drit néjakou mnozinovou vlastnost a jak je charakterizovan strom.

Tvrzeni 1.3.6. : 1°
1. Graf je stromem prdve tehdy, kdyz ma PR vlastnost.

2. Dendrit X md PR vlastnost prave tehdy, kdyz X neni spojitou kopii
Gehmanova dendritu G.

3. Dendroid X s konecné mnoha body vétveni je topologickou kopii den-
dritu F, prave tehdy, kdyz pro kaZdou dvojici prirozenych cisel k, [, kde
k <1, existuje spojité zobrazent fi; : X — X tak, Ze k = card (P(fi;))
al = card (Q(fr,))".

15Viz [6, Tvrzeni 2.11 a 2.13, str. 5].
6Toto tvrzeni jsme jiz popisovali vyse ve Véte 1.2.3.

16



Kapitola 2

()P vlastnost u dendritu s
nekonecnou B(X) a dendrity s
OF P vlastnosti

Hlavnim cilem této kapitoly je popsat dva priklady dendritu a spojitého
zobrazeni na dendritu, které nemd QEP vlastnost,tj. Q(f) € EP(f). Tyto
piiklady budeme ilustrovat i nazornymi obrazky. Prvnim ptikladem bude
dendrit ! a zobrazeni na ném je definovéno tak, aby dva body se zobrazo-
vali mezi sebou. A ostatni body se postupnym skladanim tohoto zobrazeni
dostavaji blize a blize do jejich okoli, a pak se u nékolika bodu toto porusi
a definuje jinak, ale to probereme az nize.

Druhym piikladem bude tzv. null-comb. Tento dendrit se ¢astecné po-
doba dendritu W, avsak je o néco komplikovanéjsi. Lze na ném definovat
spojité zobrazeni, které misto oscilace dvou bodu vyuziva zobrazeni ve dvou
smérech na usecky postupné se zmensujici jako tomu bylo u dendritu 1.2.1.

Predné poznamendme nékolik pozorovani, které se zabyvaji QFE P vlast-
nosti. Kdy se tato vlastnost dédi na podprostory ¢i kdy graf nebo kontinuum
mé nebo nem4d tuto vlastnost.

Wiz [4].

17



2.1 Neékolik pozorovani o (QEP vlastnosti

QF P vlastnost jsme definovali v Definici 1.1.6. Velmi jednoduchym ptikla-
dem, ktery ma QE P vlastnost, je uzavieny interval 2. Naopak lehkym piikla-
kem, kterda nemd QQEP vlastnost, je zobrazeni na jednotkové kruznici v
komplexni rovingé, a to jakdkoliv iraciondlni rotace® r. Je jednoduché se
presveédcit, ze nezobrazuje body na stejné po zadném konecném slozeni. A
tedy mnozina FP(r) je prazdnd, naopak mnozina Q(r) je celd jednotkova
kruznice.

Poznamka 2.1.1. 4 Necht prostor X ma QEP vlastnost a Y C X je retrakt
prostoru X, potom i podprostor Y ma QQF P vlastnost. To znamena, ze QF P
vlastnost je uzaviena vuci retrakcim.

Diikaz. Necht g : Y — Y spojité zobrazeni, kterd nemd QFP vlastnost, a
necht r : X — Y je retrakce. Pak definujeme spojité zobrazeni f : X — Y
jako f = gor. Déale podle Lemmatu 1.3.5 pron € N plati rovnost f* = g"or.
Necht y € YV je takovy, ze y € Q(g) \ EP(g). Pak ale podle Lemmatu 1.3.5
plati y € Q(f) \ EP(f). To ale znamens, ze Q(f) € EP(f). A tedy pokud

netrakce nema QE P vlastnost, pak ji nema ani rozsitené zobrazeni.

Poznamka 2.1.2. Graf je stromem pravé tehdy, kdyz ma QFEP vlastnost.

Diikaz. Dukaz implikace '=" je popsan v [5, Véta 1.2.36]. Druhd implikace
se opira o poznatek, ze kazdy strom neosahujici kruznici ma Q2F P vlastnost.
Pak je jiz dikaz jednoduchy. Necht prostor X ma QFEP vlastnost. Pak ne-
obsahuje kruznici, nebot pokud je Y uzaviend kruznice v X a Y je i grafem,
protoze vlastnost grafu je uzaviend vuci retrakeim. Necht r : X — Y je re-
trakce, g : Y — Y spojité zobrazeni takové, ze Q(g) € EP(g). Potom, podle
Lemmatu 1.3.5, ani f = g or nema QFEP vlastnost. A tedy X neobsahuje
kruznice a ma QFE P vlastnost a tedy je stromem. K

Poznamka 2.1.3. 5 Necht kontinuum X je spojita kopie dentritu G®, pak
nema QQFE P vlastnost.

2Viz [2, Véta ().

3Traciondlni rotace pro nds znamend, ze bodu piifadi bod pootogeny o thel rovny
iracionalnimu nasobku 7.

4Viz [6, Tvrzeni 5.1, str. 13].

5Viz [6, Pozorovani 5.3].

6Viz Definice 1.2.4.
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2.2 Motor

V [4] je uvedena konstrukce prostoru bez QEP vlastnosti. Idea spociva v
zajimavém zobrazeni prostoru [0, 1] na sebe. Toto zobrazeni si nyni popiseme.
Vyjdeme ze zobrazeni p, které zmodifikujeme pozdéji na zobrazeni .

Zakladni zobrazeni ¢

Predné si oznaéfme nékolik bodu a = (0, 3), b = (55, 3), ¢ = (3, 1),d =
D= F=C o= 0 h=H7= 00 T
prolozime po ¢astech linedrni lomenou caru, ktera je grafem zobrazeni ¢ :
[0,1] — [0, 1]. Tedy definujeme zobrazeni ¢ tak, ze jeho grafem je linedrni

lomena cara abcede f ghi. Ve je vyobrazeno na Obrazku 2.1.

©

Obrazek 2.1: Zobrazeni ¢

Hranici ¢tverce C, jehoz vrcholy jsou v bodech (1, 1), (2, 1), (3,2) a
(3, 2), oznacime L. Body 1/4 a 3/4 jsou periodické body. Oznaéime P =
{1/4,3/4}. Dalsim specidlnim bodem je bod 1/2, ktery je pevnym bobem
®.

Tvrzeni 2.2.1. Necht q € [, 3], pak ©(q) € [5, 3] a navic bod p(q) je blize

401
k mnoziné P neZ bod q.
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Diikaz. Zobrazeni na tomto intervalu lze vyjadrit pomoci vztahu

11
p(r)=—x+1,proz € [Z’ 5], (2.1)
9 8 1 2
QO([E) = —?l’ + 3 77 pro r € [57 g]a (22)
3 4 2 3
plw) = —ze+ -, proz € [, 7). (2.3)
Bod z intervalu w € [}, 3] dosadime do vztahu 2.1, dostaneme bod 1 — w.
A tento bod lezi v mtervalu [— —] Tedy nam staci zkoumat co se déje s body

v tomto intervalu.
Bod z intervalu w € [2, 3] dosadfme do vztahu 2.2 a dostaneme bod =% gw
Nejmensi bodem po dosazeni hodnoty za w, je pro w = 2 . A dostaneme bod

%, coz je vetsi nez }1. Naopak nejvétsi hodnotu % nab}'fvé v bodé w = %
se zobrazi do [}, 2].

Body z intervalu [3, 2] se zobrazi do [2, 3].

Naprosto stejné bychom ze vztahu 2.3 dostali, ze body z intervalu [—,
K dikazu tvrzeni navic ndm staéi slozit dvakrat zobrazeni ¢ podle vztahu
definovanych vyse. Tedy pro bod ¢ € [3, 3] ze vtahu 2.1 a 2.2 plat{

>~

9g — 1
P(a) = p(1—q) = ==
Dale rozdil bodi ¢ — 2L je mensf nez nula pro g € [3, :]. A tedy bod 9q7 !
je blize k mnoziné P. Podobne tento vysledek vyjde i pro interval ¢ € [3, 3.
Pro bod ¢ € [3, 2] ze vtahu 2.2 a 2.1 plati
9¢g — 1 9¢g —1
2
P7(a) = p(———) -
Dale rozdil bodu q — ( 9q— 1) je vétsi nez nula pro g € [2, 3] A tedy bod
1— 9q7 L je blize k mnoziné P Pobodné tento vysledek vyjde i pro interval
qc [3’ Z]

Ale to znamend, ze se body v intervalu [}1, %] se nezobrazi ven z néj
a budou se pouze priblizovat k mnoziné P. &

Tedy pii postupném zobrazovani pomoci zobrazeni ¢ (postupujeme po-
dobné jako pii hledani pevného bodu a znazornujeme lomenou ¢aru prochéze-

jict postupné body (g, (), (¢(a), ¥*(2)), (¢*(9), ¥*(q), .. .) vidime "hrana-
tou spiralu” zevniti aproximujici hranici L.
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Tento geometricky ptistup budeme pouzivat i v dalsim textu a piislusnou
hranatou trajektorii budeme nazyvat édra Zivota.

Pokud tedy cara zivota protina vnitiek ¢tverce, ¢ekd ji aproximovani
L zevnitt. Cary zivota prochézejici mimo C' v blizkosti L se naopak od L
vzdaluji. To zaiizuji sklony tsecek cd a gh. Dikaz by probihal podobné, jako
predesly.

Rozvinuté zobrazeni ¢, neboli

Obrazek 2.2: Rozsitené zobrazeni 1

Budeme modifikovat zobrazeni ¢ na zobrazeni . Pro tuto ulohu si za-
fixujeme rostouci prostou posloupnost bodu zy = ¢(0) > 1 > 9 > -+ >
Tp > ... alim, .oz, = ©*(0). Ddle si ozna¢ime body

On = (90271_2(%1—1): 902n_1(xn—1>) )
Kn — (8027%2(%”), S072n+1(0)) ’
M, = (‘PQn_Q(l‘n-H)a 902n_1($n+1)) :
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Pti prvni modifikaci zaménime tusecku spojujici body O; a M; za tsecky
0, K, a K| M, tedy vytvoiime hrot a vrchol tohoto hrotu ¢(0) je v hist (¢,
0). Tedy tim jsme dostali bod x; do hist (¢, 0) a to diky druhé slozce bodu
K1, tedy orbita bodu z; je mnozina {z1, ¥(z1) =1 = ¢~ (0), »(0), ¢©*(0),
... }. A takto upraveny, s vytvorenym hrotem, upraveny graf zobrazeni ¢
pouzijeme jako graf zobrazeni 1.

Pti dalsich modifikacich budeme chtit dostat body z, do hist (¢, 0).
A proto vytvorim podobné hroty v jejich okoli a definujeme je jako zobrazeni
Y. Tedy usecku O, M,, v grafu ¢ nahradime useckami O, K,, U K, M,,. Potom
orb (¥, @n) = {zn, ©'(T0), ¥*(0), -, ¥ *(xn), ¢72"H(0), ¢72"+2(0),

oy 07 (Tn), o Hzm), 0, ©(0), ©*(0), ¢*(0), ...}. Tato modifikace je
naznacena na Obrazku 2.2. Tim se ndm body x,, dostanou do orbity bodu 0.
A po koneéném poctu kroki se vrati zpét do bodi ¢(0) a ¢*(0). To znamen,
ze lezi v mnoziné Q1)) a protoze se nikdy nezobrazi zpét do bodu z,, nelezi
v mnoziné EP (). To je zajisténo tim, ze po zobrazen{ na bod ¢?(0) se tento
bod dalsim sklddanim zobrazeni ¢) uz bude pouze pohybovat uvniti ¢tverce
ohrani¢eného hranici L a pritom se bude ptiblizovat k hranici. Které ovsem
v koneéném case nedosahne.

Vsimnéme si toho, ze bod 1/4 mé ve svém pravém okoli body, které
se k nému svoji ¢drou zivota piriblizuji podobné jako ¢ara zivota bodu ¢(0),
kterd prochazi bodem 3(0), ¥5(0), . ... Ale jsou tam i body, které svoji ¢arou
zivota vyskoci ze ¢tverce P, vzdaluji se od néj a po tomto ¢ase odlouceni opét
skonéi v ¢are zivota 1(0). Situace zde modeluje ve vylepsené verzi motivaéni
piiklad (viz Obrézek 1.2), kde se k jistému bodu blizime po ptredchozim
vzdalovani.

Tuto zobrazeni 1 je pouzito ke konstrukci prostoru, které nemaji QFE P
vlastnost v [4]. Podobné ”bliZeni po vzdalovéni” je pouzito u nasledujiciho
prikladu.

2.3 Null-comb

Tento piiklad je popséan v [6, Priklad 5,7]. Je to dalsi priklad dentritu a zob-
razeni, kterd nema QFE P vlastnost. Tento dendrit se skldda z dvojic stejné
velkych tsecek, které maji mezi sebou malou vzdalenost. Kazda tato dvojice
je postupné mensi a mensi. Velikost téchto dvojic kleséd podle vzdélenosti od
bodu (2, 0). Je zobrazen na Obrazku 2.3. A na tomto dendritu predvedeme
zobrazeni, které bude zobrazovat jednu usecku z dvojice jednim smérem
a druhou druhym. K tomu pouzijeme znaceni, které bylo zavedeno v [6].
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(0,0) f Ci 1.0~ Co /}) (2,0)

Cn Ano) Do

Obrazek 2.3: Dendrit W, neboli null-comb

Definujeme si mnoziny L,,, M, a W takto:

L, :{2—%}x [O%], pro n € N, (2.4)
M, :{2—2n2+1}>< [0%1, pron €N, (2.5)
W = ([0, 2] x {0})U (U{LnUMn}) . (2.6)

A pro tento dendrit W, ktery je vykreslen na Obrazku 2.3, nyni popiseme
kontrukci spojitého zobrazeni bez QQEP vlastnosti. Presnéji najdeme f :

W — W tak, ze Q(f) € EP(f)W. K tomuto ticelu necht plati oznaceni pro
n € Naproj€{0,4,6,7,8}:
e bod QA(n,j) = (2— 2 41 ),

2n) 82n—1

* bod bg, 5 = (2 - 2n2+1’ %271;—1)’

e bod ¢, = (#2, O).

Dodefinujeme pak a0y = c1, co = ap0) a Y = [0,2] x {0}.
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Znaceni 2.3.1. Nechl Tz,qu € W, pak xz —— qu pro nds bude znacit,
Ze obraz usecky Tz pri zobrazeni f je usecka qw. A to tak, Ze f(x) = q

a f(z) =w.

Ted budeme definovat zobrazeni f, kterd bude zobrazovat null-comb sam
na sebe. Sklddanim tohoto zobrazeni ziskdme body z mnozin EP(f) (zde
jde o body z mnoziny F'(f)) a z mnoziny bodu (f).

Jak vypadd mnozina EP(f) zjistime pfesné, ale o mnoziné (f) toho
moc nezjistime, to nam ale nezabrani rozhodnout zde-li zobrazeni f ma ¢i
nema QP vlastnost.

Definice 2.3.2. Definujeme spojité zobrazeni f : W — W pomoci nésleduji-
cich vztahu pron € N:

1. A(n, 7)0(n, 8) o A(n+1,6)A(n+1,8);

2. U, 6)0(n,7) — b(n, 4)A(n+1,6)

3. A(n,4)0(n,6) SEA b(n,0)0(n, 4)5

4. agm,0)a(n, 1) L A(n—1,0)0(n, 0)5

5. bn,ayb(n,8) — bn—1.6)D(n_1.8), PrO N > 2,
6. ben,0)b(n, 1) AN b(n-1,0)b(n-1,6), pron > 2,
7. b(1,0)b(1, 8) - a(1,0)0(1,8)

8. a(n,0)b(n,0) AN A(n—1,0)0(n-1,0), Pron > 2,
9. b(n,0)0(n+1,0) AN b(n—1,0)4(n,0), Pro n > 2,
10. a(l,o)b(l,o) o a(0,0)a(1,0) = C1Co,
11. b0y~ {aq.0},
12. c,cn_1 s Cn+1Cn,
13. f((0, 0)) = (0, 0),
14. f((2,0)) = (2, 0).
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- /o \
a(n,O) b(l’l,O)
Obréazek 2.4: Definice zobrazeni f - 1,2
-~ n-=-1
n
n+1
®
3
v
s =
a\ a e "\
(n-1,0) (n,0) bn.0)

Obrazek 2.5: Definice zobrazeni f - 3,4
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'& n+1
RN

a

(n,O) b(n’o)

Obréazek 2.6: Definice zobrazeni f - 5,6

Definice 2.3.2 zobrazeni f je znazornéna na obrazcich 2.4 - 2.10. Nyni
ji priblizime, abychom pochopili, na které body se mame zamértit pri snaze
o pochopeni prikladu.

Na Obrazcich 2.4 a 2.5 je vidét jak se mnozina L,, tedy jinak usecka
Q(n,0)0(n,8) zObrazuje pomoci f. VSimnout si je zapotiebi, Ze usecka @, 7@, 8)
se zobrazuje na tseCku @, 11,6)a(nt1,8) & poté usecku a(,,6)a(n,7) Zobrazime
na usecku by, 4)a(n41,6), Cimz budeme zkracené oznacovat sjednoceni tsecek

Q(n+1,6)0(n+1,0) Y a(n+170)b(n,o) U b(n,O)a(n,4)~ Toto sjednoceni je na Obrazku 2.4

vyznaceno modrou lomenou ¢arou pii zobrazeni 2). Déle pak na Obréazku

2.6 je potieba si vSimnout, Ze plati toto zobrazeni usecek b, 4)b(,3) o

b(n-1,6)D(n—1,8)-

Co vse toto znamend nejprve nematematicky objasnime. Horni ¢ast L,
se postupné zobrazuje na horni ¢ast L, a pak déle doprava. Kdyz klesne
dostatecné nizko, je ¢astecmé prenesena na M pro jisté k pfirozené. Pak
nastane postupny prenos doleva na M}, a pak dal az se dostane skoro na své
puvodni misto. Tim se zaruc¢ena magnetickd vlastnost. Budeme postupné
dokazovat vlastnosti W a f.
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Tvrzeni 2.3.3. Pro kazdé n > 3 prirozené plati:

Ll ey 2 11
——la — — — — | Q-
o ) T8 2(n—1)" 202 gn ) T07LE)

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle n. Po dosazeni za n = 3 dokazu-
jeme tvrzeni:

11 1 f 9 2 1 1
- — - — .
) 3 Q(1,8) — 5.9 9 3 Q(2,8)

Piepiseme-li si body do podoby z definice bodu a, ;) tak, ze (1, 1-— %) =
agi,7) a ze (2 — %, % — %) = a(2,6), pak je okamzité videt, ze délka usecek
a(1,70(1,8) & (2,6)0(2,8) je stejna a rovna se %. To nelze jinak nez-li f zobrazuje
usecku a1, 7)a(, ) na Usecku ag a2 s)-

Pro n > 3 jisté plati (1, 1— Qn%) ac,g) C (1, 1— 2%) ac,g) a tedy z in-

dukéniho predpokladu dostavame:

1 fn72 2 1 1
17 1-— ontl ag,8) — 2 — 2(n — 1), on—2 — ontl A(n—1,8) -

Opét z definice bodu a, ;) mame rovnost (2 — 2(n{1), 2n1_2 — 2n1+1> = A(n—1,7)-

Na takto vzniklou tisecku aplikujeme zobrazeni f, presnéji 1) v Definici 2.3.2,
mame a(,—1,7)0(n—1,8) AN A(n—1,6)0(n—1,8) & slozenime s predchozim, pak do-
staneme:

1 o1 2 1 1
I,1-— SrT ) A1) T An-1,6)0(n-1,8) = 2 — 5 gl T gugi ) An-18)

Coz je to co jsme chtéli ukazat. &

Toto tvrzeni ndm tedy popisuje jakym zptisobem se ndm tsecka @, 7yG(n 3)
posunuje doprava a v jakém smyslu se natahuje. Naopak nasledujici tvrzeni
ifkd to jak se smrstuji tsecky b(n,4)b(n,8) na mnozinach M, a postupné se
zobrazuji doleva a ndsledné pak do okoli bodu a, g).

Tvrzeni 2.3.4. Pro kazdé n > 2 prirozené plati:
n-1 (4 1
b bin.s) —1—— )by .
(n,4)0(n,8) — (3 Qn) (1,8)
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‘\d2n-3,n

c:|2n—4,n Nn-1

o / dn,n
dn—4,n /
[\dZ,n
R
a810=Co  broy apy / T\[ ;
I

Cln-3,n dn-1,n dn—2,n

d1,n

Obrazek 2.7: Dukaz toho, ze bod (1, 1) € Q(f)

Dikaz. Dukaz provedeme postupnym opakovanym nésledujici uvahy. Z 5)
Definice 2.3.2 mdme b, 4)b(n, ) LA bn—1,6)D(n—1,8), dale jisté plati tato in-
kluze b,—1,6)b(n-1,8) C bn—1,4)b(n—1,8) @ opét vyuziji 5) a dostaneme D(n—1,4)

bin—1,8) AN b(n—2,6)b(n—2,8). Tedy dohromady dostdvame:

2 1 1
bin. 0bm. s —— [ 2 — , — — ) bpas -
( 74) ( 78) — ( 2(” _ 2) + 1 2n—3 2n) ( 278)
Pokud tuto tivahu zopakujeme (n — 1) - krét ziskdme pozadované. A tudiz
jsme hotovi. &

7 téchto dvou tvrzeni, kterd hovofi pouze o posouvani tsecek pomoci
skladani zobrazeni f, dostaneme velmi uzitecné trvzeni, jez nam da védét
néco malo o mnoziné Q( f). Dukaz nasledujictho tvrzeni lze ndzorné demon-
strovat obrdazkem, a proto je Obréazek 2.7 vizualnim dukazem tohoto tvrzeni.

28



Tento obréazek totiz poukazuje na existenci bodu v blizkosti bodu (1, 1),
které zajistuji jeho magnetickost viéi zobrazeni f. A pfesné i tento bod
najdeme v dukazu tvrzeni.

Tvrzeni 2.3.5. Bod (1, 1) € W lezi v mnoziné Q(f).

Diikaz. Podle definice (f) ndm staci nalézt bod v blizkém bodu (1, 1),
jenz se zobrazi po koneéné mnoha slozeni f zpét do okoli bodu (1, 1). Pohyb
tohoto bodu je znazornén na Obrazku 2.7 zelenou carou. A presné podle
tohoto obrazku povedeme i dukaz. Vhodnym kandidatem na tento bod, je
tedy bod (1, 1- 2%), pro n > 3, ktery jsme na Obrazku 2.7 oznacili jako
don a jeho obrazy v zobrazen{ f jsou oznaceny jako d;, = f/(dy,). Podle
Tvrzeni 2.3.3 plati:

1 2 1 1
"2l 1-—))=(2- —— ) =am_16) -
! (( 2)) ( 2n —1)" 202 2n> e

Poté na tento bod aplikujeme zobrazeni f a dostaneme, ze f(a(—1,6)) =
b(n-1,4) podle 3) z Definice 2.3.2. Bod b,_1,4) se ndm zobrazi na bod
(3, 1 — 5:=) pomoci f"~2 podle Tvrzen{ 2.3.4.

Dale pouzijeme 7) z Definice 2.3.2, tedy to, ze by, 0)bq, ) AN a(1,0)a(1, 8)
apak f((3,1—5)) = (1, 1= 55). A z toho dostavdme, Ze

(-2~

A tim jsme se dostali s bodem (1, 1— 2,%1) zpét do okoli bodu (1, 1). Coz
znamena, ze (1, 1) € Q(f) a dukaz je tedy dokoncen. K

A nyni jiz vime jaky bod lezi v mnoziné Q(f). Abychom ukézali, ze f
nemd QFE P vlastnost, ndm staci zjistit, ze neni v mnoziné EP(f) a ani v
jejim uzavéru. Jak vlastné vypadd tato mnozina? Piimo z 13) a 14) Definice
2.3.2 vyplyva, ze body (0, 0) a (2, 0) jsou pevné body zobrazeni f, tedy jsou
i periodické a lezi i v EP(f).

Otazka je, jaké jiné body jsou obsazeny v mnoziné FP(f)? Pokusime
se ukazat, ze zadné dalsi body z W tam nejsou. Jisté je jednoduché, ze
body a(,,s) a b, sy nejsou obsazeny v mnoziné EP(f). Nebot podle Definice
2.3.2 plati f(a,s)) = @m+1,8), pro véechna n € N a f(bg,s)) = bn—1,8), pro
véechna n € N a k tomu f(bq,s)) = a(1,s)- Z toho se bod a(,, sy postupnym
sklddanim f zobrazuje do pevného bodu (2, 0) a bod b, s) se vraci zpét
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Obrazek 2.8: Definice zobrazeni f - 8,9
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Obrazek 2.10: Definice zobrazeni f - 12
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Obrézek 2.11: Zobrazovani ke dvéma bodum

doleva po mnozinach M az do bodu b(y,g), ktery se prenese na a(; g) a ten
se opét zobrazuje smérem do bodu (2, 0). To je také vidét na Obrazku 2.11,
kde je to vyznaceno zelenou ¢arou, jak se pohybuji tyto body. A proto zadny
z nich se nevrati zpét do puvodniho bodu.

Dalsim jednoduchym tvrzenim je to, ze body usecky (0, 0)(2, 0) bez
krajnich bodu nelezi v mnoziné EP(f). Tuto mnozinu oznacime jako A
a tedy A := (0,0)(2,0) \ {(0,0), (2,0)}. Jak je vykresleno na Obrazku
2.11, body mnoziny A se postupné zobrazuji k bodu (0, 0) a tedy nemohou
byt v EP(f). Nyni jesté negraficky.

Vime, ze f(A) C A, to plati diky 8) - 12) z Definice 2.3.2. Déle mnozinu
A muzeme napsat jako sjednoceni

A= U (Cncnfl U a(n,0)0(n,0) U b(n,o)a(n+1,o)) .

Nebo si staci prohlédnout obrazky 2.8-2.9, kde je vidét, ze body na ose = se
pouze posouvaji doleva a zustavaji na ose x. Z ¢ehoz také plyne plastnost
f(q) < ¢ pro vsechny body ¢ € A.

Tvrzeni 2.3.6. Necht bod q € W je takovy, pro ktery existuje m € N tak,
ze f™(q) € A, potom plati ¢ ¢ EP(f). A navic plati AN EP(f) = 1.
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Dikaz. K dukazu toho, ze ¢ ¢ EP(f), si stac¢i uvédomit tuto myslenku.
Protoze existuje m € N takové, ze f™(q) € A a proto, ze f(A) C A, pak
pokud by byl ¢ € W\ A, pak se tento bod jiz nemuze vratit k bodu g.
A tedy ¢ ¢ EP(f). A pokud ¢ € A, pak plati f(¢) < q a tedy tento bod
se pii skladani zobrazeni f posouva pouze doleva k bodu (0, 0), a tedy opét
neni prvkem mnoziny EP(f). A z této posledni uvahy plyne i tvrzeni.

V dusledku tohoto Tvrzeni 2.3.6 a podle 4) z Definice 2.3.2 dostaneme
platnost vztahu f (@G, 0)Gm, 1)) C A a tedy G, 0G0, 4 N EP(f) = 0.

Zbyvaji jesté body na usSeckach @, 1)G(n,s) bez krajnich bodu a usecky
b(n,0)0(n,8) bez krajnich bodi, o kterych nevime jestli obsahuji néjaké body
z mnoziny EP(f). K tomu dokdzeme nékolik tvrzeni a ukdzeme, Ze

(a(n, 4)Q(n,7) U b(n’ O)b(n, 6)) N Ep(f) =10 .

Predné, isecka a(q,0)a(1, ) ma stejnou délku jako tsecka by, 0yb(1,s) a podle
7) z definice 2.3.2 mame by 0)b(1,g) = a1, 0yaq,s) a tedy plati f(baoyb6) =
a@,00(1,6)- A potiebujeme znét, ze aq ga,7) NV EP(f) =0, coz je obsahem
nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 2.3.7. a oyan,7) N EP(f)=10

Diikaz. Pro tsecku a(y,o)a(i, 1) jiz vime, ze nema zadny bod v EP(f)". Z 3)
a 7) z definice 2.3.2 dostavame:

2 aq sya.6)) = a©,0ba,0 C A

a to ndm déava, ze a( ga(,¢) N EP(f) = 0. Déle plati

fla@,eyan, 7)) = ba,ayae,6) = G(2,6)0(2,4) U2, 2)0(2,0) Ya2,001,0) Uba, 0)b(1, 4y -

A podle Lemmatu 1.3.5 muzeme zkoumat mnozinu EP(f) bodui misto na
usecce by, 4)a(2,6), ale na vyse uvedeném sjednocent tsecek. Ted se podivame
na jednotlivé usecky sjednoceni. Usecka b(1,0yb(1,4) se zobrazi pomoci f na
@(1,0)0(1,4) a ta neobsahuje bod z EP(f) a tedy b(1,0)b1,4) N EP(f) = 0.
Pokud na tsecku @ g)az,4) aplikujeme f?, potom dostaneme tsecku
@(1,0)0(1,6), kterd nema® body v EP(f), a tedy ani puvodni tusecka nem4
bod z mnoziny EP(f). A tusecku @ 4)a(2.0) po zobrazeni f budeme mit

"Viz odstavec nad tvrzenim.
8 Jiz difve dokdzané v tomto dizaku.

32



v mnoziné A, kde lez{ i dsecka a(z,0)b(1,0) C A. A proto ani tyto tsecky
neobsahuji body z mnoziny EP(f). A tak dohromady dostdvame, ze

aaaan N EP(f) =0
a tim je dikaz dokoncen. &

Tvrzeni 2.3.8. (a(mo)a(nj) Ub(mo)b(nﬁ)) N EP(f) = 0 plati pro vsechna
n € N.

Diikaz. Piedné tsecka a(,, 0)G(n,4) nemd podle dusledku Tvrzeni 2.3.6 spolecny
bod s mnozinou EP(f). Zbyvajici ¢asti ukazi indukei podle n. Pro n = 1
to je Tvrzeni 2.3.7, nebot tsecka na mnoziné M; se zobrazi na tsecku do
mnozinu Ly, o které mluvi tvrzeni.

Nyni budeme ptedpokladat platnost pro n = m a chci ukazat plat-
nost pro n = m + 1. Rozdélime si dukaz na dvé ¢asti v prvni ukazeme, ze
b(m+1,0)0(m+1,6) N EP(f) = 0 a v té druhé, ze A(mt1,0)(ms1,7) N EP(f) = 0.

Z 5)a 6)z definice 2.3.2 je f’b(m+1,o)b(m+1,g) : Dmet1,0)0(mt1,8) — D(m, 0)0(m, 8)
homeomorfismus, ktery posild bod b(,41,0) do bodu by, 0) a bod bii1,s)
do bodu b, s). Podle Tvrzeni 2.3.4 plati nasledujici vztah f™(bgni1,6)) =
(%, 1-— Qm%) 7 toho ale dostavame, ze

m 4 1
/ (b(m+170)b(m+1,6)) = (17 0) <§7 1- 2m+2> .

A pro dokonceni dikazu prvni c¢asti nam staci ukazat, ze tisecka

4 1
(17 0) <§7 - 2m+2>

nemd zadné body z mnoziny EP(f).
Pro dukaz tohoto faktu pouzijeme indukci. Mame tedy ukazat, ze

4 1
(1, 0) (37 1—ﬁ> NEP(f)
je prazdnd mnozina. Prvni krok je pro [ = 1 a tedy mame ukazat, ze

(1, 0) (%, %) nemd body z EP(f), ale podle Tvrzeni 2.3.7 plati. Mame to
ukazat pro 2 < [ < m, kdyz predpokladame plastnost pro [ — 1. Z toho nam

staci ukazat
4 1 4 1

33




A na vSe jesté muzeme aplikovat zobrazeni f a tim si tyto body posunout na

usecku (1, 1-— 21+1> (1 1-— 21+2> ktera je soucasti usecky a1, 0)a(1, ), a zkou-
mat chovani na ni. Diky Tvrzeni 2.3.3 mame, ze (1 1-— 21+1) ag,s) AN

(2 — 2%, 2% — 21%) ag,s) a tedy pro zkoumanou tsecku to vypadd takto

(11— ghr) (L 1= gha) 7= (2= 2, gt — ) (2= 3, r = o) Ato-

to lze pfepsat pomoci definice bodui a, ;) a pouzit body ( — %, g . 211 1) =
ag, ) a (2 — %, g . 21%1) aq,7)- Coz podle indukéniho prepokladu vime, Ze

tsecka @g ¢)a(,7) ma prazdny prumk s mnozinou EP(f). To ale znamen4,

ze ani usecka b(m1,0)0(m+1,6) Nema zadny spolecny bod s mnozinou EP(f).

Nyni provedeme druhou ¢ast toho diukazu, tedy @gni1,0)@mr1, 7V EP(f)
= (). Opét se staci omezit na mensi usecku, presnéji na A(m+1,4)0(m+1,7), D=
bot pro tsecku @, 0)d(n,4) to jiz vime?. A déle podle 3) z Definice 2.3.2 vime,

ze secka @(m11,4)0(m+1,6) Se zobrazi pomoci f na tsecku bgni1,0)b(m+1,4)
a z prvniho kroku vime, ze neméd spole¢ny bod s mnozinou EP(f).

Nyni ukdzeme, Ze tisecka G(y+2,4)0(m12,6) Nema spolecny bod s mnozinou
EP(f). Coz je jednoduché, staci ji zobrazit pomoci zobrazeni f a dostaneme
tsecku bim41,0)b(m+1,4), jenz mé, podle prvni casti tohoto dukazu, prazdny
prunik s mnozinou EP(f).

K tomu, abychom dokon¢ili dukaz, musime jesté ukazat, ze ani zbyvajici
tsecka ve sjednoceni, konkrétné @g,11,6)G(m+1,7), nema zadny spolecny bod

s EP(f). Podle 2) z Definice 2.3.2 plati: f(a(m+1,6)0(m+1,7)) = bm+1,4)0(m+2,6)
= Q(m+2,6)A(m~+2,4) YU(m+2, 4)(m+2,0) SU(m+2,0)0(m+1,0) Ub(m+1,0)0(m+1, 4)- Diky
Tvrzeni 2.3.6 muzeme tvrdit, Ze Gsecky @(m12,4)0(m+2,0) & Am+2,0)0(m+1,0)
ve sjednoceni maji prazdny prunik s mnozinou EP(f). A dale z prvni ¢ésti
tohoto dikazu ani tsecka b(41,0)0(m+1,4) Nnemé spolecny bod s mnozinou
EP(f).

Cimz jsme dokdzali i druhou ¢dst ditkazu a tedy dikaz je u konce. &

Tvrzeni 2.3.9. WN EP(f)={(0,0), (2,0)}

Diikaz. Jisté v mnoziné EP(f) lezi dva pevné body zobrazeni f a tedy
{(0,0), (2,0)} € EP(f). A podle Tvrzeni 2.3.6 a Tvrzeni 2.3.8 ndm staci
zjistit, ze (G, 78, 8) \{@@m, 8 H)NEP(f) = 0. A to proto, ze tsecku b, 0)b(n, 8)
zobrazim pomoci f" na tsecku a1, 0)a(1,s) a tedy ji nemusime zkoumat sa-
mostatne.

Jak vypadaji body z secky q € Gy, 7)0(n,5) \ {0n,s)}? Bod ¢ mé tvar ¢ =
(2 2 ), kde s probiha interval [8 L L ] Necht m > 3 prirozené

2n on—15 9n—1

9Je to disledkem Tvrzeni 2.3.6.
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a necht s € [w%l (1 — 2%,1) , zn%l (1 — w%)], pak podle 1) z definice 2.3.2
plati nasledujici:

jestlize m = 3, potom f(q) € Ant1,6)0(n+1,7)5

jestlize m = 4, potom f*(q) € Gnt2,6/0(mr2.7),

jestlize m = 5, potom f3(q) € nrs.6)0(nts.7),

Z Tvrzeni 2.3.8 zaddné z téchto g neni prvkem mnoziny EP(f) a tedy pro
zadné konecné m € N neni ¢ € EP(f) a tedy G, 1G5 NVEP(f) = 0. A tim
je dikaz hotov. &

Co z téchto uvedenych tvrzeni vlastné vzniklo? Podle Tvrzeni 2.3.9 zname
presné jak vypadd mnozina EP(f) = {(0, 0), (2, 0)}. Avsak Tvrzeni 2.3.5
nam ika, ze v mnoziné () lezi bod (1, 1). Proto jisté nemuze platit tato
inkluze

Q(f) c EP(f)

to ale znamend, ze zobrazeni f nemuze mit QFE P vlastnost, coz bylo nasim
cilem ukazat.

Vse diulezité jesté o null-combu shrneme. Zobrazeni f je definované v ¢asto

zminované Definici 2.3.2 a neméa QF P vlastnost. A diky ¢emu to tak vlastné
je? Hlavneé diky tomu, ze bod (1, 1) € Q(f) a nikoliv v mnoziné EP(f). To
je zajisténo roztahovanim usecek @, 7)G(,, s) na usecky a1 )
G(nt1,8), tim se blizké body u bodu a, ) postupné dostanou dal od bodu
Q(m,8) Pro m > n a nasledné se diky pfesunu nékterych bodi z mnozin L,
na mnoziny M, dostanou na tsecku b, oya,4) a to hlavné diky 2) a 3) z
definice f. A nésledné tyto body za¢nou posunovat zpét doleva diky zob-
razenim mezi mnozinami M, a M, _, jez je definované v 5) a 6) v definici
f. Dale pak se tyto body dostanou zpét do okoli bodu (1, 1), a to diky 7).
Avsak sdm bod (1, 1) je hndn do pevného bodu (2, 0), coz je zajisténo 14)
v definici 2.3.2.

Ostatni body z dendritu W se postupnym skladanim zobrazeni f dostava-
ji na osu z, presnéji na usecku (0, 0)(2, 0). A to se déje za pomoci 4 ), kdyz
se tak déje jen s body mnoziny L,. To ovéem nevadi, nebot body z mnoZin
M, se ¢asem presunou na mnoziny L,. A to vSe se déje pomoci po ¢astech
prostého zobrazovani. I diky tomu se na mnozinach L, a M, nevyskytuji
konecné periodické body zobrazeni f, jak je mozné se presvédcit v Tvrzeni
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2.3.8. O body na ose z je pro peclivost také postardno. Nejen ze zustanou jiz
v mnoziné A, ale jesté k tomu postupnym skladanim zobrazeni f se posou-
vaji smérem k pevnému bodu (0, 0). Jeho pevnost je zajisténa velmi snadno
a to 13) v definici f. A proto se ani uzavienim mnoziny EP(f) vaci W
nedostaneme k bodu (1, 1), ktery lezi v Q(f).

36



Literatura

[1] Aria T., Chinen N. and Suda T.: Continuous maps of dendrites with
finitely many branch points and nonwandering sets, Top. Proc. 26 (2001
—2002), 29 — 36.

2] Block L. S.: Continuous maps of the interval with finite nonwandering
set, Trans. Amer. Math. Soc. 240 (1978), 221 — 230.

[3] Gordh G. R., Jr. and Lum L.: Monotone retract and some characteri-
zations of dendrites, Prop. Amer. Math. Soc. 59 (1976), 156 — 158.

[4] Hladky J., Novak J., Pyrih P., Sterzik M. and Tancer M.: An engine
breaking the QE P-property, Top. Appl. 153 (2006), 3621 — 3626.

[5] Hosaka H. and Kato H.: Continuous maps of trees and nonwandering
sets, Top. Appl. 81 (1997), 35 - 46.

[6] Charatonik J. J. and Illanes A.: Mappings on Dendrites, UNAM, Circu-
ito Exterior, Ciudad Universitaria, 04510, México DF, Mexico, (2003).

37



