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Katedra matematické analýzy
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1.2 Př́ıklady motivované magnetickými body . . . . . . . . . . . 9
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Kapitola 1

Základńı použité termı́ny

V textu se bude vyskytovat několik základńıch pojmů z teorie kontinúı, které
si zde pro přehlednost připomeneme. Společně s těmito definice si uvedeme
bez d̊ukaz̊u několik d̊uležitých fakt̊u a tvrzeńı. Jedná se hlavně o všeobecně
známé skutečnosti a označeńı v této oblasti matematiky.

Budeme se zvláště zabývat vlastnost́ı ΩEP vlastnost. Jde o zaj́ımavou
vlastnost, která má p̊uvod v topologické dynamice. Jde o vztah konečně pe-
riodických bod̊u a magnetických bod̊u. V ”hodných” množinách jsou mag-
netické body v uzávěru konečně periodických bod̊u. Nás budou ale zaj́ımat
množiny ”zlobivé”. Jmenuji zat́ım alespoň jednu zlobivou množinu, a to
Gehman̊uv dendroid, obvykle označovaný jako dendriod G. Tento dendroid
je pozoruhodně jednoduchým př́ıkladem dendroidu bez ΩEP vlastnosti.
Dále si uvedeme několik krásných tvrzeńı ohledně dědičnosti zkoumané vlast-
nost́ı u dendrit̊u. Z nich bych vyzdvihl jedno lemma, které mám umožńı
přenášet vlastnosti jednoho dendritu na jiné za pomoćı spojitých zobrazeńı
a to i jen na jeho části.
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1.1 Definováńı pojmů

Uvedeme definice z oblasti topologie, ale i z oblasti geometrie, protože den-
trity a jejich spojitá zobrazeńı se zkoumaj́ı jak z pohledu topologického, tak
z pohledu geometrického.

Značeńı 1.1.1. • Prostorem X v tomto textu budeme rozumět vždy me-
trický prostor, pokud neřekneme jinak,

• pro podmnožinu A ⊂ X budeme značit A
X

uzávěr množiny A v pro-
storu X, a ∂XA znamená hranićı množiny A v prostoru X. Zkráceně
budeme psát pouze A či ∂A, pokud bude jasné, vzhledem k jakému pro-
storu se to vztahuje.

• card A označuje kardinalitu, neboli mohutnost, množiny A,

• úsečku mezi body p a q budeme značit jako pq,

• lineárńı lomenou čarou, která spojuje body a1, a2, . . . , an za pomoćı
úseček, budeme označovat jako a1a2 . . . an.

Značeńı 1.1.2. • Spojitým zobrazeńım, zkráceně zobrazeńım, budeme
mı́t na mysli spojité zobrazeńı z prostoru X do prostoru X,

• složeńı dvou spojitých zobrazeńı je spojité a proto m̊užeme označit fn =
f ◦ f ◦ · · · ◦ f
︸ ︷︷ ︸

n−krát

jako n-tou složeninou zobrazeńı f pro n ∈ N, speciálně

potom f 0 znač́ı identitu,

• necht’ X, Y jsou prostory, zobrazeńı f : X → Y nazveme monotónńı,
pokud je vzor každého bodu v Y souvislý v X,

• necht’ Y ⊂ X, pokud f |Y : Y → Y je identita na Y , potom nazveme f
retrakćı a o podprostoru Y ř́ıkáme, že je retrakce prostoru X.

Značeńı 1.1.3 (speciálńı podmnožiny). Necht’ X je prostor, f : X → X je
zobrazeńı, potom označujeme:

• množinu F (f) jako množinu pevných bod̊u prostoru X při zobrazeńı f ,
x ∈ F (f) právě když f(x) = x,
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• množina P (f) označuje množinu periodických bod̊u X zobrazeńı f ,
x ∈ P (f), právě když existuje n ∈ N takové, že fn(x) = x, je-li nav́ıc
fk(x) 6= x pro všechna k ∈ {1, . . . , n}, pak ř́ıkáme, že n je periodou
bodu x,

• množina R(f) označuje množinu rekurzivńıch bod̊u X zobrazeńı f , x ∈
R(f) právě když pro každou U ⊂ X otevřenou obsahuj́ıćı x, existuje
n ∈ N tak, že fn(x) ∈ U ,

• množina EP (f) označuje množinu konečně periodických bod̊u X zob-
razeńı f , x ∈ F (f) právě když existuje n ∈ N a existuje m ∈ {0} ∪ N
tak, že fm(x) je periodický bod s periodou n,

• Ω(f) množina magnetických bod̊u, x ∈ Ω(f) právě když pro libovolné
otevřené okoĺı U ⊂ X obsahuj́ıćı x existuje y ∈ U a n ∈ N tak, že
fn(y) ∈ U ,

• orbita bodu x označuje množinu orb (f, x) := {fn(x) : n ∈ N},

• historíı bodu x označujeme množinu hist (f, x) = {y : x = fn(y) pro
nějaké n ∈ N}.

Poznámka 1.1.4. Necht’ x ∈ X je konečně periodickým bodem prostoru
X při zobrazeńı f , orbita orb (x, f) je konečná právě tehdy, když existuje
prvek z orb (x, f), který je periodický.

Fakt 1.1.5. Necht’ X je metrický prostor a f je spojité zobrazeńı, pak plat́ı:

F (f) ⊂ P (f) ⊂ R(f) ⊂ Ω(f) ⊂ X, (1.1)

P (f) ⊂ EP (f); f(P (f)) ⊂ P (f); f(Ω(f)) ⊂ Ω(f), (1.2)

Ω(f) je uzavřený. (1.3)

D̊ukaz. :

1.1: Plyne okamžitě z Definice 1.1.3 jednotlivých množin. Tak např́ıklad
F (f) ⊂ P (f) z toho, že kažký pevný bod je periodický s periodou
jedna. Inkluze R(f) ⊂ Ω(f) plyne z toho, že pro libovolné x ∈ R(f)
existuje otevřené okoĺı U ⊂ X takové, že existuje n ∈ N tak, že fn(x) ∈
U , a tedy za hledané y v definici množiny Ω(f) lze volit x,
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1.2: inkluze P (f) ⊂ EP (f) je zřejmá z definic obou množin. Inkluze f (P (f))
⊂ P (f) plat́ı, nebot’ pro libovolný bod x ∈ P (f) můžeme zkoumat
f(x). Protože x je periodickým bodem, tak existuje n ∈ N takové, že
fn(x) = x. Tedy fn(x) = fn−1 ◦ f(x) = x a to znamená, že i pro bod
f(x) existuje (n− 1) ∈ N tak, že fn−1 ◦ f(x) = x a tedy f(x) ∈ P (f).
To projde pro n > 1, pokud n = 1, pak jde o pevný bod.
f (Ω(f)) ⊂ Ω(f) plyne obdobně jako předchoźı inkluze, ovšem pro
úplnost ji dokážeme. Pro x ∈ Ω(f) a okoĺı U ∈ X bodu x existuje
y ∈ U a m ∈ N takové, že fm(y) ∈ U . Ale potom i fm−1 (f(y)) ∈ U
a tedy i pro bod f(x) existuje ỹ := f(y) a (m − 1) ∈ N tak, že
fm−1(ỹ) ∈ U .

1.3: Necht’ {xn} ⊂ Ω(f) je posloupnost konveguj́ıćı k x ∈ X. Chceme, aby
platilo x ∈ Ω(f). Pro každé xn a každé otevřené okoĺı Un ⊂ X bodu
xn existuj́ı yn ∈ Un a mn ∈ N takové, že fmn(yn) ∈ Un. Definujeme
U := ∪∞

j=0Uj. Jistě je otevřené a U ⊂ X, a také x ∈ U . Neb xn → x,
tedy ∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n > n0 : |xn − x| < ε a pro všechna n ∈ N
plat́ı xn ∈ Un (otevřené okoĺı), tj. ∀w ∈ X : |w − xn| < ε ⇒ w ∈ Un.
Dále si definujeme y := limn→∞ a existuje m ∈ N tak, aby fm(y) ∈ U .
To můžeme, nebot’ yn ∈ Un takové, že fmn(yn) ∈ Un a f je spojité
zobrazeńı, tedy i fk je spojitá pro všechna k ∈ N. A pokud ε > 0, pak
pro |y − w| < δ : |f(y) − f(w)| < ε⇒ |fk(y) − fk(w)| < ε. A tedy yn

konverguje k y.

A

Definice 1.1.6. O prostoru X ř́ıkáme, že má:

• periodicko-rekurentńı vlastnost, jestliže pro všechna f : X → X spojitá
zobrazeńı plat́ı rovnost P (f) = R(f). A ṕı̌seme, že prostor X má PR-
vlastnost,

• magneticko-periodickou vlastnost, pokud pro každé spojité zobrazeńı
f : X → X plat́ı Ω(f) = P (f). Označujeme X má ΩP -vlastnost1.

• magneticko-konečně periodickou vlastnost, jestliže pro každé spojité

zobrazeńı plat́ı inkluze Ω(f) ⊂ EP (f)
X

. Ṕı̌seme, že prostor X má
ΩEP vlastnost.

1Tato vlastnost se dá ekvivalentně definovat, jestliže je splněna inkluze Ω(f) ⊂ P (f),
nebot’ opačná inkuze je platná vždy za daných předpoklad̊u z Faktu 1.1.5 z inkluźı 1.1.
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Definice 1.1.7. :

• oblouk je prostor, který je homeomorfńı s uzavřeným intervalem [0, 1],

• kontinuum je kompatkńı souvislý (metrický) prostor,

• graf je kontinuum, které můžeme napsat jako sjednoceńı konečně mno-
ha oblouk̊u, které jsou po dvou disjuktńı nebo se dotýkaj́ı v jednom či
obou krajńıch bodech,

• strom je graf, který neobsahuje žádnou uzavřenou křivku,

• dendrit je lokálně souvislé a obloukově (lineárně) souvislé kontinuum
D, pro které plat́ı: jsou-li A, B ⊂ D souvislé takové, že A ∪ B = D,
potom A ∩B je souvislé.

Definice 1.1.8. Necht’ X je kontinuum a w ∈ X a necht’ n je kardinálńı
č́ıslo. Potom řádem bodu w v kontinuu X, který označujeme ord (w,X),
rozumı́me:

• ord (w,X) ≤ n, pokud pro všechna ε > 0 existuje otevřené okoĺı U
bodu w tak, že diam U ≤ ε a card (∂U) ≤ n,

• ord (w,X) = n, pokud ord (w,X) ≤ n a pro všechna m < n neplat́ı
ord (w,X) ≤ m,

• ord (w,X) = ω, pokud pro bod w existuje jeho libovolně malé otevřené
okoĺı U s konečnou hranićı a card (∂U) neńı ohraničeno žádným n ∈ N.

Tedy pro kontinuum X je ord (w,X) ∈ {1, 2, 3, . . . , n, . . . , ω,ℵ0, 2
ℵ0}.

Definice 1.1.9. Necht’ X je kontinuum, bod w ∈ X nazýváme

• koncovým bodem, pokud ord (w,X) = 1, množinu koncových bod̊u
označ́ıme E(X),

• bodem větveńı, jestliže ord (w,X) ≥ 3, množinu bod̊u větveńı označ́ıme
B(X).

1.2 Př́ıklady motivované magnetickými body

Uvedeme 4 př́ıklady, na kterých budeme demonstrovat výše popsané vlat-
nosti. Prvńı a druhý ukazuj́ı problematiku konstrukce magnetických bod̊u.
Třet́ı je věj́ı̌r s volitelným počtem magnetických a periodických bod̊u. Čtvrtý
je dendroid bez ΩEP vlastnosti.
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Obrázek 1.1: Dendrit W

Dentrit W poprvé

Definice 1.2.1. 2 Necht’X je prostor, pak definujme dendritW jako množinu
bod̊u

W := ([0, 1] × {0}) ∪

(
⋃
{

{
1

n
} × [0,

1

n
] : n ∈ N

})

Na tomto dendritu si nyńı definujeme spojité zobrazeńı f tak, že úsečka
(

1
n
, 0
) (

1
n
, 1

n

)
se zobraźı spojitě lineárně na úsečku

(
1

n+1
, 0
) (

1
n+1

, 1
n+1

)
, úseč-

ce
(

1
n−1

, 0
) (

1
n
, 0
)

přǐrad́ı úsečku
(

1
n
, 0
) (

1
n+1

, 0
)
. A dále bod (0, 0) se zob-

raźı sám na sebe. Zobrazeńı je jistě spojité. Do množinu EP (f) patř́ı tedy
pouze bod (0, 0). Je to zřejmé, nebot’ všechny ostatńı body se postupným
skládáńım zobrazeńı f posouvaj́ı k bodu (0, 0).

Vid́ıme, že bod (0, 0) je magnetický i periodický. P (f) = Ω(f). Mag-
netická vlastnost bodu (0, 0) byla zajǐstěna již prvńım zobrazeńım libo-
volného bĺızkého bodu. Nyńı zkuśıme magnetickou vlastnost zajistit kom-
plikovaněǰśım zp̊usobem.

Dentrit W podruhé

Zadefinujeme zobrazeńı f : W → W pomoćı následuj́ıćıch vztah̊u:

2Tento dendrit je vyobrazený na Obrázku 1.1.
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Obrázek 1.2: Zobrazeńı f na dendritu W

f

((
1

n
,

1

4n

)(
1

n
,

1

n

))

=

(
1

n+ 1
,

1

4(n+ 1)

)(
1

n+ 1
,

1

n+ 1

)

a

f

((
1

n
, 0

)(
1

n
,

1

4n

))

=

(
1

n− 1
, 0

)(
1

n− 1
,

1

2(n− 1)

)

.

Pokud bychom s takovým zobrazeńım zkoumali magnetickou vlastnost
bodu (0, 0), můžeme použ́ıt body z horńı části svislých úseček, ty se k (0, 0)
přibližuj́ı d́ıky prvńı vlastnosti f . Pokud bychom chtěli, můžeme magnetic-
kou vlastnost (0, 0) ověřit i s body v dolńı části svislých úseček. S takovými
body se však budeme nějakou dobu vzdalovat d́ıky druhé vlastnosti f , až se
dostanou do horńı části svislých úseček a začnou se přibližovat. Viz Obrázek
1.2.

V bodech
(

1
n
, 1

4n

)
nejde hledané zobrazeńı spojitě dodefinovat a tak tento

pokus opust́ıme. Mimoto by byl počátek nutně pevným bodem.
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Poznamenejme, že naznačený mechanismus vzdalováńı a přibližováńı je
pro konstrukci prostoru bez ΩEP vlastnosti d̊uležitý. Samozřejmě muśıme
počátek někam přemı́stit (i s okoĺım) a pak se s některými bĺızkými body
vracet na (skoro!) p̊uvodńı mı́sto.

(1/n)*e(i*t)

[0,0] [1,0][−0.5,0]

Obrázek 1.3: Dendrit F

Dentrit Fω

Definice 1.2.2. 3 Necht’X je protor, pak definujme dendrit Fω jako množinu
bod̊u

Fω =

{

reit : n = 1, 2, . . . ; t =
2π

n
, 0 ≤ r ≤ n

}

Věta 1.2.3. Necht’ X je prostor a Fω je výše definovaný dendrit. Pak existuj́ı
zobrazeńı fm, n : Fω → Fω taková, že card (Ω(fm, n)) = m a card (P (fm, n))
= n.

D̊ukaz. Důkaz provedeme konstrukćı tohoto zobrazeńı a to pouze pro m = 3
a n = 2. Pro ostatńı m, n se to udělá podobně4. Zkonstruujeme zobrazeńı f
tak, že bude mı́t Ω(f) = {(0, 0), (1

2
, 0)} a P (f) = {(0, 0)}. Pro tento učel si

3Tento dendrit je vyobrazený na Obrázku 1.3.
4Důkaz pro jiná m a n je popsán v [1, na str. 33].
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označime tyto množiny komplexńıch čisel pro n ∈ N \ {1}:

In =
{

re
2π
n : 0 ≤ r ≤ 1

n

}

⊂ Fω,

Jn =
{
(x, 0) : 1

2
+ 1

2n
≤ x ≤ 1

2
+ 1

2n−2

}
⊂ Fω,

J =
{
(x, 0) : 1

2
< x ≤ 1

}
=
⋃

∞

n=2 Jn.

Dále definujeme zobrazeńı f takto:

• f
(
{(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1

2
nebo x = 1

2
+ 1

2n
, n ∈ N \ {1}}

)
= {(0, 0)},

• f(In) = In−1 pro n > 2; f(I2) = {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1
2
},

• f(Jn) = In , pro n ≥ 2.

Indukćı lze ukázat platnost fn(In) = {(0, 0)} pro všechna n ≥ 2, nebot’

každé In je větev věj́ı̌re Fω a ty se postupným zobrazovańım při zobrazeńı f
posouvaj́ı o jednu větev5 doleva. A po (n− 2)-tém složeńı zobrazeńı f se In
zobraźı na I2. A množina f 2(I2) = (0, 0), jak je vidět z definice zobrazeńı.
A tedy Ω(f) ∩ In = {(0, 0)}, pro n ≥ 2.

Také je okamžitě z definice zobrazeńı vidět, že Ω(f) ∩ {(x, 0) : 0 < x ≤
1
2
} = {(1

2
, 0)}. Z toho dostáváme, že fm(J) ∩ J = ∅ pro všechna m > 2,

tud́ıž Ω(f) ∩ Jn = ∅. Potom Ω(f) = {(0, 0), (1
2
, 0)} a P (f) = {(0, 0)}.

Existuje spojité zobrazeńı g : [0, 1]2 → [0, 1]2 takové, že Ω(g) = P (g) =
{(0, 1)}. Např́ıklad takové, které množinu {(x, 0) : 0 ≤ x ≤ 1} zobrazuje na
množinu {eit + 1 : π

2
≤ t ≤ π} a naopak a ostatńı body roviny na nulu.

A označ́ıme sjednoceńı6 zobrazeńı f3,2 = f ∪ g : Fω ∪ [0, 1]×{0} → Fω ∪
[0, 1]×{0}. Toto zobrazeńı jistě splňuje card (Ω(f3, 2)) = 3 a card (P (f3, 2)) =
2. A

Gehman̊uv dendroid

Na tomto dendroidu existuje zobrazeni f , pro které plat́ı Ω(f) * EP (f).

Definice 1.2.4. 7 Gehman̊uv dendroid G je nekonečný binárńı strom s
kořenem v bodě p a plat́ı ord (p, G) = 2, jehož množina konečných bod̊u
je homeomorfńı s Cantorovým diskontinuem C. Pro každý bod větveńı w ∈
B(G) plat́ı, že ord (w, G) = 3.

5Větv́ı mysĺım hranu v grafu množiny Fω, která je znázorněna na Obrázku 1.3
6Sjednoceńım mysĺıme to, že body z Fω zobrazuji pomoćı zobrazeńı f a body z množiny

[0, 1] × {0} zobrazuji pomoćı g.
7Je vyobrazený na Obrázku 1.4.
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Obrázek 1.4: Gehman̊uv dendroid G

Poznámka 1.2.5. Nyńı poṕı̌seme pouze náznak konstrukce homeomor-
fismu8 g : G → G, který Ω(f) * EP (f). Proto nejprve homeomorfismus
h : C → C takový, že Ω(h) = C a P (h) = ∅. Pro n ∈ N:

• hn : {0, 1}n → {0, 1}n,

• hn(a1, a2, a3, . . . , an) = (b1, b2, b3, . . . , bn), kde

• b1 = a1 + 1(mod 2) pro 2 ≤ i ≤ n,

• bi = ai + 1(mod 2) pro ai−1 = 1 a bi−1 = 0,

• bi = ai jinak.

Potom definujeme h(a1, a2, a3, . . . ) = (b1, b2, b3, . . . ), kde (b1, b2, b3, . . . ,
bn) = hn(a1, a2, a3, . . . , an) pro všechna n ∈ N a h nazýváme binárńım
př́ıdavným zobrazeńım. Lze ukázat, že pro každé x ∈ C je orb (x, h) je hustá
v C. A z toho plyne, že Ω(h) = C a P (h) = ∅.

Necht’ g je rozšǐreńı zobrazeńı h takové, že plat́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. g má pouze jeden pevný bod a to bod p = P (g),

2. g−1(p) = {p},

8Vı́ce je napsáno v [5, str. 44].
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3. g|C = h,

4. pro všechna x ∈ G \ (C ∪ {p}) je dist (p, x) > dist (p, g(x)).

Pro takto definovaný homeomorfismus plat́ı EP (g) = {p} a Ω(g) = C∪{p}.

1.3 Několik fakt̊u a tvrzeńı uvedených bez

d̊ukaz̊u

V této časti uvedeme některé věty, za jakých podmı́nek je kontinuum den-
dritem, nebo kdy je dendrit stromem a obdobné výsledky. A nebo za jakých
podmı́nek maj́ı dané množiny jisté vlastnosti9. Všechny tyto věty a tvrzeńı
uvedeme bez d̊ukaz̊u.

Věta 1.3.1. 10 Kontinuum X je dendritem právě tehdy, když každé podkon-
tinuum X je monotonńı retrakćı X.

Věta 1.3.2. 11 Dendrit X je stromem právě tehdy, když X neńı spojitou
kopíı ani Fω ani W .

Věta 1.3.3. 12 Dendrit X je stromem právě tehdy, když X má konečnou
množinu B(X) pro všechny body s konečným ord .

Věta 1.3.4. 13 Necht’ X je strom a f : X → X je zobrazeńı. Jestlǐze Ω(f)
je konečná, potom Ω(f) = P (f).

Lemma 1.3.5. 14 Necht’ X, Y jsou prostory a Y je uzavřený podprostor X.
Necht’ g : Y → Y je zobrazeńı. Pokud r : X → Y je retrakce a f := g ◦ r :
X → Y potom plat́ı:

• fn = gn ◦ r,

• P (f) = P (g),

• R(f) = R(g),

9Např. PR vlastnost či ΩEP vlastnost.
10Viz [3, Věta 1 , str. 157].
11Viz [2, Věta 4 , str. 224].
12Viz [5, Sekce 4 , str. 44].
13Viz [5, Věta 1.1, str. 36].
14Viz [6, Lemma 2.9, str. 5].
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• Y ∩ EP (f) = EP (g),

• Ω(f) = Ω(g).

Důsledky Lemmatu 1.3.5 je několik tvrzeńı o podmı́nkách, kdy má den-
drit nějakou množinovou vlastnost a jak je charakterizován strom.

Tvrzeńı 1.3.6. : 15

1. Graf je stromem právě tehdy, když má PR vlastnost.

2. Dendrit X má PR vlastnost právě tehdy, když X neńı spojitou kopíı
Gehmanova dendritu G.

3. Dendroid X s konečně mnoha body větveńı je topologickou kopíı den-
dritu Fω právě tehdy, když pro každou dvojici přirozených č́ısel k, l, kde
k < l, existuje spojité zobrazeńı fk,l : X → X tak, že k = card (P (fk,l))
a l = card (Ω(fk,l))

16.

15Viz [6, Tvrzeńı 2.11 a 2.13, str. 5].
16Toto tvrzeńı jsme již popisovali výše ve Větě 1.2.3.
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Kapitola 2

ΩP vlastnost u dendrit̊u s

nekonečnou B(X) a dendrity s

ΩEP vlastnost́ı

Hlavńım ćılem této kapitoly je popsat dva přiklady dendrit̊u a spojitého
zobrazeńı na dendritu, které nemá ΩEP vlastnost,tj. Ω(f) * EP (f). Tyto
př́ıklady budeme ilustrovat i názornými obrázky. Prvńım přikladem bude
dendrit 1 a zobrazeńı na něm je definováno tak, aby dva body se zobrazo-
vali mezi sebou. A ostatńı body se postupným skládáńım tohoto zobrazeńı
dostávaj́ı bĺıže a bĺıže do jejich okoĺı, a pak se u několika bodu toto poruš́ı
a definuje jinak, ale to probereme až ńıže.

Druhým př́ıkladem bude tzv. null-comb. Tento dendrit se částečně po-
dobá dendritu W , avšak je o něco komplikovaněǰśı. Lze na něm definovat
spojité zobrazeńı, které mı́sto oscilace dvou bod̊u využ́ıvá zobrazeńı ve dvou
směrech na usečky postupně se zmenšuj́ıćı jako tomu bylo u dendritu 1.2.1.

Předně poznamenáme několik pozorováńı, které se zabývaj́ı ΩEP vlast-
nost́ı. Kdy se tato vlastnost děd́ı na podprostory či kdy graf nebo kontinuum
má nebo nemá tuto vlastnost.

1Viz [4].
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2.1 Několik pozorovańı o ΩEP vlastnosti

ΩEP vlastnost jsme definovali v Definici 1.1.6. Velmi jednoduchým př́ıkla-
dem, který má ΩEP vlastnost, je uzavřený interval 2. Naopak lehkým př́ıkla-
kem, která nemá ΩEP vlastnost, je zobrazeńı na jednotkové kružnici v
komplexńı rovině, a to jakákoliv iracionálńı rotace3 r. Je jednoduché se
přesvědčit, že nezobrazuje body na stejné po žádném konečném složeńı. A
tedy množina EP (r) je prázdná, naopak množina Ω(r) je celá jednotková
kružnice.

Poznámka 2.1.1. 4 Necht’ prostor X má ΩEP vlastnost a Y ⊂ X je retrakt
prostoru X, potom i podprostor Y má ΩEP vlastnost. To znamená, že ΩEP
vlastnost je uzavřena v̊uči retrakćım.

D̊ukaz. Necht’ g : Y → Y spojité zobrazeńı, která nemá ΩEP vlastnost, a
necht’ r : X → Y je retrakce. Pak definujeme spojité zobrazeńı f : X → Y
jako f = g◦r. Dále podle Lemmatu 1.3.5 pro n ∈ N plat́ı rovnost fn = gn◦r.
Necht’ y ∈ Y je takový, že y ∈ Ω(g) \ EP (g). Pak ale podle Lemmatu 1.3.5
plat́ı y ∈ Ω(f) \ EP (f). To ale znamená, že Ω(f) * EP (f). A tedy pokud
netrakce nemá ΩEP vlastnost, pak j́ı nemá ani rozš́ı̌rené zobrazeńı. A

Poznámka 2.1.2. Graf je stromem právě tehdy, když má ΩEP vlastnost.

D̊ukaz. Důkaz implikace ’⇒’ je popsán v [5, Věta 1.2.36]. Druhá implikace
se oṕırá o poznatek, že každý strom neosahuj́ıćı kružnici má ΩEP vlastnost.
Pak je již d̊ukaz jednoduchý. Necht’ prostor X má ΩEP vlastnost. Pak ne-
obsahuje kružnici, nebot’ pokud je Y uzavřená kružnice v X a Y je i grafem,
protože vlastnost grafu je uzavřená v̊uči retrakćım. Necht’ r : X → Y je re-
trakce, g : Y → Y spojité zobrazeńı takové, že Ω(g) * EP (g). Potom, podle
Lemmatu 1.3.5, ani f = g ◦ r nemá ΩEP vlastnost. A tedy X neobsahuje
kružnice a má ΩEP vlastnost a tedy je stromem. A

Poznámka 2.1.3. 5 Necht’ kontinuum X je spojitá kopie dentritu G6, pak
nemá ΩEP vlastnost.

2Viz [2, Věta C].
3Iracionálńı rotace pro nás znamená, že bodu přǐrad́ı bod pootočený o úhel rovný

iracionálńımu násobku π.
4Viz [6, Tvrzeńı 5.1, str. 13].
5Viz [6, Pozorovańı 5.3].
6Viz Definice 1.2.4.
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2.2 Motor

V [4] je uvedena konstrukce prostoru bez ΩEP vlastnosti. Idea spoč́ıvá v
zaj́ımavém zobrazeńı prostoru [0, 1] na sebe. Toto zobrazeńı si nyńı poṕı̌seme.
Vyjdeme ze zobrazeńı ϕ, které zmodifikujeme později na zobrazeńı ψ.

Základńı zobrazeńı ϕ

Předně si označ́ıme několik bod̊u a = (0, 1
3
), b = ( 1

16
, 1

3
), c = (1

8
, 1), d =

(1
4
, 3

4
), e = (1

2
, 1

2
), f = (2

3
, 2

7
), g = (3

4
, 1

4
), h = (13

16
, 1

8
), i = (1, 0). Těmito

prolož́ıme po částech lineárńı lomenou čáru, která je grafem zobrazeńı ϕ :
[0, 1] → [0, 1]. Tedy definujeme zobrazeńı ϕ tak, že jeho grafem je lineárńı
lomená čára abcdefghi. Vše je vyobrazeno na Obrázku 2.1.

a
b

c

d

e

f
g

h

i

f

Obrázek 2.1: Zobrazeńı ϕ

Hranici čtverce C, jehož vrcholy jsou v bodech (1
4
, 1

4
), (3

4
, 1

4
), (3

4
, 3

4
) a

(1
4
, 3

4
), označ́ıme L. Body 1/4 a 3/4 jsou periodické body. Označ́ıme P =

{1/4, 3/4}. Daľśım speciálńım bodem je bod 1/2, který je pevným bobem
ϕ.

Tvrzeńı 2.2.1. Necht’ q ∈ [1
4
, 3

4
], pak ϕ(q) ∈ [1

4
, 3

4
] a nav́ıc bod ϕ(q) je bĺı̌ze

k množině P než bod q.
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D̊ukaz. Zobrazeńı na tomto intervalu lze vyjádřit pomoćı vztah̊u

ϕ(x) = −x+ 1, pro x ∈ [
1

4
,

1

2
], (2.1)

ϕ(x) = −
9

7
x+

8

7
, pro x ∈ [

1

2
,

2

3
], (2.2)

ϕ(x) = −
3

7
x+

4

7
, pro x ∈ [

2

3
,

3

4
]. (2.3)

Bod z intervalu w ∈ [1
4
, 1

2
] dosad́ıme do vztahu 2.1, dostaneme bod 1 − w.

A tento bod lež́ı v intervalu [1
2
, 3

4
]. Tedy nám stač́ı zkoumat co se děje s body

v tomto intervalu.
Bod z intervalu w ∈ [1

2
, 2

3
] dosad́ıme do vztahu 2.2 a dostaneme bod 8−9w

7
.

Nejmenš́ı bodem po dosazeńı hodnoty za w, je pro w = 2
3
. A dostaneme bod

2
7
, což je větš́ı než 1

4
. Naopak největš́ı hodnotu 1

2
nabývá v bodě w = 1

2
.

Body z intervalu [1
2
, 2

3
] se zobraźı do [2

7
, 1

2
].

Naprosto stejně bychom ze vztahu 2.3 dostali, že body z intervalu [2
3
, 3

4
]

se zobraźı do [1
4
, 2

7
].

K d̊ukazu tvrzeńı nav́ıc nám stač́ı složit dvakrát zobrazeńı ϕ podle vztah̊u
definovaných výše. Tedy pro bod q ∈ [1

3
, 1

2
] ze vtahu 2.1 a 2.2 plat́ı

ϕ2(q) = ϕ(1 − q) =
9q − 1

7

Dále rozd́ıl bod̊u q − 9q−1
7

je menš́ı než nula pro q ∈ [1
3
, 1

2
]. A tedy bod 9q−1

7

je bĺıže k množině P . Podobně tento výsledek vyjde i pro interval q ∈ [1
4
, 1

3
].

Pro bod q ∈ [1
2
, 2

3
] ze vtahu 2.2 a 2.1 plat́ı

ϕ2(q) = ϕ(
9q − 1

7
) = 1 −

9q − 1

7
.

Dále rozd́ıl bod̊u q −
(
1 − 9q−1

7

)
je větš́ı než nula pro q ∈ [1

2
, 2

3
]. A tedy bod

1 − 9q−1
7

je bĺıže k množině P . Pobodně tento výsledek vyjde i pro interval
q ∈ [2

3
, 3

4
].

Ale to znamená, že se body v intervalu [1
4
, 3

4
] se nezobraźı ven z něj

a budou se pouze přibližovat k množině P . A

Tedy při postupném zobrazováńı pomoćı zobrazeńı ϕ (postupujeme po-
dobně jako při hledáńı pevného bodu a znázorňujeme lomenou čáru procháze-
j́ıćı postupně body (q, ϕ(q)), (ϕ(q), ϕ2(q)), (ϕ2(q), ϕ3(q), . . .) vid́ıme ”hrana-
tou spirálu” zevnitř aproximuj́ıćı hranici L.
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Tento geometrický př́ıstup budeme použ́ıvat i v daľśım textu a př́ıslušnou
hranatou trajektorii budeme nazývat čára života.

Pokud tedy čára života prot́ıná vnitřek čtverce, čeká ji aproximováńı
L zevnitř. Čáry života procházej́ıćı mimo C v bĺızkosti L se naopak od L
vzdaluj́ı. To zařizuj́ı sklony úseček cd a gh. Důkaz by prob́ıhal podobně, jako
předešlý.

Rozvinuté zobrazeńı ϕ, neboli ψ

y

Xn X0

X0y( )xn

Obrázek 2.2: Rozšǐrené zobrazeńı ψ

Budeme modifikovat zobrazeńı ϕ na zobrazeńı ψ. Pro tuto úlohu si za-
fixujeme rostoućı prostou posloupnost bod̊u x0 = ϕ(0) > x1 > x2 > · · · >
xn > . . . a limn→∞ xn = ϕ3(0). Dále si označ́ıme body

On =
(
ϕ2n−2(xn−1), ϕ

2n−1(xn−1)
)
,

Kn =
(
ϕ2n−2(xn), ϕ−2n+1(0)

)
,

Mn =
(
ϕ2n−2(xn+1), ϕ

2n−1(xn+1)
)
.
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Při prvńı modifikaci zaměńıme úsečku spojuj́ıćı body O1 a M1 za úsečky
O1K1 a K1M1 tedy vytvoř́ıme hrot a vrchol tohoto hrotu ϕ−1(0) je v hist (ϕ,
0). Tedy t́ım jsme dostali bod x1 do hist (ϕ, 0) a to d́ıky druhé složce bodu
K1, tedy orbita bodu x1 je množina {x1, ψ(x1) = 1 = ϕ−1(0), ϕ(0), ϕ2(0),
. . . }. A takto upravený, s vytvořeným hrotem, upravený graf zobrazeńı ϕ
použijeme jako graf zobrazeńı ψ.

Při daľśıch modifikaćıch budeme cht́ıt dostat body xn do hist (ϕ, 0).
A proto vytvoř́ım podobné hroty v jejich okoĺı a definujeme je jako zobrazeńı
ψ. Tedy úšečku OnMn v grafu ϕ nahrad́ıme úsečkami OnKn∪KnMn. Potom
orb (ψ, xn) = {xn, ϕ

1(xn), ϕ2(xn), . . . , ϕ2n−2(xn), ϕ−2n+1(0), ϕ−2n+2(0),
. . . , ϕ−2(xn), ϕ−1(xn), 0, ϕ(0), ϕ2(0), ϕ3(0), . . . }. Tato modifikace je

naznačena na Obrázku 2.2. T́ım se nám body xn dostanou do orbity bodu 0.
A po konečném počtu krok̊u se vrát́ı zpět do bod̊u ϕ(0) a ϕ3(0). To znamená,
že lež́ı v množině Ω(ψ) a protože se nikdy nezobraźı zpět do bod̊u xn nelež́ı
v množině EP (ψ). To je zajistěno t́ım, že po zobrazeńı na bod ϕ3(0) se tento
bod daľśım skládáńım zobrazeńı ψ už bude pouze pohybovat uvnitř čtverce
ohraničeného hranićı L a přitom se bude přibližovat k hranici. Které ovšem
v konečném čase nedosáhne.

Všimněme si toho, že bod 1/4 má ve svém pravém okoĺı body, které
se k němu svoj́ı čárou života přibližuj́ı podobně jako čára života bodu ψ(0),
která procháźı bodem ψ3(0), ψ5(0), . . . . Ale jsou tam i body, které svoj́ı čárou
života vyskoč́ı ze čtverce P , vzdaluj́ı se od něj a po tomto čase odloučeńı opět
skonč́ı v čáře života ψ(0). Situace zde modeluje ve vylepšené verzi motivačńı
př́ıklad (viz Obrázek 1.2), kde se k jistému bodu bĺıž́ıme po předchoźım
vzdalováńı.

Tuto zobrazeńı ψ je použito ke konstrukci prostor̊u, které nemaj́ı ΩEP
vlastnost v [4]. Podobné ”bĺıžeńı po vzdalováńı” je použito u následuj́ıćıho
př́ıkladu.

2.3 Null-comb

Tento př́ıklad je popsán v [6, Př́ıklad 5,7]. Je to daľśı př́ıklad dentritu a zob-
razeńı, která nemá ΩEP vlastnost. Tento dendrit se skládá z dvojic stejně
velkých úseček, které maj́ı mezi sebou malou vzdálenost. Každá tato dvojice
je postupně menš́ı a menš́ı. Velikost těchto dvojic klesá podle vzdálenosti od
bodu (2, 0). Je zobrazen na Obrázku 2.3. A na tomto dendritu předvedeme
zobrazeńı, které bude zobrazovat jednu úsečku z dvojice jedńım směrem
a druhou druhým. K tomu použijeme značeńı, které bylo zavedeno v [6].
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L1 M1

Ln Mn

a(n,0) b
(n,0)

(2,0)(0,0) a c
(1,0)

=
0

c1

cn

Obrázek 2.3: Dendrit W , neboli null-comb

Definujeme si množiny Ln, Mn a W takto:

Ln = {2 −
2

2n
} × [0

1

2n−1
], pro n ∈ N, (2.4)

Mn = {2 −
2

2n+ 1
} × [0

1

2n−1
], pro n ∈ N, (2.5)

W = ([0, 2] × {0}) ∪

(
⋃

n∈N

{Ln ∪Mn}

)

. (2.6)

A pro tento dendrit W , který je vykreslen na Obrázku 2.3, nyńı poṕı̌seme
kontrukci spojitého zobrazeńı bez ΩEP vlastnosti. Přesněji najdeme f :

W → W tak, že Ω(f) * EP (f)
W

. K tomuto účelu necht’ plat́ı označeńı pro
n ∈ N a pro j ∈ {0, 4, 6, 7, 8}:

• bod a(n,j) =
(
2 − 2

2n
, j

8
1

2n−1

)
,

• bod b(n,j) =
(
2 − 2

2n+1
, j

8
1

2n−1

)
,

• bod cn =
(

1
n+2

, 0
)
.

Dodefinujeme pak a(0,0) = c1, c0 = a(1,0) a Y = [0, 2] × {0}.
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Značeńı 2.3.1. Necht’ xz, qw ∈ W , pak xz
f

7−→ qw pro nás bude značit,
že obraz usečky xz při zobrazeńı f je usečka qw. A to tak, že f(x) = q
a f(z) = w.

Ted’ budeme definovat zobrazeńı f , která bude zobrazovat null-comb sám
na sebe. Skládáńım tohoto zobrazeńı źıskáme body z množin EP (f) (zde
jde o body z množiny F (f)) a z množiny bod̊u Ω(f).

Jak vypadá množina EP (f) zjist́ıme přesně, ale o množině Ω(f) toho
moc nezjist́ıme, to nám ale nezabráńı rozhodnout zde-li zobrazeńı f má či
nemá ΩEP vlastnost.

Definice 2.3.2. Definujeme spojité zobrazeńı f : W → W pomoćı následuj́ı-
ćıch vztah̊u pro n ∈ N:

1. a(n, 7)a(n, 8)
f

7−→ a(n+1, 6)a(n+1, 8),

2. a(n, 6)a(n, 7)
f

7−→ b(n, 4)a(n+1, 6),

3. a(n, 4)a(n, 6)
f

7−→ b(n, 0)b(n, 4),

4. a(n, 0)a(n, 4)
f

7−→ a(n−1, 0)b(n, 0),

5. b(n, 4)b(n, 8)
f

7−→ b(n−1, 6)b(n−1, 8), pro n ≥ 2,

6. b(n, 0)b(n, 4)
f

7−→ b(n−1, 0)b(n−1, 6), pro n ≥ 2,

7. b(1, 0)b(1, 8)
f

7−→ a(1, 0)a(1, 8),

8. a(n, 0)b(n, 0)
f

7−→ a(n−1, 0)b(n−1, 0), pro n ≥ 2,

9. b(n, 0)a(n+1, 0)
f

7−→ b(n−1, 0)a(n, 0), pro n ≥ 2,

10. a(1, 0)b(1, 0)
f

7−→ a(0, 0)a(1, 0) = c1c0,

11. b(1, 0)a(2, 0)
f

7−→ {a(1, 0)},

12. cncn−1
f

7−→ cn+1cn,

13. f((0, 0)) = (0, 0),

14. f((2, 0)) = (2, 0).
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n+1

n-1
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a
(n,0) b(n,0)
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Obrázek 2.4: Definice zobrazeńı f - 1, 2

n

n+1

n-1

3

4

a
(n,0) b(n,0)

a
(n-1,0)

Obrázek 2.5: Definice zobrazeńı f - 3, 4
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n-1

n

n+1

5

6

a
(n,0) b(n,0)

Obrázek 2.6: Definice zobrazeńı f - 5, 6

Definice 2.3.2 zobrazeńı f je znázorněna na obrázćıch 2.4 - 2.10. Nyńı
ji přibĺıž́ıme, abychom pochopili, na které body se máme zaměřit při snaze
o pochopeńı př́ıkladu.

Na Obrázćıch 2.4 a 2.5 je vidět jak se množina Ln, tedy jinak úsečka
a(n, 0)a(n, 8) zobrazuje pomoćı f . Všimnout si je zapotřeb́ı, že úsečka a(n,7)a(n,8)

se zobrazuje na úsečku a(n+1,6)a(n+1,8) a poté úsečku a(n, 6)a(n, 7) zobraźıme

na úsečku b(n, 4)a(n+1, 6), č́ımž budeme zkráceně označovat sjednoceńı úseček

a(n+1,6)a(n+1,0) ∪ a(n+1,0)b(n,0) ∪ b(n,0)a(n,4). Toto sjednoceńı je na Obrázku 2.4
vyznačeno modrou lomenou čarou při zobrazeńı 2). Dále pak na Obrázku

2.6 je potřeba si všimnout, že plat́ı toto zobrazeńı useček b(n, 4)b(n, 8)
f

7−→
b(n−1, 6)b(n−1, 8).

Co vše toto znamená nejprve nematematicky objasńıme. Horńı část L1

se postupně zobrazuje na horńı část L2 a pak dále doprava. Když klesne
dostatečně ńızko, je částečmě přenesena na Mk pro jisté k přirozené. Pak
nastane postupný přenos doleva naMk−1 a pak dál až se dostane skoro na své
p̊uvodńı mı́sto. T́ım se zaručena magnetická vlastnost. Budeme postupně
dokazovat vlastnosti W a f .
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Tvrzeńı 2.3.3. Pro každé n ≥ 3 přirozené plat́ı:

(

1, 1 −
1

2n

)

a(1, 8)
fn−2

7−→

(

2 −
2

2(n− 1)
,

1

2n−2
−

1

2n

)

a(n−1, 8)

D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı podle n. Po dosazeńı za n = 3 dokazu-
jeme tvrzeńı:

(

1, 1 −
1

8

)

a(1, 8)
f

7−→

(

2 −
2

2 · 2
,

1

2
−

1

8

)

a(2, 8) .

Přeṕı̌seme-li si body do podoby z definice bodu a(n,j) tak, že
(
1, 1 − 1

8

)
=

a(1, 7) a že
(
2 − 2

2·2
, 1

2
− 1

8

)
= a(2, 6), pak je okamžitě vidět, že délka úseček

a(1, 7)a(1, 8) a a(2, 6)a(2, 8) je stejná a rovná se 1
8
. To nelze jinak než-li f zobrazuje

úsečku a(1, 7)a(1, 8) na úsečku a(2, 6)a(2, 8).
Pro n ≥ 3 jistě plat́ı

(
1, 1 − 1

2n+1

)
a(1, 8) ⊂

(
1, 1 − 1

2n

)
a(1, 8) a tedy z in-

dukčńıho předpokladu dostaváme:

(

1, 1 −
1

2n+1

)

a(1, 8)
fn−2

7−→

(

2 −
2

2(n− 1)
,

1

2n−2
−

1

2n+1

)

a(n−1, 8) .

Opět z definice bodu a(n,j) máme rovnost
(

2 − 2
2(n−1)

, 1
2n−2 −

1
2n+1

)

= a(n−1, 7).

Na takto vzniklou úsečku aplikujeme zobrazeńı f , přesněji 1) v Definici 2.3.2,

máme a(n−1, 7)a(n−1, 8)
f

7−→ a(n−1, 6)a(n−1, 8) a složeńıme s předchoźım, pak do-
staneme:
(

1, 1 −
1

2n+1

)

a(1, 8)
fn−1

7−→ a(n−1, 6)a(n−1, 8) =

(

2 −
2

2n
,

1

2n−1
−

1

2n+1

)

a(n−1, 8) .

Což je to co jsme chtěli ukázat. A

Toto tvrzeńı nám tedy popisuje jakým zp̊usobem se nám úsečka a(n,7)a(n,8)

posunuje doprava a v jakém smyslu se natahuje. Naopak následuj́ıćı tvrzeńı
ř́ıká to jak se smršt’uj́ı úsečky b(n, 4)b(n, 8) na množinách Mn a postupně se
zobrazuj́ı doleva a následně pak do okoĺı bodu a(n,8).

Tvrzeńı 2.3.4. Pro každé n ≥ 2 přirozené plat́ı:

b(n, 4)b(n, 8)
fn−1

7−→

(
4

3
, 1 −

1

2n

)

b(1, 8) .
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n-1

n

n+1

d1,n

a c(1,0) = 0 b(1,0) a(2,0)

a(1,8)

dn-1,n dn-2,n

d2,n

d0,n

dn-3,n

dn-4,n

dn,n

d2n-3,n

d
2n-4,n

d0,n

d2n-2,n

a(1,8)

b(1,8)

d =d0,n-1 2n-2,n

Obrázek 2.7: Důkaz toho, že bod (1, 1) ∈ Ω(f)

D̊ukaz. Důkaz provedeme postupným opakovaným následuj́ıćı úvahy. Z 5)

Definice 2.3.2 máme b(n, 4)b(n, 8)
fn−1

7−→ b(n−1, 6)b(n−1, 8), dále jistě plat́ı tato in-

kluze b(n−1, 6)b(n−1, 8) ⊂ b(n−1, 4)b(n−1, 8) a opět využiji 5) a dostaneme b(n−1, 4)

b(n−1, 8)
f

7−→ b(n−2, 6)b(n−2, 8). Tedy dohromady dostáváme:

b(n, 4)b(n, 8)
f

7−→

(

2 −
2

2(n− 2) + 1
,

1

2n−3
−

1

2n

)

b(n−2, 8) .

Pokud tuto úvahu zopakujeme (n − 1) - krát źıskáme požadované. A tud́ıž
jsme hotovi. A

Z těchto dvou tvrzeńı, která hovoř́ı pouze o posouváńı úseček pomoćı
skládáńı zobrazeńı f , dostaneme velmi užitečné trvzeńı, jež nám dá vědět
něco málo o množině Ω(f). Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı lze názorně demon-
strovat obrázkem, a proto je Obrázek 2.7 vizuálńım d̊ukazem tohoto tvrzeńı.
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Tento obrázek totiž poukazuje na existenci bod̊u v bĺızkosti bodu (1, 1),
které zajǐst’uj́ı jeho magnetickost v̊uči zobrazeńı f . A přesně i tento bod
najdeme v d̊ukazu tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.3.5. Bod (1, 1) ∈ W lež́ı v množině Ω(f).

D̊ukaz. Podle definice Ω(f) nám stač́ı nalézt bod v bĺızkém bodu (1, 1),
jenž se zobraźı po konečně mnoha složeńı f zpět do okoĺı bodu (1, 1). Pohyb
tohoto bodu je znázorněn na Obrázku 2.7 zelenou čárou. A přesně podle
tohoto obrázku povedeme i d̊ukaz. Vhodným kandidátem na tento bod, je
tedy bod

(
1, 1 − 1

2n

)
, pro n ≥ 3, který jsme na Obrázku 2.7 označili jako

d0,n a jeho obrazy v zobrazeńı f jsou označeny jako dj,n = f j(d0,n). Podle
Tvrzeńı 2.3.3 plat́ı:

fn−2

((

1, 1 −
1

2n

))

=

(

2 −
2

2(n− 1)
,

1

2n−2
−

1

2n

)

= a(n−1, 6) .

Poté na tento bod aplikujeme zobrazeńı f a dostaneme, že f(a(n−1, 6)) =
b(n−1, 4) podle 3) z Definice 2.3.2. Bod b(n−1, 4) se nám zobraźı na bod
(

4
3
, 1 − 1

2n−1

)
pomoćı fn−2 podle Tvrzeńı 2.3.4.

Dále použijeme 7) z Definice 2.3.2, tedy to, že b(1, 0)b(1, 8)
f

7−→ a(1, 0)a(1, 8)

a pak f
((

4
3
, 1 − 1

2n−1

))
=
(
1, 1 − 1

2n−1

)
. A z toho dostáváme, že

f 2n−2

((

1, 1 −
1

2n

))

=

(

1, 1 −
1

2n−1

)

.

A t́ım jsme se dostali s bodem
(
1, 1 − 1

2n−1

)
zpět do okoĺı bodu (1, 1). Což

znamená, že (1, 1) ∈ Ω(f) a d̊ukaz je tedy dokončen. A

A nyńı již v́ıme jaký bod lež́ı v množině Ω(f). Abychom ukázali, že f
nemá ΩEP vlastnost, nám stač́ı zjistit, že neńı v množině EP (f) a ani v
jej́ım uzávěru. Jak vlastně vypadá tato množina? Př́ımo z 13) a 14) Definice
2.3.2 vyplývá, že body (0, 0) a (2, 0) jsou pevné body zobrazeńı f , tedy jsou
i periodické a lež́ı i v EP (f).

Otázka je, jaké jiné body jsou obsaženy v množině EP (f)? Pokuśıme
se ukázat, že žádné daľśı body z W tam nejsou. Jistě je jednoduché, že
body a(n, 8) a b(n, 8) nejsou obsaženy v množině EP (f). Nebot’ podle Definice
2.3.2 plat́ı f(a(n, 8)) = a(n+1, 8), pro všechna n ∈ N a f(b(n, 8)) = b(n−1, 8), pro
všechna n ∈ N a k tomu f(b(1, 8)) = a(1, 8). Z toho se bod a(n, 8) postupným
skládáńım f zobrazuje do pevného bodu (2, 0) a bod b(n, 8) se vraćı zpět
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a(n,0)
b(n,0)

Obrázek 2.8: Definice zobrazeńı f - 8, 9

a c(1,0) = 0
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b(1,0) a(2,0)
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Obrázek 2.9: Definice zobrazeńı f - 7, 10, 11

cn
cn+1 cn-1

12

Obrázek 2.10: Definice zobrazeńı f - 12
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a(n,0)

(2,0)(0,0) a c(1,0) = 0c1

cn

a(n,8)

a(n+1,8)

a(1,8)

Obrázek 2.11: Zobrazovańı ke dvěma bod̊um

doleva po množinách Mk až do bodu b(1, 8), který se přenese na a(1, 8) a ten
se opět zobrazuje směrem do bodu (2, 0). To je také vidět na Obrázku 2.11,
kde je to vyznačeno zelenou čárou, jak se pohybuj́ı tyto body. A proto žádný
z nich se nevrát́ı zpět do p̊uvodńıho bodu.

Daľśım jednoduchým tvrzeńım je to, že body úsečky (0, 0)(2, 0) bez
krajńıch bod̊u nelež́ı v množině EP (f). Tuto množinu označ́ıme jako A
a tedy A := (0, 0)(2, 0) \ {(0, 0), (2, 0)}. Jak je vykresleno na Obrázku
2.11, body množiny A se postupně zobrazuj́ı k bodu (0, 0) a tedy nemohou
být v EP (f). Nyńı ještě negraficky.

Vı́me, že f(A) ⊂ A, to plat́ı d́ıky 8) - 12) z Definice 2.3.2. Dále množinu
A můžeme napsat jako sjednoceńı

A =
⋃(

cncn−1 ∪ a(n, 0)b(n, 0) ∪ b(n, 0)a(n+1, 0)

)
.

Nebo si stač́ı prohlédnout obrázky 2.8-2.9, kde je vidět, že body na ose x se
pouze posouvaj́ı doleva a z̊ustávaj́ı na ose x. Z čehož také plyne plastnost
f(q) < q pro všechny body q ∈ A.

Tvrzeńı 2.3.6. Necht’ bod q ∈ W je takový, pro který existuje m ∈ N tak,
že fm(q) ∈ A, potom plat́ı q /∈ EP (f). A nav́ıc plat́ı A ∩ EP (f) = ∅.
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D̊ukaz. K d̊ukazu toho, že q /∈ EP (f), si stač́ı uvědomit tuto myšlenku.
Protože existuje m ∈ N takové, že fm(q) ∈ A a proto, že f(A) ⊂ A, pak
pokud by byl q ∈ W \ A, pak se tento bod již nemůže vrátit k bodu q.
A tedy q /∈ EP (f). A pokud q ∈ A, pak plat́ı f(q) < q a tedy tento bod
se při skládáńı zobrazeńı f posouvá pouze doleva k bodu (0, 0), a tedy opět
neńı prvkem množiny EP (f). A z této posledńı uvahy plyne i tvrzeńı. A

V d̊usledku tohoto Tvrzeńı 2.3.6 a podle 4) z Definice 2.3.2 dostaneme
platnost vztahu f(a(n, 0)a(n, 4)) ⊂ A a tedy a(n, 0)a(n, 4) ∩ EP (f) = ∅.

Zbývaj́ı ještě body na úšečkách a(n, 4)a(n, 8) bez krajńıch bod̊u a usečky

b(n, 0)a(n, 8) bez krajńıch bod̊u, o kterých nev́ıme jestli obsahuj́ı nějaké body
z množiny EP (f). K tomu dokážeme několik tvrzeńı a ukážeme, že

(
a(n, 4)a(n, 7) ∪ b(n, 0)b(n, 6)

)
∩ EP (f) = ∅ .

Předně, úsečka a(1, 0)a(1, 8) má stejnou délku jako úsečka b(1, 0)b(1, 8) a podle

7) z definice 2.3.2 máme b(1, 0)b(1, 8)
f

7−→ a(1, 0)a(1, 8) a tedy plat́ı f(b(1, 0)b(1, 6)) =
a(1, 0)a(1, 6). A potřebujeme znát, že a(1, 4)a(1, 7) ∩EP (f) = ∅, což je obsahem
následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.3.7. a(1, 0)a(1, 7) ∩ EP (f) = ∅ .

D̊ukaz. Pro úsečku a(1, 0)a(1, 4) již v́ıme, že nemá žádný bod v EP (f)7. Z 3)
a 7) z definice 2.3.2 dostáváme:

f 3(a(1, 4)a(1, 6)) = a(0, 0)b(1, 0) ⊂ A

a to nám dává, že a(1, 4)a(1, 6) ∩ EP (f) = ∅. Dále plat́ı

f(a(1, 6)a(1, 7)) = b(1, 4)a(2, 6) = a(2, 6)a(2, 4)∪a(2, 4)a(2, 0)∪a(2, 0)b(1, 0)∪b(1, 0)b(1, 4) .

A podle Lemmatu 1.3.5 můžeme zkoumat množinu EP (f) bod̊u mı́sto na
úsečce b(1, 4)a(2, 6), ale na výše uvedeném sjednoceńı úseček. Ted’ se pod́ıváme

na jednotlivé úsečky sjednoceńı. Úsečka b(1, 0)b(1, 4) se zobraźı pomoćı f na

a(1, 0)a(1, 4) a ta neobsahuje bod z EP (f) a tedy b(1, 0)b(1, 4) ∩ EP (f) = ∅.
Pokud na úsečku a(2, 6)a(2, 4) aplikujeme f 3, potom dostaneme úsečku

a(1, 0)a(1, 6), která nemá8 body v EP (f), a tedy ani p̊uvodńı úsečka nemá
bod z množiny EP (f). A úsečku a(2, 4)a(2, 0) po zobrazeńı f budeme mı́t

7Viz odstavec nad tvrzeńım.
8Již dř́ıve dokázané v tomto d̊uzaku.
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v množině A, kde lež́ı i úsečka a(2, 0)b(1, 0) ⊂ A. A proto ani tyto úsečky
neobsahuj́ı body z množiny EP (f). A tak dohromady dostáváme, že

a(1, 0)a(1, 7) ∩ EP (f) = ∅

a t́ım je d̊ukaz dokončen. A

Tvrzeńı 2.3.8.
(
a(n, 0)a(n, 7) ∪ b(n, 0)b(n, 6)

)
∩ EP (f) = ∅ plat́ı pro všechna

n ∈ N.

D̊ukaz. Předně úsečka a(n, 0)a(n, 4) nemá podle d̊usledku Tvrzeńı 2.3.6 společný
bod s množinou EP (f). Zbývaj́ıćı části ukáži indukćı podle n. Pro n = 1
to je Tvrzeńı 2.3.7, nebot’ úsečka na množině M1 se zobraźı na úsečku do
množinu L1, o které mluv́ı tvrzeńı.

Nyńı budeme předpokládat platnost pro n = m a chci ukázat plat-
nost pro n = m + 1. Rozděĺıme si d̊ukaz na dvě části v prvńı ukážeme, že
b(m+1, 0)b(m+1, 6) ∩EP (f) = ∅ a v té druhé, že a(m+1, 0)a(m+1, 7) ∩EP (f) = ∅.

Z 5) a 6) z definice 2.3.2 je f |b(m+1, 0)b(m+1, 8)
: b(m+1, 0)b(m+1, 8) → b(m, 0)b(m, 8)

homeomorfismus, který pośılá bod b(m+1, 0) do bodu b(m, 0) a bod b(m+1, 8)

do bodu b(m, 8). Podle Tvrzeńı 2.3.4 plat́ı následuj́ıćı vztah fm(b(m+1, 6)) =
(

4
3
, 1 − 1

2m+2

)
. Z toho ale dostaváme, že

fm(b(m+1, 0)b(m+1, 6)) = (1, 0)

(
4

3
, 1 −

1

2m+2

)

.

A pro dokončeńı d̊ukazu prvńı části nám stač́ı ukázat, že úsečka

(1, 0)

(
4

3
, 1 −

1

2m+2

)

nemá žádné body z množiny EP (f).
Pro d̊ukaz tohoto faktu použijeme indukci. Máme tedy ukázat, že

(1, 0)

(
4

3
, 1 −

1

2l+2

)

∩ EP (f)

je prázdná množina. Prvńı krok je pro l = 1 a tedy máme ukázat, že

(1, 0)
(

4
3
, 7

8

)
nemá body z EP (f), ale podle Tvrzeńı 2.3.7 plat́ı. Máme to

ukázat pro 2 ≤ l ≤ m, když předpokládáme plastnost pro l− 1. Z toho nám
stač́ı ukázat

(
4

3
, 1 −

1

2l+1

)(
4

3
, 1 −

1

2l+2

)

∩ EP (f) = ∅ .
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A na vše jestě můžeme aplikovat zobrazeńı f a t́ım si tyto body posunout na

usečku
(
1, 1 − 1

2l+1

) (
1, 1 − 1

2l+2

)
, která je součást́ı úsečky a(1, 0)a(1, 8), a zkou-

mat chováńı na ńı. Dı́ky Tvrzeńı 2.3.3 máme, že
(
1, 1 − 1

2l+1

)
a(1, 8)

fl−1

7−→
(
2 − 2

2l
, 1

2l−1 −
1

2l+1

)
a(l, 8) a tedy pro zkoumanou úsečku to vypadá takto

(
1, 1 − 1

2l+1

) (
1, 1 − 1

2l+2

)
fl−1

7−→
(
2 − 2

2l
, 1

2l−1 −
1

2l+1

) (
2 − 2

2l
, 1

2l−1 −
1

2l+2

)
. A to-

to lze přepsat pomoćı definice bod̊u a(n,j) a použ́ıt body
(
2 − 2

2l
, 6

8
· 1

2l−1

)
=

a(l, 6) a
(
2 − 2

2l
, 7

8
· 1

2l−1

)
= a(l, 7). Což podle indukčńıho přepokladu v́ıme, že

úsečka a(l, 6)a(l, 7) má prázdný pr̊unik s množinou EP (f). To ale znamená,

že ani úsečka b(m+1, 0)b(m+1, 6) nemá žádný společný bod s množinou EP (f).
Nyńı provedeme druhou část toho d̊ukazu, tedy a(m+1, 0)a(m+1, 7)∩EP (f)

= ∅. Opět se stač́ı omezit na menš́ı usečku, přesněji na a(m+1, 4)a(m+1, 7), ne-
bot’ pro úsečku a(n, 0)a(n, 4) to již v́ıme9. A dále podle 3) z Definice 2.3.2 v́ıme,

že úsečka a(m+1, 4)a(m+1, 6) se zobraźı pomoćı f na úsečku b(m+1, 0)b(m+1, 4)

a z prvńıho kroku v́ıme, že nemá společný bod s množinou EP (f).
Nyńı ukážeme, že úsečka a(m+2, 4)a(m+2, 6) nemá společný bod s množinou

EP (f). Což je jednoduché, stač́ı ji zobrazit pomoćı zobrazeńı f a dostaneme
úsečku b(m+1, 0)b(m+1, 4), jenž má, podle prvńı časti tohoto d̊ukazu, prázdný
pr̊unik s množinou EP (f).

K tomu, abychom dokončili d̊ukaz, muśıme ještě ukázat, že ani zbývaj́ıćı
úsečka ve sjednoceńı, konkrétně a(m+1, 6)a(m+1, 7), nemá žádný společný bod

s EP (f). Podle 2) z Definice 2.3.2 plat́ı: f(a(m+1, 6)a(m+1, 7)) = b(m+1, 4)a(m+2, 6)

= a(m+2, 6)a(m+2, 4)∪a(m+2, 4)a(m+2, 0)∪a(m+2, 0)b(m+1, 0)∪b(m+1, 0)b(m+1, 4). Dı́ky

Tvrzeńı 2.3.6 můžeme tvrdit, že úsečky a(m+2, 4)a(m+2, 0) a a(m+2, 0)b(m+1, 0)

ve sjednoceńı maj́ı prázdný pr̊unik s množinou EP (f). A dále z prvńı části
tohoto d̊ukazu ani úsečka b(m+1, 0)b(m+1, 4) nemá společný bod s množinou
EP (f).

Č́ımž jsme dokázali i druhou část d̊ukazu a tedy d̊ukaz je u konce. A

Tvrzeńı 2.3.9. W ∩ EP (f) = {(0, 0), (2, 0)} .

D̊ukaz. Jistě v množině EP (f) lež́ı dva pevné body zobrazeńı f a tedy
{(0, 0), (2, 0)} ⊂ EP (f). A podle Tvrzeńı 2.3.6 a Tvrzeńı 2.3.8 nám stač́ı
zjistit, že (a(n, 7)a(n, 8)\{a(n, 8)})∩EP (f) = ∅. A to proto, že úsečku b(n, 0)b(n, 8)

zobraźım pomoćı fn na úsečku a(1, 0)a(1, 8) a tedy j́ı nemuśıme zkoumat sa-
mostatně.

Jak vypadaj́ı body z úsečky q ∈ a(n, 7)a(n, 8) \ {a(n, 8)}? Bod q má tvar q =
(
2 − 2

2n
, s
)
, kde s prob́ıhá interval

[
7
8
· 1

2n−1 ,
1

2n−1

]
. Necht’ m ≥ 3 přirozené

9Je to d̊usledkem Tvrzeńı 2.3.6.
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a necht’ s ∈
[

1
2n−1

(
1 − 1

2m

)
, 1

2n−1

(
1 − 1

2m+1

)]
, pak podle 1) z definice 2.3.2

plat́ı nasleduj́ıćı:

jestliže m = 3, potom f(q) ∈ a(n+1, 6)a(n+1, 7),

jestliže m = 4, potom f 2(q) ∈ a(n+2, 6)a(n+2, 7),

jestliže m = 5, potom f 3(q) ∈ a(n+3, 6)a(n+3, 7),
...

Z Tvrzeńı 2.3.8 žádné z těchto q neńı prvkem množiny EP (f) a tedy pro
žádné konečné m ∈ N neńı q ∈ EP (f) a tedy a(n, 7)a(n, 8)∩EP (f) = ∅. A t́ım

je d̊ukaz hotov. A

Co z těchto uvedených tvrzeńı vlastně vzniklo? Podle Tvrzeńı 2.3.9 známe
přesně jak vypadá množina EP (f) = {(0, 0), (2, 0)}. Avšak Tvrzeńı 2.3.5
nám ř́ıká, že v množině Ω(f) lež́ı bod (1, 1). Proto jistě nemůže platit tato
inkluze

Ω(f) ⊂ EP (f)
W

to ale znamená, že zobrazeńı f nemůže mı́t ΩEP vlastnost, což bylo naš́ım
ćılem ukázat.

Vše d̊uležité ještě o null-combu shrneme. Zobrazeńı f je definované v často
zmiňované Definici 2.3.2 a nemá ΩEP vlastnost. A d́ıky čemu to tak vlastně
je? Hlavně d́ıky tomu, že bod (1, 1) ∈ Ω(f) a nikoliv v množině EP (f). To
je zajǐstěno roztahovańım useček a(n, 7)a(n, 8) na úsečky a(n+1, 6)

a(n+1, 8), t́ım se bĺızké body u bodu a(n, 8) postupně dostanou dál od bod̊u
a(m, 8) pro m > n a následně se d́ıky přesunu některých bod̊u z množin Ln

na množiny Mn dostanou na úsečku b(k, 0)a(k, 4) a to hlavně d́ıky 2) a 3) z
definice f . A následně tyto body začnou posunovat zpět doleva d́ıky zob-
razeńım mezi množinami Mn a Mn−1, jež je definované v 5) a 6) v definici
f . Dále pak se tyto body dostanou zpět do okoĺı bodu (1, 1), a to d́ıky 7).
Avšak sám bod (1, 1) je hnán do pevného bodu (2, 0), což je zajistěno 14)
v definici 2.3.2.

Ostatńı body z dendrituW se postupným skládáńım zobrazeńı f dostáva-
j́ı na osu x, přesněji na úsečku (0, 0)(2, 0). A to se děje za pomoci 4), když
se tak děje jen s body množiny Ln. To ovšem nevad́ı, nebot’ body z množin
Mn se časem přesunou na množiny Ln. A to vše se děje pomoćı po částech
prostého zobrazovańı. I d́ıky tomu se na množinách Ln a Mn nevyskytuj́ı
konečně periodické body zobrazeńı f , jak je možné se přesvědčit v Tvrzeńı
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2.3.8. O body na ose x je pro pečlivost také postaráno. Nejen že z̊ustanou již
v množině A, ale ještě k tomu postupným skládańım zobrazeńı f se posou-
vaj́ı směrem k pevnému bodu (0, 0). Jeho pevnost je zajistěna velmi snadno
a to 13) v definici f . A proto se ani uzavřeńım množiny EP (f) v̊uči W
nedostaneme k bodu (1, 1), který lež́ı v Ω(f).
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