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fenomén je znamy jako Benfordtv zakon.

Tvrzeni Benfordova zakona fika, Ze v prirozené se vyskytujicich ¢islech
se budou na prvnim platném misté nizké cislice vyskytovat castéji nez cislice
vysoké. Tohoto jevu lze vyuzit napiiklad pti odhalovani cetnich podvodii
nebo pfi analyze zaokrouhlovacich chyb pri rozsahlych numerickych vypo-
¢tech.

V praci bude dokazano kritérium umoznujici rozhodnout, zda se zkou-
many soubor ¢isel fidi Benfordovym zakonem. Déale budou prezentovany
puvodni vysledky rozboru skutecnych dat, ilustrujici riizné aspekty této pro-
blematiky.
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Abstract: The aim of this work is to review the subject of the logarithmic
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It states that the first significant digits of naturally occurring numbers
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Uvod

V mnoha souborech prirozené se vyskytujicich ¢isel se na prvnim platném
misté objevuji nizké ¢islice vyrazné castéji nez ¢islice vysoké. Tento fenomén
byva oznacovan jako Benforduv zakon a v ¢eské odborné literatufe mu zatim
bylo vénovano minimum pozornosti.

Tato prace si klade za cil seznamit ¢tenare s problematikou Benfordova
zakona, od ¢isté teoretickych pokust o vysvétleni tohoto fenoménu az po
moznosti vyuziti v praktickych aplikacich.

V prvni kapitole jsou definovany zakladni pojmy pouzivané v dal$im
textu a odvozeny nékteré vlastnosti rozdéleni prvnich (a dalsich) platnych
c¢islic. Také jsou zde shrnuty nejzajimavéjsi pokusy o ,,dokazani“ Benfordova
zakona.

Nésleduje zavedeni pojmi invariance vzhledem ke zméné métitka a inva-
riance vzhledem ke zméné zakladu ¢éiselné soustavy (kapitola 2). To umozni
odvodit kritérium, které pomaha rozhodnout, zda se zkoumana mnozina ¢i-
sel Tidi Benfordovym zakonem.

V kapitole 3 jsou popsany metody zkoumani shody dat s Benfordovym
zakonem. Nékteré z nich je mozné vyuzit k posouzeni shody v piipadé na-
hodného vybéru z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni bez znalosti kon-
krétni realizace vybéru. Déle jsou zde uvedeny néekteré vysledky tykajici se
rozdéleni mantisy v ¢iselnych posloupnostech.

Kapitola 4 shrnuje empirické vysledky F. Benforda a dalsich autort za-
byvajicich se touto problematikou spolu s novymi vysledky, na nichz jsou
ilustrovany aspekty Benfordova zédkona zminované v predchozich kapitolach.
Grafické znazornéni téchto vysledki je mozné najit v priloze A.

Mozné aplikace Benfordova zakona v rtiznych oblastech od tcetnictvi az
po analyzu zaokrouhlovacich chyb pfi numerickych vypoctech jsou nastinény
v kapitole 5.



Kapitola 1

Benforduv zakon

Americky astronom a matematik Simon Newcomb v roce 1881 publikoval
¢lanek [1], v némz upozornil na skutecnost, Ze prvni stranky logaritmic-
kych tabulek jsou zfetelné opotiebovanéjsi a Spinavéjsi nez stranky na konci.
Z toho usoudil, Ze uzivatelé téchto tabulek (navstévnici knihovny, védci a stu-
denti pfirodovédnych i spolecenskych oborti) se pii své praci ¢astéji setkavaji
s Cisly zacinajicimi ¢islici 1 nebo 2, jejichz logaritmy jsou uvedeny v predni
casti tabulek, nez s témi, které zacinaji cislici 8 nebo 9.

Na prvni pohled se zdéa prirozené predpokladat, ze prvni platna cislice
¢isel, s nimiz se lidé setkavaji, bude se stejnou pravdépodobnosti jednicka,
dvojka i devitka. Newcombovo tvrzeni je ale v rozporu s touto intuitivni
predstavou.

Jako ptiklad nerovnomérného rozdéleni prvnich ¢islic mohou slouzit iidaje
o poctu obyvatel v 6249 obcich v Ceské republice k 1. 1. 2007 (podrobnosti
v kapitole 4). Cetnosti vyskytu ¢islic 1, 2, ..., 9 na prvnim platném misté
jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Cislice Cetnost vyskytu
1 1820
1134
794
595
539
420
356
332
259
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Tato ¢isla snad presveédci i skeptického ¢tenare, ze v nékterych souborech
,prirodnich dat“ se na prvnim platném misté vyskytuji nizké cislice castéji
nez vysoké.



Ve 30. letech 20. stoleti si Frank Benford vsiml stejného nerovnomér-
ného opotiebeni stranek logaritmickych tabulek a zfejmé bez znalosti [1]
vydal v roce 1938 vlastni ¢lanek [2]. Diky tomu zacal byt fakt, Ze v mnoha
pripadech nejsou prvni platné cislice rozdéleny rovnomeérné, oznacovan jako
Benfordiv zdkon.

1.1 Benforduv zakon a Benfordovo rozdéleni

Pred vlastni formulaci Benfordova zakona je vhodné zavést nékolik pojmii,
které budou v nasledujicim textu pouzivany.

Definice 1.1 Mantisa (pri vyjddreni cisel v desitkové soustavé) je funkce
m : (0,00) — [1,10) takovd, Ze kaZdé x € (0,00) se dd vyjddrit ve tvaru
x =m(x)- 10" pro néjaké n € 7Z.

Takové ¢islo m(x) je v intervalu [1, 10) jediné a proto je definice korektni.
Pokud bude v dalsim textu nutné rozlisit, ze jde o mantisu pfi vyjadreni ¢isla
v desitkové soustavé, bude pouzito oznaceni m(19(x). Podobné jako vyse se
dé definovat mantisa pfi vyjadfeni ¢isel v soustavé o jiném zakladu.

Definice 1.2 Mantisa (pri vyjadiend cisel v soustavé o zdkladu b) je funkce
m® : (0,00) — [1,b) takovd, Ze kazdé x € (0,00) se dd vyjddrit ve tvaru
z=m®(z)-b" pro néjaké n € Z.

Definice 1.3 D; : (0,00) — {1,2,...,9} je funkce wurcujici pruni plat-
nou ¢islici argumentu pri vyjadrent v desitkové soustavé. Dy : (0,00) —
{0,1,...,9} je pro k = 2,3, ... funkce urcujici k-tou platnou cislici.

Napriiklad tedy plati Dy(7) = D;(10m) = 3, Do(m) =1, m(1007) =
3.1415 ... a podobné.

Definice 1.4 Ndhodna velicina X md Benfordovo rozdelent, pokud plati
P (X <t)=logyt, t €[1,10].

Tvrzeni 1.5 (Benforduv zdkon) V nékterych prirozené se vyskytujicich
souborech ¢iselnijch udaji je rozdéleni cisel takové, Ze jejich mantisy (pri
zapisu cisel v desitkové soustavé) maji Benfordovo rozdélent, tedy plati

P (m(z) <t) =logyyt, t € [1,10]. (1.1)



Toto tvrzeni trpi jednim nedostatkem. Rika pouze, Ze v nékterjch soubo-
rech numerickych udaji je rozdéleni mantis logaritmické (Benfordovo). Ne-
dava zadny navod, jak pfedem rozhodnout, ktery soubor dat tuto vlastnost
mit bude a ktery ne. Ve druhé kapitole vsak budou formulovany a dokazany
nékteré postacujici podminky pro to, aby se mantisy ¢isel fidily Benfordo-
vym rozdélenim.

Simon Newcomb i Frank Benford dospéli k vyjadieni, které odpovida
vzorci (1.1), kazdy vSak jinou cestou. Newcombovy tvahy v [1] jdou popsat
takto: kazdé kladné redlné cislo x lze zapsat ve tvaru x = 10° pro néjaké
s € R. Protoze cela ¢ast ¢isla s neovlivni prvni platnou ¢islici (ani mantisu
m(z)), sta¢l uvazovat pouze s mod 1. Po kratké uvaze dochazi k zavéru, ze
v pripadé ,,v prirodé se vyskytujicich ¢isel“ ma s mod 1 rovnomeérné rozdéleni
na intervalu (0, 1).

Nechf tedy S je ndhodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na intervalu
(0,1), kterd odpovidé vyse uvedenym hodnotam s mod 1. Pak ndhodna
velicina Y = 10° mé podle véty o transformaci hustoty (napi. Andél [3],

véta 3.5) hustotu
1
=——1
fY(U) wn 10 (1,10)(“)7
kde I(1,10) znaci indikator intervalu (1,10) a In pfirozeny logaritmus (log,,

oznacuje dekadicky logaritmus). Pro y € [1, 10] tedy plati

L | 1 1
PY <y)= /1 T 1Odu = m[lnu]zzl = mlny = logy y-

Nahodnéa veli¢ina Y ma tedy Benfordovo rozdéleni. Pro realizaci Y =y
plati y = m(y), protoze Y nabyva pouze hodnot z intervalu (1,10). Déle
je y = m(y) = m(10° ™4 1) = m(10°) = m(z). To znamen4, Ze veli¢ina
Y popisuje mantisu ptivodné uvazovaného ¢isla x. Podle Newcomba se tedy
mnozina ,vSech ¢isel vyskytujicich se v prirodé“ idi Benfordovym zakonem.

Na rozdil od Newcomba Benford (v élanku [2]) sva tvrzeni zalozil na
empirickych pozorovanich. Nékolik let shromazdoval ¢iselné idaje z riznych
zdroju a obort, naptiklad plochy povodi 335 fek, mérné skupenské teplo 1389
chemickych sloucenin, ¢isla vyskytujici se na titulni strance novin a dalsi.
Dohromady zpracoval vice nez 20 000 tidaji a ukazal, Zze prvni cislice se
opravdu nevyskytuji vSechny stejné casto.

Kdyz hledal jednoduchy vzorec, kterym by mohl popsat rozdéleni prvnich
platnych cislic ve svych datech, dospél k vyrazu

d
Ten je ovSem dusledkem vztahu (1.1), protoze pro d = 1,2,...,9 je

P(Di(z)=d) = P(d<m(z)<d+1)

P (Dy(z) = d) = logy, (1+1), d=1,2,...,9. (1.2)
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= P(m(z) <d+1)—P (m(z) <d)

d+1
= logo(d+ 1) —logyd = 1Oglo( p >

Podobné se ukaze, ze

1
P (Dy(z) = Zlogw (1+10k+d) d=0,1,....9.

k=1

To také odpovida hodnotam, které udava Newcomb. Nasledujici tabulka
ukazuje, s jakou pravdépodobnosti se jednotlivé cislice objevi na prvnim,
resp. druhém platném misté (s pfesnosti na 4 desetinnd mista).

Cislice D1 D2
0.1197
0.3010 0.1139
0.1761 0.1088
0.1249 0.1043
0.0969 0.1003
0.0792 0.0967
0.0669 0.0934
0.0580 0.0904
0.0512 0.0876
0.0458 0.0850

)

© 00 O Tl Wi

Vztah (1.1) dokonce uréuje sdruZené rozdéleni veli¢in Dy, Ds, ... Pro
vsechna k €N, d; €1,2,...,9, d; €0,1,...,9, 7 =2,...,k, plati

P(Dl :d17~- Dk:_dk)

—P(Zd 10" < m(x Zd 100 4 (dp + 1) - 101—’f)
k

= logy, Zd S10M T 4 (dp + 1) - 10”) —logy, (Zdi-m“)
=1

= log Zi:l di - 10" + (dp + 1) - 1077
° >y di - 101
1 1005 . (Zf;f d; - 10K 4 dj, + 1)
= 10849

104 (S di - 100)

k, s
Y od; 10541 1

= log, Z’*}C — =logy | 1+ =3 — . (1.3)
D i di - 10M7 D iy di - 1057

9



Z toho ovsem kratkym vypoctem vyplyne, zZe jednotlivé ¢islice na sobé nejsou
nezavisle:

P(D, = 1) = 0.3010
P(D, = 2) = 0.1088

1
P(D; = 1,Dy = 2) = logy, (1 + ﬁ) = 0.0348

P(D; =1,D; = 2)

P(D;=2|D,=1) = = 0.1155
(Dz=2]D1=1) P(D, =1)
Navic stoji za povsimnuti, Ze s rostoucim k se rozdéleni velic¢iny D;, blizi
rovnomérnému rozdéleni na mnoziné {0,1,...,9}. Diky vyjadieni (1.3) se

da totiz psat

9 9 9 K o
i di- 1077+ 1
P(Dkzdk):§ E E log10< Z}c d: - 10k—i ’
i=1%

d1=1d2=0 dk—1:0

a dale prody =0,1,...,8:
P(Dy, =dy) — P(Dy =dj, + 1)
- 29: 29: 29: [log (Zf:f di - 107" + dy + 1>
- o .. 10 k_l _Z
d1=1d2=0 di—1=0 Zz‘:1 d; - 10k= 4 dj,

— log Zi;l di - 108" 4 dj, 4 2
PSR 100 dy 1

9 F o di 1041

2 2 K d;-10k—i
= E E E log,y | Pi————
i—1 di~10k71+2
di=1dy=0  dp_1=0 : K di 10kl

0 9 9 (S di-10v7 1)2
— Z Z - Z loglo (Z?:l d; - 10k—i)(2f:1 d; - 10k + 2)

di=1ds=0  dj_1=0

Pro odhad predchoziho vyrazu se hodi uvazovat funkeci f(x) = ;3(3;1);)

Plati, ze f(z) > 1 a f'(z) < 0 pro kladna z. V poslednim vyrazu vyse
jsou v zavorce pravé hodnoty f (Zle d; - 10¥=), ty jsou v&tsi nez 1 a proto

Protoze funkce f(x) je klesajici a log;(y) je rostouci, je funkce log,,(f(z))
klesajici a v kontextu predchoziho vypoc¢tu nabyva svého maxima v bodé

10



x = 10¥71, to je totiZ nejmensi piipustna hodnota vyrazu S°F  d; - 10F7.
To dava odhad

1051+ 1)
P(Dy =dy) — P(Dy = dj +1) <9-10°2 - logy, ( ( )

1051 - (10+1 + 2)
9 14 1)
- . 10]{:71 . loglo ( 10’“2 1)

k—1
9 14 )" 9 (e!)?
_ __10g10<( 10% ) —>1_0-10g10 7 ,k — o0,

(1t )"

a tedy plati

9 ez 9

Z toho plyne, ze veli¢iny Dy pro k rostouci nade vSechny meze konverguji
v distribuci k veli¢iné s rovnomérnym rozdélenim na mnoziné {0,1,...,9}.

1.2 Pokusy o vysvétleni

V prubéhu let se objevilo mnoho pokusti o vysvétleni Benfordova zékona,
vétsinou Cisté matematické povahy. Nékteré z nich budou v nasledujicich
odstavcich nastinény. Casto se autor snazil ukézat, Ze mnozina realnjch
(pfipadné pfirozenych) ¢isel splituje (1.1) a z toho uéinit zavér, ze fenomén
nerovnomérného rozdeéleni prvni ¢islice je jednoduse vlastnosti pouzivaného
¢iselného systému.

Cilem je na N, resp. na R zavést pravdépodobnostni miru, kterd bude
urcovat rozdéleni prvni platné éislice (pfipadné mantisy). Typicky je prv-
nim krokem urcit pravdépodobnost, ze pfirozené ¢islo n ma prvni platnou
¢islici 1, tj. patii do mnoziny {D; = 1} = {k € N, Dy(k) = 1}. Bud «a(n)
indikator mnoziny {D; = 1}, tedy a(n) =1 pron € {D; =1} a a(n) =0
jinak. Pak by se zdalo prirozené definovat

P(D;=1)= lim 1 Za(k).

Tato limita ale neexistuje, hodnoty vyrazu osciluji mezi priblizné % pro
n=10" keNa2pron=2-10% keN.

To vedlo k pouzivani rtiznych zobecnénych sc¢itacich metod, které mély
mnoziné {D; = 1} piifadit ,spravnou“ pravdépodobnost log;,2. V tomto

11



ohledu je zajimava préace Flehinger [4]. Pouzivé iterace Cesarovy séitaci me-
tody:

O./l(k’) =

>_a(),

1

| =

k
i=

1 k
oy (k) = . Zat_l(z')

a dokéze, ze ackoliv funkce ay(k) jsou porad oscilujici, cely iteracni proces
konverguje ke kyzené hodnoté ve smyslu

lim liminf o;(k) = lim lim sup oy (k) = log, 2.
t—oo k—oo t—oo k—oo

Z4adny z téchto postuptl nevede k uspokojivému vysledku i pfesto, Ze
uvazované séitaci metody jsou regularni (pro konvergentni fady déavaji jako
soucet limitu ¢astecnych soucttl) a mnozinam typu {D; = 1} pfifazuji po-
zadovanou pravdépodobnost. Jak totiz pise Raimi [5], existuje mnoho regu-
larnich sé¢itacich metod, které jim naopak pfirazuji jiné pravdépodobnosti,
a nelze a prior: rozhodnout, ktera sc¢itaci metoda je ,spravna‘“.

Ve spojitém pripadé (kdy byla misto pfirozenych ¢isel uvazovana kladna
realna ¢isla) byly pouzity rizné integraéni metody, metody Fourierovy ana-
Iyzy i teorie Banachovych mér, zadny postup vsak nevyustil v zavedeni po-
zadované pravdépodobnosti na R ve smyslu o-aditivni mnozinové funkce.
Raimi [5] podava obséhly prehled vysledki v diskrétnim i spojitém piipadé.

Dvé dalsi hypotézy jsou casto zminovany v souvislosti s Benfordovym
zakonem: invariance vzhledem ke zméné zdakladu a invariance vzhledem ke
zmeéné méritka. Prvni z nich tika, Zze by se data, kterad se fidi Benfordovym
zédkonem, méla ridit jeho obdobou i pfi vyjadieni ¢isel v soustaveé o libovol-
ném jiném zakladu, nejen v desitkové soustave.

Invariance vzhledem ke zméné méfitka je pozadavek, aby to, zda se sou-
bor ¢iselnych idaji Benfordovym zakonem tidi nebo ne, nezaviselo na tom,
v jakych jednotkach jsou udaje vyjadieny, zda v litrech, galonech, apod.
Benfordiv zakon tedy musi zistat v platnosti, i pokud jsou uvazované
udaje prenasobeny libovolnou kladnou konstantou. To dava podminku, ze
P(X € (0,1)) = P(X € (0,s)) pro v8echna s € (0,00), kde X je ndhodna
veli¢ina s rozdélenim, které odpovida rozdéleni ¢isel ve zkoumaném souboru.

Napriklad Pinkham [6] uvazuje abstraktni ,soubor vsech ¢isel“ ve smyslu
hodnot vyhledavanych v logaritmickych tabulkach a distribu¢ni funkci F
urcujici jejich rozdéleni. Z predpokladu invariance vzhledem ke zméné mé-
fitka a spojitosti F' (aby se zddné konkrétni ¢islo z uvazovaného souboru
vSech c¢isel vyhledavanych v logaritmickych tabulkach neobjevovalo s klad-
nou pravdépodobnosti) pak ukaze, Ze rozdéleni mantis je Benfordovo.

12



Problém ovsem je, Ze na (0, 00) neexistuje borelovska pravdépodobnostni
mira invariantni vzhledem k méritku. Pokud by p byla borelovska pravdé-
podobnostni mira na (0, co) splitujici

:u(ov 1) = /}“(O’ S)v Vs € (07 OO),

vyjde podle véty o spojitosti miry a rostouci posloupnosti p—méritelnych
mnozin (napf. Jarnik [7], véta 23), ze u(0,s) = 0 pro vSechna s € (0, 00).
Stejna véta potom dava

M(07 OO) =0,

ale protoze i je pravdépodobnostni mira, musi byt (0, 00) = 1, a to je spor.
Zpisob, jak zdivodnit platnost Benfordova zékona, je tfeba hledat jinde.
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Kapitola 2

Nahodné vybéry z nahodné
vybiranych rozdéleni

2.1 Uvod

Protoze uz Newcomb formuloval sva tvrzeni jako pravdépodobnostni pro-
blém — ,jaka je pravdépodobnost, Ze vybrané ¢islo bude mit na prvnim
platném misté ¢islici d — snazil se v devadesatych letech dvacatého stoleti
T. P. Hill zasadit Benfordtv zakon do ramce moderni teorie pravdépodob-
nosti. V této kapitole bude predvedena cast vysledkt, kterych dosahl, tak,
jak je publikoval v ¢lancich [8] a [9].

Vychozim bodem Hillovych Gvah je nazor, Ze borelovska o-algebra na R™
neni pro zkoumani Benfordova zédkona vhodnéa. Misto ni pracuje s tzv. manti-
sovou o-algebrou (dokud nebude explicitné feceno jinak, uvazuje se mantisa
pii vyjadieni ¢isel v desitkové soustaveé).

Definice 2.1 Mantisovd o-algebra M naR™ je o-algebra generovand funkci
mantisa: x +— m(zx).

Mantisova o-algebra M je generovana mnozinami typu

U [a,0)- 10", 1<a<b <10,

tedy je obsazena v borelovské o-algebfe na R a jde popsat takto:

SeM& S = U B - 10" pro n&jakou borelovskou B C [1,10). (2.1)
Kazd4 S € M ma4 tedy neprazdny primik se viemi intervaly typu [10%, 10*+1),
ke Z.
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Definice 2.2 Necht a > 0 a S € M, pak symbolem aS bude oznacena
mnozina {as, s € S} a podobné S* bude znacit mnoZinu {s*, s € S}.

Tvrzeni 2.3 o-algebra M md ndsledugici vlastnosti:

(i) kaZdd neprazdnd mnozina S € M je neomezend s hromadnymi body
v 0 a 400,

(ii) M je uzaviend vzhledem k nasobeni kladngmi redlngmi éisly, tj. pro
s>0,5€eMjesSeM,

(11i)) M je uzaviend vzhledem k odmocriovani, tj. pro m € N;.S € M je
St/m e M, ale ne vzhledem k wmoctiovndnt,

(iv) M md vlastnost sobépodobnosti v tomto smyslu: je-li S € M, pak
10™S = S pro kazdé m € Z.

Prvni vlastnost ¥ikd, Ze koneéné intervaly jako [1,2) nejsou v.M (tzn. ne-
jdou popsat pomoci funkce mantisa), a tim padem je odstranén problém
s neexistenci borelovské pravdépodobnostni miry invariantni vzhledem k
méritku, ktery byl uveden v ¢asti 1.2. Vlastnost (iii) si zaslouzi podrobnéjsi
prozkouméni. Pro S € M se miize mnozina S*/? skladat ze dvou ,&asti“,
a podobné pro dalsi odmocniny. Napiiklad

o0

S={Di=1}= |J [1,2)-10",
Y2 = | J L.v2)-10"u ] [V10,v20)- 10" € M, ale
= J L4910 gM,

protoze S% m4 prazdny prinik s intervaly typu [10%%1, 10%+2) k € Z a nejde
popsat pomoci funkce mantisa.

Vlastnost (ii) o-algebry M umoziuje formalizovat hypotézu invariance
vzhledem ke zméné méfitka a podobné vlastnost (iii) je klicem k hypotéze
o invarianci vzhledem ke zméné zakladu.
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2.2 Invariance vzhledem ke zméné meéritka
a zakladu

Ciselné idaje v uvazovanych souborech dat mohou byt vyjadieny v riiznych
jednotkéch. Napiiklad v tabulce délek britskych fek (v milich) znamena
prevod z mili na kilometry vynasobeni vsech ¢isel koeficientem 1.6094. Ta-
kovych pfevodi je ale libovolné mnoho, protoze neni zadné omezeni na to,
jaké jednotky se ta ktera skupina lidi rozhodne pouzivat.

Hypotéza o invarianci vzhledem ke zméné méritka dava pozadavek, aby
se soubor udaju, ktery se fidi Benfordovym zakonem, timto zakonem ridil
i pri pouziti libovolnych jinych jednotek.

Definice 2.4 Pravdépodobnostni mira P na méritelném prostoru (R, M)
je invariantni vzhledem ke zmeéné méritka, pokud P(S) = P(sS) pro vSechna
s >0 a kazdou S € M.

Uvedena definice je korektni, protoze mnoziny typu s5 jsou M —métitelné
diky vlastnosti 2.3 (ii). Vlastnost invariance vzhledem ke zméné méfitka do-
konce charakterizuje Benfordiv zdkon (1.1).

Véta 2.5 Pravdépodobnostni mira P na (RY, M) je invariantni vzhledem
ke zmenée méritka prdve tehdy, kdyZ

P ( U [1,¢) - 10”) =log,yt pro vSechna t € [1,10). (2.2)

n=—oo

Dukaz je mozné nalézt v [9].

7Zda se rozumné pozadovat, aby zakon popisujici rozdéleni prvnich plat-
nych ¢islic, ma-li mit univerzalni platnost, fungoval stejné i po pfepsani do
Ciselné soustavy o jiném zékladu nez 10 (v soustavé o zdkladu b se bude
pracovat s analogii Benfordova rozdéleni, kde se log,, nahradi log,). Prave
to je hypotéza o invarianci vzhledem ke zméné zakladu.

Jako motivaci pred zavedenim pojmu pravdépodobnostni miry invariant-
ni vzhledem ke zméné zakladu lze uvazovat mnozinu S € M Cdisel, ktera
maji pii zapisu v desitkové soustavé mantisu mensi nez 5. Na nasledujicich
fadcich bude m19 znaéit funkci mantisa pii zapisu &isel v soustavé o zakladu
10 a m(1%) funkci mantisa pii zépisu v soustavé o zakladu 100. Je tedy

S={1<m¥ <5} ={1<ml <51U{10 < Mm% < 50}.

Obréazek 2.1 graficky znazoriuje (pfi vyjadfeni v ¢iselné soustavé o za-
kladu b, b = 10 a 100) mnozinu S, respektive jeji prinik s intervalem [1, b).
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b=10

T
~L
~

F——t ) ) b=100
ba/Z b1/2 b(‘|+a)/2

Obréazek 2.1: K invarianci vzhledem ke zméné zakladu (a = log;, 5).

D4 se fict (za predpokladu, Ze nezalezi na zakladu pouzité ¢iselné sou-
stavy), ze Benfordtiiv zakon se neptd, jak velké jsou dilky na ose, ale pouze
jakou cast kladné redlné poloosy mnozina S zabira.

Definice 2.6 Pravdépodobnostni mira P na méitelném prostoru (R, M)
je invariantni vzhledem ke zméné zdkladu, pokud P(S) = P (SY™) pro
vsechna prirozend n a kazZdou S € M.

Méfitelnost mnozin S'/" je zarucena vlastnosti 2.3 (iii). Podle vyjadieni
(2.1) nema mnozina
Si={m"” =1} ={...,01,1,10,100,...} = | J {1}-10" e M
zadné neprazdné M-méfitelné podmnoziny, proto je Diracova mira ¢; mno-
ziny S; dobfe definovana (pokud S € M, pak §;(S) = 1 pro S; C S
a 01(5) = 0 jinak).

Necht Py, je pravdépodobnostni mira definovana vzorcem (2.2), tedy

n=—oo

Py < U [1,t) - 10”) = logyyt pro vSechna t € [1,10),

potom uplnou charakterizaci pravdépodobnostnich mér invariantnich vzhle-
dem ke zméné zakladu dava nasledujici véta.

Véta 2.7 Pravdépodobnostni mira P na (R, M) je invariantni vzhledem
ke zmené zdkladu prave tehdy, kdyz

P =qP,+ (1 —q)0 pro néjaké q € [0, 1].

Dikaz této véty je k dispozici v ¢lanku [9].

Véty 2.5 a 2.7 dohromady rtikaji, ze invariance vzhledem ke zméné mé-
fitka implikuje invarianci vzhledem ke zméné zakladu, ale ne naopak (na-
ptiklad mira d; je invariantni vzhledem ke zméné zdkladu, ale ne métitka).
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2.3 Nahodné vybéry z nahodné vybiranych
rozdéleni

Vyse uvedend tvrzeni jsou po matematické strance spravna, ale jak vysvétli
vyskyt dat fidicich se Benfordovym zakonem ve skute¢ném svété? V pripadé
udaju sesbiranych Frankem Benfordem vykazovaly nékteré skupiny dobrou
shodu s Benfordovym zakonem, a nékteré (jako tfeba odmocniny pfirozenych
Cisel) v podstaté zadnou. Nejblize Benfordovu zakonu byl ale souhrn vSech
20 229 tidaju z dvaceti raznych skupin.

Spise nez to, ze by vsechny tdaje pochazely ze stejného rozdéleni ,vSech
konstant svéta“ (Pinkham [6]), je vhodné predpokladat, Zze idaje pochazeji
z ruznych rozdéleni. Frank Benford v ¢lanku [2] uvadi, Ze se skute¢né snazil
,Sesbirat idaje z co nejvice riznych oblasti.

Tady prichazi ke slovu nahodné pravdépodobnostni miry. Redlna borelov-
ska nahodna pravdépodobnostni mira M je ndhodné zobrazeni na pravdé-
podobnostnim prostoru (€2, A, P), jehoz hodnotami jsou borelovské pravdé-
podobnostni miry na R a které je regularni v tom smyslu, Ze pro kazdou
borelovskou mnozinu B C R je M(B) nahodna veli¢ina (pro podrobnéjsi
informace o ndhodnych pravdépodobnostnich mirach viz Kallenberg [10]).

Definice 2.8 Ocekdvané rozdéleni ndhodné pravdépodobnostni miry M je
pravdépodobnostni mira EM na (R, B(R)) takovd, Ze

(EM)(B) = E[M(B)] VB € B(R),
kde B(R) znaci o-algebru borelovskjch mnoZin na R.

Napriklad pokud je M nahodna pravdépodobnostni mira, ktera s prav-
dépodobnosti % urcuje rovnomérné rozdéleni na [0, 1] a jinak uréuje expo-
nencialni rozdéleni se stfedni hodnotou 1, je o¢ekavané rozdéleni EM spojité
rozdéleni s hustotou

flz) = 147 e "

pro0 <z <1, f(z)=
Naésledujici definice formalizuje myslenku shromazdovéani idaji pochéze-
jicich z rtznych rozdéleni. Da se chapat takto: ndhodné se vybere rozdéleni
a z néj se napozoruje vybér o rozsahu k, potom se nahodné vybere dalsi
rozdé€leni a z néj se napozoruje druhy vybér o rozsahu k, a tak dale.

pro x > 1.

Definice 2.9 Necht M je ndhodnd pravdépodobnostni mira, My, My, ... je
posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych pravdépodobnostnich
mer se stejnym rozdelenim jako M a k € N, potom posloupnost M-nahodnych
k-vybéra je posloupnost nahodnych velicin X1, Xs, ... na pravdépodobnost-
nim prostoru (Q, A, P) takovd, Ze pro kazdé j = 1,2, ... plati:
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(i) pri daném M; = P jsou ndhodné veliciny X _1yk41, - - -, X, nezdvislé
a stejné rozdelene s rozdélenim P,

(it) X(j—1)k+1, - - - Xji jsou nezdvislé na {M;, X(;_1yp41, - - ., Xirx} pro vsech-
nai#j.

Tyto posloupnosti maji zvlastni strukturu, jak ukaze nasledujici lemma.
Toto lemma je formulovano a dokazano v ponékud silnéjsi podobé nez v ¢lan-

ku [8].

Lemma 2.10 Necht X1, X5, ... je posloupnost M-nahodnijch k-vybéri pro
néjakou nahodnou pravdépodobnostni miru M a k € N, potom

(i) {X.} jsou stejné rozdélené s rozdélenim EM, ale obecné nejsou nezd-
vislé,

(11) pri dangych {My, M, ...} jsou { X, } nezdvislé, ale obecné nejsou stejné
rozdélene.

Diikaz. (1) Pfi vyjadfeni pomoci podminéné pravdépodobnosti a podminéné
stfedni hodnoty plati pro vSechny borelovské B C R:

P (X; € B | M;) = M;(B) skoro jisté,

P(X; € B) = E[P(X; € B|M;)] = E[M;(B)] = E[M(B)],

pfi¢emz posledni rovnost plyne z toho, ze M; mé stejné rozdéleni jako M.
Proto vSechna X, maji stejné rozdéleni.
Druhé ¢ést tvrzeni (i) plyne z toho, Ze vybéry z nezndmého rozdéleni
o ném mohou poskytovat urcité informace, jak bude ukazano na ptikladé.
(ii) Nezavislost veli¢in {X,,} plyne z definice 2.9, druhd ¢ast tvrzeni pak
z toho, Ze X;; ma jiné rozdéleni nez X, kdykoliv M; # M.

O

Nésledujici priklad (pfevzaty z [8]) ukaze, ze posloupnost M-nahodnych
k-vybért {X,} obecné neni stacionarni ani markovska, netvoii martingal,
{X,} nejsou nezavislé a nelze zaménovat jejich poradi.

Necht M je ndhodné pravdépodobnostni mira, kterd je s pravdépodob-
nosti % Diracova mira §(1) v bodé 1 a jinak je w, ak=a3.

Potom 9
P ((X17X27X3) = (17 1a 1)) - 1_67

15
P ((X2>X37X4) = (17 17 1)) = E:
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a tedy posloupnost {X,,} neni stacionarni.

Protoze P(X3 = 1|X; = X, = 1) = 35 # 2 = P(X; = 1|X; = 1), netvoii
posloupnost {X,,} Markovuv fetézec.

Je E(X5|X1 =2) =32 a proto posloupnost {X,} neni martingal.

Navic P(X; = 2) = 1, ale P(X; = 2| X; = 2) = £, proto X; a X,
nejsou nezavislé.

Dale plati

9
P ((X17X27X37X4) == (1, 17 17 2)) = 6_4’

3
P ((X17X27X37X4) = (2, 1’ 1’ 1)) — 6_4,

a tedy v posloupnosti {X,,} nelze zaménovat poradi jednotlivych veli¢in.
Dalsi lemma popise asymptotické chovani posloupnosti M-nédhodnjch
k-vybeért.

Lemma 2.11 Necht M je ndhodnd pravdépodobnostni mira a {X,} je po-
sloupnost M-ndahodnych k-vgbéri pro nejaké k € N. Potom pro vsechny
borelovské mnoziny B C R plati

" Iy
lim —lel XieBt _ p [M(B)] skoro jiste,

n—oo n

kde Itx,cpy je indikdtor mnoZiny {X; € B}.

Diikaz. Necht B a j € N jsou dané a necht

k
Y= Z 11X syimeB)-

m=1

Pak plati, pokud limity existuji,
" Iy, mY;
fim i lixen) gy 2= ¥ (2.3)
n— o0 n m—00 km
Podle bodu (i) v definici 2.9 maji veli¢iny Y; pfi daném M, binomické
rozdéleni s parametry k a E[M;(B)], a tedy pro vSechna j

EY; = EIE]Y; | Mj]] = E[RE[M;(B)]] = kE[M;(B)] = kEIM(B)],

pfi¢em?Z posledni rovnost plyne z toho, Ze M; a M maji podle definice 2.9
stejné rozdéleni.

Podle bodu (ii) v definici 2.9 jsou Y nezavislé. Pro kazdé j nabyva Y;
pouze hodnot 1,2,... k, rozptyl Y; se tedy da pro vsechna j omezit stejnou

konstantou a proto
[o.¢]

AL

2
=1 7
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Silny zékon velkych ¢isel pro nestejné rozdélené ndhodné velic¢iny (napf.
Dupa¢, Hugkova [11], véta 4.6) potom dava

lim —Zj 1%

m— oo m

= kE[M(B)] skoro jisté.

Plati tedy

Y
lim % — E[M(B)] skoro jisté
m—o0 m

a tvrzeni lemmatu bezprostfedné plyne z vyjadfeni (2.3).
O

Pfedpoklad, Ze z rozdéleni M, se bere vidy vybér o rozsahu k, neni
nezbytny. Tvrzeni plati i tehdy, kdyz se z M bere vybér o rozsahu K, kde
{K;} jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s hodnotami v N, které se daji omezit
stejnou konstantou a jsou také nezavislé na vsech ostatnich veli¢inach X;
a M,;. Dikaz je v tomto pripadé o néco technictéjsi.

2.4 Statistické odvozeni

Témeér vse je nyni pripraveno k formulaci limitni véty o chovani prvnich
platnych dislic. Tato véta ikd zhruba toto: pokud jsou ndhodné vybirana
pravdépodobnostni rozdéleni a z nich se potom berou ndhodné vybéry tak,
ze cely proces nezvyhodnuje néjakou volbu jednotek nebo zakladu c¢iselné
soustavy, pak rozdéleni mantis v celém souboru bude konvergovat k Ben-
fordovu rozdéleni. Tim tato véta poméaha vysvétlit nebo predpovidat shodu
soubori ¢iselnych tdaji s Benfordovym zakonem.

Definice 2.12 Posloupnost nahodnych velicin X1, Xs, ... md hodnoty man-
tisy nezdvisle na meritku, pokud

1> Iixiesy — Do Iixiessy n—os
n

0 skoro jiste

pro vsechna s > 0 a vsechna S € M, a md hodnoty mantisy nezdvisle na
ciselnem zakladu, pokud

| Z?:l I{XiGS} - Z?:l [{XiGSl/m}| n—o0
—
n

0 skoro jiste

pro vSechna m € N a vsechna S € M.
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Jako priklad poslouzi posloupnosti {X,}, {Y,} a {Z,}, kde X,, = 1,
Y, = 2, Z, = 2". Pak {X,,} mé& hodnoty mantisy nezavislé na c¢iselném
zékladu, ale ne na méfitku, {Y,,} nema hodnoty mantisy nezavislé ani na
méfitku, ani na ¢iselném zéakladu, a {Z,} ma podle [8] hodnoty mantisy
nezavislé na obojim.

Pékny priklad ,,ze zivota“ je nasledujici: ndhodné se vybere evropska spo-
le¢nost vyrabéjici napoje a zaznamené se objem k jejich ndhodné vybranych
produktti, potom se vybere druhé spolecnost atd. V tomto pripadé budou
pravdépodobné hodnoty silné vazany na konkrétni jednotku, litr, a proto za-
znamenana posloupnost ¢isel bude mit hodnoty mantisy zdvislé na méritku.
Ptevod cisel na jiné jednotky, napiiklad pinty nebo galony, povede nejspise
k vyrazné odlisnému rozdéleni mantis.

Pokud je vSak ndhodné vybirdn druh savce zZijici v Evropé a zjistovan
objem k£ nahodné vybranych zastupci tohoto druhu, bude tento proces prav-
dépodobné méné zaviset na vybéru jednotek.

Podobné 1ze ndhodné vybirat mésta a u £ nahodné vybranych obyvatel
zapisovat pocet prsti na rukou — takto vznikla posloupnost bude mit zajisté
hodnoty mantisy vyrazné zavislé na ¢iselném zakladu 10. Na druhou stranu
pokud v téchto meéstech bude zkouman pocet listi k& ndhodné vybranych
stromi, bude mit tato posloupnost hodnoty mantisy mnohem méné zavislé
na Ciselném zakladu.

Protoze mantisova o-algebra M je obsazena v borelovské o-algebie na R,
indukuje kazda borelovskd pravdépodobnostni mira na (R,B(R)) jedno-
znané urcenou pravdépodobnostni miru na (R*, M) ve smyslu restrikce
miry na mensi systém mnozin a tudiz je nasledujici definice korektni.

Definice 2.13 Ndhodnd pravdépodobnostni mira M je nevychylend mérit-
kem, pokud jeji ocekdvané rozdeleni EM je invariantni vzhledem ke zmeéné
méritka na (RT, M), a M je nevychglend zdkladem, pokud jeji ocekdvané
rozdéleni EM je invariantni vzhledem ke zméné zdkladu na (RT, M).

Klicovym bodem této definice je fakt, Ze nevyzaduje, aby konkrétni rea-
lizace M byly invariantni vzhledem ke zméné métitka nebo zékladu (Casto
se dokonce stavé, ze zadna realizace M nemd pozadovanou vlastnost), ale
pouze aby cely proces sbirani idaji v prumeéru nezvyhodnoval néjakou volbu
jednotek nebo zakladu ¢iselné soustavy.

Definice 2.14 Pravdépodobnostni mira P nemd atomy na méritelném pro-
storu (S,S), pokud pravdépodobnostni prostor (S,S,P) nemd atomy, neboli
v o-algebte S neni Zddnd mnozina A, P(A) > 0 takovd, Ze pro kaZdou
BeS, BCA, P(B)<P(A) je uz nutné P(B) = 0.

22



V nésledujicim tvrzeni bude M(t) oznacovat ndhodnou veli¢inu M(Dy),
kde D; = (J02_ _[1,%) - 10" je mnozina kladnych ¢isel, jejichz mantisa je

n=—oo

v intervalu [1, ).

Véta 2.15 Necht M je ndhodnd pravdépodobnostni mira na (R*, M). Nd-
sledugici tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) M je nevychylend méritkem,
(11) M je nevychylend zdkladem a EM nemd atomy na (R*, M),
(111) E[M(t)] =log,ot pro vsechna t € [1,10),
(v) kazdy M-ndhodny k-vybér md hodnoty mantisy nezdvislé na meévitku,

(v) EM nemd atomy na (RY, M) a kazdg M-ndhodny k-vgbér md hodnoty
mantisy nezdvislé na ciselném zdkladu,

(vi) kazdy M-ndhodny k-vgbér X1, X, ... spliuje

2 izt Lm(xen oy noos

log,ot s.j. pro vsechna t € [1,10).
n

Dikaz. (i) < (iii)“ Necht nejprve M je nevychylend méfitkem. To podle
definice 2.13 znamenad, ze £M je invariantni vzhledem ke zméné métitka na
(R*, M), a podle definice 2.8 a véty 2.5 plati

E[M(t)] = (EM)(D;) = logy,t pro vechna ¢ € [1,10).

Stejnou tivahou se dokaze i opac¢na implikace.

(i) < (iii)“ To, ze EM je invariantni vzhledem ke zméné zakladu (M je
nevychylend zdkladem), spolu s faktem, Ze EM nemd atomy na (R*, M), je
podle véty 2.7 ekvivalentni tomu, ze EM = Py, kde P}, je pravdépodobnostni
mira definovand pred vétou 2.7. Ta spliiuje Pr(D;) = log,,t pro vSechna
t € [1,10).

,(1ii) < (iv)“ Podle lemmatu 2.11:

"Iy,
A, = iz fixes) E[M(S)] skoro jistg,
n

"l
B, = M — E[M(sS)] skoro jisté,
n

proto |A, — B,| — 0 skoro jisté pravé tehdy, kdyz EM(S) = EM(sS5). To
je podle definice 2.4 a véty 2.5 ekvivalentni vlastnosti (iii).
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,(1il) < (v)“ Stejné jako vyse, uzitim lemmatu 2.11 vyjde, Ze vlastnost
(iv) je ekvivalentni tomu, ze EM = Py. To je ale ekvivalentni (iii).
(i) < (vi)* Lemma 2.11 dava

L
iz Himoxoeno) — E[M(¢)] skoro jist&, ¢ € [1,10)
n

a z toho plyne pozadovana ekvivalence.

O

Véta 2.15 pomaha vysvétlit, proc¢ se nékteré soubory ¢iselnych tdaja ridi
Benfordovym zakonem lépe nez jiné. Napiiklad na ¢isla vypsana Frankem
Benfordem z titulnich stran mistnich novin (viz [2]) se da divat tak, Ze pocha-
zeji z riznych rozdéleni, ktera spolu navzajem nesouvisi a tedy dohromady
nezvyhodnuji jednu volbu jednotek pred ostatnimi. V kontextu uvedené véty
to znamena, ze rozdéleni mantis v tomto vybéru se bude asymptoticky blizit
Benfordovu rozdéleni.

Pokud naopak rozdéleni, z néhoz zkoumané tidaje pochézi, preferuje kon-
krétni volbu jednotek (jako je tomu v pfipadé uz zminénych spolecnosti vy-
rabéjicich napoje), nebude se rozdéleni mantis blizit Benfordovu. Pt¥inos véty
2.15 spociva praveé v tom, ze poskytuje kritérium pro rozhodovani, zda se
zkoumany soubor bude fidit Benfordovym zakonem ¢i nebude.
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Kapitola 3

Shoda s Benfordovym zakonem

3.1 Urcovani shody

Pti analyze rozdéleni mantisy v souboru ciselnych tdaji se nabizi pou-
ziti testt dobré shody (napf. Pearsonova x? testu) k ovéteni, zda rozdéleni
vyskytu prvnich platnych ¢islic odpovidd multinomickému rozdéleni s para-
metry ur¢enymi Benfordovym zakonem. Pouziti tohoto testu bude podrob-
néji rozebrano a predvedeno v kapitole 4.

Urcitou informaci o rozdéleni mantisy lze ovSem ziskat i bez konkrétniho
souboru udajt. Napriklad u ndhodné velic¢iny se znamym rozdélenim nebo
u ndhodného vybéru z néjakého pravdépodobnostniho rozdéleni lze predem
(bez znalosti konkrétni realizace uvazované veli¢iny nebo vybéru) bud pfimo
popsat rozdéleni mantisy nebo urcit, do jaké miry se toto rozdéleni shoduje
s Benfordovym.

Podobné u nékterych ¢iselnych posloupnosti definovanych urcéitou vlast-
nosti (ne vyétem prvki) je mozné popsat asymptotické chovani rozdéleni
mantisy bez znalosti konkrétnich ¢iselnych hodnot prvkt posloupnosti.

Predné je tfeba zjistit, zda viibec existuji rozdéleni, ktera se Benfordovym
zakonem Tidi presne. Za priklad poslouzi ndhodnéa veli¢ina s hustotou

1
flu) = “In 10 1,10y (u),

uvedend v kapitole 1. Tu lze jesté mirné zobecnit do tvaru

(w) = ———
Jablt) = u(b—a)ln10

kde a,b € Z, a < b. Necht nahodna veli¢ina X ma hustotu g,;. Pfimy
vypocet potom dava pro t € [1,10] :

I (100,100 (u),

P(m(X) <t) = i P(X € [10%,¢-10™))

n=—oo
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o0

£107 )

7;771 h t-10™ 1
- ;/10” u(b—a)ln10 du
1 — .
= (b - CL) In10 ; [ln U]Ziolon
1 b—1
= = a)ni0 ;(lnt +nln10 — nln10)
b—a)lnt
- (é - a)>ln T

To znamena, Ze rozdéleni mantisy ndhodné veli¢iny X je Benfordovo a X se
presné fidi Benfordovym zakonem.
Dalsi zobecnéni vede k hustoté typu

1 n
= I R = J(10%,10%
pricemzn €N, a;,b; € Z, 1=1,...,n, a1 <b; <ay <...<a, <b,.

Podobny vypocet jako vyse ukaze, ze i v tomto pripadé je rozdéleni man-
tisy nahodné veli¢iny s takovou hustotou Benfordovo. Také libovolna kon-
vexni kombinace hustot tohoto typu je opét hustota néjaké ndhodné velic¢iny,
ktera se presné 1idi Benfordovym zakonem.

Naproti tomu nahodné veli¢ina Y s rovnomérnym rozdélenim na inter-
valu [0, 1] ma nésledujici rozdéleni mantisy:

P(m(Y)<t) = i P(Y € [10",¢ - 10")) = i (t- 10" — 107
= (t—l)ilﬂ‘”:(t—l)li%i:tgl,te[1,10].

Rozdéleni veli¢iny m(Y") je tedy rovnomérné a ne Benfordovo.

Goudsmit a Furry [12] tvrdi, Ze fenomén nerovnomérného vyskytu prv-
nich cislic ,,je pouhym disledkem naseho zptisobu zapisu c¢isel“ a tedy ne-
zavisi na tom, z jakého rozdéleni zkoumana data pochazeji. To je v rozporu
s pozorovanim udinénym vyse (Ze rovnomérné rozdéleni na [0, 1] dava rov-
nomérné rozdéleni mantisy), pfesto je zajimavé podivat se na jejich Gvahy
blize.
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Vychazi z pfedstavy rozsahlého souboru ¢iselnych udajt, kladnych nebo
branych bez ohledu na znaménko, a uvazuji hustotu f, ktera popisuje jejich

rozdéleni. Pak plati
/ f(z)dz = 1.
0

Pti zapisu ¢isel v desitkové soustavé ma rozdéleni mantisy uvazovanych
¢isel hustotu

h(p)= > flp-10™)-10™, p € (1,10), (3.1)

coz se d& ukdzat pomoci zobecnéné véty o transformaci hustoty (napf.
Andél [3], véta 3.7). Nasledné se uvedend suma aproximuje pomoci inte-
gralu:

h(p) = > flp-10™)-10" ~ / Fp-10™)-10"dm.  (3.2)
Tento integral 1ze vypocitat pomoci substituce x = p - 10™ a vyjde

~ fooof(x)dx _ 1
p-In10 p-In10

h(p) , p € (1,10).
To je ale hustota Benfordova rozdéleni.

Goudsmit a Furry z toho vyvozuji zavér, ze nerovnomérné rozdéleni prv-
nich platnych ¢islic ,nesouvisi s povahou ¢iselnych idaji ani s jejich rozdéle-
nim.*“ Jsou si vSak védomi toho, Ze ,,je nutné zodpovédét otazku, jak presné
integréal v (3.2) aproximuje uvazovanou sumu.“ Pfesnost aproximace ovSem
zévisi na vlastnostech hustoty f(z).

Tato problematika je podrobnéji rozebrana v navazujicim ¢lanku Furry,
Hurwitz [13]. Nechf pomocné funkce ¥ je definovana takto:

T(g)= > f(10™F9)-10™-In10, g € R. (3.3)

Potom hustota rozdéleni mantisy h(p) uvedena v (3.1) se da vyjadrit ve tvaru

1

h = .
() p-In10

U(log,op), p € (1,10).

Ziejmé plati U(q + 1) = ¥(q), stadi tedy zkoumat ¥ pouze na inter-
valu [0, 1]. Pokud by funkce ¥ byla identicky rovna jedné, byla by hustota
rozdéleni mantisy h(p) pfesné hustotou Benfordova rozdéleni.
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Uvazovana funkce f je nezaporna (jde o hustotu néjakého rozdéleni)
a pozadavek

1= Y f(10")-10™-In10, q € [0,1]

na ni klade tyto podminky:

e na mnozing, na niz je f > 0, je tvaru f(z) = c¢- 1, kde ¢ je redlné
konstanta (aby se odstranil vliv faktoru 10”+7);

e f je kladna pouze na intervalech typu (10%,10%), a,b € Z (jinak by
U(q) nebyla konstantni);

e mnozina, na niz je f > 0, je omezend (kvili konvergenci sumy).

To vede k funkcim typu g¢,,, pfipadné jejich zobecnénim, jak byla uve-
dena na zacatku této kapitoly. Pro libovolnou jinou hustotu je porusena
podminka ¥(q) = 1, g € [0, 1], a rozdéleni mantisy nebude (pfesné) Benfor-
dovo.

V tomto smyslu jsou tedy rozdéleni s hustotami typu g, jedind, jejichz
mantisa ma presné Benfordovo rozdéleni.

Miru shody s Benfordovym rozdélenim Furry a Hurwitz v [13] méfi po-
moci hodnot max | ¥ —1| a pro néktera bézna rozdéleni uvadéji tyto hodnoty,
ziskané numerickym vypoétem podle vzorce (3.3). Jejich vysledky jsou shr-
nuty v nasledujici tabulce.

Hustota max |V — 1]
2

T

S e =7 033
e 0.0557
do 1) 0.00152
Lema 0.115

Gor 0.0065

Je vidét, ze rozdily v mife shody s Benfordovym rozdélenim mohou byt
velmi vyrazné.
3.2 Smeési rozdéleni

Shodu s Benfordovym zakonem jde zlepsit vytvorenim smési rozdéleni, kdy
se ziskd nové rozdéleni ,smichanim“ riznych rozdéleni v urcitém poméru
v nasledujicim smyslu (definice je pfevzata z [14]).
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Definice 3.1 Necht f(xz,)\), = € (0,00) je pro kaZdé A\ € A # O hustota
néjakého rozdéleni (bud stejného typu s parametrem A, napt. Exp(\), pri-
padné rizného typu podle hodnoty parametru \), a necht g(\) je nezdapornd
meéritelnd funkce takovd, Ze
[ aar=1
A

pak smisenou hustotou je funkce r(x) definovand jako

r(z) = /A g0 F(z, A, = € (0, 50).

Interval (0, 00), na némz jsou hustoty f(z, \) a r(x) definovany, je pouzit
pouze proto, ze se v této kapitole pracuje s rozdélenimi ¢isel branych bez
ohledu na znaménko a bez horni meze. V tuplné obecné definici by byl tento
interval nahrazen obecnou mnozinou M C R, na niz jsou hustoty definovany.

Furry a Hurwitz [13] dokazuji, Ze pokud f je hustota popisujici uvazované
rozdéleni ¢isel (bez ohledu na znaménko), pak smiSend hustota

ra =57 (F) s

se vice blizi hustoté Benfordova rozdéleni nez piivodni hustota f.
Iteracemi tohoto procesu se vytvareji hustoty f*, pro néz plati (viz [13]):

lim |¥,(¢) — 1| = 0 stejnomérné v g,

kde ¥, je funkce odpovidajici f** podle vzorce (3.3). Timto postupem lze
tedy ziskavat hustoty, které se libovolné presné blizi hustoté Benfordova
rozdéleni.

3.3 Silné a slabé benfordovské posloupnosti

Nekteré ciselné posloupnosti maji vlastnost, ze se rozdéleni mantisy jejich
prvki blizi Benfordovu rozdéleni, pokud se bere v iivahu ¢im dal tim delsi
usek téchto posloupnosti. V takovém ptipadé se daji oznacit jako benfordov-
ské. Tuto problematiku pfehledné shrnuje napf. Raimi [5].

Definice 3.2 Posloupnost {b,} redlnych cisel z intervalu [0,1) se nazgvd
rovnomérné distribuovand na [0,1), pokud pro kaZdy interval [a,b) C [0, 1)
plati

B

1

n=1

kde B(n) =1, pokud b,, € [a,b), a f(n) =0 jinak.
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Stejné jako v ¢asti 2.4 bude dale symbolem D, (1 < p < 10) oznacena
mnozina kladnych realnych ¢isel, ktera maji hodnotu mantisy mensi nez p,
tedy

D, ={r e RY,m(z) < p} = U (10", p - 10™).

n=—0oo

Definice 3.3 Necht {a,} je posloupnost kladngjch redlniyjch cisel a necht
b, = (logyya,) mod 1. Pokud je {b,} rovnomérné distribuovand na [0,1),
nazyvd se {a,} silné benfordovskd posloupnost.

Silné benfordovska posloupnost {a, } se fidi Benfordovym zékonem v tom
smyslu, ze

.1
lim p Z a,(n) =log,yp, p € [1,10),

kde ay(n) = 1, pokud a,, € D,, a a,(n) = 0 jinak.

Naptiklad posloupnost ptirozenych ¢isel N neni silné benfordovska po-
sloupnost, protoZe uvedend limita neexistuje (viz kapitola 1), ale geomet-
rické posloupnosti {ar"} jsou, pokud r neni racionélni mocninou ¢isla 10.
Pokud a,, = ar™, je

b, = (logyya,) mod 1 = (log;,a + nlog,,r) mod 1.

Pritom plati, Ze aritmetické posloupnosti s iracionélni diferenci jsou (brano
mod 1) rovnomérné distribuované na intervalu [0, 1) - Raimi [5] uvadi odkaz
na Hardy, Wright [15]. Pravé pozadavek, aby diference v posloupnosti {b,}
byla iraciondlni, tedy log,,r ¢ @, vede k tomu, Ze posloupnost {ar"} je silné
benfordovska, pravé kdyz r neni racionalni mocninou 10.

Geometrické posloupnosti ale nejsou jedinymi silné benfordovskymi po-
sloupnostmi. Tuto vlastnost maji i tzv. asymptoticky geometrické posloup-
nosti.

Definice 3.4 Posloupnost {a,} se nazgvd asymptoticky geometrickd, pokud
existuje geometrickd posloupnost {ar™} takovd, Ze

V tomto piipad€ log;, a, —nlog;, r konverguje a log;, a,, mod 1 je stejné
rovnomeérné distribuovand jako nlog,,r. Jinymi slovy, pokud log,,r € Q, je
asymptoticky geometrickd posloupnost silné benfordovska.

Jako priklad asymptoticky geometrické posloupnosti Raimi [5] uvadi Fi-
bonacciho posloupnost. V jejim piipadé je limitnim pomérem r z definice
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3.4 zlaty tez, r = %5 Navic log;, 1+2\/5 je iracionalni ¢islo, a proto je Fi-

bonacciho posloupnost silné benfordovska.

Dalsim piikladem silné benfordovské posloupnosti je {n!}, jak ukazuje
Diaconis [16].

Posloupnosti, které nejsou rovnomérné distribuované na [0, 1) proto, ze
limita v definici 3.2 neexistuje, stdle mohou byt (mod 1) v jistém smyslu
rovnomérné rozprostiené. Jina sc¢itaci metoda, nez ktera byla pouzita v de-
finici 3.2, vede k mirné upravené definici rovnomérné distribuovanosti (viz

Raimi [5)).

Definice 3.5 Posloupnost {b,} redlnych cisel z intervalu [0,1) se nazjvd
L-rovnomérné distribuovand na [0,1), pokud pro kazdy interval [a,b) C [0,1)

plati
k
1 B _
LSy Sl
kde 3(n) =1, pokud b,, € [a,b), a B(n) =0 jinak.

Definice 3.6 Necht {a,} je posloupnost kladnych redlnijch cisel a necht
b, = (logyga,) mod 1. Pokud je {b,} L-rovnomérné distribuovand na [0, 1),
nazyva se {a,} slabé benfordovskd posloupnost.

Raimi [5] uvadi (spolu s odkazy na patfi¢nou literaturu), Ze posloupnost
{a,} je slabé benfordovskd, pokud a, = n, a, = v/n, a, = n-té prvocislo
nebo a, = Q(n) pro libovolny polynom Q.

To, Ze ciselna posloupnost je slabé benfordovska, jesté neznamena, ze
rozdéleni mantisy jejich prvki se asymptoticky blizi Benfordovu. Znamena
to, Ze podil prvku, jejichz mantisa je v intervalu [1,¢), ¢t € [1,10], se pfi
pouziti ur¢ité sumacni (vlastné pramérovaci) metody blizi hodnoté log,, .
Stejna situace se objevila uz v kapitole 1 pfi zkouméni rozdéleni mantisy
v posloupnosti pfirozenych ¢isel (viz Flehinger [4]).

Rozdil mezi silné a slabé benfordovskymi posloupnostmi je tedy tento:
v dostatec¢né dlouhém tseku silné benfordovské posloupnosti se bude vysky-
tovat priblizné 30% ¢isel zacinajicich éislici 1, 18% zacinajicich ¢islici 2 atd.,
v pripadé slabé benfordovské posloupnosti to ocekavat nejde. Presto je roz-
déleni mantisy ve slabé benfordovské posloupnosti pti pouziti primeérovaci
techniky odpovidajici metodé z definice 3.5 podobné Benfordovu rozdéleni.
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Kapitola 4

Empiricka pozorovani

4.1 Zpracovani udaju

Benfordtv zdkon u nékterych soubori ¢iselnych tdajt urcuje konkrétni roz-
déleni mantisy a tim i rozdéleni prvnich platnych cislic. Pfi rozhodovani,
zda se konkrétni (napozorovand) data ¥idi Benfordovym zékonem, se velmi
dobie uplatni Pearsoniiv y? test dobré shody.

Tento test se obecné pouziva k testovani hypotézy, ze vektor Cetnosti
vyskytu urcitych jevi ma multinomické rozdéleni s predpokladanymi pa-
rametry. M&-li ndhodny vektor X = (X3,..., X))’ multinomické rozdéleni
M (n;p1,...,pr), pak Pearsonova statistika

i — )’ (4.1)

=1
ma pii n — oo asymptoticky rozdéleni Xi_l (viz napf. Andél [3], véta 12.5).
Tento vyraz jde jesté upravit do podoby

k 2

XZZZXi'_na

n
— np;i

ktera je vhodnéjsi pii praktickych vypoctech. Protoze ma tato veli¢ina roz-
déleni x?_, pouze asymptoticky, je nutné mit dostateéné velky rozsah zkou-
maného souboru. Pro pouziti testtl zaloZenych na veli¢iné x? se obvykle
pozaduje, aby np; > 5 pro kazdé i =1,... k.

V pripadé zkoumani, zda se napozorovana data ridi Benfordovym za-
konem, bude vektor X = (X7, ..., Xy)" pfedstavovat cetnosti vyskytu ¢islic
1,2,...,9 na prvnim platném misté a n celkovy pocet zpracovavanych udaju.
Takto definovany vektor X ma multinomické rozdéleni M (n;qy, ..., qo) s ne-
znamymi parametry ¢;, které predstavuji pravdépodobnost vyskytu cislice ¢
na prvnim platném misté.
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Necht pq,...,py jsou pravdépodobnosti predpovidané Benfordovym za-
konem (podle vzorce (1.2)), tedy

1
pi = logy, (1+—,>, i=1,...,9.
1

Testovana hypotéza potom bude takova, ze tyto pravdépodobnosti odpovi-
daji pravdépodobnostem ¢;, neboli

HOZqi:pia 221,,9

Za platnosti hypotézy Hy méa veli¢ina x? definovand vztahem (4.1) asymp-
toticky rozdéleni y2. Na hladiné o = 0.05 bude hypotéza H, zamitnuta, po-
kud hodnota x? ptresdhne 95%-kvantil x2?-rozdéleni o osmi stupnich volnosti.

Vyse popsany test je oznacovan jako Pearsontiv x? test dobré shody
a v této kapitole bude pouzivan k testovani hypotézy, ze rozdéleni prvnich
platnych ¢islic zkoumanych tdaji odpovida rozdéleni predpovézenému Ben-
fordovym zakonem. Zamitnuti této hypotézy pak umozni vyvodit zavér, ze
rozdéleni mantis neni Benfordovo, pfi nezamitnuti hypotézy ale opacény za-
veér ucinit nelze.

4.2 Benfordova data

V ¢lanku [2] predkldadd Benford vysledky své nékolikaleté préce, béhem niz
sbiral udaje ,z tolika riznych oblasti, kolik ¢as a energie dovolily.“ Dohro-
mady zpracoval vice nez 20 000 adaji z 20 riznych oblasti, coz lze ve tfi-
catych letech 20. stoleti povazovat za tuctyhodny vykon (vSechny vypocty se
totiz provadély ru¢né nebo na mechanickych kalkuldtorech).

Benford hledal rozdéleni prvnich platnych ¢islic v ,,pfirozené se vysky-
tujicich® ¢iselnych tdajich a uvadi pouze relativni ¢etnosti vyskytu prvnich
¢islic ve vSech 20 zkoumanych kategoriich spolu s iidajem, kolik tidaji bylo
do jednotlivych kategorii zahrnuto. Pro kazdou dislici tak Benford ziskal 20
ruznych relativnich ¢etnosti (pro kazdou kategorii jednu hodnotu) a z nich
vypocital aritmeticky primeér.

Na téchto primeérnych hodnotach pak Benfordovi bylo napadné, ze se
blizi hodnotam p; = log;, (1 + %) , 1 =1,...,9, a dale se ve svém c¢lanku
pokusil zdiivodnit, pro¢ pravé tyto hodnoty jsou ,ty spravné.“

Kdyby Benford nepracoval s primérnymi relativnimi ¢etnostmi, ale misto
toho by zpracoval vSechny tidaje najednou v jednom velkém souboru, ziskal
by odlisné relativni cetnosti. Ty se sice vice lisi od hodnot p;, presto jsou
jim stale dost blizké.
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Srovnani nabizi tabulka 4.1. Ve sloupci ,,Primérna relativni ¢etnost“
jsou rel. Cetnosti vypoctené jako aritmeticky prameér z rel. ¢etnosti v jed-
notlivych skupinach dat, ve sloupci ,,Skutec¢na relativni cetnost” je hodnota
odpovidajici podilu ¢isel zac¢inajicich danou ¢islici v celém souboru. Hodnoty
jsou zaokrouhlené na tii desetinna mista.

s qe o v s - v s « o 1
Cislice Pramérna r.¢. Skuteéna r.&. p; =log, (1 + ;)

1 0.306 0.289 0.301
2 0.185 0.195 0.176
3 0.124 0.127 0.125
4 0.094 0.091 0.097
5 0.080 0.075 0.079
6 0.064 0.064 0.067
7 0.051 0.054 0.058
8 0.049 0.055 0.051
9 0.047 0.051 0.046

Tabulka 4.1: Relativni ¢etnosti v Benfordovych datech.

Zvlastni je, ze v jednotlivych skupindch v Benfordové tabulce v élanku [2]
se relativni ¢etnosti nascitaji presné na 1. Diky zaokrouhlovani relativnich
¢etnosti na t¥i desetinna mista by mohlo dojit k tomu, Ze se v nékteré skupiné
nenascitaji presné na 1, ale v pfipadé Benfordem ptedlozenych dat dava
soucet 1 vSech dvacet skupin.

Upozornili na to Diaconis a Freedman v ¢lanku [17], v némz se zabyvaji
prave otazkou chovani souc¢tu zaokrouhlenych procentualnich idaji. Pii po-
uziti jejich modeli vyjde pravdépodobnost, Ze se relativni cetnosti v kazdé
z dvaceti skupin nascitaji piesné na 1, ,astronomicky mala“ (zhruba 1 : 229).

Vyvozuji z toho, Ze se Benfordovy ¢etnosti nefidi zadnym z jejich modeld,
a to vede k podezfeni, ze Benford s ¢asti dat manipuloval, aby docilil lepsi
shody s hodnotami log, (1 + %) Napriklad v prvnim fadku Benfordovy ta-
bulky (viz [2]) je podil ¢isel zacinajicich na 7 uveden jako 5.5% z celkového
poctu 335 udaji. Snadny vypocet ukazuje, Ze pocet ¢isel zacinajicich na 7
musel byt 18 nebo 19, ale % se zaokrouhli na 5.4% a % na 5.7% procenta.
Z4dna skuteéna hodnota tedy nemohla vést k udaji 5.5%.

Ony chybné zaokrouhlené hodnoty jsou skutecné bliz pozadovanym ¢is-
lim nez hodnoty zaokrouhlené spravné, ale i neupravena data se pomérné
dobte shoduji s predpokladanymi cetnostmi.

Pearsontiv x? test provedeny na jednotlivé diléi soubory vede na hla-
diné 5% v osmi pripadech k zamitnuti hypotézy H,, Ze se rozdéleni prvnich
platnych ¢islic v téchto souborech 7idi Benfordovym zakonem, ve dvanacti
pripadech test tuto hypotézu nezamitl.
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Vsech osm skupin, u nichz doslo k zamitnuti, se nachazi mezi poslednimi
deviti v seznamu skupin, sefazenych podle souc¢tu absolutnich odchylek od
ocekdvanych relativnich ¢etnosti, predlozeném v [2]. Visledky x? testu jsou
tedy konzistentni s hodnocenim shody u jednotlivych skupin, jak je podava
Benford.

x? test provedeny na cely soubor, s nimz Benford pracoval, vede k za-
mitnuti hypotézy Hy (pfi tak velkém rozsahu souboru je sila testu obrovska,
interval spolehlivosti se pfi pevné hladiné vyznamnosti zuzuje s rostoucim
poctem pozorovani).

4.3 Dalsi publikované vysledky

Od vydéni Benfordova ¢lanku [2] se dalsi autofi snazili ukazat, které soubory
¢iselnych udaji se fidi Benfordovym zakonem.

Napriklad rozsahlé soubory ¢isel obsazenych v ticetnich zdznamech nebo
danovych pfiznanich firem a jednotlivcti se obvykle Benfordovym zakonem
idi velmi presné (Nigrini [18]). To odpovida vysledktim uvedenym v kapi-
tole 2, protoze ucetni zaznamy lze povazovat za smés udaji pochézejicich
z ruznych rozdéleni.

Ley [19] zjistil, Ze posloupnost jednodennich vynost na indexu Dow-Jones
Industrial Average (DJIA) a Standard and Poor’s (S&P) je v dobré shodé
s Benfordovym zdkonem. Jde o tfadové desetitisice udaji z let 1900-1993
(DJIA), resp. 1926-1993 (S&P) a relativni ¢etnosti prvnich platnych ¢islic
jsou uvedeny v tabulce 4.2.

Cislice DJIA S&P Benforduv zidkon

1 0.2894 0.2917 0.3010
2 0.1678 0.1696 0.1761
3 0.1238 0.1342 0.1249
4 0.0999 0.0987 0.0969
3 0.0848 0.0776 0.0792
6 0.0723 0.0713 0.0669
7 0.0615 0.0560 0.0580
8 0.0532 0.0536 0.0512
9 0.0472 0.0473 0.0458

Tabulka 4.2: DJIA a S&P (Ley [19]).

Po provedeni x? testu Ley zamita hypotézu, Ze se rozdéleni prvnich plat-
nych cislic 1idi Benfordovym zakonem, ale poukazuje na to, ze zamitnuti je
zpusobeno velkou silou testu danou velkym poc¢tem pozorovani. Kdyby se
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vzala v tvahu pouze data z poslednich deseti let (1983-1993), uvadi, k za-
mitnuti nulové hypotézy by nedoslo.

Varian [20] popisuje, jak se koncem 60. let zabyval vyvojem pocitacovych
modelll pfedpovidajicich ekonomicky vyvoj v San Franciské zatoce do roku
1990. Vystupy srovnaval s Benfordovym zakonem na zakladé uvahy, ze kdyz
se vstupni data modelu shoduji s Benfordovym zakonem, mély by se jim
ridit i vystupy, pokud je model ,rozumny.*

Po rozboru vystupti svého modelu dospél Varian k tomu, ze ,data jsou
v pomérné dobré shodé s Benfordovym zakonem.“ Konkrétné nejlepsi shodu
vykazovala ta ¢ast modelu, jejiz vstupni data pochazela ze s¢itani lidu - to
je podle Variana obecné povazovano za presnéjsi nez jiné zdroje udaji.
elektfiny jednotlivymi spotfebiteli na Salamounovych ostrovech, jak uvadi
Raimi [5]. Jeho data pochézi z f{jna 1969 a zajimavy je jejich pivod.

Udaje neziskéval autor sam, ale uz zpracované mu byly zaslany feditelem
energetické spolecnosti ve mésté Honiara na Salamounovych ostrovech, ktery
byl zaujat problematikou Benfordova zakona poté, co si pfecetl popularné
ladény Raimiho ¢lanek [21] v ¢asopisu Scientific American.

Piiklady podobnych vysledki 1ze nalézt nejen v ekonomii, ale tfeba i ve
fyzice. Burke a Kincanon [22] se rozhodli prozkoumat, zda se fyzikalni kon-
stanty fidi Benfordovym zakonem.

Vzali konstanty uvedené na vnitinim prebalu Gvodni vysokoskolské uceb-
nice fyziky a spocitali ¢etnosti vyskytu prvnich platnych ¢islic pti vyjadieni
¢isel v jednotkach SI a v britskyjch jednotkach. Vysledky jsou v tabulce 4.3.

Cislice Jednotky SI  Britské jednotky

1 8 (40 %) 7 (35 %)
2 2 (10 %) 2 (10 %)
3 1 (5%) 3 (15 %)
4 0 (0%) 1 (6%
5 2 (10 %) 1 (5%)
6 3 (15 %) 3 (15 %)
7 0 (0%) 0 (0%)
8 2 (10 %) 1 (5%)
9 2 (10 %) 2 (10 %)

Tabulka 4.3: Fyzikalni konstanty (Burke a Kincanon [22]).

Pozoruhodné je, ze pfi tak malém rozsahu souboru (pouze 20 udaji)
je vidét viibec néjaka shoda s Benfordovym zakonem. Pfi vyjadreni Cisel
v soustavé SI a v britskych jednotkach ma jednicka zdaleka nejvyssi cetnost
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vyskytu na prvnim platném misté. Ostatni hodnoty uz neni mozné odlisit
od statistického Sumu.

Buck, Merchant a Perez [23] vyvinuli metodu, jak pocitat polocas roz-
padu nestabilnich nuklidi podléhajicich alfa rozpadu a pfi porovnavani vy-
poctenych hodnot s experimentalné zjisténymi tdaji si vSimli, Ze rozdéleni
prvnich platnych dislic je nerovnomérné.

Je znamo 477 nuklidi podléhajicich alfa rozpadu a jejich polocasy roz-
padu pokryvaji interval od zhruba 107% sekundy aZ po 10'° let. Tato data,
nashroméazdéna v prubéhu celého 20. stoleti, poskytuji vybornou pfilezitost
zkoumat, za jakych situaci se Benfordiv zakon uplatiuje.

P1i podrobnéjsim rozboru Buck a kol. zjistili, Zze c¢etnosti vyskytu jednot-
livych ¢islic na prvnim platném misté vypoctenych i namérenych hodnot se
pomérné dobfe shoduje s ¢etnostmi predpovézenymi Benfordovym zakonem.

U vypoctenych hodnot zkoumali také rozdéleni druhych platnych ¢islic
a i zde data vykazala vysokou miru shody s Benfordovym zakonem (namé-
fené hodnoty jsou casto zaznamenany pouze s presnosti na jednu platnou
cifru a vysledky ziskané rozborem druhych platnych cislic by nebyly sméro-
datné).

Na druhou stranu ne v kazdé sadé prirozené se vyskytujicich tdaji se
rozdéleni prvnich platnych ¢islic Fidi Benfordovym zadkonem. Raimi [5] uvadi
pekny priklad: telefonni seznam. U ¢isel na strance vytrzené z mistniho te-
lefonniho seznamu bude na prvnim platném misté vyrazné prevazovat jedna
¢islice, ostatni budou zastoupeny minimalné.

4.4 Ptvodni vysledky

V této ¢asti budou predlozena autorem vybrana a zpracovana data z riiznych
oblasti, ktera mohou ilustrovat aspekty Benfordova zakona, jez byly zminény
v pfedchozich kapitolach.

Udaje jsou rozdéleny do deviti skupin podle toho, z jaké oblasti pochézej,
a skupiny jsou oznaceny nazvem, ktery naznacuje povahu dat. Naptiklad
data ve skupiné ,,Populace® tvoii poéty obyvatel v obcich Ceské republiky,
skupina ,,Staty“ obsahuje idaje o rozlohach jednotlivych stath svéta atd.

Skupiny budou rozebrany jednotlivé, bude upresnéna povaha a ptvod
dat a nésledovat bude kratky komentéi a vysledek y? testu hypotézy Hy, Ze
rozdéleni prvnich platnych ¢islic se fidi Benfordovym zékonem (na hladiné
a = 5%). Hypotéza Hy tedy bude zamitnuta, pokud je dosazend p-hodnota
mensi nez 0.05. Grafy znazornujici odchylky od predpoklddaného rozdéleni
jsou k dispozici v priloze A.
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Ptehled vysledki podava tabulka 4.4 (zjisténé ¢etnosti prvnich platnych
Cislic v jednotlivych skupinach) a tabulka 4.5 (relativni ¢etnosti a p-hodnoty
dosazené pii provedeni x? testu dobré shody, pro srovnani jsou uvedeny
i relativni ¢etnosti pfedpovézené Benfordovym zédkonem).

Skupina 1 2 3 4 5 6 7 8 9 >
Populace 1820 1134 794 595 539 420 356 332 259 6249
Staty 50 38 22 22 13 13 12 7 12 189

Nehody 296 171 129 123 99 73 95 50 39 1035
Soubory o814 3427 2583 2099 1600 1611 1509 1253 853 20749

Web 238 119 75 43 48 28 28 14 12 605
Léky 343 190 113 82 101 90 71 7779 1146
2"(100) 30 17 13 10 7 7 6 5 5 100

2"(1000) 301 176 125 97 79 69 o6 92 45 1000
Fibonacci 301 177 125 96 80 67 56 53 45 1000

Tabulka 4.4: Cetnosti vyskytu prvnich platnych &islic.

Skupina 1 2 3 4 5 6 7 8 9 p-hod.
Benford 30.1 176 125 97 79 6.7 58 51 4.6 —
Populace 29.1 181 12.7 95 86 6.7 57 53 4.1 0.2313
Staty 26.5 20.1 116 116 69 69 63 3.7 6.3 0.7832
Nehody 28.6 165 12,5 119 96 7.1 53 4.8 3.8 0.1337
Soubory  28.0 16.5 124 10.1 7.7 78 7.3 6.0 41 <2.2e-16

Web 39.3 197 124 71 79 46 46 23 2.0 2.15e-07
Léky 299 166 99 72 88 79 62 6.7 69 87306
2"(100) 300 170 130 100 7.0 7.0 6.0 5.0 5.0 1
2"(1000) 30.1 176 125 97 79 6.9 56 52 45 1
Fibonacci 30.1 177 125 96 80 6.7 56 53 45 1

Tabulka 4.5: Relativni ¢etnosti (v procentech) a dosazené p-hodnoty.

Populace

Zdroj dat: Cesky statisticky tfad ([24]).

Vysledek testu: Dosazend p-hodnota 0.2313 znamené, Ze neni zamitnuta
nulova hypotéza, ze rozdéleni prvnich platnych cislic je multinomické s pa-
rametry odpovidajicimi Benfordovu zakonu.

Komentai: Jde o piiklad uvedeny v uvodu. Data tvori pocty obyvatel
v 6249 obcich Ceské republiky k 1. lednu 2007. U takto velkého souboru
udaji jde o pozoruhodné dobrou shodu s predpokladanym rozdélenim.
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Staty

Zdroj dat: Bateman, Egan: Encyklopedie Zemépis svéta ([25]).
Vysledek testu: Dosazena p-hodnota 0.7832 znamena, Ze nulova hypotéza
neni zamitnuta.
Komentaf: Data tvoii rozlohy 189 nezavislych stati uvedenych v [25]. Vy-
sledky uvedené v tabulkach 4.4 a 4.5 odpovidaji rozloham vyjadfenym v ki-
lometrech ¢tverecnich.

Tato data se hodi ke zkouméani invariance vzhledem k méritku, je totiz
mozné pouzit rizné jednotky plochy. Pti vyjadreni naptiklad ve ¢tverecnich
milich (1 ¢tvereéni mile je piiblizné 2.59 km?) vyjdou tyto hodnoty:

Skupina 1 2 3 4 5 6 7 8 9 p-hod.
abs. Cet. 65 27 28 22 6 11 11 7 12 —
r. Cet. 344 143 148 116 3.2 58 58 3.7 63 0.1740

Tabulka 4.6: Rozlohy statt vyjadiené ve ¢tverecnich milich.

Po prepocitani hodnot na ¢tverecni mile zistalo rozdéleni prvnich plat-
nych ¢islic nerovnomérné a y? test nezamita nulovou hypotézu. Tento soubor
udaju tedy vykazuje do urcité miry vlastnost invariance vzhledem k meétitku,
pii vyjadfeni hodnot v jinych jednotkach by rozdéleni prvnich platnych ¢islic
zustalo podobné tomu, jaké predpovida Benfordiv zakon.

Nehody

Zdroj dat: Ministerstvo vnitra Ceské republiky ([26]).

Vysledek testu: Dosazena p-hodnota 0.1337 znamend, Ze nulova hypotéza
neni zamitnuta.

Komentai: V tomto pfipadé jsou zkoumany odhady hmotnych skod vznik-
Iych v pritbéhu roku 2007 na jednotlivych kilometrech dalnic v Ceské repub-
lice. Vyfazeny byly piipady, kdy odhadnuté $koda byla nulova (na daném
kilometru k zadné nehodé nedoslo), protoze pouzivané metody pracuji pouze
s kladnymi ¢isly.

Také tento soubor je vhodny ke zkoumani invariance vzhledem k méritku,
ma totiz smysl vyjadfovat odhady skod v jinych ménéch, nez je ¢eska koruna
(adaje v tabulkach 4.4 a 4.5 odpovidaji pravé vyjadieni skod v K¢).

Pti prevodu zkoumanych odhad@ na eura, resp. americké dolary podle
kurzu Ceské narodni banky ze dne 11. 5. 2008 (1 EUR za 25.145 K¢, resp.
1 USD za 16.267 K¢) vyjdou jiné hodnoty (viz tabulka 4.7).

Z tabulky je vidét, Ze se jednotlivé Cetnosti zménily (a pfi vyjadfeni
v americkych dolarech je dokonce na hladiné 5% zamitana nulova hypotéza,
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Skupina 1 2 3 4 5 6 7 8 9 p-hod.
EUR (abs. ¢.) 341 187 123 93 90 65 46 48 42 —
EUR (r. ¢.) 329 181 119 9.0 87 63 44 46 4.1 0.3304
USD (abs. é.) 276 199 161 92 70 75 57 53 52 —
USD (r. ¢.) 26.7 192 156 89 68 7.2 55 51 50 0.0315

Tabulka 4.7: Odhady skod vyjadiené v EUR a USD.

ze prvni platné ¢islice maji predpokladané rozdéleni). Presto vSak ztistava
rozdéleni prvnich platnych ¢islic nerovnomérné a podobné tomu, jaké pred-
povidé Benfordiv zadkon (viz grafy v pfiloze A). Vyjadfeni hodnot v jesté
dalsich jednotkach by vedlo k podobnym vysledktim. Lze tedy fict, Ze tento
soubor dat se vyznacuje invarianci vzhledem k méritku.

Soubory

Zdroj dat: Velikosti vSech souborti na pevném disku autorova pocitace
zjisténé postupem uvedenym na strance www.nigrini.com ([27]).
Vysledek testu: DosaZend p-hodnota je mensi nez 2.2-1071¢ a tedy nulova
hypotéza je zamitnuta (test ma velkou silu diky vysokému poétu pozoro-
vani).
Komentai: Na uvedené strance je zvefejnén navod, podle kterého si kazdy
zdjemce mize sam provést analyzu velikosti souborti na svém pevném disku.

PrestozZe je nulova hypotéza zamitnuta, graf v priloze A ukazuje, Ze Ben-
fordtv zakon poskytuje dobry model pro popis rozdéleni prvnich platnych
¢islic ve zkoumanych datech.

Tato data lze vyuzit k ilustraci invariance vzhledem ke zméné zdkladu
¢iselné soustavy. Pri vyjadreni ¢isel v soustavé o zakladu b, b = 2,3,4,...
prejde Benfordtuv zakon do odpovidajici podoby

P (m(b)(X) <t) =log,t, t € [1,b],

kde m® znadi mantisu ¢isla vyjadieného v soustavé o zédkladu b. Relativni
¢etnosti vyskytu prvnich platnych ¢islic predpovidané Benfordovym zako-
nem jsou tedy

1
joizlogb(l—k—,)7 i1=1,...,b—1.
i

Ve specialnim ptipadé b = 10 se tyto vyrazy shoduji s témi, které byly
pouzivany v predchozich kapitolach.

Degenerovanym piipadem je situace, kdy jsou ¢isla vyjadfena v dvoj-
kové soustaveé — pak je totiz prvni platnou dislici libovolného kladného cisla
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jednicka. To ale souhlasi s tim, ze

1
Y4 :10g2 <1+I) = 17

proto neni tfeba tento pfipad zkoumat zvlast.

Zkoumané velikosti soubort lze prevést napiiklad do osmickové nebo
Sestnactkové soustavy a poté zkoumat rozdéleni prvni platné ¢islice (s od-
povidajicimi zménami pti provadéni x? testu).

Srovnani vysledki tohoto rozboru s pfedpoklddanym rozdélenim se lépe
ukaze graficky nez vyc¢tem konkrétnich Cetnosti (viz pfiloha A, grafy jsou
oznaceny c¢islem odpovidajicim tomu, v jaké soustavé jsou zkoumana cisla
vyjadfena, napt. graf ,Soubory [8]“ se tyka vyjadfeni v osmickové soustave).

Pii pohledu na grafy v ptiloze A lze Tici, Zze mira shody s teoretickym
rozdé€lenim zistala zachovana a soubor dat mé tedy vlastnost invariance
vzhledem ke zméné zakladu c¢iselné soustavy. Benforduv zakon tedy posky-
tuje dobry model pro popis rozdéleni prvnich platnych ¢islic u zkoumanych
dat.

Provedeni x? testu pii vyjadieni ¢isel v osmickové i Sestnactkové soustave
presto vede k zamitnuti nulové hypotézy (stejné jako v desitkové soustavé),
ze rozdéleni prvnich platnych ¢islic je multinomické s parametry odpovida-
jicimi Benfordovu zakonu upravenému do podoby pro uvazovanou c¢iselnou
soustavu.

Web

Zdroj dat: www.pocitadlo.cz ([28]).
Vysledek testu: Dosazens p-hodnota 2.15 - 10~ znamen4, ze nulova hy-
potéza je zamitnuta.
Komentai: Server Pocitadlo.cz vede statistiky navstévnosti stranek svych
registrovanych uzivateli, data tvoii pocty pristupd na jednotlivé stranky
v kategorii ,,Cestovani“ za den 4. 4. 2008.

Pocet pristuptt na kazdou stranku lze chapat jako ndhodnou veli¢inu
s Poissonovym rozdélenim s nezndmym parametrem A, ktery je urcen atrak-
tivitou a dostupnosti stranky, a pocty pristupti na rizné stranky je mozné
povazovat za nezavislé. Situace tedy odpovida ¢asti 2.3 — ,,Nahodné vybéry
z nadhodné vybiranych rozdéleni.”

Ptestoze je zamitnuta nulova hypotéza, je vidét, ze rozdéleni prvnich
platnych ¢islic je velmi nerovnomérné a nizsi ¢islice jsou vyrazné preferovany.
Toto rozdéleni je tedy podobné tomu, jaké predpovida Benforduv zakon.
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Léky

Zdroj dat: Vseobecns zdravotni pojistovna Ceské republiky ([29]).
Vysledek testu: Dosazens p-hodnota 8.73 - 107% znamen4, e nulovd hy-
potéza je zamitnuta.

Komentai: Data tvoii orienta¢ni ceny volné prodejnych 1é¢ivych pripravki
uvedenych v é&iselniku VZP CR.

Stejné jako v minulém pripadé je rozdéleni prvnich platnych dcislic ne-
rovnomérné a nizsi ¢islice se vyskytuji vyrazné castéji nez ty vyssi. Prestoze
je nulova hypotéza zamitnuta, je rozdéleni prvnich platnych ¢islic podobné
tomu, jaké pfedpovida Benfordiv zakon.

2"(100), 2"(1000), Fibonacci

Zdroj dat: Data tvori hodnoty posloupnosti a,, = {2"}1% b, = {27}100
a ¢, = {n — té Fibonacciho ¢islo}1%%.

Vysledek testu: Ve vSech tfech pripadech je dosaZend p-hodnota velmi
blizka 1, proto nulova hypotéza neni zamitnuta.

Komentai: Tyto soubory jsou tvofeny hodnotami geometrické posloup-
nosti 2", resp. asymptoticky geometrické Fibonacciho posloupnosti (viz od-
dil 3.3).

Skupiny 2"(100) a 2™(1000) se lisi pouze poc¢tem prvki, které byly ana-
lyzovany. V prvnim piipadé to bylo prvnich 100 prvki, v druhém piipadé
prvnich 1000.

Uz prvnich 100 prvki posloupnosti vykazuje pozoruhodné dobrou shodu
s Benfordovym zakonem, pfi rozboru prvnich platnych ¢islic tisice prvku je
shoda jesté lepsi.

Stejné tak prvnich 1000 prvkid Fibonacciho posloupnosti dava relativni
¢etnosti vyskytu prvnich platnych ¢islic, které se s predpokladanymi shoduji
témeér presné. Vysokou miru shody lze vysvétlit tim, ze jde o asymptoticky
geometrickou posloupnost (viz oddil 3.3 nebo Raimi [5]).
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Kapitola 5

Aplikace Benfordova zakona

V literatute se objevuje nékolik navrhi na vyuziti Benfordova zédkona v praxi.
Napfiklad Schatte [30] uvadi, Ze béhem dlouhych pocitacovych vypocti
v aritmetice s pohyblivou ¢arkou (tzv. floating-point aritmetika) maji man-
tisy zpracovavanych c¢isel priblizné Benfordovo rozdéleni. Tuto informaci je
mozné vyuzit pri analyze zaokrouhlovacich chyb nebo pii navrhu rychlejsich
algoritmii.

Knuth [31] predklada ur¢ité vypocty, kterymi zdivodiiuje predpoklad, ze
rozdéleni mantisy ve vstupnich datech jeho pocitacovych vypocti je Benfor-
dovo. Kromé jiného pak srovnava podle riznych kritérii vihodnost pouzivani
dvojkové a Sestnactkové soustavy (s ohledem na predpokladané rozdéleni
mantis vstupnich dat).

7 hlediska pfesnosti vypoctid je vhodnéjsi pouziti binarni aritmetiky,
horni odhad relativni chyby vzniklé zaokrouhlenim je totiz polovi¢ni nez
pii pouziti Sestnactkové soustavy.

Naproti tomu vypocty provadéné v hexadecimalni aritmetice probihaji
o néco rychleji, protoze neni tfeba tak Casto ¢isla normalizovat (posouvat
desetinnou ¢arku). Cenou za rychlost je tedy nizsi pfesnost a naopak.

Jind moznost vyuziti Benfordova zakona je spiSe psychologické povahy.
Hill [32] uvadi ptiklad loterie provozované v americkém staté Massachussets:
hraci sazi na jedno ctyfciferné cislo, poté je tazeno vitézné cislo a vyhra
se rozdéeli mezi vSechny hrace, ktefi na toto cislo vsadili. Protoze vsechna
¢isla mohou byt vitézna se stejnou pravdépodobnosti, je vyhodné sazet na
takova Cisla, na ktera nikdo jiny neséazi (aby se pfipadnéd vyhra délila mezi
co nejmensi pocet vyherci).

Pokud lidé sazi na ¢isla, s nimiz se setkavaji (v novinéch, v praci, apod.)
a pokud se takova c¢isla fidi Benfordovym zakonem, ma pro hrace smysl
vybirat ¢isla zacinajici vysokou cislici. Idea je takova, ze za uvedenych pred-
pokladi se lidé Castéji setkavaji s ¢isly jako 1989 nebo 2008, ¢asto na takova
¢isla sézi a proto je vyhodné sazet na cisla typu 9981 nebo 8002. Pravdé-
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podobnost vyhry se tim nezvysi, ale v pripadé vytazeni takového c¢isla bude
penézita vyhra vyssi.
se vyvojem matematickych modeli pfedpovidajicich ekonomicky vyvoj (viz
oddil 4.3) a fakt, ze vstupni data jeho modeld se pomérné dobfe ¥idi Benfor-
dovym zakonem, ho privedl k myslence zkoumat rozdéleni prvnich platnych
¢islic vystupnich dat.

Pokud se toto ukéaze jako vyrazné odlisné od rozdéleni, které predpo-
vida Benfordtv zakon, navrhuje Varian takovy model oznacit za ,, podeziely*
a doporucuje vytvorit jiny model, ktery vykaze lepsi shodu s Benfordovym
zédkonem.

Techniky zalozené na Benfordovu zakonu je mozné vyuzit i pti odhalo-
vani nesrovnalosti v tcetnich zadznamech, naptiklad danovych tniki nebo
nespravného proplaceni faktur. Jednu takovou metodu predklada Nigrini
v ¢lanku [18].

Vychézi z pozorovani, ze se soubor ¢isel z rozsahlych tcetnich zdznami
(zpracovanych bez chyb a neopravnéné manipulace s daty) velmi dobte Fidi
Benfordovym zakonem. Pokud provérovany soubor vykazuje velké odchylky
od predpokladaného rozdéleni mantis, je oznacen za podeziely a Nigrini do-
porucuje podrobit doty¢nou spolec¢nost auditu, ktery podezieni potvrdi nebo
vyvrati (mtze totiz jit o ndhodnou odchylku, byt je jeji pravdépodobnost
mald).

Za testovou statistiku bere Nigrini velicinu DF', kterou nazyva faktor
zkresleni (anglicky distortion factor). Pii pocitani této statistiky je nejdiive
nutné vsechna ¢isla ze zkoumaného souboru pfipadnym posunutim desetinné
Carky prevést do intervalu [10,100) a vypocitat jejich prumér AM (actual
mean).

Za predpokladu, Ze se ptivodni data 7idi Benfordovym zakonem, je mozné
urcit stfedni hodnotu tohoto praméru — EM (ezpected mean). Nigrini [18]
nabizi metodu vypoctu EM a uvadi, Ze pii velkém pocCtu zadznamu n tato
hodnota zavisi na n pouze zanedbatelné a blizi se ¢islu 39.1.

Pokud by rozdéleni mantis zkoumanych ¢isel bylo rovnomérné, vyslo by
EM = 55.0. Hodnota 39.1 je tedy v souladu s tim, ze podle Benfordova
zakona jsou nizsi mantisy preferovany pred vysokymi.

Nyni uz je mozné spocitat testovou statistiku DF' podle vzorce

_ AM - EM

DF
EM

DF urcuje odchyleni skute¢ného primeéru od ocekavané hodnoty. Pokud se

v puvodnich datech vyskytuji ¢isla s nizkymi mantisami ¢astéji, nez pred-
povida Benforduv zakon, bude AM mensi nez EM a hodnota DF bude za-

44



porné (a naopak). Diky tomu lze usoudit, zda piipadnd manipulace s daty
obnasela snizovani nebo navysovani skute¢nych hodnot.

Napriiklad u polozek odecitatelnych z dani vzbudi manipulace smérem
nahoru (navySovani ¢isel) vétsi podezfeni néz odchylka smérem doli, ktera
spise vznikla ndhodou.

Slabinou této metody je fakt, ze neni citliva na systematickou manipulaci
s daty. Pokud se piivodni iidaje idi Benfordovym zakonem, coz by skutecna
ucetni data méla, pak jejich vynasobeni stejnym cislem shodu s Benfor-
dovym zakonem nepokazi diky invarianci vzhledem k méritku. Pokud jsou
tedy udaje takto systematicky nadhodnocovany nebo podhodnocovany, fak-
tor zkresleni to neodhali.

Nigrini sice neuvadi zadné kritické hodnoty pro DF', ale predpoklada pro-
vadéni této analyzy na mnoha souborech dat soucasné a nasledné provéreni
téch nejpodezielejsich (s nejvyssi absolutni hodnotou DF'). To vystihuje na-
priklad situaci finan¢niho aradu, ktery nemtize detailné provérit idaje vSech
firem, ale tato metoda mu poskytuje moznost rozhodnout, které spole¢nosti
podrobit auditu.

Hill [8] uvadi, Ze diky softwaru, ktery test zaloZeny na faktoru zkres-
leni a dalsi testy implementoval a na jehoz vyvoji se sam Nigrini podilel,
bylo odhaleno sedm newyorskych spolecnosti, které byly pozdé&ji obvinény
z datiovych podvodii. Ufady v Nizozemi projevily zdjem tyto testy vyuzit
k odhalovani danovych tnik a v USA se o jejich pouzivani také jednalo.

Diky rostouci dostupnosti digitalnich dat a vykonnosti vypocetni tech-
niky bude pokracovat trend k pouzivani citlivéjsich statistickych testi k od-
halovani podvodt a manipulace s daty. Aplikace Benfordova zakona je ziejmé
pouze prvni krok.
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Z.avér

V predchazejicich kapitolach byl podan stru¢ny piehled o fenoménu nerov-
nomérného rozdéleni prvnich platnych ¢islic znaAmém jako Benfordtv zékon.

Byla nastinéna historie Benfordova zakona od prvnich zminek a pokust
o vysvétleni az po nékteré nedavné vysledky a moderni aplikace, naptiklad
pii odhalovani ucetnich podvodii. Také bylo odvozeno kritérium umoznujici
rozhodnout, zda se dany soubor ¢iselnych tidaji Benfordovym zakonem fidi
nebo ne.

Rozborem konkrétnich dat, vybranych a zpracovanych autorem, potom
byly ilustrovany rizné vlastnosti Benfordova zakona, jako je invariance vzhle-
dem ke zméné meéritka a vzhledem ke zméné zakladu ciselné soustavy.

Déle by bylo zajimavé prostudovat nejmodernéjsi teoretické vysledky
v oblasti Benfordova zékona a také pokrocilé aplikace, napiiklad citlivéjsi
testy tcetnich dat zaloZené na podrobnéjsim rozboru ¢iselnych tidaju (hlavné
na zkoumani rozdéleni prvnich dvou, resp. tii platnych ¢islic nebo naopak
posledniho dvojéisli). Rozsah této prace uz ale hlubsi proniknuti do téchto
oblasti nedovoluje.
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Priloha A

Relativni cetnosti vyskytu
prvnich platnych cislic

Nésledujici grafy ukazuji relativni ¢etnosti vyskytu prvnich platnych ¢islic
v souborech dat popisovanych v ¢asti 4.4. Plnou ¢arou jsou znazornény hod-
noty zjisténé v konkrétnim souboru, pro srovnani jsou v grafech uvedeny
i hodnoty predpovidané Benfordovym zakonem. Ty jsou znézornény cerve-
nou teckovanou c¢arou.

Linky v grafech vystupuji pouze jako spojnice bodi odpovidajicich zjis-
ténym, resp. predpovidanym hodnotam a samy o sobé nemaji zadny vécny
vyznam. Jsou pouzity pouze ke zlepseni prehlednosti grafi a snadnéjsimu
vizualnimu posouzeni shody dat s Benfordovym zakonem.

U vétsiny grafi jde o prvni platné cislice pfi vyjadreni ¢isel v desitkové
soustavé, kromé téch oznacenych ,Soubory [8]¢ a ,,Soubory [16]“, tam jde
o Cisla vyjadrena v osmickové, resp. Sestnactkové soustavé. V tom pripadé
jsou pro srovnani znazornény hodnoty predpovidané Benfordovym zakonem
upravenym pro odpovidajici ¢iselnou soustavu (viz oddil 4.4).
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