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Kapitola 1
Uvod

V bézném zivoté se setkavame s tim, ze objekty nebo jedince néjaké popu-
lace muzeme zaradit do ruznych skupin. Lékari napiiklad diagnostikuji, zda
pacient trpi nebo netrpi urcitou chorobou, zaky ve tiidé muzeme rozdélit
na chlapce a divky, nebo je muzeme rozdélit do skupin tieba podle jejich
oblibeného predmétu. Stromy v lese muzeme rozdélit podle dfevin a celé lesni
porosty muzeme zase rozdélit do skupin naptiklad podle mnozstvi dreva,
které vyprodukuji. Dalsich piikladu by se nasla jisté cela fada. V nékterych
situacich je nase rozhodnuti, do které skupiny daného jedince zaradit, jed-
noduché, jindy se rozhodujeme na zakladé hlubstho pozorovani, vysledku
ruznych testl, méreni ¢i vypoctu.

Vétsinou na kazdém objektu ve vSech skupinach pozorujeme celou fadu
velicin. Objekty z jedné skupiny vykazuji stejné nebo podobné vysledky,
zatimco vysledky zjisténé na objektech z ruznych skupin by se mély lisit.
Pokud se objevi néjaky novy objekt, o kterém nevime, do jaké skupiny patii,
zafadime ho prirozené do skupiny objekti s podobnymi vysledky. Pocet
velic¢in, které na objektech pozorujeme, muze byt velky. Oproti tomu rozdily
ve vysledcich mohou byt nepatrné, a proto neni vzdy jednoduché dany objekt
spravné zaradit. Klasifikacni analyza je matematickym néstrojem pro feseni
téchto problému. V dalsim textu budeme predpokladat, ze veli¢iny, které na
objektech pozorujeme, jsou ovlivnény ndhodou. Uvedeme si nékteré metody,
jak rozlisit chovani téchto veli¢in v zavislosti na tom, z jaké skupiny objekty
pochazi, a jak sestavit pravidla pro klasifikaci dosud nazarazenych objektu.

Cilem této prace je podat prehledny popis jednotlivych klasifikacnich
pravidel a vysvétlit jejich vzajemné souvislosti. Ve druhé kapitole se budeme
zabyvat piipadem, kdy mame pouze dvé skupiny objektu a v kapitole tieti



rozsitime nase poznatky na klasifikaci do vice skupin. Ve ¢tvrté kapitole se
presvédcime, ze klasifikace zalozena na diskriminacnich skérech dava ekviva-
lentni klasifikac¢ni pravidla. V Sesté kapitole potom zminime vyuziti logistické
regrese pri klasifikaci a na zavér si predvedeme pouziti nékterych popsanych
metod na konkrétnich datech.



Kapitola 2

Klasifikace do dvou skupin

V této a nasledujici kapitole budeme vychézet predevsim z knihy [6]. Pro
zacatek se zamérime na piipad, kdy mame pouze dvé skupiny objektu,
oznaCme je m a mo. Predpokladejme, ze na kazdém objektu pozorujeme
p-rozmérny nahodny vektor X = (Xy,...,X,)". Na zdkladé zjisténych hod-
not X = @ chceme dany objekt zaradit do skupiny m; nebo . (Rikéme
také, ze pozorovani x klasifikujeme jako m; nebo my.) V této kapitole, stejné
jako v kapitolach 3 a 4, budeme predpokladat, ze rozdéleni X je v obou
skupindch absolutné spojité. Oznacme fi(x) (resp. fo(x)) hustotu rozdéleni
X, pokud pozorovéani pochézi z prvni (resp. z druhé) skupiny. Nyni rozlisime
dva pripady.

2.1 Stejné varianc¢ni matice

V tomto odstavci budeme predpokladat, ze varianéni matice 31 a 3y prvni
a druhé skupiny jsou stejné, oznacme 3 = 3; = 3. Déle oznac¢me p; (resp.
p2) apriorni pravdépodobnosti, ze pozorovani « bude pochézet z prvni (resp.
z druhé) skupiny. Pravidlo, podle kterého zafadime pozorovéni & do prvni
nebo druhé skupiny zvolime takové, aby bylo v jistém smyslu optimalni.
Protoze bychom radi zaradili co nejvice objektu do spravné skupiny, za op-
timalni klasifika¢ni pravidlo vybereme to, které minimalizuje pravdépodob-
nost Spatné klasifikace.

Pravidlo 1 Jestlize
pLfi(x) > pafo(z), (2.1)

pak klasifikujeme x jako 7. V opacném pripadé klasifikujeme x jako .



Véta 1 Necht rozdéleni ve skupindch w; maji hustotu fi(x), i = 1,2. Po-
tom pri pouZiti klasifikacniho pravidla 1 je minimalizovana pravdépodobnost
Spatné klasifikace.

Diikaz. Kazdé klasifikacni pravidlo urcuje rozklad R, na dveé disjunktni
mnoziny U;, Us C R, nasledujicim zpusobem:

x € U; & x je klasifikovano jako m;, 1 = 1, 2.
Ozna¢me Py, 1, (x) pravdépodobnost toho, ze & bude $patné klasifikovédno

pii pouziti klasifika¢niho pravidla s rozkladem U, U;. Podobné oznacme
podminénou pravdépodobnost

Py, v,(t]j) = Py, v, (x klasifikovéno jako m;|x pochédzi z 7;), 1,7 =1,2.

Definujme
Wi ={z € R, : pifi(x) > pafo(zx)},
={z € R, : prfi(z) < pafolx)}.
Wi a Wy tvori disjunktni rozklad R,, ktery je urcen klasifika¢nim pravid-
lem (2.1). Ukazeme, Ze pii tomto rozkladu je minimalizovana pravdépo-
dobnost Spatné klasifikace. Jinak feceno ukazeme, ze pro jiné klasifikacni

pravidlo, reprezentované rozkladem X;, X, C R,, kde X; U Xy = R, a
X1 ﬂXQ = @, je PX1 Xz(a:) Z PW1 W2(£L'>

Px, x,(T) = p1Px, x,(2[1) + paPx, x,(1]2)

= pl/f1 d:c+p2/f2
= m /f1 da:+/f1 dx +p2 /fQ dx+/f2 dx

XoNWy XoNWo X1NW1 X1NWo

= / pufi(e)ds + / pofi(x)de + / p2fa(®)dr + / p2f2(x)dz

XoNWh XoNWs X1NW X1NWo

> /p2f2($)d93 + /p1f1($)di’3 + /pzfz(w)dl" + /plfl(m)dx

XoNWh XoNWs X1NWy X1NWo

= p | filz)dr +py | fo(z)de
Jrseen]

p1PW1,W2(2|1) +p2PW1,W2(1‘2)

= P, ()



OJ
Nyni aplikujeme toto optimélni pravidlo na mnohorozmérné normalni roz-
déleni. (Pro definici mnohorozmérného normalntho rozdélelni viz definice

(A.1).)
Véta 2 Necht skupiny m; magi normdini rozdéleni N(p,;, X), i = 1,2. Potom
(2.1) je ekvivalentni s

_ 1 _ P
() — po) 272 > 5(”1 — )" S (g + ) + lnp_j- (2.2)

Diikaz. Nerovnost (2.1) je ekvivalentni s nerovnosti

filz) _ p2
A~ p

kterou dale zlogaritmujeme

[

Do levé strany dosadime za fi(x) a fo(x) hustoty normdlniho rozdéle-
ni (A.1), takze

> ln@.
y4i

fl(m) 1 Iv—1 1 Iv—1
m[m)}:——(w—ul)z (@ )+ 5@ — ) BN @ — o). (23)

2
Vyuzijeme toho, ze matice 37! je symetricks, a tedy pro libovolnd x,y € R,
plati (X7 'y) = y’S 7 'z. Protoze 'S 'y € R, plati navic ('S 'y)’
'Y 'y, Rovnost (2.3) mtzeme tedy déle upravit

filx 1 _ _ _ _
In [flgw;} = 5(—w’2 e+ S e+ 'Sy, - 2
+a'S e — ST e — 'S ey + S )
1 _ _
= 5[(“1 — )T+ 'S (g — o)

—py STy ST e+ R ey — B ]
1 _ _ _
= 5[2(N1 — py)'S 'z — T 1(“1 + py) + pp X 1(“1 + 1))

_ 1 _
= (p —py)E ' — 5 (k1 = p2)'> Yy + py).



Dostavame tak

_ 1 _ p
(1 — 1) S — S (= o) S (g + py) > I =2

2 D1
a to uz je ekvivalentni s (2.2). O
Miuzeme tedy formulovat variantu klasifika¢niho pravidla pro piipad mno-
horozmérného normalniho rozdéleni.

Pravidlo 2 Jestlize

_ 1 _ p
(y — ) S > 5(#1 — 15)'S7 (py + 1) +1n p_?a (2.4)

potom klasifikujeme x jako w1, jinak klasifikujeme x jako ms.

Pro zajimavost se podivejme, jak vypadd pravidlo 2 pro jeden specidlni
piipad. Predpoklddejme, ze normalni rozdéleni ve skupinach m;, + = 1,2 je
jednorozmérné s parametry (u;,0%) a navic je splnéna podminka p; = py = %
V tomto piipadé ma (2.4) tvar

(1 — p2) 1 (1 — p2)(pa + pi2)

Tr > =
o2 2 02 ’

odkud uz dostaneme

T > M pokud pi1 > pa,

r < @, pokud p; < po.

V tomto konkrétnim piipadé je tak klasifika¢ni pravidlo jednoduché. Po-
zorovani x zafadime do té skupiny, k jejiz stiedni hodnoté lezi bliz.
Hodnoty p,, p, a 3 casto nejsou znamy. V takovém piipadé se pii se-
stavovani klasifika¢nich pravidel vyuziva odhadu, ziskanych na zakladé jiz
zatazenych pozorovani. Predpokladejme, ze méme ndhodny vybér z rozdéle-
ni 7, o rozsahu ny, X; = (X1, X?%,..., X", a ndhodny vybér z rozdéleni
Ty 0 rozsahu ny, Xy = (X3, X35,..., X5?). Toto znaceni bude vyhodné pro
formulaci a vysvétleni jednotlivych klasifika¢nich pravidel. Zduraznéme, ze
X1 je matice typu nq X p, jejiz radky tvori p-rozmérnd pozorovani z roz-
déleni ;. Podobné X5, je matice typu no X p, jejiz radky tvoii p-rozmérna
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pozorovani z rozdéleni mo. Vypocitame vybérové prumeéry a vybérové vari-
ancni matice (pozorované hodnoty nyni zna¢ime malymi pismeny)

ni

1 . 1 . . ,
T =—> @, S = > (@ — ) (] — )

n ny —1
Lj=1 L=
n n
I R R Ay
332:—5 xy; Sy = E (x) — @a) () — 22)".
N “ ng — 14
J=1 Jj=1

Jako odhad p; pouzijeme Z;, ¢ = 1,2, a protoze predpokladame, ze oba
vybéry pochazi z rozdéleni se stejnou varianéni matici ¥, pouzijeme jako
jeji odhad sdruzenou vybérovou variancéni matici

(n1 — 1)51 + (n2 — 1)52

S =
ny+ng —2

Dosadime-li tyto odhady do (2.2), ziskdme vybérovou analogii klasi-
fikacniho pravidla 2.

Pravidlo 3 Jestlize
1
(@1 2,)'S '@ > S(@ —@)/S @ + @) +In %, (2.5)
1

pak pozorovdani x klasifikujeme jako my, jinak klasifikujeme x jako .

Protoze leva strana nerovnice (2.5) je linedrni funkei slozek @, nazyva se
pravidlo 3 linedrni klasifikacni pravidlo a funkce L(x) = (2, — &,)'S '@ se
nazyva linedrni klasifikacni funkce.

Podivejme se nyni na to, jak je to s optimalitou linearniho klasifika¢niho
pravidla 3. Tentokrat oznac¢ime pozorované hodnoty opét velkymi pismeny,
abychom zdiraznili, Ze se jednd o ndhodné velic¢iny. Pfi znaceni X, =
(X11, X2, -+, X1p) a gy = (a1, flaz, - - -, f1p), dostdvame z disledku A.5,
7e pro n — oo konverguje X;; v pravdépodobnosti k p; pro kazdé j =
1,2,...,p, a tedy i X konverguje v pravdépodobnosti k p,. Stejné tak
X, konverguje v pravdépodobnosti k p,. Ukazme si, ze i S; konverguji
v pravdépodobnosti k 3. Pfi znaceni X = (o) a S; = (s%), j,k =

11



1,2,...,p,1=1,2, plati

ny
1 1

Sip = > (XY, = X)) (X, — Xug)

n
1 : nq
n1—1

(X1 — pay) (Xug — piag)-

Z dusledku A.5 vidime, ze druhy ¢len v tomto vyjadieni sjl-k konverguje
v pravdépodobnosti k nule a prvni ¢len konverguje v pravdépodobnosti
k E(Xy; — p1;)(Xak — pag) = o5 Matice S; tedy konverguje k varianéni
matici 3, podobné i matice S5. Jinak feceno, pro dostatecné velké rozsahy
vybéri n; se odhady X; a S; malo lis{ od skuteénych hodnot p; a X a
linedrni klasifikacni pravidlo je asymptoticky optimalni.

Casto také nezname hodnoty apriornich pravdépodobnosti p; a ps. Nabizi
se moznost odhadnout p; relativnimi ¢etnostmi objektu ze skupiny m; ve
sdruzeném vybéru (X, X,)', tj. za p; dosadime v jednotlivych klasifika¢nich
pravidlech hodnoty m’fﬁm, 1 = 1,2. Tento postup se vsak doporucuje pouze
v piipadé, pokud vime, ze zastoupeni objektu z obou skupin v celém vybéru
odpovida realné situaci. Pokud tomu tak neni, voli se p; = ps = % Zabyvej-
me se nyni timto ptipadem, kdy p; = p-.

Véta 3 Jestlize p1 = pa, potom nerovnost (2.5) je ekvivalentni s nerovnosti
D} < D3, kde D? = (x — z;)'S ' (x — &;),i=1,2.
Diikaz.
D3 < D;
(.’B — 531)’5_1(:1: — .’El) < (:13 — :Eg)'S_l(w — jQ)
S ' —z|S'x— 'Sz +2)S7'2 < 'S - 2,8z
—x'S'xy + 2,8 2y
S 'z, — xS ey — xS 'T, + xS, < 2% S 'x — 22,8 'z
1
5[:7:’1:?1(@1 + &) — S @+ 21)] < (T —22)'S '
1

5(:f:l —2)' SN (®1+2) < (B —2)'S 'z

12



Protoze pro p; = py je In z—f = 0, je posledni nerovnost ekvivalentni s (2.5).
0
Klasifika¢ni pravidlo pro p; = p, ma tedy nasledujici tvar.

Pravidlo 4 Jestlize
D3 < Ds,

pak klasifikujeme x jako 71, jinak klasifikujeme x jako ms.

2.2 Ruzné varianc¢éni matice

Nyni budeme uvazovat situaci, kdy variancni matice rozdéleni m; a 7y jsou
ruzné, 3, # X,. Podivejme se, jak v takovém piipadé vypada klasifika¢ni
pravidlo 1 pro mnohorozmérné normalni rozdéleni. Stejné jako v dukazu
véty 2 prejdeme od (2.1) k ekvivalentni nerovnosti

In [;;Ezi] > lni—j.

Levou stranu nerovnice dale upravime

fi(z)
Qlx) = ln[ }
(®) fo()
_ P (1
el de S ) ey
o — P 1
exp { = 5( — pa) Ty (T — py) }/[(27) %[ 2]
1 by 1 _
— 5 () gl mE @)
1 _
+§(m — 11,)' B (@ — )
1 b 1
= g (%) — §(m’21’1m SRNTID S I 0 YRy VRSV Y R TH
—2'S e+ ph Sy T+ 'Sy — ph S )
1 by 1 _ _
= gl (%) - 5(#’121 g — BT )

1
+(l1//121_1 - [,1,/222_1)11 - 533/(21_1 — 22_1)33.

Z posledni rovnosti vidime, ze Q)(x) obsahuje druhé mocniny a souciny slozek
vektoru @, a proto se tato funkce nazyva kvadraticka klasifikacni funkce.
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Z pravidla 1 a toho, co jsme si pravé ukéazali, muzeme formulovat klasifikacni
pravidlo pro pfipad ruznych varian¢énich matic.

Pravidlo 5 Jestlize
Q(z) > In 22,
P

potom klasifikujeme x jako my, jinak klasifikujeme x jako .

Podobné jako v ptipadé shodnych varian¢énich matic sestavime vybérovou
analogii klasifika¢niho pravidla pro ptipad, kdy nezname parametry rozdé-
leni p; a 3; tak, ze je nahradime jejich prislusnymi vybérovymi protéjsky
x; a S;,1=1,2. Ty spocteme na zakladé vybéru z m; o rozsahu n; a vybéru
z Ty 0 rozsahu ny. Kvadraticka klasifikacni funkce ma tedy tvar

1 S L q-1- —rQ —1= Q- Q-
Qu@) = ;M <_:52:> — 5(@ 817171 — 3,8, 7'3,) + (3517 — @Sy e
1
1
(5,7 - S, )z

2

a ziskavame kvadratické klasifikacni pravidlo.

Pravidlo 6 Jestlize
Qu(z) > 2,
D1
potom klasifikujeme x jako w1, jinak jako .

Podobné jako je linearni klasifikaéni pravidlo 3 asymptoticky optimélni v pii-
padé shodnych varian¢nich matic 3; = X5, je kvadratické klasifikac¢ni pra-
vidlo asymptoticky optimalni pro pripad rozdilnych varian¢nich matic 3; #
3. Z toho mimo jiné plyne, ze v pripadé 3; = 3, je jednodussi linearni

Az dosud jsme se v této kapitole snazili minimalizovat pravdépodobnost
Spatné klasifikace a nerozlisovali jsme pritom, zda byl objekt ze skupiny 7
Spatné klasifikovan jako ms nebo naopak. V nékterych piipadech je vsak
objektu z druhé skupiny. Napiiklad v 1ékaiské diagnostice muze mit zafazeni
pacienta trpiciho smrtelnou chorobou mezi zdravé jedince velmi vazné na-
sledky. V takovych piipadech se spatné klasifikace objektu z jednotlivych
skupin ohodnot{ riznymi vdhami. Necht je tedy c¢; vdha spatné klasifikace
objektu ze skupiny m; a ¢y vaha Spatné klasifikace objektu ze skupiny .
Klasifika¢ni pravidlo 1 upravime s ohledem na tyto vahy.
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Pravidlo 7 Jestlize
cipr fi(x) > copa fo(x),

potom klasifikujeme x jako w1, v opacném pripadé klasifikujeme x jako ms.

Véahy c; a ¢y ¢asto nejsou znamy a jejich urceni je vzdy ovlivnéno subjek-
tivnim postojem. Vzhledem k tomu se tento model prilis nepouziva.

Na zavér této kapitoly zminime jesté jeden mozny piistup ke klasifikaci.
Aposteriorni pravdépodobnost skupiny 7; je podminéna pravdépodobnost
toho, ze pti danych hodnotach x bude pozorovani @ pochazet ze skupiny 7,
oznaCme tuto pravdépodobnost P(m;|x), i = 1,2. Z Bayesova vzorce dosté-
vame pro tyto pravdépodobnosti

P(pozorovano x a zaznamenana skupina 7 )

P —
(m1[) P(pozorovano x)

P(pozorovano @|m ) P(m)

P(pozorovéano x|m)P(m) + P(pozorovano x|ms)P(ms)
fi(x)py
fi(@)pr + fo(z)ps’

P(mlz) = 1- P(mlz) =

fo(@)p2
fi(®)p1 + folx)pa

Protoze jmenovatel ve vyjadieni P(mi|x) a P(m|x) je stejny, je pouziti
nerovnosti (2.1) pro klasifikaci ekvivalentni s pouzitim nerovnosti P(m|x) >
P(ms|x). Muzeme tudiz klasifikaéni pravidlo 1 formulovat v nové podobé.

Pravidlo 8 Jestlize
P(7T1|CB) > P(7T2|33)7

potom klasifikujeme x jako w1, v opacném pripadé jako .
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Kapitola 3

Klasifikace do vétsiho poctu
skupin

Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy objekty zatfazujeme do vétsiho poctu
skupin. Predpokladejme tedy, ze mame k, k > 2 skupin objektl, ozna¢me je
T, T, ..., T Stejné jako v predchozi kapitole budeme na kazdém objektu
pozorovat vektor p nahodnych velicin X = (Xy,...,X,)". Pfedpokladejme,
ze pokud pozorovani & pochazi z i-té skupiny, potom ma spojité p-rozmérné
rozdéleni s hustotu fi(x), i =1,2,... k.

3.1 Stejné variancéni matice

Nejprve se zamérime na piipad, kdy varianéni matice rozdéleni jednotlivych
skupin jsou stejné, oznacme X = 3; = Xy = ... = X;. Necht p; je apriorni
pravdépodobnost toho, ze pozorovani & bude pochazet ze skupiny m;, ¢ =
1,2,..., k. Optimélni klasifikacni pravidlo 1 pfirozené¢ zobecnime na pripad
vice skupin.

Pravidlo 9 Jestlize
pifi(x) > p;fi(x) pro vsechna j =1,2,... k, (3.1)
tj. jestlize p; fi(x) = maxp, f;(x), potom klasifikujeme x jako ;.
j
Véta 4 Necht rozdéleni ve skupindch m; maji hustotu f;(x). Potom pri

pouZiti klasifikacniho pravidla 9 je minimalizovdna pravdépodobnost spatné

klasifikace.
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Diikaz. Tato véta je dusledkem obecnéjsi véty uvedené v knize [3], kde se
navic uvazuji vahy, které zohlednuji zavaznost Spatné klasifikace prvku z jed-
notlivych skupin do skupin ostatnich. O

Podivejme se, jak vypada optimalni klasifika¢ni pravidlo pro pripad normél-
niho rozdéleni.

Véta 5 Jestlize rozdéleni ve skupindch m;, i = 1,2,...,k, je p-rozmérné
normdlni s parametry (p;, X), potom (3.1) je ekvivalentni s nerovnosti

1 1
Inp; + p,X ' — éy,;E’ly,i > Inp; + /,L;»E’la: - 5;;;-2’1;1,].. (3.2)

Diikaz. Za f;(x) ve vzorci (3.1) dosadime hustotu normalniho rozdéleni (A.1),
vyraz p; fi(x) zlogaritmujeme a dale upravime. Dostdvame tak

1 1 1 _
In[p;fi(x)] = Inp; — QPIH(QW) ~3 In|X| - 5(«"3 — ) S @ — )

1 1
= Ilnp, — 5pln(27r) B In |X|
1
—5 (@27 - 3 e — 2B 4 X )

1 1
= Ilnp, — §pln(27r) ~ 5 In |X|

1 1
_Em’z’lm + u;E’lm - Eu;Zflui

Nerovnost (3.1) je tedy ekvivalentni s nerovnosti

1 1 1 1
Inp; — 51)111(27?) ~3 In|¥| - 5:1:’2_1:13 + S e — 5%2_1% >
Inp; — Lpin(2 Ly b3 Lyrs sl - Ly
npj—2pn(7r)—2n ‘_237 T+ W T=oH; K-
Na obou strandch nerovnice odec¢teme vyraz —ipn(2r)—in |E|—iz'S 'z,
ktery nezavisi na i, a tak dostaneme nerovnost (3.2). U

Oznacme

1
Li(x) = Inp; + p; S ' — 5“;2_1%‘-

Funkce L;(x) je linedarni funkei slozek vektoru @, a proto se nazyva linedrni
klasifikacni funkce. Muzeme tedy uvést linedrni klasifika¢ni pravidlo pro vice
skupin.
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Pravidlo 10 Jestlize
Li(x) > L;j(x), pro vsechna j =1,2,...,k,
potom klasifikujeme x jako ;.

Klasifika¢ni pravidlo pro piipad, kdy nezname hodnoty p,;, ¢ = 1,2,... k,
a X, ziskdme opét tak, ze ve vzorci (3.2) nahradime p; a ¥ piislusnymi
odhahy. Ptredpokladejme tedy, ze pro kazdé i = 1,2,... k mame k dis-
pozici ndhodny vybér z m; o rozsahu n;, X; = (X}, X7,..., X")". Opét
zduraznéme, ze X; je matice typu n; x p. Do (3.2) dosadime vybérové
pruméry x; = nizy;l x;; na misto p; a variancni matici ¥ nahradime
sdruzenou vybérovou matici S = S (ni—1)S;, kde N =31 np a
S; je vybérova varian¢éni matice pro skupinu ;. Dostdvame tak vybérovou
linedrni klasifikacni funkci

Ly(x) =Inp; + 2,8 ' — %@;S‘lz_ci
a vybérovou variantu klasifika¢niho pravidla 10.
Pravidlo 11 Jestlize
L,i(x) > L,;(x) pro vsechna j =1,2,...,k,

potom klasifikujeme pozorovani x jako ;.

3.2 Ruzné varianc¢ni matice

Pokud varian¢ni matice ¥; rozdéleni jednotlivych skupin m;, i = 1,2,...,k
nejsou vesmes stejné, tj. alespon dvé z nich jsou vzajemné ruzné, maji klasi-

vvvvvv

Pro ptipad p-rozmérného normalniho rozdéleni opét vyuzijeme toho, ze

1 1 1 _
Infpufie)] = Inpe— Lpln(2r) — S S~ @ )5 @ - )
1 1
= Inp;, — §pln(27r) ~3 In |3,
1 1
S Y e — s (3-3)

Tak jako v pripadé shodnych varianénich matic vynechdme ¢len —%p In(27),
ktery nezavisi na ¢ a nema tak vliv na klasifikaci. Klasifika¢ni pravidlo 9 tak
ziskava nasledujici podobu.
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Pravidlo 12 Jestlize

QZ(CB) 2 Qj(ﬂ?), ] = 172, .. .,k’,

kde Qi(x) = Inp;— 3 In |%;| -1/ S i+ S e — 1/ @, pak pozorovdnd
x klasifikujeme jako ;.

Dosazenim vybérového pruméru &; a vybérové varianéni matice S; na misto
w; a X; ve vzorci (3.3) ziskdme kvadratickou klasifikacni funkci piislusné
skupiny

1 1 1
Qiv(x) =Inp; — 5 1= — 55:;5;1@ + 28 x — iw’Si_lw.
Nyni muzeme uvést vybérovou analogii klasifikacniho pravidla 12.

Pravidlo 13 Jestlize

Qi(x) > Qju(x),j =1,2,... k,
pak pozorovani x klasifikujeme jako ;.

Pro iplnost zobecnime pro piipad vice skupin jesté pravidlo 8, které ke
klasifikaci pouziva aposteriorni pravdépodobnosti.

Pravidlo 14 JestliZe
P(mlx) > P(mjlz), j =1,2,...,k,
potom klasifikujeme x jako ;.

Pro pravdépodobnosti P(m;|x) tentokrat plati

pifi(x) '
i pifi()

Stejné jako pro dvé skupiny i v tomto pripadé je jmenovatel stejny pro

P(m|z) =

vSechna 1 = 1,2,...,k a pravidlo 14 je ekvivalentni s pravidlem 9.
Jak uvadi [6], nékteré pocitacové programy pocitaji aposteriorni pravde-
podobnosti P(7;|x) pro viechna pozorvani «;;, i=1,2...,k, j=1,2,...,n,.

Princip vypoctu je zalozen na predpokladu normélniho rozdéleni. Obvyklym
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postupem je nahradit parametry p,; a 3; ve vyjadreni hustoty mnohoroz-
mérného normalniho rozdéleni (A.1) piislusnymi vybérovymi protéjsky &; a
S;,1=1,2,..., k. Dostavame tak

pl.(gﬂ-)fp/?|Si|*1/2€*($*i¢)3f1(w*@)/2

S py(2m) P28 |V 2o (@RS, )2
-D}/2

P(m|e) =

pic -
Zl? lpje_DJQ'/2’ 1=1,2...,k,
]:

kde D? = (x — &;)S;'(x — @;). Pro piipad shodnych varianénich matic

Y =239 =--- =3 dostavame dokonce
—Di%/2
bi€ .
P(mi|lx) = —; 7D?/2,z:1,2...,k,

Zj:l bje

kde pro D? tentokrét plati D? = (x — 2;)S ' (x — &;) a S je ndm jiz dobie
znama sdruzend vybérova varianéni matice.

3.3 Odhady chyb

Ve vété 1 jsme si ukézali, ze pravidlo 1 minimalizuje pravdépodobnost Spatné
klasifikace. V tomto odstavci se budeme touto pravdépodobnosti zabyvat po-
drobnéji. Vétsinou se omezime na ptipad, kdy klasifikujeme do dvou skupin.
V anglické literature se pro pravdépodobnost Spatné klasifikace v obecném
kontextu uziva termin error rate, v tomto textu ji pro stru¢nost budeme
nazyvat chyba klasifikace a budeme ji znacit ER. V knize [6] je chybé klasi-
fikace vénovana cela kapitola. Nékteré zavéry z této knihy si zde uvedeme a
budeme se také drzet jeji terminologie.

Zamérime se na pripad, kdy mame pravidla vytvorena na zakladé jiz
klasifikovanych pozorovani z néjakého konkrétniho vybéru. Bude nés zajimat
pravdépodobnost Spatné klasifikace nového, dosud nezarazeného objektu.
Tato chyba klasifikace se zna¢i AER (z anglického actual error rate) a je
definovana vztahem

AER = py P(ma|m1) + pa P(m1|ma), (3.4)

kde py, p2 jsou apriorni pravdépodobnosti a P(m;|m;) je podobné jako v du-
kazu véty 1 podminéna pravdépodobnost jevu, ze dané pozorovani bude
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klasifikovano jako ;, pochézi-li ve skutecnosti ze skupiny ;. Muzeme se
také podivat na to, jak bude v pruméru vypadat chyba klasifikace AER,
pokud bychom meéli k dispozici vSechny mozné vybéry. V tomto piipadé
plati
EAER = pE[P(ma|m)] + poE[P (71| ma)].

Abychom spocitali AER, potifebujeme znat parametry rozdéleni dat ve sku-
pinach. Ty vsak casto nezname, a proto se nyni pokusime sestrojit odhady
chyby klasifikace.

Budeme ptredpokladat, ze rozdéleni v obou skupinach jsou p-rozmérna
normdlni s parametry (p,, ) a (o, 3). Pro optimalni klasifika¢ni pravidlo 1
je chyba klasifikace také ur¢ena vztahem (3.4), pro tuto optimalni hodnotu
se vSak zavadi znaceni OER (optimum error rate), ¢ili

OER = p1 P(ma|m1) + po P(mi[m2). (3.5)
Z pravidla 2 dostavame
1 _
Plmifm) = Plae > 5 (i = ) (o) + 10 2],
kde @'z = (p; — po)'E " . Z véty A.3 a toho, Ze pozorovani & pochézi ve
skutecnosti ze skupiny my, plyne, ze rozdéleni ’x je normélni s parametry
(o' py, &’Ex). Protoze
adYa = (uy— p)TTEET (g — o)
= (K — H2)I2_1(N1 — o) = A%
kde A? je tzv. Mahalanobisova vzdédlenost, je @’z ~ N(a/p,, A?). Mizeme
tedy P(m|m) vyjadiit pomoci jednorozmérného norméalniho rozdéleni

R Sy 1 _ /271 + +1 — o
Plmi|m) = P[&2 =2 2 (1 — o) 5 (1 + ) +10(p /1) Mz]
L A A
bl %(”’1 - M2)/2_1(N1 + py — 245) + In(pa/p1)
= Plw > }
i A
- lAZ 1
= P w > 2 + n<p2/p1)i|7
i A
kde w = %. Vyuzijeme symetrie distribu¢ni funkce standardniho

normalniho rozdéleni a dostavame

_%AQ - ln(p2/p1)]
A
—1A2—h’1 2/ P1
q)< > A(p /p))'

P(mi|m) = P[w<
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Podobnou tvahou dospéjeme k tomu, ze pro P(my|m) plati

1 ) p
Sy = 1) Sy + ) + 1 =]

P(mylm) = Pld'x <
(rafm) = Pla'a < 3 -

a a'z ~ N(a'uy, A?). Analogickym postupem jako pro P(m|ms) ziskdme

pro u = % vyjadreni P(mo|m)
e — oy g — ) S (i + o) +In(p2/p1) — oy
P — P : ]
(ma|m) I A < A
_ply o 2 = )2 (A — 2 + ln(m/pl)]
| A
_ plu< 22 1n(p2/p1)]
i A
B (I)(—%A2 + ln(pz/p1)>
p— A .

Odtud dostdvame

_%A2+ln(p2/p1)> +p2¢(—%A2 _1n(p2/p1)>‘ (3.6)

OER :p1<1>( < ~

Specialné pro p; = pg = % plati

omn — Jo(~ 1) (- J2) ~o( - J2).

Pokud nezndme parametry p, gy a X, odhadneme OER tak, ze v (3.6)
nahradime Mahalanobisovu vzdalenost A2 veli¢inou

Pro takovyto odhad OER (v anglické literatute oznacovany jako plug-in
error rate, PER) plati

—1p?2 41 -1
ST G a0} B R Las LT0)
D
Pro p1 = ps = 2 plati dokonce PER = &(— %D) Dalsi metody pro odhad

chybu klasifikace 1ze nalézt napiiklad v [6].
V tomto textu se zminime jesté o jednom neparametrickém odhadu chyby
klasifikace, ktery ziskdme pomoci tzv. metody resubstituce. Pozorovana data

22



z obou skupin zaroven uvazujeme jako jeden nahodny vybér, ktery nahodné
rozdélime na dvé ¢asti. V obou ¢astech aplikujeme klasifikaéni pravidlo 3
na kazdé pozorovani xy;, j = 1,2,...,m; a ®yj, 7 = 1,2,...,my. Oznacime
si ky (resp. ko) pocet pozorovani v prvni (resp. v druhé) ¢asti, kterd byla
Spatné klasifikovana. Jako odhad chyby klasifikace vezmeme pomér Spatné
klasifikovanych pozorovani ku celkovému poctu pozorovani (apparent error
rate, ApER), tedy

k1 + ko

ApER = .
my + Mo

(3.7)

Tuto metodu muzeme prirozenym zpusobem zobecnit pro pripad, kdy po-
zorovani pochazeji z k > 2 skupin. Pro malé vybéry mé tato chyba klasifikace
velky rozptyl. Protoze vSechna pozorovani klasifikujeme do skupin podle
pravidel, ktera jsme sestavili na jejich zékladé, je odhad ApER vychyleny.
Ukazme si nékteré metody, jak se s timto problémem vyporadat.

Prvni z téchto metod bychom v anglické literature nasli pod nazvem
partitioning the sample. Smysl této metody spociva v tom, ze vybér o N =
Zle ny pozorovanich ze vsech skupin rozdélime na dvé casti. Na zakladeé
jedné casti sestavime klasifikacni pravidla, ktera pak pouzijeme pro klasi-
fikaci pozorovani z druhé casti. Odhad chyby klasifikace je v tomto piipadé
nestranny, nevyhodou vsak je, ze rozsah puvodniho vybéru N musi byt dost
velky, abychom mohli tuto metodu pouzit. V dusledku pouziti této metody
bude mit také odhad chyby klasifikace vétsi rozptyl, nez kdybychom k jeho
vypoctu pouzili cely vybeér.

Zlepsenim této metody je metoda, ktera se v anglické literature oznacuje
jako holdout method, nebo také leaving-one-out method, ¢i cross-validation.
Pti pouziti této metody vezmeme N — 1 pozorovani z celého vybéru, na
jejich zakladé vytvorime klasifika¢ni pravidla a aplikujeme je na zbyvajici
pozorovani. Tento postup zopakujeme pro kazdé pozorovani. Odhad chyby,
ktery pomoci této metody ziskame, se prilis nelisi od nestranného odhadu
EAER.

Dalsi odhad ApER je tzv. bootstrap odhad (BER), ktery je zalozeny
na prevybérovdni (resampling) puvodnich vybéru. Tuto metodu si popiseme
pro dvé skupiny, kdy mame vybér ze skupiny 7, o rozsahu n; a vybér z ms
o rozsahu ny. Z prvniho vybéru nahodné vybereme n; pozorovani. Tak se
stane, ze néktera pozorovani z puvodniho vybéru budou vybrana vickrat a
neéktera se v novém vybéru vibec neobjevi. Toto prevybérovani provedeme
i pro druhou skupinu. Nase klasifika¢ni pravidla aplikujeme na staré i nove
ziskané vybéry, pro obé skupiny oznac¢ime m;s a m;,, 1 = 1,2 pocet Spatné
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klasifikovanych prvku ve starych a novych vybérech a spocteme

dy = —5 " =12
n;

Tuto proceduru nékolikrat zopakujeme (v knize [6] je doporuceny pocet
opakovani 100 az 200). Ziskdme tak odhad

BER = ApER + d; + d>.

Kazda z téchto metod mé své vyhody a nevyhody a nelze obecné fici,
kterd je lepsi. V knize [6] je uvedena celd fada odkazu na publikace, které se
touto tematikou zabyvaji podrobnéji.
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Kapitola 4
Diskriminacéni skory

V dnesni dobé se pro naro¢né vypocty pouzivaji ruzné pocitacové programy,
které pomoci preddefinovanych postupu sami resi celou radu matematickych
uloh. V nékterych programech zamétenych na tfeseni statistickych tloh jsou
zahrnuty i metody pro feSeni tloh klasifikace. Nékteré z nich (napiiklad
program R) vSak k vypoc¢tum linedrnich klasifika¢nich pravidel pouzivaji
jiné postupy, nez které jsme si ukazali v predeslych kapitolach. V této kapi-
tole se seznamime s klasifikaci zalozenou na diskriminacnich skérech, kterou
vyuziva program R, a ukazeme si, ze pomoci této metody dospéjeme ke
stejnym vysledkum. Tomuto tématu je v knize [6] vénovana pouze kratké
zminka, proto jsem v této kapitole vychdzela predevsim z knihy [3].

Uloha klasifikace néjakého objektu do skupiny souvisi s ulohou diskri-
minace, tj. se situaci, kdy chceme vhodné matematicky popsat jednotlivé
skupiny tak, abychom je od sebe dobie rozlisili. Protoze casto pracujeme
s mnohorozmérnymi daty, transformujeme mnohorozmérné pozorovani  na
jednorozmérné pozorovani y, se kterym se snaz pracuje a pro které ziskdme
i prehlednéjsi grafické vystupy. Protoze hledame co nejjednodussi transfor-
maci x, zvolime y jako linearni kombinaci slozek vektoru . Otazkou tedy
je, jaké koeficienty linearni kombinace zvolit, abychom od sebe skupiny co
nejlépe oddeélili.

Opét predpokladejme, ze mame k skupin 7y, 7o, ..., 7T a na objektech
pozorujeme p ndhodnych velicin X = (Xi,...,X,). Necht p, je stiedn{
hodnota X, pokud pozorovani pochdzi ze skupiny 7;, a necht X je vari-
ancni matice stejnd pro vSechny skupiny. Oznacme 1 = %Zle wu; vektor
vybérovych praméri a B = 25 | (u; — 1) (p; — ). Ndhodna velicina Y =
Z' X, kde z = (z1,29,...,%,) je vektor koeficientu linedrni kombinace, m4
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stfedni hodnotu p;y = EY = E(2'X) = 2z'u,, pokud pozorovani pochazi
ze skupiny ;. Rozptyl ndhodné veliciny Y je stejny pro vSechny skupiny,
02 =var(z'X) = z'varX z = 2’3 z. Definujme prumér pies viechny skupiny

1 o 1 o 1 o
fy = T Zﬂz‘y = Ezz,ll’i = 5(%2#@') =z'p.
i=1 i=1 i=1
Zabyvejme se nyni pomérem

Zf:l (piy — ,aY)2 _ 25:1 (2'p; — Z’ﬂ)Q _ Z/(Zle (; — ) (p; — p)')z

0% 23z Z'¥z ’

tedy pomérem
SF L (iy — fiy)? _ z'Bz
0% 2'¥z’

(4.1)

Pomeér (4.1) méfi variabilitu mezi skupinami relativné vzhledem k celkové
variabilité. Protoze od sebe chceme skupiny co nejlépe rozlisit, budeme hle-
dat takovy vektor koeficientu z, ktery tento pomeér maximalizuje. Pokud
vektor z vyndsobime libovolnou nenulovou konstantou, hodnota (4.1) se
nezméni. Je bézné vybrat takovy vektor, pro ktery z’3z = 1. Nasledujici
véta ukazuje, ze hledanym feSenim jsou koeficienty tzv. diskriminacnich
skori.

Véta 6 Necht \; > Ay > -+ > A\, > 0, kde s < min{k — 1,p} jsou
nenulovd vlastni ¢isla matice X 'B a necht ey, es, ..., es jsou vlastni vek-
tory odpovidajici témto vlastnim éislum (takové, Ze e}%e; =1).

Potom wvektor koeficienti, ktery maximalizuje pomér (4.1), je z1 = ey. Li-
nedrni kombinace 2| X se nazgvd proni diskriminacni skor.

Mezi vektory koeficienti zo takovymi, Ze cov(21 X, 24X ) = 0, mazimalizu-
je pomér (4.1) vektor zo = ey. Linedrni kombinace z4,X se nazyvd druhy
diskriminacni skor.

Podobné vektor zy = ey, k < s mazimalizuje pomér (4.1) mezi vSemi vek-
tory zy takovymi, Ze cov(z;, X,z X) =0, proi = 1,2,...,k — 1. Linedrni
kombinace z;. X se nazgvd k-ty diskriminacni skor.

Navic plativar(z; X ) =1,1=1,2,...s.

Diikaz. Viz [3] O
Podivejme se nyni na to, pro¢ je ve vété 6 pocet diskriminacnich skoru
s < min{k — 1, p}. Popiseme si zde odvozeni, které je uvedeno v [3]. Jelikoz
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je s zaroven pocet nenulovych vlastnich ¢isel matice X' B, kterd je typu
p X p, musi byt s < p. Pro vektory gy — ft, by — i, . . ., p, — f2 plati

k
(1 — ) + (o — 1) + -+ (p, — 1) = > py — ko = kg — kjp = 0.
i=1
Vektor p, — i 1ze tedy vyjadrit jako linearni kombinaci zbylych vektoru a
dimenze prostoru, ktery tyto vektory generuji je nejvyse k— 1. Pro libovolny
vektor e, ktery je kolmy na kazdy vektor p, — @, tj. pro ktery (u, —p)'e =0,
dostavame

k

Be = Z (i — ) (p; — p)e= Z (p; — p)0 =0,

i=1 =1

takze X' Be = Oe. Tedy existuje p—q ortogonélnich vektorti odpovidajicich
nulovému vlastnimu ¢islu, z cehoz plyne, ze existuje ¢ nebo méné nenulovych
vlastnich ¢fsel matice 7' B. Protoze je vzdy ¢ < k—1, pro pocet nenulovych
vlastnich ¢isel plati s < min{k — 1, p}.

Nyni se pokusime odvodit klasifikacni pravidlo zalozené na diskrimi-
nacnich skérech. Definujme vektor Y = (Y1,Ys,...,Ys), kde ¥, = 2/ X je
i-ty diskriminacni skor z véty 6. Z této véty vidime, ze vektor Y ma stiedni
hodnotu p;y = (UiY1>NiY2> ce nuiYs), = (zlll'l’ia 2/2/"'1‘7 ) Z;N’i)la pokud objekt
pochézi ze skupiny 7;, a nezavisle na tom, ze které skupiny objekt pochéazi,
méa Y jednotkovou varianc¢ni matici. Pokud pro néjaky objekt nabyva X
hodnoty @, oznacme y = (y1,99,...,ys) = (2@, 250z, ..., 2.x)".

Protoze slozky Y maji jednotkovy rozptyl a nulovou kovarianci, dosta-
vame pro Ctverec vzdalenosti y a p; v jednotlivych skupindch

S

(Y= sy (Y — ) =D (5 — ;)™

j=1

Zda se rozumné zatradit pozorovani & do té skupiny m;, pro kterou je vzda-
lenost y od p,y nejmensi.

Pravidlo 15 Jestlize

S S S

S (s — i) = Sl @ — )2 < @ - )P prol =12, .k,

J=1 J=1 J=1

potom klasifikujeme x jako ;.
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Nyni si ukdzeme, ze pro apriorni pravdépodobnosti py = ps, = --- = pi, = % je
pravidlo 15 ekvivalentni s pravidlem 10, které ke klasifikaci vyuziva linearni

klasifikatni funkce L;(z) = Inp;, + p;E 'e — /S " .

Véta 7 Necht y; = zix, kde z = Eilej a e; je vlastni vektor matice
»-Y2B2"Y2 Potom

p p

Doy —my) = Y [F@ - )
j=1 j=1
1
= (z— )T (@ — ;) — Li(z) + 593/2_133 + Inp;.
Jestlize \y > Ao > -+ > Ay > 0 = Agy1 = -+ = A, potom je vyraz
Z?ZS“ (y; — ,uiyj)2 konstantni pro vSechny skupiny my,To, ..., Tk, G pouze

Y1, Y2, -5 Ys, @ tedy 50 (Y5 — pay;)? i = 1,2, k, md vliv na Klasifikaci.
Diikaz. Viz [3] O

Z veéty 7 vidime, ze index i, ktery minimalizuje vyraz 21;:1 (yj — iv,)?
v pravidle 15, zaroven maximalizuje vyraz L;(x) — %w’E_lw — Inp,;. Pro

p=p=-=p =+ je—sx'S e —Inp;, = —12’S 'z — In+ kon-
stantni, a tudiz pro i nabyva L;(x) maxima. Odtud dostdvame, Ze pro
PL=pPy ="+ =pPp = % je pouziti pravidel 15 a 10 ekvivalentni.

7 véty 7 také vyplyva mozna vyhoda pouziti diskriminacnich skéru ke
klasifikaci. Zatimco pro linarni klasifika¢ni pravidlo je potteba pro kazdé po-
zorovani spocitat p hodnot linearnich klasifikacnich funkci, diskrimina¢nich
skéru staci spocitat pouze s, kde s < min{k—1, p}. Pocet skupin, do kterych
klasifikujeme, je ¢asto mnohem mensi nez pocet veli¢in, které na objek-
tech pozorujeme. V téchto pripadech pak muze byt vyéisleni diskriminacnich
skéru vypocetné méné narocné.

Pokud nezname hodnoty p, a 3, potom podobné jako pii klasifikaci
pouzijeme misto nich pfislusné odhady. Predpokladejme tedy, ze pro i =
1,2,...,k mame nadhodny vybér X; = (X, X7,..., X ) z rozdéleni sku-
piny 7;. Stejné jako v predchozich kapitolach spocteme vektor vybérovych
prumeéru &; a vybérové variancni matice S;. Dale definujme vektor pruméru
pres viechny skupiny &= + Zle ni; = ~ Zle >ty Tij, kde N = Zle n,
a matici mezitiidni variability

B =

)

(@ —z)(xZ; — ),

k
=1
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vybérovy protéjsek matice B. Definujme také matici vnitrotiidni variability

k

:Z( —1)S; = ZZ X — &) (e — ;).

=1 i=1 j=1

Tedy ﬁW = S je také odhad 3. Protoze N — k je konstanta, nabyva
pomér 2'B%/%'S2 maxima pro stejny vektor z jako pomér 2’ B2/2'W 2.
Jak je uvedeno v knize [3], je bézné prevést ulohu maximalizace vektoru 2
na hledani vlastnich vektoru e; matice W*IB, nebot je-li W 'Be = j\é,
potom S~ 'Beé = S\(N — k)é. Nésledujici véta (vybérova analogie véty 6) je
bez dikazu uvedena v knize [3].

Véta 8 Nechf M\, Aa, ..., N >0, kde s < min{k—1, p} jsou nenulovd vlastni
¢isla matice W™ 'B a necht €1,6y,...,€e, jsou vlastni vektory odpovidajici
témto vlastnim cishim (takové, Ze €;Xe; = 1).

Potom vektor koeficientu z, ktery maximalizuje pomér

¥B: _ [Tl (m-a)@-a))
FWz L S (- &) (@ — ®:))E
je 21 = ey. Linedrni kombinace 2\x se nazjvd proni vijbérovy diskrimi-

. , . o A A~ . . , . A~/
nacni skor. Pro volbu vektoru koeficientu zo = €5 se linedrni kombinace zyx
;o2 A Y , . 3 . v s ’ . A~/ A~/ N
nazyvd druhy vgbérovy diskriminacni skor. Analogicky zox = éqx se nazyjvd
k-ty vyberovy diskriminacni skor, k < s.

Narozdil od véty 6 nemaji obecné vybérové diskriminacni skory nulové ko-
variance, spiSe byva splnéna podminka

as ) 1 jestlizeit =k <s
52 = { 0 jinak

Na zavér zformulujeme vybérovou analogii klasifikacniho pravidla 15.

Pravidlo 16 Jestlize

S S

Z(yj—?)kj)222[ (x — )] <Z — &) proi=1,2,... k,

j=1 j=1
potom klasifikujeme x jako my.

Pravidlo 16 je pro p1 = ps = -+ = pp = % ekvivalentni s pravidlem 11,
s vyuzitim véty 8 a stejné argumentace jako v piripadé znamych parametru.
Diskriminaé¢ni skéry budou spocitany pro konkrétni data v kapitole 6.
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Kapitola 5

Logisticka klasifikace

V této kapitole jsem vychézela prevazné z knihy [2]. V predchozich kapi-
tolach jsme sestavovali klasifikacni pravidla pro vektor pozorovéani, ktery
pochazel ze spojitého rozdéleni s hustotou f;(z). V této kapitole se omezime
na pripad, kdy klasifikujeme pouze do dvou skupin, jejichz rozdéleni maji
stejnou kovarian¢ni matici. Pro mnohorozmérné normalni rozdéleni je klasi-
fikacni pravidlo 2 zalozené na pomeéru

(g — po)' S — (g — po)' S (1 + py)
= a+ Gz (5.1)

[

Také pro nékterd jind rozdéleni je In(fi(x)/fo(x)) linedrni funkei . K po-
dobnému vysledku muzeme dospét i pro néktera diskrétni rozdéleni, pokud
hustoty rozdéleni nahradime prislusnymi pravdépodobnostmi. Muzeme tak
sestavit obecnéjsi logistické klasifikacni pravidlo, které nevyzaduje predpo-
klad normalniho rozdéleni a pouziva se i v pripadech, kdy na objektech
pozorujeme diskrétni veliciny.

Pravidlo 17 Jestlize

a+pBz>2
b1

potom klasifikujeme x jako my, jinak jako .

Logisticka klasifikace je povazovana za obecnou metodu pro obecna rozdéleni
f1a fa, je vak tfeba zduraznit, ze In(f1(x)/ f2(a)) nemusi byt linedrni funkei
x, a tedy logisticka klasifikace muze byt nevhodnd metoda pro konkrétni f;

30



a fy. Pro takova rozdéleni, pro kterd In(fi(x)/fo(x)) = a + B’z odvodime
tvar aposteriornich pravdépodobnosti P(m;|x), 1,2

p1f1(x) pifi(z)
Plmle) = — Ph@ _ whe _ oPie)
pifi(x) + p2fo(x) §1f1Ew§ + 1 eXp{ln ??Eﬁ F+1

eXp{hl p1 + In ?Ei } e In(p1/p2)+a+B'x

exp{ln z_; +1n }clgz 141 1 + elnlpr/p2)tatBx

650+ﬁ,m

P1
= —  _ kdeBy=In= +a.
1+ efotBa bo po

Pro P(my|x) plati

650+ﬁ,m 1

P(m|x)=1— P(m|x) =1-— [ ohifs — 1L ohifa
Parametry a a 8 odhadneme pomoci logistické regrese. Abychom zduraznili,
7e hodnoty P(m;|®) zavisi na parametrech 3y a B3, oznacme 0 = ([, 3')
a p(x;0) = P(mlx). Je tedy P(me|x) = 1 — p(=x;0). Jako odhad vek-
toru parametru @ pouzijeme maximalné vérohodny odhad. Méjme N po-
zorovani z obou skupin a pro kazdé pozorovani ¢;, 7 = 1,2,..., N definujme
nahodnou veli¢inu y;, kterd nabyva hodnoty 1, pokud x; pochazi ze skupiny
71, a hodnoty 0, pokud x; pochazi ze skupiny my. Pro zjednoduseni zépisu
oznacme jeste z; = (1,x)". Protoze 8'z; = B + B'x, muzeme bez Gjmy na
obecnosti zménit znaceni p(z;;0) = p(x;;0). Logaritmicka vérohodnostni
funkce ma tvar

(6) = Z{yjlnp(zj;OH(l—yj)ln(l—p(zj;B)}

- Z{y]ln (zg’e)e)ﬂn(l—p(zj;@))}

Ozj 1+ sz 1
S L
=1

1/(1+ €92) 1+ €92

N
= Y {yi0'z — (1 + 7))},
j=1
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Abychom nasli maximum logaritmické vérohodnostni funkce (@), polozime
jeji derivaci rovnou nule

Z zly; — p(2;;0)] =0 (5.2)

a tim dostavame soustavu p 4+ 1 nelinearnich rovnic v proménné 6. Protoze

. . . . LN
zj1 = 1 provsechna j = 1,2,..., N, dostavame z prvni nerovnosti ijl Yj =
Z;'V:1 p(z;;0). Tato rovnice vyjadiuje stav, kdy se stfedni hodnota poctu
prvku v kazdé skupiné rovna jejich skutecnému poctu. Uvedeme si zde New-
tonuv-Raphsonuv iteraéni algoritmus pro reseni soustavy rovnic (5.2), tak
jak je uveden v knize [2]. Tento algoritmus pii vypoctech pracuje s druhymi
derivacemi logaritmické vérohodnostni funkce,

6060/ = sz jp z]7 ]'_p(z]?e))

V kazdém kroku algoritmu vezmeme hodnotu 8,,, kterou jsme vypocitali
v minulém kroku, a spoc¢teme novou hodnotu 8,,,.1 podle vzorce

82l(0)>—16l(0)
0000') 06

0,01 = 0,, — ( (5.3)
kde derivace jsou vycisleny pro 6,,. Bézné se uziva maticového zapisu této
rovnice. Ozna¢me y = (y1,%2,-..,Yn), Z = (21, 22, ..., 2n) . Zduraznéme,
ze Z je matice typu N x (p+ 1), jejiz tadky tvoii vektory z;. Ddle oznac¢me
p = (p(z1;0),p(22;0),...,p(zn;0)) a W diagonalni matici, jejiz i-ty prvek
. (1. - o) o%l(e
na diagondle je p(z;;0)(1 — p(z;;60)). Potom M =Z(y—p)a 691(,;92 =
—Z'W Z. V maticovém zdpisu m4 tedy (5.3) tvar

Opi = 0.+ (ZWZ)'Z'(y—p)
= (ZWZ)'Z’W(Z6,, + W ' (y —p))
(ZWZ)'Z'Wa,

kde a = Z6,, + W' (y — p). Tento krok opakujeme tak dlouho, dokud se
méni p, a tedy i W a a. Casto se jako pocéatecni hodnota 6,, v prvnim kroku
algoritmu voli 8y = 0. Konvergence algoritmu zarucena neni, ale ve vétsiné
pripadu algoritmus feseni najde.
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Kapitola 6
Priklad

V této kapitole si predvedeme pouziti nékterych klasifika¢nich pravidel v pra-
xi. V nékterych knihdch (napi. [6] a [3]), jsou uvedeny piiklady na pouziti
linedarnich klasifikacnich pravidel, soubory dat jsou vsSak pftili§ malé na to,
abychom si na nich predvedli i pouziti kvadratickych klasifikacnich pravidel.
Pii kvadratické klasifikaci se totiz odhaduje vétsf mnozstvi parametrii, nebot
predpokladame, ze varianéni matice jsou v jednotlivych skupinach ruzné.
Proto jsem se rozhodla pouzit jina data, ktera sice nedavaji tak dobré
vysledky, ale odpovidaji realné situaci.

Data obsahuji vybrané tudaje o smrkovych porostech z nékolika lokalit
v Ceské republice. Pro kazdy porost mame zaznamemnany hodnoty veli¢in
plocha, vek, zakme, zast, tlous, vyska, bonita, zastab, zassku a vyczak. Popisme
si, co jednotlivé veliciny znamenaji. Veli¢iny plocha, vek a vyska obsahuji
udaje o plose porostu (v hektarech), jeho stredni vysce (v metrech) a staii,
tlous udava praumérnou tloustku kmene (v centimetrech) ve vysce 130 ¢cm
nad zemi v daném porostu. Veli¢ina zast udava procentudalni zastoupeni
smrku mezi ostatnimi dfevinami v daném porostu. Proménné zassku a zastab
uddvaji skutetnou a tabulkovou zdsobu dieva (v m?/ha), tj. kolik dieva je
v daném porostu na plose jednoho hektaru. Veli¢ina zakme udava zakmenéni,
které 1ze vyjadrit jako pomeér skutecné a tabulkové zasoby dieva. Proménna
vyczak udava vycetni kruhovou zékladnu, kterda predstavuje soucet ploch
prufezi kmenu vSech stromu ve vysce 130 cm v porostu o vymeéte jeden
hektar. Proménna bonita vyjadiuje produkéni schopnost porostu, a proto
je v lesnictvi dulezitym ukazatelem kvality porostu. V nasem ptipadé jsou
pouzity tzv. absolutni vyskové bonity, které udavaji sttedni vysku, jakou
by mél mit dany porost ve sto letech. Bonita zavisi predevsim na véku a
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soucasné vysce daného porostu, jeji hodnoty jsou odstupnovany po dvou
metrech a v praxi se ziskavaji z tabulek. Blizsi informace lze nalézt napf.
v [5] nebo v zékladnich ucebnicich dendrometrie.

Nasim cilem bude klasifikace porostu do skupin se stejnou bonitou. Aby-
chom si predvedli i logistickou klasifikaci, které byla vénovana kapitola 5,
budeme pracovat pouze s dvéma skupinami porostu s bonitami 26 a 28,
které se v lesnické praxi i v naSem datovém souboru objevuji nejcastéji.
Ostatné pro klasifikaci do vétsiho poétu skupin se nase data nehodi, nebot
chyba klasifikace je v tomto piipadé velkd (kolem 40% pro ¢tyfi skupiny).

K dispozici mame N = 1209 pozorovani, pticemz pro n; = 538 z nich
byla tabulkou zjisténa bonita 26 a zbylych ny = 671 pozorovani mé bonitu
28. Budeme zkoumat chybu klasifikace ApER (3.7) postupné pro linedrni,
kvadratickou a logistickou klasifikaci a porovname také odhady této chyby
klasifikace pti pouziti metod uvedenych v odstavci 3.3. Tyto odhady budeme
také znacit ApER s tim, ze z kontextu bude jasné, o jaké odhady se jedné.

Pro vypocty jsem pouzila program R, ktery je volné sititelny. Pro linedrni
klasifikaci je v tomto programu definovana funkce lda. Funkce lda méa nékolik
volitelnych parametru, jednim z nich je nastaveni apriornich pravdépodob-
nosti p; a pg. Puvodni nastaveni funkce Ida je takové, ze apriorni prav-
dépodobnosti jsou odhadnuty relativnimi cetnostmi tak, jak bylo popsano
v odstavci 2.2. Protoze vzorek nasich dat byl ziskén jen v uréitych lokalitéach
a neodpovidé tedy stavu na celém tzemi Ceské republiky, zménfme hodnotu
apriornich pravdépodobnosti na p; = py = % Pro toto nastaveni dostavame
chybu klasifikace

ApER = 0.2390405 .

Jak uz jsme zminili v kapitole 4, program R vyuziva ke klasifikaci diskrimi-
nacnich skéru. Pripomenme, ze pocet diskriminacnich skoru je vzdy nejvyse
k — 1, kde k je pocet skupin. V nasem pripadé tak program pracuje pouze
s prvnim diskriminacnim skérem Y; = 2{X. Jako vystup lda ziskdme i
koeficienty z;. Ty jsou uvedny v tabulce 6.1. Z této tabulky vidime, ze v ab-
solutni hodnoté je nejvétsi koeficient u proménné vyska. Mohli bychom se
proto domnivat, ze stfedni vyska porostu nejvice ovlivni diskriminaci a tim
tedy i klasifikaci. Tato domnénka vSak neni spravna, nebot veliciny maji
ruzné jednotky.

Diskrimina¢niho skoru Y vyuzijeme také jako transformace nasich devi-
tirozmérnych pozorovani x;1, T, ¢ = 1,2,...,n1, j = 1,2,...,n9, na jed-
norozmerna pozorovani y;1, ¥;2, pro kterd ziskdme prehlednéjsi grafické vy-
stupy. Jak vidime z histogramu v obrazku 6.1, hodnoty Y jsou pro skupinu
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Tabulka 6.1: Koeficienty diskrimina¢niho skéru

LD1
plocha | -0.023772342

vek | -0.134172393
zakme | 0.304551981

zast 0.012997966
tlous 0.033078305
vyska | -2.425319266
zastab | 0.124178542
zassku | -0.003884721
vyczak | -0.009585625

porostu s bonitou 28 posunuty vice doprava a obé skupiny tak od sebe
muzeme dobfe rozeznat.

Pro odhad ApER pouzijeme nejprve metodu partitioning the sample,
kterd je popsana v odstavci 3.3. Touto metodou dostaneme odhad chyby
klasifikace

ApER = 0.261157.

ApER je v tomto pripadé o néco vétsi, coz odpovida tomu, ze klasifikac¢ni
pravidla byla zalozena na vybéru o poloviénim rozsahu.

Pokud nastavime parametr CV funkce lda na hodnotu TRUE, ziskame i
odhad ApER metodou holdout. Odhad ApER je v tomto pripadé

ApER = 0.2415219.

Pro kvadratickou klasifikaci je v programu R definovana funkce qda.
Stejné jako v pripadeé linearni klasifikace nastavime hodnoty apriornich prav-
dépodobnosti na p; = ps = % Chyba klasifikace ApER je tentokrat

ApER = 0.2109181.

Opét odhadneme tuto chybu nejprve pomoci metody partitioning the sample.
Dostavame tak
ApER = 0.2516556.

Pro holdout metodu dostaneme odhad

ApER = 0.2291150.
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Obrazek 6.1: Histogramy diskrimina¢nich skéru pro obé skupiny
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Zabyvejme se nyni modelem logistické klasifikace (5.1). Pripomenme, ze
se snazime odhadnout koeficienty 8 = (5o, 51,...,5,), kde p = 9 je pocet
proménnych. V programu R k tomu ic¢elu pouzijeme definovanou funkci glm,
jejiz parametr family nastavime na binomial. Dostaneme tak odhady které
jsou uvedené v tabulce 6.2.

Pro tyto hodnoty koeficientu dostavame chybu klasifikace
ApER = 0.2084367.

Pro odhad kazdého parametru 3;, : = 0,1, ..., 10 obsahuje tabulka 6.2 také
hodnoty z wvalue, které odpovidaji testu nulové hypotézy, ze koeficient u
dané proménné je nulovy, zatimco u ostatnich proménnych je nenulovy. Jak
déle z tabulky 6.2 zjistime, tuto hypotézu nezamitame na hladiné 5% hned
pro nékolik proménnych (plocha, zast, tlous, zassku, vyczak). Protoze pro
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Tabulka 6.2: Odhady koeficientu v modelu logistické klasifikace

Estimate Std. Error =z value p-value
(Intercept) | 18.466686  3.134753  5.891 3.84e-09 ***
plocha -0.051765  0.029823  -1.736  0.08261 .
vek -0.259603  0.017581 -14.766 < 2e-16 ***
zakme 0.510472  0.196659 2.596  0.00944 **
zast 0.023922 0.019188 1.247  0.21250
tlous -0.001361  0.053342  -0.026  0.97964
vyska -4.095917  0.302333 -13.548 < 2e-16 ***
zastab 0.217833  0.015316 14.222 < 2e-16 ***
zassku -0.005059  0.004528  -1.117 0.26383
vyczak -0.040665  0.087223  -0.466  0.64106

proménnou tlous dostavame nejvyssi p-hodnotu, vyfadime ji z naseho mode-
lu. Cely proces zopakujeme, tentokrat pro zbylych osm proménnych. Jelikoz
nam v tomto piipadé vyjde nejvyssi p-hodnota (0.58145) pro proménnou vy-
czak, vylou¢ime ji z naseho modelu. Takto postupujeme tak dlouho, dokud
u néjaké proménné nezamitame nulovou hypotézu na hladiné 5%. Tento
postup je doporuceny v knize [2]. Ve vysledném modelu ndm zbydou pro-
ménné vek, zakme, zast, vyska, zastab a zassku. Teprve tento zizeny model
povazujeme za vhodny a odhady ptislusnych parametru najdeme v tabul-
ce 6.3.

Tabulka 6.3: Odhady koeficientu v zizeném modelu logistické klasifikace

Estimate Std. Error =z value  p-value

(Intercept) | 19.036382  1.988593 9.573 < 2e-16 FF*
vek -0.255944  0.017298 -14.796 < 2e-16 HF**
zakme 0.447527  0.097893 4572  4.84e-06 ***

zast 0.015302  0.006136 2.494 0.012639 *
vyska -4.103360  0.281459 -14.579 < 2e-16 ***
zastab 0.217191  0.014226  15.267 < 2e-16 ***
zassku -0.006922  0.002047  -3.382 0.000719 ***
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Pro tento model a odhady koeficientt z tabulky 6.3 dostavame chybu klasi-
fikace
ApER = 0.2125724.

Vidime, ze chyba klasifikace je i pro tento zizeny logisticky model mensi nez
chyba (resp. ruzné odhady chyby) pii pouziti linedrni a kvadratické klasi-
fikace. Pritom je jen nepatrné horsi nez ApER pro puvodni model logistické
klasifikace.

Vybérova linearni i kvadraticka klasifika¢ni pravidla predpokladaji nor-
malni rozdéleni dat. Nase data tento predpoklad nesplnuji, presto byly vy-
sledky linearni a kvadratické klasifikace srovnatelné s vysledky logistické
klasifikace, kterd normalitu neptedpoklada. Ve vsech piipadech se zda byt
chyba klasifikace pomérné vysokd - ptiblizné pétina az ¢tvrtina pozorovani
byla chybné klasifikovdna. To si muzeme vysveétlit tim, Ze bonita porostu je
tabulkova hodnota odstupnovand po dvou metrech. Muze se tak naptiklad
stat, ze porosty stejného stari, jejichz stiedni vyska se malo lisi, mohou mit
podle tabulek odlisné bonity. Navic vétsina veli¢in, které na porostech sle-
dujeme, by se v praxi urcovala pfesné jen velmi tézko, a proto se pouziva
ruznych osvédéenych metod pro jejich odhad. Samotnd data tak mohou ob-
sahovat neptesnosti, které se nasledné projevi pii klasifikaci. Vzhledem k to-
mu muzeme povazovat vysledky s ¢tvrtinovou chybou za pomérné tspésné.
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Dodatek

Zde pripomeneme nékteré pojmy a uvedeme nékteré véty, které se v textu
pouzivaji.

Definice A.1 Necht X = (Xy,...,X,) je ndhodny vektor, u= (u1, ..., )
je danyj vektor a 3 = (0;;) je symetrickd pozitivné semidefinitni matice typu
pxp. Rekneme, ze X md p-rozmérné normdlni rozdélend s parametry (n, %),
jestlize pro libovolny vektor ¢ € R, plati

X ~N(c'u,c'Ye).

Je-li 32 reqularni, mluvime o reqularnim p-rozmérném rozdéleni. Je-li 3 sin-
gularni, jde o singuldarni p-rozmérné rozdéleni. Jestlize X md p-rozmerné
normdlni rozdéleni s parametry (w,3), znacime to jako X ~ N(u,X),
pripadné podrobnéji jako X ~ Ny(p, X).

Véta A.1 Je-li X ~N(p, X)), pak EX = p, varX = X.
Diikaz. Viz [1]. O

Véta A.2 Necht X = (Xy,...,X,) md requldrni normdini rozdéleni s pa-
rametry (p, X). Pak existuje jeho hustota f a je ddina vzorcem

1 1 I5v—1 -
f<w>zmexp{—§<w—mz (@-m} (A1)

Diikaz. Viz [1]. O
V celém tomto textu pro rozdélelni N(p, ) vzdy automaticky predpokld-
dame, ze je regularni.

Véta A.3 Necht X ~ Ny(p,X) a necht a je vektor konstant. Potom nd-
hodnd veli¢ina z = @’ X md normdlni rozdélent s parametry (a'p, a'%a).
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Diikaz. Viz [6]. O

Véta A.4 (zdkon velkych &isel) Necht X, n € N jsou nezdvislé rediné
nahodné veliciny s koneénym rozptylem a ¢isla 0 < by < by < ..., b, — 0

jsou takovd, Ze Y o | e < oo, potom
n

n

1
™ Z(Xk — EX}) — 0 skoro jisté.

k=1

Diikaz. Viz [4]. O

Diisledek A.5 Necht X1, Xs, ... jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, které ma-
Ji stejné rozdéleni s konecnou stredni hodnotou . Jestlize n — oo, pak

_ 1 <&
n
k=1
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