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Predmluva

Linearni model je jednim ze zakladnich pilifi matematické statistiky. To, Ze jej lze
interpretovat geometricky, neni pro statistiky zadnym tajemstvim; této moznosti
se v8ak pri vyuce statistiky témér nevyuzivé, a je proto pro nezanedbatelnou ¢ast
matematické vefejnosti prakticky neznama, o studentech matematicky zaméie-
nych obort ani nemluvé. Tento pfistup ma ptitom vyhody, které by fada z nich
mohla ocenit: nazornost, moznost odvozeni mnoha dilezitych vysledki z nékolika
méalo jednoduchych geometrickych piedstav, komplexni pohled na celou proble-
matiku a v neposledni fadeé i jistou estetickou hodnotu.

Cilem této prace je seznamit s geometrickym piistupem ty ¢tenafe, ktefi
nejsou spokojeni se svym dosavadnim porozuménim statistické teorii a pro které
je tradi¢ni maticové-algebraicky vyklad piilis abstraktni a nepiehledny. U nich
predpoklddam jednak dobrou geometrickou piedstavivost a znalost teorie vekto-
rovych prostori, jednak alesponi hrubou pfedstavu o elementarnich statistickych
pojmech (naptiklad rozdéleni ndhodné veli¢iny ¢ hladina vyznamnosti).

S ohledem na tento zdmér jsem uspotfadal text tak, ze nejdilezitéjsi myslenky
a vysledky jsou vysvétleny bez zbytecného otaleni hned v prvni praktické casti,
a to Casto bez dikazi, aby pfipadny ¢tenaf nebyl odrazen opakovanim znamé te-
orie nebo rozebiranim pro ného nepodstatnych detailii. Podrobnéjsi rozbor jsem
pak spolu s pfipomenutim nékterych teoretickych zékladi umistil do druhé, tzv.
teoretické ¢asti. Povazuji vSak za nutné upozornit, ze ackoli jsem se zde snazil
byt diukladny, bylo mym cilem spiSe jen naznacit moznosti hlubsiho uchopeni
celé problematiky, nez budovat rigorézni teorii. Tomu by jednak nevyhovovalo
uvedené uspofadani (proto jsem také nepouzil formu ,definice — véta — dikaz®),
ale pfedev§im bych v takovém piipadé nevyhnutelné kopiroval jiné autory. Na-
ro¢néjsi ¢tenad tedy muze v mém textu nékterd témata postradat, nebot jejich
vybér je mimo jiné podfizen také tomu, do jaké miry jsem byl schopen je origi-
nalné zpracovat. Misty jsem ovSem povazoval za nezbytné pouzit cizi formulaci ¢i
dikaz; v takovych ptipadech to je samoziejmé vzdy disledné citovano.

Geometrickd interpretace linearniho modelu vSak neni pozoruhodna jen z di-
daktického hlediska. Existuje totiz fada presvédcivych dokladi toho, Ze je to
zaroven pojeti historicky puvodni a Ze autor linearniho modelu, genialni britsky
matematik a biolog Ronald Aylmer Fisher, jeho teorii vypracoval pravé diky své
schopnosti geometrické vizualizace. Témito souvislostmi se zabyvé tieti, historic-
k& ¢ast prace.

Ctendfim touZicim po dikladnéjsim studiu mohu viele doporucit vynikajici
knihu [31], kde je velice solidné vybudovéna kompletni teorie linedrniho modelu
na geometrickém zakladé. Ti, ktefl naopak moji praci shledaji prilis obtiznou, ale
presto se i nadale domnivaji, Ze geometrie by pro né mohla byt vhodnou cestou
ke statistice, snad naleznou nazornéjsi vyklad v knize [27]. Co se tyce potfebnych
zékladi geometrie a algebry, lze je nalézt napiiklad v ucebnicich [21] a [4], za
hlavni zdroj znalosti z matematické statistiky mi slouzily knihy [1], [2], [3], [34]

Zavérem bych rad poznamenal, Ze si jsem védom, Ze vhodnost ¢i nevhodnost
urcité didaktické metody je zalezitost subjektivni a obtiZzné prokazatelna. Na
zakladé vlastni zkusenosti se vSak domnivam, Ze by si geometricky pfistup mohl
najit své priznivce; a protoze je matematickd statistika vSeobecné povazovana



za obtizné odvétvi matematiky, odvazuji se zaroven doufat, Ze ma snaha o jeji
zpristupnéni SirsSimu okruhu ¢tenaitu nebude prijata nevlidné témi, ktefi davaji
prednost tradi¢néjsim metodam.
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1. Prakticka c¢ast

1.1 Nahodny vektor

Zakladni charakteristikou geometrického pristupu k linedArnimu modelu je zpisob,
jakym je zde chapan ndhodny vektor. Zatimco pri standardnim vykladu je defi-
novan jako uspoiadana n-tice ndhodnych veli¢in (Y7, ...,Y,)T, pii geometrickém
pohledu jej — zjednoduSené feceno — povazujeme za vysledek ndhodného pokusu,
jehoZz moznymi realizacemi jsou vektory, tj. prvky néjakého redlného vektorového
prostoru V,, kone¢né dimenze n, na kterém je definovan skalarni soucin o, a te-
dy i norma || - || a thel. Vektory si tedy mizeme piedstavovat ve stiedogkolském
smyslu jako ,,mnoziny vSech usporadanych tsecek stejné délky a stejného sméru”.
Pokud jde o vyssi dimenze, neni tieba se nijak zvlast znepokojovat nedostatkem
predstavivosti: pro intuitivni porozuméni dokdzeme vétsinu tivah zjednodusit na
trojrozmérny pripad a u formalnich dikazi na ni stejné nemtzeme spoléhat.

Kdy7z nyni v tomto vektorovém prostoru V,, zvolime néjakou bazi, souradnice
nadhodného vektoru vzhledem k této bazi budou ziejmé ndhodné velic¢iny a vytvori
nadhodny vektor v obvyklém smyslu. Dilezity disledek geometrické definice se
vSak ukaze v situaci, kdy se rozhodneme soustavu soufadnic zménit: tehdy totiz
budeme moci hovofit o stale stejném nahodném vektoru, ackoli jeho soufadnice
se zméni. Tim se tento piistup podstatné lisi od od obvyklého pojeti, kde zména
soufadnic nahodného vektoru automaticky znamené, ze se jedna o jiny vektor.

Tak se zcela prirozené nabizi moznost studovat vlastnosti nahodného vekto-
ru z pouhého geometrického nazoru, bez pouziti souradnic, a soufadnicovy zapis
aplikovat az na dosazené zavéry. To je divod, pro¢ se tento pfistup nazyva v an-
gli¢tiné coordinate-free.

V disledném vykladu zalozeném na geometrické definici by méla byt zavede-
na rizné oznaceni pro vektor a pro jeho soufadnicovou reprezentaci. Tim by se
vSak nase zapisy vzdalily od podoby, na kterou je pravdépodobné vétsina ¢tenaia
zvykla; zvolime proto cestu kompromisu. Na vektorovém prostoru V,, zavedeme
néjakou ortonormalni bazi, a aniz bychom ztraceli ze zfetele vychozi geometrickou
predstavu, budeme pouzivat stejna oznaceni pro prvky vektorového prostoru V,,
a pro jejich soutadnicové reprezentace vzhledem k této bazi; v druhém ptipadé
budeme tyto soufadnice psat do sloupce a v té podobé je prilezitostné zapojime
i do maticovych formuli. Podobné nebudeme rozlisovat mezi operacemi a relace-
mi definovanymi na V,, a jim odpovidajicimi protéjsky na R™. Pokud nebudeme
ménit soustavu soutfadnic, nebude hrozit nedorozuméni; v opa¢ném piipadé na
to vzdy vyslovné upozornime.

1.1.1 Stfedni hodnota, varianéni matice

Stiredni hodnotu a variancni matici ndhodného vektoru Y zavedeme obvyklym
zpusobem, tj.

EY = (EVi,...,EY,)",

Vy (cov(Y,Y))

nxn’



kde EY; je stfedni hodnota nahodné velic¢iny Y;, cov(Y;, Y;) je jeji rozptyl (¢i téz
variance), znaeny ovSem obvykle varY;, a cov(Y;,Y;) je kovariance ndhodnych
veli¢in Y}, Y; (podrobnéji viz napf. [3]). Pfipomeiime elementarni vztahy

E(e+BY) = a+B-EY, (
Va+BY - BVYBTJ (

1.1)
1.2)
platné pro libovolny vektor a a matici B vhodnych rozméra. Ze vztahu (1.1)
plyne, Ze stiedni hodnotu lze geometricky interperetovat, protoze jeji souradnice
reprezentuji vektor, jehoz poloha neni na zvolené soustavé souradnic zavisla. Je-li
totiz B matice prechodu od pivodni baze prostoru V,, k néjaké jiné, je stiedni
hodnota novych soufadnic rovna E(BY'), zatimco soufadnice pivodni stiedni
hodnoty vzhledem k nové bazi jsou B-EY.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme stfedni hodnotu ndhodného vektoru Y zna-
¢it v celé nasi praci tradicné zavedenym symbolem .

1.1.2 Rozdéleni a hustota nahodného vektoru

Chovani nahodného vektoru nejuplnéji charakterizuje jeho rozdélend. To je funkce,
kterd kazdé ,rozumné“ podmnoziné prostoru V,, pfifazuje pravdépodobnost, Ze
realizace ndhodného vektoru bude prvkem této podmnoziny. V naSem pojednani
se setkame pouze se spojitym rozdélenim, v jehoz piipadé je toto pravidlo obvykle
formulovano pomoci tzv. hustoty rozdéleni, coz je funkce f : V,, — R udévajici
prostiednictvim vztahu

dP = f(y)dV (1.3)

pravdépodobnost dP, Ze realizace nahodného vektoru bude lezet v ,,nekonec¢né
malém* okoli vektoru y € V,, o n-rozmérném objemu dV. V soutfadnicich mé
tento zapis tvar

dP = f(y1, - yn) - dyr - - dyp;

dP je tedy pravdépodobnost, Ze nastane jev

Y € (yi,y1 +dys) X -+ X (Yny Yn + dyn).

Stoji za zminku, 7ze vztah (1.3) miZze popisovat rozdéleni ndhodného vektoru
i v takovém piipadé, kdy je mnozina jeho moznych realizaci omezena na néjaky
podprostor (obecnéji linedrni mnozinu nebo varietu) prostoru V,,, jehoz dimen-
ze je k < n (naptiklad v pfipadé podminéného rozdéleni, kdy jsou souradnice
nédhodného vektoru vazany néjakou linearni podminkou). Pak ov§em dV predsta-
vuje k-rozmérny objem a v obecném piipadé jej nelze vyjadrit pomoci puvodnich
soufadnic.

1.1.3 Mnohorozmérné normalni rozdéleni

Ma-li kazda linedrni funkce nadhodného vektoru Y normalni rozdéleni, fikame,
ze 'Y mé& mnohorozmeérné normdlni rozdelent; je-li p jeho stfedni hodnota a V
varian¢ni matice, vyjadiujeme to zapisem

Y ~ N(p, V).
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Hustota Y je parametry p a V jednoznac¢né urcena. Z definice specidlné plyne,
ze 'Y ma mnohorozmérné normalni rozdéleni pravé tehdy, kdyz jeho soufadnice
maji normalni rozdéleni.

V praxi je ¢asté, Ze varian¢ni matice je o?-nasobkem jednotkové matice I,
typu n X n. To znamena, Ze jednotlivé soufadnice nahodného vektoru maji stejny
rozptyl o2 a kovariance jakychkoli dvou riznych souiadnic je nulova. Lze dokazat
(viz [26]), Ze v pripadé normélniho rozdéleni je nulova kovariance ekvivalentni
s nezavislosti; jednotlivé souradnice ndhodného vektoru jsou tedy v ptipadé roz-
déleni N (u; o?l,) nezavisle.

Hustota je v tomto specialnim piipadé urcena predpisem

fly) = (m-a)_neXp{—M}. (1.4)

202

Zavisi tedy pouze na vzdélenosti od stfedni hodnoty, nikoli na sméru. Jinymi
slovy, body se stejnou hustotou tvoii sféry koncentricky usporadané kolem stied-
ni hodnoty. Obrézek 1.1 ilustruje toto usporddani, chovani ndhodného vektoru
a rizné zpusoby zobrazovani jeho realizaci pro piipad n = 2.

3 °
L]
’
2
° °
1+
L[]
0 0
0 T~ 2 -3 4 0 1 2 3 4
]
(a) (b)
4 4

(d)

Obrazek 1.1: (a) Vrstevnice hustoty ndhodného vektoru Y s rozdélenim N ((2,2)7,15), od-
stupfiované po 0,01. Hodnota hustoty v bodé (2,2)7 je (27r)~! = 0, 159. (b) Znazornéni deseti
realizaci téhoz ndhodného vektoru. (c) Tytéz realizace znazornéné jako vektory. (d) Tytéz rea-
lizace znazornéné jako soucet stiedni hodnoty (¢arkované) a odchylky od st¥edni hodnoty.
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1.1.4 Néktera dalsi rozdéleni

Pripomenme jesté dalsi uzitecna rozdéleni odvozena od normalniho rozdéleni.
Necht ndhodné veli¢iny Y3,...,Y, a Z1,..., Z,, maji rozdéleni N(0,1) a jsou na-
vzajem nezavislé; pak ndhodné veli¢ina

PR AP (1.5)
=1

m4 rozdéleni zvané x? o m stupnich volnosti, zkracené x2. Je-li 0 < o < 1,
nazyvame kritickou hodnotou tohoto rozdéleni na hladiné o takovou hodnotu
X2 (), kterd spliiuje podminku

V~xa = PIY 2 (a)] =«

(viz obr. 1.2). Nahodn4 veli¢ina

f(z)

X ()

Obrazek 1.2: Hustota a kritickd hodnota rozdéleni x2 (zde pro piipad n = 10).

Z

JEe/

mé rozdéleni t,,, tj. ,,Studentovo“ rozdéleni t o n stupnich volnosti. Jeho kritick&
hodnota t,(«) je definovana vztahem

(1.6)

X ~t, = P[X > ty(a)] = % (1.7)

resp. ekvivalentni podminkou
X ~t, = P[X| >t (a)] =«

(viz obr. 1.3). Kone¢né nahodné veli¢ina

vz /o
=1

11



a/2 a2

Obrazek 1.3: Hustota a kritickd hodnota rozdéleni t,, (zde pro n = 7).

ma tzv. Fisherovo rozdéleni o m a n stupnich volnosti, zkracené F,,,. Kriticka
hodnota F,, ,(a) tohoto rozdéleni je uréena rovnosti

X ~ Fm,n — P[X > Fm,n(a)] =

(viz obr. 1.4).1

f(x)

(0%

Fon(a@) x

Obrazek 1.4: Hustota a kritickd hodnota rozdéleni F,, ,, (konkrétné pro m = 4, n = 10).

PovSimnéme si jesté celkem prostého vztahu mezi kritickymi hodnotami dvou
posledné jmenovanych rozdéleni. Ma-li ndhodnéa veli¢ina X rozdéleni t,,, mé na-
hodn4 veli¢ina X? ziejmé rozdéleni Fy ,, ;. Plati tedy

PIIX|>t,1(a)] = a = P[X*> F, ()],
z ¢ehoz je patrna rovnost

tn1(0) = Fino(a). (1.9)

I Kritické hodnoty vyse uvedenych rozdéleni jsou ¢asto uvadény v udebnicich statistiky, takeé
je v8ak lze snadno zjistit pomoci jakéhokoli statistického software nebo aplikace Excel.
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1.2 Linearni model

O linearnim modelu hovofime za predpokladu, Ze pro nadhodny vektor Y o n
slozkach plati

Y = X8+ Z, (1.10)

kde X je znamé matice typu n x m (m < n), 8 = (b, ... ,ﬁm)T je usporadané
m-tice neznamych parametria a Z je ndhodny vektor o n slozkach, jehoz stied-
ni hodnota je 0 = (0,...,0)T. Vyraz X3 tudiZ piedstavuje stfedni hodnotu p
nadhodného vektoru Y.

Ackoli to neni vSude nezbytné, omezime se v celém nasem pojednani na pii-
pad normalniho rozdéleni. Dale budeme predpoklddat — pokud nebude teceno
jinak — Ze sloupce matice X jsou linearné nezavislé, tj. hodnost této matice je m,
a 7e varian¢éni matice ndhodného vektoru Z, resp. Y, je o2-nasobkem jednotkové
matice typu n x n, kde 02 je neznamy parametr, tj.

Z ~N(0,01,).

Obecnéjsi pripady budou diskutovany zvIast.

Priklady

1.2.1 Vybér z normalniho rozdéleni

Predstavme si, Ze n ndhodné vybranym osobam podame néjaky 1€k a zjistime
u nich zmény v hodnotach néjaké fyziologické veli¢iny ptfed aplikaci tohoto léku
a po ni. Pfedpokladame-li, Ze zména této veliciny zptisobend podanim léku se ¥idi
normélnim rozdélenim s nezndmou st¥edni hodnotou p a rozptylem o2, predsta-

vuje nami ziskand n-tice hodnot realizaci nahodného vektoru Y = (Yy,...,Y,)7T,
jehoz stiedni hodnota je u = (i, ..., )T a jeho# chovani popisuje model
Y 1 Zy
= et o] (1.11)
Y, 1 Zn

kde ndhodny vektor Z = (Zy,...,Z,)" m& rozdéleni N (0, 0?l,). Matice X ma
v tomto piipadé pouze jeden sloupec a vSechny jeji prvky jsou rovny jedné.

1.2.2 Jednoduché tridéni

Podobné jako v ptedchozim piikladu budeme zaznamenavat reakci pacientil na
podani léku, ale tentokrat budeme zkouSet tii rtizné léky a pro nézornost zvo-
lime konkrétni pocet pacientli, feknéme sedm. Prvnim dvéma pacientim po-
dame 1ék F, druhym dvéma lék G a zbyvajicim tifem 1ék H. Za predpokla-
du, Ze odezva na vSechny pouzité léky se fidi normélnim rozdélenim se stej-
nym rozptylem o2, ale riznymi stfednimi hodnotami fiy, iy, fin, ziskdme méie-
nim realizaci ndhodného vektoru ¥ = (Y;,...,Y7)?, jehoz stiedni hodnota je

13



1= (g, fifs fhgs Hgy oy Py )T @ ktery 1ze popsat lineArnim modelem

Y; 1 00 71
Y, 100 A
Ys 010 Iy Zy
v, [=] 010 w |+ 2z |, (1.12)
Ys 00 1 m Zs
Ys 0 0 1 Z
Y- 0 0 1 Z7

kde vektor Z = (Z1, ..., Z7)" mé& rozdéleni N(0, o2l;).

1.2.3 Regresni primka

Predpokladejme, ze hmotnost Y tdrody urcité plodiny sklizené z jednoho aru zavisi
na hmotnosti 2 pouZitého hnojiva (oboji v kilogramech) vztahem

Y =0+ px+Z,

kde Z ~ N(0, 0?). Koeficienty By, 8, ani rozptyl o2 nejsou znameé. Mame-li k dis-
pozici idaje ze sedmi riznych experimentalnich ploch, na kterych byly hmotnosti
x; pouzitého hnojiva postupné 3 kg, 2kg, 4kg, 3kg, 5kg, 4kg a 7kg, predstavuji
ziskané hodnoty sklizné realizaci ndhodného vektoru Y = (Yi,...,Y7)T, jehoy
chovani popisuje linedrni model

Vi 13 7
Ys 1 2 Zs
Yy 1 4 Zs
Y, |=]13 -(50)+ Z, |, (1.13)
Yy 15 b Zs
Y 1 4 Zs
Yy 17 Zy

kde vektor Z = (Zy,...,Z;)T ma opét rozdéleni N(0, o2l7).

1.3 Odhad stredni hodnoty v linedArnim modelu

Méame-li zformulovany lineadrni model (1.10) a ziskime néjakou konkrétni realizaci
Y, tj. jeden vektor y lezici v n-rozmérném vektorovém prostoru V,,, je obvykle
cilem odhadnout st¥edni hodnotu p, koeficienty 3; a rozptyl 0. Déle lze vytvaiet
a testovat rizné hypotézy tykajici se téchto parametru.

Stiedni hodnota g ndhodného vektoru Y je rovna vyrazu X3. Pouzijeme-li
oznaceni xq, ..., x,, pro sloupce matice X, muzeme psat

Vektor p je tedy linedrni kombinaci vektoru zi, ..., x,, s nezndmymi koeficien-
ty Bi,..., Bm. Musi proto lezet nékde ve vektorovém podprostoru generovaném
sloupci matice X. Tento podprostor budeme znacit symbolem M, tj. plati

me M,
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kde
M=[z,....,xn)].

Jelikoz predpokladdame, ze vektory xq, ..., x,, jsou linearné nezavislé, je dimen-
ze tohoto podprostoru m. Ziskame-li nyni néjakou konkrétni realizaci ndhodného
vektoru Y, pravdépodobné v podprostoru M lezet nebude. V takové situaci je
nejpiirozenéjsim krokem odhadnout g pomoci pravouhlého prumétu této reali-
zace do podprostoru M. Nahodny vektor, jehoz realizaci takto ziskdme, budeme
v obecném piipadé znadit symbolem Y (viz obr. 1.5).

Obrazek 1.5: Nahodny vektor Y a jeho pravouhly prumét Y do podprostoru M. Nahodny
vektor Y je odhadem neznamé stfedni hodnoty p, kterd lezi v M.

1.3.1 Vypocet pravotihlého primétu

Z pozadavki definujicich pravothly primét (viz kapitola 2.3) 1ze vektor Y snadno
ur¢it. Za prvé, aby bylo splnéno Y € M,? musi platit

o~

Y =Xb (1.14)
pro né&jakou usporadanou m-tici nahodnych veli¢in® b = (by,...,b,,)". Druhym
pozadavkem je, aby byl vektor Y — Y kolmy na podprostor M; musi tedy byt
kolmy na vSechny vektory, které M generuji, tj. na sloupce matice X:

X7 . (Y—?) ~0. (1.15)
Po dosazeni (1.14) do (1.15) dostavame postupné

X' (Y -Xb) = 0,
XXy = X'Y. (1.16)
Jak je znamo z linearni algebry (viz podkapitola 2.3.1), pravothly pramét Y

vzdy existuje a je urcen jednozna¢né. Soustava (1.16), zvana soustava normdl-
nich rovnic, proto musi mit pravé jedno teSeni b. Je totiz disledkem podminek

2Piesnéijsi by bylo hovofit o ,kazdé mozné realizaci ndhodného vektoru Y. Pro struénost
nebudeme tento rozdil v dal§im textu zdurazihovat.

3Ve shodé se zvyklostmi budeme nadale hovofit o ndhodném vektoru, ackoli z hlediska geo-
metrické definice se nejednd o stejny pifipad, jakym jsme zavedli ndhodny vektor Y .
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(1.14) a (1.15), definujicich pravothly prumét, takze alespon jedno FeSeni musi
existovat. Téchto feSeni vSak nemuze byt vice, nebot to by znamenalo (vzhledem
k nezavislosti sloupcii matice X) vice riaznych vektort Y = Xb. Matice XTX je
tudiz regulérni, existuje k ni inverzni matice a muzeme dokoncit:

b = (X'X) ' X"y, (1.17)
Y = X(X™X) ' XTY. (1.18)
Poznamenejme, Ze jsou-li sloupce matice X linearné zavislé, netvoii bazi pod-
prostoru M, a koeficienty b; proto nejsou jednozna¢né urc¢eny. Soustava (1.16)
mé v takovém piipadé nekonetné mnoho feSeni a matice X7 X neni reguldrni,
neexistuje tedy jeji inverze. K nalezeni néjakého TeSeni je pak tf¥eba pouzit jinou
metodu, napt. pseudoinverzni matici; podrobnéji viz podkapitola 2.3.3. Ndhodny
vektor Y je vSak bez ohledu na tyto komplikace uréen jednoznacné.

1.3.2 Proc¢ pravé pravouhly primét?

Spravnost nasi intuice ohledné odhadu g pomoci pravothlého primétu ndhodné-
ho vektoru Y do podprostoru M potvrzuje Gaussova-Markovova véta, podle niz
je — za predpokladu, ze varian¢ni matice je kladnym nasobkem matice jednotkové
— prumét Y tzv. nejlepSim nestrannygm linedrnim odhadem vektoru p (viz kapi-
tola 2.8). Jejim dulezitym dusledkem je mj. i to, Ze v piipadé linearni nezavislosti
sloupcti matice X jsou ndhodné veli¢iny b; stejné vhodnymi odhady parametri
Bi.

Nazorné ospravedlnéni naseho postupu nam poskytuje metoda maximélni vé-
rohodnosti. Podle ni je totiz tfeba odhadnout stiedni hodnotu tak, aby hustota
pravdépodobnosti v bodé odpovidajicim ziskané realizaci byla maximéalni. Protoze
hustota rozdéleni N(u, 021,,) klesé se vzdélenosti od st¥edni hodnoty (viz (1.4)), je
jasné, ze za jeji odhad musime vzit ten vektor lezici v M, ktery je k dané realizaci
nejblize — a takovou vlastnost mé pravé pravouihly primét Y.

1.3.3 Metoda nejmensich ¢tverct

Dodejme jesté, ze pravé zminéna vlastnost je divodem, pro¢ se metodé odhadu
p pomoci Y ¥ké metoda nejmensich ctverci. S minimalizaci délky 'Y — YH

totiz minimalizujeme zaroven hodnotu vyrazu || ¥ — YH2, coz nenf nic jiného nez
zminény soucet ¢tvercli — naSe soustava soufadnic je totiz ortonormalni, a pro
y € V proto plati

lyll* =i+ +y
Oznacime-li tedy z;; prvky matice X, mizeme urcit Y = Xb také tak, Ze hledame

takova b;, aby soucet

n

1Y =¥ =37 (¥ — by = = 2bi)”

=1

byl minimalni. Takto formulovanou tlohu je mozné fesit uzitim diferencidlniho
poctu; stejné jako podminky (1.14), (1.15) vede v8ak i tento postup k soustavé
rovnic (1.16).
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Piiklady

1.3.4 Vybér z normalniho rozdéleni (pokracovani ze str. 13)

Podprostor M, ve kterém se podle modelu (1.11) nachazi stfedni hodnota p, je
jednorozmérny a je generovan vektorem (1,...,1)T. Je to tedy mnoZina viech
vektorii o soufadnicich (a,...,a)T, kde a € R. Snadno se ovéii, ze pravoihlym
prumétem nidhodného vektoru Y do podprostoru M je nahodny vektor Y =
(Y,...,Y)T' =Y (viz obr. 1.6), kde

Y1 -Y
Y = :
Y, -Y
M (dim M = 1)
Obrazek 1.6: Pravothlym priimétem nahodného vektoru (Yi,...,Y,)T do jednorozmérného

podprostoru M generovaného vektorem (1,...,1)7 je ndhodny vektor (Y,...,Y)7.

— Yi+---4Y,
vt

3

Je totiz zfejmé Y € M a zaroven

(Y-Y)o(l,....,1) =) _ (v;-Y) =0,

tudiz Y — Y L M.

Nahodny vektor (Y,...,Y)T je proto nejlepiim nestrannym linearnim odha-
dem vektoru (i, ..., )" anadhodna veli¢ina Y je nejlep$im nestrannym linearnim
odhadem hodnoty pu.

Predstavme si napfiiklad, ze u péti pacientii namérime hodnoty zmény sle-
dované veli¢iny postupné 4, 6, 10, 5 a 5. Pravothlym primétem vektoru y =
(4,6,10,5,5)T do podprostoru M je vektor ¥ = (6,6,6,6,6)T (viz obr. 1.7). Pro
odhad nezndmé stiedni hodnoty p tedy pouzijeme hodnotu 6.

Geometrické znézornéni vSech zminénych vektoru pékné ilustruje dva Casto
uvadéné vztahy. Skute¢nost, 7e soucet odchylek od priméru Y; — Y je vzdy roven
nule, odpovida vlastné tomu, Ze vektor ¥ — Y je kolmy na vektor (1,...,1)7.
Podobné néazornou interpretaci ma i dalsi znama vlastnost prumeéru: hodnota
vyrazu

n

> (Y —a)?

=1
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M (dim M = 1)

(1,1,1,1,1)7

Obrazek 1.7: Pravothlym primétem ndhodného vektoru y = (4,6,10,5,5)7 do jedno-
rozmérného podprostoru M generovaného vektorem (1,1,1,1,1)7 je nahodny vektor y =
(6,6,6,6,6)T.

nabyva svého minima v piipadé volby a = Y. Tento vyraz totiz piredstavuje
¢tverec vzdéalenosti vektoru Y od vektoru (a,...,a)T € M; ze vSech takovych

vektori méa vSak nejmensi vzdalenost od vektoru Y pravé jeho pravouhly primeét
do M.

1.3.5 Jednoduché t¥idéni (pokracovani ze str. 13)

V tomto ptipadé je podprostor M generovan vektory

1 0 0

1 0 0

0 1 0
ar=| 01|, ag=| 11|, a,=]| 0 |,

0 0 1

0 0 1

0 0 1

a je tedy trojrozmérny. Podobné jako v predchozim pitkladu lze snadno ukazat,
ze pravotihlym primétem nadhodného vektoru Y do M je ndhodny vektor Y =

Yy, = (M+Y2)/2
Y, = (Ys+Ys + Y7)/3,

nebot jednak je tento vektor o¢ividné linedrni kombinaci vektori ay, a 4, ay, a tu-
diz lezi v podprostoru M, a jednak plati

(Y—?)oaf: Yi+Ys—2Y, =0
(Y-Y)oa, = %+vi-2%, =0o

(Y—?)oah — Yi4Ye4Ys—3.Y, =0

a tim padem je splnéna i podminka (Y — /l;) 1 M. NejlepSimi nestrannymi line-
arnimi odhady nezndmych hodnot fif, pg, p jsou tedy nédhodné veliciny Y7y, Yy,
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Pokud tedy v konkrétnim pripadé naméiime naptiklad vektor hodnot
y = (24,26,23,19,33,28,29)7,
je prumétem této realizace do podprostoru M vektor
¥ = (25,25,21,21,30,30,30)"

a k odhadu parametrt pr, p1g, 1, pouzijeme hodnoty 25, 21 a 30 (viz obr. 1.8).

y = (24,26,23,19,33,28,29)T

y = (25,25,21,21,30,30,30)7

M (dim M = 3)

Obrazek 1.8: Odhad neznamé stiedni hodnoty p ze ziskanych dat v piipadé jednoduchého
tf¥idéni popsaného modelem 1.12.

1.3.6 Regresni piimka (pokracovani ze str. 14)

Podprostor M je v tomto piipadé dvojrozmérny, je to tedy rovina umisténé v sed-
mirozmérném prostoru V7. Budou-li zjisténé vynosy na nasSich experimentalnich
pozemcich (tj. realizované soutadnice vektoru Y') napiiklad 51 kg, 42 kg, 49kg,
44 kg, 59kg, 49kg a 56 kg, ziskame uzitim vzorca (1.17), (1.18) realizace nahod-

nych vektori b = (by,b)” a ¥ o soufadnicich

1 3 47
1 2 44
1 4 50
o (8)oa s | ()]
1 5 53
1 4 50
17 59

(viz obr. 1.9). Slozky bg,b; vektoru b predstavuji nejlepsi nestranné linearni
odhady slozek [y, £ neznamého vektoru 8. Na zékladé zjisténych dat tak miuzeme
odhadnout zavislost vynosu Y na hmotnosti hnojiva x ve tvaru

Y =38+ 3z + Z,

kde Z ~ N(0, 0?).
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M (dim M = 2)

47
44
50
47
53
50
59

Obrazek 1.9: Odhad neznamé stiedni hodnoty p ze ziskanych dat v piipadé regresni piimky
popsané modelem 1.13.

Obecna formulace

Uvedme nyni vysledky pro obecny piipad. Plati-li pro n navzajem nezavislych
ndhodnych veli¢in vztah
Y; ~ N(By + Brai; 02),

2

kde hodnoty parametru [y, 51 a ¢° nejsou znamé, muzeme nahodny vektor Y

popsat modelem

x1 A

1
Y=|:@ : -(g°)+ C | =XB+ Z; (1.19)
1 =z, ' Zy

slozky vektoru Z se ridi rozdélenim N(0;0?) a jsou navzajem nezavislé. St¥edni
hodnota vektoru Y tedy lezi v roviné M generované vektory e = (1,...,1)7
ax=(ry,..., 1,7 ReSenim soustavy (1.16) ziskime znamé vzorce pro nejlepsi
nestranné linearni odhady by, b; slozek vektoru (3:

Y — 7Y —
bl - :L‘_Q—i’ bo == Y - blf, (120)
Tr“ —x
kde n n n n
)SCIEEED D SO O
T = i=1 ’ ? _ 1=1 7 ZB_Y — i=1 ’ P — 1=1
n n n n

Z nich déle vypocitame soutradnice )A/Z = by + bix; vektoru Y = Xb, ktery je
nejlepsim nestrannym linearnim odhadem stfedni hodnoty p = X3.

1.4 Rozdéleni pravotuhlych priméti

Odbo¢me nyni na chvili k ivahdm zaméfenym vice teoreticky. Necht A, B jsou
podprostory vektorového prostoru V,, dimenzi a, b, které jsou navzajem kolmé,
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tj. pro v8echna a € A, b € B plati a L b. Odvodime nékteré dulezité prav-
dépodobnostni charakteristiky pravouhlych pruméta Yy, Yz ndhodného vekto-
ru Y do podprostori A a B (viz obr.1.10); nejdiive predpokladejme, Ze plati
Y ~ N(0,1,).

Obrazek 1.10: Pravoihlé pruméty ndhodného vektoru Y do dvou navzajem kolmych podpro-
storu A a B.

Zavedeni alternativni baze

Za tim tcelem zavedeme ve V,, novou ortonormalni bazi ej,..., e takovou, Ze
plati
* *
el,...,e, €A,
* *
€11, --,€.ypy € B.
Necht souradnice ndhodného vektoru Y vzhledem k této nové bazi jsou (Y, ..., Y.").

Nové soufadnice pruméti Y, a Yp jsou pak ziejmé

(Yy,....Y* 0, ..., 0, 0,...,0),
0, ..., 0, Y, .Y y,0,...,0).

Tyto nové soufadnice musi mit stejné rozdéleni jako souradnice puvodni. Hus-
tota nahodného vektoru Y totiz zévisi pouze na vzdalenosti od pocatku (viz
vzorec (1.4) a obr. 1.1a). Ta se v8ak pifi pouziti jakgchkoli ortonormélnich sou-
fadnic vypocte stejné, tj. ze souc¢tu jejich ¢tverci, takze vzorec (1.4) se takovouto
transformaci souradnic nezméni.* Nové souradnice Y;* maji tudiz rozdéleni N(0, 1)
a jsou navzajem nezavislé.

Podle definice rozdéleni x? tedy plati

a

> ()P~ x

=1

47Zjednodugend mizeme Fici, ze pouzitim jiné ortonormalni baze se soustava soufadnic pouze
pootoci, takze hustota Y — ktera je konstantni na sférach se stfedem v poc¢atku — bude v novych
soufadnicich ,vypadat stejné“. Exaktnéjsi zduvodnéni je uvedeno v kapitole 2.6.

21



Podle definice rozdéleni F dostavame

a kone¢né ve specidlnim piipadé, kdy je podprostor A jednorozmérny, mizeme
aplikovat i definici rozdéleni t a odvodit, Ze plati

v
Sy / b

1=2

~ 1, (1.21)

Navrat k ptivodni bazi

Jelikoz jsou Y;* soufadnice vzhledem k ortonormélni bazi, pfedstavuji vSechny

vySe uvedené sumy c¢tverce délek vektori Y, Yp. Proto

YAl ~ X2, (1.22)
| Yal?/
W2allfa - g 1.23
2o~ e (1.23)
Y*

AV -

pricemz pri vypoctu délek se muzeme pochopitelné vratit k pivodnim souradni-
cim. Vztah (1.21) je z tohoto hlediska trochu problemati¢téjsi, nebot v ném stale
figuruje soutfadnice Y;*. Prozatim ji ponechme tak, jak je, tj. jako soutadnici pri-
métu Y do jednorozmérného podprostoru A vzhledem k néjakému jednotkovému
vektoru, ktery A generuje.

Zobecnéni

v

Zéavérem se podivejme na obecngjsi situaci, kdy ¥ ~ N(0,0?). Tento piipad mii-
zeme snadno prevést na predchozi, nebot plati Y /o ~ N(0, 1). Ve vztazich (1.22),
(1.23) a (1.24) tedy staci vydélit vSechny vektory, resp. jejich soufadnice, hodno-
tou o, ktera se ovsem ve druhém a tietim pfipadé zkrati.

Zrekapitujme si dosazené vysledky: dosli jsme k tomu, Ze mé-li ndhodny vektor
Y rozdéleni N(0,0%) a A je podprostor vektorového prostoru V;, dimenze a, plati

R

a

> (1.25)

Je-li dale B podprostor vektorového prostoru V,, dimenze b kolmy na A, dostavé-

me, Ze

AT
WXall’/a g 1.26
AL s (1.26)
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Je-li kone¢né podprostor A jednorozmérny a Y* je souradnice pruimétu Y, vzhle-

dem k néjakému jednotkovému vektoru, ktery A generuje, plati
Y*
— ~ (1.27)
| Y5l /B

1.5 Odhad rozptylu

Je-i Y pravoihlym primétem nahodného vektoru Y do podprostoru M, je
zaroven Y — Y pravoihlym priumétem Y do ortogondlniho dopliiku podprostoru
M, tj. do podprostoru M+ C V,, definovaného rovnosti

Mt={zeV,:z 1L M}.

Dimenze podprostoru M= je n —m.

vvvvvv

modelem (1.10), je ¥ — Y také pravouhlym primétem nadhodného vektoru Z =

—

Y — p do podprostoru M+ (viz obr. 1.11). Jednak totiZ z definice primétu Y
lezi v podprostoru M+, jednak plati

Obrazek 1.11: Nahodny vektor Y — Y je pravothlym prumétem nahodnych vektoru Y
a Z =Y — p do ortogonalniho doplitku M, tj. do podprostoru M=, jehoz dimenze je n — m.

o~ —

Z-(Y-Y) = (Y —p)—(Y-¥)=
= Y —p

Jelikoz oba vektory ?, p lezi v podprostoru M, lezi v ném i vektor Z — (Y —?),
ktery je proto kolmy na podprostor M= .

Protoze nahodny vektor Z ma rozdéleni N(0, o?l,), dostavame podle (1.25)
tvrzeni

|y - Y|
- 5 thm'

(1.28)

g
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Toho muZeme vyuZit v prvni fadé k bodovému odhadu nezniamé hodnoty o2.
Stredni hodnota rozdéleni X3 je totiz k, a proto plati

Y - Y2
Ep H]:n_m’

2

o
neboli -
iy -vpe] L
n—m
Hodnota
o Y-
T oon—m '’

nazyvana rezidudlni rozptyl, je tedy nestrannym odhadem rozptylu . (To mimo-
chodem plati i bez predpokladu normality — postacuje skutec¢nost, ze varian¢ni
matice je o?l,,.)

Poznamenejme jesté, Ze hodnota || Y — Y || se nazyva rezidudlni soucet ctverci
a k jejimu vypoctu se ¢asto uziva Pythagorova véta:

1Y = Y| =[|Y|* = [[Y]* (1.29)

Intervaly spolehlivosti

Vzhledem k (1.28) lze pro a € (0, 1) psat

f(x)

a2 /2

X%—’m (1 - %) XEL—T)’L (%) *

Obrazek 1.12: Hustota f a kritické hodnoty rozdéleni x2 _, , pouzité k uréeni oboustranného
(1 — a)% intervalu spolehlivosti pro nezndmy parametr o2.

Y - Y| a
p |2 (1 _ 2) Y = Y|P _ > (_> —1- 1.30
[Xnm 92 < o2 < Xn-m 2 o ( )
(viz obr. 1.12), odkud snadnou tpravou dostaneme, Ze jev

e (1Y = Y|P Y=Y
X?L—m(a/2) ’ X?L—m(l - O[/Q) ’
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resp.

9 SQ(n—m)‘ Sz(n—m)
7 €<x3m«wm’xzma—wwm)’

nastane s pravdépodobnosti 1 — a.
Podobnym zptisobem muzeme z rovnosti

|Y - Y|
P [T < Xifm(a) =1- o, (131)

resp.

o2

Y - Y
P [xi_m(l —a) < Iy =i’ ] =1-a, (1.32)

odvodit jednostranné intervaly spolehlivosti: pravdépodobnost jevu
S%(n —m
ae(_g__l;m>,
X ()

o’ e (—oo; Sn—m) ),

X%—m(l - CY)

je 1 — a. Obvyklou praxi je volba a = 0,05, vedouci k oboustrannému ¢i jedno-
strannému 95% intervalu spolehlivosti.

resp.

Test hypotézy o* = o2

Podle rovnosti (1.30), resp. (1.31), resp. (1.32), zamitneme nulovou hypotézu
0?2 = o2 ve prospéch alternativni hypotézy o? # 02, resp. 02 > 02, resp. 02 < o2,

na a% hladiné vyznamnosti tehdy, kdyZ nebude splnéna podminka

Y - Y| a
2 (- 9) Y =YIF_ (_)
Xn—m( 2 — 2 — Xn—m 2 )

g
resp.
ly -v|> _ ,
- <
= < Xp_m(@),
resp.
Y — Y32
Col—ay< X =YD

%
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Obrazek 1.13: Nahodny vektor ¥ — Y = (Y1 —Y,...,Y, — Y)7T je pravouhlym primétem
nahodnych vektora Y a Z = (Y — p,...,Y, — u)T do podprostoru M+ dimenze n — 1.

Piiklady

1.5.1 Vybér z normalniho rozdéleni (pokracovani ze str. 17)

Nahodny vektor ¥ — Y je pravothlym primétem nahodného vektoru Z do
podprostoru M+ dimenze n — 1 (viz obr. 1.13).
Rozdéleni vektoru Z je N(0,0?), podle (1.28) proto plati

|Y - Y|?
2 ~ X72171-
N&ahodné veli¢ina
5«2 — || Y - YH2
n—1 "

nazyvana vijbérovyj rozptyl, je tedy nestrannym odhadem neznamé hodnoty o2.

V naSem konkrétnim piipadé, kdy plati dim M+ = 4 a ziskali jsme realizace

y = (47 67 107 57 5>T7
y = (6,6,6,6,6),

dostavame odhad neznamé hodnoty o2

(1.33)

82 _ ||(_270747_17_1)T||2:
4
22
= — =05,0.
4 Y

V obecném piipadé se viak k vypoctu S? zpravidla pouZiva vzorec

z”: Y72 - nY”
g2 _ i=l

9

n—1
plynouci z Pythagorovy véty:
& —\2 — — - —2
=Y =Y =Y P =YY=y -nY
i=1

=1
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1.5.2 Jednoduché t¥idéni (pokracovani ze str. 18)

Nahodny vektor Y — Y je pravoihlym priamétem nahodného vektoru Z do
podprostoru M+, Jelikoz je n = 7 a dim M = 3, je dim M+ = 4. Plat{ tedy

Iy -7,

X4
o2

a k odhadu o2 pouzijeme statistiku

|Y -

2 _
5= 4

Jelikoz jsme ziskali realizace

y = (24,26,23,19,33,28,29)7,
¥ = (25,25,21,21,30,30,30)",

dostavame hodnotu

R [ O e Vi W
— . —
R o R S0 S
— ) = 6.

Také zde jsme k vypoctu Citatele mohli pouzit Pythagorovu vétu
1Y —=Y|* = [[Y]P-[|Y|*=

7
= D V7 - (2Y7 2V, +3Y)).
=1

1.5.3 Regresni piimka (pokracovani ze str. 19)

JelikoZ je n = 7 a dim M = 2, je dim M+ = 5. Plati tedy

Iy -7,

X
o2 5

a nestrannym odhadem o2 je statistika

_y-vp

2
S 5

V nasem konkrétnim ptipadé jsme ziskali realizace

51 47 4
42 44 —2
49 50 ~1
y=| 44 |, g=| 47|, thy-g=| -3 |,
59 53 6
49 50 ~1
56 59 -3
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a dostavame tak pro odhad o2 hodnotu

s 2+ 174362 +17 43
B 5

Podobné jako v pfedchozich prikladech jsme hodnotu ¢itatele mohli vypocitat
pomoci Pythagorovy véty

7 7
Y =Y|P = |YIP-|Y|* = > v?-) V2
=1 i=1

S = 15,2.

—~

kde 3/}1 jsou soufadnice ndhodného vektoru Y.

Obecna formulace
V obecném pifpadé je dim M+ = n — 2, nestrannym odhadem rozptylu je tudiz
nahodna velicina
B
D s ==

52 :l _
n—2 n—2

1.6 Submodel

Casto je tieba zaujmout stanovisko k otézce, zdali nelze model (1.10) nahradit
modelem presnéjSim, tzv. submodelem. UpTesnéni spociva v tzv. nulové hypotéze,
coz je tvrzeni, ze stfedni hodnota g ndhodného vektoru Y nelezi v podprostoru
M kdekoli, nybrz v néjakém jeho podprostoru S C M dimenze s < m. Necht S
je matice typu n X s, jejiz linearné nezavislé sloupce generuji S; submodel pak
miizeme zapsat jako predpoklad, ze plati

Y =Sa+ 7,

kde Z ~ N(0,0%l,) a « je s-tice neznamych parametrii. Sloupce matice S musi
byt samoziejmé prvky podprostoru M.

Ze stejnych diuvodi jako v piipadé ptivodniho modelu je v této situaci nejro-
zumnéjsSim krokem odhadnout stfedni hodnotu g pomoci pravothlého prumétu
Y do S. Oznadme tento primét Yg (viz obr. 1.14); urc¢ime jej podobné, jako jsme

uréili ¥ (viz str. 15).

1.6.1 NAahodny vektor Y - Ys

Nyni je dilezité si uvédomit, ze pokud submodel skute¢né plati, je rozdil Y -
Ys pravouhlym primétem nahodného vektoru Z do podprostoru M — S, tj.
podprostoru definovaného rovnosti

M-S={zeM: zlS}.
K dikazu potfebujeme ovérit, ze plati
e M-S, (1.34)
Z—-(Y-Yy) L M-S



Ys M-S M+

Obrazek 1.14: V piipadé, ze plati nulova hypotéza p € S, je ndhodny vektor Y - Ys pravo-
thlym primétem ndhodného vektoru Z = Y — p do podprostoru M — S, tj. do ortogonélniho
doplitku S v rdmci M.

Ukazme nejprve, Ze je splnéna prvni podminka. Vektor Y- Ys je roven rozdilu
vektori Y — Ys a Y — Y. Prvni z nich je z definice kolmy na podprostor S,
druhy na podprostor M, a tim padem i na S, jelikoz S C M. Vektor Y — Yg je

tedy také kolmy na podprostor S. Protoze je zaroven ziejmé prvkem podprostoru
M, plati podminka (1.34).
Dale lze psat

Z—-(Y—-Ys) = (Y—p)—(Y-¥5) =
= (Y5—p)+(Y -Y);
prvni ze s¢itanci lezi v podprostoru S (zde prichazi ke slovu nas predpoklad, 7e

p € S), a je tudiz kolmy na podprostor M — S, druhy z nich je z definice kolmy
na M, a tedy i na M — S. Je tedy splnéna i podminka (1.35).

1.6.2 Test submodelu

Jak toho mizeme vyuzit k ovéfeni nulové hypotézy? Vime, Ze ndhodny vektor Z
m4 rozdéleni N (0; o2l,), jeho pravoihlym primétem do podprostoru M+ dimen-
ze n —m je ndhodny vektor Y — /17, jeho pravotihlym primétem do podprostoru
M — S dimenze m — s je (za platnosti nulové hypotézy) ndhodny vektor ¥ — Y,
a podprostory M+ a M — S jsou navzajem kolmé; podle (1.26) tedy plati

RESRAVICED
Y=Y (n-m)

~ Fm—s,n—m- (136)

Je zfejmé, Ze nulovou hypotézu nebudeme povazovat za vérohodnou tehdy, kdyz
bude odhad Y5 od pivodniho odhadu Y ,pfilis daleko® ve srovnani s hodnotou
|Y — Y|, tj. kdyZ bude podil na levé strané vztahu (1.36) pfilis velky. Nulo-
vou hypotézu tedy zamitneme na a% hladiné vyznamnosti v tom piipadé, kdyz
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nastane nerovnost

IV = %2/ (m - )
Y =Y/ (n—m)

> Fesmnem(Q). (1.37)

Alternativni hypotézou je v tomto testu zfejmé p & S.
Poznamenejme, Ze jmenovatel zlomku ve vztahu (1.36) predstavuje veli¢inu
S?, kterou jsme zavedli v kapitole 1.5 jako nestranny odhad rozptylu o2.

1.6.3 Uziti Pythagorovy véty

Vytvorenim pravoihlého primétu Ys se znacné rozsitily nase moznosti ohledné
vyuziti Pythagorovy véty. V prvni fadé plyne z definice vektoru Yg vztah Y —
Ys L Ys; tyto dva vektory tedy tvori odvésny pravouhlého trojihelniku, jehoz
preponou je jejich soucet Y. Z toho plyne rovnost

1Y = Y5|* + | ¥%s° = | Y|* (1.38)

o~

Podobné jsou na sebe kolmé vektory Y - Ysa Y — Y, nebot prvni z nich lezi
v podprostoru M a druhy je na néj kolmy. Pfeponou je jejich soucet Y — Ys:

|V - Y|P = ||V - Y[+ || Y - Y2 (1.39)

Ukéazali jsme, ze vektor Y - Y5 je kolmy na podprostor S, je tedy kolmy také na
vektor Ys. Souc¢tem téchto vektoru je vektor Y. Z toho vyplyva dalsi vztah:

1Y — 5" + || ¥s* = | Y|

Ten jsme ovSem mohli také odvodit z rovnosti (1.38) a (1.39) spolu s (1.29). Ze
vztaht (1.38) a (1.39) plyne jesté vzorec

IY)|? = 1Y = Y|* + Y - Y% + || %],

ilustrujici rozklad ndhodného vektoru Y do t¥i navzajem kolmych podprostori
M+ M—Sas.

1.6.4 Tabulka analyzy rozptylu

Test zalozeny na statistice F' ze vztahu (1.36) je znamy pod nézvem analijza
rozptylu a pod zkratkou ANOVA (z anglického analysis of variance). Néazev je
odvozen ze skutec¢nosti, ze — jak je snad ziejmé z kapitol 1.4 a 1.5 — v pripadé
platnosti nulové hypotézy predstavuji ¢itatel i jmenovatel této statistiky dva ne-
zévislé odhady rozptylu o?. Vysledky testu byvaji zpravidla uvedeny v tabulce,
v niz figuruji parametry pravoihlého trojihelniku tvofeného odvésnami Y — ¥,
Y — Y apfeponou Y — Yg (viz tab. 1.1).
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Zdroj Soucet Pocet stupnia Podil Testova
variability étvercu volnosti statistika F'
S vV _ 2 =
Olt.istraneny R AL m— s |Y — Y |Y — Ys?

vliv m-—3s m—3s
- Y — V2 Y - Y|
Rezidualni Y —Y|? n—m u u
n—m n—m
Celkovy |Y — Ys? n—s - -

Tabulka 1.1: Tabulka analyzy rozptylu. Misto ndzvu ,,odstranény vliv* se zpravidla pouzivi
konkrétni popis vlivu, ktery by byl redukci modelu na submodel odstranén. Soucet Etvercu
predstavuje druhou mocninu délky pravoiihlého primétu a pocet stupiiii volnosti je dimenze
podprostoru, do kterého se promita. Hodnoty v poslednim fadku jsou sou¢tem hodnot z pfedcho-
zich fadka — viz Pythagorova véta (1.39). Za platnosti nulové hypotézy piedstavuji hodnoty ze
sloupce oznaceného ,,podil“ nezavislé odhady rozptylu o2 a hodnota F' m4 rozdéleni Frnsn—m-

Priklady

1.6.5 Vybér z normalniho rozdéleni (pokracovani ze str. 26)

Zkusme navrhnout test hypotézy p = 0. Chceme tedy rozhodnout, zda je pii-
jatelna redukce puvodniho jednorozmérného podprostoru M = [e] na trividlni
vektorovy podprostor S = {0} dimenze 0. Pokud nulova hypotéza skutec¢né plati,
iidf se ndhodny vektor Y rozdélenim N(0; o?l,,). Jeho pravothlymi priméty do
navzajem kolmych podprostorit M a M* jsou vektory ¥ a Y — Y (viz obr. 1.6).
Dimenze téchto podprostori jsou 1 a n — 1. Plati tedy, Ze ndhodna veli¢ina

17)2/1 Y
Y - Y2/ (n—1) S?

ma rozdéleni Fy ,,_;. Pokud tedy pro jeji konkrétni realizaci nastane nerovnost

zamitneme nulovou hypotézu na hladiné «.

V nasem konkrétnim pripadé, kdy jsme méfili hodnoty u péti pacientii a ziskali
jsme realizace (1.33), dostavame

lglz/1 180
ly—3l?/(n—1) 22/

Protoze kritickd hodnota je Fj 4(0,05) = 7,71, miuzeme nulovou hypotézu p = 0
na 5% hladiné vyznamnosti zamitnout.

=32,7.
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1.6.6 Jednoduché t¥idéni (pokracovani ze str. 27)

Testujme nulovou hypotézu py = pg = pn, = po. Budeme tedy uvazovat o moz-
nosti redukce pivodniho modelu (1.12) na model

Mot | Zs | =e-pot Z.

I
I e T o T = T S e

To znamené, Ze pivodni trojrozmérny podprostor M, generovany vektory ay,
a4, ap, nahradime podprostorem S = E C M, generovanym vektorem e. Tento
vektor je linedrni kombinaci sloupcii matice X — konkrétné jejich sou¢tem — takze
skutec¢né generuje podprostor podprostoru M.

Promitneme tedy nahodny vektor Y do podprostoru £, a jak uz vime z pri-
kladu 1.3.4 v kapitole 1.3, timto prumeétem je nahodny vektor

(viz obr. 1.15 ). Vektor Y-Y je pak za platnosti nulové hypotézy pravouhlym

Y =(1,..., )7

(dim S =1) : ; : V4

= (po,---,po)"

Y- (V... V)7

Obrazek 1.15: Vektory figurujici v pfipadé jednoduchého t¥idéni (1.12), kdy testujeme nulovou
hypotézu g = pp = e = po, tj. o= (to, ..., po)’, neboli u € S, kde S = E je jednorozmérny
podprostor generovany vektorem e = (1,...,1)7.

prumétem vektoru Z = Y — p do podprostoru M — E| jehoz dimenze je

dmM —dimFE=3—-1=2.
Vektor Y — Y je naproti tomu pramétem vektoru Y - Y do podprostoru M=+
dimenze

n—dmM=7-3=4.
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Ve shodé s (1.36) tedy mizeme tvrdit, Ze za predpokladu platnosti nulové hypo-
tézy plati

Y -7/ 2
—— ~ F2,47
|y =P/ 4

takZe nulovou hypotézu zamitneme na % hladiné vyznamnosti tehdy, kdyZ na-
stane nerovnost

Y -7/ 2
— > Fyy
Y - Y /4

(@).

Ukazme si vSe jesté jednou na konkrétnich hodnotach. Primeér ze ziskanych
méreni je roven 26; realizace vektoru, které potiebujeme k vypoctu statistiky F,
jsou tedy

24 25 26
26 25 26
23 21 26
y=\| 19|, y=1| 21|, =] 26 |,
33 30 26
28 30 26
29 30 26
z ¢ehoz vypocteme
-1 -1
1 —1
2 -5
Y- /y\ = -2 ) /y\ - y = =5 ’
3 4
-2 4
-1 4

testova statistika je tedy

141425+ 25416+ 16 + 16)/2

pol
(I+1+4+4+9+4+1)/4

= 8,33

Jelikoz kritickd hodnota piislusného rozdéleni F je
F54(0,05) = 6,94,

muzeme nulovou hypotézu na 5% hladiné zamitnout.

1.6.7 Jednoduché tridéni — obecna formulace

Pripomenme nyni znaceni pouzivané v obecném piipadé, kdy vySetiujeme vliv [
riaznych typtu osetfeni na n riznych jednotkach, pricemz kazdou jednotku oSet-
fime pravé jednim typem a i-ty typ oSetfeni pouzijeme celkem u n; jednotek
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(tj. n1 + -+ + n; = n). Reakce jednotlivych jednotek, tj. soufadnice ndhodného
vektoru Y, se obvykle zna¢i symboly Y;;, kde i € {1,...,1}, j € {1,...,n;}. In-
dex i tedy oznacuje Cislo typu oSetfeni, index j ¢islo jednotky ve skupiné, u které
bylo toto oSetfeni aplikovano. Piredpokladame, ze plati

Vi ~ N(ui, 0?). (1.40)
Model charakterizujici nahodny vektor ¥ mé tedy tvar
Y:u1a1+--~—i—,u1a[+Z, (141)

kde nahodny vektor Z ma rozdéleni N (0; o°l,,). Kazdy z vektori a; odpovida
jednomu typu oSetfeni, pficemz kazda z jeho n souradnic odpovida jedné pokus-
né jednotce a je rovna jedné nebo nule podle toho, zda dany typ byl ¢i nebyl
u této jednotky pouzit. Vektory a; jsou linedrné nezévislé, proto generuji pod-
prostor M dimenze . Prumétem vektoru Y do podprostoru M je pak vektor ¥
o soufadnicich Y;;, kde

Vektor YV tedy vznikne z vektoru Y tak, ze u kazdé jednotky nahradime na-
méfenou hodnotu primeérem hodnot ziskanych od vSech jednotek, u kterych byl
pouZit stejny typ oSetfeni.

Vektor Y — Y je pravotuhlym primétem vektoru ¥ — p do podprostoru M+
dimenze n — I, k odhadu rozptylu o2 tedy pouZijeme nahodnou veli¢inu

Y -7
n—1

I ny

D) ITREA

i=1 j=1

n—1

S =

K vypoctu citatele 1ze vyuzit Pythagorovy véty:

Y - Y[* = Y|P |Y]*=
I n; I
S M
i=1 j=1 i=1
Rozhodneme-li se testovat nulovou hypotézu py = --- = puy, tj. hypotézu, ze p
lezi v podprostoru E generovaném vektorem e = (1,...,1)T, promitneme vektor

Y do podprostoru E a ziskdme vektor

kde



(misto symbolu Y se té% nékdy pouziva Y..). Protoze dimenze podprostoru F je 1,

je za platnosti nulové hypotézy vektor Y-Y pravouhlym priumétem vektoru
Y — p do podprostoru M — E dimenze I — 1, a k verifikaci nulové hypotézy tedy
pouzijeme hodnotu nadhodné veli¢iny

IY-Y| /-1

1Y = Y|/ (n—1)

K vypoctu citatele 1ze opét pouzit Pythagorovu vétu:

Y Y[ = [YIP-[Y]*=
I
i=1

Ptesahne-li realizovand hodnota statistiky F' kritickou hodnotu F7_; ,,_, mizeme
na a% hladiné nulovou hypotézu zamitnout. Cely postup jesté muzeme zrekapi-
tulovat v tabulce analyzy rozptylu (viz tab. 1.2):

Zdroj Soucet Pocet stupnia Podil Testova
variability étverci volnosti statistika F'
—_ Y -2 —
Vliv osetfeni |Y — Y| I—-1 u M
I1-1 —
I1-1
= Y - Y|? Y - Y2
Reziduilni  ||Y — Y| n—1I ly—vpr Y=Y
n—1 n—1
Celkovy Y —Y|? n—1 - _

Tabulka 1.2: Tabulka analyzy rozptylu jednoduchého t¥idéni. Za platnosti nulové hypotézy
p1 = -+ = puy mé hodnota F' rozdéleni F;_q ,,_;.

1.6.8 Regresni pfimka (pokracovani ze str. 27)
Test hypotézy 5, =0

Testujme nejprve nulovou hypotézu ; = 0, tj. hypotézu, ze iroda na hmotnosti
pouzitého hnojiva viibec nezavisi. Plati-li nulovi hypotéza, mizeme druhy sloupec
matice X modelu (1.13) vynechat. To znamend, Ze uvazujeme o redukei pivodniho
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dvojrozmérného modelu na jednorozmérny submodel

ﬂo—i-ZEBﬁo—i-Z.

|
—_ e e e e

Promitneme tedy vektor Y do podprostoru FE, generovaného vektorem
e = (1,...,1)T. Stejné jako v predchozich ptikladech takto ziskdme vektor
Y = (V,...,Y)T. Plati-li nulova hypotéza, vektor Y-Y je pravouhlym pru-
métem vektoru Z = Y — p do podprostoru M — E, jehoz dimenze je 1. Jiz jsme
uvedli, Zze vektor Y — Y je pravouhlym prumétem vektoru Y — u do podprostoru
M~ dimenze 7 — 2 = 5; ndhodna veli¢ina

Y -7 /1

Y =Y/
mé tedy za predpokladu platnosti nulové hypotézy rozdéleni F, 5, takZe nulo-
vou hypotézu zamitneme na hladiné « tehdy, kdyz ziskana realizace F' piesdhne

kritickou hodnotu Fi 5(a).
Dosadme nyni ziskané realizace: kromé vektoru

y = (51,42, 49, 44, 59, 49, 56)7,

Yy = (47, 44, 50, 47, 53, 50, 59)"
mame jeSté
¥ = (50, 50, 50, 50, 50, 50, 50).
Urc¢ime druhé mocniny délek prislusnych rozdili:
I5-9l” = 144,
ly —glI* = 76
a vypocteme hodnotu statistiky F':

144/1

—947.
76/5

Protoze F5(0,05) = 6,61, mazeme nulovou hypotézu zamitnout.

Test hypotézy 5, =0

Podobné muzeme testovat nulovou hypotézu 5y = 0. Protoze v takovém piipadé
uvazujeme o redukci dvojrozmérného podprostoru M na jednorozmérny podpro-
stor .S generovany vektorem

T =(3,2,4,3,54,7)7,
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uréime podle vzorce (2.32) pravothly primét vektoru Y do S:

Yoz

Yy =
(12

z. (1.42)

Pak jiz mizeme vyjadiit hodnotu statistiky F"

IV - s/ 1
|y -Y|?/5

(1.43)

kterd se za predpokladu platnosti nulové hypotézy ridi rozdélenim Fy 5.

Jelikoz v pripadé naSich konkrétnich hodnot je

33,9
22,6
45,3
339 |,
56,6
45,3
79,2

ys = g — 11,3125
||

R O N W
I

dostavame hodnotu statistiky

1263,5/1

= 83,1 > F5(0,05) = 6,61
76/5 ) 1,5<a ) ) )

takze 1 hypotézu By = 0 mizeme na 5% hladiné vyznamnosti zamitnout.

Obecna formulace

Pokud chceme testovat hypotézu 5; = 0, uvazujeme o redukci ptivodniho podpro-
storu M na podprostor F = [e]. Odhadem st¥edni hodnoty odpovidajici prislus-
nému submodelu Y = fye+Z je pravothly prumét vektoru Y do podprostoru E,
coz je vektor Y = (Y,...,Y)T. Protoze dimenze tohoto podprostoru je o 1 nizi
nez dimenze podprostoru M, testova statistika bude mit tvar

n

— N Y2 -nY’

IY-YIP/1 e 2

= = = = , (1.44)
1Y -7/ (n-2) 5 5

a nulovou hypotézu budeme zamitat na a% hladiné vyznamnosti, bude-li jeji
realizace vétsi nez hodnota Fy, o(a)®. Test této hypotézy je velmi pouzivany
a tabulka shrnujici jeho vysledky byva casto uvadéna statistickym softwarem
zcela automaticky, proto ji uvedme i zde (viz tabulka (1.3)).

®Misto vyse popsaného F-testu se pouziva obvykle k verifikaci hypotézy 31 = 0 spise t-
test. Podobné jako v p¥ipadé testovani hypotézy p = po v modelu (1.11) v8ak lze ukazat, Ze
jeho vysledky jsou v piipadé oboustranné alternativy ekvivalentni s vysledky zde uvedeného
postupu. Srovnani obou testi v pfipadé modelu (1.11) viz kapitola 1.7.4.
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Zdroj Soucet Pocet stupni Testova

variability étvercu volnosti Podil statistika F'
. . . P /Y\ A

L1nea1:n1 ¥ - 7|2 1 u o

koeficient 1 Y - 7|2
< Y - Y| Y - Y2

Rezidualni ||Y — Y2 n—2 u u

n—2 n—2
Celkovy |Y — Y| n—1 - -

Tabulka 1.3: Tabulka analyzy rozptylu odpovidajici F-testu hypotézy 81 = 0 v modelu (1.13).
Za platnosti nulové hypotézy mé hodnota F' rozdéleni Fy ,,_o.

V piipadé hypotézy 5y = 0 redukujeme podprostor M na podprostor S = [z].
Pravothlym primétem vektoru Y do tohoto podprostoru je vektor Yg urceny

vzorcem (1.42); plati
N 2
Y,
P (Youp (Z )
AL e —

[ - ’

2
D7

i=1

Yoz
| %P = H Yoz,
Bk

a statistiku (1.43) tedy muzeme explicitné vyjadfit ve tvaru

n n n 2
— e xf 5//\;2 - z;Y;
1Y — Ys||2/1 |Y || — | Ys? ; ; ;
— = 2 - n
Y -7/ (n-2) 5 523 a2
=1

1.6.9 Mnohonasobni regrese

Pro tuplnost popiSme jesté obecny piipad mnohonéasobné regrese. Necht pro na-
hodnou veli¢inu Y plati

Y =680+ Bz + - + Brr + Z,

kde Z ~ N(0,0?), hodnoty koeficientii 1, ..., x; jsou znamé a hodnoty ostatnich
parametri nikoli. Provedeme-li n (n > k + 1) nezavislych méfeni této veli¢iny,
pii nichz jsou hodnoty znamych koeficientii v i-tém méfeni rovny x;1,..., iz,
ziskdme realizaci ndhodného vektoru ¥ = (Y7,...,Y,)T, jehoZ chovéani popisuje
model
1 T11 o Tk g(l)
Y=|: + . ) +Z =XB+ Z, (1.45)
1 Tp1 *° Tnk Bk
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kde nahodny vektor Z ma rozdéleni N (0; o?I).

Predpoklddame-li nezavislost sloupct matice X, je dimenze podprostoru M
daného timto modelem k + 1. Pravoahly primét Y nahodného vektoru Y do
podprostoru M a odhady by, ..., by koeficientu Sy, ..., By ziskdme feSenim sou-
stavy (1.16). Vektor ¥ — Y je pak pravouhlym prumétem vektoru ¥ — p do
podprostoru V,, — M dimenze n — k — 1, nestranny odhad rozptylu tedy bude
urcen vzorcem -

o _lY-vp

n—k—1

Test hypotézy 51 =--- = =0

Tato hypotéza predstavuje redukci podprostoru M na podprostor generovany
prvnim sloupcem matice X, tj. podprostor F = [e], jehoz dimenze je o k men-
$i nez dimenze M. Protoze pravoihlym prumétem vektoru Y do podprostoru
E je vektor Y = (7, e ,V)T, mé za predpokladu platnosti nulové hypotézy
f1 = -+ = [r = 0 ndhodna veli¢ina

Y =711/ &
F= _ (1.46)
1Y =Y/ (n=k=1)

rozdéleni Fy,_x_1. Hypotézu zamitneme tedy na hladiné vyznamnosti o tehdy,
kdyz nastane nerovnost F' > Fj,_,_1(a). Tabulka analyzy rozptylu, shrnujici
vysledky tohoto testu, byva statistickym softwarem Casto uvadéna automaticky.

Test hypotézy 3, =0

V piipadé, ze uvazujeme o moznosti vypusténi nékterého z parametri [3; z modelu,
chceme omezit podprostor M na podprostor S;, ktery je generovan sloupci matice
X s vyjimkou i-tého. Ozna¢me pravoihly priimét ndhodného vektoru Y do tohoto
podprostoru symbolem Y;; najdeme jej opét feSenim soustavy (1.16), kde oviem
v matici X vypustime dotyc¢ny sloupec. Testova statistika ma pak tvar

I¥ -2/ 1

Y=Y/ k- 1)

a nulovou hypotézu zamitneme na hladiné o v pripadé splnéni nerovnosti
F> Fl’n,k,1<a).

1.6.10 Dvé regresni primky

Predpokladejme, ze pro ndhodné veli¢iny Y7, ..., Y, plati vztah
Y= B3+ By xi+ Z

a pro nahodné velic¢iny Y5, ..., Yy plati vztah
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kde 32, 3%, 35, 3% jsou neznamé koeficienty, z; jsou znamé hodnoty a Z; jsou na-
vzajem nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim N(0, 0?) (rozptyl o2 rovnéz neni

znam). Nahodny vektor Y = (Y7, ...,Yy)T lze tedy popsat linedrnim modelem
3/1 1 T 0 O Zl
ng 1 ) 0 0 ZQ
Y 1 z3 0 0 a Z3
Y, 1 z4 0 0 0 Z4
}/5 = 0 0 1 T5 }) + Z5 s
Y 0 0 1 x4 9 Zg
}/7 0 0 1 Ty 1 Z7
Ys 0 0 1 =xg 7
Yy 0 0 1 =z Zo
kde vektor Z = (Zy,...,Z9)" méa rozdéleni N(0,o?l). To znamena, Ze stied-

ni hodnota nahodného vektoru Y lezi nékde ve Ctyfrozmérném podprostoru
M C V,, ktery je generovan sloupci vySe uvedené¢ matice. Odhadneme ji tedy
pomoci pravotuhlého primétu Y vektoru Y do tohoto podprostoru.

Chceme-li testovat nulovou hypotézu 3¢ = 3% = Sy, tj. hypotézu, Ze regresni
primky v ptipadé obou skupin ndhodnych veli¢in Y; maji stejny sklon, uvazujeme
vlastné o redukci vyse uvedeného modelu na submodel

Yi 1 0 T Zl
}/2 1 0 i) Z2
Yy 1 0 a3 Zs
Y4 10 Ty 8 Z4
Y5 = 01 Ts 8 + Z5
Ys 0 1 = I Zg
Y7 0 1 Wit Z7
Ya 0 1 xg Zs
Y;) 01 Tg Zg

Navrhujeme tedy puvodni ¢tyfrozmérny podprostor M omezit na trojrozmérny
podprostor S C M. Test provedeme tak, zZe uréime Yg, pravotihly primét Y do
podprostoru S, a vypoc¢teme podil

|V = Y|/ (dim M —dimS) |V - Y| /1

1Y —?||2/(dimv—dimM) [b% —/17||2/5’
plati-li nulovd hypotéza, ma tento podil rozdéleni F, 5, takze pokud vypoctena
realizace pfesahne hodnotu Fj 5(«), nulovou hypotézu zamitneme na hladiné .
1.7 LineArni mnoZina jako submodel

Mnozina moznych stiednich hodnot, na kterou submodel omezuje puvodni pod-
prostor M, nemusi nutné tvofit vektorovy podprostor. V obecnéjsim pripadé se
muze jednat o linedrni mnoZinu, tj. mnozinu S’ C V,, definovanou vztahem

S'=c+S={ct+z:zeS}
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pro né&jaky podprostor S C V,, dimenze s < m a pevné dany vektor ¢ € M, c & S.
Submodel pak muzeme zapisovat ve tvaru

Y=c+Sa+ Z,

kde S je néjaka matice, jejiz sloupce predstavuji bazi podprostoru S. S takovou
situaci 1ze zachazet do znac¢né miry podobné jako v pfipadé nulové hypotézy
€ S; argumentace se lisi jen v nékolika malo detailech.

1.7.1 Pravouhly primét do linedrni mnoziny

Stitedni hodnotu u = ¢ + Sa v tomto piipadé odhadneme pomoci takového
vektoru Ys € S’, pro ktery je vzdalenost | Y — Y| minimalni; nazyvejme jej
pravouhlym pramétem vektoru Y do mnoziny S’. Lze ukazat, ze tento vektor je
jednoznacné urc¢en podminkami

YS’ € S/7
Y-Yy L S

(viz obr. 1.16). Musi tedy platit Ys» = ¢ + Sa pro néjakou uspofadanou s-tici

Y - Yo

M-S

Obrazek 1.16: Pravouhlym primétem vektoru Y do linedrni podmnoziny S’ = S + ¢ je
ndhodny vektor Ys.. V piipads, 7e plati nulova hypotéza pu € S’, je Y — Ys pravouhlym
prumétem vektoru Z do podprostoru M — S.

nadhodnych veli¢in a takovou, Ze je splnéno
ST. (Y —¢c—Sa)=0.
Podobnym zpusobem jako v ptipadé soustavy (1.16) dostavame FeSeni

a = (87S)7'sT(Y —¢),

Yo = c+S(S7S) " 'ST(Y —e¢). (1.47)

To je obecné pouzitelny vzorec, avSak nikoli p¥ili§ nadzorny. V piikladech, které
jsou uvedeny v druhé c¢asti této kapitoly, jej proto nebudeme vyuzivat a misto
toho ukidzeme jiné zptisoby, jak lze k primétu Ys dospét.
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1.7.2 Vlastnosti vektoru Y — Ys

Dokazme nyni, Ze v piipadé platnosti nulové hypotézy u € S’ je vektor Y - Yo
pravouhlym prumétem vektoru Y — p do podprostoru M — S; potfebujeme tedy
ukézat, Ze jsou splnény podminky

—~

Y-Yy € M-S, (1.48)
(Y-p)—-(Y-Yy) L M-S (1.49)

Abychom dokazali platnost podminky (1.48), musime se presvédéit, ze plati

Y -Yy € M,

Y-Y, L S

Prvni z téchto pozadavku je ziejmé splnén, nebot je Y € M,Ys € 8" C M. Co
se tyce druhého, plati

vektor v prvni zavorce je z definice kolmy na podprostor S, vektor v druhé zavorce
je z definice kolmy na podprostor M, a tedy i na podprostor S C M. I jejich rozdil
je proto kolmy na tento podprostor. Podminka (1.48) je tedy splnéna.

Abychom dokazali platnost podminky (1.49), provedeme tpravu

(Y —p)— (Y = Yg) = (Y = Y) + (Yo — p).

Dostali jsme tak soucet dvou vektori, které jsou oba kolmé na podprostor
M — S: prvni z nich je z definice kolmy na podprostor M, a tedy i na podprostor
M — S C M. Co se ty¢e druhého vektoru, uvédomme si, ze rozdil dvou vektori,
které jsou prvky mnoziny S’, musi byt prvkem podprostoru S. Vektor Y — u
tedy za predpokladu platnosti hypotézy u € S’ lezi v podprostoru S, takze je
kolmy na podprostor M — S. Podminka (1.49) je tudiZ rovnéz splnéna.

Vektory Y Yavy-— Yo tedy predstavuji pravothlé priméty vektoru ¥ —pu
do dvou navzajem kolmych podprostora V,, — M a M — S, jejichzZ dimenze jsou
n—m am — s. Z toho plyne, Ze ndhodnéa veli¢ina

IY = Ysl?/ (m —s)
Y =Y/ (n—m)

(1.50)

ma rozdéleni F,,,_g ,,_,, a mizeme ji pouzit k verifikaci nulové hypotézy.

1.7.3 Uziti Pythagorovy véty

Vektor Y neni prvkem podprostoru S, nemusi byt proto kolmy na vektor ¥ —
Y5, a tim padem ani na vektor Y — Y. Oproti situaci, kdy submodel urcuje
vektorovy podprostor, zde tedy ke vztahu (1.29) piibyva pouze rovnost

1Y = Ya | = |V = Ys | + ]| Y — Y%,

o~ —

plynouci z toho, ze vektor ¥ — Ys je prvkem podprostoru M a vektor ¥ — Y
je na tento podprostor kolmy.
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Piiklady

1.7.4 Vybér z normalniho rozdéleni (pokracovani ze str. 31)

Vzhledem k jednoduchosti modelu (1.11) pfichazi v tivahu jediné nulova hypotéza
typu p = po, kde o € R je néjakd pevné dana hodnota. To znamené, ze uvazuje-
me o redukei ptuvodniho jednorozmérného podprostoru M na linedrni mnozinu S’
tvofenou jedinym vektorem gy, = (uo, - .., io)?, jejiz dimenze je 0. Aniz bychom
se museli odkazovat na obecné zavéry odvozené vyse, je patrné (viz obr. (1.17)),
7e plati-li nulova hypotéza, je vektor ¥ — Ko pravoihlym primétem vektoru Z
do podprostoru M dimenze 1 a vektor ¥ — Y je pravothlym priimétem vektoru
Z do podprostoru M+ dimenze n — 1, takze statistika

Obrazek 1.17: Vektory figurujici v testu hypotézy u = po v modelu (1.11).

— — 2
Tl (V=)
- _ = : (1.51)
1Y =Y/ (n—1) S
mé rozdéleni F ,_;. Pokud pro konkrétni realizaci nastane nerovnost
— 2
n (Y — o
% Z Fljn_l(a), (152)

zamitneme nulovou hypotézu na hladiné a.

Statistiku (1.51) mtzeme pouZit i pro urceni intervalu spolehlivosti: je-li sku-
te¢nd hodnota stfedni hodnoty pu, plati

n (¥ - )
5’2

< FLn_l(Oé)] =1- ,

z ¢ehoz vyplyva, ze jev

= (7—5\/@; 7+S\/@)
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nastane s pravdépodobnosti 1 — a.

Reknéme, Ze v naSem konkrétnim piipads, kdy jsme mérili hodnoty u péti
pacientli, chceme testovat hypotézu pu = 2, tj. puy = (2,2,2,2,2)". Ze ziskané
realizace

y = (4,6,10,5,5)"
postupné vypocteme
= (6,6,6,6,6)",
Yy — = (_270747_17_1)T7
g - IJ’O = (47474a 4a 4)T

<

(viz obr. 1.18) a dostaneme hodnotu statistiky

Y= (4a67107575)T 9
Y- Ko = (4747434; 4)T 0
y-y=| 4
-1
-1
¥ =(6,6,6,6,6)" : M (dim M = 1)

Obrazek 1.18: Piiklad konkrétnich realizaci figurujicich v testu hypotézy p = 2 v modelu
(1.11).

7= moll?/1

ly —yl*/4
||(4747474’4)T||2/1

H(_270747 -1, _1)T||2/4 a

= 14,55.

Protoze je 14,55 > Fy 4(0,05) = 7,71, nulovou hypotézu mizeme zamitnout na
hladiné vyznamnosti 5 %.

Jednovybérovy t-test versus F-test

Ctenaf snad mize byt vySe popsanym testem prekvapen, protoze k verifikaci
uvedené nulové hypotézy se obvykle pouziva jednovybérovy t-test. Je ale treba si
uvédomit, ze vysledek t-testu je — alespon v piipadé jeho oboustranné varianty —
s vysledkem naseho postupu ekvivalentni. Jak je znamo (viz napf. |3|, p¥ipadné
piiklad 1.9.1), testova statistika pouzivana v t-testu



se 1idi rozdélenim t,,_; a p¥i jejim pouziti zamitdme nulovou hypotézu p = g ve
prospéch jeji alternativy pu # 1o na hladiné a pravé tehdy, kdyz nastane nerovnost

Y — puolv/n

>t ) 1.53
5 = 1(04) ( )
Ta je vSsak ekvivalentni s nerovnosti
n(Y — po)”
— = ty_i(a)

a vzhledem ke vztahu (1.9) 1 s nerovnosti (1.52).

Jednostranna alternativa F-testu

Vyse uvedeny F-test 1ze ovSem pouzit i tehdy, kdyz je alternativni hypotéza

jednostrannd, napt. u > ug. V takovém piipadé zamitneme nulovou hypotézu na

hladiné «, pokud bude splnéna dvojice nerovnosti

n(T — puo)?
52

V pripadé platnosti nulové hypotézy totiz plati

> Uy A > F17n_1<204).

— 2
P {"@5—2“0) > Fl,n1(2a)} = 2a,

z ¢ehoz vzhledem k symetrii rozdéleni T kolem iy a k nezavislosti Z na S? plyne
n(T — po)?
g2
Tento postup a jeho zduvodnéni neni samoziejmé nikterak elegantni; uvadime jej

proto, abychom ukéazali univerzilnost F-testu, ktery je z geometrického hlediska
podstatné nazornéjsi nez t-test.

tj.

P {f >y A > FLn_l(Qoz)] = .

1.7.5 Regresni pifimka (pokracovani ze str. 35)

Test hypotézy [y = 33, f1 = )

Navrhnéme test hypotézy fixujici hodnoty obou parametri vektoru 3. UkdZzeme
si tento postup rovnou na konkrétnich hodnotich; dejme tomu, Zze v modelu
(1.13) chceme testovat nulovou hypotézu 5y = 30,5, = 4. V takovém piipadé
uvazujeme o redukci ptuvodniho dvojrozmérného podprostoru na jediny vektor
o = 30e + 4z, tj. na linedrni mnozinu S’ dimenze 0. K vektoru Y je z této
mnoziny nejblize pochopitelné praveé tento jediny vektor, jehoz soutadnice jsou

13 42
1 2 38
1 4 46
po=|1 3 -(340): 42
15 50
1 4 46
17 58
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Pokud nulovad hypotéza p = p, skutecné plati, je vektor Y - K pravouhlym
prumétem vektoru Y — p, do podprostoru dimenze dim M — dim S” = 2; vektor

Y-Y je zaroven pravouhlym prumétem vektoru Y —p, do podprostoru dimenze
dim V,, — dim M = 5, takZze ndhodnéa veli¢ina

IV = aol? /2
F_

Iy =Y /5
maé rozdéleni F, 5. Hodnota nasi realizace je
12
= —8/2 =4,21;
76/5

protoze kritickd hodnota rozdéleni Fy5(0,05) je 5,79, nemiZzeme (alespoil ne pii
pozadavku 5% hladiny vyznamnosti) na zékladé ziskanych dat zamitnout nulovou
hypotézu gy = 30, 5, = 4.

Obecna formulace

Chceme-li v modelu (1.19) testovat nulovou hypotézu By = 33,81 = 37, kde
BY, BY € R jsou né&jaké pevné dané hodnoty, uvazujeme o redukei podprostoru da-
ného pivodnim modelem na jediny vektor pu, = e + Yz, tj. snizujeme dimenzi
puvodniho podprostoru M o hodnotu 2. Odhadem stifedni hodnoty odpovidajici
submodelu je pravé tento jediny vektor p, a testova statistika bude mit tvar

R )

F = — = = : (1.54)
1Y - Y2/ (n—2) 25*

Nulovou hypotézu budeme zamitat na hladiné vyznamnosti «, bude-li prislusna
statistika vétsi nez hodnota Fy,,_o(v).
Ortogonalizace generatort podprostoru M

V dalgich uvahéch jiz budeme vychézet z obecného piipadu, tj. z modelu (1.19).
Nejdrive uvedeme jeden ¢asto pouzivany postup, ktery nam znacéné usnadni vy-
pocty. Spociva v nahrazeni hodnot x; hodnotami

n
>
i=1

n

¢G=x;,—7, kde T=
7 geometrického hlediska se tedy jedna o nahrazeni vektoru & vektorem
q = x—Te = x —T. (1.55)

Je zfejmé, Ze vektory e a q generuji tyz podprostor M jako vektory e a &, model
(1.19) tedy muzeme nahradit modelem

I ¢

Y=|: : -(6§)+Z5X*B*—|—Z. (1.56)
h
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Soutadnice [, B stiedni hodnoty p vzhledem k bazi {e, ¢} podprostoru M bu-
dou sice jiné nez puvodni soufadnice p, 5 vzhledem k bazi {e, x}, ze srovnani

p=pe+pe = fye+fiqg=
Poe + Bi(x —Te) =
= (B —pBiT)e+ iz

je vsak patrné, ze plati

fo = By — Bz,
51 = /va

a podobné pro souradnice by, by, resp. by, b7, ndhodného vektoru Y vzhledem k
béazi {e, q}, resp. {e, x}:

by = b — b7,

blsz

(symboly g7, bt tedy jiz nebudeme pouzivat).

Ponévadz vektor T = (T, ...,7)T je pravothlym primétem vektoru z do pod-
prostoru E = [e], je vektor ¢ = & — T pravoihlym primétem vektoru z do
podprostoru M — E (viz obr. 1.19). Vektory e, g tedy generuji dvé navzajem

T

1 T

Obrazek 1.19: Nahrazenim vektoru v modelu (1.19) vektorem g = £ —=% ziskame ortogonalni
bazi {e, ¢} roviny M (ta zde splyva s rovinou nékresny).

kolmé primky, takze hodnoty 0f,b; lze urc¢it tak, Ze promitneme vektor Y na
kazdou z téchto piimek zv1ast (viz téz vzorec (2.34)):

Yoe _

o= S, (1.57)
o7 TR
Yo(x—7)
by, = ——————=. 1.
T Te-a )
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Jelikoz vektor Y lezi v podprostoru E, jsou vektory Y a & — T navzajem kolme,
tj. plati Y o (z — ) = 0. Posledni rovnost lze proto psat také ve tvaru

(Y - Y)o(z—7)

|l — ][>

, (1.59)

ktery je specidlnim piipadem vzorce (1.63). Podobné jsou kolmé téz vektory
Y — Y a z, z ¢ehoz plyne rovnost y ox = Y o z. Diky tomu lze upravit
Citatel vyrazu (1.58) na tvar

Yo(x—%Z) = Yox—Yozx =
= Yozx—Yox =
n
= Z x;Y; — nxY.
i=1
P1i vypoctu jmenovatele 1ze pro zménu vyuzit skutecnosti, ze vektory  — o a @

predstavuji rozklad vektoru £ € M do dvou navzajem kolmych podprostoru E
a M — FE, plati tedy

n
le —2|* = ||=|* — |z = ) _ «] — nz*;
=1

po dosazeni téchto vyrazi do (1.58) a zkraceni zlomku hodnotou n dojdeme
k prvnimu ze vztahu (1.20).

Test hypotézy 3, = 3!

V pifpadé hypotézy 31 = 7, kde 37 € R je n&jaka pevné dand hodnota, uvazu-
jeme o redukei roviny M dané modelem (1.13) na pifmku

S = {plz+te;t eR} = Bz + E.

Mohli bychom se samoziejmé odkazat na vzorce (1.47), zda se nam vSak uZitec¢né
podivat se na tuto situaci z jiného thlu.

Misto baze {e,x} pouzijeme k orientaci v roviné M bazi {e, g}, kde vektor
q byl zaveden vztahem (1.55). Pro piimku S’ tak muzeme psat

S = {Bl(g+Te)+te; teR} =
= {Blg+te; te R} =
= Blg+E.
Z pfedchozi podkapitoly zndme soutadnice bf, b; pravoihlého primétu ndhodného

vektoru Y do podprostoru M vzhledem k béazi {e, g}. Timto primétem je tedy
vektor

Y = bie +biqg = Ye+bqg = Y +bq.

Ukazeme, 7Ze pravotuhlym primétem ndhodného vektoru Y do linedrni mnoziny
S’ je vektor Yoo = Y + 87q (viz obr. 1.20); je totiz zfejmé prvkem mnoziny S’
a zaroven je vektor Y — Yg kolmy na podprostor E, nebot je souc¢tem vektort
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Obrazek 1.20: Vektorem, ktery je ze viech prvki linearni mnoziny S’ = 3Yq + E nejblize
k vektoru Y, je vektor Ys: = Y + (Yq. Rozdil vektorit Y — Ys je pak roven (b; — 39)q a je
kolmy na podprostor F (rovina M zde splyva s nakresnou).

Y-YayY-— Y5, z nichz prvni je z definice kolmy na podprostor M, a tudiz
i na podprostor E, a pro druhy plati

—~

Y-Ysy = (Y+bgq)— (Y +p)q) =
= (bl - ﬂ?) q,
je tedy rovnéz kolmy na podprostor E. Dimenze submodelu je o 1 nizsi nez

dimenze puvodniho modelu, dostavame tak vzorec pro vypocet statistiky pro
test nulové hypotézy:

IV - Yol? /1

1Y = Y2/ (n-2)

(br = BNl _
S -

Nulovou hypotézu zamitneme, nastane-li nerovnost F' > Fy,_o(a). Uvedeny vy-
sledek lze pouzit i k vytvofeni intervalu spolehlivosti: je-li skute¢na hodnota li-
nearniho koeficientu rovna 3, plati

(by — f1)? (Z ] — 7"@2)
P

i=1

< Flyn_g(()é) =1—-aq,

5’2

cO7 znamena, ze jev

pr €




nastane s pravdépodobnosti 1 — a.

1.7.6 Mnohonasobna regrese (pokracovani ze str. 38)

Ozna¢me vektory, které reprezentuji sloupce matice X v modelu (1.45), symboly

Zo,..., T (tj. xg = e). Dale zavedme oznaceni S; pro vektorovy podprostor
generovany vsemi vektory xg, ..., z; s vyjimkou i-tého, tj.
S,L' = [.’1:0, e L1, Lj—1y . ,.’Bk] s

a oznaceni p, pro pravouhly prumét vektoru x; do podprostoru S;. Oznac¢ime-li
jeSté symbolem g, vektor x; — p,, piedstavuje zapis

T;=p;+q;

rozklad vektoru x; do dvou navzajem kolmych podprostora S; a M — S; (viz obr.
1.21).

q;

Si=Z1,, Tio1, Tiv1,. -, Tk

Obrazek 1.21: Vektory g, a p;, pouZité pii testu hypotézy 3; = B? v p¥ipadé mnohondsobné
regrese, predstavuji rozklad vektoru x; do dvou navzijem kolmych podprostora S; a M — S;.

Test hypotézy 3; = 3?

Hypotéza fixujici hodnotu parametru f3;, tj. hypotéza 3; = 37, kde Y € R je
néjaké pevné dané c¢islo, predstavuje redukci podprostoru M na linedrni mnozinu
S! danou piedpisem

S = Bz + S
Protoze je p, € S;, mizeme tuto linedrni mnozinu S; zapsat ve tvaru
Si = Blpi+a)+ S = Bla;+ 5
a vektor Y ve tvaru
Y = bzt bzt bz o+ biv1Zip1 + -+ + bpy =
= boxo+ -+ bi1Ti+bi(p; + @) Fbi1Tig1 + o+ b2y =
= big; + v,
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kde v je néjaky vektor lezici ve vektorovém podprostoru S;. Nyni lze ukazat, ze
pravouhlym pramétem vektoru Y do linearni mnoziny S; je vektor

Yy = Blg; +v.
Je totiz zjevné prvkem mnoziny S; a zaroven plati
Y-Y = (Y-Y)+(Y - Yy =
= (Y-Y)+ (b -5,

pricemz oba sé¢itance jsou zfejmé kolmé na podprostor .S;. Dimenze lineadrni mno-
ziny S} je o 1 mensi nez dimenze podprostoru M, testova statistika tedy bude mit
tvar

Y- Yl /1 0
= — - S (1.60)
Y=Y/ (n—k—1) 9

Nulovou hypotézu zamitneme v pripadé, ze nastane nerovnost F > Fy,_j_1(«).

Interval spolehlivosti pro j;

Vyse odvozeny vysledek umoziiuje téz odvozeni intervalu spolehlivosti: je-li sku-
tecna hodnota testovaného parametru f;, plati

2
P{@—@>mm2>ﬂw%dw}_l_m

SQ

takze

lg;ll

Bi € (bi — S\/m. b; + S Fl,n—k—l(a)>

nastane s pravdépodobnosti 1 — a.

Srovnani s {-testem

Lze ukéazat, 7e plati
lg:(* = 1/ci,

kde ¢;; je prvek na i-tém misté diagonaly (poc¢itano od 0) matice (XTX)_I. Vzhle-
dem k jiz zminénému vztahu vztahu (1.9) mezi rozdélenim t a F je tedy vyse
odvozeny test az na znaménko identicky se standardné pouzivanym t¢-testem,
zaloZzenym na statistice

b
bR

(viz [3], resp. piiklad 1.9.3).

Ve specidlnim p¥ipads 4 = 0 dostavdme samoziejmé vzorec pro test popsany v piikladu
1.6.9.
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Vyjadieni vektoru b — alternativni zpisob

K vypoctu nahodného vektoru b miizeme samoziejmé pouzit vzorec (1.17), inspi-
race nékterymi postupy pouzitymi v kapitole 1.7.5 vSak nabizi i jinou cestu, po
niz dojdeme k zajimavému vysledku. Vime, Ze vektory ¥ a Y — Y jsou navzajem
kolmé, takze zapis

o~

Y=-Y+(Y-7) (1.61)

predstavuje rozklad vektoru Y € M do dvou navzajem kolmych podprostori F
a M — E. Polozime-li dale

n
T; = E T4 n,
=1

muzeme podobné rozlozit vektory x; tvoiici sloupce matice X na soucet x; =
z; + (x; — x;), kde

r; = (fj,...,fj)T.

Vektory z; jsou tedy pravothlymi priméty vektorit ; do podprostoru E a vek-
tory x; — Z; jsou pruméty do podprostoru M — E (pii¢emz tvoii zfejmé jeho

bézi). Nyni miuZeme vektor Y zapsat ve tvaru

k
/Y\ = boe—f—ijZEj =
7j=1

k k
= he+ > bE;+ > bz, —F;), (1.62)
j=1 j=1

ve kterém jsou ziejmé prvni dva sc¢itance prvky podprostoru E a tieti s¢itanec
lezi v podprostoru M — E; ze srovnani tohoto vyrazu s rozkladem (1.61) je tak
patrné, ze plati

Y—?:Zb](mj—@)
7=1

Ozna¢me symbolem W matici, jejiz sloupce jsou tvoreny vektory x; —T;, a sym-
bolem b* vektor nahodnych veli¢in

b* = (by,....bp)";

miizeme tedy psat P

Y —-Y =Wb".
Vektor Y — Y je pravotuhlym primétem vektoru ¥ — Y do podprostoru M — F,
nebot je prvkem tohoto podprostoru a pritom plati

Y-Y)-(Y-Y)=Y-Y L M—FE.
Vektor b* tedy muzeme podobné jako vektor b v kapitole 1.3 urcit ze soustavy

W' [(Y -Y)-Wb] = 0,
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tj. z podminky, zZe vektor
(Y-Y)—(Y-Y)=(Y-7)— Wb*
je kolmy na vSechny sloupce matice W (tj. vektory x; — Z;). Dostavame
bt = (W'w) W (Y -Y) =

-1

_ (WTW) 'WT(Y—T) _

n—1 n—1
= Cx'x - Cxy. (1.63)
V pripadé, ze vektory
(xlla <oy L1k, K)u
(xnla <oy Tk, }/;)

predstavuji ndhodny vybér z (k + 1)-rozmérného rozdéleni nahodného vektoru
(X1,..., X5, Y)=(X,Y)

muzeme matici Cx x, resp. Cx y, interpretovat jako vybérovou kovarianéni ma-
tici ndhodnych vektori X a X, resp. ndhodného vektoru X a nadhodné velic¢iny
veli¢iny Y. Tento vztah je obecnéjsim piipadem vzorce (1.59). Z rovnosti

? = boe + Z bjfja
j=1
ktera plyne opét ze srovnani vztahu (1.61) a (1.62), dostavame posléze
bo = ? — Z bjfj;
j=1

specialnim piipadem tohoto vzorce je druhy ze vztahi (1.20).

1.8 Vice submodeli

1.8.1 Posloupnost do sebe vnorenych podprostort

Pokud podprostory urcené jednotlivymi submodely tvori posloupnost, ve které je
kazdy podprostor podmnozinou predchoziho, je to — pfinejmensim z geometrické-
ho hlediska — situace pomérné prosta. Pro jednotnost ozna¢me podprostor urceny
vychozim modelem M;, podprostory urcené nasledujicimi submodely Mo, ..., M.,
(musi byt » < k + 1, kde k je dimenze M, nebot dimenze podprostoru M, miize
byt 0), dy, ..., d, jejich dimenze a ¥j, ..., ¥, pravouhlé priméty ndhodného vek-
toru Y do téchto podprostori. Dodefinujme jesté Yo = Y a My = V,,. Plati tedy
MyD---D M, a

e M,
1 M;

N X

Y —

=
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pro vSechna ¢ =0,...,r.
Ukazme nejprve, Ze pro vSechna ¢ = 1,...,r plati také

Y. .-Y L M. (1.64)
Lze totiz psat
Y..-Y = (Y-Y)—(Y-Y,),

kde obé zavorky piedstavuji vektory kolmé na podprostor M; (vektor ¥ — ¥, 4
je z definice kolmy na podprostor M;_q, a tudiz i na podprostor M;, nebot je
M; C Mz’—l)-

Protoze kazdy z vektort Y, | — Y; lezi v podprostoru M;_;, znamené to spolu
s tvrzenim (1.64), Ze je prvkem podprostoru M; ; — M;. Tyto podprostory jsou
navzajem kolmé, takze zapis

Y-Y=(Y-N+(Y-¥%)+ - +(Y1-Y)

predstavuje rozklad vektoru Y — Y, do r navzajem kolmych podprostori a pro
vSechna 0 <17 < j < r plati obecné varianta Pythagorovy véty

1% = ViIP = 1% = %l + 1| Yirs = Yol o+ [ G0 — K12
Kromé toho samoziejmé plati také pro vSechna i =1,...,r
1Y — %> = | Y|]* - | %% (1.65)

z obou vyse uvedenych rovnosti lze odvodit nepfeberné mnozstvi dalsich vztaht”.

Lezi-li nyni skute¢na stiedni hodnota g v podprostoru M, lezi v ném téz
vektor Y. —p. Pro ¢ < r je podprostor M, kolmy na vSechny podprostory M; 1 —
M;, takze pravé strana vyrazu

Y =% Y)+ (YY) ++ (Y — %)+ (¥ p)

predstavuje ortogonélni rozklad ndhodného vektoru Y —p do r+1 navzajem kol-
mych podprostorii. Protoze tyto kolmé priméty lze libovolné sdruzovat, vyplyvéa
z toho podle (1.26), Ze za predpokladu platnosti hypotézy u € M, ma nadhodna
veli¢ina

| Y — Y|*/ (d — dy)

1Y — Yj[[?/ (di — d;)

rozdélent Fy, g, 4,—a; pro vSechna i, j, k[ takové, ze 0 <i < j <k <l <.

Netroufneme si zabyvat se zde otéazkou, ktery z téchto podili by se mél pou-
zivat k testovani jaké hypotézy. V publikaci [3], kde je rozebran piipad pro r = 3,
je dokazovano, ze podil

1Y — %3)°/(d2 —d3) || Yo — Y5]°/ (d2 — d3)

1Y = 1i[?/ (n—di) 52

"Vztah (1.65) oviem obecné nemusi platit v pfipadé, Ze i-ty submodel pfedstavuje linedrni
mnozinu neobsahujici nulovy vektor, tj. mnozinu tvaru M/ = a+M;, kde M, je n&jaky vektorovy
podprostor a a je vektor, ktery v ném nelezi. Pak je totiz vektor Y — Y; kolmy na podprostor
M;, av8ak vektor Y; v tomto podprostoru nelezi.
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ma rozdéleni Fg, g4, ,—q,- Neni ndm vsak jasné, pro¢ by se k testu nulové hypotézy
p € M3 nemohl zrovna tak pouzivat podil

1 Y2 — Y5|°/ (da — ds)
Y — Yof?/ (n —d2) *

majici (za predpokladu platnosti nulové hypotézy) rozdéleni Fg,_4, n—a,, COZ je
postup odpovidajici situaci, kdy existenci modelu M; viibec nebereme v po-
taz. Tento postup by mél byt vlastné vyhodnéjsi, nebot vyuzivi vice informa-
ci poskytovanych vektorem Y a zde pouzita statistika ma mensi rozptyl, nebot
n—dy > n—d;%. Tak ¢i onak, vysoka hodnota pouzité statistiky svéd¢i o nevhod-
nosti modelu Ms, nebot odpovida situaci, kdy jsou od sebe pravouhlé priuméty
Y; a Y; ,prilis daleko®, takze redukce podprostoru Ms na podprostor Mj pied-
stavuje relativné podstatnou zménu v odhadu stfedni hodnoty.

Pro srovnani jesté uvedme sekvencni postup uvedeny v knize 35|, ktera se této
problematice vénuje dukladnéji. Jednou ze zde zminénych moznosti pro vhodny
vybér submodelu v pripadé vicendsobné regrese je tzv. vzestupny vybér, tj. po-
stup, kdy vyjdeme z minimalniho modelu (pfedpokladame, 7Ze je minén model
Y = [y e + Z; pravouhlym priumétem vektoru Y do podprostoru daného tim-
to modelem je samoziejmé vektor Y) a pak pfididme ten sloupec x;, pro ktery
je statistika F' testujici jeho odebrani z takto vzniklého modelu maximélni; to
znamend, ze hleddme ten podprostor M; = [e, z;], ktery maximalizuje hodnotu
vyrazu

IY; - Y|?/1
1Y = Y|/ (n—2)

Vybrany podprostor poté rozsifime na ten podprostor M, ; = [e, z;, x;], pro ktery
je maximalni hodnota vyrazu
1Y, — Yi|*/1
1Y — Y,[]?/ (n—3)

atd?. To opakujeme tak dlouho, dokud v néjakém kroku neklesnou vsechny vy-
poctené statistiky F' pod néjakou predem uréenou hodnotu. V tomto pripadé tedy
sekvence submodelli neni pfedem dana.

1.8.2 Systém navzijem kolmych podprostori

Neurcuji-li submodely posloupnost navzajem vnorenych podprostorii, je z hledis-
ka jejich statistického zpracovani uzitecné, tvori-li tyto podprostory tzv. Tiuriv

8Rozptyl ndhodné veli¢iny majici rozdéleni F, ,, je pro n > 4 uréen vzorcem

2n? m4+n—2
m(n — 2)2 n—4

(viz [3]), coz je funkce klesajici vzhledem k proménné n, nebot je to souin dvou kladnych
klesajicich funkci.

9V obecnéj§im piipadé, kdy jsou souéasti regresniho modelu i sloupce reprezentujici faktory
(viz priklad 1.2.2), lze samoziejmé pFidat i vice sloupcii najednou.
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systém;'Y zjednodugené Yeceno to znamena, Ze jsou v jistém obecnéj$im smyslu
navzajem kolmé. Presnéjsi formulace a obecnéjsi pfistup ¢tenar nalezne v kapi-
tolach 2.2 az 2.4, popiipadé v publikaci [31]; v tuto chvili se spokojime se dvéma
priklady zasadntho vyznamu, na nichz ilustrujeme podstatné myslenky a vyhod-
nost tohoto usporadani.

Piiklady

1.8.3 Dvojné tridéni bez interakci

f{eknéme, 7e u dvanécti osob zméiime hodnoty néjaké fyziologické veli¢iny. Prvni
polovina z pokusnych osob jsou muzi, druha polovina Zeny. Kromé toho pochézi
ze ti1 ruznych lokalit: prvni dva muzi jsou z lokality Lq, dalsi dva z lokality Lo,
dalsi dva z lokality L3 a stejné je tomu u Zen. Naméfené veli¢iny tedy muzeme
oznacit Y;;i, kde prvni index oznacuje pohlavi (1... muzi, 2... Zeny), druhy index
lokalitu a posledni index je pro rozliseni osob stejného pohlavi, které pochazeji ze
stejné lokality. Predpokladédme, Ze jednotlivd méfeni jsou nezéavisla, maji stejny
rozptyl a jejich stfedni hodnota zavisi na pohlavi a lokalité. To vyjadiime vzorcem

EYije = p+ o + 55,

kde p je jistd bazalni tdroven, spoletnd vSem osobam, «; je vliv pohlavi a §;
vliv lokality. Realizace ndhodného vektoru Y = (Yiq3,... ,Y232)T tedy lezi ve
vektorovém prostoru Vis a jeho chovéani lze popsat modelem

1.1 0,1 00

1,1 0,100

1100 1 0

1'1 0010 1
11000 1 o

1,1 0,0 0 1 Qs B

Y = Tro T oo || A +Z=X-B+2, (1.66)

1'0 11 0 0 By
15010 10 Bs

1,0 1,0 1 0

170 1'0 0 1

110 110 01

kde ndhodny vektor Z ma rozdéleni N(0,02ly5). Oznacme vektory, které jsou
reprezentovany sloupci matice X, postupné e, ay, as, b1, bo, b3. Déle zavedeme
oznaceni pro nékteré podprostory, které tyto vektory generuji:

E = [,
A = [&17 G,Q],
B = [b17 b27 b3] .

Jejich dimenze jsou zifejmé postupné 1,2, 3.

19Obecnéjsimi piipady se v této praci nebudeme zabyvat.
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Vektor e je evidentné linearni kombinaci vektori aq, as. Sloupce matice X
jsou tedy linearné zavislé a slozky vektoru b, pro ktery plati Yy, = Xb, nejsou
uréeny jednoznané. To znamené mimo jiné to, ze soustava (1.16) ma nekonecné
mnoho Feseni, matice X?X je singularni a k urceni vektoru b nemtzeme pouZit
vzorce (1.17). Vektor Yy, o ktery se nam nyni primarné jednd, se tedy pokusime
nalézt jinym zpiisobem, aniZ bychom urcovali vektor b.!

Struktura podprostoru M
Vektor e je prvkem jak podprostoru A, tak podprostoru B:
a,t+a; = e = b1+b2+b3.

Jiné vektory nez jeho nasobky v8ak tuto vlastnost mit nemohou — pro dvé rizna
t1,t9 € R totiz nelze vektor tvaru t;a, + tyao sestavit z vektoru by, b, bg. Plati
proto

E=AnNB.
Protoze ztejmé plati také M = A+ B, je dimenze podprostoru M rovna hodnoté
dimM = dim(A+ B) =
= dimA+dim B —dim(ANB) =
= 243-1=
= 4.
Vztahy mezi zicastnénymi podprostory lze piehledné znazornit pomoci schématu,

v némz ¢ara od nize polozeného podprostoru X k vyse poloZenému podprostoru
Y symbolizuje relaci X C Y%

Rozklad podprostoru M

Pokusme se nyni podprostor M rozlozit na soucet disjunktnich podprostori F,
A — FE a B — E. Nahradme za tim ucelem sloupce a1, as, by, bo, b3 v matici X
sloupci

*

a = a1 — Qog,
bT = bl - bz,
b; = b2 — b3,

1 Obvykle se tato piekazka fesi pridanim tzv. reparametrizacnich rovnic, které n&jakym zpi-
sobem vazou slozky vektoru 3 a tak zajistuji jejich jednozna¢nost. Podrobnéji se témto metodam
vénujeme v kapitolach 1.11 a 2.9.

12Tento zptisob znazornéni je prevzat z publikace [31]; podrobnéjsi vyklad o jeho pouziti lze
nalézt v kapitole 2.4.
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dostaneme tak matici

1. 1, 1 0
1,1, 10
1h1r-1 1
10 1:—-1 1
Lot oo L
1. 1, 0 —1
1, 1, 0 -1
,1T;1T,1,,6, _ (1.67)
1 =11 1 0
AT Y
1, —1,—-1 1
1,-1,-1 1
1'-1! 0 -1
1]—1] 0 -1

Vektor a* je kolmy na podprostor F, tyto dva vektory jsou tedy linearné nezavislé
a dimenze jejich linedrniho obalu je 2. Pfitom jsou oba tyto vektory prvkem
podprostoru A, jehoz dimenze je rovnéz 2, plati tedy

le,a"] = A.

Podobné vektory b7, b5 jsou navzéjem nezavislé a zaroven jsou oba kolmé na
vektor e, vektory e, b7, b5 jsou tedy linearné nezavislé a dimenze jejich linearniho
obalu je 3; protoze jsou vSechny tyto vektory prvky podprostoru B, jehoZ dimenze
je rovnéz tii, plati

le, b}, b3 = B.
Vzhledem k vyse uvedenym kolmostem pak dostavame

[CL*] = A_E7

Nyni si ale muzeme povSimnout prekvapujici skute¢nosti — vektor a* je kolmy na
vektory b7, b;. Rozlozili jsme tedy podprostor M na soucet 7 navzdjem kolmgch
podprostori:

M=E+(A—E)+(B—E).

Pravothly primét do podprostoru M

Zna¢me nadale symbolem Yy pravoihly prumét vektoru Y do podprostoru X.
Vzhledem k vySe uvedenému rozkladu podprostoru M do tii navzajem kolmych
podprostorti muzeme vektor Y, vyjadrit jako

Yiy=Ye+ Ya g+ Y g;
protoze je vSak F C A, F C B, plati

Yo = Yy— Y
Yoo = Y- Y
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(viz vzorce (2.41) a (2.42)). Pruméty Ya, Yp vypocteme stejné v pFipadé jedno-
duchého t¥idéni podle pohlavi, resp. lokality (viz pitklad 1.3.5); primétem Yz je
samoziejmé vektor Y:

Y. Y. Y.
Y. Y. Y.
Y. Y o Y.
Y. Y o Y.
Y. Y s Y.
Y. Y s = | Y.
W=y, | =y, | Y= |v. |’
Yo. Y. Y.
Yo. Y o Y.
Yo. Y o Y.
Yo. Y s Y.
Yo. Y s Y.
kde
> Yijk > Yijn > Y
Y,. = Pk Y. = i Y. = L
6 J 4 12

Tj. Y. je pramér méieni ziskanych od muzii, Y. prumér méfeni ziskanych od
zen, Y q. je pramér méfeni ziskanych od osob z lokality L, Y.o. primér méfeni
ziskanych od osob z lokality L, atd. Pravoihlym prumétem nahodného vektoru
Y do podprostoru M je pak vektor

Yy = (YZu—-Y)+(Y-Y)+Y =

Z rovnosti (1.68) plynou mimochodem uziteéné vztahy

Yy—-Yy = Yz-Y,
Y. Y - Y, T (1.69)

jejichZ geometricky vyznam lze snadno znazornit (viz obr. 1.22).13

Pouziti Pythagorovy véty
Protoze plati

Y -Yy € Vip—M,
Yy-Ys=Y,-Y € A-E
Y;-Y=Y,-Y, € B-E,

Y € E,

B Tyto vztahy jsou ekvivalentni se skute¢nosti, Ze plati

M-A = B-E,
M-B = A-E,

co% lze ovéfit kratkou uvahou nad sloupci matice (1.67).
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Obrazek 1.22: Znazornéni vztaht mezi pravothlymi pruméty do podprostora A, B, M = A+B
a F=ANB, kde A, B reprezentuji dva ruzné faktory v piripadé vyvazeného dvojného tiidéni.
JelikoZ mame v nacrtu k dispozici pouze tii dimenze, jsou podprostory A, B znézornény jako
roviny, obecné vSak mohou byt i vy§si dimenze. (Vektor Y — /Y\, ktery je kolmy na vSechny
znézornéné podprostory, se uz do obrazku ,nevesel“.)

a zaroven
(Y=Yu)+(Yu—Y)+(Y5-Y)+Y =Y,

tvofi tyto ¢tyti vektory rozklad vektoru Y do ¢tyt navzajem kolmych podprostori
Vig— M, A— E, B— E a E. To umoziuje vytvofit zna¢né mnozstvi variant
Pythagorovy véty; tak napiiklad sou¢tem druhého a ¢tvrtého vektoru je vektor
Y4, ktery musi byt kolmy na tieti vektor Yy, — Yyu; z toho plyne

IYAll? + 1 Yar — Yal® = [ Ya+ (Y — Ya)|I* =
= [ Yu*

Mnoho takto odvoditelnych rovnosti bylo jiz ov§em zminéno diive. Uvedme tedy
bez dalsiho odvozovani jen nékteré zajimaveéjsi:

IYal* = Yall* = Y = Yal* = [1¥s = Y[* = [ ¥s]*— Y],
1Y l* = 1 ¥l = Y = Y5II* = [|Ya—YI[* = [Yal* = [ Y|P
IYarll* = I Yall* + | Ys* = [ V)"

Testy submodeli

Chceme-li posoudit, zdali je vliv pohlavi na méfenou veli¢inu statisticky vyznam-
ny, zkusime jej z modelu (1.66) vynechat. Vypusténim sloupci a4, as ze skupiny
generatori redukujeme podprostor M na podprostor B. Lezi-li skutecné stfedni
hodnota v tomto podprostoru (coz odpovida absenci vlivu pohlavi), ma statistika

| Yy — Yp|?/ (dim M — dim B) || Yy — ¥3|?/1

- 1.
1Y — Y2/ (dim Vi —dim M)~ ||Y — Yy |2/8 (1.70)
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podle (1.36) rozdéleni Fy . V1iv pohlavi tedy bude potvrzen na hladiné vyznam-
nosti «, pokud tato statistika bude vyssi nez hodnota F g(a). Podobné vliv loka-
lity budeme testovat srovnanim ptivodniho modelu se submodelem nezahrnujicim
vliv lokality, tj. submodelem obsahujicim pouze vliv lokality, ktery je reprezento-
van podprostorem A. PouZijeme tedy statistiku

| Yo — Ya|?/ (dim M — dim A) _ || Y, — Y/ 2
|Y — Y2/ (dim Viy — dim M) [|[¥ — Yi|2/8

kterda mé v piipadé absence vlivu lokality rozdéleni Fy5. K vypoctu citatele lze
pouzit vztahy uvedené v piedchozim odstavci. Jmenovatel v obou statistikach
piedstavuje nestranny odhad parametru o2, v této praci oznacovany S? (viz ka-
pitola 1.5).

Uzite¢nym dusledkem vztahu (1.69) je skute¢nost, ze ¢itatel obou statistik
je stejny, jako kdybychom vliv daného faktoru testovali v modelu, ve kterém
druhy faktor viibec nebereme v tvahu, tj. jako kdybychom pro test vlivu pohlavi
(reprezentovany podprostorem A) pouzivali statistiku

Y4 — Y|/ (dim A — dim E)
|Y — Yu|?/ (dim Vi — dim M)’

resp. pro test vlivu lokality (reprezentovany podprostorem B) statistiku

| Ys — ?HQ/ (dim B — dim E)
|Y — Y2/ (dim Viy — dim M)’

(1.71)

To je prizniva situace, nebot v opa¢ném piipadé by mohla vzniknout pochybnost,
kterd z obou metod je vhodnéjsi. Diky tomuto uspoiradéani také miize byt postup
testovani formulovan tak, Ze nejprve z puvodniho modelu odebereme vliv jedno-
ho faktoru, feknéme pohlavi, ¢imz redukujeme podprostor M na podprostor B.
Vhodnost této redukce ovéfime uzitim statistiky (1.70), a poté ze zbylého submo-
delu odebereme vliv druhého faktoru, tj. lokality, ¢imz redukujeme podprostor B
na podprostor F; to otestujeme uzitim statistiky (1.71). Takovy postup lze pova-
zovat za korektni, protoze pravé diky vztahtim (1.69) nezélezi na potadi, v jakém
vliv faktori odstranujeme.

Zduraznéme, Ze vyse uvedené vlastnosti jsou disledkem rovnosti (1.68), ktera
plyne z toho, ze podprostory A — E, B — E jsou navzijem kolmé. Tato kolmost je
patrna z jejich generatori, jak jsou uvedeny v matici (1.67). Podoba této matice
je pro tento zavér prizniva diky tomu, Ze tridéni bylo vyvdZené, tj. ze pro kazdou
kombinaci pohlavi a lokality jsme méli k dispozici stejny pocet méieni. To vSak
neni nutna podminka; podprostory A— E, B— E a E mohou byt navzajem kolmé
za obecnéjsich okolnosti (podrobnéji viz |31]).

Konkrétni hodnoty

Pro nazornost jesté demonstrujme vyse odvozené postupy na konkrétnich hodno-
tach. Necht tedy mame k dispozici realizaci ndhodného vektoru

y = (49,47, 46,42, 40,42, 36, 32, 33, 35, 40, 38)" . (1.72)

V nasledujici tabulce je uveden piehled téchto hodnot tak, jak odpovidaji trov-
nim jednotlivych faktori, véetné priaméra pro tyto trovné (v pravém dolnim rohu
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je prumér ze v8ech méfeni):

lokalita 1 | lokalita 2 | lokalita 3 %}
muzi 49; 47 46; 42 40; 42 441/3
zeny 36; 32 33; 35 40; 38 352/3
& 41 39 40 40

Pravothlymi priméty ziskané realizace ndhodného vektoru Y do podprostorii A,
B, E a M jsou tedy vektory

441/3 A1 40 451/
441/3 A1 40 451/3
441/3 39 40 431/3
441/3 39 40 431/
441/3 40 40 441/3
441/3 0 | _ | 40 441/3
Ya= 3543 U=y [P YT a0 | T 3643 (LT3
352/3 41 40 362/
352/3 39 40 342/
352/3 39 40 342/
352/3 40 40 352/
352/3 40 40 352/

kde k vypoctu posledniho vektoru jsme pouzili vzorec (1.68). K posouzeni vlivu
pohlavi vypocteme

lua—gIP/1 _ 22533
lv— w28~ 986778

jelikoZ tato statistika ma mit v pripadé absence vlivu pohlavi rozdéleni F; g a kri-
tickd hodnota tohoto rozdéleni na hladiné 0,05 je 5,32, miizeme povazovat vliv
pohlavi za statisticky priikazny.

Pro obdobny test vlivu lokality vypocteme hodnotu statistiky

—gl2/2 82
Y5 yHQ/ _ 8 032,
ly —ynll?/8 98,67/8

kterd ma mit v pfipadé, ze lokality zadny vliv nemaji, rozdéleni Fy 5. Protoze kri-
tickd hodnota tohoto rozdéleni na hladiné 0,05 je 4,46, nelze na zékladé ziskanych
dat prokazat vliv lokality na hodnotu sledované veli¢iny.

Dodejme jesté, ze hodnota

= 18,27;

S* = |ly — yul?/8=12,33

je nestrannym odhadem rozptylu o2.

1.8.4 Dvojné tridéni s interakcemi

Zustanme u piedchozi situace, ale tentokrat zahrime do modelu i interakce, tj.
predpoklad, Ze vzajemné pisobeni vlivii pohlavi a lokality je komplikovanéjsi nez
jejich pouhy soucet. To lze vyjadiit vzorcem

EYije = p+ o + B + Aij,
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kde parametr );; predstavuje hodnotu, kterd je disledkem interakce pohlavi ¢
a lokality j. Za téchto okolnosti popisuje chovani ndhodného vektoru Y model

11 0,1 00/1 00000 L
1,17 0,100,100000 a;
1'10'0 10010000 oo
110010010000 h
110,00 1,00 1000 s
1,10,0 01,00 1000 B B

Y = 170 1" 00000100 | | A +Z=
1,014100000 100 A1z
1.0 1.0 1 0,000 0 10 A3
1,0 1,01 0,00 0010 Aot
170 170 0 1'0 0000 1 A2
110 11001000001 Ag3

= X8+ Z, (1.74)

kde nahodny vektor Z mé opét rozdéleni N(0, 02ly5). Ozname poslednich Sest
sloupcii matice X* symboly ¢11, €12, €13, €21, €29, €23, jejich linedrni obal symbo-
lem C' a podprostor uré¢eny modelem (1.74) symbolem N. Ostatni oznaceni vek-
torti a podprostorti ponechme stejné jako v ptikladu 1.8.3.

Struktura podprostoru N

Vektory c;; jsou ziejmé linearné nezéavislé a jejich kombinaci lze vyjadiit jaky-
koli z ostatnich vektoru, které predstavuji sloupce matice X*; je proto N = C
a dimenze podprostoru N je 2 x 3 = 6. Podprostor M = A 4+ B je podmnozi-
nou podprostoru N. Vztahy mezi zicastnénymi podprostory miizeme znazornit
pomoci schématu:

<

1

|
N

|
M

Podprostor M lze opét rozlozit na soucet tii navzajem kolmych podprostori
A—FE, B—FakFE.

Pravothly primét do podprostoru N

Jelikoz podprostor N je generovan vektory c;;, lze jej interpretovat jako pod-
prostor ur¢eny modelem jednoduchého t¥idéni, obsahujiciho jediny faktor o Sesti
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urovnich; pravouhly primét ndhodného vektoru Y do podprostoru N je tedy
urcen vzorcem

_ — — — — — — — — — — — T
YN = (Y11-7 Y11-7 Y12-7 Y12-7 Y13-a Y13-7 Y21-7 Y21-7 Y22-7 Y22-7 Y32-7 Y32-) 9
kde
> Yk
?’LJ k )
2

tj. Y;. je primér z méfeni vSech osob stejného pohlavi ¢, které pochazi ze stejné
lokality L.

Testy submodeli

Nejdrive testujme hypotézu, Ze interakce jsou nulové, tj. ze vzajemny vliv pohla-
vi a lokality je aditivni; musime tedy zjistit, zda odstranéni interakci z modelu
(1.74) zpusobi vyznamnou zménu v pravotthlém pramétu vektoru Y do podpro-
storu daného modelem. Pokud interakce vynechame, redukujeme podprostor N
na podprostor M. K testu uvazované hypotézy tedy pouzijeme statistiku

[ Yy — Ya|[*/ (dim N — dim M) _ || Yy — Yar[?/ (6 — 4)
|Y — Yyl||?2/ (dim Vi3 — dim N) Y — Yy|?/ (12 —-6)’

kterd mé v piipadé platnosti testované hypotézy rozdéleni Fy . Hypotézu tedy
zamitneme na hladiné vyznamnosti o, pokud ziskané realizace této statistiky
piekro¢i hodnotu Fjg(a).

Jak budeme postupovat v piipadé testu hypotézy

061:0[2:0,

tj. hypotézy, Ze vliv pohlavi je nulovy? Pokud bychom z matice X* modelu (1.74)
vyloucili pouze sloupce a;, nemélo by to zadny podstatny efekt, nebot sloupce
c;j, které by v matici zbyly, generuji tentyZz podprostor jako ptvodni sloupce. Na
druhou stranu, pokud bychom vynechali jak sloupce a;, tak ¢;;, testovali bychom
vlastné hypotézu ,vliv pohlavi a interakce jsou nulové®, coz neni zcela presné to,
co chceme. Proto pro test této hypotézy pouzijeme statistiku

| Yar — ¥p|?/ (dim M —dim B) _ || Ya — ¥p|*/ (4 —3)

: : - , 1.75
[V = Y/ (dm Vi —dim V) ~ ¥ — Wylp/(2—¢) 7

tj. odstranime sloupce piedstavujici vliv pohlavi ze submodelu zahrnujiciho pouze
vliv pohlavi a vliv lokality, nikoli interakce (redukujeme tedy podprostor M na
podprostor B); rozdil v pravothlém prumétu vektoru Y, ktery tato redukce zpi-
sobi, porovnavame s odhadem rozptylu vychéazejicim z ptivodniho modelu (1.74).
A7 na jmenovatel je to tedy stejny vzorec jako (1.70). Vliv pohlavi lze povaZzovat
za statisticky prikazny na hladiné vyznamnosti o, pokud tato statistika prekroci
hodnotu F g(a).
Podobné pro test vlivu lokality pouzijeme statistiku

| Yar — Y4||?/ (dim M — dim A) _ | Yar — Yal|?/ (4 —2)
|Y — Yy||?/ (dim Vi —dim N) || Y — Yy|]?2/ (12 —6)
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a tento vliv budeme povazovat za prikazny tehdy, kdyz jeji ziskana realizace
prekro¢i hodnotu Fjg(a).
Pti vypoc¢tu miizeme samoziejmé pouzit kterykoli ze vztahti uvedenych v pii-
kladu 1.8.3, ptipadné dalsi vztahy plynouci z Pythagorovy véty:
1Y — Yxl* = [[Y[°— ¥~
| Yy — Yl = [ Ywl* — || Yadl”.

Konkrétni hodnoty

PouZzijme opét realizaci (1.72). Jeji pravouhlé pruméty do podprostoru M, A, B
a E jiz zndme (viz (1.73)), zbyva ur¢it pramét do podprostoru N:

yn = (48,48, 44,44,41,41,34,34,34, 34,39,39)".
Hodnota statistiky /' pro test hypotézy, Ze interakce jsou nulové, je tedy

2
— 2
HyN yM|L / 9.33:

||y - yN|| /6

protoze kritickda hodnota rozdéleni F»(0,05) je 5,14, muzeme povazovat vliv in-
terakeci za prokazany.
Hodnoty statistik pro test vlivu pohlavi, resp. lokality, jsou pak

lyar — yBll?/ 1
— 56,33, 1.76
Iy = o]/ 6 (1.76)
resp.
lynr — yall?/ 2
— 1,00 1.77
Ty — o/ 6 (L.77)

vliv pohlavi je tedy statisticky prikazny, zatimco vliv lokality nikoli (pfislusné
kritické hodnoty pro 5% hladinu vyznamnosti jsou 5,99 a 5,14). JelikoZ jsme vSak
jiz prokazali vliv interakei, nema nyni smysl vliv lokality zpochybhovat.'4

1.8.5 Dvojné tridéni — obecna formulace

Vénujme se nyni zobecnéni vyse popsanych metod, a to na piipad dvojného vy-
vazeného tfidéni podle dvou faktori o libovolnych pocétech trovni. Nebudeme
jiz opakovat argumentaci, pomoci které jsme je odvodili v predchozich speciél-
nich ptipadech; je ale dilezité si uvédomit, Ze vSechny tvahy, které jsme pii té
prilezitosti provedli, 1ze aplikovat i v obecné situaci.

Méjme tedy nadhodny vektor, jehoz realizace lezi ve vektorovém prostoru V,,
a jehoz soufadnice jsou Y, kde i € {1;...;1}, je{l;...;J}ake {1;...; K},
tj. n = IJK. Necht pro tyto soufadnice v pfipadé modelu bez interakci plati

Yije = o+ i + B + Ziji,

“Interpretace vysledkt statistickych testd neni pfedmétem naeho zajmu; poznamenejme
v8ak, ze pokud by rozsah modelu nebyl pfedem dén a chtéli bychom se rozhodovat, které
podprostory do néj zahrneme, mohli bychom dojit k odlisnému zavéru — z hodnot statistik
(1.76) a (1.77) bychom usoudili, Ze vliv pohlavi je tfeba do modelu zahrnout, ale vliv lokality
nikoli, a uvazovat o interakcich by pak nemélo smysl.
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v piipadé modelu s interakcemi plati
Yijk = p+ i + B85 + Nij + Zige,

kde nahodné veli¢iny Z;;;, jsou nezavislé a ridi se normalnim rozdélenim s nulovou
stfedni hodnotou a stejnym rozptylem o2. Koeficienty «a; predstavuji vliv fakto-
ru A, ktery méa I drovni, koeficienty (3; predstavuji vliv faktoru B o J trovnich;
pro kazdou kombinaci Grovni mame k dispozici stejny pocet méreni K. Koefici-
enty \;; pfedstavuji vliv interakci, které muzZeme interpretovat jako dalsi faktor,
feknéme C', ktery mé I.J trovni. Faktor A je tedy v matici modelu zastoupen 1
sloupci; podprostor, ktery generuji, ozna¢me rovnéz symbolem A. Podobné je fak-
tor B zastoupen J sloupci generujicimi podprostor B. Koeficient p predstavuje
vliv bazalni Grovné, kterd je spolecna pro vSechny soutfadnice vektoru Y ; v mo-
delu je zastoupen jedinym vektorem (1,...,1)T, ktery generuje podprostor E.
Zahrnujeme-li do modelu i interakce, jsou v ném zastoupeny I.J sloupci, které
generuji podprostor C'. Dimenze téchto podprostorii jsou

dmFE = 1,
dimA = 1,
dimB = J,
dimC = 1J.

Pritom plati, Ze podprostor E je prunikem podprostori A a B a podprostory E,
A a B jsou vlastnimi podmnozinami podprostoru C.

Model bez interakci

V piipadé, Ze nepocitdme s vlivem interakci, je modelem urcen podprostor
M=F+ A+ B = A+ B, jehoz dimenze je
dimM = dimA+dimB —dim(ANB) =
= I+J-1

Pravotuhlym primétem vektoru Y do tohoto podprostoru je vektor

Yy = Ya+Ys—-Y.

Soufadnice s indexem 77k vektoru Yy, je tedy rovna hodnoté

Yi+Y,; Y.,
kde
Z Yijk Z Yijk Z Yijk
?4 prm— —J7k % . prm— Z7k % pr— —i7j7k
K STIK T IJK
Vyznamnost vlivu faktoru A posoudime pomoci statistiky
| Yar — Y5 [ YA - Y|
dimA—dim FE _ I—1
|Y — Ya? |Y — Yy
dimV,, — dim M n—I—J+1
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Zdroj Soucet Pocet stupiit

variability ¢tvercu volnosti Podil F
e
~ Y.-Y 1 _1
Faktor A |[Y, - Y| -1 |¥a - V]| 1
=1 Y — Ya|*.
n—I—-J+1
TS o
Faktor B | Y3 — Y| J-1 15 — V| J-1
J-1 Y = Yu|*
n—I—-—J+1
. Y — Yuyl?
duslni |[Y - Yy2 n—T—J+1 XYl B
Rezidualni || | n J+ i S

Tabulka 1.4: Tabulka analyzy rozptylu pro pfipad dvojného t¥idéni bez interakci.

V piipadé, ze vliv faktoru A je nulovy, ma (nezavisle na tom, jaky je vliv fak-
toru B) tato statistika rozdéleni Fr_j,_;_;i1; je-li tedy jeji realizace vétsi nez
prislusna kritickd hodnota, muzeme vliv faktoru A povazovat za prokazany. Po-
dobné vliv faktoru B budeme testovat pomoci hodnoty

| Yo — Yalf? |Ys — Y|
dimB —dimFE  _ J—1

|Y — Y Y — Yu*
dimV,, — dim M n—I—J+1

kterd ma v piipadé absence vlivu faktoru B rozdéleni F;_,_;_;41. Jmenovatel
v obou uvedenych vyrazech piedstavuje nestranny odhad rozptylu o2. Vysledky
jsou zpravidla shrnuty ve formé tabulky analyzy rozptylu (viz tab. 1.4).

Model s interakcemi

Pokud je do poc¢ateéniho modelu zahrnut i vliv interakei, lze tyto interakce inter-
pretovat jako tieti faktor, jehoz kazda hladina odpovida urcité kombinaci hladin
faktori A a B. Téchto kombinaci je I.J, takze interakce jsou v matici modelu
zastoupeny [IJ sloupci, které generuji podprostor C' dimenze I.J; protoze vSech-
ny ostatni sloupce jsou jejich linedrnimi kombinacemi, plati pro podprostor N
urceny modelem

N=E+A+B+C=C.

Pravoihlym primétem nahodného vektoru Y do tohoto podprostoru je vek-
tor Yy, jehoz soutfadnice s indexem ¢jk je rovna hodnoté

K
> Y

?z = —k:1 .

/ K

Chceme-li testovat vliv interakci, z modelu je zkusime odstranit; tim redukujeme

podprostor N dimenze IJ na podprostor M = A+ B dimenze [ + J — 1. Zjistény
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Zdroj Soucet Pocet stupni

variability ¢tverca volnosti Podil F
S IYa— Y|
Faktor A | ¥y - Y| -1 Y2~ Y| 1
I=1 1Y — ¥ul”
n—1J
7
Faktor B Yz - Y|? J—1 B~ J—1
e e N
n—1J
¥y = Yo
| Yv — Y l? (I-1)(J—-1)
Interakce | Yy — Yu|I? (I—-1)(J—-1)
I-D7-1 Y- %l
n—1J
Y — Yy|?
Rezidualni | Y — Y| n—1IJ ¥ = ¥vi®
n—1J

Tabulka 1.5: Tabulka analyzy rozptylu pro piipad dvojného t¥idéni s interakcemi.

rozdil v pravotuhlych primétech vektoru Y do téchto podprostori je pak soucasti
statistiky

| Yy — Yar||? | Yy — Yy ? | Yy — Y2
dmN —dmM _ _1J-(+J-1) (-1 -1

|Y — Yy |Y — Yy Y — Yy|* 7
dim V,, — dim N Cn—1J Cn—1J

kterd ma v pripadé, Ze je vliv interakci skutecné nulovy, rozdéleni F;_1)j—1)n—1..
Vliv faktoru A, resp. B, posoudime na zékladé statistik

| Y, - Y| 1Y, - Y|
dim A — dim F _ -1

1Y — Yy|? Y — Yy|*
dimV,, — dim N n—1J

resp.

|Ys — Y| | Ys - Y|
dim B —dim F _ J—1 )

|Y — Yy|? Y — Yy|*
dimV,, — dim N n—1J

pokud je vliv daného faktoru nulovy, 1idi se tyto statistiky rozdélenim F;_q ,,_7;,
resp. Fy_1,-1;7. Vysledky uvedenych testi byvaji tradi¢né shrnuty ve formé ta-
bulky analyzy rozptylu (viz tab. 1.5).

Pro vypocet druhych mocnin délek zicastnénych vektori muzeme vyuzit vzta-

68



hy plynouci z Pythagorovy véty:

IYAa-Y|? = JKY Y, —nY.,
1Ys - Y|P = IKY YV, —nY.,

J
1Y = Yal? = Y ¥ —JKY Y, —IKY Y, +nY.,

i7j7k 7

J
2 —2 2 2
| Vy = Yy|®> = KY YV, —JKY Y, —IK) Y, +nY._,
— - -

7‘7
2 2 2
”Y_YNH = ZY;M_KZYU'--
L, J

.5,k

1.9 Aplikace rozdéleni ¢

Nésledujici myslenky jsou prevzaty z publikace [31].

Necht z je né&jaky pevné dany vektor lezici v podprostoru M daném mode-
lem (1.10); dimenze tohoto podprostoru necht je opét m. Vektor z reprezentuje
néjakou linearni formu definovanou na podprostoru M, kterd kazdému vektoru
p € M pritazuje hodnotu z o € R. Protoze skuteény vektor p nezndme, neznéa-
me ani hodnotu z o uu. Chceme-li tuto hodnotu odhadnout na zakladé pozorované
realizace ndhodného vektoru Y, zda se rozumné pouzit nadhodnou veli¢inu zo Y';
ze vzorce (1.1) totiz plyne

E(zoY)=20EY =z o pu;
jedna se tedy o nestranny odhad. Navic ale také plati
zo(Y — ?) =0,
t].
zoY =207, (1.78)

kde YV je opét pravouhly prumét vektoru Y do podprostoru M. To znamena,
ze ndhodnd veli¢ina z o Y je linearni funkci vektoru Y, a jako takova je podle
Gaussovy-Markovovy véty (viz kapitola 2.8) dokonce nejlepsim nestranngm line-
drnim odhadem své stfedni hodnoty z o .

Nyni miizeme ve vzorci (1.27) polozit A = [z] a B = M*; jelikoz ortonormél-
ni baze podprostoru [z] je tvofena vektorem z/| z||, je soufadnice pravoihlého

prumétu vektoru Y — p do tohoto prostoru vzhledem k této bazi rovna vyrazu
(Y — p)oz/|z| (viz vzorec (2.33)), takze dostavame

(Y —p)oz/llzll (Y —p)oz

— = ~ ty_m, (1.79)
Y - Y|/vn—m IzS
resp. vzhledem ke vztahu (1.78)
(Y —p)oz
—— ~t, ;. 1.80
BE (50
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Rozdéleni t tedy pouZijeme vSude tam, kde je tfeba odhadnout hodnotu néja-
ké linearni funkce nezndmého vektoru g — typickym piikladem je pravé odhad
regresnich koeficient ;. Pozoruhodné je, ze neni vidy nezbytné nutné mit k dis-
pozici explicitni vyjadieni vektoru z.

vvvvvv

(1.79). Ze vztahu (1.1), (1.2) a z definice mnohorozmérného normélniho rozdéleni
plyne, ze ndhodna veli¢ina Y o z ma rozdéleni N(p o z, ||z||?0?); miizeme tedy
psat

(Y —poz
HE

~ N(0,1).

Z kapitoly 1.5 dale vime, Ze plati

Iy -Y|

0_2 Xn—m-

Nezavislost dvou posledné uvedenych veli¢in se dokazuje obvykle pomoci mati-
cového poctu; §lo by to ale snadno i pomoci zmény soufadnic — tak, jak jsme to
udélali v kapitole 1.4. Pak uz stac¢i jen pouzit definici rozdéleni t:

(Y —p)oz
Bl (Y-wer .
1Y _?H2 |2]|S
— (n—m)

Je patrné, Ze ve srovnani s rozdélenim F je geometricka interpretace nahodnych
veli¢in majicich rozdéleni t o néco méné nazorna. '° I tak ji viak povazujeme za
zajimavou alternativu, kterda nabizi neobvykly thel pohledu a odhaluje nékteré
méné znamé souvislosti statistiky s geometrii a linearni algebrou.

Piiklady

1.9.1 Vybér z normalniho rozdéleni (pokracovani ze str. 31)
Test hypotézy = o

Polozme ve vzorci (1.27) A = [e], B = [e]". Ortonormalni bézi podprostoru [e]
tvoii jediny vektor

e _(1 1)T
le]l V')
Pravouhlym primétem ndhodného vektoru Y —pu do tohoto podprostoru je vektor

Y-pu=F-p.. . Y—pn'

5Proto se jim také zabyvame az nyni. V tradi¢nich ucebnicich statistiky je naproti tomu

vzdy uvedeno nejprve rozdéleni t a pak teprve — jako jeho obecnéjsi, tj. obtizné&jsi varianta —
rozdéleni F.
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(viz obr. 1.13), jehoZ soufadnice viéi uvedené ortonormalni bazi mé zfejmé hod-
notu

Y5 = /(Y — p);
plati proto

= ~ th-1.

VIY = Y2/ (n - 1) 5

Chceme-li tedy pro néjaké po € R testovat nulovou hypotézu pu = g oproti
alternativé p # pg, uréime hodnoty Y a S a hypotézu zamitneme na hladiné
vyznamnosti a tehdy, kdyz nastane nerovnost

Vn Y — 1o

% > tn—1<a)
(viz definice kritickych hodnot rozdéleni t na strané 11). V piipadé jednostran-
né alternativy p > po, resp. u < pg, zamitdme nulovou hypotézu pii realizaci
nerovnosti

VY — o)

g > tn_l(Qoz),

resp.

V(Y = o)

S < —tn_1(204).

Intervaly spolehlivosti pro u

Rovnost

V(Y — p)

P {—tnl(a) < 3

< tnl(a)} =1-q,
ktera plyne z tvrzeni (1.81), je ekvivalentni s rovnosti
—  ty1(a)S —  tpa(a)S
P Y—A<M<Y+ﬂ =1—-—q.
NLD NZD
Dostavame tak oboustranny interval spolehlivosti
vn NZD

ktery prekryva skute¢nou hodnotu parametru p s pravdépodobnosti 1 — a. Po-
dobné z rovnosti

o [@ - tn_l(ZOz)} —1-a,

resp.



muzeme odvodit jednostranné intervaly spolehlivosti

o ta20)S
(7= ).

resp.

(v vyt

v nichz skute¢nd hodnota p lezi rovnéz s pravdépodobnosti 1 — a.
Piipomenme, ze vzhledem k rovnosti (1.9) jsou zde uvedené vysledky ekviva-
lentni s témi, které byly odvozeny v ptikladu 1.6.5 na zakladé rozdéleni F.

1.9.2 Dvouvybérovy t-test

Necht jsou vSechny slozky ndhodného vektoru Y opét navzajem nezavislé, ¥idi
se normalnim rozdélenim se stejnym rozptylem a jejich stfedni hodnota je rovna
hodnoté p, pro prvnich n; slozek a hodnoté s pro zbyvajicich ny slozek, kde
ny + ng = n. Chovani nahodného vektoru Y tedy popisuje model

10
Lo 4
Y = | - | (" )+ : | =xu+2z
0 1 M2
Zn
0 1

kde matice X mé v prvnich n; fadcich v prvnim sloupci prvek 1 a v druhém
sloupci prvek 0, ve zbylych ny fadcich je tomu naopak; ndhodny vektor Z méa
rozdéleni N (0, o21,,). Ozna¢me sloupce matice X symboly & a T, a poloZme jako
obvykle e = (1,...,1)".

Odhad stfedni hodnoty p a rozptylu o?

Pravouhlym primétem vektoru Y do podprostoru M je vektor

—~

Y = (Vh,....V,Vs,. . Vo)

kde vyraz

stoji na misté prvnich ny soutadnic, zatimco zbylych ns souifadnic ma hodnotu

n

>V
> _ t=ni1+l1
Y, = ot

ng
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nahodné veli¢iny Y, Y, jsou nejlepsimi nestrannymi lineArnimi odhady para-
metri py, ps. Vektor Y — Y je pak pravodhlym primétem vektoru ¥ — p do
podprostoru V,, — M dimenze n — 2, takZe nestrannym odhadem rozptylu o2 je
nidhodna veli¢ina
— _— Z }/12 — ’I’lef — 7’L2?;
Y-Y|? _[[Y[P-|Y]|’

n—2 n—2 n—2

Nékdy se pocita odhad rozptylu pro kazdou ¢ast vybéru zvlast, jako by se jednalo
o dva samostatné vybéry z norméalntho rozdéleni't

i V7?— 7117? Z Y7 - ”2?2
i=1

2 i=ni1+1
Sy =

2
Si :

n1—1 7’L2—]_

V tom piipadé mezi témito odhady plati vztah
ny — 1)5% + (TLQ - 1)522
ny + ng — 2 ’

52:(

Test hypotézy 1 = po

Chceme-li testovat hypotézu, ze stfedni hodnoty p; a ps se od sebe nelisi, tj.
hypotézu py — pg = 0, uvazujeme o redukei podprostoru M = [z, z2] dimenze 2
na jednorozmérny podprostor £ = [e]. Ve vzorci (1.27) tedy mizeme polozit
A= M —E, B= M~*. Ve jmenovateli tak dostaneme odmocninu z vybérového
rozptylu S?; zbyva nam uréit citatel.

Jednim z moznych generatort podprostoru M — E' je vektor

— T
z:(ng,...,ng,—nl,...,—nl) s

ktery ma prvnich n, soutfadnic rovnych hodnoté ny a zbyvajicich ny soufadnic
hodnoté —ny; je evidentné linedrni kombinaci vektori x; a x5 a pritom je kolmy
na vektor e.!” Lezi-li stiedni hodnota p skute¢né v podprostoru E, plati oz = 0,
takZe soutadnice priumétu vektoru Y — p do podprostoru M — E vzhledem k jeho
ortonormalni bazi {z/||z||} je

nziYi—m Zn: Y;
=1

i=n1+1

1]l I ET ning(ny + ng)

ningY 1 — ningYs

ning(ny + no)

. v v nine
= (T1-7) 2

16To m4 samoziejmé opodstatnéni pFedeviim tehdy, kdyz nepiedpokladime shodnost rozpty-
ld u obou ¢asti vybéru. Timto pfipadem se zde vSak nebudeme zabyvat.

"Kdyby se nam nepovedlo vektor v takto ,,uhodnout“, mohli bychom jej — nebo né&jaky jeho
nasobek — nalézt tak, Zze bychom uréili pravoihly primét vektoru x; do podprostoru F a tento
prumét, feknéme p,, bychom odecetli od vektoru x;; vysledny vektor x; —p; by byl pravoihlym
prumétem vektoru x; do jednorozmérného podprostoru M — E, a tudiz jeho generatorem.
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Za predpokladu platnosti hypotézy p; — po = 0 mé tedy ndhodnéa velic¢ina

71 - 72 ning
A/ 1.82
S ny + No ( )

rozdéleni t,,_o; lezi-li jeji ziskana realizace mimo interval

(—tn_2(0é); tn—2(a)) ;

miizeme testovanou hypotézu zamitnout na hladiné vyznamnosti a.

Porovnéani s F-testem

Vyse popsany test ovsem mizeme snadno provést i uzitim analyzy rozptylu, stejné
jako v ptipadé jednoduchého tiidéni (viz piiklad 1.6.6). Pravoihlym priamétem
vektoru Y do podprostoru E je vektor Y = (7, e ,V)T, kde

n

DY

y - =1L _ mY +nyYs
n n )

(1.83)

V pripadé platnosti nulové hypotézy u € E méa nadhodné veli¢ina

- o
IY-YIP/1 e
Iy =Y/ 5
n17f + n27§ —nY”
= == \2
_ n1n2 (YI_YQ)
a ny + No S2

rozdéleni Fy,,_o (posledni rovnost ziskdme dosazenim pravé strany vztahu (1.83)
za Y). Nulovou hypotézu tedy zamitneme na hladiné vyznamnosti a, bude-li
ziskand realizace této veli¢iny vétsi nez hodnota Fy ,,_o(); jelikoz je tato veli¢ina
zfejmé druhou mocninou veli¢iny (1.82), je vzhledem ke vztahu (1.9) tento test
ekvivalentni s vySe popsanym t-testem.

Odhad parametru p; — po

Ze vztahu (1.79), resp. (1.80), v8ak muzeme snadno dostat obecné&jsi vysledek:
tento vztah totiz plati pro jakykoli vektor z € M a neni nutné, aby skutec¢né
stfedni hodnota g nadhodného vektoru Y lezela v podprostoru E. Necht je p =
P11 + ploTo; pak plati

poz = ning(p — fz),

takze vyraz po z predstavuje linearni funkci parametru pq — pg, ktery je predmé-
tem naseho zajmu. Po dosazeni do vzorce (1.80) a nékolika estetickych upravich

tak dostavame
Vi Va) = (i — ) [y
( 1 2) (p1 — p2) mne t 1 (1.84)
S ni + neo
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tento vztah muzeme nyni pouzit k navrZzeni testu nulové hypotézy typu
[y — fo = do pro né&jaké dy € R, a to oboustrannych i jednostrannych. Ma-li
napiiklad alternativni hypotéza tvar pu; — s > dy, zamitneme nulovou hypotézu
ve prospéch hypotézy alternativni na hladiné vyznamnosti o, nastane-li nerovnost

(71 — ?2) — do nineg
./ t,1(2a).
S ni + neg - 1( (I)

Podobné jako v piikladu 1.9.1 mizeme vztah (1.84) pouzit také k odvozeni in-
tervaltt spolehlivosti pro hodnotu parametru pu; — o, a to opét jednostrannych
i oboustrannych.

Konkrétni hodnoty

Necht prvni tii slozky ndhodného vektoru Y pfedstavuji ndhodny vybér z roz-
déleni N (p1,0?), zbylych pét slozek z rozdéleni N (po,0?); chovani ndhodného
vektoru Y tedy popisuje model

(a)+2
2

O OO OO =
—_ o kO OO

kde nahodny vektor Z ma rozdéleni N (0; o2lg).
Necht dale ziskana realizace nahodného vektoru Y je

y = (4,8,9,7,11,6,10,11)".

Jelikoz pruméry z jednotlivych ¢asti vybéru jsou y;, =7 a y, =9, je pravothlym
prumeétem ziskané realizace do podprostoru M generovaného sloupci matice X
vektor

y=(7,7,7,9,9,9,9,9)".

Vektor y — y je pravoihlym primétem vektoru y — pu do podprostoru Vg — M
dimenze 6, takZe nestrannym odhadem rozptylu o2 je hodnota

o =9l _
6
\\(—3,1,2,—2,2,—3,1,2)T|]2 B
: _

= 0.
Generatorem podprostoru M — E je vektor

z=(5,5,5-3,-3,-3,-3,-3)"
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délky /120, stfedni hodnotou ndhodného vektoru Y je vektor

T
o= (o, o, foa, fo, o, P, flo, f2) " ;

dosazenim do vzorce (1.79) tedy dostavame

(Y—poz _ 15(y —7) — 15 (k1 —p2) _
Ilzlls V1206 N
30 — 15 (1 — pa)
V720 ‘

Protoze tato hodnota je realizaci ndhodné veli¢iny majici rozdéleni tg, lezi s prav-
dépodobnosti 95 % v intervalu

<—t6(0,05); t6(0,05)> = (—2,45; 2,45),
z ¢ehoZ snadno vypocteme, Ze skuteéna hodnotu rozdilu py — po lezi v intervalu

(—30 —2,45v720 —30 + 2,45v/720

= (—6.38: 2
= = ) (—6,38; 2,38)

s pravdépodobnosti 95 %.

1.9.3 Mmnohonasobna regrese (pokracovani ze str. 50)

Dimenze podprostoru V,, — M je v tomto piipadé n — k — 1 a ndhodn4 veli¢ina S
ve vzorci (1.79) pfedstavuje odmocninu z odhadu rozptylu

Yy -

2 _—
S n—k—1"

Abychom mohli vzorec pouzit k odhadu parametru ;, musime najit takovy vektor
z; € M, pro ktery je vyraz z;op linearni funkci parametru ;, ale nikoli ostatnich.

Vyjadieni souifadnic pomoci skalarniho soucdinu

Jelikoz jsou vektory xg,xi,...,x, dle naSich predpokladi linearné nezavislé,
predstavuji bazi podprostoru M; ozna¢me tuto bazi symbolem B. Kazdy vek-
tor @ € M lze zapsat jako jejich linearni kombinaci:

a = agxyg+ a1+ -+ apTy.

Koeficienty a; predstavuji soufadnice vektoru a vzhledem k béazi B a jsou jed-
noznac¢né urc¢eny. Tyto souradnice jsou linedrnimi funkcemi vektoru a, pro kazdé
1=20,1,...,k tedy existuje pravé jedna linearni forma ); definované na podpro-
storu M, ktera kazdému vektoru a € M prifazuje jeho i-tou soutradnici a;. Jak
znamo, lze tuto formu vyjadiit pomoci skaldrniho soucinu; existuje tedy pravé
jeden vektor z; € M takovy, ze plati

wi(a):zioa:ai
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pro v8echna a € M (podrobnéjsi vyklad k tomuto konceptu viz napf. publikace
[4], [25], nebo [31]). Tento vektor zfejmé spliiuje vztahy

ziop =03, Zio?:bi~
Vzhledem k rovnosti (1.78) navic plati
Z2; O Y = bz,
polozime-li tedy ve vzorci (1.79) z = z;, dostavame v Citateli vyraz b; — f;.
Vypocet hodnoty || z,]|

Kazdy z vektoru z; lezi v podprostoru M; ozna¢me jeho souradnice vzhledem
k bazi B tohoto podprostoru symboly c;;, tj. pro kazdé ¢ = 0, ..., k plati

k
zZ; = E Cij.’B]’.
Jj=0

Vime ovSem, zZe kdyz néjaky vektor lezici v podprostoru M vynasobime vektorem
z;, dostaneme jeho soufadnici s indexem j vzhledem k bazi B; z toho plyne, Ze
pro vSechna i,j € {0,...,k} musi byt splnéna rovnost

Cij = %;0 zj.

Z toho dostavame

E

zi=>» (z;0zj)x;. (1.85)
=0
Dale, ze stejného ditvodu musi pro v8echna ¢,1 € {0,...,k} platit
Z2i 0 & = O, (1.86)

kde d; =0 pro i # 1, ;; = 1 pro ¢ = [; pro kazdé x; je totiz

k
r = E 5113’,’@
=0

Dosazenim rovnosti (1.85) do vztahu (1.86) dostavame
k k
[Z (ziozj)mj] ox; = Z(ziozj) (xjox) = 0u. (1.87)
=0 =0

Definujme nyni ¢tvercové matice C a A o rozmérech (k + 1) x (k + 1), jejichz
radky a sloupce jsou indexovany O, ...,k a jejichz prvky jsou urceny vztahy

Cij =292, Qi =T;0xj.

Prostfedni ¢ast rovnosti (1.87) tak vlastné pfedstavuje maticovy sou¢in radku @
matice C se sloupcem [ matice A, zatimco vyraz §; na pravé strané je prvek
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jednotkové matice velikosti k+1 (se stejné indexovanymi fadky a sloupci). Protoze
tato rovnost je splnéna pro vSechna i,l € {0,...,k}, znamen4 to, Ze plati

CA = Ik+1.

Obé matice jsou vSak symetrické, takze plati téz AC = l;,q; to znamena, ze
matice A a C jsou navzajem inverzni.'® Matici A miZeme snadno urcit, protoze
sloupce matice X v modelu (1.45) piedstavuji vyjadieni vektort xo, z1, ..., xy
vzhledem k ortonormélni bazi:

A= XTX.

Tim padem zname i matici C:

1

C=(X"X) ",
dostavame tedy, ze délka vektoru z; je
|zl = Vzi0 zi = \/cu,

kde c¢;; je prvek matice (XTX)f1 s indexy 0 <14,5 < k.

Testy hypotéz a intervalové odhady pro [;

Dosazenim vysledkii z pfedchoziho odstavee do vztahu (1.79) dostavame, ze je-li
skute¢na hodnota parametru S3; rovna hodnoté 37, plati

b—ﬁo
= 1. 1.
t S\/c_” ~ ty_k_1 (1.88)

Nulovou hypotézu ; = 3Y tedy zamitneme ve prospéch alternativni hypotézy
B; # B2, resp. B; > BY, resp. B; < 37, nastane-li nerovnost

[t| >  t,x_1 (a), resp.
t > tpk-1(2c0), resp.
t < —t,_p_ 1(20&)

Déle miuzeme pomoci vztahu (1.88) stanovit intervaly spolehlivosti, které sku-
te¢nou hodnotu parametru (; prekryvaji s pravdépodobnosti 1 — a: oboustranny
interval je

(b1 = Sitn-k1(); b+ Sy/eitni1(a))
jednostranné intervaly maji tvar
(bi — S\/itnp(20); oo) ,
resp.
(—oo; b; + S\/C_ﬁtn,k,l@a)) )
8Matice A, resp. C, se nazyva Grammovou matici vektori Tg, €1, ..., Tg, T€SP. 20, 21, .., Zk

(viz [4]). Regularitu matice A uz jsme dokazovali v kapitole 1.3, zde plyne z existence inverzni
matice.
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Porovnani s vysledky odvozenymi pomoci rozdéleni F

V poslednim odstavci piikladu 1.7.6 jsme odvodili vzorec (1.60) pro ndhodnou
veli¢inu F, kterd ma za predpokladu platnosti nulové hypotézy 3; = 3 rozdéleni
Fin—k—1. Uvedli jsme, Ze vysledky testi a intervalové odhady uc¢inéné na zakladé
této statistiky jsou ekvivalentni s témi zaloZenymi na rozdéleni t (které jsou k to-
muto ¢elu pouZivany tradiéng). K dikazu této ekvivalence nam chybi dolozit,
ze pro vektor g, ktery jsme v piikladu 1.7.6 definovali jako pravothly prumét
vektori x; do podprostoru

M —[zg,...,Ti 1, Tis1, .., Tk
(viz obr. 1.21), plati
lg:ll* = 1/ci,
kde hodnota ¢; predstavuje prvek na i-tém misté diagonaly (poc¢itano od 0) ma-

tice (XTX)f1 . Dokon¢eme nyni tento dikaz.
Z definice vektoru g, plynou vztahy

giox; =0
proi #£j a
gioxi = ¢golg+(xi—q))]=
= ¢;0¢;+¢q;o(z;—q;)=
= [lal*

Necht nyni pro vektor @ € M plati

k
a = E ;T j;
J=0

7 toho dostavame

k
aoq, = (Zaja:]) cq,=
=0
k
Y
=0
= a;x;0q; =
= allal?
.
aoq;
g, >
To ale znamend, Ze vektor gq,/|/g;||> mé& pravé tu vlastnost, pomoci niZz jsme
definovali jednoznac¢né urcéeny vektor z;. Plati tedy

9 _
lgill>
a proto je
i = |z = H g |*_ llal® _ 1 |
;[ lg:ll* llgll?

Tim je diikaz hotov.
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Porovnani s maticovym piistupem

Porovnejme jesté na zavér ¢ast naSich vysledki se standardné pouzivanou meto-
dou vyuzivajici maticového poc¢tu. Jsou-li sloupce matice X linedrné nezavislé, je
nadhodny vektor b urcen vztahem

b= (X"X)"'XTY

(viz (1.17)). Z toho podle vzorce (1.2) plyne, Ze jeho varian¢ni matice je rovna
matici

-1

-1 1 T
varb = (X'X) ' X" evary - |(XTX) T XT] =
(

XTX) " XT 0%y - X (XTX) T =

— % (XTX) T XTX (XTX) " =

— o2 (XTX) ' =

= o°C
(pii pfechodu z prvniho fadku na druhy jsme vyuzili skute¢nosti, ze matice XTX
je symetricka, a proto je symetricka i jeji inverze). To znamen4, 7e rozptyl nahod-
né veli¢iny b; je roven hodnoté o2c;; a jelikoZ tato nahodn4 veli¢ina méa normalni
rozdéleni a jeji stfedni hodnota je za predpokladu platnosti nulové hypotézy rov-
na Y, dostavame

0
b —
—_—~
O+/Ci;

N(0; 1).

Tak se dostane hodnota ,/c¢; do jmenovatele vzorce (1.88); dalsi podrobnosti
viz [3].

1.9.4 Regresni pfimka (pokracovani ze str. 35)
Odhad parametru

Necht skute¢né hodnoty regresnich koeficienti jsou [y a i, tj. stfedni hodnota
nédhodného vektoru Y je

r = Be + fizx.
Hledame-li vektor z, € Z takovy, Ze pro jakékoli hodnoty 5y, 51 € R plati

210 = /617
je timto vektorem podle vysledkii odvozenych v piedchazejicim obecnéjsim pii-
kladu 1.9.3 vektor
oo 1
lqll*’

kde vektor g je pravothlym primétem vektoru & do podprostoru M — [e] (viz
(1.55) a obrazek 1.19). Nejlepsim nestrannym linearnim odhadem parametru
je pak nahodna veli¢ina

qgoY

oY =1"2
| q||?
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coZ ovSem neni nic jiného nez veli¢ina by (viz vzorec (1.59) na strané 47).
Délka vektoru z; je rovna

gl 1
|z1]] = =

| q]|? g’

kdyz tedy polozime ve vztahu (1.79) z = z;, dostavame, ze nahodna veli¢ina

(Y—N)Ozl_(bl—ﬁl)HQH
=5~ S (1.89)

ma rozdéleni t, o. Jesté zbyva vyjadrit délku vektoru gq: jelikoz vektory Te a ¢q
tvofi odvésny pravoihlého trojihelniku, jehoz preponou je vektor x, plati

lall = Vlzl* = l|zel]* =

takze dostavame finalni podobu tvrzeni

<b1 — 61) i 1’12 — HTQ
=1
S

~ 2.

Na zakladé toho lze obvyklym zptisobem navrhovat testy hypotéz tykajicich se
parametru ; a stanovit intervaly spolehlivosti libovolného typu.

Odhad parametru

Co se tyce druhého parametru, plati

poe = p—pix =
p— (210 p)w;

skalarnim vynasobenim vektorem e dostaneme
Bollel? = poe—(ziop)zoe=
— pole—(zoe)z].
takZe hledany vektor z, je

e (zoe) ‘<Z>

zop = W = - = e/n—Tz.

Nejlepsim nestrannym linedrnim odhadem hodnoty 5y = zg o p je tedy nahodné
veli¢ina

200Y = e/noY —Tz,0Y =Y — 7,

coz koresponduje s druhym ze vztaha (1.20), nebot se jedna samozfejmé o veli¢i-
nu bg.
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Jelikoz vektor z; je nasobkem vektoru g, jsou vektory e a z; jsou navzajem
kolmé; délka vektoru z, je proto

— lel® , =
lzoll = /lle/nl* + |72 \/n2 MPIE

Nyni muzeme ve vztahu (1.79) poloZit z = zo a dostavame, 7e nahodna veli¢ina

zoo (Y —p) bo — fo (1.90)
[ERNS 1 72 '
S|4+ 57—
S 2?2 — nz?
i=1

mé rozdéleni t,,_o; toho lze opét vyuzit pii testovani hypotéz tykajicich se para-
metru Sy a k odvozeni intervalt spolehlivosti pro tento parametr.

Pas spolehlivosti kolem regresni primky

Necht x € R je pevné zvolené ¢&islo; chceme odhadnout hodnotu 5y + Siz. S vy-
uzitim vysledku predchéazejicich odstavel nejprve odvodime, 7e je

Bo+pix = zoop+ (z10op)r=
= (zo+xz1)op.

NejlepSim nestrannym odhadem této hodnoty je tedy nahodné veli¢ina
(zo+z21)0 Y = by + by,
coz jsme ovSem mohli ¢ekat. Polozme

Z = Zotxz1—=
= e/n—Tz +x2z =

= e/n+(x—7)zq;

vzhledem ke kolmosti vektori e a z; je délka tohoto vektoru rovna

1 x—7T)>
=il = flle/nl? + -2 ml? = |2+ =T
S a2 — nz?
i=1

ze vztahu (1.79) tedy dostavame, Ze ndhodna veli¢ina

zo(Y —p) (bg+bix)— (Bo+ Bix)

FIS T L, e
S a2 —
i=1
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ma rozdéleni t,,_». Z toho lze odvodit, Zze s pravdépodobnosti 1 — « lezi skute¢na
hodnota vyrazu 5y + fiz v intervalu s koncovymi body

1 (x —T)?

(bo —|— bll’) :t tn_Q(O[)S . — —|— n . (191)
n S a? — nx?
i=1

Vyneseme-li tyto hodnoty pro kazdé x € R do grafu =z, y, ohranicuji oblast zvanou
pds spolehlivosti kolem regresni primksy.

Konkrétni hodnoty

Vratme se jesté jednou ke konkrétnim hodnotam, uvedenym v piikladech 1.2.3
a 1.3.6, a ilustrujme na nich vyse uvedené postupy. Z vektoru x (viz model (1.13))
urc¢ime nejprve vektor gq:

3 4 -1
2 4 -2
4 4 0
q =x—7Te = 3 |—14 = —1
D 4 1
4 4 0
7 4 3

Jeho délka je ||¢|| = 4. Nyni mtuzeme stanovit bodové odhady hodnot 1 a [o:

gqoy 48

by = ———3
Yol 16

bo =7 — Ty =50 — 4 -3 = 38;

vysledky se samoziejmé shoduji s hodnotami vypoc¢tenymi v piikladu 1.3.6.
Hodnota veli¢iny S? = 15,2 je vypoc¢tena v prikladu 1.5.3, mame tedy vse, co
pot¥ebujeme k dosazeni do vztahu (1.89); dostavame vyraz

(bl —51>HQH _ (3—51)‘4
S V152

Podobné po dosazeni do vzorce (1.90) dostavame

38 — Bo

V15,2 \/1—1—1—6.
’ 7 16

Oba tyto vyrazy jsou realizaci ndhodnych veli¢in majicich rozdéleni tj, takze
s pravdépodobnosti 95 % lezi v intervalu

(—t5(0,05); t5(0,05)> — (=2,5T; 2,57).
Z toho miuzeme usoudit, ze plati
P [51 € (0,49 5,51)} — 0,95,

P[de 27.3:487)] = 0,95,
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Chceme-li odhadnout napt. hodnotu y(9) = Sy + 954, tj. stfedni hodnotu
zavislé veliciny Y v piipadé, Zze hodnota nezavislé veli¢iny x bude 9, je timto
odhadem hodnota by + 90y = 38 + 3 -9 = 65 a ze vzorce (1.91) dostavame, ze
skutec¢na hodnota lezi s pravdépodobnosti 95 % v intervalu s krajnimi mezemi

1 (9—4)>?
65+ 2,57 4/15,2 - - + EET R 65 4+ 13,1.
Hodnoty x; a Y;, regresni piimku y = by + byx, pas spolehlivosti kolem regresni
piimky, ktery je vymezen hranicemi (1.91) pro z € R a péas spolehlivosti pro
regresni piimku, ktery je odvozen v piikladu 1.12.2 (viz vzorec (1.117) na str. 105),
jsou znazornény na obrazku 1.23.

Y
80+

701

y =38+ 3z
601

50

40+

30+

20

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9F

Obrazek 1.23: Hodnoty x; a Y;, regresni pfimka y = by + by, pas spolehlivosti kolem regresni
piimky (- --) a pés spolehlivosti pro regresni p¥imku (------) v pfipadé linearniho modelu (1.13)
a realizace ndhodného vektoru Y tak, jak je uvedena v piikladu 1.3.6 (viz strana 19). Bodu
[, yi] je vidét pouze 6, nebot dva se piekryvaji.

1.9.5 Jednoduché t¥idéni (pokracovani ze str. 33)

Jelikoz stiedni hodnota ndhodného vektoru Y v modelu (1.41) je

I
n= Z i G,
i=1

plati

I
(Y —p)oag/n, = (Yoak—akoz,uiai>/nk:

=1

ng
- (ZYM—MH%H?)/WZ
j=1

= Y — g (1.92)
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Délka vektoru ay/ny je

law/nell = llawll/re = e/m = 1/y/ni.

Protoze odhad rozptylu S? jsme ziskali z pravotihlého primétu vektoru Y do
podprostoru M+ dimenze n — I, dostdvidme dosazenim ay/n; za vektor z do
vztahu (1.79) tvrzeni

(Y —p)oag/ny _ (Vi —m) v
|ax/nxl| S S

~ t,_r,

které lze dle libosti vyuzit k testovani hypotéz ¢i ur¢ovani intervali spolehlivosti.

1.10 Korelac¢ni koeficienty, koeficienty
spolehlivosti

V pripadé vybéru z vicerozmérného rozdéleni predstavuji vybérové korela¢ni koe-
ficienty odhady korela¢nich koeficientii (nékdy pro zdiraznéni rozdilu nazyvanych
popula¢ni korela¢ni koeficienty). Ohledné vztahu mezi témito odhady a skutec-
nymi hodnotami nemé naSe metoda co nabidnout. Naproti tomu v piipadé zfor-
mulovaného linedrnfho modelu umoziuje geometricky piistup pomérné efektivni
odvozeni mnoha uzite¢nych vztaht pro vybérové korela¢ni koeficienty.

Piiklady

1.10.1 Regresni pfimka (pokracovani ze str. 80)
Vybérovy korelaéni koeficient

V modelu (1.19) definujme vybérovy korelacni koeficient rxy vztahem

o ;(asi—f)(}/%—}/) IR LICES SN,
| |z —=|-[[Y - 7|

gm—ff v, - 7Y’

(v ramci tohoto piikladu zna¢me struéné r). Podle této definice je tedy zfejmé
r = cos f3,

kde 3 je thel, ktery sviraji vektory £ — % a Y — Y. Povazujeme-li hodnoty z; za
realizace ndhodné veli¢iny X, predstavuje hodnota rxy urcité métitko linearni
zavislosti velicin X a Y. To muzeme velice piiblizné vysvétlit tak, ze je-li velikost
thlu § blizka hodnoté 0, resp. 7, znamena to, ze vektory £ —Z a Y — Y maji
zhruba stejny, resp. opacny smér. Existuje tedy n&jaké k € RT, resp. k € R™, pro
které plati
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coz je pravé to, co si predstavujeme pod pojmem linedrni zavislost. O linedrni
zavislosti tedy svédéi hodnoty r blizké hodnotam =+1.

Jelikoz vektory &, resp. Y, predstavuji pravotihly pramét vektoru z, resp. Y,
do ptimky E = [e], jsou vektory £ — T a ¥ — Y na tuto pi¥imku kolmé. Piimka
E je prusecnici rovin M = [e,xz] a N = [e, Y|, takZe ve shodé se stFedoskolskou
definici odchylky dvou rovin'® miZeme ¥ici, Ze r reprezentuje — aZ na znaménko
— kosinus odchylky rovin M, N.

Koeficient determinace

Odchylku rovin M, N muZeme ur¢it také jinym zpusobem — jako thel, ktery
sviraji vektory ¥ — Y a Y-Y (viz obr. 1.24). Druhy z téchto vektora totiz

Obrazek 1.24: V piipadé modelu (1.19) predstavuje vybérovy korelaéni koeficient 7 kosinus
uhlu B, ktery sviraji vektory £ — = a Y — Y. To znamend, Ze az na znaménko je to také kosinus
odchylky rovin M = [e,z] a N = [e, Y], jehoZ absolutni hodnotu lze zjistit také z rozmért

pravothlého trojihelniku tvoreného odvésnami Y — Y Y-Ya pieponou Y — Y.

stejné jako vektor  — T lezi v roviné M a pfitom je kolmy na primku F, nebot
muizeme psat

?—?:(Y—?)—(Y—?),

kde druhy ze s¢itanci je kolmy z definice na pfimku £ a prvni je z definice kolmy
na rovinu M, a tudiZ i na pfimku E C M. ProtoZe vektory ¥ — Y a Y-Y
tvoii pfeponu a odvésnu pravouhlého trojihelniku, dostavame

o
r? = cos’f = Y -vy* _ [[YPP-IYI* _ =
— — i g Sl 14 = |
1Y = Y| Y= [Y] —o

nY

>y -
i=1

YPfipomeiime: odchylka rovin M, N je thel, ktery sviraji pfimky p C M, ¢ C N, které jsou
obé kolmé na prusecnici téchto rovin.
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Tato hodnota se nazyva koeficient determinace a Casto se oznacuje téz symbo-
lem R2. ProtoZe vyraz ve jmenovateli piedstavuje celkovou variabilitu vektoru
Y (ve smyslu souctu ¢tverci odchylek od praméru), zatimco v Citateli je va-
riabilita vektoru /17, ktera je dana polohou tohoto vektoru v roviné M urcené
modelem (1.19), byva koeficient determinace ¢asto interpretovan jako podil vari-
ability ,,vysvétlené modelem* vici celkové variabilité. Opét plati, 7e ¢im je tato
hodnota blizsi jedné, tim prikaznéjsi je linedrni zavislost veli¢in x a Y. Casto
byva koeficient determinace definovan vzorcem

. Y;z_ }’;;2
32:1_||Y—Y||2:1_; 2 |
Y -Y|? = o2
[ [ Sy

i=1

je ziejmé, 7Ze tento vztah je variantou rovnosti

cos? f=1—sin?f.

Vybérovy korelaéni koeficient a rozdéleni F

Pomoci veli¢iny r lze snadno vyjadrit i statistiku F', pouzivanou pro test hypotézy
p1 =0 (viz vzorec (1.44)):

I —YIE (n —2)cotg®B = (n=2cos’s _ (n=2)r*
”Y—?Hz 1 —cos? 8 1—p2
n—2
vime tedy, ze je-li f; = 0, plati
n — 2)r?
: 1— r)2 ~ Fin-e. (1.94)

Toho lze vyuzit k testu uvedené hypotézy: je-li konkrétni realizace této veliciny
vétsi nez kritickd hodnota F} ,,_2, hypotézu mizeme zamitnout.

Vybérovy korelaéni koeficient a rozdéleni t

K testu hypotézy 51 = 0 se Castéji pouziva vztah (1.89); plati-li uvedené hypotéza,
méa podle tohoto vztahu ndhodna veli¢ina
bllal bz — 3]
S S

rozdéleni t,_». Abychom tuto veli¢inu vyjadrili pomoci koeficientu r, upravme
nejprve vzorec (1.59) pro vypocet hodnoty by:

(Y -Y)o(z-2) _ |¥-F|
|z —z|]? |z — =]

(1.95)

by =

Po dosazeni do (1.95) dostavame

AY=X o g
|z — Z|| _orvn—2 . n—2
y-vi/vaz  omp VI
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muzeme uzaviit, ze za predpokladu platnosti hypotézy 81 = 0 plati

n—2

1—7"2 ~ tn—2' (196)

r

To je ovsem vysledek, ktery jsme — vzhledem k jiz nékolikrat zminnovanému vztahu
mezi rozdélenim t a F — mohli tusit jiz ze vztahu (1.94).

Vybérovy a popula¢ni korela¢ni koeficient

Pokud hodnoty 1, ..., z, v modelu (1.19) predstavuji realizace slozek X; ndhod-

ného vybéru
X X
v, )y

z dvojrozmérného normalniho rozdéleni, 1ze ukazat (viz [3]), ze obé vyse odvozena
pravidla pro rozdéleni funkci koeficientu r plynou i z hypotézy p = 0, kde

E(X —EX) (Y —EY)
P vvarX -varY

je korelacni koeficient nahodnych veli¢in X, Y (tj. populaéni korela¢ni koeficient).
Proto se v tomto piipadé mohou vztahy (1.94) a (1.96) pouzit k testovani hypo-
tézy p = 0, a proto jsou také vysledky tohoto testu ekvivalentni s vysledky testu

hypotézy (5, = 0.

1.10.2 Mnohonasobna regrese (pokracovani ze str. 76)

V piipadé modelu (1.45) definujme wvgbérovy koeficient mnohondsobné korelace
vzorcem

(Y-Y)o(Y-7)

Y =YY - Y]

Ty,x

Jedna se tedy o kosinus thlu 3, ktery sviraji vektory ¥ — Y a Y - Y protoze
druhy z téchto vektoru je pravotuhlym primétem prvniho do podprostoru M, lze
thel § interpretovat také jako odchylku vektoru ¥ — Y od podprostoru M.

Jelikoz vektory ¥ — Y a Y — Y tvofi preponu a odvésnu pravoihlého troj-
thelniku (pfilehlou k ahlu (), je hodnota koeficientu ry, x nutné nezaporna a lze
ji z tohoto trojuhelniku vyjadrit také ve formé

TYX:M.
oY =Y

Hodnota r%}X se op&t nazyva koeficient determinace, znadi se téz R% a ma podobny
vyznam jako v predchozim piikladu. Nékdy byva jeji definice uvedena ve formé

Y =Y

R2 = ]_—SiHQB =1 —_2
Y — Y]
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Vybérovy koeficient mnohonasobné korelace a rozdéleni F

Vyraz (1.46) muzeme upravit na

|Y - Y|
B 2 _ (n—k—=1)cot’8  (n—k—1)cos’f
Y — Y| k k(1 —cos?B)
n—k—1
vime tedy, 7ze za piedpokladu platnosti hypotézy 51 = --- 8, = 0 plati

(n—k— 1)7’%,)(
k (1 - TXZ/,X)

Opét lze ukazat (viz [1]), ze predstavuji-li fadky matice X v modelu (1.45) reali-
zace prvnich k slozek ndhodného vybéru

~ Frn—k-1- (1.97)

(Xlla s 7X1k7 le) )
(X217 s 7X2k7 }/2) )
(ana s 7Xnk7 Yn)
z mnohorozmérného normalniho rozdéleni, 1ze vztah (1.97) pouzit i k testovani

hypotézy py x = 0, kde py x je (popula¢ni) mnohorozmérny korela¢ni koeficient.

1.10.3 Vybérovy parcialni korela¢ni koeficient

Necht pro ndhodny vektor Y, jehoz realizace jsou prvky vektorového prostoru
V.., plati model

Yzﬁoe+51m1+---+ﬁkmk+ww+Z, (198)
kde nahodny vektor Z se ¥idi rozdélenim N (0; ol,), n > k + 2 a vektory
e, ry,..., T, w jsou linedrné nezavislé. Oznacme

L = [e,xy,...,xp, w],
M = le,ziy,...,x.

Necht’:\fa w jsou pravouhlé pruméty vektori Y a w do podprostoru M. Vektory
Y — Y a w — w tak predstavuji ty ¢asti vektora Y, w, které se nepovedlo
vysvétlit pomoci vektort xq,...,z,. Vybérovy korelacni koeficient vypocteny
z téchto rezidui se nazyva vybérovy parcidlni korelacni koeficient ryw.x; je to
tedy hodnota, kterou ziskime dosazenim téchto vektoru do vzorce (1.93):

(Y -Y)= (Y -Y)|o|(w-@)-(w-)|

rywx =

Y

g)

(¥ -7)- (v -7)|- |(w- @)~ (w—w)

kde v8echny soutadnice vektoru (Y — /17), resp. (w — w), jsou rovny prumérné
hodnoté soufadnic vektoru Y — Y, resp. vektoru w — w. Protoze v8ak oba
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posledné jmenované vektory jsou kolmé na podprostor M, a tudiz i na vektor e,
je tato prumérna hodnota v obou pripadech rovna nule; mizeme tedy definici
okamzité zjednodusit na tvar

(Y -Y)o(w— )

TY,w.X = = —. (1.99)
1Y = Y- flw—w|

Vybérovy parciilni korela¢ni koeficient a rozdéleni F

Vztah (1.99) piedstavuje kosinus tthlu 3, ktery sviraji vektory ¥ — Yaw— .
Tento kosinus musi byt az na znaménko stejny jako kosinus ahlu sevieného vekto-
ry Y — Y aY, — Y, kde Y je pravothly prumét vektoru ¥ do podprostoru L;
oba vektory w — w a Yy — Y jsou totiz prvky podprostoru L — M, ktery je
jednorozmérny, takze jsou rovnobézné. Protoze vektory ¥ — Y a Y, — Y tvoii
preponu a odvésnu pravoihlého trojuhelniku (viz obr. 1.25), dostavame vztahy

—

Y

)

Obrazek 1.25: Vybérovy parcialni korela¢ni koeficient ry . x piedstavuje kosinus thlu sevie-
ného vektory Y — Yaw-— w, kde vektor /l;, resp w, predstavuje pravothly primét vektoru
Y, resp. w, do podprostoru M generovaného vektory e, x1,..., ;. Ozna¢me symbolem Y,
prumét vektoru Y do podprostoru L = [e, x1,. .., xk, w]; oba vektory w — w a Y7, — Y lezi
v jednorozmérném podprostoru L — M, takZe jsou rovnobézné. Hodnota koeficientu je tedy
az na znaménko stejnd jako kosinus dhlu sevieného vektory Y — Y a Y, — Y. Tyto vekto-
ry tvofi pfeponu a odvésnu pravouhlého trojuhelniku. (Pro v&tsi nazornost jsou vektory lezici
v podprostoru L vybarveny $edé.)

2 -y Y - Y
Y, WX T = =
1Y — Y| 1Y - Y|
Podle kapitoly 1.6 (misto podprostora M a S zde mame podprostory L a M)
vime, ze lezi-li st¥edni hodnota g ndhodného vektoru Y v podprostoru M (tj.
v modelu (1.98) plati w = 0), mé& nadhodna veli¢ina

1Y - Y /1

P
ey - R dets

cos? B
(n )1 — cos? 3
. r%’,W.X
— (n—k—2)—2WX_ (1.100)
1- Tyw.x
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rozdéleni Fy ,_;_o.

Vybérovy parciilni korela¢ni koeficient a rozdéleni t

Protoze dimenze podprostoru L urc¢eného modelem (1.98) je k+ 2, je nestrannym
odhadem rozptylu ndhodné veli¢ina

Y - Y|
g
n—k—2

Jelikoz je w — w € L, vyplyva ze vzorce (1.79), ze ndhodna veli¢ina

(¥ —wo(w-@) _
5w al
(¥ — o (w—@)

= Vvn—k—-2- —
1Y = Y[ - lw — w]

mé rozdéleni t,,_j_o. Chceme-li tento vyraz vyjadiit pomoci koeficientu ryw x,
povsimnéme si nejprve, ze v piipadé platnosti hypotézy p € M plati

(Y —p)o(w—@)=(Y -~ Y)o(w— ),

nebot tehdy vektor Y - w lezi v podprostoru M, na ktery je vektor w — w kolmy,
z ¢ehoz plyne rovnost

0 = (Y—p)o(w—w)=
= (Y —p)— (YY) o(w—b).

Zlomek ve vyrazu (1.101) diky tomu muzeme upravit na tvar

(Y —p)o(w—1m) (Y - Y)o(w—w) _
Y-V |w—w| BY Y =y
1Y - Y|
_ Tyw.x _
sin 3
_ Ty,w.x
1_r%/,WX

Dosli jsme tedy ke zjisténi, ze je-li v modelu (1.98) parametr w roven nule, tj.
vektor Y na hodnotach w; nezavisi, ma nadhodna veli¢ina

n—=~k—2
TYWXA| T
1 - T}Q’,W.X

rozdéleni t,,_x_o; tento vztah se dal ovSem tusit jiz z rozdéleni veli¢iny (1.100).

Opét plati, ze za jistych okolnosti lze tento vysledek pouzit k testovani hypo-
tézy pyw.x =0, kde py.w.x je (popula¢ni) parcialni korelaéni koeficient (podrob-
nosti viz [1]).
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1.10.4 Koeficient korelace v modelu bez absolutniho ¢lenu

Modelem bez absolutniho c¢lenu se mini model, ve kterém matice X neobsahuje
vektor e = (1,...,1)T; necht tedy pro nahodny vektor Y plati model

Y =bizi+- -+ bz + Z,

kde ndhodny vektor Z ma rozdéleni N (0, o2l,,) a vektory zq, . ..,z jsou linearné
nezavislé a rizné od vektoru e. Pfedpokladejme navic, Ze vektor e neni ani line-
arni kombinaci vektori x4, ..., T, tj. nelezi v podprostoru M, ktery tyto vektory
generuji. Tim padem neplati ani Y € M a 7adn4 z vySe uvedenych definic, ktera,
s vektorem Y po¢ita, nemé k predpokladanému modelu zadny relevantni vztah.
Proto se v tomto pfipadé nékdy zavadi koeficient determinace vzorcem

[\

1Y

R =
Iy

(viz [35]). Protoze vektory Y a Y tvoii odvésnu a pieponu pravoihlého troji-
helniku (viz obr. 1.26), predstavuje hodnota R? ¢tverec kosinu thlu 3 sevieného

M = [z1,..., Tk

Obrazek 1.26: V piipadé, Zze vektor e nelezi v podprostoru M uréeném modelem (tj. model
neobsahuje absolutni ¢len), zavadi se nékdy koeficient korelace ve formé R? = || Y ||2/|| Y |2, coz
predstavuje druhou mocninu kosinu uhlu g, ktery sviraji vektory ¥ a Y.

témito vektory a lze ji vyjadrit také ve tvaru

Y -YP

R*=1 ,
| Y|

ktery odpovida vzorci
cos’ B =1 —sin? B.

Nejedna se vSak o druhou mocninu zadného z vySe uvedenych vybérovych ko-
relac¢nich koeficientu. Interpretace této veli¢iny je podobna jako v predchozich
prikladech — predstavuje pomér variability vysvétlené modelem ku celkové va-
riabilité. Variabilitou je vSak minén soucet ¢tverci odchylek od ptredpokladané
nulové stiedni hodnoty, nikoli od praméru.

I v tomto pripadé lze snadno odvodit pravidlo pro rozdéleni vhodné zvolené
funkce této veli¢iny: vime, ze plati-li nulova hypotéza p = 0, piedstavuji vektory
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Y a Y — Y rozklad nahodného vektoru Y s rozdélenim N (0; ¢?1) do dvou
navzajem kolmych podprostoru M a V,,— M o dimenzich k a n—k, takze ndhodné
veli¢ina
1712/ k
Y =Y/ 0=k

COthB . nT_k =

cos’B  n—k

1—00525' k
_ (n—k)R?
- k(1-R?)

ma rozdéleni Fy, ,_,. Moznost pouziti této veli¢iny nastava tedy tam, kde piichazi
v uvahu hypotéza EY = 0.

1.11 Vazba regresnich koeficientii v modelu s ne-
uplnou hodnosti

V piipadé modelu s netplnou hodnosti jsou sloupce matice X v modelu (1.10) line-
arné zavislé, netvori bazi podprostoru M a parametry [3; coby soufadnice vektoru
p vidi této skupiné vektora nejsou jednoznacné urceny. Totéz plati samoziejmé
i pro slozky b; vektoru b, které predstavuji souradnice vektoru Y (ktery vsak
jednozna¢né urcen je). Soustava (1.16) mé tim paddem nekone¢né mnoho Feseni
b; to nemusi byt problém, pokud se zajimame jen o pravouhly prumét vekto-
ru Y do podprostoru M, nebot viechna tato feseni vedou k jedinému vektoru
Xb = Y. Pokud jsou ale predmétem naSeho zajmu parametry [3;, je tieba tu-
to nesnaz piekonat. Obvykly postup je doplnit model (1.10) o linearni omezeni
vazajici koeficienty (; takovym zptisobem, Ze jsou urceny jednozna¢né. Obecnéj-
$i poznamky k tomuto tématu nalezne ¢tendd v kapitole 2.9. Na tomto misté
rozebereme pouze dva dilezité priklady.

Priklady
1.11.1 Jednoduché t¥idéni (pokracovani ze str. 84)

Zapisme vztah (1.40) ve tvaru
Vi~ N(p + a;,0?). (1.101)

To znamend, ze stfedni hodnoty jednotlivych soutfadnic si predstavujeme jako
soucet dvou parametri — zakladni arovné p, spoleéné vsem soutradnicim, a hod-
noty «y, reprezentujici vliv i-té hladiny faktoru (tj. i-tého léku). Model (1.41)
tedy nahrazujeme modelem

I
Y =pe+» mai+ 2, (1.102)

=1
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kde vektor Z = (Zy,...,Z;)T ma rozdéleni N(0, o%l7). Je ziejmé, Ze z geometric-
kého hlediska se jedné o ekvivalentni modely, nebot vektory e, a1, ..., a; generuji
tentyz podprostor M jako vektory aq, ..., a;. Sloupce matice nového modelu jsou
vSak linedrné zavislé, takze hodnoty u, aq, ..., a; nejsou stfedni hodnotou p jed-
noznac¢né urceny.

Pridame-li ovSem podminku

1
E n;o; = O,
=1

zjistime, Ze plati

I I
eOZaiai = Zai(eoai):
i=1 i=1
I
i=1

= 0.

To znamena, Ze vyraz

1
p=pe+ > aa (1.103)
i=1

predstavuje rozklad stfedni hodnoty p do dvou navzajem kolmych podprostori
E = [e] a M — E. ProtoZe prvni z nich je jednorozmérny, tvoii vektor e jeho bazi
a hodnota p — jakozto soutadnice pravouhlého prumétu vektoru g do podprostoru
E vzhledem k této bazi — je jednozna¢né urfena. Ze srovnéani (1.40) a (1.101) dale

plyne
S A
kde hodnoty pu; jsou — jakozto souradnice vektoru p vici bazi aq, ..., a; podpro-
storu M — rovnéz jednoznac¢né urceny; jsou tedy jednoznacné urceny i hodnoty «;
a je ziejmé, Ze se jedné o line4drni funkce vektoru p.
Nejlepsim nestrannym linearnim odhadem hodnot «; jsou tedy nahodné veli-
¢iny

odhadem hodnot y; jsou totiz veliciny Y;. (jakozto soufadnice vektoru Y vzhle-
dem k bazi ay,...,ar) a odhadem hodnoty pu je veli¢ina Y (jakozto soutadnice
pravotihlého primétu vektoru Y do podprostoru E vzhledem k béazi e20).

20Pfipomenime, Ze plati-li e € M, je vektor ¥ = (Y,...,Y)T pravoihlym primétem jak
vektoru Y, tak vektoru Y do podprostoru E. To plyne z toho, Ze plati
Y-Y 1 E,
Y-Y | M>OE,

a tim padem i

e~ o~

(Y-Y)-(Y-Y)=Y-Y L E.
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Odhady regresnich koeficientd a rozdéleni t

Abychom mohli pouzit vztah (1.79), uvédomme si, ze plati

I
€ e e
( M)on On (,ue—i—Zoza)on

i=1

2

oy e
n

= Y_/'L7

a vzhledem k rovnosti (1.92) tedy také

(Y_U)O(Z_:_§> = (Vk.—,uk)—(?—lu):
= (7)) =

Protoze odhad rozptylu S? jsme ziskali z pravotthlého primétu vektoru Y do
podprostoru M+ dimenze n — I, dostavime dosazenim za vektor b do vztahu
(1.79) tvrzeni

= ~ t I
e n bl
HE i
n
resp.
a e
(¥ —pyo (2 5)
T n ap — O nng
a e - S n—ng tn15
Zk_Zll g k
N n

¢ehoz lze vyuzit k testovani hypotéz a urcovani intervali spolehlivosti.

1.11.2 Dvojné ti¥idéni (pokracovani ze str. 65)

Sloupce matice modelu popsaného v podkapitole 1.8.5, které generuji podprostory
E, A, B a C, oznacme symboly e, a;, b; a ¢;;. Pro stfedni hodnotu ndhodného
vektoru Y tedy plati

1 J
p=pe+Y oai+ > Bb; (1.104)
i=1 j=1

v piipadé bez interakei, resp.

1 J I J
M:M€+Z@iai+2ﬁjbj—f—ZZ)\ijCij, (1105)
=1 j=1

i=1 j=1
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jsou-li interakce zahrnuty. ProtoZe se v obou piipadech jednd o model s netplnou
hodnosti, byva doplnén soustavou podminek

1 J
Zai = 07 ZBZ = 07
=1 Jj=1

v piipadé modelu s interakcemi jesté navic

I J
SA=00G=1....0), Y Ay=0(=1...1).
=1 j=1

Podobné jako v predchozim piikladu lze snadno ukézat, ze v dusledku téchto
podminek jsou vektory

I J I J
E a,;a;, E Bj bj a E E >\ij Cij
i=1 7=1

i=1 j=1

kolmé na podprostor E, vektory

I I J
E o;a; a E E >\ij Cij
i=1

i=1 j=1

kolmé na podprostor B a vektory

J 1 J
Zﬂjbj a ZZ)\UCM
j=1

i=1 j=1

kolmé na podprostor A. S¢itance na pravé strané vyrazu (1.104), resp. (1.105),
tedy predstavuji rozklad vektoru p do navzéjem kolmych podprostora £, A — FE,
B—E,vresp. E, A— FE, B— E, N — (A+ B), jejichz sou¢tem je podprostor M,
resp. podprostor N.

Z toho v prvni fadé plyne, Ze vektor pe predstavuje pravouhly primét vektoru
p do podprostoru £ a hodnota p — jakozto soutfadnice tohoto prumétu vzhledem
k bézi {e} tohoto podprostoru — je vektorem p jednoznaéné urcena. Jejim nejlep-
$im nestrannym linedrnim odhadem je odpovidajici soufadnice pravothlého pri-
métu vektoru Y do podprostoru E. Timto pramétem je vektor Y = (?, e ,V)T;
pro odhad parametru pu tedy pouZijeme nahodnou veli¢inu Y.

Déle je vektor

I
ne + E o, Q;
i=1

pravothlym prumétem vektoru g do podprostoru A. Hodnoty u + «; predstavu-
ji soutadnice tohoto primétu vzhledem k bazi {ay,..., ar} tohoto podprostoru,
jsou tedy jednoznacné urCeny. Tim padem jsou jednoznacné urceny i hodnoty «;.
Pravothlym prumétem vektoru Y do podprostoru A je vektor Yy; jeho souiadni-
ce Y. vzhledem k bazi {a,, ..., a;} jsou tedy nejlepsimi nestrannymi linearnimi
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odhady hodnot i + «;. Z toho plyne, Ze nejlep§imi nestrannymi linedrnimi od-
hady parametri a; jsou ndhodné veli¢iny Y. — Y. Po analogické uvaze dojdeme
k odhadim 7.3-. — Y pro parametry Bj.

Konecné v ptipadé modelu s interakcemi predstavuji hodnoty p;r = p+a; +
Bj+Aij jednozna¢né urcené souradnice vektoru p vzhledem k bazi podprostoru M,
tvofené vektory e;;, z ¢ehoZ vzhledem k jednoznacnosti hodnot u, oy, §; plyne
jednoznac¢nost hodnot \;;. Jelikoz odhadem hodnot pi;;; jsou ndhodné veli¢iny

Y. (tj. soufadnice vektoru Y k téze bazi) a plati
Aij = fige — B — i — 3,
pouzijeme pro odhad parametrii \;; ndhodné veliCiny
ViV (Vo-V) (V- V) = ¥y - Ve -V, +V.

Dopliime, ze vSechny vySe uvedené priaméry lze snadno vyjadiit pomoci ska-
larniho soucinu s vhodné zvolenym vektorem z matice aktualniho modelu:

Yoe v _ Yoa v _Yobj —“_Yoc,»j

Y= = b= =
n ' JK J IK ’ J K

coz lze — podobné jako v predchéazejicim prikladu — vyuzit k odvozeni funkci
jednotlivych parametri, které se ¥idi rozdélenim t.

1.12 Aplikace Scheffého véty

Necht podprostor M urceny linedrnim modelem (1.10) je dimenze m a A C M
je néjaky jeho podprostor dimenze a < m. Ozna¢me symbolem Z4 pravoihly
priamét ndhodného vektoru Z = Y — p do podprostoru A a symbolem Y (jako
obvykle) pramét vektoru Y do podprostoru M. Jak vime, vektor ¥ Y je v tom
piipadé primétem vektoru Z do podprostoru M+, jehoz dimenze je n — m.

Podprostory A, M~ jsou navzajem kolmé, mizeme tedy uplatnit vzorec (1.26)
a usoudit, ze plati

a,n—m-

Y = Y[/ (n—m)

V kapitole 1.5 jsme odvodili, Ze jmenovatel tohoto vyrazu je nestrannym odhadem

rozptylu o2 a zavedli jsme pro n&j oznaceni S2. Plati tedy, Ze pravdépodobnost
splnéni nerovnosti
1Z4]*/ a
52 S Fa,nfm<04)

ekvivalentn{ s nerovnost{

1Zall < Sy/a- Fopn-m(a) (1.106)

je 1l —a.
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Obrazek 1.27: Je-li vektor a prvkem podprostoru A a Z4, resp. Z,, jsou pravoihlymi prumeéty
vektoru Z do podprostoru A, resp. [a], je vektor Z4 — Z, kolmy na podprostor [a]; je totiz
rozdilem vektori Z — Z, a Z — Z4, které jsou oba 7z definice kolmé na podprostor [a]. To
znamend, ze vektor Z, je pravothlym prumétem vektoru Z, do podprostoru [a]. Proto musi
platit || Za | < |1 Za|.

Necht nyni a je libovolny vektor lezici v podprostoru A. Pravouhly priumét
vektoru Z do jednorozmérného podprostoru [a] oznatme Z,. Tento vektor je
zaroven pravoihlym pramétem vektoru Z4 do podprostoru [a] (viz obr. 1.27); to
znamenad, ze musi platit

1Za] < || Zall.

Zaroven lze vsak v pripadé jakékoli realizace ndhodného vektoru Z najit vektor
a € A takovy, 7e || Z,|| = || Za|| — stadi jej zvolit tak, aby byl rovnobézny s danou
realizaci vektoru Z,. Je tedy

| Z4l| = max {||Z,|| : @ € A}, (1.107)

takze nerovnost (1.106) je ekvivalentni s nerovnosti

Va € A: || Za]| < Sv/a- Fypm(c). (1.108)

Vektor Z, lze snadno vyjadiit uzitim vzorce (2.32):

7 _ ao(Y —p)
lal]? ’
jeho délka je tedy
jao(Y —p)
1Zal = ————
all

po dosazeni a jednoduché upravé tak dochazime k formulaci

P[VaeA: lao(Y —p)| < ||a||S\/a~Fa,n_m(a)} =1—-aq,

resp. jeji obmeéneé

P[EIaEA: lao (Y — )| > HaHS\/a-Fa,nm(a)} = . (1.109)

Toto tvrzeni predstavuje specidlni p¥ipad Scheffého véty.2! V nasledujicich pii-
kladech si uvedeme dvé jeji dilezité aplikace.

21Obecnéjsi verze pro pifpad Y ~ N (w; V), kde V je pozitivné semidefinitni matice, je
uvedena v publikaci [3].
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Piiklady
1.12.1 Jednoduché t¥idéni (pokracovani ze str. 93)
Nejprve si pfipomeneme princip standardniho F-testu hypotézy

Ho: py == py,

ktery jsme odvodili v piikladu 1.6.6. Ozna¢me pro stru¢nost symbolem A pod-
prostor M — E; jeho dimenze je I — 1. Plati tedy

12" / (I —-1) 1Z4]1°/ (I — 1)
—_ — 2 ~ FI—I,TL—I)
Y =Y12/ (o= 1) S

tj.

1Za]”

Pla-ne

< Fl—l,n—l(a)] =1-a

Polozime-li r = S\/(I — 1)Fj_1n—1(c), dostavame
p [||ZA|| < r] ~1-a. (1.110)
Hypotézu H, lze ekvivalentné vyjadfit ve tvaru
Ho: p e E,
t].
Ho: p L A

v piipadé jeji platnosti se tedy stfedni hodnota p pfi projekci vektoru Z =Y —p
do podprostoru A eliminuje a plati Z4 = Ya. Z tvrzeni (1.110) tak dostavame,
ze za piedpokladu platnosti hypotézy Hy nastane nerovnost

[ YAl <7

s pravdépodobnosti 1 —«; pokud tedy délka vektoru Y, prekroc¢i uvedenou mez r,
hypotézu H, zamitneme na hladiné a.

Test hypotézy i, = p;

Pokud pfi pouziti vys$e popsaného testu zamitneme hypotézu Hy, vzniké pfirozené
otazka, jak rozhodnout, pro které dvojice i, j (1 <1 # j < I) nenf rovnost p; = f;
splnéna. Na ni nam vsak tato metoda nedava zadnou odpovéd.

Zkusme tedy zvolit jiny postup a testujme kazdou z téchto rovnosti jako samo-
statnou hypotézu H;;. Kazda z téchto hypotéz predstavuje redukci podprostoru
M generovaného vektory ai, ..., ar na podprostor S;;, ktery je generovan stej-
nou skupinou vektord, az na to, Ze vektory a;, a; jsou v ni nahrazeny jedinym
vektorem a; + a;. Dimenze podprostoru S;; je o jednotku niZsi nez dimenze

99



podprostoru M, podprostor M — S;; je tedy jednorozmérny. Je generovan napi.
vektorem

nebot tento vektor ziejmé lezi v podprostoru M a pritom — jak lze snadno ovérit
— je kolmy na vSechny generatory podprostoru S;;. Nahodné veli¢ina

1Za,lP/1 1 Za, P
Y=Y/ -

mé tim padem rozdéleni F, ,,_, takZe plati

< S\/Fljn_](oz)] =1-a. (1.111)

Hypotézu H;;: p € S5 1ze ekvivalentné vyjadrit ve formé

? 112,

Hij: p L oagy,

takze v piipadeé jeji platnosti se stfedni hodnota p pfti projekci vektoru Z = Y —p
do podprostoru [a;] eliminuje a plati Z,,, = Y,,;, kde Y, je pravothly primét
vektoru Y do podprostoru [a;;|. Ze vztahu (1.111) tak dostavame, ze v piipadé
platnosti hypotézy H,; nastane nerovnost

| Ya,,|| < S\/Frn-1(a)

s pravdépodobnosti 1 — «; nebude-li tedy tato nerovnost v ptipadé konkrétni
realizace splnéna, hypotézu H;; zamitneme na hladiné vyznamnosti .

Problém vSak je v tom, Ze pokud zamitneme alespon jednu z hypotéz H;j,
musime samoziejmé zamitnout i hypotézu Hy; a jelikoz v piipadé jednotlivych
testi je pravdépodobnost nespravného zamitnuti platné hypotézy «, je pfi prove-
deni vice testl a platnosti hypotézy Hy pravdépodobnost nespravného zamitnuti
alespofi jedné z hypotéz H;; (a tedy i hypotézy Hy) vy$si nez . To znamen4, ze
co se tyce testu hypotézy Hy, nemame pii pouziti tohoto postupu pod kontro-
lou pravdépodobnost chyby prvniho druhu. To, co potfebujeme k piekonéni této
obtiZe, je otestovat vSechny hypotézy H;; ,najednou‘.

Scheffého metoda mnohonasobnych porovnavani

Vsimnéme si tedy déle, Ze vSechny vektory a;; jsou kolmé na vektor e, lezi tudiz
v podprostoru M —E = A. Ze vztahu (1.110) a (1.107) plyne, Ze pravdépodobnost
jevu

Va € A: ||Z,]| <, (1.112)

je 1 — a. My se vS8ak nezajimame o vSechny vektory @ € M — E, nybrz jen
o nékteré z nich — totiz o vektory a;;; jelikoZz jev

Vi, j: HZaij <r
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je nutnym disledkem jevu (1.112), pravdépodobnost jeho uskute¢néni je alespori
1 —a. V piipadé platnosti hypotézy Hy (a tedy i viech hypotéz Hy;) plati Z,,, =
Y,,;, takze nastane-li v piipadé konkrétni realizace jev

Ji,j: || Ya,| >,

opraviuje nas to k zamitnuti hypotézy H, na hladiné vyznamnosti nejvyse «a,
a zaroven pro tuto dvojici zamitneme hypotézu H;;: pu; = p;.
Zbyvaji estetické tpravy: plati

_ Yeayl _p gy [
ail Y iy

takze H, a souCasné H;; zamitneme v piipadé splnéni nerovnosti
‘Yz — Y]} > r Q,
nin;

YV, -Y;| > 5\/(ni+nj)(f— D) Fr1n-m(a)

nmj

¥,

tj.

Porovnani s tradié¢ni analyzou rozptylu

V ptipadé tradi¢niho F-testu ovéiujeme hypotézu Hy porovnanim hodnoty r s dél-
kou vektoru

Y, = Yy, -Y, = Y V.

Tento postup si tedy mizeme piedstavit tak, ze v (I — 1)-rozmérném podpro-
storu M — FE = A vytvoiime kouli K se stfedem v pocétku soustavy souradnic
a polomérem ; lezi-li v piipadé konkrétni realizace vektor Y — Y vné této koule,
zamitneme hypotézu Hj na hladiné vyznamnosti a.

Vzhledem k rovnosti (1.107) bychom stejného vysledku dosahli, pokud bychom
s hodnotou r pométrovali vSechny vektory Y,, kde a € A. V piipadé Scheffého
metody mnohonasobného porovnavéani tak vSak ¢inime pouze s vektory Y,,.. Tyto

—

vektory miizeme ziskat jako pravotihlé priméty vektoru Y4 = Y — Y do pod-
prostori [a;;]; pokud néktery z téchto praméti zasahuje vné koule K, zamitneme
hypotézu Hy na hladiné vyznamnosti nejvyse a, a zaroven vime, pro jakou dvojici
i, 7 bychom méli zamitnout hypotézu H;;.

K této situaci dojde ziejmé tehdy, kdyz vektor Y-Y zasahuje vné (I — 1)-
rozmérného télesa T’ C M —FE, jehoz hranice tvoii ¢asti linearnich mnozin kolmych
na piimky [a;;] a lezicich ve vzdalenosti r od poc¢atku. Protoze vektori a;; je

celkem
I _I([—l)
2/ 2

a kazdy urcuje dvé stény télesa T', je timto télesem I(I — 1)-stén opsany kouli K.
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Tim padem muze nastat takova situace, ze plati
Y-Y¢K, Y-YeT;

pii pouziti klasické analyzy rozptylu pak hypotézu H, zamitneme, zatimco pfi
pouziti mnohonasobného porovnavani nikoli (opacny piipad ovSem moZny neni).
To je pravé projevem toho, Ze hladina testu provadéného Scheffého metodou je
nizsi.

Ptesné hladina vyznamnosti Scheffého metody je zfejmé pravdépodobnost, ze
— za predpokladu platnosti hypotézy Hy — nastane jev

Y-Y ¢T.

Ilustrace pro ptripad [ =3

Tyto tvahy lze snadno znazornit v ptipadé, kdy plati I = 3; tehdy si mtuzeme
podprostor M piedstavit jako trojrozmérny prostor, ve kterém souiadnicové osy
predstavuji sméry vektori ai, as a az. Vektor e = a; + as + a3 lezi v prvnim
oktantu; ve specidlnim piipadé vyvazeného tiidéni spolu sviraji dvojice vektort
a; a e uhly stejné velikosti. Podprostor M — E se redukuje na rovinu kolmou na
tento vektor (pfedstavujme si ji jako prochazejici poc¢atkem) a koule K na kruh
lezici v této roviné.

Co se tyce vektort a;j, kazdy z nich lezi v roviné |a;, a;| a zaroveii v roviné
M — E, lezi tedy na prusecnicich roviny M — F se tfemi rovinami urcéenymi
soufadnicovymi osami. Pokud v roviné M — E sestrojime piimky, které jsou na
tyto prisecnice kolmé a lezi ve vzdalenosti » od pocatku souiadnic, ohranic¢uji
tyto piimky Sestithelnik 7" opsany kruhu K (viz obr. 1.28).

Ve specidlnim piipadé vyvazeného tiidéni maji vSechny vektory a;; stejnou
délku a sviraji navzajem vzdy stejny uhel, tj. 27/3; Sestithelnik T je pak pravi-
delny.

1.12.2 Pas spolehlivosti pro regresni primku

Necht pro ndhodny vektor Y plati model (1.19). V piikladu 1.9.4 jsme pro pevné
zvolené x € R nalezli vektor z(x) (zna¢me jej takto misto puvodniho symbolu z,
abychom zduraznili jeho zavislost na hodnoté z), pro ktery plati

ll,oZ(l’) = 50+61$7 Yoz = bo—f—blﬂf.

Tento vektor je urcen vzorcem

€ - 4
SR P
kde T je prumérna hodnota soufadnic vektoru z a vektor q je pravouhly pri-
mét vektoru x do podprostoru M — E, je tedy kolmy na vektor e. Oznac¢me
symbolem P linearni mnoZzinu, kterou vytvoii v8echny mozné vektory z(z), kdyz
nechame proménnou x probihat celou mnozinu R. Je zfejmé, 7e P je podmnozinou
podprostoru M. Z toho plyne, Ze pravdépodobnost jevu

Va € P: ||Za,H S S 2F27n_2<0é) (1113)
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[a12]

e
Y-Y
[0,31] [0131}
K T
[a23] [a2s]
(d)

Obrazek 1.28: Je-li v piipadé jednoduchého t¥idéni I = 3, pfedstavuje podprostor M — FE
rovinu. (a) Pri klasickém F-testu hypotézy Ho: p1 = pe = ps hypotézu zamitneme na hla-
diné , pokud vektor ¥ — Y zasahuje vné kruhu K o poloméru r = S4/2Fs ,,_3(a). (b) Pii
pouziti Scheffého metody mnohonésobného porovnani promitneme nejdiive vektor Y -7 na
pfimky [a;;], kde a;; = a;/n; — aj/n; € M — E. (c) Hypotézu Hy pak zamitneme tehdy,
kdyz néktery z téchto pruméti zasahuje vné kruhu K; soucasné ziskavame informaci o tom,
pro které dvojice i, j zfejmé plati p; # u; (podle naseho obrazku bychom tedy dosli k zévéru,
7e pus # ps). (d) Hladina tohoto testu je tedy rovna pravdépodobnosti, Ze (za piedpokladu
platnosti hypotézy Hy) bude vektor Y — Y lezet vné Sestithelniku T opsaného kruhu K, jehoz

strany jsou kolmé na piimky [a;;]. Lezi-li koncovy bod vektoru ¥ — Y vné K, ale uvnité T
(8edé vybarvena zona), zamitneme Hy p¥i pouziti prvni metody, av8ak nikoli pfi pouziti druhé.

je alespon 1 — a; tento jev je totiz nutnym dusledkem jevu

Va € M : || Za|| < S1/2Fss(a), (1.114)

ktery podle vztahu (1.108) nastane s pravdépodobnosti pravé 1 — a.

Ukazeme vSak, ze zaroven jev (1.113) implikuje jev (1.114). Nejdfive si uvédom-
me, ze pravoihla projekce do jednorozmérného podprostoru urcéeného jedinym
vektorem zavisi pouze na sméru tohoto vektoru, nikoli na jeho délce. Prvky mno-
ziny P reprezentuji v8echny sméry podprostoru M = [e, g| s vyjimkou sméru
vektoru g (viz obr. 1.29). Plati-li tedy nerovnost
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Obrazek 1.29: Nechame-li proménnou = probihat mnozinu vSech realnych ¢isel, tvoii vektory
z=e/n+(z—7)q/| q|]” jednorozmérnou linearni mnozinu P. Vektory z reprezentuji viechny
sméry podprostoru M = [e, g] s vyjimkou sméru vektoru q.

| Zall < Sy\/2F2-2() (1.115)

pro vSechny vektory a € P, znamenéa to, Ze plati pro vSechny vektory a € M,
které nejsou rovnobézné s vektorem q. Speciilné se jednd o vektory jednotkové

délky, které lze vyjadrit ve tvaru
q
t s (1.116)
lell gl
kde t,s € R, t # 0, > + s> = 1. Pro tyto vektory miizeme s vyuZzitim vzorce

(2.33) psat

. q q
lim || Z,|| = hm‘ (——i— —>’ = ‘Zo—‘ = [|Z,]
0 el lqll lql !
To znamena, 7e plati
124 < sup {||Zall: a k@, lla| =1} = sup{)|Za]: ok a}

Nerovnost (1.115) tedy plati i pro v8echny vektory rovnobézné s vektorem g,
takZe plati pro vSechny vektory a € M.

Jevy (1.113) a (1.114) jsou tim padem ekvivalentni, a tedy stejné pravdépo-
dobné. Protoze prvky mnoziny P jsou vektory z(z), znamena to, ze plati

P [Vx ER: | Zw)| < S\/QFQ,ng(a)} =1-a.

Zbyva dosadit
2@) o (¥ — )| _ [(otbiz) — (o + Bis)
1Zell = =—Ror— - =T
1, (@-7°

n - 2 2
E Tr; —nT
i=1

po vynasobeni nerovnosti jmenovatelem dochazime k poznatku, ze pravdépodob-
nost jevu

1 _ 2
Ve e R: |(bo+bix) — (Bo+ biz)| < S [2F;, o(a) - + n(x %)
Z r? — nz?
=1
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je 1—a. To ov8em znamena, Ze s pravdépodobnosti 1 — « lezi pfimka y = [y + S1x
v Casti roviny x,y vymezené hranicemi

1 _ ==)2
y = by+hartS |2F, o(a) E—FM ) (1.117)

)

n
E xf —nz?
\ i=1

Tato oblast se nazyva pds spolehlivosti pro regresni primku (viz obr. 1.23).

Alternativni zptsob odvozeni

UkaZme si jesté jiny, méné tradi¢ni zpisob, jakym 1ze dojit k hranicim (1.117). Pri
odvozovani testu hypotézy p = p, jsme vidéli, Ze je-li skute¢na stfedni hodnota
nadhodného vektoru Y rovna p , plati

— B 9 P
L VA T .
= ~ F2n-2

Y -7/ (n-2) 25°

(viz (1.54) na strané 46), tj.
P [H? < 2SZF27n,2(a)] —1-a
To znamen4, Ze s pravdépodobnosti 1 — « lezi stiedni hodnota p v ¢asti roviny

M vymezené kruznici se stfedem v koncovém bodé vektoru Y a polomérem

r = S\/2Fy, o(a) (viz obr. 1.30).*? Oznaéme tuto mnozinu K; kazdy vektor

Obrazek 1.30: Skutetné stiedni hodnota p lezi v p¥ipadé modelu (1.13), resp. (1.56), s pravdé-
podobnosti 1 — a v ¢ésti roviny M ohrani¢ené kruznici se stfedem v koncovém bodé vektoru Y

a polomérem r = S\/2F5 ,,_o(«), kde Sy/n — 2 je délka vektoru ¥ — Y.

této mnoziny odpovida pravé jedné dvojici hodnot Sy, 51 € R, uréené vztahem

B = 503 +61$a

22Jin4 mozné formulace je, Ze ¢ast roviny vymezend touto kruznici obsahuje pravé ty vekto-
Iy Mg, pro néz bychom nezamitli nulovou hypotézu pu = py na hladiné vyznamnosti o.
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a kazda takova dvojice odpovida pravé jedné primce

y = Bo+ fix

v roviné x,y. VSechny tyto pfimky pokryvaji v roviné x,y pravé pas spolehlivosti
pro regresni pfimku, tj. mnozinu, ve které hledand primka odpovidajici skutec¢né
hodnoté pu lezi s pravdépodobnosti 1 — «. Urcit hranice tohoto pasu znamené
najit pro kazdé pevné zvolené z € R minimum a maximum vyrazu

f(p) = Bo+ prx

pies vSechna p = fBpe + 1z takova, ze p € K.

Funkce f je linearni, je tedy zfejmé, Ze hledaného minima a maxima bude
nabyvat ve dvou protilehlych bodech hrani¢ni kruznice. Hodnotu funkce f ve
stfedu této kruznice zname:

f(?) = by + bz,

takZze staci urcit derivaci ve sméru gradientu funkce f a pri¢tenim ¢i odectenim
piirtastku funkéni hodnoty, odpovidajicitho délce poloméru r, zjistime hledané
hodnoty. K tomu ovSem potiebujeme vyjadrit f v soufadnicich vzhledem k néjaké
ortonormalni bazi roviny M.

lell” llqll )]~

Zavedme tedy bazi
kde g je jiz diive zavedeny vektor definovany vztahem (1.55). Pokud ma pak
vektor g = fye + f1z € K vzhledem k této bazi souradnice [t, u], plati

e
u:t——i—ui = ﬁoe—i‘ﬂlw:
el lqll
Boe + fr (Te + q) =
= (Bo+ piT) e+ Pug,
.
t U
— = B+ 5T, — = B,
el lqll

z ¢ehoz dostaneme vyjadieni soutradnic Sy, 51 pomoci soufadnic ¢, u:
t uxT U
fo=r—rm—7 Br=j-
el llqll 4l
Dosadime do predpisu funkce f a dostdvame

t u(r —7)

P = Tel * Tl

Gradient funkce f, tj. vektor g, v jehoz sméru je rust funkce f maximéalni, ma
tedy vzhledem k zavedené ortonormélni bazi soutradnice

(ﬁ ﬁ)T:(L ﬂ)T
ot" ou) ~ \Tell" Tal
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Derivace funkce f ve sméru s € M je

gos
sl

fo =

takze derivace ve sméru gradientu je

o 1 z—7)° 1 r—T)°
f;:uzllgH:\/ A L L
ol o © Tal ISP

=1

Maximalni, resp. miniméalni hodnota funkce f je proto

f(?)ﬂ:f!;’l“ = bo+b11’i5’ 2F2n_2(0é) -+

n
\ g x?—nTQ

dogli jsme ke stejnému vysledku, jako je (1.117).
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2. Teoreticka cast

2.1 Geometrické disledky zavedeni skalarniho sou-
¢inu

Necht je na redlném vektorovém prostoru V,, nad télesem R definovan skaldrni
souc¢in o.! Tim je na ném urena téz norma (délka) vektoru y € V,,:

Iyl =vyey
a thel sevieny dvéma nenulovymi vektory x,y € V,;:
Toy

[ = arccos ——————.
]| - [yl

Plati-li pro dva vektory ¢,y € V, rovnost * o y = 0, fikdme, Ze jsou kolmé
a pisSeme x L y; to ziejmé nastane pravé tehdy, sviraji-li ihel 7/2 nebo je-li
aspon jeden z nich nulovy. Z vlastnosti skalarniho sou¢inu plyne, 7ze je-li vektor
y kolmy ne vektory a, b, je kolmy i na jakoukoli jejich linedrni kombinaci. Pro
skupinu navzajem kolmych vektort xq, ..., z, plati

k k k k
i=1 i=1 i=1 j=i+1
k
= D =il
=1

tj. mnohorozmérna Pythagorova véta.

Necht M je podprostor vektorového prostoru V,, (podobné jako vSechny déle
uvedené podprostory). Jsou-li vSechny vektory néjaké baze tohoto podprostoru
navzajem kolmé, nazyva se tato baze ortogondlni; maji-li navic také jednotkovou
délku, nazyva se ortonormdlni. Je-li dimenze podprostoru M konecné, 1ze v ném
jakoukoli skupinu navzajem kolmych jednotkovych vektori doplnit na ortonor-
malni bazi tohoto podprostoru. To znamena, 7e v jakémkoli podprostoru konec¢né
dimenze (v€etné prostoru V,,, je-li n < 00) lze vytvofit ortonormélni bazi.

Zduraznéme, Ze vSechny vyse uvedené pojmy jsou zavislé na definici skaldrniho
soudinu.

2

2.2 Kolmost podprostori

Nejprve uvedme nékolik elementarnéjsich definic a tvrzeni.

e Rekneme, 7e vektor y je kolmy na podprostor A (y L A), jestlize plati
x | y pro vS8echny vektory € A. K prokdzani kolmosti vektoru y na
podprostor A sta¢i vzhledem k linearité skalarniho soucinu dolozit jeho
kolmost na libovolnou skupinu generatoru A.

Vektorovy prostor V;,, na kterém je definovan skaldrni soucin, se nazyva unitdrni prostor

(viz [4]).
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e Je-li A libovolny podprostor, plati
[ LAN 2z Al = z=0. (2.1)

Z predpokladu totiz plyne & 1 x, tj. £ o x = 0, z ¢ehoz podle definice
skalarniho soucinu vyplyva & = 0.

e Souctem vektorovych podprostori A,B minime mnozinu

A+ B = {a+b; ac A be B}.

e Je-li podprostor B kone¢né dimenze b podmnozinou podprostoru A, tvori
mnozina vSech vektori lezicich v podprostoru A a kolmych na podprostor B
vektorovy podprostor, ktery budeme znacit A— B a nazveme jej (relativnim)
ortogondlnim doplitkem podprostoru B v podprostoru A, tj.

A-B={z: z€ ANz L B}.
Plati BN (A — B) = {0}.

e Plati-li navic dim A = a < oo, miuZeme zvolit ortonorméalni bazi {ey, ..., ey}
podprostoru B a doplnit ji na ortonormalni bazi {ey,..., e,} podprosto-
ru A. Pak lze ukézat, 7e plati

A—B=ep1,.-.,€4,
takze je ziejmé dim(A — B) = a — b a lze odvodit vztahy
A-(A-B) = B, :
B+(A-B) = A (2.3)

e Ne kazdé tvrzeni, které vyhlizi podobné trivialné, je vSak pravdivé: napii-
klad rovnost

(A+B)—B=A
obecné neplati.

e Jsou-li podprostory A, B podmnozinami podprostoru C, plati
C—(A+B)=(C—-A)n(C-B). (2.4)

Lezi-li totiz vektor & v podprostoru C' — (A + B), znamena to, ze je prvkem
podprostoru C' a zaroven je kolmy na podprostor A+ B. Je tedy kolmy i na
podprostory A a B, takze je prvkem jak podprostoru C'— A, tak podprostoru
C —-B.

Je-li naopak vektor & prvkem podprostoru (C'— A) N (C — B), lezi v pod-
prostoru C' a pfitom je kolmy jak na podprostor A, tak na podprostor B.
Je tedy kolmy na vSechny vektory a € A, b € B, takZe je kolmy i na je-

jich linearni kombinace, coz ovéem znamend, Ze plati € L (A + B), a tedy
ze(C—(A+B).

109



e Pokud je dim C' < oo, mizeme ve vztahu (2.4) diky rovnosti (2.2) zaménit
Aza C — A a B za C — B; ziskame tak tvrzeni

C—-[(C-A)+(C-B)|]=AnB,
které lze opét diky vzorci (2.2) piepsat na tvar

C—(ANB)=(C—-A)+(C—B). (2.5)

e Misto V,, — A piSeme prosté A'; z rovnosti (2.2), (2.3), (2.4) a (2.5) tak
dosazenim za ,,menSenec” dostavame vztahy

(AH" = 4 (2.6)
A+ At =V, (2.7)
(A+B)* = AtnBt (2.8)
(AnB)* = A+ B (2.9)

Poznamenejme, 7e pouze vztah (2.4), resp. (2.8), jsme dokazali odvodit bez
predpokladu kone¢né dimenze prostoru C', resp. V,,. Pokud se tedy v dal§im
textu odvolavidme na nékteré ze zbyvajicich vztaht, je tento predpoklad ne-
zbytny. Protoze vSak v nasem pojednéani hraji roli pouze konec¢né vektorové
prostory, nebudeme tuto skutecnost jiz ptripominat; nadale tedy budeme
automaticky predpokladat, ze dimenze prostoru V,, je konecna.

2.2.1 Zakladni definice kolmosti podprostorii

Nejbéznéjsi a nejjednodussi definice kolmosti dvou podprostori, ze které budeme
vychéazet, je tato: podprostory A, B nazyvame kolmé a piSeme A 1 B, jsou-
li vS8echny vektory z jednoho podprostoru kolmé na vSechny vektory z druhého
podprostoru, tj.

ALlB <= VacA beB: alb. (2.10)

Skutec¢nost, ze podprostory Ay, ..., A jsou navzajem po dvojicich kolmé, budeme
znacit zapisem

{Ai,.... A} € PL.

Pokud pro navzajem kolmé podprostory Ly, ..., Ly plati rovnost A = Ly +--- +
Ly, fikdme, Ze tvori ortogondlni rozklad podprostoru A. Tuto skute¢nost budeme
vyjadrovat zapisem

A=L& - & Ly,

resp.
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Néasleduje vybér jednoduchych uzitecnych tvrzeni, které se tykaji relace kol-
mosti:

AlB = AnB=/{0},

AlB <« BCA-

ALB <= (A+B)-B=A4, (2.11)
[ALBANCCA = CL1B,
[ALBANALC] < AL(B+O).

Jsou-li podprostory A, B kolmé, je rozklad libovolného vektoru £ € A+ B na
¢ast a € A a Cast b € B jednozna¢né urcen. Je-li totiz

m:a1+b1:a2+b2,
musi platit
(a1 + bl) — (G,Q + bg) = (a1 — az) + (bl — bg) = 0.
Prvni séitanec lezi v podprostoru A, musi v ném tedy lezet i ten druhy. Ten
je vSak zaroven prvkem podprostoru B. Priinikem podprostori A, B je ovSem
mnozina {0}, takze je
a; — Qs = bl—bg = 0.

Vyse uvedeny poznatek lze snadno zobecnit na libovolny pocet podprostori,

tj.

=1

4

Vee A 3z, € Ay,...,x, € A : :E:Xk:a:i.
i=1
Zavérem dokazme jedno specidlni tvrzeni, které vyuzijeme pozdéji: plati im-
plikace
{A,B,C}eP+ = (A+B)Nn(A+C)=A. (2.12)
Inkluze A C (A4 B)N(A+C) je jisté ziejma, potiebujeme tedy dokéazat, ze je-li
splnén predpoklad, plati
(A+B)Nn(A+C) C A. (2.13)
Necht tedy vektor z lezi v podprostoru (A + B) N (A + C). Pak jej lze psat ve
dvou tvarech
T = a;+b=
= as+ec,
kde a; € A, b € B, ¢ € C. Z toho plyne
0= (a1 +b)—(az+c¢) = (a1 —az)+(b—c).

Prvni z téchto s¢itancu lezi v podprostoru A, musi v ném tedy lezet i ten druhy.
Ten je vSak na tento podprostor zaroven kolmy, takze musi platit b = ¢ a tudiz
také b = ¢ = 0 (nebot vektor 0 je jediny, ktery maji podprostory B a C spole¢ny).
Je tedy ¢ = a1 = ay € A, takze plati (2.13).

111



2.2.2 Zobecnéni pojmu kolmosti, knizni kolmost

Nedostatkem definice (2.10) je, Ze nezahrnuje kolmost dvou rovin v prostoru V3
tak, jak je b&zné chapana. Z toho diivodu je navrzena v publikaci [21] jeji obecné&jsi
varianta:

Al B < |A*CB VvV BCAH. (2.14)

Tamtéz je ukazéno, ze se jedna o symetrickou definici, a¢ to neni na prvni pohled
patrné. Jind alternativa je navrzena v knize [31]:

AU B A-P1B-P, (2.15)

kde P = AN B (ponechme toto znaceni i nadale). Podprostory A, B se v tom-
to piipadé nazyvaji knizné kolmé.? Skutecnost, ze podprostory Ay,..., A, jsou
navzajem knizné kolmé, budeme vyjadiovat zapisem

{Ay,..., Ay} € P,

Obé definice (2.14) a (2.15) jsou zfejmé zobecnénim definice (2.10), nebot ze
vztahu A | B trivialné plynou vztahy A L B, resp. AL B. Muzeme v8ak ukazat,
ze definice (2.15) je obecnéjsi nez definice (2.14). Necht plati A 1L B; to znamena,
7e je budto B C A, nebo A+ C B. V prvnim pf¥ipadé plati A L B, a tim padem
i AUB. V piipadé druhém je mnozina B — A+ tvofena vSemi prvky podprostoru
B, které jsou kolmé na podprostor A+, tj. lezi v podprostoru A. Plati tedy

B—At=rpP,

z Gehoz podle vztahu (2.2) plyne B— P = At. To znamena, ze podprostory B — P
a A jsou navzdjem kolmé, tim spiSe jsou tedy kolmé i podprostory B— P a A— P.

Ze vztahu A 1l B tedy plyne vztah AUB. Neni tomu vSak naopak, jak ukazuje
nasledujici protipiiklad: necht {e, es, €3, €4} je ortonorméalni baze prostoru V.
Polozme

A = [61, 62} s
B = |[ey,e3,
takze je
At = [637 34];
P = [61],
A — P = [62] s
B — P = [63] .

Je vidét, Ze neni splnéno ani A+ C B, ani B C A, tak7e neplati A Il B. P¥itom
vsak je A— P 1. B — P, takze plati AU B.

2V originale je pouZit termin ,,book orthogonal“; lepsi pieklad nis bohuZel nenapada. Pojem
je zde znacen symbolem 1 g, ktery vSak ma — kromé toho, ze je ,nepékny“ — tu nevyhodu, ze
neni symetricky. Protoze se touto relaci hodlame zabyvat podrobnéji, dovolili jsme si pro ni
zavést vlastni oznaceni, stejné jako v piipadé definice (2.14), kde jsme pro zménu museli pouZzit
znaleni odlisné od definice (2.10).
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2.2.3 Knizni kolmost dvou podprostorti

Uvedme nyni nékteré uziteéné vztahy tykajici se relace LI mezi dvéma podpro-
story A, B.

e Plati
BC A= AUB, (2.16)
nebot je-li BC A, je P=B,atedy B—P={0} L A—P.
e Definici (2.15) lze psat v ekvivalentnim tvaru
AUB < A-P1B. (2.17)

Je-li totiz A— P 1 B, plati tim spisSe A— P 1. B— P, atedy AU B. Co se
tyce opacné implikace, podle (2.3) plati

B=(B-P)+P,

takze je-li podprostor A — P kolmy na podprostor B — P, a je kolmy i na
cely podprostor B (nebot na podprostor P je kolmy z definice).

e Plati-li AU B, tvori podprostory A — P, B — P a P ortogonalni rozklad
podprostoru A + B, tj.

AUB = A+B=(A+P)®(B+P)&P. (2.18)

Z definice ortogonalniho dopliiku totiz plyne A— P L Pa B— P 1 P,
z piredpokladu A LI B vyplyva A — P 1. B — P a navic ziejmé plati

A+B = [P+(A=P)+[P+(B-P) =
= P+(A-P)+P+(B-P)=
— P+(A—P)+(B-P).

e Plati

AUB= AUB". (2.19)

To lze snadno dokézat pomoci vhodné zvolené ortogonalni baze prostoru
V,, takové, ze jeji ¢asti generuji postupné podprostory A — P, B — P, P
a (A+ B)*.

e Opakovanym pouzitim pFedchoziho tvrzeni a tvrzeni (2.6) dostavame vztahy

AUB <= AUB*,
AUB < A‘uUB™h
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2.2.4 Knizni kolmost tii podprostori

e Dokazme implikaci
[(AuC) A (BUC)] = (ANB)UuC. (2.20)

Vyuzijeme alternativni definici (2.17): predpoklad implikace je ekvivalentni
s tvrzenim

AL C-(ANC) N B L C—-(BNnO).
Z néj vyplyvaji vztahy

ANnB L C—-(ANCO),
ANB 1L C—-(BNCQO),

ze kterych plyne, Ze plati i
ANB L [C—(ANnO)]+[C—(BNO).
Podle vztahu (2.4) je v8ak
[C—(ANnC)]+[C—(BNC)] = C—(ANBNOQO).
Ukazali jsme tedy, ze plati
ANB L C—-(AnBNCO),

coz je podle (2.17) ekvivalentni s tvrzenim (AN B) U C.

e Podobné plati implikace
(AuC A BUC) = (A+B)uUC; (2.21)
z predpokladu totiz diky vztahu (2.19) vyplyva
(Atu ©) A (BYU O),

z ¢ehoz dale vzhledem k tvrzeni (2.20) plyne

(Atn BYH) U C.
Opét pouzijeme tvrzeni (2.19) a dostaneme vztah

(AtnBY U ¢,
ze kterého diky rovnostem (2.9) a (2.6) plyne zavér.

e O néco pracnéjsi bude dokazat nasledujici tvrzeni: jsou-li podprostory A, B
a C'navzajem knizné kolmé, existuji navzajem kolmé podprostory Ly, ..., L,
takové, ze kazdy z podprostoru A, B a C' je souc¢tem nékterych z nich.
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Necht tedy plati {A, B,C} € P“. Polozime

Ly = ANnBNC,

L, = ANB— L,

Ly = BNC-— 1Ly,

Ly = ANC— Ly, (2.22)
L5 = A—(L1+L2+L4)7

L6 = B—<L1+L2+L3),

L7 = (C- (Ll —|—L3 —|—L4),

takze plati (viz obr. 2.1)

ANB = Li+ Lo,
BﬂC - L1+L3,
ANC = L+ Ly.

Obrazek 2.1: Schematické znazornéni podprostort Ly, ..., Ly (viz (2.22)).

Podle definice ortogonélniho doplitku je zfejmé splnéno
Ly L Ly, Ls, Ly,
Ls L Ly, Lo, Ly,
Lg L Ly, Lo, Ls,
L; 1 Ly, L3, Ly.
7 toho je mimo jiné patrné, ze podprostor Ls C A je kolmy na podprostor
AN B = L; + Ly. Je tedy podmnoZinou podprostoru A — (A N B), ktery je
podle definice (2.17) diky predpokladu AU B kolmy na podprostor B. Plati
tedy Ls; L B, a tudiz i
Ls 1 L,
Ly 1 Lg
(nebot je L3 C B, Lg C B). Analogicky lze dokazat i kolmosti
Lg L Ly,
Lg Lz,
Ly Lo,
L, Ls.

- -
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Déle z predpokladu A U C, B U C dostavame diky tvrzeni (2.20) vztah
(ANB)UC; z tvrzeni (2.16) pak plyne (AN B)U B. Dalsim uzitim implikace
(2.20) z téchto zavéru dostavame

(ANB)U(BNQC);
to ov8em podle definice (2.15) znamena, ze plati
(ANB)—(ANBNC)L(BNnC)—(ANnBNQO),
.
Ly 1 Ls.
Podobné mizeme dokazat vztahy

L3 1 L47
Ly 1 Ly
Vsechny podprostory Ly, ..., L7 jsou tedy navzajem kolmé. Jak z nich lze

,slozit® puvodni podprostory A, B, C, lze snadno nahlédnout ze zpusobu,
jakym byly zavedeny; dokézali jsme tedy, Ze plati

{A,B,C} € P

4

A = L1+L2+L4+L57
I{Ly,...,L;} € P+ B = Li+ Ly+ L3+ L,
C = Li+Ls+ Ly+ L.

(2.23)

S pomoci vyse uvedeného rozkladu mizeme dokazat dalsi vztah, ktery nam
pozdéji prijde vhod: plati

{A,B,C}eP” = [A—(ANC)] U [B—(BNC)]. (2.24)
Nejdiive dosadme:

A—(ANC) = (Li+ Lo+ Ly+Ls)— (L1 + Ly) =
= Lo+ Ls,

B—-(BNC) = (L1+Ly+ L3+ Lg) — (L1 + L3) =
= Lo+ Lg;

druhé rovnosti plynou z asociativity s¢itani podprostori a ze vztahu (2.11).
Podle tvrzeni (2.12) dale plati

[A—(ANnC))N[B—-(BNC)] = Ls.
Jelikoz podprostory

[A—(ANC)| =Ly = Ls,
[B—(BNC) —Ly = Lg

jsou navzajem kolmé, je tvrzeni (2.24) dokazano.
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2.2.5 Knizni kolmost vice podprostorii

e 7 tvrzeni (2.20) a (2.21) lze snadno odvodit obecné&jsi vztahy: jsou-li vSechny
podprostory A, ..., Ax navzajem knizné kolmé, jsou knizné kolmé i jakékoli
jejich vzajemné pruniky ¢i soucty, tj.

{Aq,..., Ay} € PV

$

Nics A U ﬂjEJAj, (2.25)
VI, JC{l,... k}: Serdi U YA

mieIAi U ZjeJAj'

e O néco naro¢néjsi je dokazat obecnéjsi verzi tvrzeni (2.23): necht vSechny
podprostory Ay, ..., Ax jsou navzajem knizné kolmé. Pak existuji navzajem
kolmé podprostory Ly, ..., L, takové, ze kazdy z podprostorii A; je sou¢tem
nékterych z nich, tj. formélné

{Al,...,Ak} e P~

U’ (2.26)

I{Ly,..., L,y €Pt Vie{l,...,k} 3IM; C{1,...,m}:

Dukaz provedme matematickou indukci. Pro k = 2 je tvrzeni ziejmé, pro
k = 3 jej mame jiz dokdzané. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro néjaké
dané k € N (k > 3) a ukazme, 7e plati i pro k + 1.

Necht je tedy {Ai,..., A1} € PY. Pro j =1,...,k poloZme

P = AjﬂA/H_l,

Q;

k
D = A— ) P
j=1

Aj = B,

Pro v8echna j € {1,...,k} zfejmé plati
D 1P,

Z predpokladu A; U Agyq podle (2.17) dale plyne Q; L Ay, coz oviem
znamenad, ze plati také

Q;, L B

pro vSechna 4,5 € {1,...,k} (nebot D, P; C Ajy1).
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Podle (2.25) jsou vSechny podprostory P; navzajem knizné kolmé a jejich
pocet je k, podle indukéniho predpokladu je lze tedy rozlozit na navzajem
kolmé podprostory Ly, ..., Ly,.

Déle pro v8echna i,j € {1,...,k} plati
Qi = Ai— (AN Ag),
Qi = A — (4N A),
z ¢ehoz podle (2.24) plyne Q; U Q;. Téchto podprostort je rovnéz k, takze

podle indukéntho pfedpokladu i pro né existuji podprostory L, 11, ..., Lom
patii¢cnych vlastnosti; kromé toho jsou zfejmé kolmé na vSechny podprosto-

ry Ly, ..., L. Definujeme-li kone¢né Lo,,,1 = D, je patrné, ze podprostory
Ly, ..., Loyiq jsou vSechny navzajem kolmé a pritom plati
A = P+Qi= ZLj+ZLj7
jeM; JEN;
k
A = D+ ZPJ = Lomy1 + ZLjv
j=1 jeM

kdeie {1,... )k}, M;; M C{1,....m}, N;C{m—+1,...,2m}.

2.3 Pravouhly pramét

Je-li M m-rozmérny podprostor prostoru V,, a y € V,,, nazyvame pravouhlym
primétem vektoru y do podprostoru M takovy vektor y, ktery spliiuje podminky

€ M, (2.27)
1 M. (2.28)

<) )

y_

Tento pojem je tedy zavisly na definici skalarniho soucinu.

2.3.1 Existence a jednoznac¢nost

Pravouhly prumét vektoru y do podprostoru M vzdy existuje a je urcen jedno-
znatné. Existenci mizeme dolozit volbou ortonormalni baze {e, ..., e,} prostoru
V,, takové, ze vektory ey, ..., e, lezi v podprostoru M. Vyjadiime-li pak vektor
y pomoci této baze:

Yy=uye + - +ymem +ym+lem+1 + -+ Yn€n,
je zfejmé, Ze je
Yy=11€1+ -+ Ynem.

Jinym c¢asto pouzivanym zpusobem, jak dokazat existenci pravoihlého pri-
métu, je zvolit ortonorméalni bazi {ey, ..., e} podprostoru M a ukazat, ze plati

y=(yoe)er+ -+ (yoen)en. (2.29)
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Podminku (2.27) totiz tento vektor ziejmé spliiuje a dale pro viechnai =1,...,m
plati

(y—y)oe;, = yoe,—(yoe)ejoe;— --—(yoey,)e,oe =
= yoe, —yoe =
= 0.

Vektor y — ¥ je tedy kolmy na vSechny generatory podprostoru M, tim padem
je kolmy i na cely podprostor M a je splnéna podminka (2.28). Vyhodou tohoto
diitkazu je jednak skutec¢nost, Ze je v ném zahrnut névod, jak — v pfipadeé, Ze
disponujeme ortonorméalni bazi podprostoru M — vektor y nalézt, a jednak to,
ze nevyzaduje predpoklad kone¢nosti dimenze prostoru V,,; staci, ma-li kone¢nou
dimenzi podprostor M.

Dokazme déle jednozna¢nost primétu y: necht vedle vektoru y existuje jesté
jiny vektor y” spliujici podminky (2.27), (2.28). Pro viechny vektory € M pak
plati

zo(y—9y) = zolly—9") - (y—79)]
= zo(y—y)-—zo(y—9y) =
= 0.

Vektor ¥ — ™ je tedy kolmy na vSechny vektory podprostoru M, avsak piitom
v tomto podprostoru lezi, musi proto platit ¥y — y* = 0.

2.3.2 Nejblizsi prvek

Dulezitou vlastnosti pravouhlého primétu ¥y je to, ze jako jediny méa ze vSech
prvki podprostoru M nejmensi vzdalenost® od vektoru vy, tj. plati implikace

[zeMAz#yl = ly—=zl>ly-yl.

Je tomu tak proto, ze pro £ € M lezi vektor ¥y — & v podprostoru M, takze
vektor y — ¥ je na néj podle podminky (2.28)) kolmy. Tvoii s nim tedy odvésny
pravoihlého trojihelniku, jehoz pfeponou je vektor y — x; nerovnost pak plyne
z Pythagorovy véty.

2.3.3 Metody vypoctu

Predpokladejme, ze podprostor M je ur¢eny mnozinou svych generatori xy, ..., Tx.
Jsou nam znamy t¥i zpusoby, jak lze urcit vektor .

1. Vyjdeme z podminek (2.27), (2.28). Z prvni z nich plyne, Ze vektor y musi
byt linearni kombinaci vektori xq, ..., z:

podle druhé podminky musi byt vektor y —¥ na vSechny tyto vektory kolmy.
Z toho plynou pro 1 <1 < k takzvané normdlni rovnice

(y—bixy — - —bgxy)ox; = 0. (2.31)

Resenim vzniklé soustavy nalezneme koeficienty b; a potazmo vektor y.

3P¥ipomenime, Ze i vzdalenost je zavisla na definici skalarniho souéinu.
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2. VyuZijeme vlastnosti (2.30): do vyrazu

ly — 9l

dosadime za gy linearni kombinaci (2.30) a zjistime, pro jaké hodnoty b;
nabyva tato funkce svého minima. Musime tedy vyfesit soustavu

8”9 - blwl — e — bkka2 _
ob;

0 (1<i<k).

Tato soustava je ekvivalentni se soustavou ziskanou predchozim zptusobem.

3. Je-li X matice, jejiz sloupce predstavuji souiadnice vektori x; vzhledem
k aktualni ortonormalni bazi, plati v maticovému zapisu

g = XXy,

kde X je Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice k matici X (viz [4]).

Specialni piipady

Je-li podprostor M generovan jedinym vektorem x, vede rovnice (2.31) k vyjad-
Feni

5=2"%

>

(2.32)

V pripadé, zZe je délka vektoru x jednotkova, tedy dostavame vztah

y=(yozx)z.

Soufadnice vektoru y vzhledem k ortonormélni bazi podprostoru M = [z] je pak
rovha hodnoté

y =you. (2.33)
Pokud vektory i,...,zy tvoii ortogonalni bézi podprostoru M (tj. k = m),
plynou 7 rovnic (2.31) vztahy
Yyor,;
Yoz (2.34)
e

To znamend, ze hodnoty b; ziskdme promitnutim vektoru y do jednotlivych pfi-
mek generovanych vektory x;. Ve specidlnim piipadé, kdy je baze {zi,...,xx}
dokonce ortonormalni, dostavime rovnost (2.29).

ResSeni singularni soustavy normaélnich rovnic

V obecném piipadé se zpravidla soustava rovnic (2.31) zapisuje v maticovém
tvaru, ktery byl uveden jiz v kapitole 1.3 (viz (1.16); misto Y nyni piSeme y).
Otéazku resitelnosti a jednoznac¢nosti feSeni této soustavy jsme jiz pii té prilezitosti
probrali. Shriime nyni metody, které méme k dispozici v piipadé, ze vektory
Z1,..., & jsou linedrné zavislé a tato soustava je netplna:

. .., , T . C .. .. L., - L
4Matice jeji levé strany X' X mé v pozici s indexem 4, j skalarni souéin z; o T; a nazyva se
Gramovou matici vektoru x,..., Z.,.
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1. Nejjednodussi moznosti je vynechat z pivodni skupiny generatoru ty vek-
tory x;, které jsou linedrni kombinaci ostatnich; z takového usporadani jiz
odvodime soustavu, kterd je regularni a jednoznac¢né teSitelna. Tak vypoc-
teme koeficienty b;, které odpovidaji nevynechanym vektorum, zatimco koe-
ficienty b; odpovidajici vynechanym vektortim poloZime rovny nule.

2. Reseni netplné soustavy (1.16) lze vyjadiit ve tvaru
b= (X"X) Xy,
kde A™ je matice pseudoinverzni k matici A, tj. matice splhujici rovnost
AA"A=A.

Neni ovSem urcena jednozna¢né a rizné moznosti jeji volby vedou k riznym
hodnotam koeficientu b;.

Podrobnéjsi informace o pseudoinverznich maticich Ize nalézt v publikacich
3. [4] a [25].

3. Soustavu (1.16) lze doplnit tzv. reparametrizaénimi rovnicemi svazujicimi
koeficienty b; takovym zpiisobem, aby vznikl4 soustava byla uplna. Tato me-
toda byla ukazana na prikladech v kapitole 1.11, dalsi pozndmky k tomuto
tématu jsou podény v kapitole 2.9.

2.3.4 Ortogonalni projekce a jeji vlastnosti

Zobrazeni Py, které kazdému vektoru y € V), piifazuje jeho pravoihly prumét
y do podprostoru M, se nazyva ortogondlni projekce do podprostoru M. Uvedme
nékteré jeho dilezité vlastnosti.

e Toto zobrazeni je linearni, coz je patrné jiz ze zpisobi, jakym lze pravouhly
primét vypocitat (FeSenim soustavy linearnich rovnic), lze to ale snadno
ovérit 1 ptimo: je-li s,t € R a x,y € V,,, je pravothlym primétem vektoru
sz + ty do podprostoru M vektor sPy(x) + tPy(y), nebot spliuje obé
podminky (2.27), (2.28). Ziejmé totiz lezi v podprostoru M a déle plati

[sz + ty] — [sPy(z) + tPy(y)] =[x — Pu(z)] +t [y — Pu(y)],
coz je linedrni kombinace vektorti kolmych na podprostor M.
e Plati
yeM < Py(y)=uy. (2.35)

Lezi-li totiz vektor y v podprostoru M, splituje obé podminky (2.27), (2.28)
pravoihlého pramétu, ktery je urcen jednoznacné; musi tedy byt y =
Py(y). Opa¢nd implikace plyne z podminky (2.27).

e Obrazem zobrazeni Py, je podprostor M:
Im P]\/[ =M.

To snadno plyne z podminky (2.27) a predchoziho tvrzeni.

121



Pro v8echna y € V,, plati
yLl M < Py(y)=0.

Je-li y L M, splije jisté vektor 0 obé& podminky (2.27), (2.28) definice
pravouhlého pramétu; je-li naopak Py/(y) = 0, vyplyva z podminky (2.28),
ze plati y = y — Py (y) L M.

Z toho plyne, 7Ze jadrem zobrazeni P,; je mnozina

Ker Pyy = M.

Zobrazeni P, je dale idempotentni, coz znamené, Ze plati
Py Py = P (2.36)

pro viechna ¢ € V,, je totiz Py (z) € M apro viechna x € M je Py(z) = z,
z ¢ehoz plyne, ze pro vSechna x € V), plati Py Py (z) = Py ().

Dalsi vlastnosti ortogonalni projekce je to, Ze je to zobrazeni samoadjungo-
vané, tj. jakékoli dva vektory x, y € V,, spliuji rovnost

x o Py(y) = Pu(z)oy.
Pro levou stranu totiz plati

zoPy(y) = [#—Pu(z)+ Pu(z)]oPuly) =
= [:1: —PM(:E)] o Py(y) + Pyu(zx) o Py(y) =
= Puyl(z)o Py(y),

a na stejny tvar lze analogickym zpiisobem upravit pravou stranu.

Zaroven muzeme ukézat, ze kazdé lineadrni samoadjungované idempotentni
zobrazeni je ortogonalni projekci. Necht 1" je takové zobrazeni a podprostor
M =1Tm (T) je jeho obraz. Jakykoli vektor £ € M je obrazem T'(z) néjakého
vektoru z € V,,, takze pro jakékoli dva vektory y € V,,, & € M plati

ly—T(y)ecx = [y—T(y)|oT(z)=
= Tly-T(y)eoz=
= [T(y)-TT(y)] oz =
= [T(y)—T(y) oz =
— 0

(druhé rovnost plyne ze samoadjungovanosti, tfeti z linearity a ¢tvrta z idem-
potence). Vektor y — T'(y) je tedy kolmy na vSechny vektory € M, tim
padem je kolmy na podprostor M; to znamena, 7e vektor T'(y) je pravouh-
lym pramétem vektoru y do podprostoru M (volné podle ([31]).

Poznamenejme, Ze matice samoadjungovaného zobrazeni vzhledem k libo-
volné ortonormalni bézi redlného vektorového prostoru je symetricka.
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Necht M je podprostor prostoru V,,; definujme zobrazeni

Qu(y) =y — Pul(y).

Je ziejmé, Ze plati

QM(ZJ) S ML:
y—Qu(y) L M-,

z ¢ehoz plyne, Ze Q) je ortogonalni projekce do podprostoru M.

Pro vSechna y € V), je splnéna rovnost

y = Pu(y) +Qu(y),
coZz znamenad, ze zobrazeni Py + () je identita.

Pro v8echna y € V,, plati

[1Pa ()l < Nyl (2.37)

Vektory Py (y) a Qar(y) jsou totiz kolmé a podle Pythagorovy véty je
lyll* = [P (9)II* + [ Qur(y)*-

Jsou-li podprostory A, B kolmé, je slozenim odpovidajicich ortogonélnich
projekci nulové zobrazeni:

ALB = P,Pz=0. (2.38)
Pro v8echna y € V, je totiz Pg(y) € B, coz je podle pfedpokladu vektor
kolmy na podprostor A, takze je P4Pg(y) = 0.
Lze se snadno presvédcit, ze plati i obracena implikace, jedna se tedy o ekvi-

valenci.

Plati
AJ_B:>PA+PB:PA+B. (239)

Pro v8echna y € V,, je totiz Pa(y) € A, Pg(y) € B, takze vektor P4(y) +
Pg(y) je prvkem podprostoru A+ B a spliiuje podminku (2.27) pravothlé-
ho pramétu. Abychom dokazali, Ze je splnéna i podminka (2.28), musime
ukazat, ze vektor

y — Pa(y) — Ps(y) (2.40)

je kolmy na podprostor A+ B. Uvédomme si tedy, 7e oba vektory y — Pa(y)
a Pg(y) jsou kolmé na podprostor A (prvni z nich z definice, druhy diky
predpokladu A L B). Tim padem je na podprostor A kolmy i vektor (2.40).
Podobné lze dolozit, Ze je kolmy i na podprostor B, je tedy kolmy i na
podprostor A + B.
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e Posledni tvrzeni lze snadno zobecnit:
k k
A=A = Pi=> Pu. (2.41)
i=1 i=1
I v tomto piipadé je mozné nahradit implikaci ekvivalenci (viz [31]).
e 7 implikace (2.39) vyplyva, ze plati
BCA — Py=Py p+ Pg. (242)
Je totiz (A — B) L B, tj.
Pyap+Pp = Pua-p+ = Pa.
e 7 tvrzeni (2.41) a Pythagorovy véty dale plyne
k k
2 2
A=@PA = |Pa@)* =D IPa()]* (2.43)
i=1 =1
o Plati

AUB :>PAPB:P0,
kde C'= AN B. MuZeme totiz psat

P,Pp = (PA_C + Pc) (PB—C + PC) =
= PacPp-c+ PacPc+ PcPp-c+ PocPc =
— PP, =
- Pc.
Prvni rovnost plyne z tvrzeni (2.42), tfeti rovnost z tvrzeni (2.38), nebot

je {A—C, B — C,C} € P*. Posledni rovnost plati diky tomu, Ze zobrazen{
Pe je idempotentni.

e 7 ptedchoziho specidlné plyne
BCA — PBPA:PB,

nebot je-li B C A, plati ALIB a AN B = B. To znamena, ze promitneme-li
pravouhly pramét Ps(y) do podprostoru B C A, dostaneme tentyz vysle-
dek, jako kdyz vektor y promitneme pitimo do podprostoru B. Tuto sku-
tec¢nost jsme vyuzili v mnoha piikladech.

2.4 Tjurtiv systém

Z hlediska linedrniho modelu je vyhodné takové uspotradani, kdy je podprostor
modelu sou¢tem podprostori tvoricich tzv. Tjuriv systém,’ tj. kone¢nou mnozinu

®Tento termin uvadi Wichura v publikaci [31], podle které je tato kapitola volné zpracovana.
Minén je dansky matematik Tue Tjur (nar. 1945); Wichura v8ak neuvadi zadny jeho konkrétni
pocin, ktery by tento nazev vysvétloval. Snad by se mohlo jednat o ¢lanek [30].
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T podprostoru A; spliujici podminky

T € P,

V,eT,

A, Aj €T = AinA;eT.
Relace C urCuje na mnoziné 7 ¢asteéné usporadani; minimalnim prvkem, ktery
je podmnozinou vSech ostatnich, je zde zifejmé podprostor

ﬂ Ai7

A»L'GT

maximalnim prvkem je prostor V,,. Vztahy mezi podprostory tvoiicimi Tjuriv
systém lze prehledné znazornit pomoci schématu, ve kterém cara od vyse leziciho
podprostoru A; k nize lezicimu podprostoru A; znamena, ze plati A; C A; (viz
priklady 1.8.3, 1.8.4 a piiklady na konci této kapitoly).

2.4.1 Rozklad Tjurova systému na kolmé podprostory
Definujeme-li pro kazdy podprostor A; € T

LzEAZ— Z Aj,

AjCAi

lze dokazat tzv. Tjuriv teorém (viz |31]): podprostory L; jsou navzajem kolmé
a pfitom plati

A= L (2.44)

A;CA;
To je vlastné silngjsi verze tvrzeni (2.26), nebot jakoukoli konefnou mnoZzinu
navzajem knizné kolmych podprostort lze ziejmé doplnit na Tjurtv systém.®

Z tvrzeni (2.44) plynou diky implikacim (2.41) a (2.43) analogické vztahy pro
pravoihlé pruméty a ¢tverce jejich délek:

Py, = Y Py (2.45)
AjCA;

1Pal = > [Pl (2.46)

A;CA;

Podobny vztah plati samoziejmé i pro dimenze:

dim4; = > dimL;. (2.47)
A;CA;
5Chceme-li doplnit navzajem knizné kolmé podprostory Ai,..., A na Tjurtv systém, mu-

sime k nim pfidat vSechny jejich mozné priniky. Vysledny pocet podprostorti bude ziejmé
nejvyse 2 — 1; v tom piipadé totiz kazdému priniku odpovida pravé jedna neprazdna pod-
mnoZina mnoziny {Ai, ..., Ax}. To znamené, 7e pro k navzajem knizné kolmych podprostort
existuje nejvyse 2¥ — 1 podprostorii L; vlastnosti pozadovanych v tvrzeni (2.26). Polozime-li
m = 2% — 1, potiebujeme pro (k + 1) podprostorti A; nejvyse

ol _1=2.2" - 1) +1=2m+1

podprostort L;, coZ odpovidd poctu pouZitém v dikazu tvrzeni (2.26).
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To znamen4, Ze vSechny vztahy mezi projekcemi Py, a Pr;, které odvodime z rov-
nosti (2.45), plati analogicky i pro dimenze a ¢tverce délek prislusnych pravoth-
Iych priuméta (samotnych podprostori A;, L; se vSak tato analogie netyka, nebot
zde je vyznam symboli +, — odlisny a plati pro né jina pravidla).

2.4.2 Tjuriv systém a tiidéni

Spojovacim ¢lankem mezi pojmem Tjurova systému a linedrnim modelem je vi-
cenasobné tfidéni. Je-li totiz toto tridéni vyvazené, tvoii podprostory urcené
jednotlivymi faktory a jejich interakcemi spolu s celym podprostorem modelu
a prostorem V,, Tjuriv systém a vySe uvedend tvrzeni zna¢né usnadnuji vypocet
vSech potfebnych pravoihlych pruméti, resp. jejich délek. Pruméty do podpro-
stori A; ur¢enych jednotlivymi faktory totiz muzeme snadno nalézt (viz piiklad
1.3.5), z nich lze dale vypocitat praméty do podprostori L; a z téch je pak moz-
né ,poskladat® prumét do libovolného dalsiho relevantntho podprostoru. Primé-
ty Pp, navic reprezentuji pfispévek odpovidajiciho faktoru k celkové variabilité
a Ctverce jejich délky mohou poslouzit k posouzeni vlivu piislusného faktoru po-
moci F-testu.

Tento koncept jsme tedy vlastné pouzili v piikladech 1.8.3, 1.8.4, kde podpro-
story B, A, B, M, Vi, resp. E, A, B,C, M, N, Vi byly navzajem knizné kolmé. Pro
lepsi ilustraci vySe naznacenych metod uvedeme jesté dalsi dva priklady tykajici
se trojného t¥idéni.

Poznamenejme jesté, ze k tomu, aby podprostory urcené jednotlivymi faktory
byly navzajem knizné kolmé, je podminka vyvazenosti postacujici, avsak nikoli
nutna. Napftiklad podprostory

N
Il
™
Il

R = =0 00000000
——_ OO R = = OO0

OO == O OO = =

COO O R

jsou knizné kolmé a piitom je lze interpretovat jako faktory v nevyvazeném tii-
déni. Dalsi podrobnosti viz [31].

Piiklady
2.4.3 Trojné t¥idéni
Necht pro navzijem nezavislé slozky Y;;; ndhodného vektoru Y plati

Yiji ~ N (g + a; + Bj + v; 0°)
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kde i, 7,k € {1,2}. Koeficienty «, 5;, 7 tedy predstavuji vliv t¥i dvotroviiovych

faktoru A, B, C. Nahodny vektor Y tedy miZeme popsat modelem

Y 11 0,1 0/10

Yii 1'1 01001 (B
Yion 1'10'0 1'1 0 o
Y9 _ 111 010 110 1 5
You1 1.0 1.1 0.1 0 !
Ya10 1,0 1,1 0,0 1 B2
Yoo 1'0 1'0 1'1 0 n
Yo 110 110 110 1 2

= XB+Z,

kde Z ~ N (0; o2lg).

Oznac¢me sloupce matice X postupné

+Z

€, ay, as, b17 bQ; Ci1, Co

a definujme podprostory

E E[d,

A = lay, a9,

B = [by,bs],

C = e, e,
= e,

€,ai, as, le b27 Cy, CQ]

E+A4+B+C=A+B+C;

podprostor E je jednorozmérny, podprostory A, B, C jsou dvojrozmérné. Podobné
jako v prikladu 1.8.3 lze ukézat, ze plati
ANB=BnNnC=AnC=AnBnNC = E,
{A-E,B-FE,C—-FE} e P
takze vS8echny podprostory E, A, B,C, M jsou na sebe navzajem knizné kolmé

a spolu s prostorem V3 tvori Tjuriv systém. Vztahy mezi jednotlivymi podpro-
story muzeme znazornit pomoci nasledujicitho schematu:

Va
/M\
A\B/C
E
Nyni polozime
L = E-{}=EF,
Ly, = A-F,
Lg = B-—F,
LC = O—E,
Ly = M—-(A+B+C+ E)={0};
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az na posledni jsou vSechny tyto podprostory ziejmé jednorozmérné. Diky tvrzeni
(2.42) muzeme déle vyjadrit ortogonalni projekce do podprostort La, Lg, L¢:

PLA PA_PE7
P, = Pp— Pg,
Pr. = Pc— Pg,

a podle tvrzeni (2.45) mame

PM = PLA4+PLA+PLB+PLC+PLE:
= 04+ (Pa—Pg)+ (Pg—Pg)+ (Pc— Pg)+ Pg =
= Ps+ P+ Pc—2Pg.

Ziskame-li nyni realizaci nahodného vektoru Y, snadno urc¢ime (viz priklady 1.3.4,
1.3.5) jeji pravouhlé priméty Y, Y4, Y, Yo do podprostoru E, A, B, C; pra-
vouhlym primétem vektoru Y do podprostoru M je pak vektor

Yy=Ys+ Y+ Yo—2Y,
pro jehoz délku plati analogicky
1Yol = [Yall® + [ Y5)* + [ Yel* - 2 Y
(viz (2.46)). Podle vztahu (2.47) dostavame déle

dimM = dimLy +dimLy+dimLg+ dim Lo + dim Lg =
= 14+1414+140=
= 4.

Budeme-li chtit posoudit napt. vyznamnost vlivu faktoru A, ucinime tak pro-
stfednictvim statistiky

1Pe, (Y)|?/ dim L4 _ P - ye

1Y — Pu(Y)|?/ (dim Vs —dim M) — [ Y2~ [¥y[?] /4

ktera ma za predpokladu platnosti hypotézy oy = a (tj. absence vlivu faktoru A)
rozdéleni Fy 4.

2.4.4 Trojné tridéni s jednou interakci prvniho fadu

Chceme-li zahrnout do predchoziho modelu jesté interakce mezi faktory A, B,
musime pro slozky Y;;; ndhodného vektoru Y uvazovat vztah

Yijr ~ N (p+ a; + Bj + v + 6555 07) ;

128



koeficienty d;; zde predstavuji vliv interakci. Nahodny vektor Y tedy muzZeme
popsat modelem

7717 +Z7

Il

e e e e e
— === O O OO
_ 0O Ok = OO
O O R O O
_— O, O kKR OO
OO R LR OO OO
—_ 0 OO OO O oo

Y

| DN

O OO DO
OO == OO = =
O OO OO O
OO OO~ KR OO

kde Z ~ N (0; o2lg). Ponechme oznaceni z piedchoziho prikladu, ale dopliime jej
o Ctyfrozmérny podprostor D generovany poslednimi ¢tyfmi sloupci odpovidaji-
cimi interakcim a pfizptisobme definici podprostoru M:

M=E+A+B+C+D=C+D

(nebot je ziejmé A, B, E C D). Opét lze ukazat, ze podprostory E, A, B,C, D, M, V,,
tvoti Tjuriv systém, jehoz strukturu nam ukazuje nasledujicim schéma:

Vs

M
D
A \ B C
E
Definice podprostorii Lg, L 4, L, Lc mizeme ponechat beze zmény z predchoziho
prikladu, dale doplhme
Lp = D-—(A+B+FE)=D—(A+DB),
Ly = M-—(A+B+C+D+E)={0}.
Aplikaci tvrzeni (2.45) dostaneme
Pp = P, +Pr,+Pr,+ P, =
Pr, +(Pr— Pg)+ (P — Pp) + Pg =
Pr, + Py + Pg — Pg,
Py = Py +Pr,+ P, +Pry+ P+ P, =

0+ P, + (Ps— Pg)+ (Pg— Pg)+ (Po — Pg) + Pg =
= PLD+PA+PB+PC—2PE-
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Projekce P4, Pg, Po, Py a Pp opét uréime snadno,” a jelikoz vime, Ze plati
Pp = Po,+PL,+ P, + P, =
= P, +(Pr—Pg)+ (Pp— Pg)+ Pg =
= Pp,+ Pa+ Pp— Pg,
muzeme vyjadfit projekci P :
P,,=Pp—Py— Pg+ Pg (2.48)
a dosadit ji do vyrazu pro Py:
Py = (Pp—Pys—Pp+ Pg)+Ps+ Pp+ Pc —2Pg =
= Pp+ Pc— Pg. (2.49)
Pravotuhlym primétem vektoru Y do podprostoru M je tedy vektor
Yy=Yp,+Y.-Y.
Chceme-li dale napiiklad testovat vliv interakci D, ur¢ime nejdiive dimenze pod-
prostori Lp a M, a to ze vztahu analogickych rovnostem (2.48), (2.49):
dimLp = dimD—-dimA—-dimB+dmFE =

= 4-2-241=
= 17
dmM = dimD+dimC —dimFE =
= 442-1=
9;
pak vypocteme hodnotu statistiky
[P, (Y)?/ dim Lp _ Yol = [Yal® = 1Y5[* + [ Y

1Y = Py (Y)[)2/ (dim Vs —dim M) [ Y[ = [ Y| = [[Ye|> + Y]] /3’

kterd ma v pripadé absence vlivu interakci D rozdéleni F 5.

2.5 Nahodny vektor a jeho charakteristiky

2.5.1 Poznidmky k definici nAhodného vektoru

V kapitole 1.1.4 jsme uvedli geometrickou definici ndhodného vektoru zptisobem
spiSe intuitivnim. Zminme se nyni stru¢né o dvou zptsobech, jak lze k tomuto
pojmu piistoupit exaktnéji.

Prvni moznosti je zavést piimo na vektorovém prostoru V,, o-algebru, na které
definujeme pravdépodobnostni miru.

Jiné alternativa je pouzita v publikaci [31]: necht trojice (X, .4, P) je pravdé-
podobnostni prostor. Ndhodny vektor je pak takova funkce Y : ¥ — V,,, Ze pro
v8echna a € V, je vyraz a o Y nahodna veli¢ina (na prostoru V,, tedy piedpo-
kladame zavedeny skalarni soucin). To je ekvivalentni pozadavku, aby Y byla
méfitelna funkce vzhledem k nejmensi algebie (V,,, B), vzhledem ke které jsou
méfitelné vSechny lineérni formy na prostoru V,, (tj. funkce x — a o x, kde
acV,).

"Interakce D vlastné predstavuji samostatny faktor; ¢asto se tento faktor oznacuje symbolem
A X B.
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2.5.2 Stiedni hodnota, varian¢ni operator

Podobnym zpisobem jsou v knize |31]| zavedeny dalsi elementarni pojmy: stiedni
hodnotou EY n&hodného vektoru Y je minén takovy vektor p € V,,, Ze pro
vSechna a € V,, plati

E(aoY)=aopu; (2.50)

varianéni operéator® je zde definovan jako takovy homomorfismus 3"y : V;, — V;,,
ktery spliiuje podminku

cov(ao Y, boY)=aod +(b)

pro vSechna a, b € V,,. Zatimco stiedni hodnota je vyse uvedenym zptisobem de-
finovana jednoznacné, varianc¢ni operator zavisi na zavedeném skalarnim soucinu.

Obé definice povazujeme za velmi praktické a jejich aktivni pouzivani se nam
osvédcilo. Uvedme jejich pouziti v ditkazech nékterych elementéarnich tvrzent;
zdrojem vSech nize uvedenych myslenek tykajicich se tohoto tématu je kniha [31].

e Necht Yi,...,Y, jsou soufadnice ndhodného vektoru Y vzhledem k or-
tonormaln{ bazi {ey,...,e,} a v;; jsou prvky matice homomorfismu
vzhledem k této béazi. Pak plati

cov (K,Y]) = COV(BZ'O Y,ejo Y]) =
= e o) y(e;)=
= Uz’j-
Matici homomorfismu )y vzhledem k dané ortonorméalni bazi je tedy stan-

dardni varian¢ni matice, jejiz prvky jsou rozptyly a kovariance souiadnic
vektoru Y vzhledem k této bazi.

e Zobrazeni Yy je pozitivné semidefinitni a samoadjungované, nebot pro
libovolné vektory a, b € V,, plati

aod y(a) = var(aoY) >0,
aod y(b) = cov(aoY,boY)=
= cov(boY,aoY)=
= boYy(a)=
= Yyl(a)ob.

To je jinym vyjadienim skutecnosti, Ze varian¢ni matice je pozitivné semide-
finitni a symetricka (nebot matice samoadjungovaného zobrazeni vzhledem
k ortonorméalni bazi je symetricka).

e Je-li T :V, — Wy libovolny homomorfismus, plati
ET(Y)=T(EY), (2.51)
nebot muZeme psat

ElweT(Y)] =E[T"(w)o Y| =T'(w)oEY =weT(EY),

8V originale ,,dispersion operator*.
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kde w je libovolny prvek vektorového prostoru Wy, e je skalarni soucin na
tomto prostoru a 7" je homomorfismus adjungovany k homomorfismu T
vzhledem k pouzitym skaldrnim soucintim.

V maticovém zapisu ma tento vztah podobu (1.1).
e Podobné mtzeme odvodit pro libovolné dva vektory a, b € W), rovnosti

cov[aeT(Y),beT(Y) = cov[IT'(a)o Y ,T'(b)o Y| =
= T'(a)o L, T'(b) =
= aeTYy.yT'(b),

z ¢ehoz plyne vztah

Maticovou analogii tohoto tvrzeni je vzorec (1.2).

2.5.3 Obraz varian¢niho operatoru

Nahlizime-1i na varian¢ni operator 3y jako na linedrni zobrazeni, ma toto zob-
razeni zajimavou vlastnost, které bychom si jinak nemuseli povSimnout: jeho ob-
razem je nejmensi podprostor prostoru V,,, ve kterém lezi ndhodny vektor Y — u
s pravdépodobnosti 1, tj. formalné

PY —peimyy]=1, (2.53)
PlY—peM=1 = Im¥, CM, (2.54)

kde M je libovolny podprostor prostoru V,.
Nejdiive ukazme, Ze je splnéna rovnost (2.53). Pro jakykoli vektor a lezici
v podprostoru (Im ¥y )" plati

var(aoY)=ao) y(a)=0,

coz znamena, ze vyraz a o Y je s pravdépodobnosti 1 roven néjaké konstanté.
Touto konstantou musi byt ovem hodnota E (a o Y') = aop. Miazeme tedy psat

1 = P-VaE(ImZY)L: aoY:aou} -
Vae(myy) : ao(Y —p)=0| =
:Y—p,J_(ImZY)l] =

- P—Y—uelmzy].

P
P

Tvrzeni (2.54) dokazme sporem. Predpokladejme, Ze existuje takovy podpro-
stor M C ImY_y (tj. M #1Im >y ), Ze pravdépodobnost jevu ¥ — pu € M je 1.
Podprostor Im 3"y — M je neprazdny; zvolme tedy néjaky jeho nenulovy prvek a.
Tento vektor lezi v podprostoru Im )", takze existuje néjaky vektor b € V,,, pro
ktery je @ = Yy (b). Pro vektory a, b tedy plati

cov(@aoY,boY) = aoX y(b) = |la|* # 0.
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Vektor a je vsak také kolmy na podprostor M, takze podle predpokladu plati
Plao(Y —p)=0] = 1,
z ¢ehoz plyne
cov(aoY,boY) = covlao(Y —pu),bo Y| = 0,

cO7 je Spor.
Méame-li tedy varian¢ni operator vyjadieny pomoci varian¢ni matice, je jaka-
koli mozn4 realizace ndhodného vektoru Y linearni kombinaci jejich sloupcii.
Dopliime, Ze pokud neplati rovnost Im3"y = V,,, nazyva se rozdéleni ndhod-
ného vektoru Y singuldrni.

2.5.4 Prechod k jinému skaldrnimu soucinu

Jak bylo vySe uvedeno, zavisi varian¢ni operator definovany jako linearni zobraze-
ni na aktudlné zavedeném skaldrnim soucinu. Necht o je jiny skalarni soucin; pak
existuje samoadjungovany pozitivné definitni homomorfismus G spliujici pod-
minku

aeb=aoG(b)
pro v8echny vektory a,b € V,, (viz [31]). Plati tedy

coviae Y, beY) = cov|G(a)oY,G(b)o Y] =

= Gla)o Xy G(b) =
= aoGYyG(b) =

= ae EYG(b)a

coz znamend, ze varianc¢nim operdtorem vzhledem ke skaldrnimu soucinu e je
zobrazeni )y G.

Toho lze vyuzit, pokud ndm stavajici varianc¢ni operator nevyhovuje. Doposud
jsme ve vSech piikladech predpokladali, ze varian¢ni matice nadhodného vektoru Y
je o?-nasobkem matice jednotkové. Analogii tohoto predpokladu v ,coordinate-
free* pristupu je pozadavek, aby zobrazeni 3"y bylo o?nasobkem identity na
prostoru V,,.% Je-li tato podminka splnéna, plati pro vsechny vektory a,b € V,

var(ao Y) = o al? (2.55)
cov(ao Y, boY) = o’aob, (2.56)

diky ¢emuz lze odvodit, Ze pravoiuhly prumét vektoru Y do podprostoru dané-
ho modelem je nejlep§im nestrannym linearnim odhadem st¥edni hodnoty (viz
kapitolu 2.8) a praméty do navzajem kolmych podprostora jsou nekorelované;
v piipadé normality jsou pak i nezavislé a jejich pirislusné funkce maji rozdéleni
2, F, resp. t.

V praxi se viak Casto vyskytuje obecnéjsi piipad 3"y = 02V, kde V je znamy
pozitivné definitni a samoadjungovany homomorfismus (v maticové formé mu

9V takovém piipadé se rozdéleni vektoru Y mnazyva slabé sférické.
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odpovida symetrickd pozitivné definitni matice) a 02 je neznamy parametr. Tehdy
ovSem vztahy (2.55), (2.56) neplati; jednou z moZnosti, jak toto tskali obejit, je
predefinovat skalarni soucin. Polozime-li

aeb=aoV ()

(nezbytnou podminkou je samoztejmé regularita zobrazeni 3"y ),'° je varian¢nim
operatorem nahodného vektoru Y vzhledem ke skalarnimu souc¢inu e homomor-
fismus o2V V! = 021, tj. o>-nasobek identity. Tim je problém preveden na pred-
chozi situaci. Nesmime ovSem zapomenout na to, Ze se zménou skalarniho soucinu
se méni i pojem kolmosti, a tedy i pravoihlého primétu.

V knize [35] je uveden alternativni postup, vychazejici ze vztahu (2.52): je-li
Sy = 0?V, nalezneme zobrazeni T, pro které plati TVT" = I (toto zobrazeni
se bézné oznacuje jako V~1/2), a pak pracujeme s transformovanym nahodnym
vektorem T'(Y'), jehoz varianéni operator je To?VT' = o*I. Je oviem tfeba
transformovat i podprostor M dany modelem.'! Obé& metody vedou pochopitelné
ke stejnym vysledktm.

2.5.5 Rozklad samoadjungovaného zobrazeni na soucet or-
togonalnich projekci

V souvislosti s posledné uvedenou metodou uved me zminme jedno uzite¢né tvrze-
ni: je-li V' samoadjungovany homomorfismus, lze jej zapsat jako linearni kombinaci
navzajem kolmych ortogonélnich projekei, tj. existuji navzajem kolmé podprosto-
ry Ay, ..., Ax (k < n), které tvoii ortogonalni rozklad prostoru V,, a ptitom plati

k
i=1

kde ¢; € R (dukaz viz [31]).
Pro libovolny vektor € A; ziejmé plati

v<$) =G,

s ¥z

takze koeficienty ¢; jsou vlastni ¢isla zobrazeni V' a vektory lezici v podprostoru A;
jsou jim odpovidajici vlastni vektory. V kazdém z podprostori A; lze tedy zvolit
néjakou ortonormalni bazi, jejiz prvky jsou vlastni vektory zobrazeni V' prislusné
k vlastnimu ¢islu ¢; (jehoz nasobnost odpovida dimenzi piislusného podprostoru).
Sjednoceni téchto bazi tvori ortonormalni bazi B* prostoru V,,. Je-li nyni V matice
zobrazeni V' vzhledem k néjaké ptivodni ortonormalni bazi B a U matice pfechodu
od baze B* k bazi B2, lze rovnost (2.57) vyjadiit ve tvaru

V = UDU7”,

10V maticovém zapisu se tedy jedna o to, Ze nahrazujeme piivodni skalarni soucin aob = a”'b
alternativnim skaldrnim soucinem aeb = a”V~'b, kde V je varian¢ni matice, resp. jeji nasobek.

HTento postup miZeme interpretovat tak, Ze zatimco v piipadé slabé sférického rozdéleni
tvofi mnoZina vektoru , pro které je hodnota vyrazu var (x o Y') rovna konstanté, povrch
hyperkoule, v obecném pfipadé se jedna o povrch obecného elipsoidu. Abychom tedy ziskali
slabé sférické rozdéleni, je t¥eba vektorovy prostor V,, patfi¢né ,natdhnout.

12Ve smyslu, jak je definovéna v publikaci [4], tj. matice, jejiz sloupce predstavuji soufadnice
vektoru baze B* vzhledem k bazi B.
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kde D je diagonalni matice, kterd ma na diagonéle vlastni ¢isla ¢; v poctu a po-
fadi odpovidajicim poradi vektort baze B*. Vskutku, budeme-li nésobit vyraz na
pravé strané zprava sloupcem soufadnic vzhledem k ptavodni bazi B, predstavuje
nasobeni matici U7 transformaci téchto soufadnic na soufadnice vzhledem k bézi
B* (obé béze jsou ortonormalni, takze plati U™ = U”), nasobeni matici D repre-
zentuje vynasobeni téchto transformovanych soufadnic prislusnym koeficientem
¢; a kone¢né se pomoci matice U vratime zpét k ptvodni bézi.
Je-li zobrazeni V pozitivné definitni, plati pro libovolny nenulovy vektor x € A;

0 < zoV(z) = alz|?

z ¢ehoz plyne, Ze je ¢; > 0 pro vSechna i = 1,... k. Je-li tedy pro regularni (a tim
padem i pozitivné definitni) varian¢ni operator o2V tieba najit zobrazeni T, pro
které plati TVT' = I, sta¢i polozit

k
Py,

T = L.

Pozadovana rovnost pak plyne z toho, 7e T je (jakoZzto soucet samoadjungovanych

zobrazeni) samoadjungované a plati Py, Py, = 0 pro i # j a Py, Py, = Py, (viz

tvrzeni (2.38) a (2.36)).
V maticovém zapisu to znamend polozit

T=UD"?U",

kde D~1/2 je diagonalni matice, jejiz prvky na diagondle jsou rovny hodnotdm
1/\/0_1-7 kde ¢; jsou vlastni ¢isla matice V (samoziejmé v poradi odpovidajicim
poradi normovanych vlastnich vektort reprezentovanych sloupci matice U).

2.6 Geometrické vlastnosti mnohorozmeérného nor-
malniho rozdéleni

Definici mnohorozmérného normalniho rozdéleni jsme uvedli jiz na strané 9 a ne-
pokladame za nutné ji dopliovat; upozornéme pouze, ze formulaci ,kazda linearni
funkce ndhodného vektoru Y “ minime jakykoli vyraz tvaru a o Y, kde a je li-
bovolny vektor prostoru V,,.

V nésledujicich odstavcich se pro piehlednost omezime na piedpoklad, 7ze né-
hodny vektor ¥ ma rozdéleni N (0; 1,,). Jeho hustota je tedy v prostoru V,, uréena
predpisem

f(y) = (2m) 2 exp {—%} , (2.58)

kde r je vzdalenost bodu y od poc¢atku soustavy soutradnic.

2.6.1 Rotace soustavy souradnic

V kapitole 1.4 jsme zduvodnili invarianci normalntho rozdéleni N (0; I,,) vaéi ro-
taci soustavy soutadnic (tj. vacéi prechodu k alternativni ortonormalni bazi) vi-
ceméné intuitivné odkazem na nezavislost hustoty (2.58) na sméru. Povazujeme
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tento argument za dostacujici, pro uplnost ale piesto uvedeme dalsi dvé moznosti,
jak lze tuto dulezitou skute¢nost dolozit.

Zpusob uvedeny napf. v [27| nebo [17] vyuziva vztaht (2.55), (2.56): jelikoz
nova baze {ef ..., e’} je ortonormalni, mizeme ziskat nové souradnice Y;* z pra-

vouhlych priméti vektoru Y do podprostori [e]]:

Y'=e oY

(viz vztah (2.33), resp. (2.29), kde podprostor M nahradime prostorem V,,). Pro
tyto nové souradnice tedy plati
EY = e/o0=0,
varY = |ef|I* =1,

cov (YY) = ejoel=0.

Nové soufadnice maji tedy opét rozdéleni N (0; I,,).

Jinou alternativou je vyuzit maticového po¢tu a vztahu (1.1), (1.2). Je-li B
matice pfechodu od ptvodni ortonormélni baze k béazi nové, je tato matice orto-
normalni, tj. plati B'B = 1,,. To oviem znamena, 7ze matice B” je matici inverzni
k matici B, a je proto urcena jednoznaéné. Musi tedy platit také BBY = 1,,. Pro
nové soufadnice Y* = (Y}*,..., V") tak mame

EY* = B0O=0,
Vy- = BI,BT =1,,

takze maji rozdéleni N (0; 1,,).
Rozdil mezi obéma zptusoby je ovSem pouze formalni.

2.6.2 Rozdéleni podminéného pravothlého primétu

Necht M C V, je podprostor dimenze m. Ozna¢me symboly P, @ pravouhlé
priméty nahodného vektoru Y do podprostorit M a M+ a uréeme hustotu na-
hodného vektoru P za podminky @ = q, kde g € M+.13

Za tim ucelem zvolme nejprve ortonormalni béazi tak, ze vektory eq,..., e,
generuji podprostor M a vektor q je g-ndsobkem vektoru e,, ;. Realizace y vy-
hovujici podmince @ = g tvoii linedrni mnoZinu, jejiz prvky maji vzhledem
k pouzité bazi souradnice

(ylv"'7ymaQ707"'aO)T7
pricemz
(Y1, Ym,0,0,...,0)"

jsou ziejmé soutadnice odpovidajicich realizaci p vektoru P. Pro hustotu na této
mnoziné plati

2 2 2
_Yitumta _n_lpl® _ llal?

Flg) = (2m) 3 e < am) e e Y

13Mame samoziejmé na mysli hustotu ve smyslu podkapitoly 1.1.2, tj. funkci definovanou na
podprostoru M.
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takZze predpis hledané podminéné hustoty je

lel® _ lall

gp|Q@ =q)=Ce 2 ¢ 2,

kde C' je kladna konstanta. Musi byt ovSsem splnéna podminka

1 = /g(plQ:q)dV:

peM

_llal? _lip)?
= (Ce 2 /e 2 dV,

peEM

kde V' je m-rozmérny objem definovany na podprostoru M. Hodnota posledné

uvedeného integralu zavisi pouze na dimenzi podprostoru M. Z toho plyne, Ze

llal? . . .
hodnota vyrazu Ce_qT‘, a tedy ani predpis podminéné hustoty, nezavisi na vek-

toru g; ze srovnani se vzorcem (2.58) je ziejmé, ze musi vyjit

9plQ@=q) = (2m) 2 expq— ”2”2} =
= (2n) Fep{-5}.

(2.59)

kde r je délka vektoru p, tj. vzdalenost bodu p od pocatku soustavy soutradnic.
Rozdéleni podminéného pravothlého prumétu je tedy — az na konstantu kom-
penzujici vliv dimenze p¥islusného podprostoru — stejné jako rozdéleni puvodniho
nidhodného vektoru.'

7 toho bezprostiedné plyne nezavislost jakychkoli dvou pravothlych pramétiu
do dvou navzajem kolmych podprostori, specidlné tedy i nezavislost soufadnic
vzhledem k libovolné ortogonalni bazi. Dalsim dusledkem je to, ze vzorec (2.59)
je zaroven predpisem hustoty nepodminéného pravouhlého primétu do podpro-
storu M.

2.6.3 Nezavislost na sméru a nezavislost souradnic

Hustota (2.58) mnohorozmérného normélniho rozdéleni N (0; I,,) je funkei délky
vektoru y, nezavisi tedy na sméru. Diky této vlastnosti miizeme nechat libo-
volné rotovat soustavu soufadnic (viz podkapitolu 2.6.1). Dalsim dusledkem je
skutec¢nost, ze pravdépodobnost umisténi realizace ndhodného vektoru v oblas-
ti vymezené (hyper)prostorovym thlem je rovna relativni velikosti tohoto thlu.
Tuto dilezitou vlastnost nalezité vyuzijeme v nasledujici kapitole pfi odvozeni
hustoty rozdéleni t a F.

Dalsi charakteristikou vlastnosti rozdéleni N (0; I,,) je vzajemné nezéavislost
soufadnic vici dané ortonormalni bazi (viz podkapitolu 2.6.2). Ta ma vyznamny
vztah k praxi, nebot odrazi obvyklé uspoiradani ndhodnych pokust.

Domnivame se, Zze mnohorozmérné normélni rozdéleni je jediné rozdéleni, kte-
ré disponuje obéma témito vlastnostmi zaroven. Nevime ovSem o zpusobu, jak
by bylo mozné tuto domnénku — je-li vibec spravna — dokazat; muzeme pouze
ilustrovat obtize, s jakymi se lze setkat pfi pokusu o nalezeni jiného rozdéleni
s témito vlastnostmi (viz obr. 2.2).

1Ponskud hrubé feceno je to disledkem té skutecnosti, ze rozdéleni N (0; 1,,) mé na jakémkoli
fezu stéle stejny ,tvar.
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\ J
N \\x o o B //
—1 !
(a) (b)

Obrazek 2.2: (a) Je-li hustota dvojrozmérného ndhodného vektoru Y = (Y7, Y2)T rovnomérné
rozdélena na plose tvaru ¢tverce (—1;1) x (—1;1), jsou soufadnice Y7,Y5 zfejmé nezavislé,
av8ak hustota zavisi na sméru. (b) Pfi rovnomérném rozlozeni hustoty do oblasti tvaru kruhu
se stfedem v pocatku soustavy soufadnic je sice hustota nezédvisla na sméru, ale souradnice
nezavislé nejsou — fixujeme-li jednu z nich, ovlivnime tim mnoZinu moznych realizaci druhé.

2.6.4 Rozdéleni homomorfismu H(Y)

Necht Vi je vektorovy prostor dimenze k, kde k < n, a H je homomorfismus
dimenze k zobrazujici prostor V,, na prostor Vj. Zamysleme se nad hustotou na-
hodného vektoru X = H(Y).

Pro libovolny vektor € Vj, tvofi mnozina vSech realizaci y € V,, ndhodného
vektoru Y, vyhovujicich podmince £ = H(y), linearni mnozinu H!(z) = y,+J,
kde y, je libovolny vektor splitujici uvedenou podminku a J je jddro homomor-
fismu H, tj. podprostor dimenze n — k.

Bez Gjmy na obecnosti miuzeme piedpokladat, ze vektor y, je kolmy na pod-
prostor J; kdyby tomu totiz bylo jinak, stac¢ilo by nahradit v definici mnozi-
ny H~1(z) tento vektor jeho pravotihlym primétem do podprostoru J+. Tento
vektor je uréen jednozna¢éné.!'® Ozna¢me jeho délku r; tato hodnota piedstavuje
vzdélenost mnoziny H~!(z) od pocatku soustavy souradnic.

Nyni zavedme ortonormalni bazi prostoru V,, takovou, Ze vektory eq, ..., e,_x
generuji podprostor J a vektor y, je r-nasobkem vektoru e,,_,1. VSechny vektory
y lezici v mnozing H~'(x) maji vzhledem k této bazi soutadnice

(y17'"7yn—k7TaO7"'7O)T7

5Necht plati y,,y, € H 1(x), tj. Y1 = Yo + ®1, Y5 = Yo + w2, kde w1, us € J. Oznaéme
symbolem @ ortogonélni projekci do podprostoru J+; ziejmé plati

Q(y) = Qyo) +Qu1) = Q(yy),
Q(y2) = Qyo) +Q(u2) = Qyy),

coz znamend, ze primét viech vektora nalezicich mnoziné H~1(z) do podprostoru J= je tentyz.
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takze integral z hustoty pres celou mnozinu H*(z) je roven hodnoté

x o0 2 2 2

_y1+"'+yn7k+r _ﬁ _||yH2
/.../e 2 dy; ... dy,_r = e 2 /e 2 dV,
—00 —00

yeJ

kde V je (n — k)-rozmérny objem na podprostoru J. Posledni integral je oviem
konstanta zavisla pouze na dimenzi tohoto podprostoru. Hustota nahodného vek-
toru X je tedy dana vzorcem

2

g(x) =Ce 7,

kde r je vzdalenost mnoziny H'(z) od po¢atku soustavy soufadnic (je to tedy
funkce vektoru x) a C' je konstanta uré¢end podminkou

C / g(z)dV = 1.

zeVy

Tento vysledek vyuzijeme v kapitole 3.2.

2.7 Odvozeni vybranych rozdéleni

V této kapitole ukdzeme, jak lze s vyuzitim geometrického ptistupu odvodit
z mnohorozmérného normalniho rozdéleni hustoty rozdéleni y?2, t a F, kterd jsme
v pfedchozim textu hojné pouzivali. Kromé znalosti derivovani a hustoty mno-
horozmérného normélniho rozdéleni budeme potiebovat uréit objem n-rozmérné
sféry o poloméru r; ten je uréen vzorcem®¢

n+1
2r =2 r®

2

Sp(r) =

Objem jednotkové n-rozmérné sféry budeme znacit prosté S,; ziejmé plati
Sp(r) = Spr™.

Vsechny nize uvedené zptisoby odvozeni jsou inspirovany postupy R. A. Fishera,
nazna¢enymi napi. v publikacich [5], [12], [13] a [14] (podrobnosti viz kapitolu 3.2).
Neni nam vSak znamo, ze by byly v této konkrétni podobé nékde explicitné uve-
deny.

2.7.1 Rozdéleni \?

Necht nahodny vektor Y = (Y3,... ,Yn)T mé rozdéleni N (0,1,), jeho hustota
v prostoru V,, je tedy dana vztahem

2
I

fly)=(2m)"2 eXp{—HyT}. (2.60)

16p-rozmérnou sférou je minén povrch (n+1)-rozmérné koule, tj. mnozina téch boda v (n+1)-

rozmérném eukleidovském prostoru, jejichz vzdélenost od daného stfedu je rovna konstanté.
Ve shodé s bézné pouzivanou terminologii bychom tedy veli¢inu S,, mohli nazyvat povrchem
(n + 1)-rozmérné koule.
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Podle definice (1.5) ma nahodna veli¢ina

=) Y=|Y|
i=1

rozdéleni x2; odvodme hustotu g(x) tohoto rozdéleni.

Pro x? = z, kde x € R, tvoif mnoZina moznych realizaci ndhodného vekto-
ru Y povrch n-rozmérné koule se stiedem v pocatku soustavy souradnic a po-
lomérem r = /z. Jevu x? € (x; z + dx), kde dz — oo, tedy odpovida mnoZina
obepinajici tuto kouli v podobé ,slupky* o tloustce

dx
2\/x’

Povrch koule je tvofen (n — 1)-rozmérnou sférou, jejiz (n — 1)-rozmérny objem je

dr =

n—1

Sn—l(r) == Sn—l Tn_l = Op-1T 2,

n-rozmérny objem ,slupky“ je tedy

ny
dV = S, (r) - dr = Sanmda:.

Na této mnoziné plati ||y||* = =, takze hustota f(y) je zde konstantni; pravde-
podobnost jevu x? € (x; z + dx) je tedy

dP = f(y)-dV = (2m) 2 e 7 . 2L (g,

Cast pred diferencidlem je hledani hustota n&dhodné veli¢iny X; po dosazeni
za S,_1 a drobnych estetickych tpraviach dostdvame

gj% e~ 5
g(iﬁ) = Q PR
2:T (3)
2.7.2 Rozdéleni t
Necht ndhodny vektor X = (Z1,Y1,...,Y,)" ma (n+ 1)-rozmérné normalni roz-
déleni. Polozme
A
r- 4 (2.61)

5/

podle definice (1.6) mé tato nahodnéa veli¢ina rozdéleni t,,. Odvodme jeji hustotu

9(2).
Nejprve si povS§imnéme, 7ze az na piipadné znaménko piedstavuje vyraz

(2.62)



el VA VA €1
(a) (b)

Obrazek 2.3: Vektory Z = (Z1,0,...,0)7 = Zije; a Y = (0,Y1,...,Y,)T tvoii odvésny
pravothlého trojihelniku, jehoZz pieponou je vektor X = (Z1,Y1,...,Y,)T. Podil || Z|/|| Y| =
|Z1] /|| Y || je tedy kotangens thlu, ktery sviraji vektory X a Z. To znamen4, 7e at je Z; > 0 (a)
nebo Z; < 0 (b), pfedstavuje podil Z; /|| Y || kotangens thlu 3, ktery svira vektor X s vektorem
er = (1,0,...,0)7.

podil délek vektoru

Z = (4,0,...,0),
Y = (0,%,....Y,),

tvoficich odvésny pravouhlého trojuhelniku s preponou X (viz obr. 2.3). Jeho
absolutni hodnotu tedy muzeme interpretovat jako kotangens thlu, ktery sviraji
vektory X a Z. Vektor Z je viak rovnobéZny s vektorem e; = (1,0,...,0)7,
pricemz tyto dva vektory jsou souhlasné orientované pravé tehdy, kdyz Z; > 0.
Podil (2.62) tedy predstavuje kotangens tihlu, ktery vektor X svird s vektorem
(1,0,...,0)T; oznaéme jej B a milzeme psat

T = +/n - cotg 5.
Pro z € R je tedy mnozina realizaci odpovidajicich jevu T" = z tvorena vSemi

vektory, které sviraji s vektorem (1,0,...,0)T thel

8 tg

= arccotg —.
g Jn

Priristku proménné x o hodnotu dx, kde dx — 0, pak odpovida piirtustek thlu 3

o hodnotu

Trojrozmérny piipad

Abychom si trochu usnadnili dalsi vyklad, popisme nejdiive piipad pro n = 2,
kdy realizacemi vektoru X jsou prvky prostoru V3. Uvazujme jednotkovou kouli
se stfedem v pocatku soustavy soufadnic. Vektory svirajici s vektorem (1,0,0)7
uhel dané velikosti 5 protinaji povrch této koule v kruznici o poloméru r = sin 3,
jejiz délka je

[ = 27sinff = Sysinpf.

Jevu T € (z;  + dx) tedy odpovida mnozina realizaci, které na povrchu jednot-
kové koule ohranicuji oblast o obsahu

dS = —ldf = —Sisinpdps

141



Obrazek 2.4: Mnozina vSech vektoru, které sviraji s vektorem e; thel o velikosti lezici v in-
tervalu (8; 8+ dB), kde d8 — 0_, protina povrch jednotkové koule v pasu o délce | = 27 sin 3,
§itce —df a obsahu —1dg.

(viz obr. 2.4). A protoze rozdéleni ndhodného vektoru X nezavisi na sméru,
muzeme pravdépodobnost tohoto jevu vypocitat jako podil obsahu této mnoziny
viiéi povrchu celé koule:

ds S1sin 5

- 2P

P = =
S, S,

Dosazenim za S;, S, 5 a df dostavame po jednoduché apravé'”?

x
27 sin (arccotg —>
dP = va)  de

D)

3 IQ 7%
= 272 <1+?) duz;

cast pred diferencidlem je hustota rozdéleni to.

Zobecnéni

V obecném piipadé n € N musime povrch Sy jednotkové trojrozmérné koule
nahradit objemem jednotkové n-rozmérné sféry a délku S; sin 5 kruznice objemem

"P¥ipometime vztahy

1
sin (arccotgt) = ,
V1+t2
t
cos (arccotgt) = .
Vit
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(n — 1)-rozmérné sféry o poloméru r = sin f3:

ran—1
dP = _Sn—lzlvn ﬁdﬂ:

sin® ! (arccot i)
r(3) © Vi da

2" a?
)
e (e

Cast pred diferencidlem je hledanéa hustota rozdéleni t,,.

2.7.3 Rozdéleni F

Necht nahodny vektor X = (Z1,..., Zm, Y1,...,Y,)T ma (m + n)-rozmérné nor-
malni rozdéleni. Odvod'me hustotu g(z) nadhodné veli¢iny

Zﬁ/m
== 7

v2 /o
=1

ktera ma podle definice (1.8) rozdéleni F,, ,,.
Polozme

Z = (Zy,...,2p,0,...,0)T,
Y = (0,...,0,Y1,..., V)"

Tak jako v predchozim prikladu tvoii tyto vektory odvésny pravothlého troji-
helniku, jehoz pfeponou je vektor X, takze vyraz

> 7

a7 12
n - 2
Sy Y
=1

predstavuje druhou mocninu kotangenty thlu (3, ktery svira vektor X s vekto-
rem Z. Vektor Z je vSak vlastné pravouhlym primétem vektoru X do
m-rozmérného podprostoru M = [ey, ..., ey, kde {e1,..., en, €mit,- ., €min}
je aktuélni baze prostoru V,,,,. To znamen4, ze thel § pfedstavuje odchylku vek-
toru X od podprostoru M. Pro x € R™ je tedy mnoZina realizaci odpovidajicich
jevu F' = x tvofena vSemi vektory, které s podprostorem A sviraji ihel g spliujici
rovnost

n
r = —cotg?p,
m
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(b)

Obrazek 2.5: V prostoru V3 protind mnozina v8ech vektort svirajicich s podprostorem M thel
dané velikosti 8 povrch jednotkové koule ve dvou kruznicich, jejichZ polomér je bud r = cos 3,
je-li dimM = 2 (a), nebo r =sin 3, je-li dim M =1 (b).

tj.

[max
b = arccotg | —.
n

Jaka je mira priniku této mnoziny s jednotkovou (m +n — 1)-rozmérnou sfé-
rou se stfedem v pocatku soustavy soufadnic? Prozkoumejme nejprve jediné dva
trojrozmérné piipady (viz obr. 2.5). Je-li m = 2, n = 1, jedna se o dvé kruznice
(tj. jednorozmérné sféry) o poloméru r = cos 3, lezici v rovinich rovnobéznych
s rovinou M. Jejich celkova délka (tj. jednorozmérny objem) je tedy

[ =2-5(cos ).

V ptipadé m = 1, n = 2 se jedné také o dvé kruznice, ale tentokrat lezi v rovinach
kolmych na piimku M, jejich polomér je r = sin 3 a jejich celkova délka je

[=2- Sl(sinﬁ).

V obecném piipadé musime tyto Gvahy zkombinovat: hledany prinik je vlastné
kartézsky soucin (m—1)-rozmérné sféry o poloméru cos (3, ktera lezi v podprostoru
M, a (n—1)-rozmérné sféry o poloméru sin 3, lezici v podprostoru N = M=*. Jeho
(m + n — 2)-rozmérny objem je tedy

I = Sp_1(cosf)- S, 1(sinp) =

Sp—1Sn_1 - cos™ 1B sin" 1.

Vgimnéme si, Ze je Sp(cos ) = Sp(sin ) = 2 (povrch jednorozmérné koule totiz
tvoii dva body) — odtud konstanta 2 v obou trojrozmérnych piipadech.

Dale miizeme postupovat podobné jako v pfedchozim piikladu: jevu F' €
(x; x+dx) odpovidd mnozina realizaci, které vymezuji na jednotkové (m+n—1)-
rozmérné sféfe oblast o (m + n — 1)-rozmérném objemu

dS = —l1df =
- m—lSn—l ' Cosm_lﬂ Sinn_lﬁdﬂa
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kde

1 /m max\ 1
df = —= —(1+—) dz.
2V nx n
Vzhledem k nezavislosti rozdéleni ndhodného vektoru Y na sméru je pravdépo-
dobnost tohoto jevu rovna poméru tohoto objemu vuci objemu celé sféry. Po
dosazeni dostavame

ds
dP = =
Sernfl

m mz\1" ! . maz\]" !
Sm—1Sn—14/ — |cos | arccotg /[ — sin | arccotg 4/ —
B nx n n d

N mx
25m4n—1- (1 + )

n

2 2

¢ast pred diferencidlem je hledana hustota g(x).

Poznamenejme jesté, ze k odvozeni hustoty rozdéleni t a F jsme vlastné ne-
potiebovali predpoklad normality; stacila nezéavislost rozdéleni nahodného vekto-
ru Y na sméru.

2.8 Gaussova-Markovova véta

2.8.1 Funkcionalni a vektorova verze Gaussovy-Markovovy
véty

Ustifednim pojmem Gaussovy-Markovovy véty je nejlepsi nestranng linedrni od-
had. Ten vsak v literatutfe neni definovan zcela jednotné. My budeme za vychozi
povazovat tzv. ,funkcionalni definici“ tohoto pojmu, prevzatou z publikace [31]:
plati-li model (1.10) a T" je homomorfismus 7" : V,, — V,,, nazyvame ndhodnou ve-
licinu 7(Y') nejlepsim nestrannym linearnim odhadem stiedni hodnoty EY = p,
pokud pro vSechna a € V,, a vSechna pu € M plati jednak

ElaoT(Y)] =aoup, (2.63)
a dale, je-li pro néjaky vektor b € V,, splnéna rovnost E(bo Y) = a o u, plati
var(boY) >var[aoT(Y)]. (2.64)

To znamené, ze pro jakoukoli linearni formu na prostoru V,, (vyjadienou skalar-
nim souc¢inem s vektorem a) je ndhodna veli¢ina @ o T'(Y') nestrannym odhadem
hodnoty a o p a pritom ma ze vSech moznych nestrannych linearnich odhadi této
hodnoty nejmensi mozny rozptyl.

Tzv. ,vektorova definice, uvedend napft. v [35], je mirné odlisna: ndhodna
veli¢ina T(Y') se zde nazyva nejlepsim nestrannym linearnim odhadem stiedni
hodnoty p, pokud plati jednak

ET(Y) =, (2.65)



a dale, splituje-li n&jaky homomorfismus'® B podminku EB(Y) = u, plati pro
jakykoli vektor a € V,, nerovnost

var [ao B(Y)| >var[aoT(Y)]. (2.66)

2.8.2 Ekvivalence obou definic

Na prvni pohled neni snadné posoudit, do jaké miry je odlisnost obou definic pod-
statna. VyreSme tedy tuto otazku a ukazme, Ze jsou ve skutecnosti ekvivalentni.
Nemusime se nicméné zabyvat podminkami (2.63) a (2.65), nebot ty jsou ekvi-
valentni z definice stfedni hodnoty (2.50); sta¢i se zaméfit pouze na podminky
(2.64) a (2.66).

Predpokladejme tedy nejprve, ze nahodné veli¢ina je T(Y') je nejlepSim ne-
strannym linearnim odhadem stfedni hodnoty g podle funkcionalni definice.
Necht B je homomorfismus spliiujici podminku EB(Y) = u. Pro libovolny vektor
a €V, pak plati

E[B'(a)oc Y] =E[aoB(Y)| =aop,

kde B’ je homomorfismus adjungovany k homomorfismu B. To znamené, Ze na-
hodna veli¢ina B'(a)o Y je nestrannym linearnim odhadem hodnoty a o p; podle
predpokladu (2.64), kde polozime b = B'(a), tedy plati

var [B’(a) o Y} > var [a o T(Y)} 5

coZ je ekvivalentni s nerovnosti (2.66). Nahodn4 veli¢ina T(Y") tudiz spliiuje po-
zadavky vektorové definice.

Nyni naopak ptredpokladejme, ze T(Y) je nejlepSim nestrannym linedrnim
odhadem stiedni hodnoty p podle vektorové definice. Necht pro néjaké dva vek-
tory a,b € M je ndhodna veli¢ina b o Y nestrannym odhadem hodnoty a o pu
pro vsechna pu € M, tj.

E(boY)=aou; (2.67)

potfebujeme ukéazat, 7e plati nerovnost (2.64).

Nejprve si povsimnéme, ze z piredpokladu (2.67) plyne b o pu = a o p, tj.
(a — b) o p; mé-li tato rovnost platit pro vSechna g € M, znamend to, ze
vektor a — b musi byt kolmy na podprostor M. Z toho dale plyne rovnost
Py(a) = Py (b), kde Py je ortogonalni projekce do podprostoru M.

Zvolme déle libovolny homomorfismus A tak, aby pro jeho adjungovany ho-
momorfismus A’ platilo A’(a) = b, a polozme

BEPM+AQM,

kde QQyy = I — Py;. Protoze obé zobrazeni Py, Qs jsou ortogonalni projekce, jsou
samoadjungované, takze homomorfismus adjungovany k zobrazeni B je

B' = Py + QuA';

187nageni jsme mirné piizpusobili nasim potfebam a matice jsme nahradili homomorfismy.
V originale je navic misto homomorfismu B uvedeno obecnéjsi linedrni zobrazeni ve tvaru
¢+ B(Y), kde ¢ € V,,, rychle se vSak ukéZe, Ze musi platit ¢ = 0.

146



plati totiz vztahy (A + B) = A"+ B', (AB)' = B'A’ (viz [4]). Nyni mizeme
nahlédnout, Ze jednak podle (2.51) plati

EB(Y) = B(n) = Pu(p)+AQu(n) = w,

takze ndhodna veli¢ina B(Y') je nestrannym odhadem stiedni hodnoty p a podle
naseho predpokladu (2.66) je splnéna nerovnost

var[ao B(Y)| >var[aoT(Y)],
a jednak muzeme psat
aoB(Y) = B'(a)oY =
= [PM( )+ QuA(a } °
= [PM )+ Qu(b ] oY
= [PM + Qu(b } oY
= bovY.

Tim je nerovnost (2.64) dokazana.

Obé deﬁnice jsou tedy vskutku ekvivalentni' stoji vSak za upozornéni ie od-

v,

opak. Funkciondlni verze se tim padem miize zdat praktictéjsi. Je ovSsem mozné,
7e existuje jednodussi zptisob odvozeni, ktery ndm zistal utajen.

2.8.3 Dikaz Gaussovy-Markovovy véty

Nyni jiz mizeme pfistoupit k dikazu Gaussovy-Markovovy véty: v linedrnim mo-
delu (1.10) je pravotuhly primét Py (Y') ndhodného vektoru Y do podprostoru M
nejlep$im nestrannym linedrnim odhadem stfedni hodnoty EY = p. Dokazme
tuto skute¢nost uzitim funkcionalni definice. Rovnost (2.63) je ekvivalentni s rov-
nosti (2.65), ktera plyne snadno z tvrzeni (2.51), (2.35) a z toho, ze p € M:

EPy(Y) = Py(p) = 1

tim je dokazana nestrannost. Co se tyce druhé podminky, nejd¥ive pripomenme,
ze z rovnosti E(b o Y') = a o p platné pro vSechna p € M plyne, ze pravoihlé
praméty Py(a) a Pp(b) jsou totozné. Mizeme tedy psét
var(boY) = ||b||2a2 =
1Par (B)]|* 0* =
= ||Pu(a)|*o® =
= var [P]V[(G,) e} Y} =
= var [a, ¢) P]w(Y)} .

IV

Prvni a predposledni rovnost plati diky predpokladu, Ze varian¢ni matice je
o%-nasobkem matice jednotkové, ktery ve ,free-coordinate* p¥istupu odpovida
pozadavku, aby varian¢ni operator 3"y byl o%-nasobkem identity na prostoru V;,
— viz predchézejici kapitolu a vzorec (2.55). Posledni rovnost plyne ze samoad-
jungovanosti ortogonalni projekce, nerovnost vyplyva z tvrzeni (2.37).
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2.8.4 Drtsledky Gaussovy-Markovovy véty a jeji zobecnéni

Z Gaussovy-Markovovy véty podle funkcionalni definice plyne, Ze jakoukoli line-
arnf funkci stfedni hodnoty p je nejlépe odhadnout pomoci odpovidajici linearni
funkce pravothlého pramétu Py (Y'). V prvni fadé se jedna o soufadnice stiedni
hodnoty p, které odhadujeme pomoci soufadnic pravoihlého primétu Py (YY) —
af jiz se jedna o soufadnice (yi,...,y,)? vzhledem k ptivodni bazi prostoru V,,, ¢i
o soutadnice (81, . .., Bn)T vzhledem k bazi podprostoru M predstavované sloup-
ci matice X v modelu (1.10), pokud jsou tyto linearné nezavislé. V fadé druhé
se totéz tyka i jakékoli dalsi linearni funkce téchto souradnic. Poznamenejme, Ze
jakakoli linearni funkce stfedni hodnoty p se nazyva odhadnutelnyj parametr.

Dodejme jesté, ze obvykle je Gaussova-Markovova véta uvadéna v obecnéjsi
podobé, kdy je varianéni operator libovolny (zpravidla je pozadovana regularita).
Tuto situaci lze pfedefinovinim skalarniho souc¢inu ptevést na piedchézejici pii-
pad (viz kapitola 2.5.4); se zménou skalarniho souc¢inu se ovSem zméni i pojem
ortogonalni projekce.

2.9 Linearni vazba regresnich koeficienti — obecné
poznamky

V kapitole 1.11 jsme vidéli, Ze je-li model netuplny, 1ze nejednoznacnost koefici-
entu (3;, resp. jejich odhadu b;, vytesit pfidanim vhodnych linedrnich podminek
svazujicich tyto koeficienty. Je vS8ak ziejmé, ze pokud je model aplny a piidame
k nému podminky tohoto druhu, docilime tim tplné jiného efektu — omezime
pivodni podprostor M dany modelem na néjaky jeho podprostor ¢i linearni pod-
mnozinu, tj. vlastné definujeme submodel (viz kapitoly 1.6 a 1.7). Prozkoumejme
podrobnéji, co je pficinou rozdilnosti téchto dvou situaci.

Uvazujme model (1.10); hodnost matice X oznaéime k (k < m); pfipoustime
tedy i pfipad netplného modelu, tj. situaci, kdy jsou sloupce matice X linearné
zavislé. Za téchto predpokladu plati:

e Dimenze podprostoru moznych st¥ednich hodnot u = X3, které model
pripousti, je rovna hodnoté k.

e Prostor, ze kterého volime vektor parametri 3, je m-rozmérny.

e Je-lim > k, je pii znamé stfedni hodnoté p tieba zvolit m—k parametru f;,
ostatni jsou touto volbou jednoznac¢né urceny.

Nyni pfidejme k modelu vazebni podminky. Ty maji zpravidla v maticovém
zapisu podobu

T8 =c, (2.68)
kde T je matice typu t xm a ¢ € R* je usporadana t-tice redlnych ¢isel (psana jako

sloupec). Piedpokladejme, 7e tato soustava podminek je splniteln4, tj. existuje
B, € R™ takové, ze plati T3, = ¢, a dale predpokladejme, Ze hodnost matice T
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je t; to znamend, 7Ze je t < m a zadné z rovnic soustavy neni nadbytec¢na. Tato
soustava omezuje puvodni podprostor piijatelnych stfednich hodnot

M = {XB: B8R}
dany modelem (1.10) na né&jakou jeho linedrni podmnozinu

S = {XB: TB=cl =
= XB,+{X3: TB=0}.

Je tieba zjistit, jaka je dimenze této mnoziny, tj. podprostoru {X3: T3 = 0}.
Definujme tedy na mnoziné ur¢ené podminkou T3 = 0 zobrazeni

X*: 68— X3.
Dimenze defini¢niho oboru tohoto zobrazeni je m — t. Jeho jadrem je mnozZina

Ker X* = {BeR": TB=0AXB8=0}=

e (300}

jejiz dimenze je rovna hodnoté m — d, kde d je hodnost matice

o= (%)

Miuzeme tedy urcit i dimenzi obrazu homomorfismu X*, tj. mnoziny S:

dim(ImX*) = (m—t)—(m—d) =
= d—t.

Soustava podminek (2.68) tedy spolu s modelem (1.10) vymezuje pro polohu
stfedni hodnoty p linedrni mnozinu dimenze d —t. Tato dimenze se 1i${ od dimen-
ze k ptvodniho podprostoru M v zavislosti na hodnoté d, tj. na tom, do jaké miry
jsou tfadky matice T linearni kombinaci fadkt matice X. Z praktického hlediska
jsou typické jsou dva nésledujici pripady.

Bud'to je kazdy radek matice T n&jakou linearni kombinaci matice X; to zna-
mené, ze hodnost matice D je stejna jako hodnost matice X, tj. d = k. Potom
plati:

e Dimenze podprostoru moznych stfednich hodnot u, které model a podmin-
ky (2.68) pfipoustéji, je rovna hodnoté d —t = k — ¢, je tedy o ¢ mensi
nez dimenze ptuvodniho podprostoru M. Podminky tudiz spolu s ptivodnim
modelem formuluji submodel.

e Linearni mnozina J', ze které volime vektor parametra 3, je (m — t)-
rozmérna.

e Pii znamé stiedni hodnoté p € M vyhovujici podminkam (2.68) je tedy
tieba zvolit (m —t) — (k —t) = m — k parametri ;; to je stejny pocet jako
u puvodniho modelu bez podminek.
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Opacnou alternativou je pfipad, kdy jsou vSechny fadky matice T nezavislé
na radcich matice X; to znamenad, Ze hodnost matice D je rovna souc¢tu hodnosti
matic X a T, tj. d = k + t. Potom plati:

e Dimenze podprostoru moznych stiednich hodnot u, které model a podmin-
ky (2.68) piipoustéji, je rovna hodnoté d —t = k, jedna se tedy o tentyz
podprostor, jako je podprostor M dany modelem.

e Linearni mnozina J', ze které volime vektor parametra 3, je (m — t)-
rozmérna.

e Piiznamé stiedni hodnoté pp € M je tedy potieba zvolit m—t—k parametri
B;, ostatni jsou touto volbou jednoznac¢né urceny. Vhodné je samoziejmé
volit t =m — k.

Zhruba Feceno se jedna o to, ze v prvnim piipadé podminka (2.68) neovliviiu-
je dimenzi jadra puvodniho homomorfismu 8 — X3, kde g € R™; snizuje tudiz
dimenzi jeho obrazu, a to o hodnotu ¢t. V druhém piipadé naopak o tuto hodnotu
snizuje dimenzi jadra, takze dimenze obrazu zistava nezménéna.

Checeme-li tedy pomoci podminek (2.68) definovat submodel, jehoZ dimenze
je o hodnotu ¢ mensi nez dimenze ptuvodniho modelu, musi byt matice T tvo-
fena t fadky zavislymi na radcich matice X. Pokud je nasim cilem dosdhnout
jednoznacnosti parametra (; v situaci, kdy je hodnost k matice X mensi nez po-
¢et parametru m, je tfeba volit matici T tak, aby méla m — k fadku linearné
nezavislych na fadcich matice X.
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3. Historicka c¢ast

3.1 Pocatky moderni matematické statistiky

Pocatek 20. stoleti byl svédkem bouftlivého rozvoje statistiky. V této dobé byla
napiiklad odvozena metoda maximalni vérohodnosti, analyza rozptylu, byly od-
vozeny hustoty rozdéleni oznacovanych dnes jako t a F a jejich pouziti ve statistic-
kych testech ziskalo dnesni podobu. Stézejni postavou tohoto vyvoje byl britsky
matematik a biolog Ronald Aylmer Fisher, ktery je dnes opravnéné povazovéan za
tvirce moderni statistiky. Podstatnym zdrojem inspirace mu ovSem byly préce ji-
ného britského autora, Williama Sealy (Gosseta, publikujiciho pod pseudonymem
y,Student“. Ty byly podnétem ke korespondenci, ktera vyustila v dlouhodobou
spolupraci a pratelstvi obou muzii.

3.1.1 William Sealy Gosset (1876 — 1937)

W. S. Gosset se narodil v roce 1876 jako prvni z péti déti. Vystudoval matematiku
a chemii v Oxfordu a v roce 1899 nastoupil na misto sladka v pivovaru Guiness
v Dublinu, kde zustal po zbytek Zivota. Management firmy v té dobé najal fadu
mladych absolventi z Cambridge a Oxfordu s tmyslem zavést do vyroby védec-
ké metody (viz |24]). Zaméstnanci pivovaru obecné neméli dovoleno publikovat
své vysledky; Gossetovi v§ak byla povolena vyjimka pod podminkou, 7e (kvi-
li utajeni pied ostatnimi zaméstnanci) bude publikovat pod pseudonymem (viz
[32]). Byla zvolena piezdivka ,Student®, pod kterou Gosset publikoval vétsinu ze
svych 21 ¢lankt. Jednim z prvnich, kterym se ovSem nesmazatelné zapsal do déjin
matematiky, bylo pojednani The Probable Error of a Mean |28]. Mnoho zdroju
zduraznuje Gossetilv vynikajici charakter, pro ktery byl respektovan svymi sou-
¢asniky; o jeho skromné povaze, poctivosti a smyslu pro humor svéd¢i i dochované
korespondence (viz [5], [6], [22] a [24]). W.S. Gosset zemfel v roce 1937 ve véku
61 let.

3.1.2 Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962)

R. A.Fisher se narodil v roce 1890 jako nejmladsi z osmi déti. Jeho piichod byl
prekvapenim — matka totiz ¢tvrt hodiny pied nim porodila jeho mrtvého souro-
zence a dalsi dité nikdo neocekaval. Fisher od détstvi projevoval zndmky matema-
tického nadani: pfi jedné ptilezitosti napiiklad opravil svou matku, ze mu nejsou
3 roky, nybrz 3 roky, 4 mésice a 5 dni. M¢l vynikajici geometrickou predstavi-
vost, tdajné vytiibenou i diky tomu, Ze byl kvili svému slabému zraku nucen
studovat sférickou trigonometrii bez pomoci papiru a tuzky (viz [5]). Vystudoval
matematiku v Cambridge, okruh jeho znalosti vSak byl mnohem $irsi — mimo sta-
tistiku proslul predevsim jako biolog. Jeho bibliografie zahrnuje 4 knihy a témér
300 ¢lanka (matematickych i biologickych); mnoho z nich lze povazovat za zce-
la zasadni pro rozvoj statistiky. Nejznaméjsim titulem je pravdépodobné kniha
Statistical Methods for Research Workers [16]. Jeho dcera jej li¢i jako zasadového
idealistu, oddaného svym piateliim, ale nesmifitelného viicéi tém, kdo ho (byt jen
domnéle) zradili (viz [5]). To se zfejmé projevilo v jeho dlouholetém konfliktu
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s Karlem Pearsonem. R. A. Fisher zemfel v Adelaide v roce 1962 ve véku 72 let.

3.1.3 Gossetiiv ¢lanek The Probable Error of a Mean [28]

Gosset pii své praci v pivovaru ¢asto pracoval s nadhodnymi vybéry malého rozsa-
hu, na jejichz zpracovani vSak tehdejsi statistickd teorie nenabizela zadny aparat.
Dosavadni praxe se zabyvala pouze vybéry velkého rozsahu, u nichz se vybérova
smérodatna odchylka s dala povazovat za dostatecné pfesny odhad smérodatné
odchylky o. Bylo tedy legitimni predpokladat, Ze rozptyl priméru = z vybéru
z normalniho rozdéleni N(u,o?) o rozsahu n je s?/n, a tak testovat hypotézy
o stiedni hodnoté p. Gosset ovSem nechtél ignorovat, ze pfi malém rozsahu vy-
béru je hodnota s zatizena chybou, kterd spolehlivost takovych testi podstatné
zkresluje. Ve své nejslavnéjsi praci [28] se proto zaméiil na rozdéleni ndhodné
velic¢iny

@ | &l

kde

n
in n
_ =1 — Z )2
= , §= (x; — ) /n
" i=1

aTi,..., T, je vibér z norméalniho rozdéleni N(0, 0?) (z tedy piedstavuje vzdale-
nost vybérového priméru T od populaéniho priméru méfenou v jednotkach s).

V ¢lanku je nejprve odvozena hustota rozdéleni nahodnych velicin s? a s, po-
té je dokazéano, ze T a s jsou nekorelované, a pak je odvozena hustota rozdéleni
nadhodné veli¢iny z. Nasleduje podrobny rozbor vlastnosti ziskanych rozdéleni.
V dalsi ¢asti Gosset porovnéava ziskané vysledky s vysledky experimentu, kte-
ry podle svych slov provedl jesté diive, nez piistoupil k vypoctam. (Na str. 13
v praci [28] piSe: ,Before I had succeeded in solving my problem analytically, T
had endeavoured to do so empirically.*) Experiment spo¢ival v tom, Ze Gosset na
3000 karticek prepsal délky levého prostiednicku a vysky 3000 trestancu. Karticky
pak promichal a rozdélil na 750 ¢tveric. Tak ziskal 2 x 750 ndhodnych vybéri ze
dvou rozdéleni o znadmych parametrech (vypoctenych z ptuvodniho souboru 3000
méfeni). Pro kazdou ¢tvefici vypocital hodnotu z podle vySe uvedeného vztahu
(od z; ovsem odecetl hodnotu popula¢niho priuméru) a ziskal tak dvé empirické
frekvencni kiivky, které v ¢lanku porovnava s teoretickymi hustotami z; shodu
shled&ava nanejvys uspokojivou. Jak uvadi Zabell v pojednéni 32|, pouZiti tako-
véto simulace bylo v té dobé velice neobvyklé. Praci uzavira tabulka s vybranymi
hodnotami distribu¢ni funkce z pro rozsah vybéru n = 4 az 10 a ¢tyfi piiklady
7 praxe, ilustrujici pouziti jeho ,,z-testu® pii ovéfeni hypotézy o stfedni hodnoté
(tj. ekvivalence dnesniho jednovybérového t-testu).

Fisher v préci [15] upozoriiuje na dva nedostatky textu. Gosset jednak rozdé-
leni s% vlastné pouze odhaduje pomoci prvnich étyi centralnich momentt a tzv.
Pearsonova systému frekven¢nich kfivek, jednak misto nezavislosti = a s2, ktera
je potfebna k odvozeni rozdéleni z, dokazuje pouze jejich nekorelovanost. (Prvni
chyby si v8ak byl Gosset védom, sam ji v ¢lanku piipousti.) Mimoto jsou v jednom
z praktickych pitkladii chybné uvedeny nazvy testovanych léki! a data pouzita

8|

'Fisher tento piiklad prevzal do své knihy [16], aniz si ptivod dat ovéfil. V roce 1934 si
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v tomtéz prikladu predstavuji pruméry z riznych poc¢ti pivodnich méreni; ne-
pochéazeji tedy ze stejnych rozdéleni, a tudiz nejsou pro dany test pouzitelnd
(viz [32]).

3.1.4 Fisherovo ,,Studentovo* rozdéleni

Gossetiiv ¢lanek zpocatku v akademickych kruzich nevyvolal téméf zddnou ode-
zvu (viz [32]); jedinou vyjimkou byl R.A.Fisher. Poc¢ate¢nim impulsem ke ko-
respondenci mezi nim a Gossetem byla v roce 1912 podle [5] neshoda ohledné
spravného jmenovatele ve vzorci pro smérodatnou odchylku.? Fishera viak zjev-
né zaujaly Gossetovy vysledky, nebot mu uz ve svém tietim dopise poslal dikaz
jeho vzorcu pro rozdéleni z, uvedenych v [28]. Tento dopis se nezachoval, ale z ko-
respondence Gosseta s Karlem Pearsonem je ziejmé, ze dikaz byl proveden po-
moci geometrické reprezentace nadhodného vybéru v n-rozmérném prostoru; tento
pristup mu pozdéji umoznil dosdhnout mnoha dalsich pozoruhodnych vysledki,
viz [5]. Gosset preposlal dikaz Karlu Pearsonovi, na kterého vsak tento neucinil
zadny dojem: ,,I do not follow Mr Fisher’s proof & it is not the kind of proof which
appeals to me. (...) I do not see what the writer is doing at all. (...) Of course,
if Mr Fisher will write a proof, in which each line flows from the preceeding one
& define his terms I will gladly consider its publication.* (|24], str. 47-48). Fisher
publikoval geometricky dikaz rozdéleni z a7z v roce 1920 v ¢lanku [13].

Korespondence pokracovala v roce 1915, kdy Fisher publikoval ¢lanek [12]
o rozdéleni korela¢niho koeficientu (viz [6]). I v tomto piipadé byl inspirovan
Gossetovymi vysledky, konkrétné ¢élankem [29] z roku 1908, a i zde uplatnil svij
vynikajici geometricky vhled. Jednim z dil¢ich vysledki bylo tvrzeni, ze je-li po-
pulac¢ni korelacni koeficient p roven nule, méa pomér

r

V1— 12

stejné rozdéleni jako Gossetova veli¢ina z v piipadé vybéru o rozsahu n — 1.
V roce 1922 Gosset v dopise Fisherovi nadhodil problém rozdéleni regresnich
koeficienti; Fisher mu obratem zaslal feSeni, ve kterém se (k nemalé Gossetové

chyby v jeho knize pov§iml Dr. Isidor Greenwald a napsal mu dopis, ktery cituje E. S. Pearson

v publikaci [24]. V pozd&jsich vydéanich knihy [16] jiZ jsou léky oznafeny pouze jako A a B.
2Tato zaleZitost je pondkud nejasni. Gosset ve svém dopise Karlu Pearsonovi z 12.zafi

1912 citovaném v knize [5] li¢i, Ze mu Fisher poslal dikaz, Ze spravny vzorec pro smérodatnou

odchylku je
$ Z(x —x)Q/n a nikoli \IZ(M _x)2/(n_ 1).

Fisher ve svém prvnim ¢lanku [11] skuteéné pomoci metody maximélni vérohodnosti odvozuje
vzorec pro odhad o2, kde je ve jmenovateli n. Jak je v8ak patrno z vyse uvedeného textu, Gosset
v [28] pouZiva rovnéZ n, a neni tedy jasné, pro¢ mu Fisher své vysledky posilal. Jediné snad
proto, ze Gosset mj. uvadi, ze stfedni hodnota vyrazu

Z(.ri—a:)Q/n

je rovna (n—1)0?/n (coz je oviem sprévné). Dopis navic pokracuje zminkou o dal§im Fisherové
dopise, ve kterém ukazal, Ze spravny jmenovatel je nakonec piece jen n — 1.
) )
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radosti) ukazalo, Ze i zde je tfeba pouzit jeho z-rozdéleni. V souvislosti s témito
objevy ziejmé vykrystalizoval Fisheriuv komplexni pohled na celou problematiku,
zahrnujici kromé piedeslého téz testy rozdilu dvou primeértu a testy korela¢nich
koeficienti pomoci ,Studentova“ rozdéleni (viz [10]). Ten byl definitivné shrnut
v praci [15], kde vSak Fisher s ohledem na ¢tenafe postradajici jeho geometrickou
predstavivost pouzil k odvozovani algebraicky pfistup (viz [5]). Celd metodika
byla zpopularizovana také diky Fisherové knize [16], kde jiz bylo ,,Studentovo®
rozdéleni uvedeno v dnesni podobé, tj. po transformaci

tn1 = zZpVn — 1.

3.2 Geometrie v dile R. A. Fishera

V nasledujicim textu ukdzeme na nékolika piikladech, jakym zpusobem R. A. Fi-
sher vyuzival ve svych statistickych pracich svého geometrického vhledu. Je tie-
ba upozornit, ze si nedélame narok na tuplnost tohoto prehledu; Fisherovo dilo
je znac¢né rozsahlé a dle naseho nazoru i pomérné obtizné. Co se tyCe samotné
geometrie, uvadi své tvahy velice zkratkovité, ¢asto jednou vétou, a jejich dikazy
se zpravidla viibec nezabyva. Pro ¢tenare, ktery postrada jeho sebejistotu v pou-
zivani n-rozmérné geometrie a potiebuje si vSechny uvahy tohoto druhu formalné
ovérit, jsou Fisherovy ¢lanky nepfimérené struc¢né.

VSechny nize uvedené priklady se tykaji nahodného vybéru z normélniho roz-
déleni. Po urcitém vahéni jsme ponechali ptivodni znaceni, pouze bezvyznamné
upravené. Soustiedime se vyhradné na geometrické aspekty problematiky.

3.2.1 Sdruzené rozdéleni priméru a vybérové smérodatné
odchylky

V ¢lanku [14] Fisher odvozuje rozdéleni nahodné veli¢iny

r—m Tr—m

z

S

ziskané z vybéru z rozdéleni N(m; 02) o rozsahu n (jednd se o reakci na jiny ¢lanek
z roku 1923, jehoz autor uvadi odlisny vysledek). Hned v tvodu upozorhuje, 7ze
hledany vzorec byl publikovan Gossetem v préci [28] jiz v roce 1908. Nasleduje
odvozeni sdruzeného rozdéleni primeéru T a smérodatné odchylky s uzitim n-
rozmérné geometrie; s nejvétsi pravdépodobnosti je to postup, ktery pouzil jiz
v roce 1912 v korespondenci s Gossetem (viz podkapitoly 3.1.3, 3.1.4).3

Nejprve Fisher formuluje geometrickou interpretaci hustoty: navrhuje nahli-

zet na pozorovani zq,...,x, jako na soufadnice bodu v n-rozmérném prostoru.
Pravdépodobnost, Ze nahodny vektor bude leZet v okoli tohoto bodu* o objemu
dzq - ... -dz,,

3Tento zptisob odvozeni je oviem — v ponékud stru¢néjsi podobé — shrnut jiz ve Fisherové
¢lanku [12] z roku 1915. Odsud také pochazi obrazek 3.1, jeden z maéla, kterymi Fisher své
uvahy ilustroval.

4V originéle ,,volume element*.
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X,

Obrazek 3.1: Fisherova ilustrace z ¢lanku [12] ke geometrickému odvozeni hustoty sdruzeného
rozdéleni vybérového priméru = a smérodatné odchylky s.

je rovha hodnoté

_ Do (xy 77n)2
e 202

(0 27?)

Déale autor upozoriuje na geometricky vyznam zkoumanych veli¢in. P¥i pozo-
rované hodnoté priméru 7 lezi viechny p¥ipustné realizace P = (z1,...,2,)"
v nadroviné (tj. podprostoru dimenze n — 1) uréené rovnici

T+ -+ x, =nT,

které je kolma na vektor (1,...,1)7 a m4 od po¢atku soustavy soufadnic O vzda-
lenost T/n. Hodnota /ns pak predstavuje vzdalenost pozorované realizace od
bodu M = (Z,...,7)T (viz obr. 3.1). P¥i dané hodnoté s tvoii tedy mnoZina
moZnych pozorovani v této nadroviné povrch (n — 1)-rozmérné koule se stfedem
v bodé (Z,...,7)T a polomérem imérnym hodnoté s. Mira této mnoZiny je Gmér-
n4 hodnoté s"~2. P¥iristku veli¢in 7, s o hodnoty dz, ds tedy odpovida oblast®
0 objemu amérném vyrazu

s" 2 dz ds.
Navic plati
(g —m)? _n@-m)? _ns?
e 202 =e 202 ce 202

coz znamend, 7e hustota je na vySe popsané mnoziné konstantni. Pravdépodob-
nost, ze realizace ndhodného vybéru bude lezet v této oblasti, je tedy tmérné
vyrazu

_ n(Efm,)2 ns2

e 22 e 225" 2dsdT, (3.1)

3A% na konstanty umérnosti, které Fisher neuvadi, se vlastné jedna o ,slupku® tloustky ds
obepinajici plast valce vysky dz, jehoZz podstavou je (n — 1)-rozmérna koule o poloméru s.
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coz je — az na konstantu — hustota hledaného sdruzeného rozdéleni; konstantu lze
urcit z podminky

/ P =1
seRt zeR

Ze vzorce (3.1) je v prvni fadé patrnd nezavislost veli¢in s a T; timto vysled-
kem Fisher napravuje jeden z nedostatki Gossetova ¢lanku [28] (viz podkapitolu
3.1.3).

V dal$im textu autor uvadi marginalni hustoty veli¢in ¥ a s a pomoci substi-
tuce dochazi k hledané hustoté ndhodné veli¢iny z.

3.2.2 Rozdéleni vybérového korela¢niho koeficientu

Cilem ¢lanku [12] je odvodit hustotu rozdéleni vybérového korela¢niho koeficien-
tu r, pochazejictho z ndhodného vybéru z dvojrozmérného normalniho rozdéleni

veli¢in
x N mq 0% pPO102
Yy mo ’ pPO102 O'%

o rozsahu n. Fisher nejdiive formuluje geometricky vyznam hustoty zkoumaného
2n-rozmérného ndhodného vektoru: vyraz

1 i <:c1-—m1)272p<xi—m1)<yi—m2>+<yi—m2>2
2 = 207 20109 202

(27rc7102 v/ 1— ,02>

predstavuje pravdépodobnost, Ze vektor pozorovani bude lezet v okoli hodnoty
(T1,91, ..., Tn,yn)’ 0 objemu dz; dy; ...dxz, dy,. Toho vyuZije k urc¢eni hustoty
sdruzeného rozdéleni veli¢in

dxy dy; ...dz, dy, (3.2)

ixz i(wz —7)?

T = i=1 ’ ,M% = =1 7
n n

Zyz Z(yz - y)Q

=S mpES——

TVpey fo2
coz je pro néj ukol prevazné geometricky:

...it is evident that the only difficulty lies in the expression of an ele-
ment of volume in 2n dimensional space in terms of these derivatives.

([12], str. 86)
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Nejdfive navrhuje promitnout zvlast xz-ova a zvlast y-ova pozorovani do téhoz
n-rozmérného prostoru. Nyni pfi pozorovanych hodnotédch =, y, pu; a ps tvo-
i mnozina moznych pozorovani povrch dvou (n — 1)-rozmérnych kouli lezicich
v nadroving kolmé na smér (1,...,1)T, jejichz stiedy jsou v bodech (z,...,7)T
a(7,...,y)7 ajejichz poloméry jsou /npy a/njs. Vybérovy korela¢ni koeficient
r pak predstavuje kosinus thlu sevieného vektory

(1 —7,...,2, —T)7,
(yl_yv"'7yn_y)T'

Déle je Fisher velmi stru¢ny:

(3.3)

Taking one of the projections as fixed at any point on the sphere of
radius y/nps9, the region for which r lies in the range dr, is a zone, on
the other sphere in n — 1 dimensions, of radius u1y/nv1 — 2, and of
width pyy/ndr/+v/1 — 1?2 and therefore having a volume proportional

to 2 (1 — 7"2)%4 dr. (|12], str.87)

Fixuje tedy nejprve hodnoty pozorovani yi,...,%, (a tedy i Y a po) a hodnoty
statistik =, py; pfi dané hodnoté koeficientu r jsou pak pfipustna pozorovani
xy,...,%, — bez této podminky tvorici povrch vyse popsané (n—1)-rozmérné koule
uréené hodnotami T a p; — omezena na ty piipady, kdy vektory (3.3) spolu sviraji
tthel o = arccos r. Tato pozorovani tvofi na povrchu (n—1)-rozmérné koule povrch
(n—2)-rozmérné koule (predstavme si jej jako kruznici) o poloméru py+/nsina =
p1y/nV1 — r2. Piristku koeficientu r o hodnotu dr odpovida zména ahlu

do = —dr/v1 — 12,

a tedy pas na povrchu (n — 1)-rozmérné koule o ,,délce”

n—3
vV = 1|
a Sifce
piy/ndr /1 —1r?,

Mira této mnoziny je tedy

n—4

n—3 n n—4
[/M\/EM} -ul\/ﬁdr/m = n2 ly? (1 —r2) 2 dr,

coZ je — a7 na konstantu nz ! — Fisheriiv vysledek.

Ptiristek objemu odpovidajici piirustkim veli¢in T, ¥, p1, po, r je tedy tmérny
vyrazu

n—4
Py (1= %) F dzdydp dug dr

(je tieba jesté pridat piislusné diferencily a Cinitel p45 2, nebot v dosavadnich
avahach byly hodnoty i, ..., y, fixované). Nyni jiz muzeme vyjadiit vyraz (3.2)
pomoci zkoumanych statistik: plati

_l’_
202 20109 202

i ((% —ma)*  2p(wi —ma)(yi —ma) | (i — m2)2> _

=1

_ o [E=m)? it 2p[rpps + (T = mi) (G — mo)] L= ma)? + pi3
207 20109 203 ’
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takZe po dosazeni za piiristek objemu dostavame (az na nasobek) vyraz

n (T—mq )2+p% _ 2p[rpypo+(@—m1)([FG—mo)] + (7—7"2)2"'/1%
2 209 20102 203

n—4
77 (L= %) 7 Az dgdpn dppdr,

kde ¢ast pred diferencidlem je (az na nasobek) hledanou hustotou sdruzeného
rozdéleni.

Dalsi text se nastésti jiz geometrie netykd. Za upozornéni vSak stoji jeden
z vysledki, ktery je vyznamny z historického hlediska — v piipadé p = 0 mé
nadhodna veli¢ina

r
V1—1r2

rozdéleni identické s rozdélenim odvozenym ,Studentem® v ¢lanku [28] (viz téz
podkapitolu 1.10.1); timto odhalenim se Fisherovi potvrdil vyznam ,,Studentova“
rozdéleni.

3.2.3 Rozdéleni odchylky od priméru

Fisheriv ¢lanek [13] je po geometrické strance mimotfadné podnétny. Jednim
z prvnich dil¢ich tkoli, kterymi se zde autor zabyva, je odvozeni hustoty rozdéleni
odchylek z; jednotlivych méteni od vybérového priméru ziskaného z ndhodného
vibéru z rozdéleni N(m; o?) o rozsahu n (Fisher zna¢i odchylky od priméru sym-
bolem z;, stejné jako puvodni méfeni v jinych odstavcich téhoz ¢lanku). Kazdy
bod reprezentovany témito hodnotami lezi podle néj v podprostoru dimenze n—1
daném rovnici

n
1=1

tento podprostor budeme déle znacit symbolem M. Hustota udavajici na tomto
podprostoru rozdéleni vektoru odchylek je ndsobkem vyrazu

r

e 27, (3.4)

kde r? = ", x7, tj. 7 je vzdalenost od poatku soustavy soufadnic.’ Toho Fisher
vyuzije nasledujicim zptisobem:

The region in which any co-ordinate has an assigned value, xq, is
a plane of (n — 2) dimensions, at a distance

n

(3.5)

. n—1
from the origin, and the frequency with which x; falls into the range
dx; is therefore proportional to

2
ney

e 2(n-1)o2 (36)

6V ¢lanku je toto tvrzeni uvedeno bez diikazu; my jsme jej dokézali v podkapitole 2.6.2 —
vektor odchylek od prumeéru totiz predstavuje pravouhly priamét pavodniho vektoru do (n —1)-
rozmérného podprostoru kolmého na vektor (1,...,1)7.
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Thus deviations from the mean of samples of n of a normal population
are themselves normally distributed. (]13], str.191)

Prvni ¢ast této ivahy miizeme snadno osvétlit: normalovym vektorem nadroviny
Sz = 0 je vektor (1,...,1)7, takze pro tuhel a, ktery svird tato nadrovina
s osou x1, plati

(1,0,...,00T o (1,..., )T 1

sino = —

10, 0T (L. O

z ¢ehoz vyplyva

; n—1
cosa:\/l—sm2a: :

)
n

z toho lze urdit vzdalenost (3.5) (viz obr. 3.2).7 Jak vSak z této skutecnosti

Sz =0, 0sa T
‘\
......... P — konst
\"\ k 1 = KOons
AY
A
A
A Y
\ .
il 1Y o (1,...,1)T
Cos & b
AN
\
N
dalsi osy '

Obrazek 3.2: Vzdalenost linearni mnoZziny urcené rovnicemi 21 = konst., > z; = 0 od poc¢atku
soustavy soufadnic je |z1|/cosa, kde a je uhel, ktery osa z7 svird s podprostorem uréenym
rovnici Y, z; = 0. To plati diky tomu, ze vektor (1,...,1)7 a osa z; jsou na uvedenou lineérni
mnozinu kolmé, a proto je na ni kolma i jimi uréené rovina, tj. ndkresna obrazku.

vyvozuje Fisher tak bezprostfedné zavér (3.6), nam neni jasné; proto jsme citili
potfebu dokéazat spréavnost tohoto kroku v podkapitole 2.6.4. Nevylucujeme ale
moznost existence primocarejstho nahledu.

3.2.4 Sdruzené rozdéleni dvou odchylek od primeéru

Podobnym zpisobem Fisher dale z vysledku (3.4) odvodi hustoty sdruzeného
rozdéleni dvou odchylek x1, x5 od vybérového prameéru:

"Jinym zptsobem, jak lze ke vzdalenosti (3.5) dojit, je tato Gvaha: ze v8ech vektort vyho-
vujicich rovnicim ), x; = 0, 1 = konst., je ziejmé nejkratsi vektor

T
" x Ha]
1y — ceey—
b n_lﬂ b n—l b

jehoz délka je (3.5). Spravné by ovSem mélo byt ve vysledném vyrazu x; v absolutni hodnoteé.
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Consider the the distribution of pairs of values x; and x,. The space
in which the representative points lie is parallel to the line

$1+ZL’2:0

while it makes with the line
T1 = T2
x3:x4:...:xn20’ (38)
an angle the cosine of which is
n—2
3.9
- (39)

Consequently the frequency in the range dz; dzs is proportional to

_%{(zl—fg)g_’_%,(ml‘*;QF}

e " daqy dze = (3.10)
n—1 2, 2z129 | 2

— e_ 2(n—2)02 {xl—i_ n—1 +m2}dl‘1 de, (311)

showing a surface of normal correlation®, with correlation coefficient,
——L=, between any two deviations. (|13], str.191)

Fisher tedy v podprostoru M fixuje hodnoty proménnych z; a x5, pak odvodi, Ze
vzdalenost takto definované linearni mnoZiny (ozna¢me ji L') od pocatku soustavy
soutadnic je

(x1 — 29)? n (x1 + x2)?
\/ > Tn_2 T 2 (8.12)

(to ov8em neni v textu explicitné uvedeno), a to mu umozni — opét pomoci pra-
vidla dokézaného v podkapitole 2.6.4 — formulovat vzorec (3.10). Ten pak upravi
na tvar (3.11), ze kterého ziejmé srovnanim s obecnym vzorcem dvojrozmérného
norméalniho rozdéleni vycte korela¢ni koeficient mezi odchylkami x; a x».

Obtizné pochopitelnym krokem se nam v této Gvaze zda zpiisob, jakym autor
dochézi k vyrazu (3.12). Vysledek je samoziejmé spravny — stac¢i si uvédomit, ze
ze v8ech vektoru, které jsou prvkem mnoziny L', je zfejmé nejkratsi vektor

T+ X2 T+ T2
T1,To, — ey
b ) n_27 ) n_2 )

jehoz délka je skuteéné (3.12). Fisherova argumentace je vSak jina.

Piimky (3.7), (3.8) jsou osami kvadranti roviny zq,x9; postup jeho tvah si
tedy vykladame tak, Ze nejprve rozloz vektor £ = (x1,,0,...,0)7 na soucet
dvou vektori a, b, které jsou rovnobézné s témito osami a jejichz délky jsou

’]31 — ZL'2| ’1’1 + I‘Q‘
V2o V2

(viz obr. 3.3). Vektor a lezi v podprostoru M, vektor b s timto podprostorem

8Ma4 byt ziejmé ,distribution®.
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osa T B

7
e
]\4K //
A 7
N 1'2 //
A 7’
\\ //
7
N ,/ b
, 1 OSa T
// a
7
’ \\
e p—
7 N\ 1+ 22 =0
T = Ty rg=-=x, =0
ZS = e . = :L'n =
Obrazek 3.3: Ilustrace k rotaci os x1, z2 o 45°. Plati ||a| = |z; — 22| /V2, ||b] =

|21 + 22| /v/2. Podprostor M protina nakresnu v ose druhého a ¢tvrtého kvadrantu.

svira tuhel velikosti «, pro ktery plati

, (1,1,0,...,00T o (1,...,1)7] VE
Sl v = — —,
1(1,1,0,..., 007 - [|(1,..., )T n

tj.

; n— 2
cosa =V 1—sina =

n .

Dale je tieba si predstavit dalsi vektor, feknéme ¢, sméfujici mimo rovinu xq, o
z koncového bodu vektoru x do bodu, ktery je z mnoZziny L’ nejbliZze pocatku
soustavy soutfadnic. Tento vektor ziejmé musi byt tvaru (0,0, z3,...,x,), je tedy
kolmy na rovinu z, xo. Délka vektoru a + b + ¢ je pak hledand vzdalenost. Je-li
nyni thel [ sevieny vektory b a b + ¢ stejny jako dhel «, plati

162 n (@t )

b 2 _ —
16+ el cos?f  n—2 2 ’

nebot vektor b + ¢ je preponou pravouhlého trojihelniku, jehoz odvésny jsou
vektory b a c. Z Pythagorovy véty

la+b+cl®=llal*+ b+ cl”

pak snadno dojdeme k vysledku (3.12).
Je tifeba ovSem dokazat rovnost thli a a (. Ta plyne ze vzajemné polohy
roviny uréené vektory b, ¢ a podprostoru M; miizeme totiz ukazat, ze plati

M U [bc, (3.13)
b,e]NnM = [b+¢], (3.14)

z ¢ehoz vyplyva, ze pravouhly primét by, vektoru b do podprostoru M musi byt
rovnobézny s vektorem b + ¢ a lze psat

a = ’<Ib,M’ = |<Ib,b]w| = |<Ib,b—i—c] = 6;
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ke tieti rovnosti je tfeba poznamenat, zZe oba tihly musi byt mensi nez 90 °, vektory
by a b+ ¢ musi mit tedy i stejnou orientaci.

Dokazme tedy jesté tvrzeni (3.13) a (3.14). Druhé z nich plyne z toho, ze
vektory a a a + b + ¢ lezi oba v podprostoru M, lezi v ném tedy i vektor b + c.
Dokéazat druhé tvrzeni vSak neni tak snadné, ackoli je intuitivné snadno piijatelné
— alespon pokud se ¢lovék spokoji s predstavou v trojrozmérném prostoru.

Uvédomme si tedy, ze vektor a + b + ¢ musi byt ze své definice kolmy na
zaméreni mnoziny L', tj. na podprostor L tvofeny vSemi takovymi vektory wu,
pro které plati

vwel u=v—w.

V nagem piipadé se ziejmé jedna o viechny vektory tvaru (0,0, z3,...,z,)". Oba
vektory a, b jsou na tento podprostor také kolmé, musi na néj byt tedy kolmy
i vektor c¢. Protoze jsou tyto tii vektory linedrné nezavislé a dimenze podprosto-
ru L je n — 3, znamena to, Ze plati

[a,b,c] = L.

Vektor (1,...,1)T, ktery je kolmy na podprostor M (a tedy i na L) musi byt
tim padem linearni kombinaci téchto tif navzajem kolmych vektoru. Na vektor
a € M je vSak také kolmy, musi tedy lezet v roviné [b, ¢|. A protoze je jedinym
generdtorem podprostoru M*, plati M+ C [b, c], z ¢ehoz vyplyva M 1L [b, c]
a proto i M U [b, ¢] (viz podkapitolu 2.2.2).

Fisher tedy rychle a se znacnou suverenitou dochazi pomoci n-rozmérné ge-
ometrie ke spravnym vysledkim, domnivame se vSak, Ze podstatnou Cést argu-
mentace vynechava. Fakta, kterd uvadi, nejsou vzdy postacujici podminkou pro
zaveéry, které z nich vyvozuje.

3.2.5 Sdruzené rozdéleni primérné odchylky a vybérové
smérodatné odchylky

Hlavnim cilem ¢lanku [13] je porovnat pfesnost odhadu smérodatné odchylky po-
moci statistik odvozenych od primérné absolutni odchylky od praméru (o;) a od
vybérové smérodatné odchylky (o2) vypoctené z ndhodného vybéru z rozdéleni

N(m; o?) o rozsahu n:
T _
\@Z i — 7, (3.15)
i=1

01

(3.16)

02

V hlavni ¢asti se Fisher omezuje na piipad, kdy n = 4, a odvozuje hustotu
rozdéleni veli¢iny o; podminéné danou hodnotou o,. Vychéazi z predstavy, ze
pii pevné hodnoté oy tvori mnozina moznych pozorovanych hodnot sféru K se
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y y — = — T y s . .
sttedem v bodé M = (7,7,7,T)" a polomérem 205, ktera lezi v trojrozmérné
nadroviné N dané rovnici

Z(mi —7) = 0;

je to tedy ,,oby¢ejna“ dvojrozmérna sféra, tj. povrch trojrozmérné koule. Naproti
tomu pii pevné hodnoté o; tvoii mnozina moznych pozorovani v nadroviné N
povrch mnohosténu; jeho prunikem se sférou K je kiivka, ktera reprezentuje po-
zorovani vyhovujici danym hodnotam o; a oo. Z jeji délky 1ze odvodit hledanou
hustotu podminéného rozdéleni diky tomu, 7e na povrchu této koule je hustota
néhodného vektoru konstantni (viz pfedchozi podkapitoly).

Fisher se nejprve zabyva vlivem absolutnich hodnot ve vzorci (3.15) v riiznych
¢astech nadroviny N:

Within this space the values of (z — Z) will be positive or negative
according as the representative point lies on the other four planes,
through M, drawn parallel to the faces of a regular tetrahedron.

([13], str. 195)

Jedna se o to, 7e hodnoty (x; — T) jsou pozitivni ¢i negativni podle toho, v jaké
¢asti nadroviny N rozdélené nadrovinami

Ilzf, ZEQZE, IgZT, Ty =17

dana ¢tverice pozorovani lezi. Tyto ¢tyfi nadroviny protinaji podprostor M ve
¢tyTech rovinach, které jsou vuci sobé orientovany stejné jako stény pravidelného
CtyFsténu (nejprostsim ditkazem tohoto tvrzeni je pozadavek symetrie, lze jej vSak
ovérit i analyticky); protinaji se ovSem v8echny v jednom bodé M. Jakékoli dvé
7z nich tedy sviraji thel o velikosti arccos % a jakékoli dvé jejich sousedni prisec¢nice
sviraji uhel o velikosti /3.

Tyto roviny rozdéluji sféru K na ¢trnact oblasti, kde kazda z nich odpovi-
da urcité kombinaci znamének vyrazu (xr; — T) — vyloueny jsou piipady vSech
znamének zapornych a viech znamének kladnych.’ Sest téchto oblasti je tvaru
¢tverce — ty odpovidaji pfipadiim dvou pozitivnich a dvou negativnich hodnot;
zbylé maji tvar trojihelniku a odpovidaji piipadim jedné hodnoty pozitivni a tii
negativnich, resp. naopak (viz obr. 3.4). Ctvercové oblasti celkem pokryvaji ¢ast
sféery K o relativnim obsahu

1 arccos % 6 arccos %
2 T ™

zatimco na trojihelnikové oblasti ptipada podil

= —=2 —92 = 0,3510;
47 4 ’ ’

™

(3 arccos % 1) 6 arccos %
g. (=73

%To je mimochodem zajimava kombinatorickd tivaha. Pokud ponékud zjednodusime formu-
laci, znamena to, ze nadrovina n-rozmérného prostoru popsand rovnici 1 + ---+x, = 0 je n
nadrovinami z; = 0,...,z, = 0 rozdélena na 2™ — 2 ¢asti.
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Obrazek 3.4: étyfi roviny, které se protinaji ve stfedu koule a jsou rovnobézné se sténami
pravidelného ¢tyisténu, déli povrch koule na ¢trnact oblasti; Sest z nich ma tvar ¢tverce, zbyvajici
maji tvar trojihelniku. Na obrazku je povrch koule prithledny, rovin nikoli. Jedna z rovin je
rovnobé&zna s nékresnou.

téchto komplikované vyhlizejicich vysledki je ve skutecnosti piekvapivé snadné
dosdhnout, nebot relativni obsahy ¢tvercovych a trojihelnikovych oblasti musi
vyhovovat soustavé

60+8A = 1,
arccos%

1042A =
+ 2T

Pokud nyni fixujeme hodnotu o; a zvolime urcitou kombinaci pozitivnich a nega-
tivnich odchylek, dostaneme ze vzorce (3.15) rovnici nadroviny, jejimZz prinikem
s nadrovinou N je rovina; je-li tato rovina ve vhodné vzdélenosti od bodu M, je
jejim prunikem s piislusnou ¢ésti sféry K kruznice ¢i jeji ¢ast. Osou této kruznice
je v nadroviné N vzdy osa piislusné ¢asti sféry (to je v ¢lanku uvedeno bez di-
kazu pro ptipad ctvercovych ¢asti, je vSak patrné, Ze se to predpoklada i u ¢asti
trojuhelnikovych). Fisher vypocte tihlovou velikost 6 poloméru téchto kruznic:

2 01
6 = arccos - —
T O2

v piipadé ¢tvercovych ¢asti, resp.

8 01
0 = arccos [ /5= —
3T oy

v piipadé ¢asti trojihelnikovych, a pokracuje:

The frequency distribution of oy, for a given value of oy, is thus re-
duced to the frequency of occurrence of different values of 6, in two
types of spherical figures. For the quadrangles the greatest possible
value of 6 is 45°, while the least distance from the perimeter to the
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centre is sin~* \/g . From these 6 regions we have

1
From 0 to sin™! — frequency 3sinfdé

V3

1 4
From sin™! — to 45° frequency 3sin6 <1 — —cos ™!

1
V3 T ﬂtan@) 40
(|13], str.196)

(symbolem sin~! minf{ arcsin). Co to znamen4? Hustota nidhodného vektoru je na
sfétfe K konstantni. Pravdépodobnost, Ze tento vektor bude lezet na jejim povrchu
v dané oblasti (p¥i podmince, Ze se nachazi kdekoli na jejim povrchu), lze tedy
urcit jako podil obsahu dS této oblasti vi¢i obsahu S celé sféry. Pti zméné thlu
0 o hodnotu df je touto oblasti pas sitky dS = 20, df (nezapomeiime, ze 205 je
polomér koule) a délky, ktera je souc¢tem délek v8ech vySe popsanych kruznic ¢i
jejich casti. Jak lze ovérit, na jedné ¢tvercové oblasti je délka ¢asti této kiivky

1
| = 4mwoysind pro 0 <60 < arcsin —

7

1
pro arcsin — < 0 < 45°;
V3

1
m \/§tan9>

druhy fadek se tyka situace, kdy je thel 0 piilis velky, takze do ¢tvercové oblasti
se vejde jen ¢ast kruznice v rozich. Hledana pravdépodobnost je tedy

dS  6-1-20,d0

4
[ = 4rmoysinb (1 — — arccos

S A7 (209)

I

dosazenim za [ dostaneme Fisheriv vysledek.

Analogicky vypocet poté autor provede pro trojihelnikové oblasti a nakonec
dosadi za 6 a df odpovidajici funkce parametru o;. Hledand podminéna hustota
je souctem takto ziskanych funkci (bez diferencialu), Fisher ji vSak uvadi stéle
oddélené:

3\/5 1 4 o1 7r< < T
—4/=|1—- = arccos ————— 10 094 [ — < 01 < 09y [ =
A V=) Bl S )
3 /2 s T
—A\/ = pro g4/ - <01 < 094/ =
oo\ T 3 2

pro ¢tvercové oblasti a

8 2 3 ol T T
—/— |1 - Zarccos —————=] proos/— <oy <094/ —,
og V 3T m \/3ro2 — 8a? 4 3
8 2 o T < < 3T
I B 10094 | — < o oo\ =
oo\ 37 P V3 ="t =2V s

pro oblasti trojihelnikové (viz obr. 3.5, kde je odfiltrovan vliv oy).

Z historického hlediska je vyznamné, Ze toto rozdéleni nezavisi na skutecné
hodnoté rozptylu o?; to znamen4, Ze pii znamé hodnoté statistiky o9 jiz znalost
statistiky o; nemiZe o hodnoté parametru o2 p¥inést zadnou novou informaci.
Tento postieh dovedl Fishera pozdéji k zavedeni pojmu suficientni statistiky.
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Obrazek 3.5: Hustota podilu oy/02 (viz (3.15), (3.16)) pro piipad n = 4. Horni ¢ast kiiv-
ky zahrnuje kombinace dvou pozitivnich a dvou negativnich odchylek od praméru, dolni ¢ést
zbyvajici moznosti. P¥evzato z prace [13].

3.2.6 Test vyznamnosti

Zaklad Fisherovych tivah ohledné testu vyznamnosti objastiuje v jeho Zivotopi-
se [5] jeho dcera J.F.Box nasledujicim zpisobem. Predpokladejme jednoduchy
linedrni model

I Zl
Y=| 2 |- B+| %4 | =z65+Z, (3.17)
XT3 Zg

kde Z ~ N(0, 02l3). Checeme-li zvaZovat nulovou hypotézu Hy : 8 = 0, je ziejmé,
ze ji zamitneme tehdy, kdyz bude tihel mezi ziskanou realizaci y a vektorem x
maly. Jaké kritérium musime pro své rozhodnuti zvolit, abychom se v ptipadé
platnosti hypotézy H, zmylili nanejvys v 5% pripada, tj. abychom nepiekrodili
obvykle pozadovanou pravdépodobnost chyby prvntho druhu? Nulova hypotéza
vlastné znamend, Ze hustota zavisi pouze na vzdalenosti od pocatku soustavy
soufadnic, takze nezavisi na sméru. Vhodné kritérium mizeme tedy ziskat tak,
ze nechame ziskany vektor y rotovat kolem vektoru z, ¢imz opiSeme na sféfe se
stfedem v pocatku a polomérem ||y|| hranici vrchliku (viz obr. 3.6). Je-li relativni
obsah tohoto vrchliku vici obsahu celé sféry mensi nez 5%, zamitneme nulovou
hypotézu.

Po zobecnéni na vice rozméri predstavuje tato myslenka podstatu klasického
jednovybérového t-testu; jeho vysledna hladina vyznamnosti je tedy vlastné po-
dil obsahu pfislusného , hypervrchliku® vii¢i obsahu celé n-rozmérné koule. Tato
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Obrazek 3.6: Ziskame-li za platnosti modelu (3.17) realizaci y, zamitneme nulovou hypotézu
Hy : B = 0 tehdy, kdyz bude thel sevieny vektory y a  dostateéné maly. Hladinou vyznamnosti
tohoto testu je podil S,/Sk, kde Si je obsah sféry se stifedem v pocatku soustavy soufadnic
a polomérem ||y| a S, je obsah vrchliku, ktery na této sféfe vznikne, nechdme-li rotovat vektor
y kolem vektoru z.

hodnota je funkei ihlu sevieného vektory y a . V obecnéjsim piipadé, kdy je mo-
del vicerozmérny, je analogicka tivaha zakladem F'-testu jako hlavniho vysledku
analyzy rozptylu.

3.3 Dalsi osudy geometrického piistupu

R. A.Fisher sice v nékterych svych ¢lancich geometrii pouzil, v jeho nejvyznam-
néjsich pracich vsak zminéna neni. Divodem je patrné to, ze Gosset, ktery byl
jeho blizkym spolupracovnikem, nebyl schopen porozumét n-rozmérné geomet-
rii (viz [5]); ze skromnosti to sice pfipisoval svym nedostateénym matematickym
schopnostem, je vSak tfeba priznat, Ze Fisher si s vysvétlovanim opravdu nedaval
prili§ mnoho prace. Snad pravé v reakci na Gossetovu prosbu ,,please don’t let
too much be clear or obvious®, narazejici na Fisherovy stru¢né argumenty typu
it is obvious, that...“, pouzil Fisher v ¢lanku [15], shrnujicim hlavni poznatky
tykajici se mozného pouziti ,Studentova“ rozdéleni, algebraicky ptistup. Sam to
komentoval témito slovy:

It is perhaps worth while to give, at length, an algebraical method
of proof, since analogous cases have hitherto been demonstrated only
geometrically, by means of a construction in Euclidian hyperspace,
and the validity of such methods of proof may not be universally
admitted. (|15], str. 48)

Tak byl polozen zaklad tradici, kterd v matematické statistice prevladla, a geo-
metricky pristup se od té doby vyuziva v literature jen sporadicky.

Pomérné podrobny ptehled tohoto vyvoje uvadi D. G. Herr v ¢lanku [17]. Ro-
zebiréd zde ptistup vybranych sedmi autori, ktefi prilezitostné pouzili geometricky
pristup k linedrnimu modelu. Nicméné pouze pristup R. A. Fishera a pristup au-
tort ¢lanku (8] jsou zde charakterizovany jako ¢isté geometrické v tom smyslu, Ze
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jejich autofi z popsanych geometrickych predstav vyvozuji vysledné vzorce zce-
la bezprostfedné. Ostatni prace Herr popisuje spise jako analyticko-geometrické,
¢imz mini to, Zze v nich jsou geometrické predstavy reprezentovany analytickymi
VZOTCi.

Autofi publikace [27] néjaky hlavni zdroj inspirace neuvadéji a v avodu zminuji
pouze Fishera:

Unfortunately Fisher found it difficult to explain his geometric proofs
to his colleagues, and in the main they decided the geometry was too
difficult. For this reason, and easy computing formulae were needed in
the early days, the tradition arose of expressing the geometric results
in algebraic form...The book aims to retrieve Fisher’s lost insight,
and to present it in a dish palatable to all and even delicious to many.

Michael Wichura, autor nami ¢asto citované ucebnice [31], pfipisuje hlavni
zasluhu na jeho seznameni s geometrickym piistupem (a tim i pochopeni mate-
matické teorie stojici v pozadi analyzy rozptylu a regresnich modelt) Willamu
Kruskalovi, ktery mu nékdy v poloviné 60. let dal precist predbéznou verzi své
ucebnice vénované tomuto tématu.

Podobnou zkuSenost zminuje i Morris Eaton v ¢lanku [9]. Role Williama Krus-
kala (1919-2005) je ziejmé v tomto sméru zasadni. Ostatné jeho prace [18], [19]
a [20] patii v literatuie zabyvajici se geometrickym piistupem k nejcitovanéj-
Sim. K vydani vySe zminéné ucebnice vSak nikdy nedoslo. Kruskala samotného
k tomuto tématu podle [33] pFivedl L. J. Savage.

V ceské literatufe je ndm znama pouze jedinad publikace vénovani tomuto
tématu, a tou je ¢lanek Pazmanuv [23]. Ten se vSak zabyva podstatné specia-
lizovanéjsimi technikami nez tato prace a obraci se k pokrocilejsim ¢tenaitm.
V uéebnicich [3] a [35] jsou pilezitostné pouzity geometrické argumenty, jedna se
vSak o vyjimky.

Ackoli je vyse uvedeny vycet pouze ilustrativni a neklade si zddné naroky na
uplnost, povazujeme za ziejmé, ze geometricky ptistup k linedrnimu modelu je
v zéplavé statistické literatury pomérné okrajovym jevem. Nepocitaje nevydanou
Kruskalovu publikaci, existuji v této oblasti dosud ziejmé pouhé dvé ucebnice
(konkrétné knihy [27] a [31]).1% PFitom maloktery z autort zabyvajicich se timto
tématem opomene zduraznit jeho eleganci a srozumitelnost, diky nimz, jak zdi-
razhuje Box v Zzivotopise [5], ,the results can be immediately seen rather than
laboriously derived“. Herr navrhuje v ¢lanku [17] ¢ty¥i razné teorie, které tuto
skutecnost vysvétluji:

e tradice;

e Fishertiv zplisob pouziti geometrie vyvolal dojem, Ze takovy pristup miize
byt srozumitelny pouze vyjimeéné nadanym jedinctm;!!

e nedostatecné matematické vzdélani nékterych statistiki;

1ONgkolik skrovnych, le¢ vystiznych poznamek upozoriujicich na uZite¢nost geometrické in-
terpretace je také v ucebnici [7].

I Autor Fisheriiv struény styl komentuje témito vystiznymi slovy: ,If you see it, it’s beauti-
fully elegant; if you don’t, there is very little there to improve your vision. It seems the kind of
discussion that inspires the reader to honor the genius that produced it, but does not to inspire
him to try to emulate the approach.“([17], str.45)
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e maticova algebra je obecné&jsi nez geometrie (tuto moznost Herr vzapéti
zavrhuje).

Pridejme k tomuto vyctu jesté jednu moznost, kterd by mohla ptispivat k udrzo-
vani souc¢asného stavu:

e oproti ostatnim matematickym oborim mé statistika vyrazné silny vztah
k aplikacim. Je tedy mozné, Zze matematikové, ktefi si ji voli jako svoji
pochybnou a subjektivni ,eleganci®; dosazené vysledky jsou pro né dilezi-
téjSi nez zptusoby jejich ziskani a neciti potiebu hledat zptisoby nové.

At uz jsou vSak pfiCiny této situace jakékoli, jsme presvédceni, ze geometricky
pristup by si zaslouzil ve statistické literature Sirs$i prostor; myslenky prezentované
v nasi praci jsou snad pro tento nazor dostate¢nou oporou.
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Shrnuti

Prvni ¢ast predkladané prace nabizi alternativni koncept vykladu teorie linearni-
ho modelu, zaloZzeny na geometrii vektorovych prostort.

Zakladnim vychodiskem je predstava ndhodného vektoru jako geometrického
objektu umisténého ve vektorovém prostoru dimenze n, kde n je obvykle pocet
méfeni. Linedrni model pak specifikuje polohu neznamé st¥edni hodnoty nahod-
ného vektoru v tom smyslu, Ze ji omezuje na néjaky vektorovy podprostor. Je-li
varian¢ni matice tvaru o?l, (coZ je piipad, na ktery se — spolu s piedpokladem
normality — omezujeme témét v celé praci), je nejleps§im nestrannym linearnim
odhadem stfedni hodnoty pravotuhly primét ndhodného vektoru do prislusného
podprostoru.

Dale se ukazuje, Ze vzorce definujici rozdéleni x2, t,, a F, 1ze interpretovat jako
funkce jednoho ¢i vice pravothlych pruméti ndhodného vektoru do navzajem kol-
mych podprostori, pficemz tyto funkce nezavisi na zvolené soustavé soutradnic.
To umoznuje vyslovit uziteénd tvrzeni pravdépodobnostniho charakteru ohledné
neznamych parametri modelu a eventuélni platnosti submodelu, nebot navzajem
kolmé podprostory a pravoihlé priméty hraji v dalsi analyze linearniho modelu
dominantni roli. Odhad stiedni hodnoty, odhad rozptylu a test submodelu jsou
témata, v nichz efektivita geometrického ptistupu vynikd nejnapadnéji. Ostatni
kapitoly této ¢asti vyzaduji o néco hlubsi zamysleni a znalosti.

Druh4 ¢ast publikace se zabyva jednak teoretickymi zaklady, na kterych je
geometricky piistup polozen, a jednak zplisoby, jak lze jeho pouziti zobecnit.
RovnéZ jsou zde pomoci geometrie odvozeny hustoty rozdéleni x2, t, a F,; tento
zpusob byl inspirovan nékterymi postupy R. A. Fishera a povazujeme jej za dalsi
mimoiadné efektni ukdzku vyuziti geometrie ve statistice.

Znacny prostor je v druhé ¢asti vénovan studiu pojmu kolmosti; ackoli fada
zde odvozenych tvrzeni nema piimy vztah ke zbytku prace, povazujeme tyto kapi-
toly za jeji nepostradatelnou souc¢ast. Odvolavame se totiz ¢asto na geometrickou
intuici, ta vSak nemuze byt spolehliviym voditkem, neni-li patfi¢né kultivovana
peclivymi formélnimi dikazy.

Ve tieti ¢asti podéavame stru¢ny popis historie spoluprace W.S. Gosseta
a R. A.Fishera, kterou povazujeme za pocatek moderni matematické statistiky.
Déle je na ptikladu nékolika ¢lankt analyzovan zptsob Fisherova geometrického
mysleni. Praci uzavird kratka ivaha nad dalsim vyvojem geometrického piistupu.
Zde uvedeny piehled literatury je ovSsem pouze orientac¢ni; dalsi dsili by mélo byt
zameéfeno pravé timto smérem.
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