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P°edmluva

Lineární model je jedním ze základních pilí°· matematické statistiky. To, ºe jej lze
interpretovat geometricky, není pro statistiky ºádným tajemstvím; této moºnosti
se v²ak p°i výuce statistiky tém¥° nevyuºívá, a je proto pro nezanedbatelnou £ást
matematické ve°ejnosti prakticky neznámá, o studentech matematicky zam¥°e-
ných obor· ani nemluv¥. Tento p°ístup má p°itom výhody, které by °ada z nich
mohla ocenit: názornost, moºnost odvození mnoha d·leºitých výsledk· z n¥kolika
málo jednoduchých geometrických p°edstav, komplexní pohled na celou proble-
matiku a v neposlední °ad¥ i jistou estetickou hodnotu.

Cílem této práce je seznámit s geometrickým p°ístupem ty £tená°e, kte°í
nejsou spokojeni se svým dosavadním porozum¥ním statistické teorii a pro které
je tradi£ní maticov¥-algebraický výklad p°íli² abstraktní a nep°ehledný. U nich
p°edpokládám jednak dobrou geometrickou p°edstavivost a znalost teorie vekto-
rových prostor·, jednak alespo¬ hrubou p°edstavu o elementárních statistických
pojmech (nap°íklad rozd¥lení náhodné veli£iny £i hladina významnosti).

S ohledem na tento zám¥r jsem uspo°ádal text tak, ºe nejd·leºit¥j²í my²lenky
a výsledky jsou vysv¥tleny bez zbyte£ného otálení hned v první praktické £ásti,
a to £asto bez d·kaz·, aby p°ípadný £tená° nebyl odrazen opakováním známé te-
orie nebo rozebíráním pro n¥ho nepodstatných detail·. Podrobn¥j²í rozbor jsem
pak spolu s p°ipomenutím n¥kterých teoretických základ· umístil do druhé, tzv.
teoretické £ásti. Povaºuji v²ak za nutné upozornit, ºe a£koli jsem se zde snaºil
být d·kladný, bylo mým cílem spí²e jen nazna£it moºnosti hlub²ího uchopení
celé problematiky, neº budovat rigorózní teorii. Tomu by jednak nevyhovovalo
uvedené uspo°ádání (proto jsem také nepouºil formu �de�nice � v¥ta � d·kaz�),
ale p°edev²ím bych v takovém p°ípad¥ nevyhnuteln¥ kopíroval jiné autory. Ná-
ro£n¥j²í £tená° tedy m·ºe v mém textu n¥která témata postrádat, nebo´ jejich
výb¥r je mimo jiné pod°ízen také tomu, do jaké míry jsem byl schopen je origi-
náln¥ zpracovat. Místy jsem ov²em povaºoval za nezbytné pouºít cizí formulaci £i
d·kaz; v takových p°ípadech to je samoz°ejm¥ vºdy d·sledn¥ citováno.

Geometrická interpretace lineárního modelu v²ak není pozoruhodná jen z di-
daktického hlediska. Existuje totiº °ada p°esv¥d£ivých doklad· toho, ºe je to
zárove¬ pojetí historicky p·vodní a ºe autor lineárního modelu, geniální britský
matematik a biolog Ronald Aylmer Fisher, jeho teorii vypracoval práv¥ díky své
schopnosti geometrické vizualizace. T¥mito souvislostmi se zabývá t°etí, historic-
ká £ást práce.

�tená°·m touºícím po d·kladn¥j²ím studiu mohu v°ele doporu£it vynikající
knihu [31], kde je velice solidn¥ vybudována kompletní teorie lineárního modelu
na geometrickém základ¥. Ti, kte°í naopak moji práci shledají p°íli² obtíºnou, ale
p°esto se i nadále domnívají, ºe geometrie by pro n¥ mohla být vhodnou cestou
ke statistice, snad naleznou názorn¥j²í výklad v knize [27]. Co se tý£e pot°ebných
základ· geometrie a algebry, lze je nalézt nap°íklad v u£ebnicích [21] a [4], za
hlavní zdroj znalostí z matematické statistiky mi slouºily knihy [1], [2], [3], [34]
a [35]. Informace o díle a ºivot¥ R.A. Fishera shrnuje nejúpln¥ji ºivotopis [5].

Záv¥rem bych rád poznamenal, ºe si jsem v¥dom, ºe vhodnost £i nevhodnost
ur£ité didaktické metody je záleºitost subjektivní a obtíºn¥ prokazatelná. Na
základ¥ vlastní zku²enosti se v²ak domnívám, ºe by si geometrický p°ístup mohl
najít své p°íznivce; a protoºe je matematická statistika v²eobecn¥ povaºována
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za obtíºné odv¥tví matematiky, odvaºuji se zárove¬ doufat, ºe má snaha o její
zp°ístupn¥ní ²ir²ímu okruhu £tená°· nebude p°ijata nevlídn¥ t¥mi, kte°í dávají
p°ednost tradi£n¥j²ím metodám.
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P°ehled pouºitého zna£ení

Y , β, . . . vektor, náhodný vektor (tu£ným patkovým písmem), resp.
jeho sou°adnice zapsané do sloupce

X, M, . . . matice (tu£ným bezpatkovým písmem)

X
T transpozice matice A

In jednotková matice o rozm¥rech n× n

µ st°ední hodnota náhodného vektoru popsaného lineárním
modelem∑

Y varian£ní operátor náhodného vektoru Y (str. 131)

e vektor o sou°adnicích (1, . . . , 1)T

e1, . . . , en vektory zavedené ortonormální báze

E podprostor generovaný vektorem (1, . . . , 1)T

M podprostor ur£ený modelem

Y pravoúhlý pr·m¥t vektoru Y do podprostoru E, tj. vektor(
Y , . . . , Y

)T
Ŷ pravoúhlý pr·m¥t náhodného vektoru Y do podprostoru

ur£eného modelem

YM pravoúhlý pr·m¥t náhodného vektoru Y do podprosto-
ru M

PM ortogonální projekce do podprostoru M (str. 121)

QM ortogonální projekce do podprostoru M⊥

[x 1, . . . , x k] lineární obal vektor· x 1, . . . , x k

χ2
n(α) kritická hodnota rozd¥lení χ2

n na hladin¥ α (str. 11)

tn(α) kritická hodnota rozd¥lení tn na hladin¥ α (str. 11)

Fm,n(α) kritická hodnota rozd¥lení Fm,n na hladin¥ α (str. 11)

S2 reziduální rozptyl (str. 24)

u +M lineární mnoºina ur£ená vektorem u a podprostorem M
(str. 40)

A+B sou£et podprostor· A, B (str. 109)
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A−B ortogonální dopln¥k podprostoru B v podprostoru A
(str. 109)

M⊥ ortogonální dopln¥k podprostoru M (str. 23)

A ⊥ B podprostory A, B jsou navzájem kolmé (str. 110)

A |= B alternativní de�nice kolmosti podprostor· A, B (str. 112)

A t B podprostory A, B jsou navzájem kniºn¥ kolmé (str. 112)

{A1, . . . , Ak} ∈ P⊥ podprostory A1, . . . , Ak jsou po dvojicích navzájem kolmé

{A1, . . . , Ak} ∈ Pt podprostory A1, . . . , Ak jsou po dvojicích navzájem kniºn¥
kolmé (str. 112)

A = L1 ⊕ . . .⊕ Lk podprostory L1, . . . , Lk tvo°í ortogonální rozklad podpro-
storu L (str. 110)

ImT obraz zobrazení T

KerT jádro zobrazení T

Sn(r) objem n-rozm¥rné sféry o polom¥ru r

Sn objem n-rozm¥rné sféry o polom¥ru 1
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1. Praktická £ást

1.1 Náhodný vektor

Základní charakteristikou geometrického p°ístupu k lineárnímu modelu je zp·sob,
jakým je zde chápán náhodný vektor. Zatímco p°i standardním výkladu je de�-
nován jako uspo°ádaná n-tice náhodných veli£in (Y1, . . . , Yn)T , p°i geometrickém
pohledu jej � zjednodu²en¥ °e£eno � povaºujeme za výsledek náhodného pokusu,
jehoº moºnými realizacemi jsou vektory, tj. prvky n¥jakého reálného vektorového
prostoru Vn kone£né dimenze n, na kterém je de�nován skalární sou£in ◦, a te-
dy i norma ‖ · ‖ a úhel. Vektory si tedy m·ºeme p°edstavovat ve st°edo²kolském
smyslu jako �mnoºiny v²ech uspo°ádaných úse£ek stejné délky a stejného sm¥ru� .
Pokud jde o vy²²í dimenze, není t°eba se nijak zvlá²´ znepokojovat nedostatkem
p°edstavivosti: pro intuitivní porozum¥ní dokáºeme v¥t²inu úvah zjednodu²it na
trojrozm¥rný p°ípad a u formálních d·kaz· na ni stejn¥ nem·ºeme spoléhat.

Kdyº nyní v tomto vektorovém prostoru Vn zvolíme n¥jakou bázi, sou°adnice
náhodného vektoru vzhledem k této bázi budou z°ejm¥ náhodné veli£iny a vytvo°í
náhodný vektor v obvyklém smyslu. D·leºitý d·sledek geometrické de�nice se
v²ak ukáºe v situaci, kdy se rozhodneme soustavu sou°adnic zm¥nit: tehdy totiº
budeme moci hovo°it o stále stejném náhodném vektoru, a£koli jeho sou°adnice
se zm¥ní. Tím se tento p°ístup podstatn¥ li²í od od obvyklého pojetí, kde zm¥na
sou°adnic náhodného vektoru automaticky znamená, ºe se jedná o jiný vektor.

Tak se zcela p°irozen¥ nabízí moºnost studovat vlastnosti náhodného vekto-
ru z pouhého geometrického názoru, bez pouºití sou°adnic, a sou°adnicový zápis
aplikovat aº na dosaºené záv¥ry. To je d·vod, pro£ se tento p°ístup nazývá v an-
gli£tin¥ coordinate-free.

V d·sledném výkladu zaloºeném na geometrické de�nici by m¥la být zavede-
na r·zná ozna£ení pro vektor a pro jeho sou°adnicovou reprezentaci. Tím by se
v²ak na²e zápisy vzdálily od podoby, na kterou je pravd¥podobn¥ v¥t²ina £tená°·
zvyklá; zvolíme proto cestu kompromisu. Na vektorovém prostoru Vn zavedeme
n¥jakou ortonormální bázi, a aniº bychom ztráceli ze z°etele výchozí geometrickou
p°edstavu, budeme pouºívat stejná ozna£ení pro prvky vektorového prostoru Vn
a pro jejich sou°adnicové reprezentace vzhledem k této bázi; v druhém p°ípad¥
budeme tyto sou°adnice psát do sloupce a v té podob¥ je p°íleºitostn¥ zapojíme
i do maticových formulí. Podobn¥ nebudeme rozli²ovat mezi operacemi a relace-
mi de�novanými na Vn a jim odpovídajícími prot¥j²ky na Rn. Pokud nebudeme
m¥nit soustavu sou°adnic, nebude hrozit nedorozum¥ní; v opa£ném p°ípad¥ na
to vºdy výslovn¥ upozorníme.

1.1.1 St°ední hodnota, varian£ní matice

St°ední hodnotu a varian£ní matici náhodného vektoru Y zavedeme obvyklým
zp·sobem, tj.

EY ≡ (EY1, . . . ,EYn)T ,

VY ≡ (cov(Yi, Yj))n×n ,
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kde EYi je st°ední hodnota náhodné veli£iny Yi, cov(Yi, Yi) je její rozptyl (£i téº
variance), zna£ený ov²em obvykle varYi, a cov(Yi, Yj) je kovariance náhodných
veli£in Yi, Yj (podrobn¥ji viz nap°. [3]). P°ipome¬me elementární vztahy

E(a +BY ) = a +B · EY , (1.1)
Va+BY = BVYB

T , (1.2)

platné pro libovolný vektor a a matici B vhodných rozm¥r·. Ze vztahu (1.1)
plyne, ºe st°ední hodnotu lze geometricky interperetovat, protoºe její sou°adnice
reprezentují vektor, jehoº poloha není na zvolené soustav¥ sou°adnic závislá. Je-li
totiº B matice p°echodu od p·vodní báze prostoru Vn k n¥jaké jiné, je st°ední
hodnota nových sou°adnic rovna E(BY ), zatímco sou°adnice p·vodní st°ední
hodnoty vzhledem k nové bázi jsou B · EY .

Nebude-li uvedeno jinak, budeme st°ední hodnotu náhodného vektoru Y zna-
£it v celé na²í práci tradi£n¥ zavedeným symbolem µ.

1.1.2 Rozd¥lení a hustota náhodného vektoru

Chování náhodného vektoru nejúpln¥ji charakterizuje jeho rozd¥lení. To je funkce,
která kaºdé �rozumné� podmnoºin¥ prostoru Vn p°i°azuje pravd¥podobnost, ºe
realizace náhodného vektoru bude prvkem této podmnoºiny. V na²em pojednání
se setkáme pouze se spojitým rozd¥lením, v jehoº p°ípad¥ je toto pravidlo obvykle
formulováno pomocí tzv. hustoty rozd¥lení, coº je funkce f : Vn → R udávající
prost°ednictvím vztahu

dP = f(y) dV (1.3)

pravd¥podobnost dP, ºe realizace náhodného vektoru bude leºet v �nekone£n¥
malém� okolí vektoru y ∈ Vn o n-rozm¥rném objemu dV . V sou°adnicích má
tento zápis tvar

dP = f(y1, . . . , yn) · dy1 · · · dyn;

dP je tedy pravd¥podobnost, ºe nastane jev

Y ∈ 〈y1, y1 + dy1〉 × · · · × 〈yn, yn + dyn〉.

Stojí za zmínku, ºe vztah (1.3) m·ºe popisovat rozd¥lení náhodného vektoru
i v takovém p°ípad¥, kdy je mnoºina jeho moºných realizací omezena na n¥jaký
podprostor (obecn¥ji lineární mnoºinu nebo varietu) prostoru Vn, jehoº dimen-
ze je k < n (nap°íklad v p°ípad¥ podmín¥ného rozd¥lení, kdy jsou sou°adnice
náhodného vektoru vázány n¥jakou lineární podmínkou). Pak ov²em dV p°edsta-
vuje k-rozm¥rný objem a v obecném p°ípad¥ jej nelze vyjád°it pomocí p·vodních
sou°adnic.

1.1.3 Mnohorozm¥rné normální rozd¥lení

Má-li kaºdá lineární funkce náhodného vektoru Y normální rozd¥lení, °íkáme,
ºe Y má mnohorozm¥rné normální rozd¥lení; je-li µ jeho st°ední hodnota a V
varian£ní matice, vyjad°ujeme to zápisem

Y ∼ N(µ,V).

9



Hustota Y je parametry µ a V jednozna£n¥ ur£ena. Z de�nice speciáln¥ plyne,
ºe Y má mnohorozm¥rné normální rozd¥lení práv¥ tehdy, kdyº jeho sou°adnice
mají normální rozd¥lení.

V praxi je £asté, ºe varian£ní matice je σ2-násobkem jednotkové matice In
typu n×n. To znamená, ºe jednotlivé sou°adnice náhodného vektoru mají stejný
rozptyl σ2 a kovariance jakýchkoli dvou r·zných sou°adnic je nulová. Lze dokázat
(viz [26]), ºe v p°ípad¥ normálního rozd¥lení je nulová kovariance ekvivalentní
s nezávislostí; jednotlivé sou°adnice náhodného vektoru jsou tedy v p°ípad¥ roz-
d¥lení N (µ; σ2In) nezávislé.

Hustota je v tomto speciálním p°ípad¥ ur£ena p°edpisem

f(y) =
(√

2π · σ
)−n

exp

{
−‖y − µ‖2

2σ2

}
. (1.4)

Závisí tedy pouze na vzdálenosti od st°ední hodnoty, nikoli na sm¥ru. Jinými
slovy, body se stejnou hustotou tvo°í sféry koncentricky uspo°ádané kolem st°ed-
ní hodnoty. Obrázek 1.1 ilustruje toto uspo°ádání, chování náhodného vektoru
a r·zné zp·soby zobrazování jeho realizací pro p°ípad n = 2.

(a) (b)

(c) (d)

Obrázek 1.1: (a) Vrstevnice hustoty náhodného vektoru Y s rozd¥lením N
(
(2, 2)T , I2

)
, od-

stup¬ované po 0,01. Hodnota hustoty v bod¥ (2, 2)T je (2π)−1
.
= 0, 159. (b) Znázorn¥ní deseti

realizací téhoº náhodného vektoru. (c) Tytéº realizace znázorn¥né jako vektory. (d) Tytéº rea-
lizace znázorn¥né jako sou£et st°ední hodnoty (£árkovan¥) a odchylky od st°ední hodnoty.
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1.1.4 N¥která dal²í rozd¥lení

P°ipome¬me je²t¥ dal²í uºite£ná rozd¥lení odvozená od normálního rozd¥lení.
Nech´ náhodné veli£iny Y1, . . . , Yn a Z1, . . . , Zm mají rozd¥lení N(0, 1) a jsou na-
vzájem nezávislé; pak náhodná veli£ina

n∑
i=1

Y 2
i ∼ χ2

n (1.5)

má rozd¥lení zvané χ2 o n stupních volnosti, zkrácen¥ χ2
n. Je-li 0 < α < 1,

nazýváme kritickou hodnotou tohoto rozd¥lení na hladin¥ α takovou hodnotu
χ2
n(α), která spl¬uje podmínku

Y ∼ χ2
n =⇒ P

[
Y ≥ χ2

n(α)
]

= α

(viz obr. 1.2). Náhodná veli£ina

α

χ2
n(α)

f(x)

x

Obrázek 1.2: Hustota a kritická hodnota rozd¥lení χ2
n (zde pro p°ípad n = 10).

Z1√
n∑

i=1

Y 2
i

/
n

(1.6)

má rozd¥lení tn, tj. �Studentovo� rozd¥lení t o n stupních volnosti. Jeho kritická
hodnota tn(α) je de�novaná vztahem

X ∼ tn =⇒ P [X ≥ tn(α)] =
α

2
, (1.7)

resp. ekvivalentní podmínkou

X ∼ tn =⇒ P [|X| ≥ tn(α)] = α

(viz obr. 1.3). Kone£n¥ náhodná veli£ina

m∑
i=1

Z2
i

/
m

n∑
i=1

Y 2
i

/
n

(1.8)
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α/2 α/2

tn(α) x

f(x)

Obrázek 1.3: Hustota a kritická hodnota rozd¥lení tn (zde pro n = 7).

má tzv. Fisherovo rozd¥lení o m a n stupních volnosti, zkrácen¥ Fm,n. Kritická
hodnota Fm,n(α) tohoto rozd¥lení je ur£ena rovností

X ∼ Fm,n =⇒ P [X ≥ Fm,n(α)] = α

(viz obr. 1.4).1

α

Fm,n(α)

f(x)

x

Obrázek 1.4: Hustota a kritická hodnota rozd¥lení Fm,n (konkrétn¥ pro m = 4, n = 10).

Pov²imn¥me si je²t¥ celkem prostého vztahu mezi kritickými hodnotami dvou
posledn¥ jmenovaných rozd¥lení. Má-li náhodná veli£ina X rozd¥lení tn, má ná-
hodná veli£ina X2 z°ejm¥ rozd¥lení F1,n−1. Platí tedy

P [|X| ≥ tn−1(α)] = α = P
[
X2 ≥ F1,n−1(α)

]
,

z £ehoº je patrná rovnost

t2n−1(α) = F1,n−1(α). (1.9)

1Kritické hodnoty vý²e uvedených rozd¥lení jsou £asto uvád¥ny v u£ebnicích statistiky, také
je v²ak lze snadno zjistit pomocí jakéhokoli statistického software nebo aplikace Excel.
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1.2 Lineární model

O lineárním modelu hovo°íme za p°edpokladu, ºe pro náhodný vektor Y o n
sloºkách platí

Y = Xβ + Z , (1.10)

kde X je známá matice typu n ×m (m < n), β ≡ (β1, . . . , βm)T je uspo°ádaná
m-tice neznámých parametr· a Z je náhodný vektor o n sloºkách, jehoº st°ed-
ní hodnota je 0 ≡ (0, . . . , 0)T . Výraz Xβ tudíº p°edstavuje st°ední hodnotu µ
náhodného vektoru Y .

A£koli to není v²ude nezbytné, omezíme se v celém na²em pojednání na p°í-
pad normálního rozd¥lení. Dále budeme p°edpokládat � pokud nebude °e£eno
jinak � ºe sloupce matice X jsou lineárn¥ nezávislé, tj. hodnost této matice je m,
a ºe varian£ní matice náhodného vektoru Z , resp. Y , je σ2-násobkem jednotkové
matice typu n× n, kde σ2 je neznámý parametr, tj.

Z ∼ N
(
0, σ2

In

)
.

Obecn¥j²í p°ípady budou diskutovány zvlá²´.

P°íklady

1.2.1 Výb¥r z normálního rozd¥lení

P°edstavme si, ºe n náhodn¥ vybraným osobám podáme n¥jaký lék a zjistíme
u nich zm¥ny v hodnotách n¥jaké fyziologické veli£iny p°ed aplikací tohoto léku
a po ní. P°edpokládáme-li, ºe zm¥na této veli£iny zp·sobená podáním léku se °ídí
normálním rozd¥lením s neznámou st°ední hodnotou µ a rozptylem σ2, p°edsta-
vuje námi získaná n-tice hodnot realizaci náhodného vektoru Y = (Y1, . . . , Yn)T ,
jehoº st°ední hodnota je µ = (µ, . . . , µ)T a jehoº chování popisuje model Y1

...
Yn

 =

 1
...
1

 · µ+

 Z1
...
Zn

 , (1.11)

kde náhodný vektor Z = (Z1, . . . , Zn)T má rozd¥lení N (0, σ2In). Matice X má
v tomto p°ípad¥ pouze jeden sloupec a v²echny její prvky jsou rovny jedné.

1.2.2 Jednoduché t°íd¥ní

Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu budeme zaznamenávat reakci pacient· na
podání léku, ale tentokrát budeme zkou²et t°i r·zné léky a pro názornost zvo-
líme konkrétní po£et pacient·, °ekn¥me sedm. Prvním dv¥ma pacient·m po-
dáme lék F, druhým dv¥ma lék G a zbývajícím t°em lék H. Za p°edpokla-
du, ºe odezva na v²echny pouºité léky se °ídí normálním rozd¥lením se stej-
ným rozptylem σ2, ale r·znými st°edními hodnotami µf , µg, µh, získáme m¥°e-
ním realizaci náhodného vektoru Y = (Y1, . . . , Y7)

T , jehoº st°ední hodnota je
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µ = (µf , µf , µg, µg, µh, µh, µh)T a který lze popsat lineárním modelem

Y1
Y2
Y3
Y4
Y5
Y6
Y7


=



1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 1
0 0 1


·

 µf

µg

µh

+



Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7


, (1.12)

kde vektor Z = (Z1, . . . , Z7)
T má rozd¥lení N(0, σ2I7).

1.2.3 Regresní p°ímka

P°edpokládejme, ºe hmotnost Y úrody ur£ité plodiny sklizené z jednoho aru závisí
na hmotnosti x pouºitého hnojiva (obojí v kilogramech) vztahem

Y = β0 + β1 x+ Z,

kde Z ∼ N(0, σ2). Koe�cienty β0, β1 ani rozptyl σ2 nejsou známé. Máme-li k dis-
pozici údaje ze sedmi r·zných experimentálních ploch, na kterých byly hmotnosti
xi pouºitého hnojiva postupn¥ 3 kg, 2 kg, 4 kg, 3 kg, 5 kg, 4 kg a 7 kg, p°edstavují
získané hodnoty sklizn¥ realizaci náhodného vektoru Y = (Y1, . . . , Y7)

T , jehoº
chování popisuje lineární model

Y1
Y2
Y3
Y4
Y5
Y6
Y7


=



1 3
1 2
1 4
1 3
1 5
1 4
1 7


·
(
β0
β1

)
+



Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7


, (1.13)

kde vektor Z = (Z1, . . . , Z7)
T má op¥t rozd¥lení N(0, σ2I7).

1.3 Odhad st°ední hodnoty v lineárním modelu

Máme-li zformulovaný lineární model (1.10) a získáme n¥jakou konkrétní realizaci
Y , tj. jeden vektor y leºící v n-rozm¥rném vektorovém prostoru Vn, je obvykle
cílem odhadnout st°ední hodnotu µ, koe�cienty βi a rozptyl σ2. Dále lze vytvá°et
a testovat r·zné hypotézy týkající se t¥chto parametr·.

St°ední hodnota µ náhodného vektoru Y je rovna výrazu Xβ. Pouºijeme-li
ozna£ení x 1, . . . , xm pro sloupce matice X, m·ºeme psát

µ = Xβ = β1x 1 + · · ·+ βmxm.

Vektor µ je tedy lineární kombinací vektor· x 1, . . . , xm s neznámými koe�cien-
ty β1, . . . , βm. Musí proto leºet n¥kde ve vektorovém podprostoru generovaném
sloupci matice X. Tento podprostor budeme zna£it symbolem M , tj. platí

µ ∈M,
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kde

M ≡ [x 1, . . . , xm] .

Jelikoº p°edpokládáme, ºe vektory x 1, . . . , xm jsou lineárn¥ nezávislé, je dimen-
ze tohoto podprostoru m. Získáme-li nyní n¥jakou konkrétní realizaci náhodného
vektoru Y , pravd¥podobn¥ v podprostoru M leºet nebude. V takové situaci je
nejp°irozen¥j²ím krokem odhadnout µ pomocí pravoúhlého pr·m¥tu této reali-
zace do podprostoru M . Náhodný vektor, jehoº realizaci takto získáme, budeme
v obecném p°ípad¥ zna£it symbolem Ŷ (viz obr. 1.5).

M

Ŷ

µ

Y Y − Ŷ

Obrázek 1.5: Náhodný vektor Y a jeho pravoúhlý pr·m¥t Ŷ do podprostoru M . Náhodný
vektor Ŷ je odhadem neznámé st°ední hodnoty µ, která leºí v M .

1.3.1 Výpo£et pravoúhlého pr·m¥tu

Z poºadavk· de�nujících pravoúhlý pr·m¥t (viz kapitola 2.3) lze vektor Ŷ snadno
ur£it. Za prvé, aby bylo spln¥no Ŷ ∈M ,2 musí platit

Ŷ = Xb (1.14)

pro n¥jakou uspo°ádanou m-tici náhodných veli£in3 b ≡ (b1, . . . , bm)T . Druhým
poºadavkem je, aby byl vektor Y − Ŷ kolmý na podprostor M ; musí tedy být
kolmý na v²echny vektory, které M generují, tj. na sloupce matice X:

X
T ·
(
Y − Ŷ

)
= 0. (1.15)

Po dosazení (1.14) do (1.15) dostáváme postupn¥

X
T · (Y −Xb) = 0,

X
T
Xb = X

TY . (1.16)

Jak je známo z lineární algebry (viz podkapitola 2.3.1), pravoúhlý pr·m¥t Ŷ
vºdy existuje a je ur£en jednozna£n¥. Soustava (1.16), zvaná soustava normál-
ních rovnic, proto musí mít práv¥ jedno °e²ení b. Je totiº d·sledkem podmínek

2P°esn¥j²í by bylo hovo°it o �kaºdé moºné realizaci náhodného vektoru Ŷ � . Pro stru£nost
nebudeme tento rozdíl v dal²ím textu zd·raz¬ovat.

3Ve shod¥ se zvyklostmi budeme nadále hovo°it o náhodném vektoru, a£koli z hlediska geo-
metrické de�nice se nejedná o stejný p°ípad, jakým jsme zavedli náhodný vektor Y .
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(1.14) a (1.15), de�nujících pravoúhlý pr·m¥t, takºe alespo¬ jedno °e²ení musí
existovat. T¥chto °e²ení v²ak nem·ºe být více, nebo´ to by znamenalo (vzhledem
k nezávislosti sloupc· matice X) více r·zných vektor· Ŷ = Xb. Matice XT

X je
tudíº regulární, existuje k ní inverzní matice a m·ºeme dokon£it:

b =
(
X

T
X
)−1

X
TY , (1.17)

Ŷ = X
(
X

T
X
)−1

X
TY . (1.18)

Poznamenejme, ºe jsou-li sloupce matice X lineárn¥ závislé, netvo°í bázi pod-
prostoru M , a koe�cienty bi proto nejsou jednozna£n¥ ur£eny. Soustava (1.16)
má v takovém p°ípad¥ nekone£n¥ mnoho °e²ení a matice XT

X není regulární,
neexistuje tedy její inverze. K nalezení n¥jakého °e²ení je pak t°eba pouºít jinou
metodu, nap°. pseudoinverzní matici; podrobn¥ji viz podkapitola 2.3.3. Náhodný
vektor Ŷ je v²ak bez ohledu na tyto komplikace ur£en jednozna£n¥.

1.3.2 Pro£ práv¥ pravoúhlý pr·m¥t?

Správnost na²í intuice ohledn¥ odhadu µ pomocí pravoúhlého pr·m¥tu náhodné-
ho vektoru Y do podprostoru M potvrzuje Gaussova-Markovova v¥ta, podle níº
je � za p°edpokladu, ºe varian£ní matice je kladným násobkem matice jednotkové
� pr·m¥t Ŷ tzv. nejlep²ím nestranným lineárním odhadem vektoru µ (viz kapi-
tola 2.8). Jejím d·leºitým d·sledkem je mj. i to, ºe v p°ípad¥ lineární nezávislosti
sloupc· matice X jsou náhodné veli£iny bi stejn¥ vhodnými odhady parametr·
βi.

Názorné ospravedln¥ní na²eho postupu nám poskytuje metoda maximální v¥-
rohodnosti. Podle ní je totiº t°eba odhadnout st°ední hodnotu tak, aby hustota
pravd¥podobnosti v bod¥ odpovídajícím získané realizaci byla maximální. Protoºe
hustota rozd¥lení N(µ, σ2In) klesá se vzdáleností od st°ední hodnoty (viz (1.4)), je
jasné, ºe za její odhad musíme vzít ten vektor leºící vM , který je k dané realizaci
nejblíºe � a takovou vlastnost má práv¥ pravoúhlý pr·m¥t Ŷ .

1.3.3 Metoda nejmen²ích £tverc·

Dodejme je²t¥, ºe práv¥ zmín¥ná vlastnost je d·vodem, pro£ se metod¥ odhadu
µ pomocí Ŷ °íká metoda nejmen²ích £tverc·. S minimalizací délky ‖Y − Ŷ ‖
totiº minimalizujeme zárove¬ hodnotu výrazu ‖Y − Ŷ ‖2, coº není nic jiného neº
zmín¥ný sou£et £tverc· � na²e soustava sou°adnic je totiº ortonormální, a pro
y ∈ V proto platí

‖y‖2 = y21 + · · ·+ y2n.

Ozna£íme-li tedy xij prvky matice X, m·ºeme ur£it Ŷ = Xb také tak, ºe hledáme
taková bi, aby sou£et

‖Y − Ŷ ‖2 =
n∑

i=1

(Yi − xi1b1 − · · · − ximbm)2

byl minimální. Takto formulovanou úlohu je moºné °e²it uºitím diferenciálního
po£tu; stejn¥ jako podmínky (1.14), (1.15) vede v²ak i tento postup k soustav¥
rovnic (1.16).
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P°íklady

1.3.4 Výb¥r z normálního rozd¥lení (pokra£ování ze str. 13)

Podprostor M , ve kterém se podle modelu (1.11) nachází st°ední hodnota µ, je
jednorozm¥rný a je generován vektorem (1, . . . , 1)T . Je to tedy mnoºina v²ech
vektor· o sou°adnicích (a, . . . , a)T , kde a ∈ R. Snadno se ov¥°í, ºe pravoúhlým
pr·m¥tem náhodného vektoru Y do podprostoru M je náhodný vektor Ŷ =
(Y , . . . , Y )T ≡ Y (viz obr. 1.6), kde

M (dimM = 1)

Y
=

(Y1
, . .
. , Y

n
)
T

Y = (Y , . . . , Y )T

(1, . . . , 1)T

Y −Y =

 Y1 − Y
...

Yn − Y



Obrázek 1.6: Pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru (Y1, . . . , Yn)T do jednorozm¥rného
podprostoru M generovaného vektorem (1, . . . , 1)T je náhodný vektor (Y , . . . , Y )T .

Y =
Y1 + · · ·+ Yn

n
.

Je totiº z°ejm¥ Y ∈M a zárove¬

(Y −Y ) ◦ (1, . . . , 1) =
n∑

i=1

(
Yi − Y

)
= 0,

tudíº Y −Y ⊥M .
Náhodný vektor (Y , . . . , Y )T je proto nejlep²ím nestranným lineárním odha-

dem vektoru (µ, . . . , µ)T a náhodná veli£ina Y je nejlep²ím nestranným lineárním
odhadem hodnoty µ.

P°edstavme si nap°íklad, ºe u p¥ti pacient· nam¥°íme hodnoty zm¥ny sle-
dované veli£iny postupn¥ 4, 6, 10, 5 a 5. Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru y =
(4, 6, 10, 5, 5)T do podprostoru M je vektor y = (6, 6, 6, 6, 6)T (viz obr. 1.7). Pro
odhad neznámé st°ední hodnoty µ tedy pouºijeme hodnotu 6.

Geometrické znázorn¥ní v²ech zmín¥ných vektor· p¥kn¥ ilustruje dva £asto
uvád¥né vztahy. Skute£nost, ºe sou£et odchylek od pr·m¥ru Yi−Y je vºdy roven
nule, odpovídá vlastn¥ tomu, ºe vektor Y − Y je kolmý na vektor (1, . . . , 1)T .
Podobn¥ názornou interpretaci má i dal²í známá vlastnost pr·m¥ru: hodnota
výrazu

n∑
i=1

(Yi − a)2
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M (dimM = 1)

y
=

(4,
6, 1

0, 5
, 5)
T

y = (6, 6, 6, 6, 6)T

(1, 1, 1, 1, 1)T

Obrázek 1.7: Pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru y = (4, 6, 10, 5, 5)T do jedno-
rozm¥rného podprostoru M generovaného vektorem (1, 1, 1, 1, 1)T je náhodný vektor y =
(6, 6, 6, 6, 6)T .

nabývá svého minima v p°ípad¥ volby a = Y . Tento výraz totiº p°edstavuje
£tverec vzdálenosti vektoru Y od vektoru (a, . . . , a)T ∈ M ; ze v²ech takových
vektor· má v²ak nejmen²í vzdálenost od vektoru Y práv¥ jeho pravoúhlý pr·m¥t
do M .

1.3.5 Jednoduché t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 13)

V tomto p°ípad¥ je podprostor M generován vektory

af ≡



1
1
0
0
0
0
0


, ag ≡



0
0
1
1
0
0
0


, ah ≡



0
0
0
0
1
1
1


,

a je tedy trojrozm¥rný. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu lze snadno ukázat,
ºe pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Y do M je náhodný vektor Ŷ =(
Yf , Yf , Yg, Yg, Yh, Yh, Yh

)T
, kde

Yf = (Y1 + Y2)/2,

Yg = (Y3 + Y4)/2,

Yh = (Y5 + Y6 + Y7)/3,

nebo´ jednak je tento vektor o£ividn¥ lineární kombinací vektor· af ,ag,ah, a tu-
díº leºí v podprostoru M , a jednak platí(

Y − Ŷ
)
◦ af = Y1 + Y2 − 2 · Yf = 0,(

Y − Ŷ
)
◦ ag = Y3 + Y4 − 2 · Yg = 0,(

Y − Ŷ
)
◦ ah = Y5 + Y6 + Y7 − 3 · Yh = 0,

a tím pádem je spln¥na i podmínka (Y − Ŷ ) ⊥M . Nejlep²ími nestrannými line-
árními odhady neznámých hodnot µf , µg, µh jsou tedy náhodné veli£iny Yf , Yg,
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Yh.

Pokud tedy v konkrétním p°ípad¥ nam¥°íme nap°íklad vektor hodnot

y = (24, 26, 23, 19, 33, 28, 29)T ,

je pr·m¥tem této realizace do podprostoru M vektor

ŷ = (25, 25, 21, 21, 30, 30, 30)T

a k odhadu parametr· µf , µg, µh pouºijeme hodnoty 25, 21 a 30 (viz obr. 1.8).

M (dimM = 3)

ŷ = (25, 25, 21, 21, 30, 30, 30)T

y = (24, 26, 23, 19, 33, 28, 29)T

Obrázek 1.8: Odhad neznámé st°ední hodnoty µ ze získaných dat v p°ípad¥ jednoduchého
t°íd¥ní popsaného modelem 1.12.

1.3.6 Regresní p°ímka (pokra£ování ze str. 14)

PodprostorM je v tomto p°ípad¥ dvojrozm¥rný, je to tedy rovina umíst¥ná v sed-
mirozm¥rném prostoru V7. Budou-li zji²t¥né výnosy na na²ich experimentálních
pozemcích (tj. realizované sou°adnice vektoru Y ) nap°íklad 51 kg, 42 kg, 49 kg,
44 kg, 59 kg, 49 kg a 56 kg, získáme uºitím vzorc· (1.17), (1.18) realizace náhod-
ných vektor· b = (b0, b1)

T a Ŷ o sou°adnicích

b =

(
38
3

)
, ŷ =



1 3
1 2
1 4
1 3
1 5
1 4
1 7


·
(

38
3

)
=



47
44
50
47
53
50
59


(viz obr. 1.9). Sloºky b0, b1 vektoru b p°edstavují nejlep²í nestranné lineární
odhady sloºek β0, β1 neznámého vektoru β. Na základ¥ zji²t¥ných dat tak m·ºeme
odhadnout závislost výnosu Y na hmotnosti hnojiva x ve tvaru

Y = 38 + 3x+ Z,

kde Z ∼ N(0, σ2).

19



M (dimM = 2)

ŷ =



47
44
50
47
53
50
59



y =



51
42
49
44
59
49
56



Obrázek 1.9: Odhad neznámé st°ední hodnoty µ ze získaných dat v p°ípad¥ regresní p°ímky
popsané modelem 1.13.

Obecná formulace

Uve¤me nyní výsledky pro obecný p°ípad. Platí-li pro n navzájem nezávislých
náhodných veli£in vztah

Yi ∼ N(β0 + β1xi; σ
2),

kde hodnoty parametr· β0, β1 a σ2 nejsou známé, m·ºeme náhodný vektor Y
popsat modelem

Y =

 1 x1
...

...
1 xn

 · ( β0
β1

)
+

 Z1
...
Z2

 = Xβ + Z ; (1.19)

sloºky vektoru Z se °ídí rozd¥lením N(0;σ2) a jsou navzájem nezávislé. St°ední
hodnota vektoru Y tedy leºí v rovin¥ M generované vektory e ≡ (1, . . . , 1)T

a x ≡ (x1, . . . , xn)T . �e²ením soustavy (1.16) získáme známé vzorce pro nejlep²í
nestranné lineární odhady b0, b1 sloºek vektoru β:

b1 =
xY − xY
x2 − x2

, b0 = Y − b1x, (1.20)

kde

x =

n∑
i=1

xi

n
, Y =

n∑
i=1

Yi

n
, xY =

n∑
i=1

xiYi

n
, x2 =

n∑
i=1

x2i

n
.

Z nich dále vypo£ítáme sou°adnice Ŷi = b0 + b1xi vektoru Ŷ = Xb, který je
nejlep²ím nestranným lineárním odhadem st°ední hodnoty µ = Xβ.

1.4 Rozd¥lení pravoúhlých pr·m¥t·

Odbo£me nyní na chvíli k úvahám zam¥°eným více teoreticky. Nech´ A, B jsou
podprostory vektorového prostoru Vn dimenzí a, b, které jsou navzájem kolmé,
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tj. pro v²echna a ∈ A, b ∈ B platí a ⊥ b. Odvodíme n¥které d·leºité prav-
d¥podobnostní charakteristiky pravoúhlých pr·m¥t· YA, YB náhodného vekto-
ru Y do podprostor· A a B (viz obr. 1.10); nejd°íve p°edpokládejme, ºe platí
Y ∼ N(0, In).

B

A

YB

Y

YA

Obrázek 1.10: Pravoúhlé pr·m¥ty náhodného vektoru Y do dvou navzájem kolmých podpro-
stor· A a B.

Zavedení alternativní báze

Za tím ú£elem zavedeme ve Vn novou ortonormální bázi e∗1, . . . , e
∗
n takovou, ºe

platí

e∗1, . . . , e
∗
a ∈ A,

e∗a+1, . . . , e
∗
a+b ∈ B.

Nech´ sou°adnice náhodného vektoruY vzhledem k této nové bázi jsou (Y ∗1 , . . . , Y
∗
n ).

Nové sou°adnice pr·m¥t· YA a YB jsou pak z°ejm¥

(Y ∗1 , . . . ,Y
∗
a , 0, . . . , 0, 0, . . . , 0),

(0, . . . , 0, Y ∗a+1, . . . ,Y
∗
a+b, 0, . . . , 0).

Tyto nové sou°adnice musí mít stejné rozd¥lení jako sou°adnice p·vodní. Hus-
tota náhodného vektoru Y totiº závisí pouze na vzdálenosti od po£átku (viz
vzorec (1.4) a obr. 1.1a). Ta se v²ak p°i pouºití jakýchkoli ortonormálních sou-
°adnic vypo£te stejn¥, tj. ze sou£tu jejich £tverc·, takºe vzorec (1.4) se takovouto
transformací sou°adnic nezm¥ní.4 Nové sou°adnice Y ∗i mají tudíº rozd¥lení N(0, 1)
a jsou navzájem nezávislé.

Podle de�nice rozd¥lení χ2 tedy platí

a∑
i=1

(Y ∗i )2 ∼ χ2
a.

4Zjednodu²en¥ m·ºeme °íci, ºe pouºitím jiné ortonormální báze se soustava sou°adnic pouze
pooto£í, takºe hustota Y � která je konstantní na sférách se st°edem v po£átku � bude v nových
sou°adnicích �vypadat stejn¥� . Exaktn¥j²í zd·vodn¥ní je uvedeno v kapitole 2.6.
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Podle de�nice rozd¥lení F dostáváme
a∑

i=1

(Y ∗i )2
/
a

a+b∑
i=a+1

(Y ∗i )2
/
b

∼ Fa,b,

a kone£n¥ ve speciálním p°ípad¥, kdy je podprostor A jednorozm¥rný, m·ºeme
aplikovat i de�nici rozd¥lení t a odvodit, ºe platí

Y ∗1√
b+1∑
i=2

(Y ∗i )2
/
b

∼ tb. (1.21)

Návrat k p·vodní bázi

Jelikoº jsou Y ∗i sou°adnice vzhledem k ortonormální bázi, p°edstavují v²echny
vý²e uvedené sumy £tverce délek vektor· YA, YB. Proto

‖YA‖2 ∼ χ2
a, (1.22)

‖YA‖2/ a
‖YB‖2/ b

∼ Fa,b, (1.23)

Y ∗1

‖YB‖
/√

b
∼ tb, (1.24)

p°i£emº p°i výpo£tu délek se m·ºeme pochopiteln¥ vrátit k p·vodním sou°adni-
cím. Vztah (1.21) je z tohoto hlediska trochu problemati£t¥j²í, nebo´ v n¥m stále
�guruje sou°adnice Y ∗1 . Prozatím ji ponechme tak, jak je, tj. jako sou°adnici pr·-
m¥tu Y do jednorozm¥rného podprostoru A vzhledem k n¥jakému jednotkovému
vektoru, který A generuje.

Zobecn¥ní

Záv¥rem se podívejme na obecn¥j²í situaci, kdy Y ∼ N(0, σ2). Tento p°ípad m·-
ºeme snadno p°evést na p°edchozí, nebo´ platí Y /σ ∼ N(0, 1). Ve vztazích (1.22),
(1.23) a (1.24) tedy sta£í vyd¥lit v²echny vektory, resp. jejich sou°adnice, hodno-
tou σ, která se ov²em ve druhém a t°etím p°ípad¥ zkrátí.

Zrekapitujme si dosaºené výsledky: do²li jsme k tomu, ºe má-li náhodný vektor
Y rozd¥lení N(0, σ2) a A je podprostor vektorového prostoru Vn dimenze a, platí

‖YA‖2

σ2
∼ χ2

a . (1.25)

Je-li dále B podprostor vektorového prostoru Vn dimenze b kolmý na A, dostává-
me, ºe

‖YA‖2/ a
‖YB‖2/ b

∼ Fa,b. (1.26)
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Je-li kone£n¥ podprostor A jednorozm¥rný a Y ∗ je sou°adnice pr·m¥tu YA vzhle-
dem k n¥jakému jednotkovému vektoru, který A generuje, platí

Y ∗

‖YB‖
/√

b
∼ tb. (1.27)

1.5 Odhad rozptylu

Je-li Ŷ pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Y do podprostoru M , je
zárove¬ Y −Ŷ pravoúhlým pr·m¥tem Y do ortogonálního dopl¬ku podprostoru
M , tj. do podprostoru M⊥ ⊂ Vn, de�novaného rovností

M⊥ ≡ {x ∈ Vn : x ⊥M} .

Dimenze podprostoru M⊥ je n−m.
Pro na²e pot°eby je v²ak d·leºit¥j²í skute£nost, ºe °ídí-li se náhodný vektor

modelem (1.10), je Y − Ŷ také pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Z =

Y − µ do podprostoru M⊥ (viz obr. 1.11). Jednak totiº z de�nice pr·m¥tu Ŷ
leºí v podprostoru M⊥, jednak platí

M

M⊥

Ŷ

µ

Y

Z

Y − Ŷ

Obrázek 1.11: Náhodný vektor Y − Ŷ je pravoúhlým pr·m¥tem náhodných vektor· Y

a Z = Y − µ do ortogonálního dopl¬ku M , tj. do podprostoru M⊥, jehoº dimenze je n−m.

Z − (Y − Ŷ ) = (Y − µ)− (Y − Ŷ ) =

= Ŷ − µ.

Jelikoº oba vektory Ŷ , µ leºí v podprostoruM , leºí v n¥m i vektor Z −(Y −Ŷ ),
který je proto kolmý na podprostor M⊥.

Protoºe náhodný vektor Z má rozd¥lení N(0, σ2In), dostáváme podle (1.25)
tvrzení

‖Y − Ŷ ‖2

σ2
∼ χ2

n−m. (1.28)
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Toho m·ºeme vyuºít v první °ad¥ k bodovému odhadu neznámé hodnoty σ2.
St°ední hodnota rozd¥lení χ2

k je totiº k, a proto platí

E

[
‖Y − Ŷ ‖2

σ2

]
= n−m,

neboli

E

[
‖Y − Ŷ ‖2

n−m

]
= σ2.

Hodnota

S2 ≡ ‖Y − Ŷ ‖
2

n−m
,

nazývaná reziduální rozptyl, je tedy nestranným odhadem rozptylu σ2. (To mimo-
chodem platí i bez p°edpokladu normality � posta£uje skute£nost, ºe varian£ní
matice je σ2In.)

Poznamenejme je²t¥, ºe hodnota ‖Y−Ŷ ‖2 se nazývá reziduální sou£et £tverc·
a k jejímu výpo£tu se £asto uºívá Pythagorova v¥ta:

‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Y ‖2 − ‖Ŷ ‖2. (1.29)

Intervaly spolehlivosti

Vzhledem k (1.28) lze pro α ∈ (0, 1) psát

α/2 α/2

1− α

χ2
n−m

(
1− α

2

)
χ2
n−m

(
α
2

)

f(x)

x

Obrázek 1.12: Hustota f a kritické hodnoty rozd¥lení χ2
n−m, pouºité k ur£ení oboustranného

(1− α)% intervalu spolehlivosti pro neznámý parametr σ2.

P

[
χ2
n−m

(
1− α

2

)
<
‖Y − Ŷ ‖2

σ2
< χ2

n−m

(α
2

)]
= 1− α (1.30)

(viz obr. 1.12), odkud snadnou úpravou dostaneme, ºe jev

σ2 ∈

(
‖Y − Ŷ ‖2

χ2
n−m(α/2)

;
‖Y − Ŷ ‖2

χ2
n−m(1− α/2)

)
,

24



resp.

σ2 ∈
(
S2(n−m)

χ2
n−m(α/2)

;
S2(n−m)

χ2
n−m(1− α/2)

)
,

nastane s pravd¥podobností 1− α.
Podobným zp·sobem m·ºeme z rovností

P

[
‖Y − Ŷ ‖2

σ2
< χ2

n−m(α)

]
= 1− α, (1.31)

resp.

P

[
χ2
n−m(1− α) <

‖Y − Ŷ ‖2

σ2

]
= 1− α, (1.32)

odvodit jednostranné intervaly spolehlivosti: pravd¥podobnost jevu

σ2 ∈
(
S2(n−m)

χ2
n−m(α)

; ∞
)
,

resp.

σ2 ∈
(
−∞;

S2(n−m)

χ2
n−m(1− α)

)
,

je 1 − α. Obvyklou praxí je volba α = 0,05, vedoucí k oboustrannému £i jedno-
strannému 95% intervalu spolehlivosti.

Test hypotézy σ2 = σ2
0

Podle rovností (1.30), resp. (1.31), resp. (1.32), zamítneme nulovou hypotézu
σ2 = σ2

0 ve prosp¥ch alternativní hypotézy σ2 6= σ2
0, resp. σ

2 > σ2
0, resp. σ

2 < σ2
0,

na α% hladin¥ významnosti tehdy, kdyº nebude spln¥na podmínka

χ2
n−m

(
1− α

2

)
≤ ‖Y − Ŷ ‖

2

σ2
0

≤ χ2
n−m

(α
2

)
,

resp.

‖Y − Ŷ ‖2

σ2
0

≤ χ2
n−m(α),

resp.

χ2
n−m(1− α) ≤ ‖Y − Ŷ ‖

2

σ2
0

.
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M (dimM = 1)Y = (Y , . . . , Y )T

µ = (µ, . . . , µ)T

M⊥
(
dimM⊥ = n− 1

)

Y −Y
Y

=
(Y1
, . .
. , Y

n
)
T

Z

Obrázek 1.13: Náhodný vektor Y −Y = (Y1 − Y , . . . , Yn − Y )T je pravoúhlým pr·m¥tem
náhodných vektor· Y a Z = (Y1 − µ, . . . , Yn − µ)T do podprostoru M⊥ dimenze n− 1.

P°íklady

1.5.1 Výb¥r z normálního rozd¥lení (pokra£ování ze str. 17)

Náhodný vektor Y − Y je pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Z do
podprostoru M⊥ dimenze n− 1 (viz obr. 1.13).

Rozd¥lení vektoru Z je N(0, σ2), podle (1.28) proto platí

‖Y −Y ‖2

σ2
∼ χ2

n−1.

Náhodná veli£ina

S2 =
‖Y −Y ‖2

n− 1
,

nazývaná výb¥rový rozptyl, je tedy nestranným odhadem neznámé hodnoty σ2.

V na²em konkrétním p°ípad¥, kdy platí dimM⊥ = 4 a získali jsme realizace

y = (4, 6, 10, 5, 5)T ,
y = (6, 6, 6, 6, 6)T ,

(1.33)

dostáváme odhad neznámé hodnoty σ2

s2 =
‖(−2, 0, 4,−1,−1)T‖2

4
=

=
22

4
= 5,5.

V obecném p°ípad¥ se v²ak k výpo£tu S2 zpravidla pouºívá vzorec

S2 =

n∑
i=1

Y 2
i − nY

2

n− 1
,

plynoucí z Pythagorovy v¥ty:
n∑

i=1

(
Yi − Y

)2
= ‖Y −Y ‖2 = ‖Y ‖2 − ‖Y ‖2 =

n∑
i=1

Y 2
i − nY

2
.
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1.5.2 Jednoduché t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 18)

Náhodný vektor Y − Ŷ je pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Z do
podprostoru M⊥. Jelikoº je n = 7 a dimM = 3, je dimM⊥ = 4. Platí tedy

‖Y − Ŷ ‖2

σ2
∼ χ2

4

a k odhadu σ2 pouºijeme statistiku

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

4
.

Jelikoº jsme získali realizace

y = (24, 26, 23, 19, 33, 28, 29)T ,

ŷ = (25, 25, 21, 21, 30, 30, 30)T ,

dostáváme hodnotu

s2 =
‖(−1, 1, 2,−2, 3,−2,−1)T‖2

4
=

=
1 + 1 + 4 + 4 + 9 + 4 + 1

4
= 6.

Také zde jsme k výpo£tu £itatele mohli pouºít Pythagorovu v¥tu

‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Y ‖2 − ‖Ŷ ‖2 =

=
7∑

i=1

Y 2
i − (2Y 2

f + 2Y 2
g + 3Y 2

h ).

1.5.3 Regresní p°ímka (pokra£ování ze str. 19)

Jelikoº je n = 7 a dimM = 2, je dimM⊥ = 5. Platí tedy

‖Y − Ŷ ‖2

σ2
∼ χ2

5

a nestranným odhadem σ2 je statistika

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

5
.

V na²em konkrétním p°ípad¥ jsme získali realizace

y =



51
42
49
44
59
49
56


, ŷ =



47
44
50
47
53
50
59


, tj. y − ŷ =



4
−2
−1
−3
6
−1
−3


,
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a dostáváme tak pro odhad σ2 hodnotu

s2 =
42 + 22 + 12 + 32 + 62 + 12 + 32

5
= 15,2.

Podobn¥ jako v p°edchozích p°íkladech jsme hodnotu £itatele mohli vypo£ítat
pomocí Pythagorovy v¥ty

‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Y ‖2 − ‖Ŷ ‖2 =
7∑

i=1

Y 2
i −

7∑
i=1

Ŷ 2
i ,

kde Ŷi jsou sou°adnice náhodného vektoru Ŷ .

Obecná formulace

V obecném p°ípad¥ je dimM⊥ = n − 2, nestranným odhadem rozptylu je tudíº
náhodná veli£ina

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

n− 2
=

n∑
i=1

Y 2
i −

n∑
i=1

Ŷ 2
i

n− 2
.

1.6 Submodel

�asto je t°eba zaujmout stanovisko k otázce, zdali nelze model (1.10) nahradit
modelem p°esn¥j²ím, tzv. submodelem. Up°esn¥ní spo£ívá v tzv. nulové hypotéze,
coº je tvrzení, ºe st°ední hodnota µ náhodného vektoru Y neleºí v podprostoru
M kdekoli, nýbrº v n¥jakém jeho podprostoru S ⊂ M dimenze s < m. Nech´ S
je matice typu n × s, jejíº lineárn¥ nezávislé sloupce generují S; submodel pak
m·ºeme zapsat jako p°edpoklad, ºe platí

Y = Sα + Z ,

kde Z ∼ N(0, σ2In) a α je s-tice neznámých parametr·. Sloupce matice S musí
být samoz°ejm¥ prvky podprostoru M .

Ze stejných d·vod· jako v p°ípad¥ p·vodního modelu je v této situaci nejro-
zumn¥j²ím krokem odhadnout st°ední hodnotu µ pomocí pravoúhlého pr·m¥tu
Y do S. Ozna£me tento pr·m¥t YS (viz obr. 1.14); ur£íme jej podobn¥, jako jsme
ur£ili Ŷ (viz str. 15).

1.6.1 Náhodný vektor Ŷ −YS
Nyní je d·leºité si uv¥domit, ºe pokud submodel skute£n¥ platí, je rozdíl Ŷ −
YS pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Z do podprostoru M − S, tj.
podprostoru de�novaného rovností

M − S = {x ∈M : x ⊥ S} .

K d·kazu pot°ebujeme ov¥°it, ºe platí

Ŷ −YS ∈ M − S, (1.34)

Z − (Ŷ −YS) ⊥ M − S. (1.35)
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M⊥

M

M − S

S

Ŷ

YS

µ

YY

Z

Y − Ŷ

Ŷ −YS

Y −YS

Obrázek 1.14: V p°ípad¥, ºe platí nulová hypotéza µ ∈ S, je náhodný vektor Ŷ −YS pravo-
úhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Z = Y −µ do podprostoru M − S, tj. do ortogonálního
dopl¬ku S v rámci M .

Ukaºme nejprve, ºe je spln¥na první podmínka. Vektor Ŷ −YS je roven rozdílu
vektor· Y − YS a Y − Ŷ . První z nich je z de�nice kolmý na podprostor S,
druhý na podprostor M , a tím pádem i na S, jelikoº S ⊂ M . Vektor Ŷ −YS je
tedy také kolmý na podprostor S. Protoºe je zárove¬ z°ejm¥ prvkem podprostoru
M , platí podmínka (1.34).

Dále lze psát

Z − (Ŷ −YS) = (Y − µ)− (Ŷ −YS) =

= (YS − µ) + (Y − Ŷ );

první ze s£ítanc· leºí v podprostoru S (zde p°ichází ke slovu ná² p°edpoklad, ºe
µ ∈ S), a je tudíº kolmý na podprostor M − S, druhý z nich je z de�nice kolmý
na M , a tedy i na M − S. Je tedy spln¥na i podmínka (1.35).

1.6.2 Test submodelu

Jak toho m·ºeme vyuºít k ov¥°ení nulové hypotézy? Víme, ºe náhodný vektor Z
má rozd¥lení N (0; σ2In), jeho pravoúhlým pr·m¥tem do podprostoruM⊥ dimen-
ze n−m je náhodný vektor Y − Ŷ , jeho pravoúhlým pr·m¥tem do podprostoru
M −S dimenze m− s je (za platnosti nulové hypotézy) náhodný vektor Ŷ −YS,
a podprostory M⊥ a M − S jsou navzájem kolmé; podle (1.26) tedy platí

F ≡
‖Ŷ −YS‖2

/
(m− s)

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n−m)
∼ Fm−s,n−m. (1.36)

Je z°ejmé, ºe nulovou hypotézu nebudeme povaºovat za v¥rohodnou tehdy, kdyº
bude odhad YS od p·vodního odhadu Ŷ �p°íli² daleko� ve srovnání s hodnotou
‖Y − Ŷ ‖, tj. kdyº bude podíl na levé stran¥ vztahu (1.36) p°íli² velký. Nulo-
vou hypotézu tedy zamítneme na α% hladin¥ významnosti v tom p°ípad¥, kdyº
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nastane nerovnost

‖Ŷ −YS‖2
/

(m− s)

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n−m)
> Fm−s,n−m(α). (1.37)

Alternativní hypotézou je v tomto testu z°ejm¥ µ 6∈ S.
Poznamenejme, ºe jmenovatel zlomku ve vztahu (1.36) p°edstavuje veli£inu

S2, kterou jsme zavedli v kapitole 1.5 jako nestranný odhad rozptylu σ2.

1.6.3 Uºití Pythagorovy v¥ty

Vytvo°ením pravoúhlého pr·m¥tu YS se zna£n¥ roz²í°ily na²e moºnosti ohledn¥
vyuºití Pythagorovy v¥ty. V první °ad¥ plyne z de�nice vektoru YS vztah Y −
YS ⊥ YS; tyto dva vektory tedy tvo°í odv¥sny pravoúhlého trojúhelníku, jehoº
p°eponou je jejich sou£et Y . Z toho plyne rovnost

‖Y −YS‖2 + ‖YS‖2 = ‖Y ‖2. (1.38)

Podobn¥ jsou na sebe kolmé vektory Ŷ −YS a Y − Ŷ , nebo´ první z nich leºí
v podprostoru M a druhý je na n¥j kolmý. P°eponou je jejich sou£et Y −YS:

‖Y −YS‖2 = ‖Ŷ −YS‖2 + ‖Y − Ŷ ‖2. (1.39)

Ukázali jsme, ºe vektor Ŷ −YS je kolmý na podprostor S, je tedy kolmý také na
vektor YS. Sou£tem t¥chto vektor· je vektor Ŷ . Z toho vyplývá dal²í vztah:

‖Ŷ −YS‖2 + ‖YS‖2 = ‖Ŷ ‖2.

Ten jsme ov²em mohli také odvodit z rovností (1.38) a (1.39) spolu s (1.29). Ze
vztah· (1.38) a (1.39) plyne je²t¥ vzorec

‖Y ‖2 = ‖Y − Ŷ ‖2 + ‖Ŷ −YS‖2 + ‖YS‖2,

ilustrující rozklad náhodného vektoru Y do t°í navzájem kolmých podprostor·
M⊥, M − S a S.

1.6.4 Tabulka analýzy rozptylu

Test zaloºený na statistice F ze vztahu (1.36) je známý pod názvem analýza
rozptylu a pod zkratkou ANOVA (z anglického analysis of variance). Název je
odvozen ze skute£nosti, ºe � jak je snad z°ejmé z kapitol 1.4 a 1.5 � v p°ípad¥
platnosti nulové hypotézy p°edstavují £itatel i jmenovatel této statistiky dva ne-
závislé odhady rozptylu σ2. Výsledky testu bývají zpravidla uvedeny v tabulce,
v níº �gurují parametry pravoúhlého trojúhelníku tvo°eného odv¥snami Ŷ −YS,
Y − Ŷ a p°eponou Y −YS (viz tab. 1.1).
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Zdroj
variability

Sou£et
£tverc·

Po£et stup¬·
volnosti

Podíl
Testová

statistika F

Odstran¥ný
vliv

‖Ŷ −YS‖2 m− s ‖Ŷ −YS‖2

m− s

Reziduální ‖Y − Ŷ ‖2 n−m ‖Y − Ŷ ‖2

n−m

‖Ŷ −YS‖2

m− s
‖Y − Ŷ ‖2

n−m

Celkový ‖Y −YS‖2 n− s � �

Tabulka 1.1: Tabulka analýzy rozptylu. Místo názvu �odstran¥ný vliv� se zpravidla pouºívá
konkrétní popis vlivu, který by byl redukcí modelu na submodel odstran¥n. Sou£et £tverc·
p°edstavuje druhou mocninu délky pravoúhlého pr·m¥tu a po£et stup¬· volnosti je dimenze
podprostoru, do kterého se promítá. Hodnoty v posledním °ádku jsou sou£tem hodnot z p°edcho-
zích °ádk· � viz Pythagorova v¥ta (1.39). Za platnosti nulové hypotézy p°edstavují hodnoty ze
sloupce ozna£eného �podíl� nezávislé odhady rozptylu σ2 a hodnota F má rozd¥lení Fm−s,n−m.

P°íklady

1.6.5 Výb¥r z normálního rozd¥lení (pokra£ování ze str. 26)

Zkusme navrhnout test hypotézy µ = 0. Chceme tedy rozhodnout, zda je p°i-
jatelná redukce p·vodního jednorozm¥rného podprostoru M = [e ] na triviální
vektorový podprostor S ≡ {0} dimenze 0. Pokud nulová hypotéza skute£n¥ platí,
°ídí se náhodný vektor Y rozd¥lením N(0; σ2In). Jeho pravoúhlými pr·m¥ty do
navzájem kolmých podprostor·M aM⊥ jsou vektory Y a Y −Y (viz obr. 1.6).
Dimenze t¥chto podprostor· jsou 1 a n− 1. Platí tedy, ºe náhodná veli£ina

‖Y ‖2
/

1

‖Y −Y ‖2
/

(n− 1)
=
nY

2

S2

má rozd¥lení F1,n−1. Pokud tedy pro její konkrétní realizaci nastane nerovnost

nY
2

S2
≥ F1,n−1(α),

zamítneme nulovou hypotézu na hladin¥ α.

V na²em konkrétním p°ípad¥, kdy jsme m¥°ili hodnoty u p¥ti pacient· a získali
jsme realizace (1.33), dostáváme

‖y‖2/ 1

‖y − y‖2/ (n− 1)
=

180

22/4
= 32,7.

Protoºe kritická hodnota je F1,4(0,05) = 7,71, m·ºeme nulovou hypotézu µ = 0
na 5% hladin¥ významnosti zamítnout.
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1.6.6 Jednoduché t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 27)

Testujme nulovou hypotézu µf = µg = µh = µ0. Budeme tedy uvaºovat o moº-
nosti redukce p·vodního modelu (1.12) na model

Y =



1
1
1
1
1
1
1


· µ0 +



Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7


≡ e · µ0 + Z .

To znamená, ºe p·vodní trojrozm¥rný podprostor M , generovaný vektory af ,
ag, ah, nahradíme podprostorem S = E ⊂ M , generovaným vektorem e . Tento
vektor je lineární kombinací sloupc· matice X � konkrétn¥ jejich sou£tem � takºe
skute£n¥ generuje podprostor podprostoru M .

Promítneme tedy náhodný vektor Y do podprostoru E, a jak uº víme z p°í-
kladu 1.3.4 v kapitole 1.3, tímto pr·m¥tem je náhodný vektor

Y = (Y , . . . , Y )T

(viz obr. 1.15 ). Vektor Ŷ −Y je pak za platnosti nulové hypotézy pravoúhlým

M
(dimM = 3)

S = E
(dimS = 1)

Ŷ =
(
Y a, Y a, Y b, Y b, Y c, Y c, Y c

)T

Y = (Y , . . . , Y )T
µ = (µ0, . . . , µ0)T

Y

Y = (Y1, . . . , Y7)T

Z

Y − Ŷ

Ŷ −Y

Y −Y

Obrázek 1.15: Vektory �gurující v p°ípad¥ jednoduchého t°íd¥ní (1.12), kdy testujeme nulovou
hypotézu µa = µb = µc ≡ µ0, tj. µ = (µ0, . . . , µ0)T , neboli µ ∈ S, kde S = E je jednorozm¥rný
podprostor generovaný vektorem e = (1, . . . , 1)T .

pr·m¥tem vektoru Z = Y − µ do podprostoru M − E, jehoº dimenze je

dimM − dimE = 3− 1 = 2.

Vektor Y − Ŷ je naproti tomu pr·m¥tem vektoru Ŷ −Y do podprostoru M⊥

dimenze
n− dimM = 7− 3 = 4.
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Ve shod¥ s (1.36) tedy m·ºeme tvrdit, ºe za p°edpokladu platnosti nulové hypo-
tézy platí

‖Ŷ −Y ‖2
/

2

‖Y − Ŷ ‖2
/

4
∼ F2,4,

takºe nulovou hypotézu zamítneme na α% hladin¥ významnosti tehdy, kdyº na-
stane nerovnost

‖Ŷ −Y ‖2
/

2

‖Y − Ŷ ‖2
/

4
≥ F2,4(α).

Ukaºme si v²e je²t¥ jednou na konkrétních hodnotách. Pr·m¥r ze získaných
m¥°ení je roven 26; realizace vektor·, které pot°ebujeme k výpo£tu statistiky F ,
jsou tedy

y =



24
26
23
19
33
28
29


, ŷ =



25
25
21
21
30
30
30


, y =



26
26
26
26
26
26
26


,

z £ehoº vypo£teme

y − ŷ =



−1
1
2
−2

3
−2
−1


, ŷ − y =



−1
−1
−5
−5

4
4
4


,

testová statistika je tedy

F =
(1 + 1 + 25 + 25 + 16 + 16 + 16)/2

(1 + 1 + 4 + 4 + 9 + 4 + 1)/4
= 8, 33.

Jelikoº kritická hodnota p°íslu²ného rozd¥lení F je

F2,4(0,05) = 6,94,

m·ºeme nulovou hypotézu na 5% hladin¥ zamítnout.

1.6.7 Jednoduché t°íd¥ní � obecná formulace

P°ipome¬me nyní zna£ení pouºívané v obecném p°ípad¥, kdy vy²et°ujeme vliv I
r·zných typ· o²et°ení na n r·zných jednotkách, p°i£emº kaºdou jednotku o²et-
°íme práv¥ jedním typem a i-tý typ o²et°ení pouºijeme celkem u ni jednotek
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(tj. n1 + · · · + nI = n). Reakce jednotlivých jednotek, tj. sou°adnice náhodného
vektoru Y , se obvykle zna£í symboly Yij, kde i ∈ {1, . . . , I}, j ∈ {1, . . . , ni}. In-
dex i tedy ozna£uje £íslo typu o²et°ení, index j £íslo jednotky ve skupin¥, u které
bylo toto o²et°ení aplikováno. P°edpokládáme, ºe platí

Yij ∼ N(µi, σ
2). (1.40)

Model charakterizující náhodný vektor Y má tedy tvar

Y = µ1a1 + · · ·+ µIaI + Z , (1.41)

kde náhodný vektor Z má rozd¥lení N (0; σ2In). Kaºdý z vektor· a i odpovídá
jednomu typu o²et°ení, p°i£emº kaºdá z jeho n sou°adnic odpovídá jedné pokus-
né jednotce a je rovna jedné nebo nule podle toho, zda daný typ byl £i nebyl
u této jednotky pouºit. Vektory a i jsou lineárné nezávislé, proto generují pod-
prostor M dimenze I. Pr·m¥tem vektoru Y do podprostoru M je pak vektor Ŷ
o sou°adnicích Ŷij, kde

Ŷij = Y i· =

ni∑
j=1

Yij

/
ni.

Vektor Ŷ tedy vznikne z vektoru Y tak, ºe u kaºdé jednotky nahradíme na-
m¥°enou hodnotu pr·m¥rem hodnot získaných od v²ech jednotek, u kterých byl
pouºit stejný typ o²et°ení.

Vektor Y − Ŷ je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y −µ do podprostoru M⊥

dimenze n− I, k odhadu rozptylu σ2 tedy pouºijeme náhodnou veli£inu

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

n− I
=

=

I∑
i=1

ni∑
j=1

(
Yij − Y i·

)2
n− I

.

K výpo£tu £itatele lze vyuºít Pythagorovy v¥ty:

‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Y ‖2 − ‖Ŷ ‖2 =

=
I∑

i=1

ni∑
j=1

Y 2
ij −

I∑
i=1

niY
2

i·

Rozhodneme-li se testovat nulovou hypotézu µ1 = · · · = µI , tj. hypotézu, ºe µ
leºí v podprostoru E generovaném vektorem e = (1, . . . , 1)T , promítneme vektor
Y do podprostoru E a získáme vektor

Y ≡ (Y , . . . , Y )T ,

kde

Y =

I∑
i=1

ni∑
j=1

Yij

n
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(místo symbolu Y se téº n¥kdy pouºívá Y ··). Protoºe dimenze podprostoru E je 1,
je za platnosti nulové hypotézy vektor Ŷ − Y pravoúhlým pr·m¥tem vektoru
Y −µ do podprostoru M −E dimenze I − 1, a k veri�kaci nulové hypotézy tedy
pouºijeme hodnotu náhodné veli£iny

F =
‖Ŷ −Y ‖2

/
(I − 1)

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− I)
=

=

I∑
i=1

ni∑
j=1

(
Y i· − Y i·

)2/
(I − 1)

I∑
i=1

ni∑
j=1

(
Yij − Ȳi·

)2/
(n− I)

.

K výpo£tu £itatele lze op¥t pouºít Pythagorovu v¥tu:

‖Ŷ −Y ‖2 = ‖Ŷ ‖2 − ‖Y ‖2 =

=
I∑

i=1

niY
2

i· − nY
2
.

P°esáhne-li realizovaná hodnota statistiky F kritickou hodnotu FI−1,n−I , m·ºeme
na α% hladin¥ nulovou hypotézu zamítnout. Celý postup je²t¥ m·ºeme zrekapi-
tulovat v tabulce analýzy rozptylu (viz tab. 1.2):

Zdroj
variability

Sou£et
£tverc·

Po£et stup¬·
volnosti

Podíl
Testová

statistika F

Vliv o²et°ení ‖Ŷ −Y ‖2 I − 1
‖Ŷ −Y ‖2

I − 1

Reziduální ‖Y − Ŷ ‖2 n− I ‖Y − Ŷ ‖2

n− I

‖Ŷ −Y ‖2

I − 1

‖Y − Ŷ ‖2

n− I

Celkový ‖Y −Y ‖2 n− 1 � �

Tabulka 1.2: Tabulka analýzy rozptylu jednoduchého t°íd¥ní. Za platnosti nulové hypotézy
µ1 = · · · = µI má hodnota F rozd¥lení FI−1,n−I .

1.6.8 Regresní p°ímka (pokra£ování ze str. 27)

Test hypotézy β1 = 0

Testujme nejprve nulovou hypotézu β1 = 0, tj. hypotézu, ºe úroda na hmotnosti
pouºitého hnojiva v·bec nezávisí. Platí-li nulová hypotéza, m·ºeme druhý sloupec
matice Xmodelu (1.13) vynechat. To znamená, ºe uvaºujeme o redukci p·vodního
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dvojrozm¥rného modelu na jednorozm¥rný submodel

Y =



1
1
1
1
1
1
1


β0 + Z ≡ eβ0 + Z .

Promítneme tedy vektor Y do podprostoru E, generovaného vektorem
e = (1, . . . , 1)T . Stejn¥ jako v p°edchozích p°íkladech takto získáme vektor
Y = (Y , . . . , Y )T . Platí-li nulová hypotéza, vektor Ŷ − Y je pravoúhlým pr·-
m¥tem vektoru Z = Y −µ do podprostoru M −E, jehoº dimenze je 1. Jiº jsme
uvedli, ºe vektor Y −Ŷ je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y −µ do podprostoru
M⊥ dimenze 7− 2 = 5; náhodná veli£ina

F =
‖Ŷ −Y ‖2

/
1

‖Y − Ŷ ‖2
/

5

má tedy za p°edpokladu platnosti nulové hypotézy rozd¥lení F1,5, takºe nulo-
vou hypotézu zamítneme na hladin¥ α tehdy, kdyº získaná realizace F p°esáhne
kritickou hodnotu F1,5(α).

Dosa¤me nyní získané realizace: krom¥ vektor·

y = (51, 42, 49, 44, 59, 49, 56)T ,

ŷ = (47, 44, 50, 47, 53, 50, 59)T

máme je²t¥

y = (50, 50, 50, 50, 50, 50, 50)T .

Ur£íme druhé mocniny délek p°íslu²ných rozdíl·:

‖ŷ − y‖2 = 144,

‖y − ŷ‖2 = 76,

a vypo£teme hodnotu statistiky F :

F =
144/1

76/5
= 9,47.

Protoºe F1,5(0,05) = 6,61, m·ºeme nulovou hypotézu zamítnout.

Test hypotézy β0 = 0

Podobn¥ m·ºeme testovat nulovou hypotézu β0 = 0. Protoºe v takovém p°ípad¥
uvaºujeme o redukci dvojrozm¥rného podprostoru M na jednorozm¥rný podpro-
stor S generovaný vektorem

x = (3, 2, 4, 3, 5, 4, 7)T ,
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ur£íme podle vzorce (2.32) pravoúhlý pr·m¥t vektoru Y do S:

YS =
Y ◦ x
‖x‖2

x . (1.42)

Pak jiº m·ºeme vyjád°it hodnotu statistiky F :

F =
‖Ŷ −YS‖2

/
1

‖Y − Ŷ ‖2
/

5
, (1.43)

která se za p°edpokladu platnosti nulové hypotézy °ídí rozd¥lením F1,5.

Jelikoº v p°ípad¥ na²ich konkrétních hodnot je

yS =
x ◦ y
‖x‖2

x = 11,3125 ·



3
2
4
3
5
4
7


.
=



33,9
22,6
45,3
33,9
56,6
45,3
79,2


,

dostáváme hodnotu statistiky

F =
1 263,5/1

76/5
.
= 83,1 > F1,5(0,05)

.
= 6,61,

takºe i hypotézu β0 = 0 m·ºeme na 5% hladin¥ významnosti zamítnout.

Obecná formulace

Pokud chceme testovat hypotézu β1 = 0, uvaºujeme o redukci p·vodního podpro-
storu M na podprostor E ≡ [e ]. Odhadem st°ední hodnoty odpovídající p°íslu²-
nému submodeluY = β0e+Z je pravoúhlý pr·m¥t vektoruY do podprostoru E,
coº je vektor Y ≡ (Y , . . . , Y )T . Protoºe dimenze tohoto podprostoru je o 1 niº²í
neº dimenze podprostoru M , testová statistika bude mít tvar

F =
‖Ŷ −Y ‖2

/
1

‖Ŷ −Y ‖2
/

(n− 2)
=
‖Ŷ ‖2 − ‖Y ‖2

S2
=

n∑
i=1

Ŷ 2
i − nY

2

S2
, (1.44)

a nulovou hypotézu budeme zamítat na α% hladin¥ významnosti, bude-li její
realizace v¥t²í neº hodnota F1,n−2(α)5. Test této hypotézy je velmi pouºívaný
a tabulka shrnující jeho výsledky bývá £asto uvád¥na statistickým softwarem
zcela automaticky, proto ji uve¤me i zde (viz tabulka (1.3)).

5Místo vý²e popsaného F -testu se pouºívá obvykle k veri�kaci hypotézy β1 = 0 spí²e t-
test. Podobn¥ jako v p°ípad¥ testování hypotézy µ = µ0 v modelu (1.11) v²ak lze ukázat, ºe
jeho výsledky jsou v p°ípad¥ oboustranné alternativy ekvivalentní s výsledky zde uvedeného
postupu. Srovnání obou test· v p°ípad¥ modelu (1.11) viz kapitola 1.7.4.
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Zdroj
variability

Sou£et
£tverc·

Po£et stup¬·
volnosti

Podíl
Testová

statistika F

Lineární
koe�cient

‖Ŷ −Y ‖2 1
‖Ŷ −Y ‖2

1

Reziduální ‖Y − Ŷ ‖2 n− 2
‖Y − Ŷ ‖2

n− 2

‖Ŷ −Y ‖2

‖Y − Ŷ ‖2

n− 2

Celkový ‖Y −Y ‖2 n− 1 � �

Tabulka 1.3: Tabulka analýzy rozptylu odpovídající F -testu hypotézy β1 = 0 v modelu (1.13).
Za platnosti nulové hypotézy má hodnota F rozd¥lení F1,n−2.

V p°ípad¥ hypotézy β0 = 0 redukujeme podprostor M na podprostor S = [x].
Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do tohoto podprostoru je vektor YS ur£ený
vzorcem (1.42); platí

‖YS‖2 =

∥∥∥∥Y ◦ x‖x‖2
x

∥∥∥∥2 =
(Y ◦ x )2

‖x‖4
‖x‖2 =

(
n∑

i=1

xiYi

)2

n∑
i=1

x2i

,

a statistiku (1.43) tedy m·ºeme explicitn¥ vyjád°it ve tvaru

‖Ŷ −YS‖2
/

1

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− 2)
=
‖Ŷ ‖2 − ‖YS‖2

S2
=

n∑
i=1

x2i

n∑
i=1

Ŷ 2
i −

(
n∑

i=1

xiYi

)2

S2

n∑
i=1

x2i

.

1.6.9 Mnohonásobná regrese

Pro úplnost popi²me je²t¥ obecný p°ípad mnohonásobné regrese. Nech´ pro ná-
hodnou veli£inu Y platí

Y = β0 + β1x1 + · · ·+ βkxk + Z,

kde Z ∼ N(0, σ2), hodnoty koe�cient· x1, . . . , xk jsou známé a hodnoty ostatních
parametr· nikoli. Provedeme-li n (n > k + 1) nezávislých m¥°ení této veli£iny,
p°i nichº jsou hodnoty známých koe�cient· v i-tém m¥°ení rovny xi,1, . . . , xi,k,
získáme realizaci náhodného vektoru Y ≡ (Y1, . . . , Yn)T , jehoº chování popisuje
model

Y =

 1 x1,1 · · · x1,k
...

... . . . ...
1 xn,1 · · · xn,k




β0
β1
...
βk

+ Z ≡ Xβ + Z , (1.45)
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kde náhodný vektor Z má rozd¥lení N (0; σ2I).
P°edpokládáme-li nezávislost sloupc· matice X, je dimenze podprostoru M

daného tímto modelem k + 1. Pravoúhlý pr·m¥t Ŷ náhodného vektoru Y do
podprostoru M a odhady b0, . . . , bk koe�cient· β0, . . . , βk získáme °e²ením sou-
stavy (1.16). Vektor Y − Ŷ je pak pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y − µ do
podprostoru Vn −M dimenze n − k − 1, nestranný odhad rozptylu tedy bude
ur£en vzorcem

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

n− k − 1
.

Test hypotézy β1 = · · · = βk = 0

Tato hypotéza p°edstavuje redukci podprostoru M na podprostor generovaný
prvním sloupcem matice X, tj. podprostor E = [e ], jehoº dimenze je o k men-
²í neº dimenze M . Protoºe pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do podprostoru
E je vektor Y =

(
Y , . . . , Y

)T
, má za p°edpokladu platnosti nulové hypotézy

β1 = · · · = βk = 0 náhodná veli£ina

F =
‖Ŷ −Y ‖2

/
k

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− k − 1)
(1.46)

rozd¥lení Fk,n−k−1. Hypotézu zamítneme tedy na hladin¥ významnosti α tehdy,
kdyº nastane nerovnost F > Fk,n−k−1(α). Tabulka analýzy rozptylu, shrnující
výsledky tohoto testu, bývá statistickým softwarem £asto uvád¥na automaticky.

Test hypotézy βi = 0

V p°ípad¥, ºe uvaºujeme o moºnosti vypu²t¥ní n¥kterého z parametr· βi z modelu,
chceme omezit podprostorM na podprostor Si, který je generován sloupci matice
X s výjimkou i-tého. Ozna£me pravoúhlý pr·m¥t náhodného vektoruY do tohoto
podprostoru symbolem Ŷi; najdeme jej op¥t °e²ením soustavy (1.16), kde ov²em
v matici X vypustíme doty£ný sloupec. Testová statistika má pak tvar

F =
‖Ŷ − Ŷi‖2

/
1

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− k − 1)

a nulovou hypotézu zamítneme na hladin¥ α v p°ípad¥ spln¥ní nerovnosti
F > F1,n−k−1(α).

1.6.10 Dv¥ regresní p°ímky

P°edpokládejme, ºe pro náhodné veli£iny Y1, . . . , Y4 platí vztah

Yi = βa
0 + βa

1 · xi + Zi

a pro náhodné veli£iny Y5, . . . , Y9 platí vztah

Yi = βb
0 + βb

1 · xi + Zi,
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kde βa
0 , β

a
1 , β

b
0, β

b
1 jsou neznámé koe�cienty, xi jsou známé hodnoty a Zi jsou na-

vzájem nezávislé náhodné veli£iny s rozd¥lením N(0, σ2) (rozptyl σ2 rovn¥º není
znám). Náhodný vektor Y ≡ (Y1, . . . , Y9)

T lze tedy popsat lineárním modelem

Y1
Y2
Y3
Y4
Y5
Y6
Y7
Y8
Y9


=



1 x1 0 0
1 x2 0 0
1 x3 0 0
1 x4 0 0
0 0 1 x5
0 0 1 x6
0 0 1 x7
0 0 1 x8
0 0 1 x9




βa
0

βa
1

βb
0

βb
1

+



Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7

Z8

Z9


,

kde vektor Z ≡ (Z1, . . . , Z9)
T má rozd¥lení N(0, σ2I). To znamená, ºe st°ed-

ní hodnota náhodného vektoru Y leºí n¥kde ve £ty°rozm¥rném podprostoru
M ⊂ Vn, který je generován sloupci vý²e uvedené matice. Odhadneme ji tedy
pomocí pravoúhlého pr·m¥tu Ŷ vektoru Y do tohoto podprostoru.

Chceme-li testovat nulovou hypotézu βa
1 = βb

1 = β1, tj. hypotézu, ºe regresní
p°ímky v p°ípad¥ obou skupin náhodných veli£in Yi mají stejný sklon, uvaºujeme
vlastn¥ o redukci vý²e uvedeného modelu na submodel

Y1
Y2
Y3
Y4
Y5
Y6
Y7
Y8
Y9


=



1 0 x1
1 0 x2
1 0 x3
1 0 x4
0 1 x5
0 1 x6
0 1 x7
0 1 x8
0 1 x9



 βa
0

βb
0

β1

+



Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7

Z8

Z9


.

Navrhujeme tedy p·vodní £ty°rozm¥rný podprostor M omezit na trojrozm¥rný
podprostor S ⊂ M . Test provedeme tak, ºe ur£íme YS, pravoúhlý pr·m¥t Y do
podprostoru S, a vypo£teme podíl

‖Ŷ −YS‖2
/

(dimM − dimS)

‖Y − Ŷ ‖2
/

(dimV − dimM)
=
‖Ŷ −YS‖2

/
1

‖Y − Ŷ ‖2
/

5
;

platí-li nulová hypotéza, má tento podíl rozd¥lení F1,5, takºe pokud vypo£tená
realizace p°esáhne hodnotu F1,5(α), nulovou hypotézu zamítneme na hladin¥ α.

1.7 Lineární mnoºina jako submodel

Mnoºina moºných st°edních hodnot, na kterou submodel omezuje p·vodní pod-
prostor M , nemusí nutn¥ tvo°it vektorový podprostor. V obecn¥j²ím p°ípad¥ se
m·ºe jednat o lineární mnoºinu, tj. mnoºinu S ′ ⊂ Vn de�novanou vztahem

S ′ ≡ c + S ≡ {c + x : x ∈ S}
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pro n¥jaký podprostor S ⊂ Vn dimenze s < m a pevn¥ daný vektor c ∈M, c 6∈ S.
Submodel pak m·ºeme zapisovat ve tvaru

Y = c + Sα + Z ,

kde S je n¥jaká matice, jejíº sloupce p°edstavují bázi podprostoru S. S takovou
situací lze zacházet do zna£né míry podobn¥ jako v p°ípad¥ nulové hypotézy
µ ∈ S; argumentace se li²í jen v n¥kolika málo detailech.

1.7.1 Pravoúhlý pr·m¥t do lineární mnoºiny

St°ední hodnotu µ = c + Sα v tomto p°ípad¥ odhadneme pomocí takového
vektoru YS′ ∈ S ′, pro který je vzdálenost ‖Y − YS′‖ minimální; nazývejme jej
pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do mnoºiny S ′. Lze ukázat, ºe tento vektor je
jednozna£n¥ ur£en podmínkami

YS′ ∈ S ′,

Y −YS′ ⊥ S

(viz obr. 1.16). Musí tedy platit YS′ = c + Sa pro n¥jakou uspo°ádanou s-tici

M⊥

M

M − S

S

S′

c

Ŷ

µ
YS′

Y

Z

Y − Ŷ

Ŷ −YS′

Y −YS′

Obrázek 1.16: Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do lineární podmnoºiny S′ ≡ S + c je
náhodný vektor YS′ . V p°ípad¥, ºe platí nulová hypotéza µ ∈ S′, je Ŷ − YS′ pravoúhlým
pr·m¥tem vektoru Z do podprostoru M − S.

náhodných veli£in a takovou, ºe je spln¥no

S
T · (Y − c − Sa) = 0.

Podobným zp·sobem jako v p°ípad¥ soustavy (1.16) dostáváme °e²ení

a =
(
S
T
S
)−1

S
T (Y − c),

YS′ = c + S
(
S
T
S
)−1

S
T (Y − c).

(1.47)

To je obecn¥ pouºitelný vzorec, av²ak nikoli p°íli² názorný. V p°íkladech, které
jsou uvedeny v druhé £ásti této kapitoly, jej proto nebudeme vyuºívat a místo
toho ukáºeme jiné zp·soby, jak lze k pr·m¥tu YS′ dosp¥t.
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1.7.2 Vlastnosti vektoru Ŷ −YS′
Dokaºme nyní, ºe v p°ípad¥ platnosti nulové hypotézy µ ∈ S ′ je vektor Ŷ −YS′

pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y −µ do podprostoru M −S; pot°ebujeme tedy
ukázat, ºe jsou spln¥ny podmínky

Ŷ −YS′ ∈ M − S, (1.48)

(Y − µ)− (Ŷ −YS′) ⊥ M − S. (1.49)

Abychom dokázali platnost podmínky (1.48), musíme se p°esv¥d£it, ºe platí

Ŷ −YS′ ∈ M,

Ŷ −YS′ ⊥ S.

První z t¥chto poºadavk· je z°ejm¥ spln¥n, nebo´ je Ŷ ∈ M,YS′ ∈ S ′ ⊂ M . Co
se tý£e druhého, platí

Ŷ −YS′ = (Y −YS′)− (Y − Ŷ );

vektor v první závorce je z de�nice kolmý na podprostor S, vektor v druhé závorce
je z de�nice kolmý na podprostorM , a tedy i na podprostor S ⊂M . I jejich rozdíl
je proto kolmý na tento podprostor. Podmínka (1.48) je tedy spln¥na.

Abychom dokázali platnost podmínky (1.49), provedeme úpravu

(Y − µ)− (Ŷ −YS′) = (Y − Ŷ ) + (YS′ − µ).

Dostali jsme tak sou£et dvou vektor·, které jsou oba kolmé na podprostor
M −S: první z nich je z de�nice kolmý na podprostor M , a tedy i na podprostor
M − S ⊂ M . Co se tý£e druhého vektoru, uv¥domme si, ºe rozdíl dvou vektor·,
které jsou prvky mnoºiny S ′, musí být prvkem podprostoru S. Vektor YS′ − µ
tedy za p°edpokladu platnosti hypotézy µ ∈ S ′ leºí v podprostoru S, takºe je
kolmý na podprostor M − S. Podmínka (1.49) je tudíº rovn¥º spln¥na.

Vektory Y −Ŷ a Ŷ −YS′ tedy p°edstavují pravoúhlé pr·m¥ty vektoru Y −µ
do dvou navzájem kolmých podprostor· Vn −M a M − S, jejichº dimenze jsou
n−m a m− s. Z toho plyne, ºe náhodná veli£ina

‖Ŷ −YS′‖2
/

(m− s)

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n−m)
(1.50)

má rozd¥lení Fm−s,n−m a m·ºeme ji pouºít k veri�kaci nulové hypotézy.

1.7.3 Uºití Pythagorovy v¥ty

Vektor YS′ není prvkem podprostoru S, nemusí být proto kolmý na vektor Y −
YS′ , a tím pádem ani na vektor Ŷ − YS′ . Oproti situaci, kdy submodel ur£uje
vektorový podprostor, zde tedy ke vztahu (1.29) p°ibývá pouze rovnost

‖Y −YS′‖2 = ‖Ŷ −YS′‖2 + ‖Y − Ŷ ‖2,

plynoucí z toho, ºe vektor Ŷ −YS′ je prvkem podprostoru M a vektor Y − Ŷ
je na tento podprostor kolmý.
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P°íklady

1.7.4 Výb¥r z normálního rozd¥lení (pokra£ování ze str. 31)

Vzhledem k jednoduchosti modelu (1.11) p°ichází v úvahu jedin¥ nulová hypotéza
typu µ = µ0, kde µ0 ∈ R je n¥jaká pevn¥ daná hodnota. To znamená, ºe uvaºuje-
me o redukci p·vodního jednorozm¥rného podprostoruM na lineární mnoºinu S ′

tvo°enou jediným vektorem µ0 ≡ (µ0, . . . , µ0)
T , jejíº dimenze je 0. Aniº bychom

se museli odkazovat na obecné záv¥ry odvozené vý²e, je patrné (viz obr. (1.17)),
ºe platí-li nulová hypotéza, je vektor Y − µ0 pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Z
do podprostoru M dimenze 1 a vektor Y −Y je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru
Z do podprostoru M⊥ dimenze n− 1, takºe statistika

M (dimM = 1)Y

µ0 Y − µ0

M⊥
(
dimM⊥ = n− 1

)

Y −Y
Y

Z

Obrázek 1.17: Vektory �gurující v testu hypotézy µ = µ0 v modelu (1.11).

F =
‖Y − µ0‖2

/
1

‖Y −Y ‖2
/

(n− 1)
=
n
(
Y − µ0

)2
S2

(1.51)

má rozd¥lení F1,n−1. Pokud pro konkrétní realizaci nastane nerovnost

n
(
Y − µ0

)2
S2

≥ F1,n−1(α), (1.52)

zamítneme nulovou hypotézu na hladin¥ α.

Statistiku (1.51) m·ºeme pouºít i pro ur£ení intervalu spolehlivosti: je-li sku-
te£ná hodnota st°ední hodnoty µ, platí

P

[
n
(
Y − µ

)2
S2

< F1,n−1(α)

]
= 1− α,

z £ehoº vyplývá, ºe jev

µ ∈

(
Y − S

√
F1,n−1(α)

n
; Y + S

√
F1,n−1(α)

n

)
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nastane s pravd¥podobností 1− α.
�ekn¥me, ºe v na²em konkrétním p°ípad¥, kdy jsme m¥°ili hodnoty u p¥ti

pacient·, chceme testovat hypotézu µ = 2, tj. µ0 = (2, 2, 2, 2, 2)T . Ze získané
realizace

y = (4, 6, 10, 5, 5)T

postupn¥ vypo£teme

y = (6, 6, 6, 6, 6)T ,

y − y = (−2, 0, 4,−1,−1)T ,

y − µ0 = (4, 4, 4, 4, 4)T

(viz obr. 1.18) a dostaneme hodnotu statistiky

M (dimM = 1)

M⊥
(
dimM⊥ = 4

)

y = (6, 6, 6, 6, 6)T

µ0 = (2, 2, 2, 2, 2)T

y − µ0 = (4, 4, 4, 4, 4)T

y − y =


−2
0
4
−1
−1


y = (4, 6, 10, 5, 5)T

z

Obrázek 1.18: P°íklad konkrétních realizací �gurujících v testu hypotézy µ = 2 v modelu
(1.11).

F =
‖y − µ0‖2/ 1

‖y − y‖2/ 4
=

=
‖(4, 4, 4, 4, 4)T‖2

/
1

‖(−2, 0, 4,−1,−1)T‖2/ 4
.
=

.
= 14,55.

Protoºe je 14,55 ≥ F1,4(0,05)
.
= 7,71, nulovou hypotézu m·ºeme zamítnout na

hladin¥ významnosti 5%.

Jednovýb¥rový t-test versus F -test

�tená° snad m·ºe být vý²e popsaným testem p°ekvapen, protoºe k veri�kaci
uvedené nulové hypotézy se obvykle pouºívá jednovýb¥rový t-test. Je ale t°eba si
uv¥domit, ºe výsledek t-testu je � alespo¬ v p°ípad¥ jeho oboustranné varianty �
s výsledkem na²eho postupu ekvivalentní. Jak je známo (viz nap°. [3], p°ípadn¥
p°íklad 1.9.1), testová statistika pouºívaná v t-testu

t =
(Y − µ0)

√
n

S
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se °ídí rozd¥lením tn−1 a p°i jejím pouºití zamítáme nulovou hypotézu µ = µ0 ve
prosp¥ch její alternativy µ 6= µ0 na hladin¥ α práv¥ tehdy, kdyº nastane nerovnost

|Y − µ0|
√
n

S
≥ tn−1(α). (1.53)

Ta je v²ak ekvivalentní s nerovností

n(Y − µ0)
2

S2
≥ t2n−1(α)

a vzhledem ke vztahu (1.9) i s nerovností (1.52).

Jednostranná alternativa F -testu

Vý²e uvedený F -test lze ov²em pouºít i tehdy, kdyº je alternativní hypotéza
jednostranná, nap°. µ > µ0. V takovém p°ípad¥ zamítneme nulovou hypotézu na
hladin¥ α, pokud bude spln¥na dvojice nerovností

x > µ0 ∧ n(x− µ0)
2

S2
≥ F1,n−1(2α).

V p°ípad¥ platnosti nulové hypotézy totiº platí

P

[
n(x− µ0)

2

S2
≥ F1,n−1(2α)

]
= 2α,

tj.

P

[√
n|x− µ0|
S

≥
√
F1,n−1(2α)

]
= 2α,

z £ehoº vzhledem k symetrii rozd¥lení x kolem µ0 a k nezávislosti x na S2 plyne

P

[
x > µ0 ∧ n(x− µ0)

2

S2
≥ F1,n−1(2α)

]
= α.

Tento postup a jeho zd·vodn¥ní není samoz°ejm¥ nikterak elegantní; uvádíme jej
proto, abychom ukázali univerzálnost F -testu, který je z geometrického hlediska
podstatn¥ názorn¥j²í neº t-test.

1.7.5 Regresní p°ímka (pokra£ování ze str. 35)

Test hypotézy β0 = β0
0 , β1 = β0

1

Navrhn¥me test hypotézy �xující hodnoty obou parametr· vektoru β. Ukáºeme
si tento postup rovnou na konkrétních hodnotách; dejme tomu, ºe v modelu
(1.13) chceme testovat nulovou hypotézu β0 = 30, β1 = 4. V takovém p°ípad¥
uvaºujeme o redukci p·vodního dvojrozm¥rného podprostoru na jediný vektor
µ0 ≡ 30e + 4x , tj. na lineární mnoºinu S ′ dimenze 0. K vektoru Y je z této
mnoºiny nejblíºe pochopiteln¥ práv¥ tento jediný vektor, jehoº sou°adnice jsou

µ0 =



1 3
1 2
1 4
1 3
1 5
1 4
1 7


·
(

30
4

)
=



42
38
46
42
50
46
58


.
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Pokud nulová hypotéza µ = µ0 skute£n¥ platí, je vektor Ŷ − µ0 pravoúhlým
pr·m¥tem vektoru Y −µ0 do podprostoru dimenze dimM − dimS ′ = 2; vektor
Y−Ŷ je zárove¬ pravoúhlým pr·m¥tem vektoruY−µ0 do podprostoru dimenze
dimVn − dimM = 5, takºe náhodná veli£ina

F =
‖Ŷ − µ0‖2

/
2

‖Y − Ŷ ‖2
/

5

má rozd¥lení F2,5. Hodnota na²í realizace je

F =
128/2

76/5
= 4,21;

protoºe kritická hodnota rozd¥lení F2,5(0,05) je 5,79, nem·ºeme (alespo¬ ne p°i
poºadavku 5% hladiny významnosti) na základ¥ získaných dat zamítnout nulovou
hypotézu β0 = 30, β1 = 4.

Obecná formulace

Chceme-li v modelu (1.19) testovat nulovou hypotézu β0 = β0
0 , β1 = β0

1 , kde
β0
0 , β

0
1 ∈ R jsou n¥jaké pevn¥ dané hodnoty, uvaºujeme o redukci podprostoru da-

ného p·vodním modelem na jediný vektor µ0 ≡ β0
0e+β0

1x , tj. sniºujeme dimenzi
p·vodního podprostoru M o hodnotu 2. Odhadem st°ední hodnoty odpovídající
submodelu je práv¥ tento jediný vektor µ0 a testová statistika bude mít tvar

F =
‖Ŷ − µ0‖2

/
2

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− 2)
=

n∑
i=1

(
Ŷi − β0

0 − β0
1xi

)2
2S2

. (1.54)

Nulovou hypotézu budeme zamítat na hladin¥ významnosti α, bude-li p°íslu²ná
statistika v¥t²í neº hodnota F2,n−2(α).

Ortogonalizace generátor· podprostoru M

V dal²ích úvahách jiº budeme vycházet z obecného p°ípadu, tj. z modelu (1.19).
Nejd°íve uvedeme jeden £asto pouºívaný postup, který nám zna£n¥ usnadní vý-
po£ty. Spo£ívá v nahrazení hodnot xi hodnotami

qi ≡ xi − x, kde x ≡

n∑
i=1

xi

n
.

Z geometrického hlediska se tedy jedná o nahrazení vektoru x vektorem

q ≡ x − xe ≡ x − x . (1.55)

Je z°ejmé, ºe vektory e a q generují týº podprostorM jako vektory e a x , model
(1.19) tedy m·ºeme nahradit modelem

Y =

 1 q1
...

...
1 qn

 · ( β∗0
β∗1

)
+ Z ≡ X∗β∗ + Z . (1.56)
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Sou°adnice β∗0 , β
∗
1 st°ední hodnoty µ vzhledem k bázi {e , q} podprostoru M bu-

dou sice jiné neº p·vodní sou°adnice µ, β vzhledem k bázi {e , x}, ze srovnání

µ = β0e + β1x = β∗0e + β∗1q =

= β∗0e + β∗1(x − xe) =

= (β∗0 − β∗1x)e + β∗1x

je v²ak patrné, ºe platí

β0 = β∗0 − β∗1x,
β1 = β∗1 ,

a podobn¥ pro sou°adnice b0, b1, resp. b∗0, b
∗
1, náhodného vektoru Ŷ vzhledem k

bázi {e , q}, resp. {e , x}:

b0 = b∗0 − b∗1x,
b1 = b∗1

(symboly β∗1 , b
∗
1 tedy jiº nebudeme pouºívat).

Pon¥vadº vektor x = (x, . . . , x)T je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru x do pod-
prostoru E = [e ], je vektor q = x − x pravoúhlým pr·m¥tem vektoru x do
podprostoru M − E (viz obr. 1.19). Vektory e , q tedy generují dv¥ navzájem

E = [e ]

M − E

x =

 x
...
x



x =

 x1
...
xn


q =

 x1 − x
...

xn − x



e =

 1
...
1


Obrázek 1.19: Nahrazením vektoru x v modelu (1.19) vektorem q ≡ x−x získáme ortogonální
bázi {e , q} roviny M (ta zde splývá s rovinou nákresny).

kolmé p°ímky, takºe hodnoty b∗0, b1 lze ur£it tak, ºe promítneme vektor Y na
kaºdou z t¥chto p°ímek zvlá²´ (viz téº vzorec (2.34)):

b∗0 =
Y ◦ e
‖e‖2

= Y , (1.57)

b1 =
Y ◦ (x − x )

‖x − x‖2
. (1.58)
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Jelikoº vektor Y leºí v podprostoru E, jsou vektory Y a x −x navzájem kolmé,
tj. platí Y ◦ (x − x ) = 0. Poslední rovnost lze proto psát také ve tvaru

b1 =

(
Y −Y

)
◦
(
x − x

)
‖x − x‖2

, (1.59)

který je speciálním p°ípadem vzorce (1.63). Podobn¥ jsou kolmé téº vektory
Y − Y a x , z £ehoº plyne rovnost y ◦ x = Y ◦ x . Díky tomu lze upravit
£itatel výrazu (1.58) na tvar

Y ◦ (x − x ) = Y ◦ x −Y ◦ x =

= Y ◦ x −Y ◦ x =

=
n∑

i=1

xiYi − nxY .

P°i výpo£tu jmenovatele lze pro zm¥nu vyuºít skute£nosti, ºe vektory x − x a x
p°edstavují rozklad vektoru x ∈ M do dvou navzájem kolmých podprostor· E
a M − E, platí tedy

‖x − x‖2 = ‖x‖2 − ‖x‖2 =
n∑

i=1

x2i − nx2;

po dosazení t¥chto výraz· do (1.58) a zkrácení zlomku hodnotou n dojdeme
k prvnímu ze vztah· (1.20).

Test hypotézy β1 = β0
1

V p°ípad¥ hypotézy β1 = β0
1 , kde β

0
1 ∈ R je n¥jaká pevn¥ daná hodnota, uvaºu-

jeme o redukci roviny M dané modelem (1.13) na p°ímku

S ′ ≡
{
β0
1x + te ; t ∈ R

}
= β0

1x + E.

Mohli bychom se samoz°ejm¥ odkázat na vzorce (1.47), zdá se nám v²ak uºite£né
podívat se na tuto situaci z jiného úhlu.

Místo báze {e , x} pouºijeme k orientaci v rovin¥ M bázi {e , q}, kde vektor
q byl zaveden vztahem (1.55). Pro p°ímku S ′ tak m·ºeme psát

S ′ =
{
β0
1(q + xe) + te ; t ∈ R

}
=

=
{
β0
1q + te ; t ∈ R

}
=

= β0
1q + E.

Z p°edchozí podkapitoly známe sou°adnice b∗0, b1 pravoúhlého pr·m¥tu náhodného
vektoru Y do podprostoru M vzhledem k bázi {e , q}. Tímto pr·m¥tem je tedy
vektor

Ŷ = b∗0e + b1q = Y e + b1q = Y + b1q .

Ukáºeme, ºe pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Y do lineární mnoºiny
S ′ je vektor YS′ = Y + β0

1q (viz obr. 1.20); je totiº z°ejm¥ prvkem mnoºiny S ′

a zárove¬ je vektor Y −YS′ kolmý na podprostor E, nebo´ je sou£tem vektor·
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E = [e ]

S′ = β0
1q + E

Y

YS′

b1q
Ŷ Ŷ −YS′

β0
1q

Obrázek 1.20: Vektorem, který je ze v²ech prvk· lineární mnoºiny S′ = β0
1q + E nejblíºe

k vektoru Y , je vektor YS′ = Y + β0
1q . Rozdíl vektor· Ŷ −YS′ je pak roven (b1 − β0

1)q a je
kolmý na podprostor E (rovina M zde splývá s nákresnou).

Y − Ŷ a Ŷ −YS′ , z nichº první je z de�nice kolmý na podprostor M , a tudíº
i na podprostor E, a pro druhý platí

Ŷ −YS′ =
(
Y + b1q

)
−
(
Y + β0

1q
)

=

=
(
b1 − β0

1

)
q ,

je tedy rovn¥º kolmý na podprostor E. Dimenze submodelu je o 1 niº²í neº
dimenze p·vodního modelu, dostáváme tak vzorec pro výpo£et statistiky pro
test nulové hypotézy:

F =
‖Ŷ −YS′‖2

/
1

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− 2)
=

=
(b1 − β0

1)2‖q‖2

S2
=

=

(b1 − β0
1)2

(
n∑

i=1

x2i − nx2
)

S2
.

Nulovou hypotézu zamítneme, nastane-li nerovnost F ≥ F1,n−2(α). Uvedený vý-
sledek lze pouºít i k vytvo°ení intervalu spolehlivosti: je-li skute£ná hodnota li-
neárního koe�cientu rovna β1, platí

P


(b1 − β1)2

(
n∑

i=1

x2i − nx2
)

S2
< F1,n−2(α)

 = 1− α,

coº znamená, ºe jev

β1 ∈

b1 − S
√√√√√√

F1,n−2
n∑

i=1

x2i − nx
; b1 + S

√√√√√√
F1,n−2

n∑
i=1

x2i − nx


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nastane s pravd¥podobností 1− α.

1.7.6 Mnohonásobná regrese (pokra£ování ze str. 38)

Ozna£me vektory, které reprezentují sloupce matice X v modelu (1.45), symboly
x 0, . . . , x k (tj. x 0 ≡ e). Dále zave¤me ozna£ení Si pro vektorový podprostor
generovaný v²emi vektory x 0, . . . , x k s výjimkou i-tého, tj.

Si ≡ [x 0, . . . , x i−1, x i−1, . . . , x k] ,

a ozna£ení p i pro pravoúhlý pr·m¥t vektoru x i do podprostoru Si. Ozna£íme-li
je²t¥ symbolem q i vektor x i − p i, p°edstavuje zápis

x i = p i + q i

rozklad vektoru x i do dvou navzájem kolmých podprostor· Si a M −Si (viz obr.
1.21).

Si = [x 1, . . . ,x i−1,x i+1, . . . ,xk]

M − Si

x i

pi

q i

Obrázek 1.21: Vektory q i a pi, pouºité p°i testu hypotézy βi = β0
i v p°ípad¥ mnohonásobné

regrese, p°edstavují rozklad vektoru x i do dvou navzájem kolmých podprostor· Si a M − Si.

Test hypotézy βi = β0
i

Hypotéza �xující hodnotu parametru βi, tj. hypotéza βi = β0
i , kde β

0
i ∈ R je

n¥jaké pevn¥ dané £íslo, p°edstavuje redukci podprostoru M na lineární mnoºinu
S ′i danou p°edpisem

S ′i ≡ β0
i x i + Si.

Protoºe je p i ∈ Si, m·ºeme tuto lineární mnoºinu S ′i zapsat ve tvaru

S ′i = β0
i (p i + q i) + Si = β0

i q i + Si

a vektor Ŷ ve tvaru

Ŷ = b0x 0 + · · ·+ bi−1x i−1+ bix i + bi+1x i+1 + · · ·+ bkx k =

= b0x 0 + · · ·+ bi−1x i−1+ bi(p i + q i) + bi+1x i+1 + · · ·+ bkx k ≡

≡ biq i + v ,
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kde v je n¥jaký vektor leºící ve vektorovém podprostoru Si. Nyní lze ukázat, ºe
pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do lineární mnoºiny S ′i je vektor

YS′i
= β0

i q i + v .

Je totiº zjevn¥ prvkem mnoºiny S ′i a zárove¬ platí

Y −YS′i
= (Y − Ŷ ) + (Ŷ −YS′i

) =

= (Y − Ŷ ) + (bi − β0
i )q i,

p°i£emº oba s£ítance jsou z°ejm¥ kolmé na podprostor Si. Dimenze lineární mno-
ºiny S ′i je o 1 men²í neº dimenze podprostoruM , testová statistika tedy bude mít
tvar

F =
‖Ŷ −YS′i

‖2
/

1

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− k − 1)
=

(bi − β0
i )

2 ‖q i‖2

S2
. (1.60)

Nulovou hypotézu zamítneme v p°ípad¥, ºe nastane nerovnost F > F1,n−k−1(α).6

Interval spolehlivosti pro βi

Vý²e odvozený výsledek umoº¬uje téº odvození intervalu spolehlivosti: je-li sku-
te£ná hodnota testovaného parametru βi, platí

P

{
(bi − βi)2 ‖q i‖2

S2
> F1,n−k−1(α)

}
= 1− α,

takºe

βi ∈

(
bi −

S
√
F1,n−k−1(α)

‖q i‖
; bi +

S
√
F1,n−k−1(α)

‖q i‖

)
nastane s pravd¥podobností 1− α.

Srovnání s t-testem

Lze ukázat, ºe platí

‖q i‖2 = 1/cii,

kde cii je prvek na i-tém míst¥ diagonály (po£ítáno od 0) matice
(
X

T
X
)−1

. Vzhle-
dem k jiº zmín¥nému vztahu vztahu (1.9) mezi rozd¥lením t a F je tedy vý²e
odvozený test aº na znaménko identický se standardn¥ pouºívaným t-testem,
zaloºeným na statistice

t =
bi − β0

i

S
√
cii

.

(viz [3], resp. p°íklad 1.9.3).

6Ve speciálním p°ípad¥ β0
i = 0 dostáváme samoz°ejm¥ vzorec pro test popsaný v p°íkladu

1.6.9.
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Vyjád°ení vektoru b � alternativní zp·sob

K výpo£tu náhodného vektoru b m·ºeme samoz°ejm¥ pouºít vzorec (1.17), inspi-
race n¥kterými postupy pouºitými v kapitole 1.7.5 v²ak nabízí i jinou cestu, po
níº dojdeme k zajímavému výsledku. Víme, ºe vektoryY a Ŷ −Y jsou navzájem
kolmé, takºe zápis

Ŷ = Y + (Ŷ −Y ) (1.61)

p°edstavuje rozklad vektoru Ŷ ∈ M do dvou navzájem kolmých podprostor· E
a M − E. Poloºíme-li dále

xj ≡
n∑

i=1

xij

/
n,

m·ºeme podobn¥ rozloºit vektory x j tvo°ící sloupce matice X na sou£et x j =
x j + (x j − x j), kde

x j = (xj, . . . , xj)
T .

Vektory x j jsou tedy pravoúhlými pr·m¥ty vektor· x j do podprostoru E a vek-
tory x j − x j jsou pr·m¥ty do podprostoru M − E (p°i£emº tvo°í z°ejm¥ jeho
bázi). Nyní m·ºeme vektor Ŷ zapsat ve tvaru

Ŷ = b0e +
k∑

j=1

bjx j =

= b0e +
k∑

j=1

bjx j +
k∑

j=1

bj (x j − x j) , (1.62)

ve kterém jsou z°ejm¥ první dva s£ítance prvky podprostoru E a t°etí s£ítanec
leºí v podprostoru M − E; ze srovnání tohoto výrazu s rozkladem (1.61) je tak
patrné, ºe platí

Ŷ −Y =
n∑

j=1

bj (x j − x j) .

Ozna£me symbolemW matici, jejíº sloupce jsou tvo°eny vektory x i− x i, a sym-
bolem b∗ vektor náhodných veli£in

b∗ ≡ (b1, . . . , bk)T ;

m·ºeme tedy psát
Ŷ −Y = Wb∗.

Vektor Ŷ −Y je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y −Y do podprostoruM−E,
nebo´ je prvkem tohoto podprostoru a p°itom platí

(Y −Y )− (Ŷ −Y ) = Y − Ŷ ⊥ M − E.

Vektor b∗ tedy m·ºeme podobn¥ jako vektor b v kapitole 1.3 ur£it ze soustavy

W
T
[(
Y −Y

)
−Wb∗

]
= 0,
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tj. z podmínky, ºe vektor

(Y −Y )− (Ŷ −Y ) = (Y −Y )−Wb∗

je kolmý na v²echny sloupce matice W (tj. vektory x i − x i). Dostáváme

b∗ =
(
W

T
W
)−1

W
T
(
Y −Y

)
=

=

(
W

T
W

n− 1

)−1
·
W

T
(
Y −Y

)
n− 1

=

≡ C
−1
X ,X · CX ,Y . (1.63)

V p°ípad¥, ºe vektory

(x11, . . . , x1k, Yi),
...

(xn1, . . . , xnk, Yi)

p°edstavují náhodný výb¥r z (k + 1)-rozm¥rného rozd¥lení náhodného vektoru

(X1, . . . , Xk, Y ) ≡ (X , Y )

m·ºeme matici CX ,X , resp. CX ,Y , interpretovat jako výb¥rovou kovarian£ní ma-
tici náhodných vektor· X a X , resp. náhodného vektoru X a náhodné veli£iny
veli£iny Y . Tento vztah je obecn¥j²ím p°ípadem vzorce (1.59). Z rovnosti

Y = b0e +
n∑

j=1

bjx j,

která plyne op¥t ze srovnání vztah· (1.61) a (1.62), dostáváme posléze

b0 = Y −
n∑

j=1

bjxj;

speciálním p°ípadem tohoto vzorce je druhý ze vztah· (1.20).

1.8 Více submodel·

1.8.1 Posloupnost do sebe vno°ených podprostor·

Pokud podprostory ur£ené jednotlivými submodely tvo°í posloupnost, ve které je
kaºdý podprostor podmnoºinou p°edchozího, je to � p°inejmen²ím z geometrické-
ho hlediska � situace pom¥rn¥ prostá. Pro jednotnost ozna£me podprostor ur£ený
výchozím modelemM1, podprostory ur£ené následujícími submodelyM2, . . . ,Mr

(musí být r ≤ k + 1, kde k je dimenze M1, nebo´ dimenze podprostoru Mr m·ºe
být 0), d1, . . . , dr jejich dimenze a Y1, . . . ,Yr pravoúhlé pr·m¥ty náhodného vek-
toru Y do t¥chto podprostor·. Dode�nujme je²t¥ Y0 ≡ Y a M0 ≡ Vn. Platí tedy
M0 ⊃ · · · ⊃Mr a

Yi ∈ Mi,

Y −Yi ⊥ Mi
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pro v²echna i = 0, . . . , r.
Ukaºme nejprve, ºe pro v²echna i = 1, . . . , r platí také

Yi−1 −Yi ⊥ Mi. (1.64)

Lze totiº psát

Yi−1 −Yi = (Y −Yi)− (Y −Yi−1) ,

kde ob¥ závorky p°edstavují vektory kolmé na podprostor Mi (vektor Y −Yi−1
je z de�nice kolmý na podprostor Mi−1, a tudíº i na podprostor Mi, nebo´ je
Mi ⊂Mi−1).

Protoºe kaºdý z vektor· Yi−1−Yi leºí v podprostoru Mi−1, znamená to spolu
s tvrzením (1.64), ºe je prvkem podprostoru Mi−1 −Mi. Tyto podprostory jsou
navzájem kolmé, takºe zápis

Y −Yr = (Y −Y1) + (Y1 −Y2) + · · ·+ (Yr−1 −Yr)

p°edstavuje rozklad vektoru Y −Yr do r navzájem kolmých podprostor· a pro
v²echna 0 ≤ i < j ≤ r platí obecná varianta Pythagorovy v¥ty

‖Yi −Yj‖2 = ‖Yi −Yi+1‖2 + ‖Yi+1 −Yi+2‖2 + · · ·+ ‖Yj−1 −Yj‖2.

Krom¥ toho samoz°ejm¥ platí také pro v²echna i = 1, . . . , r

‖Y −Yi‖2 = ‖Y ‖2 − ‖Yi‖2; (1.65)

z obou vý²e uvedených rovností lze odvodit nep°eberné mnoºství dal²ích vztah·7.
Leºí-li nyní skute£ná st°ední hodnota µ v podprostoru Mr, leºí v n¥m téº

vektor Yr−µ. Pro i ≤ r je podprostorMr kolmý na v²echny podprostoryMi−1−
Mi, takºe pravá strana výrazu

Y − µ = (Y0 −Y1) + (Y1 −Y2) + · · ·+ (Yr−1 −Yr) + (Yr − µ)

p°edstavuje ortogonální rozklad náhodného vektoru Y −µ do r+1 navzájem kol-
mých podprostor·. Protoºe tyto kolmé pr·m¥ty lze libovoln¥ sdruºovat, vyplývá
z toho podle (1.26), ºe za p°edpokladu platnosti hypotézy µ ∈ Mr má náhodná
veli£ina

‖Yk −Yl‖2/ (dk − dl)
‖Yi −Yj‖2/ (di − dj)

rozd¥lení Fdk−dl,di−dj pro v²echna i, j, k, l taková, ºe 0 ≤ i < j ≤ k < l ≤ r.

Netroufneme si zabývat se zde otázkou, který z t¥chto podíl· by se m¥l pou-
ºívat k testování jaké hypotézy. V publikaci [3], kde je rozebrán p°ípad pro r = 3,
je dokazováno, ºe podíl

‖Y2 −Y3‖2/ (d2 − d3)
‖Y −Y1‖2/ (n− d1)

=
‖Y2 −Y3‖2/ (d2 − d3)

S2

7Vztah (1.65) ov²em obecn¥ nemusí platit v p°ípad¥, ºe i-tý submodel p°edstavuje lineární
mnoºinu neobsahující nulový vektor, tj. mnoºinu tvaruM ′i ≡ a+Mi, kdeMi je n¥jaký vektorový
podprostor a a je vektor, který v n¥m neleºí. Pak je totiº vektor Y −Yi kolmý na podprostor
Mi, av²ak vektor Yi v tomto podprostoru neleºí.
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má rozd¥lení Fd2−d3,n−d1 . Není nám v²ak jasné, pro£ by se k testu nulové hypotézy
µ ∈M3 nemohl zrovna tak pouºívat podíl

‖Y2 −Y3‖2/ (d2 − d3)
‖Y −Y2‖2/ (n− d2)

,

mající (za p°edpokladu platnosti nulové hypotézy) rozd¥lení Fd2−d3,n−d2 , coº je
postup odpovídající situaci, kdy existenci modelu M1 v·bec nebereme v po-
taz. Tento postup by m¥l být vlastn¥ výhodn¥j²í, nebo´ vyuºívá více informa-
cí poskytovaných vektorem Y a zde pouºitá statistika má men²í rozptyl, nebo´
n−d2 > n−d18. Tak £i onak, vysoká hodnota pouºité statistiky sv¥d£í o nevhod-
nosti modelu M3, nebo´ odpovídá situaci, kdy jsou od sebe pravoúhlé pr·m¥ty
Y2 a Y3 �p°íli² daleko� , takºe redukce podprostoru M2 na podprostor M3 p°ed-
stavuje relativn¥ podstatnou zm¥nu v odhadu st°ední hodnoty.

Pro srovnání je²t¥ uve¤me sekven£ní postup uvedený v knize [35], která se této
problematice v¥nuje d·kladn¥ji. Jednou ze zde zmín¥ných moºností pro vhodný
výb¥r submodelu v p°ípad¥ vícenásobné regrese je tzv. vzestupný výb¥r, tj. po-
stup, kdy vyjdeme z minimálního modelu (p°edpokládáme, ºe je mín¥n model
Y = β0 · e + Z ; pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do podprostoru daného tím-
to modelem je samoz°ejm¥ vektor Y ) a pak p°idáme ten sloupec x i, pro který
je statistika F testující jeho odebrání z takto vzniklého modelu maximální; to
znamená, ºe hledáme ten podprostor Mi ≡ [e , x i], který maximalizuje hodnotu
výrazu

‖Yi −Y ‖2
/

1

‖Y −Yi‖2/ (n− 2)
.

Vybraný podprostor poté roz²í°íme na ten podprostorMi,j ≡ [e , x i, x j], pro který
je maximální hodnota výrazu

‖Yi,j −Yi‖2/ 1

‖Y −Yi,j‖2/ (n− 3)

atd9. To opakujeme tak dlouho, dokud v n¥jakém kroku neklesnou v²echny vy-
po£tené statistiky F pod n¥jakou p°edem ur£enou hodnotu. V tomto p°ípad¥ tedy
sekvence submodel· není p°edem dána.

1.8.2 Systém navzájem kolmých podprostor·

Neur£ují-li submodely posloupnost navzájem vno°ených podprostor·, je z hledis-
ka jejich statistického zpracování uºite£né, tvo°í-li tyto podprostory tzv. Tjur·v

8Rozptyl náhodné veli£iny mající rozd¥lení Fm,n je pro n > 4 ur£en vzorcem

2n2

m(n− 2)2
· m+ n− 2

n− 4

(viz [3]), coº je funkce klesající vzhledem k prom¥nné n, nebo´ je to sou£in dvou kladných
klesajících funkcí.

9V obecn¥j²ím p°ípad¥, kdy jsou sou£ástí regresního modelu i sloupce reprezentující faktory
(viz p°íklad 1.2.2), lze samoz°ejm¥ p°idat i více sloupc· najednou.
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systém;10 zjednodu²en¥ °e£eno to znamená, ºe jsou v jistém obecn¥j²ím smyslu
navzájem kolmé. P°esn¥j²í formulace a obecn¥j²í p°ístup £tená° nalezne v kapi-
tolách 2.2 aº 2.4, pop°ípad¥ v publikaci [31]; v tuto chvíli se spokojíme se dv¥ma
p°íklady zásadního významu, na nichº ilustrujeme podstatné my²lenky a výhod-
nost tohoto uspo°ádání.

P°íklady

1.8.3 Dvojné t°íd¥ní bez interakcí

�ekn¥me, ºe u dvanácti osob zm¥°íme hodnoty n¥jaké fyziologické veli£iny. První
polovina z pokusných osob jsou muºi, druhá polovina ºeny. Krom¥ toho pochází
ze t°í r·zných lokalit: první dva muºi jsou z lokality L1, dal²í dva z lokality L2,
dal²í dva z lokality L3 a stejn¥ je tomu u ºen. Nam¥°ené veli£iny tedy m·ºeme
ozna£it Yijk, kde první index ozna£uje pohlaví (1 . . . muºi, 2 . . . ºeny), druhý index
lokalitu a poslední index je pro rozli²ení osob stejného pohlaví, které pocházejí ze
stejné lokality. P°edpokládáme, ºe jednotlivá m¥°ení jsou nezávislá, mají stejný
rozptyl a jejich st°ední hodnota závisí na pohlaví a lokalit¥. To vyjád°íme vzorcem

EYijk = µ+ αi + βj,

kde µ je jistá bazální úrove¬, spole£ná v²em osobám, αi je vliv pohlaví a βj
vliv lokality. Realizace náhodného vektoru Y ≡ (Y111, . . . , Y232)

T tedy leºí ve
vektorovém prostoru V12 a jeho chování lze popsat modelem

Y =



1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1
1 0 1 0 0 1



·


µ
α1

α2

β1
β2
β3

+ Z ≡ X · β + Z , (1.66)

kde náhodný vektor Z má rozd¥lení N(0, σ2I12). Ozna£me vektory, které jsou
reprezentovány sloupci matice X, postupn¥ e ,a1,a2, b1, b2, b3. Dále zavedeme
ozna£ení pro n¥které podprostory, které tyto vektory generují:

E ≡ [e ] ,

A ≡ [a1,a2] ,

B ≡ [b1, b2, b3] .

Jejich dimenze jsou z°ejm¥ postupn¥ 1, 2, 3.
10Obecn¥j²ími p°ípady se v této práci nebudeme zabývat.
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Vektor e je evidentn¥ lineární kombinací vektor· a1,a2. Sloupce matice X
jsou tedy lineárn¥ závislé a sloºky vektoru b, pro který platí YM = Xb, nejsou
ur£eny jednozna£n¥. To znamená mimo jiné to, ºe soustava (1.16) má nekone£n¥
mnoho °e²ení, matice XT

X je singulární a k ur£ení vektoru b nem·ºeme pouºít
vzorce (1.17). Vektor YM , o který se nám nyní primárn¥ jedná, se tedy pokusíme
nalézt jiným zp·sobem, aniº bychom ur£ovali vektor b.11

Struktura podprostoru M

Vektor e je prvkem jak podprostoru A, tak podprostoru B:

a1 + a2 = e = b1 + b2 + b3.

Jiné vektory neº jeho násobky v²ak tuto vlastnost mít nemohou � pro dv¥ r·zná
t1, t2 ∈ R totiº nelze vektor tvaru t1a1 + t2a2 sestavit z vektor· b1, b2, b3. Platí
proto

E = A ∩B.

Protoºe z°ejm¥ platí také M = A+B, je dimenze podprostoru M rovna hodnot¥

dimM = dim(A+B) =

= dimA+ dimB − dim(A ∩B) =

= 2 + 3− 1 =

= 4.

Vztahy mezi zú£astn¥nými podprostory lze p°ehledn¥ znázornit pomocí schématu,
v n¥mº £ára od níºe poloºeného podprostoru X k vý²e poloºenému podprostoru
Y symbolizuje relaci X ⊂ Y 12:

A

V12

M

B

E

Rozklad podprostoru M

Pokusme se nyní podprostor M rozloºit na sou£et disjunktních podprostor· E,
A − E a B − E. Nahra¤me za tím ú£elem sloupce a1,a2, b1, b2, b3 v matici X
sloupci

a∗ ≡ a1 − a2,

b∗1 ≡ b1 − b2,

b∗2 ≡ b2 − b3;

11Obvykle se tato p°ekáºka °e²í p°idáním tzv. reparametriza£ních rovnic, které n¥jakým zp·-
sobem váºou sloºky vektoru β a tak zaji²´ují jejich jednozna£nost. Podrobn¥ji se t¥mto metodám
v¥nujeme v kapitolách 1.11 a 2.9.

12Tento zp·sob znázorn¥ní je p°evzat z publikace [31]; podrobn¥j²í výklad o jeho pouºití lze
nalézt v kapitole 2.4.
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dostaneme tak matici 

1 1 1 0
1 1 1 0
1 1 −1 1
1 1 −1 1
1 1 0 −1
1 1 0 −1
1 −1 1 0
1 −1 1 0
1 −1 −1 1
1 −1 −1 1
1 −1 0 −1
1 −1 0 −1



. (1.67)

Vektor a∗ je kolmý na podprostor E, tyto dva vektory jsou tedy lineárn¥ nezávislé
a dimenze jejich lineárního obalu je 2. P°itom jsou oba tyto vektory prvkem
podprostoru A, jehoº dimenze je rovn¥º 2, platí tedy

[e ,a∗] = A.

Podobn¥ vektory b∗1, b
∗
2 jsou navzájem nezávislé a zárove¬ jsou oba kolmé na

vektor e , vektory e , b∗1, b
∗
2 jsou tedy lineárn¥ nezávislé a dimenze jejich lineárního

obalu je 3; protoºe jsou v²echny tyto vektory prvky podprostoru B, jehoº dimenze
je rovn¥º t°i, platí

[e , b∗1, b
∗
2] = B.

Vzhledem k vý²e uvedeným kolmostem pak dostáváme

[a∗] = A− E,
[b∗1, b

∗
2] = B − E.

Nyní si ale m·ºeme pov²imnout p°ekvapující skute£nosti � vektor a∗ je kolmý na
vektory b∗1, b

∗
2. Rozloºili jsme tedy podprostorM na sou£et t°í navzájem kolmých

podprostor·:

M = E + (A− E) + (B − E).

Pravoúhlý pr·m¥t do podprostoru M

Zna£me nadále symbolem YX pravoúhlý pr·m¥t vektoru Y do podprostoru X.
Vzhledem k vý²e uvedenému rozkladu podprostoru M do t°í navzájem kolmých
podprostor· m·ºeme vektor YM vyjád°it jako

YM = YE +YA−E +YB−E;

protoºe je v²ak E ⊂ A, E ⊂ B, platí

YA−E = YA −YE,

YB−E = YB −YE
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(viz vzorce (2.41) a (2.42)). Pr·m¥ty YA,YB vypo£teme stejn¥ v p°ípad¥ jedno-
duchého t°íd¥ní podle pohlaví, resp. lokality (viz p°íklad 1.3.5); pr·m¥tem YE je
samoz°ejm¥ vektor Y :

YA =



Y 1··
Y 1··
Y 1··
Y 1··
Y 1··
Y 1··
Y 2··
Y 2··
Y 2··
Y 2··
Y 2··
Y 2··



, YB =



Y ·1·
Y ·1·
Y ·2·
Y ·2·
Y ·3·
Y ·3·
Y ·1·
Y ·1·
Y ·2·
Y ·2·
Y ·3·
Y ·3·



, YE = Y =



Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···
Y ···



,

kde

Y i·· ≡

∑
j,k

Yijk

6
, Y ·j· ≡

∑
i,k

Yijk

4
, Y ··· ≡

∑
i,j,k

Yijk

12
.

Tj. Y 1·· je pr·m¥r m¥°ení získaných od muº·, Y 2·· pr·m¥r m¥°ení získaných od
ºen, Y ·1· je pr·m¥r m¥°ení získaných od osob z lokality L1, Y ·2· pr·m¥r m¥°ení
získaných od osob z lokality L2 atd. Pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru
Y do podprostoru M je pak vektor

YM = (YA −Y ) + (YB −Y ) +Y =

= YA +YB −Y . (1.68)

Z rovnosti (1.68) plynou mimochodem uºite£né vztahy

YM −YA = YB −Y ,

YM −YB = YA −Y ,
(1.69)

jejichº geometrický význam lze snadno znázornit (viz obr. 1.22).13

Pouºití Pythagorovy v¥ty

Protoºe platí

Y −YM ∈ V12 −M,

YM −YB = YA −Y ∈ A− E,
YB −Y = YM −YA ∈ B − E,

Y ∈ E,

13Tyto vztahy jsou ekvivalentní se skute£ností, ºe platí

M −A = B − E,
M −B = A− E,

coº lze ov¥°it krátkou úvahou nad sloupci matice (1.67).
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Ŷ

A

B

YA

YB

E

Y

Obrázek 1.22: Znázorn¥ní vztah· mezi pravoúhlými pr·m¥ty do podprostor· A,B,M = A+B
a E = A ∩B, kde A, B reprezentují dva r·zné faktory v p°ípad¥ vyváºeného dvojného t°íd¥ní.
Jelikoº máme v ná£rtu k dispozici pouze t°i dimenze, jsou podprostory A, B znázorn¥ny jako
roviny, obecn¥ v²ak mohou být i vy²²í dimenze. (Vektor Y − Ŷ , který je kolmý na v²echny
znázorn¥né podprostory, se uº do obrázku �neve²el� .)

a zárove¬

(Y −YM) + (YM −YB) + (YB −Y ) +Y = Y ,

tvo°í tyto £ty°i vektory rozklad vektoruY do £ty° navzájem kolmých podprostor·
V12 − M , A − E, B − E a E. To umoº¬uje vytvo°it zna£né mnoºství variant
Pythagorovy v¥ty; tak nap°íklad sou£tem druhého a £tvrtého vektoru je vektor
YA, který musí být kolmý na t°etí vektor YM −YA; z toho plyne

‖YA‖2 + ‖YM −YA‖2 = ‖YA + (YM −YA)‖2 =

= ‖YM‖2.

Mnoho takto odvoditelných rovností bylo jiº ov²em zmín¥no d°íve. Uve¤me tedy
bez dal²ího odvozování jen n¥které zajímav¥j²í:

‖YM‖2 − ‖YA‖2 = ‖YM −YA‖2 = ‖YB −Y ‖2 = ‖YB‖2 − ‖Y ‖2,
‖YM‖2 − ‖YB‖2 = ‖YM −YB‖2 = ‖YA −Y ‖2 = ‖YA‖2 − ‖Y ‖2,

‖YM‖2 = ‖YA‖2 + ‖YB‖2 − ‖Y ‖2.

Testy submodel·

Chceme-li posoudit, zdali je vliv pohlaví na m¥°enou veli£inu statisticky význam-
ný, zkusíme jej z modelu (1.66) vynechat. Vypu²t¥ním sloupc· a1,a2 ze skupiny
generátor· redukujeme podprostor M na podprostor B. Leºí-li skute£ná st°ední
hodnota v tomto podprostoru (coº odpovídá absenci vlivu pohlaví), má statistika

‖YM −YB‖2/ (dimM − dimB)

‖Y −YM‖2/ (dimV12 − dimM)
=
‖YM −YB‖2/ 1

‖Y −YM‖2/ 8
(1.70)
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podle (1.36) rozd¥lení F1,8. Vliv pohlaví tedy bude potvrzen na hladin¥ význam-
nosti α, pokud tato statistika bude vy²²í neº hodnota F1,8(α). Podobn¥ vliv loka-
lity budeme testovat srovnáním p·vodního modelu se submodelem nezahrnujícím
vliv lokality, tj. submodelem obsahujícím pouze vliv lokality, který je reprezento-
ván podprostorem A. Pouºijeme tedy statistiku

‖YM −YA‖2/ (dimM − dimA)

‖Y −YM‖2/ (dimV12 − dimM)
=
‖YM −YA‖2/ 2

‖Y −YM‖2/ 8
,

která má v p°ípad¥ absence vlivu lokality rozd¥lení F2,8. K výpo£tu £itatele lze
pouºít vztahy uvedené v p°edchozím odstavci. Jmenovatel v obou statistikách
p°edstavuje nestranný odhad parametru σ2, v této práci ozna£ovaný S2 (viz ka-
pitola 1.5).

Uºite£ným d·sledkem vztah· (1.69) je skute£nost, ºe £itatel obou statistik
je stejný, jako kdybychom vliv daného faktoru testovali v modelu, ve kterém
druhý faktor v·bec nebereme v úvahu, tj. jako kdybychom pro test vlivu pohlaví
(reprezentovaný podprostorem A) pouºívali statistiku

‖YA −Y ‖2
/

(dimA− dimE)

‖Y −YM‖2/ (dimV12 − dimM)
,

resp. pro test vlivu lokality (reprezentovaný podprostorem B) statistiku

‖YB −Y ‖2
/

(dimB − dimE)

‖Y −YM‖2/ (dimV12 − dimM)
. (1.71)

To je p°íznivá situace, nebo´ v opa£ném p°ípad¥ by mohla vzniknout pochybnost,
která z obou metod je vhodn¥j²í. Díky tomuto uspo°ádání také m·ºe být postup
testování formulován tak, ºe nejprve z p·vodního modelu odebereme vliv jedno-
ho faktoru, °ekn¥me pohlaví, £ímº redukujeme podprostor M na podprostor B.
Vhodnost této redukce ov¥°íme uºitím statistiky (1.70), a poté ze zbylého submo-
delu odebereme vliv druhého faktoru, tj. lokality, £ímº redukujeme podprostor B
na podprostor E; to otestujeme uºitím statistiky (1.71). Takový postup lze pova-
ºovat za korektní, protoºe práv¥ díky vztah·m (1.69) nezáleºí na po°adí, v jakém
vliv faktor· odstra¬ujeme.

Zd·razn¥me, ºe vý²e uvedené vlastnosti jsou d·sledkem rovnosti (1.68), která
plyne z toho, ºe podprostory A−E, B−E jsou navzájem kolmé. Tato kolmost je
patrná z jejich generátor·, jak jsou uvedeny v matici (1.67). Podoba této matice
je pro tento záv¥r p°íznivá díky tomu, ºe t°íd¥ní bylo vyváºené, tj. ºe pro kaºdou
kombinaci pohlaví a lokality jsme m¥li k dispozici stejný po£et m¥°ení. To v²ak
není nutná podmínka; podprostory A−E, B−E a E mohou být navzájem kolmé
za obecn¥j²ích okolností (podrobn¥ji viz [31]).

Konkrétní hodnoty

Pro názornost je²t¥ demonstrujme vý²e odvozené postupy na konkrétních hodno-
tách. Nech´ tedy máme k dispozici realizaci náhodného vektoru

y = (49, 47, 46, 42, 40, 42, 36, 32, 33, 35, 40, 38)T . (1.72)

V následující tabulce je uveden p°ehled t¥chto hodnot tak, jak odpovídají úrov-
ním jednotlivých faktor·, v£etn¥ pr·m¥r· pro tyto úrovn¥ (v pravém dolním rohu

61



je pr·m¥r ze v²ech m¥°ení):

lokalita 1 lokalita 2 lokalita 3 ∅
muºi 49; 47 46; 42 40; 42 441/3
ºeny 36; 32 33; 35 40; 38 352/3
∅ 41 39 40 40

Pravoúhlými pr·m¥ty získané realizace náhodného vektoru Y do podprostor· A,
B, E a M jsou tedy vektory

yA =



441/3
441/3
441/3
441/3
441/3
441/3
352/3
352/3
352/3
352/3
352/3
352/3



, yB =



41
41
39
39
40
40
41
41
39
39
40
40



, y=



40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40
40



, yM =



451/3
451/3
431/3
431/3
441/3
441/3
362/3
362/3
342/3
342/3
352/3
352/3



, (1.73)

kde k výpo£tu posledního vektoru jsme pouºili vzorec (1.68). K posouzení vlivu
pohlaví vypo£teme

‖yA − y‖2/ 1

‖y − yM‖2/ 8
=

225,33

98,67/8
= 18,27;

jelikoº tato statistika má mít v p°ípad¥ absence vlivu pohlaví rozd¥lení F1,8 a kri-
tická hodnota tohoto rozd¥lení na hladin¥ 0,05 je 5,32, m·ºeme povaºovat vliv
pohlaví za statisticky pr·kazný.

Pro obdobný test vlivu lokality vypo£teme hodnotu statistiky

‖yB − y‖2/ 2

‖y − yM‖2/ 8
=

8/2

98,67/8
= 0,32,

která má mít v p°ípad¥, ºe lokality ºádný vliv nemají, rozd¥lení F2,8. Protoºe kri-
tická hodnota tohoto rozd¥lení na hladin¥ 0,05 je 4,46, nelze na základ¥ získaných
dat prokázat vliv lokality na hodnotu sledované veli£iny.

Dodejme je²t¥, ºe hodnota

S2 = ‖y − yM‖2
/

8 = 12,33

je nestranným odhadem rozptylu σ2.

1.8.4 Dvojné t°íd¥ní s interakcemi

Z·sta¬me u p°edchozí situace, ale tentokrát zahr¬me do modelu i interakce, tj.
p°edpoklad, ºe vzájemné p·sobení vliv· pohlaví a lokality je komplikovan¥j²í neº
jejich pouhý sou£et. To lze vyjád°it vzorcem

EYijk = µ+ αi + βj + λij,
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kde parametr λij p°edstavuje hodnotu, která je d·sledkem interakce pohlaví i
a lokality j. Za t¥chto okolností popisuje chování náhodného vektoru Y model

Y =



1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1



·



µ
α1

α2

β1
β2
β3
λ11
λ12
λ13
λ21
λ22
λ23



+ Z ≡

≡ X
∗ · β + Z , (1.74)

kde náhodný vektor Z má op¥t rozd¥lení N(0, σ2I12). Ozna£me posledních ²est
sloupc· matice X∗ symboly c11, c12, c13, c21, c22, c23, jejich lineární obal symbo-
lem C a podprostor ur£ený modelem (1.74) symbolem N . Ostatní ozna£ení vek-
tor· a podprostor· ponechme stejné jako v p°íkladu 1.8.3.

Struktura podprostoru N

Vektory cij jsou z°ejm¥ lineárn¥ nezávislé a jejich kombinací lze vyjád°it jaký-
koli z ostatních vektor·, které p°edstavují sloupce matice X∗; je proto N = C
a dimenze podprostoru N je 2 × 3 = 6. Podprostor M = A + B je podmnoºi-
nou podprostoru N . Vztahy mezi zú£astn¥nými podprostory m·ºeme znázornit
pomocí schématu:

A

V12

N

M

B

E

Podprostor M lze op¥t rozloºit na sou£et t°í navzájem kolmých podprostor·
A− E, B − E a E.

Pravoúhlý pr·m¥t do podprostoru N

Jelikoº podprostor N je generován vektory cij, lze jej interpretovat jako pod-
prostor ur£ený modelem jednoduchého t°íd¥ní, obsahujícího jediný faktor o ²esti
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úrovních; pravoúhlý pr·m¥t náhodného vektoru Y do podprostoru N je tedy
ur£en vzorcem

YN =
(
Y 11·, Y 11·, Y 12·, Y 12·, Y 13·, Y 13·, Y 21·, Y 21·, Y 22·, Y 22·, Y 32·, Y 32·

)T
,

kde

Y ij· ≡

∑
k

Yijk

2
,

tj. Y ij· je pr·m¥r z m¥°ení v²ech osob stejného pohlaví i, které pochází ze stejné
lokality Lj.

Testy submodel·

Nejd°íve testujme hypotézu, ºe interakce jsou nulové, tj. ºe vzájemný vliv pohla-
ví a lokality je aditivní; musíme tedy zjistit, zda odstran¥ní interakcí z modelu
(1.74) zp·sobí významnou zm¥nu v pravoúhlém pr·m¥tu vektoru Y do podpro-
storu daného modelem. Pokud interakce vynecháme, redukujeme podprostor N
na podprostor M . K testu uvaºované hypotézy tedy pouºijeme statistiku

‖YN −YM‖2/ (dimN − dimM)

‖Y −YN‖2/ (dimV12 − dimN)
=
‖YN −YM‖2/ (6− 4)

‖Y −YN‖2/ (12− 6)
,

která má v p°ípad¥ platnosti testované hypotézy rozd¥lení F2,6. Hypotézu tedy
zamítneme na hladin¥ významnosti α, pokud získaná realizace této statistiky
p°ekro£í hodnotu F2,6(α).

Jak budeme postupovat v p°ípad¥ testu hypotézy

α1 = α2 = 0,

tj. hypotézy, ºe vliv pohlaví je nulový? Pokud bychom z matice X∗ modelu (1.74)
vylou£ili pouze sloupce a i, nem¥lo by to ºádný podstatný efekt, nebo´ sloupce
cij, které by v matici zbyly, generují tentýº podprostor jako p·vodní sloupce. Na
druhou stranu, pokud bychom vynechali jak sloupce a i, tak cij, testovali bychom
vlastn¥ hypotézu �vliv pohlaví a interakce jsou nulové� , coº není zcela p°esn¥ to,
co chceme. Proto pro test této hypotézy pouºijeme statistiku

‖YM −YB‖2/ (dimM − dimB)

‖Y −YN‖2/ (dimV12 − dimN)
=
‖YM −YB‖2/ (4− 3)

‖Y −YN‖2/ (12− 6)
, (1.75)

tj. odstraníme sloupce p°edstavující vliv pohlaví ze submodelu zahrnujícího pouze
vliv pohlaví a vliv lokality, nikoli interakce (redukujeme tedy podprostor M na
podprostor B); rozdíl v pravoúhlém pr·m¥tu vektoru Y , který tato redukce zp·-
sobí, porovnáváme s odhadem rozptylu vycházejícím z p·vodního modelu (1.74).
Aº na jmenovatel je to tedy stejný vzorec jako (1.70). Vliv pohlaví lze povaºovat
za statisticky pr·kazný na hladin¥ významnosti α, pokud tato statistika p°ekro£í
hodnotu F1,6(α).

Podobn¥ pro test vlivu lokality pouºijeme statistiku

‖YM −YA‖2/ (dimM − dimA)

‖Y −YN‖2/ (dimV12 − dimN)
=
‖YM −YA‖2/ (4− 2)

‖Y −YN‖2/ (12− 6)
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a tento vliv budeme povaºovat za pr·kazný tehdy, kdyº její získaná realizace
p°ekro£í hodnotu F2,6(α).

P°i výpo£tu m·ºeme samoz°ejm¥ pouºít kterýkoli ze vztah· uvedených v p°í-
kladu 1.8.3, p°ípadn¥ dal²í vztahy plynoucí z Pythagorovy v¥ty:

‖Y −YN‖2 = ‖Y ‖2 − ‖YN‖2,
‖YN −YM‖2 = ‖YN‖2 − ‖YM‖2.

Konkrétní hodnoty

Pouºijme op¥t realizaci (1.72). Její pravoúhlé pr·m¥ty do podprostor· M , A, B
a E jiº známe (viz (1.73)), zbývá ur£it pr·m¥t do podprostoru N :

yN = (48, 48, 44, 44, 41, 41, 34, 34, 34, 34, 39, 39)T .

Hodnota statistiky F pro test hypotézy, ºe interakce jsou nulové, je tedy

‖yN − yM‖2/ 2

‖y − yN‖2/ 6
= 9,33;

protoºe kritická hodnota rozd¥lení F2,6(0,05) je 5,14, m·ºeme povaºovat vliv in-
terakcí za prokázaný.

Hodnoty statistik pro test vlivu pohlaví, resp. lokality, jsou pak

‖yM − yB‖2/ 1

‖y − yN‖2/ 6
= 56,33, (1.76)

resp.

‖yM − yA‖2/ 2

‖y − yN‖2/ 6
= 1,00; (1.77)

vliv pohlaví je tedy statisticky pr·kazný, zatímco vliv lokality nikoli (p°íslu²né
kritické hodnoty pro 5% hladinu významnosti jsou 5,99 a 5,14). Jelikoº jsme v²ak
jiº prokázali vliv interakcí, nemá nyní smysl vliv lokality zpochyb¬ovat.14

1.8.5 Dvojné t°íd¥ní � obecná formulace

V¥nujme se nyní zobecn¥ní vý²e popsaných metod, a to na p°ípad dvojného vy-
váºeného t°íd¥ní podle dvou faktor· o libovolných po£tech úrovní. Nebudeme
jiº opakovat argumentaci, pomocí které jsme je odvodili v p°edchozích speciál-
ních p°ípadech; je ale d·leºité si uv¥domit, ºe v²echny úvahy, které jsme p°i té
p°íleºitosti provedli, lze aplikovat i v obecné situaci.

M¥jme tedy náhodný vektor, jehoº realizace leºí ve vektorovém prostoru Vn
a jehoº sou°adnice jsou Yijk, kde i ∈ {1; . . . ; I}, j ∈ {1; . . . ; J} a k ∈ {1; . . . ;K},
tj. n = IJK. Nech´ pro tyto sou°adnice v p°ípad¥ modelu bez interakcí platí

Yijk = µ+ αi + βj + Zijk,

14Interpretace výsledk· statistických test· není p°edm¥tem na²eho zájmu; poznamenejme
v²ak, ºe pokud by rozsah modelu nebyl p°edem dán a cht¥li bychom se rozhodovat, které
podprostory do n¥j zahrneme, mohli bychom dojít k odli²nému záv¥ru � z hodnot statistik
(1.76) a (1.77) bychom usoudili, ºe vliv pohlaví je t°eba do modelu zahrnout, ale vliv lokality
nikoli, a uvaºovat o interakcích by pak nem¥lo smysl.
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v p°ípad¥ modelu s interakcemi platí

Yijk = µ+ αi + βj + λij + Zijk,

kde náhodné veli£iny Zijk jsou nezávislé a °ídí se normálním rozd¥lením s nulovou
st°ední hodnotou a stejným rozptylem σ2. Koe�cienty αi p°edstavují vliv fakto-
ru A, který má I úrovní, koe�cienty βi p°edstavují vliv faktoru B o J úrovních;
pro kaºdou kombinaci úrovní máme k dispozici stejný po£et m¥°ení K. Koe�ci-
enty λij p°edstavují vliv interakcí, které m·ºeme interpretovat jako dal²í faktor,
°ekn¥me C, který má IJ úrovní. Faktor A je tedy v matici modelu zastoupen I
sloupci; podprostor, který generují, ozna£me rovn¥º symbolem A. Podobn¥ je fak-
tor B zastoupen J sloupci generujícími podprostor B. Koe�cient µ p°edstavuje
vliv bazální úrovn¥, která je spole£ná pro v²echny sou°adnice vektoru Y ; v mo-
delu je zastoupen jediným vektorem (1, . . . , 1)T , který generuje podprostor E.
Zahrnujeme-li do modelu i interakce, jsou v n¥m zastoupeny IJ sloupci, které
generují podprostor C. Dimenze t¥chto podprostor· jsou

dimE = 1,

dimA = I,

dimB = J,

dimC = IJ.

P°itom platí, ºe podprostor E je pr·nikem podprostor· A a B a podprostory E,
A a B jsou vlastními podmnoºinami podprostoru C.

Model bez interakcí

V p°ípad¥, ºe nepo£ítáme s vlivem interakcí, je modelem ur£en podprostor
M ≡ E + A+B = A+B, jehoº dimenze je

dimM = dimA+ dimB − dim(A ∩B) =

= I + J − 1.

Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do tohoto podprostoru je vektor

YM = YA +YB −Y .

Sou°adnice s indexem ijk vektoru YM je tedy rovna hodnot¥

Y i·· + Y ·j· − Y ···,

kde

Y i·· ≡

∑
j,k

Yijk

JK
, Y ·j· ≡

∑
i,k

Yijk

IK
, Y ··· ≡

∑
i,j,k

Yijk

IJK
.

Významnost vlivu faktoru A posoudíme pomocí statistiky

‖YM −YB‖2

dimA− dimE
‖Y −YM‖2

dimVn − dimM

=

‖YA −Y ‖2

I − 1
‖Y −YM‖2

n− I − J + 1

.
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Zdroj
variability

Sou£et
£tverc·

Po£et stup¬·
volnosti

Podíl F

Faktor A ‖YA −Y ‖2 I − 1
‖YA −Y ‖2

I − 1

‖YA −Y ‖2

I − 1
‖Y −YM‖2

n− I − J + 1

Faktor B ‖YB −Y ‖2 J − 1
‖YB −Y ‖2

J − 1

‖YB −Y ‖2

J − 1
‖Y −YM‖2

n− I − J + 1

Reziduální ‖Y −YM‖2 n− I − J + 1
‖Y −YM‖2

n− I − J + 1
�

Tabulka 1.4: Tabulka analýzy rozptylu pro p°ípad dvojného t°íd¥ní bez interakcí.

V p°ípad¥, ºe vliv faktoru A je nulový, má (nezávisle na tom, jaký je vliv fak-
toru B) tato statistika rozd¥lení FI−1,n−I−J+1; je-li tedy její realizace v¥t²í neº
p°íslu²ná kritická hodnota, m·ºeme vliv faktoru A povaºovat za prokázaný. Po-
dobn¥ vliv faktoru B budeme testovat pomocí hodnoty

‖YM −YA‖2

dimB − dimE
‖Y −YM‖2

dimVn − dimM

=

‖YB −Y ‖2

J − 1
‖Y −YM‖2

n− I − J + 1

,

která má v p°ípad¥ absence vlivu faktoru B rozd¥lení FJ−1,n−I−J+1. Jmenovatel
v obou uvedených výrazech p°edstavuje nestranný odhad rozptylu σ2. Výsledky
jsou zpravidla shrnuty ve form¥ tabulky analýzy rozptylu (viz tab. 1.4).

Model s interakcemi

Pokud je do po£áte£ního modelu zahrnut i vliv interakcí, lze tyto interakce inter-
pretovat jako t°etí faktor, jehoº kaºdá hladina odpovídá ur£ité kombinaci hladin
faktor· A a B. T¥chto kombinací je IJ , takºe interakce jsou v matici modelu
zastoupeny IJ sloupci, které generují podprostor C dimenze IJ ; protoºe v²ech-
ny ostatní sloupce jsou jejich lineárními kombinacemi, platí pro podprostor N
ur£ený modelem

N = E + A+B + C = C.

Pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoru Y do tohoto podprostoru je vek-
tor YN , jehoº sou°adnice s indexem ijk je rovna hodnot¥

Y ij· ≡

K∑
k=1

Yijk

K
.

Chceme-li testovat vliv interakcí, z modelu je zkusíme odstranit; tím redukujeme
podprostor N dimenze IJ na podprostor M = A+B dimenze I+J −1. Zji²t¥ný
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Zdroj
variability

Sou£et
£tverc·

Po£et stup¬·
volnosti

Podíl F

Faktor A ‖YA −Y ‖2 I − 1
‖YA −Y ‖2

I − 1

‖YA −Y ‖2

I − 1
‖Y −YN‖2

n− IJ

Faktor B ‖YB −Y ‖2 J − 1
‖YB −Y ‖2

J − 1

‖YB −Y ‖2

J − 1
‖Y −YN‖2

n− IJ

Interakce ‖YN −YM‖2 (I − 1)(J − 1)
‖YN −YM‖2

(I − 1)(J − 1)

‖YN −YM‖2

(I − 1)(J − 1)

‖Y −YN‖2

n− IJ

Reziduální ‖Y −YN‖2 n− IJ ‖Y −YN‖2

n− IJ
�

Tabulka 1.5: Tabulka analýzy rozptylu pro p°ípad dvojného t°íd¥ní s interakcemi.

rozdíl v pravoúhlých pr·m¥tech vektoru Y do t¥chto podprostor· je pak sou£ástí
statistiky

‖YN −YM‖2

dimN − dimM
‖Y −YN‖2

dimVn − dimN

=

‖YN −YM‖2

IJ − (I + J − 1)

‖Y −YN‖2

n− IJ

=

‖YN −YM‖2

(I − 1)(J − 1)

‖Y −YN‖2

n− IJ

,

která má v p°ípad¥, ºe je vliv interakcí skute£n¥ nulový, rozd¥lení F(I−1)(J−1),n−IJ .
Vliv faktoru A, resp. B, posoudíme na základ¥ statistik

‖YA −Y ‖2

dimA− dimE
‖Y −YN‖2

dimVn − dimN

=

‖YA −Y ‖2

I − 1
‖Y −YN‖2

n− IJ

,

resp.

‖YB −Y ‖2

dimB − dimE
‖Y −YN‖2

dimVn − dimN

=

‖YB −Y ‖2

J − 1
‖Y −YN‖2

n− IJ

;

pokud je vliv daného faktoru nulový, °ídí se tyto statistiky rozd¥lením FI−1,n−IJ ,
resp. FJ−1,n−IJ . Výsledky uvedených test· bývají tradi£n¥ shrnuty ve form¥ ta-
bulky analýzy rozptylu (viz tab. 1.5).

Pro výpo£et druhých mocnin délek zú£astn¥ných vektor· m·ºeme vyuºít vzta-
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hy plynoucí z Pythagorovy v¥ty:

‖YA −Y ‖2 = JK
∑
i

Y
2

i·· − nY
2

··· ,

‖YB −Y ‖2 = IK
∑
j

Y
2

·j· − nY
2

··· ,

‖Y −YM‖2 =
∑
i,j,k

Y 2
ijk − JK

∑
i

Y
2

i·· − IK
∑
j

Y
2

·j· + nY
2

··· ,

‖YN −YM‖2 = K
∑
i,j

Y
2

ij· − JK
∑
i

Y
2

i·· − IK
∑
j

Y
2

·j· + nY
2

··· ,

‖Y −YN‖2 =
∑
i,j,k

Y 2
ijk −K

∑
i,j

Y
2

ij· .

1.9 Aplikace rozd¥lení t

Následující my²lenky jsou p°evzaty z publikace [31].
Nech´ z je n¥jaký pevn¥ daný vektor leºící v podprostoru M daném mode-

lem (1.10); dimenze tohoto podprostoru nech´ je op¥t m. Vektor z reprezentuje
n¥jakou lineární formu de�novanou na podprostoru M , která kaºdému vektoru
µ ∈M p°i°azuje hodnotu z ◦µ ∈ R. Protoºe skute£ný vektor µ neznáme, nezná-
me ani hodnotu z ◦µ. Chceme-li tuto hodnotu odhadnout na základ¥ pozorované
realizace náhodného vektoru Y , zdá se rozumné pouºít náhodnou veli£inu z ◦Y ;
ze vzorce (1.1) totiº plyne

E(z ◦Y ) = z ◦ EY = z ◦ µ;

jedná se tedy o nestranný odhad. Navíc ale také platí

z ◦ (Y − Ŷ ) = 0,

tj.

z ◦Y = z ◦ Ŷ , (1.78)

kde Ŷ je op¥t pravoúhlý pr·m¥t vektoru Y do podprostoru M . To znamená,
ºe náhodná veli£ina z ◦Y je lineární funkcí vektoru Ŷ , a jako taková je podle
Gaussovy-Markovovy v¥ty (viz kapitola 2.8) dokonce nejlep²ím nestranným line-
árním odhadem své st°ední hodnoty z ◦ µ.

Nyní m·ºeme ve vzorci (1.27) poloºit A = [z ] a B = M⊥; jelikoº ortonormál-
ní báze podprostoru [z ] je tvo°ena vektorem z/‖z‖, je sou°adnice pravoúhlého
pr·m¥tu vektoru Y − µ do tohoto prostoru vzhledem k této bázi rovna výrazu
(Y − µ) ◦ z/‖z‖ (viz vzorec (2.33)), takºe dostáváme

(Y − µ) ◦ z/‖z‖
‖Y − Ŷ ‖/

√
n−m

=
(Y − µ) ◦ z
‖z‖S

∼ tn−m, (1.79)

resp. vzhledem ke vztahu (1.78)

(Ŷ − µ) ◦ z
‖z‖S

∼ tn−m. (1.80)
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Rozd¥lení t tedy pouºijeme v²ude tam, kde je t°eba odhadnout hodnotu n¥ja-
ké lineární funkce neznámého vektoru µ � typickým p°íkladem je práv¥ odhad
regresních koe�cient· βi. Pozoruhodné je, ºe není vºdy nezbytn¥ nutné mít k dis-
pozici explicitní vyjád°ení vektoru z .

Pro srovnání uve¤me je²t¥ tradi£n¥j²í zp·sob, kterým lze dojít k výsledku
(1.79). Ze vztah· (1.1), (1.2) a z de�nice mnohorozm¥rného normálního rozd¥lení
plyne, ºe náhodná veli£ina Y ◦ z má rozd¥lení N(µ ◦ z , ‖z‖2σ2); m·ºeme tedy
psát

(Y − µ) ◦ z
‖z‖σ

∼ N(0, 1).

Z kapitoly 1.5 dále víme, ºe platí

‖Y − Ŷ ‖2

σ2
∼ χ2

n−m.

Nezávislost dvou posledn¥ uvedených veli£in se dokazuje obvykle pomocí mati-
cového po£tu; ²lo by to ale snadno i pomocí zm¥ny sou°adnic � tak, jak jsme to
ud¥lali v kapitole 1.4. Pak uº sta£í jen pouºít de�nici rozd¥lení t:

(Y − µ) ◦ z
‖z‖σ√√√√ ‖Y − Ŷ ‖2

σ2

/
(n−m)

=
(Y − µ) ◦ z
‖z‖S

∼ tn−m.

Je patrné, ºe ve srovnání s rozd¥lením F je geometrická interpretace náhodných
veli£in majících rozd¥lení t o n¥co mén¥ názorná. 15 I tak ji v²ak povaºujeme za
zajímavou alternativu, která nabízí neobvyklý úhel pohledu a odhaluje n¥které
mén¥ známé souvislosti statistiky s geometrií a lineární algebrou.

P°íklady

1.9.1 Výb¥r z normálního rozd¥lení (pokra£ování ze str. 31)

Test hypotézy µ = µ0

Poloºme ve vzorci (1.27) A = [e ], B = [e ]⊥. Ortonormální bázi podprostoru [e ]
tvo°í jediný vektor

e

‖e‖
=

(
1√
n
, . . . ,

1√
n

)T

.

Pravoúhlým pr·m¥tem náhodného vektoruY−µ do tohoto podprostoru je vektor

Y − µ =
(
Y − µ, . . . , Y − µ

)T
15Proto se jím také zabýváme aº nyní. V tradi£ních u£ebnicích statistiky je naproti tomu

vºdy uvedeno nejprve rozd¥lení t a pak teprve � jako jeho obecn¥j²í, tj. obtíºn¥j²í varianta �
rozd¥lení F.

70



(viz obr. 1.13), jehoº sou°adnice v·£i uvedené ortonormální bázi má z°ejm¥ hod-
notu

Y ∗ =
√
n(Y − µ);

platí proto
√
n(Y − µ)√

‖Y −YM‖2
/

(n− 1)
=

√
n(Y − µ)

S
∼ tn−1. (1.81)

Chceme-li tedy pro n¥jaké µ0 ∈ R testovat nulovou hypotézu µ = µ0 oproti
alternativ¥ µ 6= µ0, ur£íme hodnoty Y a S a hypotézu zamítneme na hladin¥
významnosti α tehdy, kdyº nastane nerovnost

√
n
∣∣Y − µ0

∣∣
S

≥ tn−1(α)

(viz de�nice kritických hodnot rozd¥lení t na stran¥ 11). V p°ípad¥ jednostran-
né alternativy µ > µ0, resp. µ < µ0, zamítáme nulovou hypotézu p°i realizaci
nerovnosti

√
n(Y − µ0)

S
> tn−1(2α),

resp.
√
n(Y − µ0)

S
< −tn−1(2α).

Intervaly spolehlivosti pro µ

Rovnost

P

[
−tn−1(α) <

√
n(Y − µ)

S
< tn−1(α)

]
= 1− α,

která plyne z tvrzení (1.81), je ekvivalentní s rovností

P

[
Y − tn−1(α)S√

n
< µ < Y +

tn−1(α)S√
n

]
= 1− α.

Dostáváme tak oboustranný interval spolehlivosti(
Y − tn−1(α)S√

n
; Y +

tn−1(α)S√
n

)
,

který p°ekrývá skute£nou hodnotu parametru µ s pravd¥podobností 1 − α. Po-
dobn¥ z rovnosti

P

[√
n(Y − µ)

S
< tn−1(2α)

]
= 1− α,

resp.

P

[
−tn−1(2α) <

√
n(Y − µ)

S

]
= 1− α,
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m·ºeme odvodit jednostranné intervaly spolehlivosti(
Y − tn−1(2α)S√

n
; ∞

)
,

resp. (
−∞; Y +

tn−1(2α)S√
n

)
,

v nichº skute£ná hodnota µ leºí rovn¥º s pravd¥podobností 1− α.
P°ipome¬me, ºe vzhledem k rovnosti (1.9) jsou zde uvedené výsledky ekviva-

lentní s t¥mi, které byly odvozeny v p°íkladu 1.6.5 na základ¥ rozd¥lení F.

1.9.2 Dvouvýb¥rový t-test

Nech´ jsou v²echny sloºky náhodného vektoru Y op¥t navzájem nezávislé, °ídí
se normálním rozd¥lením se stejným rozptylem a jejich st°ední hodnota je rovna
hodnot¥ µ1 pro prvních n1 sloºek a hodnot¥ µ2 pro zbývajících n2 sloºek, kde
n1 + n2 = n. Chování náhodného vektoru Y tedy popisuje model

Y =



1 0
...

...
1 0
0 1
...

...
0 1


(
µ1

µ2

)
+

 Z1
...
Zn

 ≡ Xµ + Z ,

kde matice X má v prvních n1 °ádcích v prvním sloupci prvek 1 a v druhém
sloupci prvek 0, ve zbylých n2 °ádcích je tomu naopak; náhodný vektor Z má
rozd¥lení N (0, σ2In). Ozna£me sloupce matice X symboly x 1 a x 2 a poloºme jako
obvykle e = (1, . . . , 1)T .

Odhad st°ední hodnoty µ a rozptylu σ2

Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do podprostoru M je vektor

Ŷ =
(
Y 1, . . . , Y 1, Y 2, . . . , Y 2

)T
,

kde výraz

Y 1 ≡

n1∑
i=1

Yi

n1

stojí na míst¥ prvních n1 sou°adnic, zatímco zbylých n2 sou°adnic má hodnotu

Y 2 ≡

n∑
i=n1+1

Yi

n2

;
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náhodné veli£iny Y 1, Y 2 jsou nejlep²ími nestrannými lineárními odhady para-
metr· µ1, µ2. Vektor Y − Ŷ je pak pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y − µ do
podprostoru Vn −M dimenze n − 2, takºe nestranným odhadem rozptylu σ2 je
náhodná veli£ina

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

n− 2
=
‖Y ‖2 − ‖Ŷ ‖2

n− 2
=

n∑
i=1

Y 2
i − n1Y

2

1 − n2Y
2

2

n− 2
.

N¥kdy se po£ítá odhad rozptylu pro kaºdou £ást výb¥ru zvlá²´, jako by se jednalo
o dva samostatné výb¥ry z normálního rozd¥lení16

S2
1 =

n1∑
i=1

Y 2
i − n1Y

2

1

n1 − 1
, S2

2 =

n∑
i=n1+1

Y 2
i − n2Y

2

2

n2 − 1
.

V tom p°ípad¥ mezi t¥mito odhady platí vztah

S2 =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

n1 + n2 − 2
.

Test hypotézy µ1 = µ2

Chceme-li testovat hypotézu, ºe st°ední hodnoty µ1 a µ2 se od sebe neli²í, tj.
hypotézu µ1 − µ2 = 0, uvaºujeme o redukci podprostoru M ≡ [x 1, x 2] dimenze 2
na jednorozm¥rný podprostor E ≡ [e ]. Ve vzorci (1.27) tedy m·ºeme poloºit
A = M − E, B = M⊥. Ve jmenovateli tak dostaneme odmocninu z výb¥rového
rozptylu S2; zbývá nám ur£it £itatel.

Jedním z moºných generátor· podprostoru M − E je vektor

z ≡ (n2, . . . , n2,−n1, . . . ,−n1)
T ,

který má prvních n1 sou°adnic rovných hodnot¥ n2 a zbývajících n2 sou°adnic
hodnot¥ −n1; je evidentn¥ lineární kombinací vektor· x 1 a x 2 a p°itom je kolmý
na vektor e .17 Leºí-li st°ední hodnota µ skute£n¥ v podprostoru E, platí µ◦z = 0,
takºe sou°adnice pr·m¥tu vektoru Y −µ do podprostoruM−E vzhledem k jeho
ortonormální bázi {z/‖z‖} je

(Y − µ) ◦ z
‖z‖

=
Y ◦ z
‖z‖

=

n2

n1∑
i=1

Yi − n1

n∑
i=n1+1

Yi√
n1n2(n1 + n2)

=

=
n1n2Y 1 − n1n2Y 2√

n1n2(n1 + n2)
=

=
(
Y 1 − Y 2

)√ n1n2

n1 + n2

.

16To má samoz°ejm¥ opodstatn¥ní p°edev²ím tehdy, kdyº nep°edpokládáme shodnost rozpty-
l· u obou £ástí výb¥ru. Tímto p°ípadem se zde v²ak nebudeme zabývat.

17Kdyby se nám nepovedlo vektor v takto �uhodnout� , mohli bychom jej � nebo n¥jaký jeho
násobek � nalézt tak, ºe bychom ur£ili pravoúhlý pr·m¥t vektoru x 1 do podprostoru E a tento
pr·m¥t, °ekn¥me p1, bychom ode£etli od vektoru x 1; výsledný vektor x 1−p1 by byl pravoúhlým
pr·m¥tem vektoru x 1 do jednorozm¥rného podprostoru M − E, a tudíº jeho generátorem.
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Za p°edpokladu platnosti hypotézy µ1 − µ2 = 0 má tedy náhodná veli£ina

Y 1 − Y 2

S

√
n1n2

n1 + n2

(1.82)

rozd¥lení tn−2; leºí-li její získaná realizace mimo interval(
−tn−2(α); tn−2(α)

)
,

m·ºeme testovanou hypotézu zamítnout na hladin¥ významnosti α.

Porovnání s F -testem

Vý²e popsaný test ov²em m·ºeme snadno provést i uºitím analýzy rozptylu, stejn¥
jako v p°ípad¥ jednoduchého t°íd¥ní (viz p°íklad 1.6.6). Pravoúhlým pr·m¥tem
vektoru Y do podprostoru E je vektor Y ≡

(
Y , . . . , Y

)T
, kde

Y =

n∑
i=1

Yi

n
=
n1Y 1 + n2Y 2

n
. (1.83)

V p°ípad¥ platnosti nulové hypotézy µ ∈ E má náhodná veli£ina

‖Ŷ −Y ‖2
/

1

‖Y − Ŷ ‖2
/

6
=
‖Ŷ ‖2 − ‖Y ‖2

S2
=

=
n1Y

2

1 + n2Y
2

2 − nY
2

S2
=

=
n1n2

n1 + n2

(
Y 1 − Y 2

)2
S2

rozd¥lení F1,n−2 (poslední rovnost získáme dosazením pravé strany vztahu (1.83)
za Y ). Nulovou hypotézu tedy zamítneme na hladin¥ významnosti α, bude-li
získaná realizace této veli£iny v¥t²í neº hodnota F1,n−2(α); jelikoº je tato veli£ina
z°ejm¥ druhou mocninou veli£iny (1.82), je vzhledem ke vztahu (1.9) tento test
ekvivalentní s vý²e popsaným t-testem.

Odhad parametru µ1 − µ2

Ze vztahu (1.79), resp. (1.80), v²ak m·ºeme snadno dostat obecn¥j²í výsledek:
tento vztah totiº platí pro jakýkoli vektor z ∈ M a není nutné, aby skute£ná
st°ední hodnota µ náhodného vektoru Y leºela v podprostoru E. Nech´ je µ =
µ1x 1 + µ2x 2; pak platí

µ ◦ z = n1n2(µ1 − µ2),

takºe výraz µ◦z p°edstavuje lineární funkci parametru µ1−µ2, který je p°edm¥-
tem na²eho zájmu. Po dosazení do vzorce (1.80) a n¥kolika estetických úpravách
tak dostáváme (

Y 1 − Y 2

)
− (µ1 − µ2)

S

√
n1n2

n1 + n2

∼ tn−1; (1.84)
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tento vztah m·ºeme nyní pouºít k navrºení test· nulové hypotézy typu
µ1 − µ2 = d0 pro n¥jaké d0 ∈ R, a to oboustranných i jednostranných. Má-li
nap°íklad alternativní hypotéza tvar µ1 − µ2 > d0, zamítneme nulovou hypotézu
ve prosp¥ch hypotézy alternativní na hladin¥ významnosti α, nastane-li nerovnost(

Y 1 − Y 2

)
− d0

S

√
n1n2

n1 + n2

> tn−1(2α).

Podobn¥ jako v p°íkladu 1.9.1 m·ºeme vztah (1.84) pouºít také k odvození in-
terval· spolehlivosti pro hodnotu parametru µ1 − µ2, a to op¥t jednostranných
i oboustranných.

Konkrétní hodnoty

Nech´ první t°i sloºky náhodného vektoru Y p°edstavují náhodný výb¥r z roz-
d¥lení N (µ1, σ

2), zbylých p¥t sloºek z rozd¥lení N (µ2, σ
2) ; chování náhodného

vektoru Y tedy popisuje model

Y =



1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1
0 1
0 1


(
µ1

µ2

)
+ Z ,

kde náhodný vektor Z má rozd¥lení N (0; σ2I8).
Nech´ dále získaná realizace náhodného vektoru Y je

y = (4, 8, 9, 7, 11, 6, 10, 11)T .

Jelikoº pr·m¥ry z jednotlivých £ástí výb¥ru jsou y1 = 7 a y2 = 9, je pravoúhlým
pr·m¥tem získané realizace do podprostoru M generovaného sloupci matice X
vektor

ŷ = (7, 7, 7, 9, 9, 9, 9, 9)T .

Vektor y − ŷ je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru y − µ do podprostoru V8 −M
dimenze 6, takºe nestranným odhadem rozptylu σ2 je hodnota

S2 =
‖y − ŷ‖2

6
=

=
‖(−3, 1, 2,−2, 2,−3, 1, 2)T‖2

6
=

= 6.

Generátorem podprostoru M − E je vektor

z = (5, 5, 5,−3,−3,−3,−3,−3)T
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délky
√

120, st°ední hodnotou náhodného vektoru Y je vektor

µ = (µ1, µ1, µ1, µ2, µ2, µ2, µ2, µ2)
T ;

dosazením do vzorce (1.79) tedy dostáváme

(ŷ − µ) ◦ z
‖z‖S

=
15 (y1 − y2)− 15 (µ1 − µ2)√

120
√

6
=

=
−30− 15 (µ1 − µ2)√

720
.

Protoºe tato hodnota je realizací náhodné veli£iny mající rozd¥lení t6, leºí s prav-
d¥podobností 95 % v intervalu(

−t6(0,05); t6(0,05)
)
.
= (−2,45; 2,45) ,

z £ehoº snadno vypo£teme, ºe skute£ná hodnotu rozdílu µ1 − µ2 leºí v intervalu(
−30− 2,45

√
720

15
;
−30 + 2,45

√
720

15

)
.
= (−6,38; 2,38)

s pravd¥podobností 95 %.

1.9.3 Mnohonásobná regrese (pokra£ování ze str. 50)

Dimenze podprostoru Vn−M je v tomto p°ípad¥ n− k− 1 a náhodná veli£ina S
ve vzorci (1.79) p°edstavuje odmocninu z odhadu rozptylu

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

n− k − 1
.

Abychom mohli vzorec pouºít k odhadu parametru βi, musíme najít takový vektor
z i ∈M , pro který je výraz z i◦µ lineární funkcí parametru βi, ale nikoli ostatních.

Vyjád°ení sou°adnic pomocí skalárního sou£inu

Jelikoº jsou vektory x 0, x 1, . . . , x k dle na²ich p°edpoklad· lineárn¥ nezávislé,
p°edstavují bázi podprostoru M ; ozna£me tuto bázi symbolem B. Kaºdý vek-
tor a ∈M lze zapsat jako jejich lineární kombinaci:

a = a0x 0 + a1x 1 + · · ·+ akx k.

Koe�cienty ai p°edstavují sou°adnice vektoru a vzhledem k bázi B a jsou jed-
nozna£n¥ ur£eny. Tyto sou°adnice jsou lineárními funkcemi vektoru a , pro kaºdé
i = 0, 1, . . . , k tedy existuje práv¥ jedna lineární forma ψi de�novaná na podpro-
storu M , která kaºdému vektoru a ∈ M p°i°azuje jeho i-tou sou°adnici ai. Jak
známo, lze tuto formu vyjád°it pomocí skalárního sou£inu; existuje tedy práv¥
jeden vektor z i ∈M takový, ºe platí

ψi (a) = z i ◦ a = ai
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pro v²echna a ∈ M (podrobn¥j²í výklad k tomuto konceptu viz nap°. publikace
[4], [25], nebo [31]). Tento vektor z°ejm¥ spl¬uje vztahy

z i ◦ µ = βi, z i ◦ Ŷ = bi.

Vzhledem k rovnosti (1.78) navíc platí

z i ◦Y = bi;

poloºíme-li tedy ve vzorci (1.79) z = z i, dostáváme v £itateli výraz bi − βi.

Výpo£et hodnoty ‖z i‖

Kaºdý z vektor· z i leºí v podprostoru M ; ozna£me jeho sou°adnice vzhledem
k bázi B tohoto podprostoru symboly cij, tj. pro kaºdé i = 0, . . . , k platí

z i =
k∑

j=0

cijx j.

Víme ov²em, ºe kdyº n¥jaký vektor leºící v podprostoruM vynásobíme vektorem
z j, dostaneme jeho sou°adnici s indexem j vzhledem k bázi B; z toho plyne, ºe
pro v²echna i, j ∈ {0, . . . , k} musí být spln¥na rovnost

cij = z i ◦ z j.

Z toho dostáváme

z i =
k∑

j=0

(z i ◦ z j) x j. (1.85)

Dále, ze stejného d·vodu musí pro v²echna i, l ∈ {0, . . . , k} platit

z i ◦ x l = δil, (1.86)

kde δil = 0 pro i 6= l, δil = 1 pro i = l; pro kaºdé x l je totiº

x l =
k∑

i=0

δilx i.

Dosazením rovnosti (1.85) do vztahu (1.86) dostáváme[
k∑

j=0

(z i ◦ z j) x j

]
◦ x l =

k∑
j=0

(z i ◦ z j) (x j ◦ x l) = δil. (1.87)

De�nujme nyní £tvercové matice C a A o rozm¥rech (k + 1) × (k + 1), jejichº
°ádky a sloupce jsou indexovány 0, . . . , k a jejichº prvky jsou ur£eny vztahy

cij = z i ◦ z j, aij = x i ◦ x j.

Prost°ední £ást rovnosti (1.87) tak vlastn¥ p°edstavuje maticový sou£in °ádku i
matice C se sloupcem l matice A, zatímco výraz δil na pravé stran¥ je prvek
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jednotkové matice velikosti k+1 (se stejn¥ indexovanými °ádky a sloupci). Protoºe
tato rovnost je spln¥na pro v²echna i, l ∈ {0, . . . , k}, znamená to, ºe platí

CA = Ik+1.

Ob¥ matice jsou v²ak symetrické, takºe platí téº AC = Ik+1; to znamená, ºe
matice A a C jsou navzájem inverzní.18 Matici A m·ºeme snadno ur£it, protoºe
sloupce matice X v modelu (1.45) p°edstavují vyjád°ení vektor· x 0, x 1, . . . , x k

vzhledem k ortonormální bázi:

A = X
T
X.

Tím pádem známe i matici C:

C =
(
X

T
X
)−1

,

dostáváme tedy, ºe délka vektoru z i je

‖z i‖ =
√
z i ◦ z i =

√
cii,

kde cii je prvek matice
(
X

T
X
)−1

s indexy 0 ≤ i, j ≤ k.

Testy hypotéz a intervalové odhady pro βi

Dosazením výsledk· z p°edchozího odstavce do vztahu (1.79) dostáváme, ºe je-li
skute£ná hodnota parametru βi rovna hodnot¥ β0

i , platí

t ≡ bi − β0
i

S
√
cii
∼ tn−k−1. (1.88)

Nulovou hypotézu βi = β0
i tedy zamítneme ve prosp¥ch alternativní hypotézy

βi 6= β0
i , resp. βi > β0

i , resp. βi < β0
i , nastane-li nerovnost

|t| > tn−k−1 (α), resp.
t > tn−k−1(2α), resp.
t < −tn−k−1(2α).

Dále m·ºeme pomocí vztahu (1.88) stanovit intervaly spolehlivosti, které sku-
te£nou hodnotu parametru βi p°ekrývají s pravd¥podobností 1−α: oboustranný
interval je (

bi − S
√
ciitn−k−1(α); bi + S

√
ciitn−k−1(α)

)
,

jednostranné intervaly mají tvar(
bi − S

√
ciitn−k−1(2α); ∞

)
,

resp. (
−∞; bi + S

√
ciitn−k−1(2α)

)
.

18Matice A, resp. C, se nazývá Grammovou maticí vektor· x 0,x 1, . . . ,xk, resp. z 0, z 1, . . . , z k
(viz [4]). Regularitu matice A uº jsme dokazovali v kapitole 1.3, zde plyne z existence inverzní
matice.
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Porovnání s výsledky odvozenými pomocí rozd¥lení F

V posledním odstavci p°íkladu 1.7.6 jsme odvodili vzorec (1.60) pro náhodnou
veli£inu F , která má za p°edpokladu platnosti nulové hypotézy βi = β0

i rozd¥lení
F1,n−k−1. Uvedli jsme, ºe výsledky test· a intervalové odhady u£in¥né na základ¥
této statistiky jsou ekvivalentní s t¥mi zaloºenými na rozd¥lení t (které jsou k to-
muto ú£elu pouºívány tradi£n¥). K d·kazu této ekvivalence nám chybí doloºit,
ºe pro vektor q i, který jsme v p°íkladu 1.7.6 de�novali jako pravoúhlý pr·m¥t
vektor· x i do podprostoru

M − [x 0, . . . , x i−1, x i+1, . . . , x k]

(viz obr. 1.21), platí

‖q i‖2 = 1/cii,

kde hodnota cii p°edstavuje prvek na i-tém míst¥ diagonály (po£ítáno od 0) ma-
tice

(
X

T
X
)−1

. Dokon£eme nyní tento d·kaz.
Z de�nice vektoru q i plynou vztahy

q i ◦ x j = 0

pro i 6= j a

q i ◦ x i = q i ◦ [q i + (x i − q i)] =

= q i ◦ q i + q i ◦ (x i − q i) =

= ‖q i‖2.
Nech´ nyní pro vektor a ∈M platí

a =
k∑

j=0

ajx j;

z toho dostáváme

a ◦ q i =

(
k∑

j=0

ajx j

)
◦ q i =

=
k∑

j=0

aj (x j ◦ q i) =

= aix i ◦ q i =

= ai‖q i‖2,
tj.

a ◦ q i

‖q i‖2
= ai.

To ale znamená, ºe vektor q i/‖q i‖2 má práv¥ tu vlastnost, pomocí níº jsme
de�novali jednozna£n¥ ur£ený vektor z i. Platí tedy

q i

‖q i‖2
= z i,

a proto je

cii = ‖z i‖2 =

∥∥∥∥ q i

‖q i‖2

∥∥∥∥2 =
‖q i‖2

‖q i‖4
=

1

‖q i‖2
.

Tím je d·kaz hotov.
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Porovnání s maticovým p°ístupem

Porovnejme je²t¥ na záv¥r £ást na²ich výsledk· se standardn¥ pouºívanou meto-
dou vyuºívající maticového po£tu. Jsou-li sloupce matice X lineárn¥ nezávislé, je
náhodný vektor b ur£en vztahem

b =
(
X

T
X
)−1

X
TY

(viz (1.17)). Z toho podle vzorce (1.2) plyne, ºe jeho varian£ní matice je rovna
matici

var b =
(
X

T
X
)−1

X
T · varY ·

[(
X

T
X
)−1

X
T
]T

=

=
(
X

T
X
)−1

X
T · σ2

Ik+1 ·X
(
X

T
X
)−1

=

= σ2
(
X

T
X
)−1

X
T
X
(
X

T
X
)−1

=

= σ2
(
X

T
X
)−1

=

= σ2
C

(p°i p°echodu z prvního °ádku na druhý jsme vyuºili skute£nosti, ºe matice XT
X

je symetrická, a proto je symetrická i její inverze). To znamená, ºe rozptyl náhod-
né veli£iny bi je roven hodnot¥ σ2cii; a jelikoº tato náhodná veli£ina má normální
rozd¥lení a její st°ední hodnota je za p°edpokladu platnosti nulové hypotézy rov-
na β0

i , dostáváme

bi − β0
i

σ
√
cii
∼ N(0; 1).

Tak se dostane hodnota
√
cii do jmenovatele vzorce (1.88); dal²í podrobnosti

viz [3].

1.9.4 Regresní p°ímka (pokra£ování ze str. 35)

Odhad parametru β1

Nech´ skute£né hodnoty regresních koe�cient· jsou β0 a β1, tj. st°ední hodnota
náhodného vektoru Y je

µ = β0e + β1x .

Hledáme-li vektor z 1 ∈ Z takový, ºe pro jakékoli hodnoty β0, β1 ∈ R platí

z 1 ◦ µ = β1,

je tímto vektorem podle výsledk· odvozených v p°edcházejícím obecn¥j²ím p°í-
kladu 1.9.3 vektor

z 1 =
q

‖q‖2
,

kde vektor q je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru x do podprostoru M − [e ] (viz
(1.55) a obrázek 1.19). Nejlep²ím nestranným lineárním odhadem parametru β1
je pak náhodná veli£ina

z 1 ◦Y =
q ◦Y
‖q‖2

,
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coº ov²em není nic jiného neº veli£ina b1 (viz vzorec (1.59) na stran¥ 47).
Délka vektoru z 1 je rovna

‖z 1‖ =
‖q‖
‖q‖2

=
1

‖q‖
;

kdyº tedy poloºíme ve vztahu (1.79) z = z 1, dostáváme, ºe náhodná veli£ina

(Y − µ) ◦ z 1

‖z 1‖S
=

(b1 − β1)‖q‖
S

(1.89)

má rozd¥lení tn−2. Je²t¥ zbývá vyjád°it délku vektoru q : jelikoº vektory xe a q
tvo°í odv¥sny pravoúhlého trojúhelníku, jehoº p°eponou je vektor x , platí

‖q‖ =
√
‖x‖2 − ‖xe‖2 =

√√√√ n∑
i=1

x2i − nx2,

takºe dostáváme �nální podobu tvrzení

(b1 − β1)
√

n∑
i=1

x2i − nx2

S
∼ tn−2.

Na základ¥ toho lze obvyklým zp·sobem navrhovat testy hypotéz týkajících se
parametru β1 a stanovit intervaly spolehlivosti libovolného typu.

Odhad parametru β0

Co se tý£e druhého parametru, platí

β0e = µ− β1x =

= µ− (z 1 ◦ µ)x ;

skalárním vynásobením vektorem e dostaneme

β0‖e‖2 = µ ◦ e − (z 1 ◦ µ)x ◦ e =

= µ ◦ [e − (x ◦ e)z 1] ,

takºe hledaný vektor z 0 je

z 0 =
e − (x ◦ e)

‖e‖2
=

e −
(

n∑
i=1

xi

)
z 1

n
= e/n− xz 1.

Nejlep²ím nestranným lineárním odhadem hodnoty β0 = z 0 ◦µ je tedy náhodná
veli£ina

z 0 ◦Y = e/n ◦Y − xz 1 ◦Y = Y − xb1,

coº koresponduje s druhým ze vztah· (1.20), nebo´ se jedná samoz°ejm¥ o veli£i-
nu b0.
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Jelikoº vektor z 1 je násobkem vektoru q , jsou vektory e a z 1 jsou navzájem
kolmé; délka vektoru z 0 je proto

‖z 0‖ =
√
‖e/n‖2 + ‖xz 1‖2 =

√
‖e‖2

n2
+

x2

‖q‖2
=

√√√√√ 1

n
+

x2

n∑
i=1

x2i − nx2
.

Nyní m·ºeme ve vztahu (1.79) poloºit z = z 0 a dostáváme, ºe náhodná veli£ina

z 0 ◦ (Y − µ)

‖z 0‖S
=

b0 − β0

S ·

√√√√√ 1

n
+

x2

n∑
i=1

x2i − nx2

(1.90)

má rozd¥lení tn−2; toho lze op¥t vyuºít p°i testování hypotéz týkajících se para-
metru β0 a k odvození interval· spolehlivosti pro tento parametr.

Pás spolehlivosti kolem regresní p°ímky

Nech´ x ∈ R je pevn¥ zvolené £íslo; chceme odhadnout hodnotu β0 + β1x. S vy-
uºitím výsledk· p°edcházejících odstavc· nejprve odvodíme, ºe je

β0 + β1x = z 0 ◦ µ + (z 1 ◦ µ)x =

= (z 0 + xz 1) ◦ µ.

Nejlep²ím nestranným odhadem této hodnoty je tedy náhodná veli£ina

(z 0 + xz 1) ◦Y = b0 + xb1,

coº jsme ov²em mohli £ekat. Poloºme

z = z 0 + xz 1 =

= e/n− xz 1 + xz 1 =

= e/n+ (x− x) z 1;

vzhledem ke kolmosti vektor· e a z 1 je délka tohoto vektoru rovna

‖z‖ =
√
‖e/n‖2 + ‖

(
x− x

)
z 1‖2 =

√√√√√ 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2
;

ze vztahu (1.79) tedy dostáváme, ºe náhodná veli£ina

z ◦ (Y − µ)

‖z‖S
=

(b0 + b1x)− (β0 + β1x)

S ·

√√√√√ 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2
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má rozd¥lení tn−2. Z toho lze odvodit, ºe s pravd¥podobností 1− α leºí skute£ná
hodnota výrazu β0 + β1x v intervalu s koncovými body

(b0 + b1x)± tn−2(α)S ·

√√√√√ 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2
. (1.91)

Vyneseme-li tyto hodnoty pro kaºdé x ∈ R do grafu x, y, ohrani£ují oblast zvanou
pás spolehlivosti kolem regresní p°ímky.

Konkrétní hodnoty

Vra´me se je²t¥ jednou ke konkrétním hodnotám, uvedeným v p°íkladech 1.2.3
a 1.3.6, a ilustrujme na nich vý²e uvedené postupy. Z vektoru x (viz model (1.13))
ur£íme nejprve vektor q :

q = x − xe =



3
2
4
3
5
4
7


−



4
4
4
4
4
4
4


=



−1
−2

0
−1

1
0
3


.

Jeho délka je ‖q‖ = 4. Nyní m·ºeme stanovit bodové odhady hodnot β1 a β0:

b1 =
q ◦ y
‖q‖2

=
48

16
= 3, b0 = y − xb1 = 50− 4 · 3 = 38;

výsledky se samoz°ejm¥ shodují s hodnotami vypo£tenými v p°íkladu 1.3.6.
Hodnota veli£iny S2 = 15,2 je vypo£tena v p°íkladu 1.5.3, máme tedy v²e, co

pot°ebujeme k dosazení do vztahu (1.89); dostáváme výraz

(b1 − β1)‖q‖
S

=
(3− β1) · 4√

15,2
.

Podobn¥ po dosazení do vzorce (1.90) dostáváme

38− β0√
15,2 ·

√
1

7
+

16

16

.

Oba tyto výrazy jsou realizací náhodných veli£in majících rozd¥lení t5, takºe
s pravd¥podobností 95 % leºí v intervalu(

−t5(0,05); t5(0,05)
)

= (−2,57; 2,57).

Z toho m·ºeme usoudit, ºe platí

P

[
β1 ∈ (0,49; 5,51)

]
= 0, 95,

P

[
β0 ∈ (27,3; 48,7)

]
= 0, 95.
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Chceme-li odhadnout nap°. hodnotu y(9) = β0 + 9β1, tj. st°ední hodnotu
závislé veli£iny Y v p°ípad¥, ºe hodnota nezávislé veli£iny x bude 9, je tímto
odhadem hodnota b0 + 9b1 = 38 + 3 · 9 = 65 a ze vzorce (1.91) dostáváme, ºe
skute£ná hodnota leºí s pravd¥podobností 95 % v intervalu s krajními mezemi

65± 2,57 ·
√

15,2 ·
√

1

7
+

(9− 4)2

16
= 65± 13,1.

Hodnoty xi a Yi, regresní p°ímku y = b0 + b1x, pás spolehlivosti kolem regresní
p°ímky, který je vymezen hranicemi (1.91) pro x ∈ R a pás spolehlivosti pro
regresní p°ímku, který je odvozen v p°íkladu 1.12.2 (viz vzorec (1.117) na str. 105),
jsou znázorn¥ny na obrázku 1.23.

y = 38 + 3x

y

x20

30

40

50

60

70

80

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrázek 1.23: Hodnoty xi a Yi, regresní p°ímka y = b0 + b1x, pás spolehlivosti kolem regresní
p°ímky ( ) a pás spolehlivosti pro regresní p°ímku ( ) v p°ípad¥ lineárního modelu (1.13)
a realizace náhodného vektoru Y tak, jak je uvedena v p°íkladu 1.3.6 (viz strana 19). Bod·
[xi, yi] je vid¥t pouze 6, nebo´ dva se p°ekrývají.

1.9.5 Jednoduché t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 33)

Jelikoº st°ední hodnota náhodného vektoru Y v modelu (1.41) je

µ =
I∑

i=1

µia i,

platí

(Y − µ) ◦ ak/nk =

(
Y ◦ ak − ak ◦

I∑
i=1

µia i

)/
nk =

=

(
nk∑
j=1

Ykj − µk‖ak‖2
)/

nk =

= Y k· − µk. (1.92)
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Délka vektoru ak/nk je

‖ak/nk‖ = ‖ak‖/nk =
√
nk/nk = 1/

√
nk .

Protoºe odhad rozptylu S2 jsme získali z pravoúhlého pr·m¥tu vektoru Y do
podprostoru M⊥ dimenze n − I, dostáváme dosazením ak/nk za vektor z do
vztahu (1.79) tvrzení

(Y − µ) ◦ ak/nk

‖ak/nk‖S
=

(
Y k· − µk

)√
nk

S
∼ tn−I ,

které lze dle libosti vyuºít k testování hypotéz £i ur£ování interval· spolehlivosti.

1.10 Korela£ní koe�cienty, koe�cienty
spolehlivosti

V p°ípad¥ výb¥ru z vícerozm¥rného rozd¥lení p°edstavují výb¥rové korela£ní koe-
�cienty odhady korela£ních koe�cient· (n¥kdy pro zd·razn¥ní rozdílu nazývaných
popula£ní korela£ní koe�cienty). Ohledn¥ vztahu mezi t¥mito odhady a skute£-
nými hodnotami nemá na²e metoda co nabídnout. Naproti tomu v p°ípad¥ zfor-
mulovaného lineárního modelu umoº¬uje geometrický p°ístup pom¥rn¥ efektivní
odvození mnoha uºite£ných vztah· pro výb¥rové korela£ní koe�cienty.

P°íklady

1.10.1 Regresní p°ímka (pokra£ování ze str. 80)

Výb¥rový korela£ní koe�cient

V modelu (1.19) de�nujme výb¥rový korela£ní koe�cient rX,Y vztahem

rX,Y ≡

n∑
i=1

(
xi − x

) (
Yi − Y

)
√

n∑
i=1

(
xi − x

)2 (
Yi − Y

)2 =

(
x − x

)
◦
(
Y −Y

)∥∥x − x∥∥ · ∥∥Y −Y ∥∥ (1.93)

(v rámci tohoto p°íkladu zna£me stru£n¥ r). Podle této de�nice je tedy z°ejm¥

r = cos β,

kde β je úhel, který svírají vektory x −x a Y −Y . Povaºujeme-li hodnoty xi za
realizace náhodné veli£iny X, p°edstavuje hodnota rX,Y ur£ité m¥°ítko lineární
závislosti veli£in X a Y . To m·ºeme velice p°ibliºn¥ vysv¥tlit tak, ºe je-li velikost
úhlu β blízká hodnot¥ 0, resp. π, znamená to, ºe vektory x − x a Y −Y mají
zhruba stejný, resp. opa£ný sm¥r. Existuje tedy n¥jaké k ∈ R+, resp. k ∈ R−, pro
které platí

Yi − Y
.
= k (xi − x) ,
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coº je práv¥ to, co si p°edstavujeme pod pojmem lineární závislost. O lineární
závislosti tedy sv¥d£í hodnoty r blízké hodnotám ±1.

Jelikoº vektory x , resp. Y , p°edstavují pravoúhlý pr·m¥t vektoru x , resp. Y ,
do p°ímky E = [e ], jsou vektory x − x a Y −Y na tuto p°ímku kolmé. P°ímka
E je pr·se£nicí rovin M = [e , x ] a N ≡ [e ,Y ], takºe ve shod¥ se st°edo²kolskou
de�nicí odchylky dvou rovin19 m·ºeme °íci, ºe r reprezentuje � aº na znaménko
� kosinus odchylky rovin M,N .

Koe�cient determinace

Odchylku rovin M,N m·ºeme ur£it také jiným zp·sobem � jako úhel, který
svírají vektory Y − Y a Ŷ − Y (viz obr. 1.24). Druhý z t¥chto vektor· totiº

M

E

x − x
Ŷ

N

Ŷ −Y
β

Y − Ŷ

Y −Y

Y

Y

Obrázek 1.24: V p°ípad¥ modelu (1.19) p°edstavuje výb¥rový korela£ní koe�cient r kosinus
úhlu β, který svírají vektory x −x a Y −Y . To znamená, ºe aº na znaménko je to také kosinus
odchylky rovin M = [e ,x ] a N = [e ,Y ], jehoº absolutní hodnotu lze zjistit také z rozm¥r·
pravoúhlého trojúhelníku tvo°eného odv¥snami Y − Ŷ , Ŷ −Y a p°eponou Y −Y .

stejn¥ jako vektor x − x leºí v rovin¥ M a p°itom je kolmý na p°ímku E, nebo´
m·ºeme psát

Ŷ −Y = (Y −Y )−
(
Y − Ŷ

)
,

kde druhý ze s£ítanc· je kolmý z de�nice na p°ímku E a první je z de�nice kolmý
na rovinu M , a tudíº i na p°ímku E ⊂ M . Protoºe vektory Y − Y a Ŷ − Y
tvo°í p°eponu a odv¥snu pravoúhlého trojúhelníku, dostáváme

r2 = cos2 β =
‖Ŷ −Y ‖2

‖Y −Y ‖2
=
‖Ŷ ‖2 − ‖Y ‖2

‖Y ‖2 − ‖Y ‖2
=

n∑
i=1

Ŷ 2
i − nY

2

n∑
i=1

Y 2
i − nY

2

.

19P°ipome¬me: odchylka rovin M,N je úhel, který svírají p°ímky p ⊂M, q ⊂ N , které jsou
ob¥ kolmé na pr·se£nici t¥chto rovin.
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Tato hodnota se nazývá koe�cient determinace a £asto se ozna£uje téº symbo-
lem R2. Protoºe výraz ve jmenovateli p°edstavuje celkovou variabilitu vektoru
Y (ve smyslu sou£tu £tverc· odchylek od pr·m¥ru), zatímco v £itateli je va-
riabilita vektoru Ŷ , která je dána polohou tohoto vektoru v rovin¥ M ur£ené
modelem (1.19), bývá koe�cient determinace £asto interpretován jako podíl vari-
ability �vysv¥tlené modelem� v·£i celkové variabilit¥. Op¥t platí, ºe £ím je tato
hodnota bliº²í jedné, tím pr·kazn¥j²í je lineární závislost veli£in x a Y . �asto
bývá koe�cient determinace de�nován vzorcem

R2 = 1− ‖Y − Ŷ ‖
2

‖Y −Y ‖2
= 1−

n∑
i=1

Y 2
i −

n∑
i=1

Ŷ 2
i

n∑
i=1

Y 2
i − nY

2

;

je z°ejmé, ºe tento vztah je variantou rovnosti

cos2 β = 1− sin2 β.

Výb¥rový korela£ní koe�cient a rozd¥lení F

Pomocí veli£iny r lze snadno vyjád°it i statistiku F , pouºívanou pro test hypotézy
β1 = 0 (viz vzorec (1.44)):

F =
‖Ŷ −Y ‖2

‖Y − Ŷ ‖2

n− 2

= (n− 2)cotg 2β =
(n− 2) cos2 β

1− cos2 β
=

(n− 2)r2

1− r2
;

víme tedy, ºe je-li β1 = 0, platí

(n− 2)r2

1− r2
∼ F1,n−2. (1.94)

Toho lze vyuºít k testu uvedené hypotézy: je-li konkrétní realizace této veli£iny
v¥t²í neº kritická hodnota F1,n−2, hypotézu m·ºeme zamítnout.

Výb¥rový korela£ní koe�cient a rozd¥lení t

K testu hypotézy β1 = 0 se £ast¥ji pouºívá vztah (1.89); platí-li uvedená hypotéza,
má podle tohoto vztahu náhodná veli£ina

b1‖q‖
S

=
b1‖x − x‖

S
(1.95)

rozd¥lení tn−2. Abychom tuto veli£inu vyjád°ili pomocí koe�cientu r, upravme
nejprve vzorec (1.59) pro výpo£et hodnoty b1:

b1 =

(
Y −Y

)
◦
(
x − x

)
‖x − x‖2

= r
‖Y −Y ‖
‖x − x‖

.

Po dosazení do (1.95) dostáváme

r
‖Y −Y ‖
‖x − x‖

· ‖x − x‖

‖Y − Ŷ ‖
/√

n− 2
=

r
√
n− 2

sin β
= r

√
n− 2

1− r2
;
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m·ºeme uzav°ít, ºe za p°edpokladu platnosti hypotézy β1 = 0 platí

r

√
n− 2

1− r2
∼ tn−2. (1.96)

To je ov²em výsledek, který jsme � vzhledem k jiº n¥kolikrát zmi¬ovanému vztahu
mezi rozd¥lením t a F � mohli tu²it jiº ze vztahu (1.94).

Výb¥rový a popula£ní korela£ní koe�cient

Pokud hodnoty x1, . . . , xn v modelu (1.19) p°edstavují realizace sloºek Xi náhod-
ného výb¥ru (

X1

Y1

)
, . . . ,

(
Xn

Yn

)
z dvojrozm¥rného normálního rozd¥lení, lze ukázat (viz [3]), ºe ob¥ vý²e odvozená
pravidla pro rozd¥lení funkcí koe�cientu r plynou i z hypotézy ρ = 0, kde

ρ ≡ E (X − EX) (Y − EY )√
varX · varY

je korela£ní koe�cient náhodných veli£in X, Y (tj. popula£ní korela£ní koe�cient).
Proto se v tomto p°ípad¥ mohou vztahy (1.94) a (1.96) pouºít k testování hypo-
tézy ρ = 0, a proto jsou také výsledky tohoto testu ekvivalentní s výsledky testu
hypotézy β1 = 0.

1.10.2 Mnohonásobná regrese (pokra£ování ze str. 76)

V p°ípad¥ modelu (1.45) de�nujme výb¥rový koe�cient mnohonásobné korelace
vzorcem

rY,X ≡
(Y −Y ) ◦ (Ŷ −Y )

‖Y −Y ‖ · ‖Ŷ −Y ‖
.

Jedná se tedy o kosinus úhlu β, který svírají vektory Y −Y a Ŷ −Y ; protoºe
druhý z t¥chto vektor· je pravoúhlým pr·m¥tem prvního do podprostoru M , lze
úhel β interpretovat také jako odchylku vektoru Y −Y od podprostoru M .

Jelikoº vektory Y −Y a Ŷ −Y tvo°í p°eponu a odv¥snu pravoúhlého troj-
úhelníku (p°ilehlou k úhlu β), je hodnota koe�cientu rY.X nutn¥ nezáporná a lze
ji z tohoto trojúhelníku vyjád°it také ve form¥

rY,X =
‖Ŷ −Y ‖
‖Y −Y ‖

.

Hodnota r2Y,X se op¥t nazývá koe�cient determinace, zna£í se téºR2 a má podobný
význam jako v p°edchozím p°íkladu. N¥kdy bývá její de�nice uvedena ve form¥

R2 = 1− sin2β = 1− ‖Y − Ŷ ‖
2

‖Y −Y ‖2
.

88



Výb¥rový koe�cient mnohonásobné korelace a rozd¥lení F

Výraz (1.46) m·ºeme upravit na

F =

‖Ŷ −Y ‖2

k

‖Y − Ŷ ‖2

n− k − 1

=
(n− k − 1) cot2β

k
=

(n− k − 1) cos2β

k (1− cos2β)
;

víme tedy, ºe za p°edpokladu platnosti hypotézy β1 = · · · βk = 0 platí

(n− k − 1)r2Y,X

k
(
1− r2Y,X

) ∼ Fk,n−k−1. (1.97)

Op¥t lze ukázat (viz [1]), ºe p°edstavují-li °ádky matice X v modelu (1.45) reali-
zace prvních k sloºek náhodného výb¥ru

(X11, . . . , X1k, Y1) ,
(X21, . . . , X2k, Y2) ,

...
(Xn1, . . . , Xnk, Yn)

z mnohorozm¥rného normálního rozd¥lení, lze vztah (1.97) pouºít i k testování
hypotézy ρY,X = 0, kde ρY,X je (popula£ní) mnohorozm¥rný korela£ní koe�cient.

1.10.3 Výb¥rový parciální korela£ní koe�cient

Nech´ pro náhodný vektor Y , jehoº realizace jsou prvky vektorového prostoru
Vn, platí model

Y = β0e + β1x 1 + · · ·+ βkx k + ωw + Z , (1.98)

kde náhodný vektor Z se °ídí rozd¥lením N (0; σ2In), n > k + 2 a vektory
e , x 1, . . . , x k,w jsou lineárn¥ nezávislé. Ozna£me

L = [e , x 1, . . . , x k,w ] ,

M = [e , x 1, . . . , x k] .

Nech´ Ŷ a ŵ jsou pravoúhlé pr·m¥ty vektor· Y a w do podprostoruM . Vektory
Y − Ŷ a w − ŵ tak p°edstavují ty £ásti vektor· Y ,w , které se nepovedlo
vysv¥tlit pomocí vektor· x 1, . . . , x k. Výb¥rový korela£ní koe�cient vypo£tený
z t¥chto reziduí se nazývá výb¥rový parciální korela£ní koe�cient rY,W.X ; je to
tedy hodnota, kterou získáme dosazením t¥chto vektor· do vzorce (1.93):

rY,W.X =

[
(Y − Ŷ )− (Y − Ŷ )

]
◦
[
(w − ŵ)− (w − ŵ)

]
∥∥∥(Y − Ŷ )− (Y − Ŷ )

∥∥∥ · ∥∥∥(w − ŵ)− (w − ŵ)
∥∥∥ ,

kde v²echny sou°adnice vektoru (Y − Ŷ ), resp. (w − ŵ), jsou rovny pr·m¥rné
hodnot¥ sou°adnic vektoru Y − Ŷ , resp. vektoru w − ŵ . Protoºe v²ak oba
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posledn¥ jmenované vektory jsou kolmé na podprostor M , a tudíº i na vektor e ,
je tato pr·m¥rná hodnota v obou p°ípadech rovna nule; m·ºeme tedy de�nici
okamºit¥ zjednodu²it na tvar

rY,W.X =
(Y − Ŷ ) ◦ (w − ŵ)

‖Y − Ŷ ‖ · ‖w − ŵ‖
. (1.99)

Výb¥rový parciální korela£ní koe�cient a rozd¥lení F

Vztah (1.99) p°edstavuje kosinus úhlu β, který svírají vektory Y − Ŷ a w − ŵ .
Tento kosinus musí být aº na znaménko stejný jako kosinus úhlu sev°eného vekto-
ry Y − Ŷ a YL − Ŷ , kde YL je pravoúhlý pr·m¥t vektoru Y do podprostoru L;
oba vektory w − ŵ a YL − Ŷ jsou totiº prvky podprostoru L −M , který je
jednorozm¥rný, takºe jsou rovnob¥ºné. Protoºe vektory Y − Ŷ a YL − Ŷ tvo°í
p°eponu a odv¥snu pravoúhlého trojúhelníku (viz obr. 1.25), dostáváme vztahy

L

M

w

ŵ

w − ŵ
YL

YL − Ŷ

Y −YL

Y − Ŷ

Ŷ

Y

Obrázek 1.25: Výb¥rový parciální korela£ní koe�cient rY,W.X p°edstavuje kosinus úhlu sev°e-
ného vektory Y − Ŷ a w − ŵ , kde vektor Ŷ , resp ŵ , p°edstavuje pravoúhlý pr·m¥t vektoru
Y , resp. w , do podprostoru M generovaného vektory e ,x 1, . . . ,xk. Ozna£me symbolem YL

pr·m¥t vektoru Y do podprostoru L ≡ [e ,x 1, . . . ,xk,w ]; oba vektory w − ŵ a YL − Ŷ leºí
v jednorozm¥rném podprostoru L − M , takºe jsou rovnob¥ºné. Hodnota koe�cientu je tedy
aº na znaménko stejná jako kosinus úhlu sev°eného vektory Y − Ŷ a YL − Ŷ . Tyto vekto-
ry tvo°í p°eponu a odv¥snu pravoúhlého trojúhelníku. (Pro v¥t²í názornost jsou vektory leºící
v podprostoru L vybarveny ²ed¥.)

r2Y,W.X =
‖YL − Ŷ ‖2

‖Y − Ŷ ‖2
= 1− ‖Y −YL‖2

‖Y − Ŷ ‖2
.

Podle kapitoly 1.6 (místo podprostor· M a S zde máme podprostory L a M)
víme, ºe leºí-li st°ední hodnota µ náhodného vektoru Y v podprostoru M (tj.
v modelu (1.98) platí ω = 0), má náhodná veli£ina

‖YL − Ŷ ‖2
/

1

‖Y −YL‖2/ (n− k − 2)
= (n− k − 2) cot2 β =

= (n− k − 2)
cos2 β

1− cos2 β
=

= (n− k − 2)
r2Y,W.X

1− r2Y,W.X

(1.100)
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rozd¥lení F1,n−k−2.

Výb¥rový parciální korela£ní koe�cient a rozd¥lení t

Protoºe dimenze podprostoru L ur£eného modelem (1.98) je k+2, je nestranným
odhadem rozptylu náhodná veli£ina

S2 =
‖Y −YL‖2

n− k − 2
.

Jelikoº je w − ŵ ∈ L, vyplývá ze vzorce (1.79), ºe náhodná veli£ina

t =
(Y − µ) ◦ (w − ŵ)

S · ‖w − ŵ‖
=

=
√
n− k − 2 · (Y − µ) ◦ (w − ŵ)

‖Y −YL‖ · ‖w − ŵ‖

má rozd¥lení tn−k−2. Chceme-li tento výraz vyjád°it pomocí koe�cientu rY,W.X ,
pov²imn¥me si nejprve, ºe v p°ípad¥ platnosti hypotézy µ ∈M platí

(Y − µ) ◦ (w − ŵ) = (Y − Ŷ ) ◦ (w − ŵ),

nebo´ tehdy vektor Ŷ −µ leºí v podprostoruM , na který je vektor w−ŵ kolmý,
z £ehoº plyne rovnost

0 = (Ŷ − µ) ◦ (w − ŵ) =

=
[
(Y − µ)− (Y − Ŷ )

]
◦ (w − ŵ).

Zlomek ve výrazu (1.101) díky tomu m·ºeme upravit na tvar

(Y − µ) ◦ (w − ŵ)

‖Y −YL‖ · ‖w − ŵ‖
=

(Y − Ŷ ) ◦ (w − ŵ)

‖Y − Ŷ ‖ · ‖w − ŵ‖ · ‖Y −YL‖
‖Y − Ŷ ‖

=

=
rY,W.X

sin β
=

=
rY,W.X√

1− r2Y,W.X

.

Do²li jsme tedy ke zji²t¥ní, ºe je-li v modelu (1.98) parametr w roven nule, tj.
vektor Y na hodnotách wi nezávisí, má náhodná veli£ina

rY,W.X

√
n− k − 2

1− r2Y,W.X

rozd¥lení tn−k−2; tento vztah se dal ov²em tu²it jiº z rozd¥lení veli£iny (1.100).
Op¥t platí, ºe za jistých okolností lze tento výsledek pouºít k testování hypo-

tézy ρY,W.X = 0, kde ρY,W.X je (popula£ní) parciální korela£ní koe�cient (podrob-
nosti viz [1]).
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1.10.4 Koe�cient korelace v modelu bez absolutního £lenu

Modelem bez absolutního £lenu se míní model, ve kterém matice X neobsahuje
vektor e = (1, . . . , 1)T ; nech´ tedy pro náhodný vektor Y platí model

Y = b1x 1 + · · ·+ bkx k + Z ,

kde náhodný vektor Z má rozd¥lení N (0, σ2In) a vektory x 1, . . . , x k jsou lineárn¥
nezávislé a r·zné od vektoru e . P°edpokládejme navíc, ºe vektor e není ani line-
ární kombinací vektor· x 1, . . . , x k, tj. neleºí v podprostoruM , který tyto vektory
generují. Tím pádem neplatí ani Y ∈M a ºádná z vý²e uvedených de�nic, která
s vektorem Y po£ítá, nemá k p°edpokládanému modelu ºádný relevantní vztah.
Proto se v tomto p°ípad¥ n¥kdy zavádí koe�cient determinace vzorcem

R2 =
‖Ŷ ‖2

‖Y ‖2

(viz [35]). Protoºe vektory Ŷ a Y tvo°í odv¥snu a p°eponu pravoúhlého trojú-
helníku (viz obr. 1.26), p°edstavuje hodnota R2 £tverec kosinu úhlu β sev°eného

M = [x 1, . . . ,xk]

Ŷ
β

Y −YL
Y

Obrázek 1.26: V p°ípad¥, ºe vektor e neleºí v podprostoru M ur£eném modelem (tj. model
neobsahuje absolutní £len), zavádí se n¥kdy koe�cient korelace ve form¥ R2 = ‖Ŷ ‖2/‖Y ‖2, coº
p°edstavuje druhou mocninu kosinu úhlu β, který svírají vektory Ŷ a Y .

t¥mito vektory a lze ji vyjád°it také ve tvaru

R2 = 1− ‖Y − Ŷ ‖
2

‖Y ‖2
,

který odpovídá vzorci

cos2 β = 1− sin2 β.

Nejedná se v²ak o druhou mocninu ºádného z vý²e uvedených výb¥rových ko-
rela£ních koe�cient·. Interpretace této veli£iny je podobná jako v p°edchozích
p°íkladech � p°edstavuje pom¥r variability vysv¥tlené modelem ku celkové va-
riabilit¥. Variabilitou je v²ak mín¥n sou£et £tverc· odchylek od p°edpokládané
nulové st°ední hodnoty, nikoli od pr·m¥ru.

I v tomto p°ípad¥ lze snadno odvodit pravidlo pro rozd¥lení vhodn¥ zvolené
funkce této veli£iny: víme, ºe platí-li nulová hypotéza µ = 0, p°edstavují vektory
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Ŷ a Y − Ŷ rozklad náhodného vektoru Y s rozd¥lením N (0; σ2I) do dvou
navzájem kolmých podprostor·M a Vn−M o dimenzích k a n−k, takºe náhodná
veli£ina

‖Ŷ ‖2
/
k

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− k)
= cotg 2β · n− k

k
=

=
cos2 β

1− cos2 β
· n− k

k
=

=
(n− k)R2

k (1−R2)

má rozd¥lení Fk,n−k. Moºnost pouºití této veli£iny nastává tedy tam, kde p°ichází
v úvahu hypotéza EY = 0.

1.11 Vazba regresních koe�cient· v modelu s ne-
úplnou hodností

V p°ípad¥modelu s neúplnou hodností jsou sloupce matice X v modelu (1.10) line-
árn¥ závislé, netvo°í bázi podprostoruM a parametry βi coby sou°adnice vektoru
µ v·£i této skupin¥ vektor· nejsou jednozna£n¥ ur£eny. Totéº platí samoz°ejm¥
i pro sloºky bi vektoru b, které p°edstavují sou°adnice vektoru Ŷ (který v²ak
jednozna£n¥ ur£en je). Soustava (1.16) má tím pádem nekone£n¥ mnoho °e²ení
b; to nemusí být problém, pokud se zajímáme jen o pravoúhlý pr·m¥t vekto-
ru Y do podprostoru M , nebo´ v²echna tato °e²ení vedou k jedinému vektoru
Xb = Ŷ . Pokud jsou ale p°edm¥tem na²eho zájmu parametry βi, je t°eba tu-
to nesnáz p°ekonat. Obvyklý postup je doplnit model (1.10) o lineární omezení
vázající koe�cienty βi takovým zp·sobem, ºe jsou ur£eny jednozna£n¥. Obecn¥j-
²í poznámky k tomuto tématu nalezne £tená° v kapitole 2.9. Na tomto míst¥
rozebereme pouze dva d·leºité p°íklady.

P°íklady

1.11.1 Jednoduché t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 84)

Zapi²me vztah (1.40) ve tvaru

Yij ∼ N(µ+ αi, σ
2). (1.101)

To znamená, ºe st°ední hodnoty jednotlivých sou°adnic si p°edstavujeme jako
sou£et dvou parametr· � základní úrovn¥ µ, spole£né v²em sou°adnicím, a hod-
noty αi, reprezentující vliv i-té hladiny faktoru (tj. i-tého léku). Model (1.41)
tedy nahrazujeme modelem

Y = µe +
I∑

i=1

αia i + Z , (1.102)
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kde vektor Z = (Z1, . . . , Z7)
T má rozd¥lení N(0, σ2I7). Je z°ejmé, ºe z geometric-

kého hlediska se jedná o ekvivalentní modely, nebo´ vektory e ,a1, . . . ,aI generují
tentýº podprostorM jako vektory a1, . . . ,aI . Sloupce matice nového modelu jsou
v²ak lineárn¥ závislé, takºe hodnoty µ, α1, . . . , αI nejsou st°ední hodnotou µ jed-
nozna£n¥ ur£eny.

P°idáme-li ov²em podmínku
I∑

i=1

niαi = 0,

zjistíme, ºe platí

e ◦
I∑

i=1

αia i =
I∑

i=1

αi (e ◦ a i) =

=
I∑

i=1

αini =

= 0.

To znamená, ºe výraz

µ = µe +
I∑

i=1

αia i (1.103)

p°edstavuje rozklad st°ední hodnoty µ do dvou navzájem kolmých podprostor·
E = [e] a M −E. Protoºe první z nich je jednorozm¥rný, tvo°í vektor e jeho bázi
a hodnota µ � jakoºto sou°adnice pravoúhlého pr·m¥tu vektoru µ do podprostoru
E vzhledem k této bázi � je jednozna£n¥ ur£ena. Ze srovnání (1.40) a (1.101) dále
plyne

αi = µi − µ,

kde hodnoty µi jsou � jakoºto sou°adnice vektoru µ v·£i bázi a1, . . . ,aI podpro-
storuM � rovn¥º jednozna£n¥ ur£eny; jsou tedy jednozna£n¥ ur£eny i hodnoty αi

a je z°ejmé, ºe se jedná o lineární funkce vektoru µ.
Nejlep²ím nestranným lineárním odhadem hodnot αi jsou tedy náhodné veli-

£iny

ai ≡ Y i· − Y ;

odhadem hodnot µi jsou totiº veli£iny Y i· (jakoºto sou°adnice vektoru Ŷ vzhle-
dem k bázi a1, . . . ,aI) a odhadem hodnoty µ je veli£ina Y (jakoºto sou°adnice
pravoúhlého pr·m¥tu vektoru Ŷ do podprostoru E vzhledem k bázi e20).

20P°ipome¬me, ºe platí-li e ∈ M , je vektor Y = (Y , . . . , Y )T pravoúhlým pr·m¥tem jak
vektoru Y , tak vektoru Ŷ do podprostoru E. To plyne z toho, ºe platí

Y −Y ⊥ E,

Y − Ŷ ⊥ M ⊃ E,

a tím pádem i

(Y −Y )− (Y − Ŷ ) = Ŷ −Y ⊥ E.
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Odhady regresních koe�cient· a rozd¥lení t

Abychom mohli pouºít vztah (1.79), uv¥domme si, ºe platí

(Y − µ) ◦ e
n

= Y ◦ e
n
−

(
µe +

I∑
i=1

αia i

)
◦ e
n

=

= Y − µ‖e‖
2

n
− 0 =

= Y − µ,

a vzhledem k rovnosti (1.92) tedy také

(Y − µ) ◦
(
ak

nk

− e

n

)
=

(
Y k· − µk

)
−
(
Y − µ

)
=

=
(
Y k· − Y

)
− (µk − µ) =

= ak − αk .

Protoºe odhad rozptylu S2 jsme získali z pravoúhlého pr·m¥tu vektoru Y do
podprostoru M⊥ dimenze n − I, dostáváme dosazením za vektor b do vztahu
(1.79) tvrzení

(Y − µ) ◦ e
n∥∥∥e

n

∥∥∥S =

(
Y − µ

)√
n

S
∼ tn−I ,

resp.

(Y − µ) ◦
(
ak

nk

− e

n

)
∥∥∥∥ak

nk

− e

n

∥∥∥∥S =
ak − αk

S

√
nnk

n− nk

∼ tn−I ,

£ehoº lze vyuºít k testování hypotéz a ur£ování interval· spolehlivosti.

1.11.2 Dvojné t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 65)

Sloupce matice modelu popsaného v podkapitole 1.8.5, které generují podprostory
E, A, B a C, ozna£me symboly e , a i, bj a cij. Pro st°ední hodnotu náhodného
vektoru Y tedy platí

µ = µe +
I∑

i=1

αia i +
J∑

j=1

βjbj (1.104)

v p°ípad¥ bez interakcí, resp.

µ = µe +
I∑

i=1

αia i +
J∑

j=1

βjbj +
I∑

i=1

J∑
j=1

λijcij, (1.105)
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jsou-li interakce zahrnuty. Protoºe se v obou p°ípadech jedná o model s neúplnou
hodností, bývá dopln¥n soustavou podmínek

I∑
i=1

αi = 0,
J∑

j=1

βi = 0,

v p°ípad¥ modelu s interakcemi je²t¥ navíc

I∑
i=1

λij = 0 (j = 1, . . . , J),
J∑

j=1

λij = 0 (i = 1, . . . , I).

Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu lze snadno ukázat, ºe v d·sledku t¥chto
podmínek jsou vektory

I∑
i=1

αia i,

J∑
j=1

βjbj a
I∑

i=1

J∑
j=1

λijcij

kolmé na podprostor E, vektory

I∑
i=1

αia i a
I∑

i=1

J∑
j=1

λijcij

kolmé na podprostor B a vektory

J∑
j=1

βjbj a
I∑

i=1

J∑
j=1

λijcij

kolmé na podprostor A. S£ítance na pravé stran¥ výrazu (1.104), resp. (1.105),
tedy p°edstavují rozklad vektoru µ do navzájem kolmých podprostor· E, A−E,
B − E, resp. E, A− E, B − E, N − (A+ B), jejichº sou£tem je podprostor M ,
resp. podprostor N .

Z toho v první °ad¥ plyne, ºe vektor µe p°edstavuje pravoúhlý pr·m¥t vektoru
µ do podprostoru E a hodnota µ � jakoºto sou°adnice tohoto pr·m¥tu vzhledem
k bázi {e} tohoto podprostoru � je vektorem µ jednozna£n¥ ur£ena. Jejím nejlep-
²ím nestranným lineárním odhadem je odpovídající sou°adnice pravoúhlého pr·-
m¥tu vektoru Ŷ do podprostoru E. Tímto pr·m¥tem je vektorY =

(
Y , . . . , Y

)T
;

pro odhad parametru µ tedy pouºijeme náhodnou veli£inu Y .
Dále je vektor

µe +
I∑

i=1

αia i

pravoúhlým pr·m¥tem vektoru µ do podprostoru A. Hodnoty µ+ αi p°edstavu-
jí sou°adnice tohoto pr·m¥tu vzhledem k bázi {a1, . . . ,aI} tohoto podprostoru,
jsou tedy jednozna£n¥ ur£eny. Tím pádem jsou jednozna£n¥ ur£eny i hodnoty αi.
Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Ŷ do podprostoru A je vektor YA; jeho sou°adni-
ce Y i·· vzhledem k bázi {a1, . . . ,aI} jsou tedy nejlep²ími nestrannými lineárními
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odhady hodnot µ + αi. Z toho plyne, ºe nejlep²ími nestrannými lineárními od-
hady parametr· αi jsou náhodné veli£iny Y i·· − Y . Po analogické úvaze dojdeme
k odhad·m Y ·j· − Y pro parametry βj.

Kone£n¥ v p°ípad¥ modelu s interakcemi p°edstavují hodnoty µijk ≡ µ+αi +
βj+λij jednozna£n¥ ur£ené sou°adnice vektoru µ vzhledem k bázi podprostoruM ,
tvo°ené vektory cij, z £ehoº vzhledem k jednozna£nosti hodnot µ, αi, βj plyne
jednozna£nost hodnot λij. Jelikoº odhadem hodnot µijk jsou náhodné veli£iny
Y ij· (tj. sou°adnice vektoru Ŷ k téºe bázi) a platí

λij = µijk − µ− αi − βj,

pouºijeme pro odhad parametr· λij náhodné veli£iny

Y ij· − Y −
(
Y i·· − Y

)
−
(
Y ·j· − Y

)
= Y ij· − Y i·· − Y ·j· + Y .

Dopl¬me, ºe v²echny vý²e uvedené pr·m¥ry lze snadno vyjád°it pomocí ska-
lárního sou£inu s vhodn¥ zvoleným vektorem z matice aktuálního modelu:

Y =
Y ◦ e
n

, Y i·· =
Y ◦ a i

JK
, Y ·j· =

Y ◦ bj

IK
, Y ij· =

Y ◦ cij
K

,

coº lze � podobn¥ jako v p°edcházejícím p°íkladu � vyuºít k odvození funkcí
jednotlivých parametr·, které se °ídí rozd¥lením t.

1.12 Aplikace Sche�ého v¥ty

Nech´ podprostor M ur£ený lineárním modelem (1.10) je dimenze m a A ⊂ M
je n¥jaký jeho podprostor dimenze a < m. Ozna£me symbolem ZA pravoúhlý
pr·m¥t náhodného vektoru Z = Y − µ do podprostoru A a symbolem Ŷ (jako
obvykle) pr·m¥t vektoru Y do podprostoruM . Jak víme, vektor Y −Ŷ je v tom
p°ípad¥ pr·m¥tem vektoru Z do podprostoru M⊥, jehoº dimenze je n−m.

Podprostory A,M⊥ jsou navzájem kolmé, m·ºeme tedy uplatnit vzorec (1.26)
a usoudit, ºe platí

‖ZA‖2
/
a

‖Ŷ −Y ‖2
/

(n−m)
∼ Fa,n−m.

V kapitole 1.5 jsme odvodili, ºe jmenovatel tohoto výrazu je nestranným odhadem
rozptylu σ2 a zavedli jsme pro n¥j ozna£ení S2. Platí tedy, ºe pravd¥podobnost
spln¥ní nerovnosti

‖ZA‖2
/
a

S2
≤ Fa,n−m(α)

ekvivalentní s nerovností

‖ZA‖ ≤ S
√
a · Fa,n−m(α) (1.106)

je 1− α.
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A

[a ]

ZA

Za

Z

Obrázek 1.27: Je-li vektor a prvkem podprostoru A a ZA, resp. Za , jsou pravoúhlými pr·m¥ty
vektoru Z do podprostoru A, resp. [a ], je vektor ZA − Za kolmý na podprostor [a ]; je totiº
rozdílem vektor· Z − Za a Z − ZA, které jsou oba z de�nice kolmé na podprostor [a ]. To
znamená, ºe vektor Za je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru ZA do podprostoru [a ]. Proto musí
platit ‖Za‖ ≤ ‖ZA‖.

Nech´ nyní a je libovolný vektor leºící v podprostoru A. Pravoúhlý pr·m¥t
vektoru Z do jednorozm¥rného podprostoru [a ] ozna£me Za . Tento vektor je
zárove¬ pravoúhlým pr·m¥tem vektoru ZA do podprostoru [a ] (viz obr. 1.27); to
znamená, ºe musí platit

‖Za‖ ≤ ‖ZA‖.
Zárove¬ lze v²ak v p°ípad¥ jakékoli realizace náhodného vektoru Z najít vektor
a ∈ A takový, ºe ‖Za‖ = ‖ZA‖ � sta£í jej zvolit tak, aby byl rovnob¥ºný s danou
realizací vektoru ZA. Je tedy

‖ZA‖ = max {‖Za‖ : a ∈ A} , (1.107)

takºe nerovnost (1.106) je ekvivalentní s nerovností

∀a ∈ A : ‖Za‖ ≤ S
√
a · Fa,n−m(α). (1.108)

Vektor Za lze snadno vyjád°it uºitím vzorce (2.32):

Za =
a ◦ (Y − µ)

‖a‖2
a ,

jeho délka je tedy

‖Za‖ =
|a ◦ (Y − µ)|

‖a‖
;

po dosazení a jednoduché úprav¥ tak docházíme k formulaci

P

[
∀a ∈ A : |a ◦ (Y − µ)| ≤ ‖a‖S

√
a · Fa,n−m(α)

]
= 1− α,

resp. její obm¥n¥

P

[
∃a ∈ A : |a ◦ (Y − µ)| > ‖a‖S

√
a · Fa,n−m(α)

]
= α. (1.109)

Toto tvrzení p°edstavuje speciální p°ípad Sche�ého v¥ty.21 V následujících p°í-
kladech si uvedeme dv¥ její d·leºité aplikace.

21Obecn¥j²í verze pro p°ípad Y ∼ N (µ; V), kde V je pozitivn¥ semide�nitní matice, je
uvedena v publikaci [3].
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P°íklady

1.12.1 Jednoduché t°íd¥ní (pokra£ování ze str. 93)

Nejprve si p°ipomeneme princip standardního F -testu hypotézy

H0: µ1 = · · · = µI ,

který jsme odvodili v p°íkladu 1.6.6. Ozna£me pro stru£nost symbolem A pod-
prostor M − E; jeho dimenze je I − 1. Platí tedy

‖ZA‖2
/

(I − 1)

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− I)
=
‖ZA‖2

/
(I − 1)

S2
∼ FI−1,n−I ,

tj.

P

[
‖ZA‖2

(I − 1)S2
≤ FI−1,n−I(α)

]
= 1− α.

Poloºíme-li r ≡ S
√

(I − 1)FI−1,n−I(α), dostáváme

P

[
‖ZA‖ ≤ r

]
= 1− α. (1.110)

Hypotézu H0 lze ekvivalentn¥ vyjád°it ve tvaru

H0: µ ∈ E,

tj.

H0: µ ⊥ A;

v p°ípad¥ její platnosti se tedy st°ední hodnota µ p°i projekci vektoru Z = Y −µ
do podprostoru A eliminuje a platí ZA = YA. Z tvrzení (1.110) tak dostáváme,
ºe za p°edpokladu platnosti hypotézy H0 nastane nerovnost

‖YA‖ ≤ r

s pravd¥podobností 1−α; pokud tedy délka vektoru YA p°ekro£í uvedenou mez r,
hypotézu H0 zamítneme na hladin¥ α.

Test hypotézy µi = µj

Pokud p°i pouºití vý²e popsaného testu zamítneme hypotézuH0, vzniká p°irozen¥
otázka, jak rozhodnout, pro které dvojice i, j (1 ≤ i 6= j ≤ I) není rovnost µi = µj

spln¥na. Na ni nám v²ak tato metoda nedává ºádnou odpov¥¤.
Zkusme tedy zvolit jiný postup a testujme kaºdou z t¥chto rovností jako samo-

statnou hypotézu Hij. Kaºdá z t¥chto hypotéz p°edstavuje redukci podprostoru
M generovaného vektory a1, . . . ,aI na podprostor Sij, který je generován stej-
nou skupinou vektor·, aº na to, ºe vektory a i, a j jsou v ní nahrazeny jediným
vektorem a i + a j. Dimenze podprostoru Sij je o jednotku niº²í neº dimenze
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podprostoru M , podprostor M − Sij je tedy jednorozm¥rný. Je generován nap°.
vektorem

a ij ≡
a i

ni

− a j

nj

,

nebo´ tento vektor z°ejm¥ leºí v podprostoru M a p°itom � jak lze snadno ov¥°it
� je kolmý na v²echny generátory podprostoru Sij. Náhodná veli£ina

‖Za ij‖2
/

1

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− I)
=
‖Za ij‖2

S2

má tím pádem rozd¥lení F1,n−I , takºe platí

P

[∥∥Za ij∥∥ ≤ S
√
F1,n−I(α)

]
= 1− α. (1.111)

Hypotézu Hij: µ ∈ Sij lze ekvivalentn¥ vyjád°it ve form¥

Hij: µ ⊥ a ij,

takºe v p°ípad¥ její platnosti se st°ední hodnota µ p°i projekci vektoru Z = Y−µ
do podprostoru [a ij] eliminuje a platí Za ij = Ya ij , kde Ya ij je pravoúhlý pr·m¥t
vektoru Y do podprostoru [a ij]. Ze vztahu (1.111) tak dostáváme, ºe v p°ípad¥
platnosti hypotézy Hij nastane nerovnost∥∥Ya ij

∥∥ ≤ S
√
F1,n−I(α)

s pravd¥podobností 1 − α; nebude-li tedy tato nerovnost v p°ípad¥ konkrétní
realizace spln¥na, hypotézu Hij zamítneme na hladin¥ významnosti α.

Problém v²ak je v tom, ºe pokud zamítneme alespo¬ jednu z hypotéz Hij,
musíme samoz°ejm¥ zamítnout i hypotézu H0; a jelikoº v p°ípad¥ jednotlivých
test· je pravd¥podobnost nesprávného zamítnutí platné hypotézy α, je p°i prove-
dení více test· a platnosti hypotézy H0 pravd¥podobnost nesprávného zamítnutí
alespo¬ jedné z hypotéz Hij (a tedy i hypotézy H0) vy²²í neº α. To znamená, ºe
co se tý£e testu hypotézy H0, nemáme p°i pouºití tohoto postupu pod kontro-
lou pravd¥podobnost chyby prvního druhu. To, co pot°ebujeme k p°ekonání této
obtíºe, je otestovat v²echny hypotézy Hij �najednou� .

Sche�ého metoda mnohonásobných porovnávání

V²imn¥me si tedy dále, ºe v²echny vektory a ij jsou kolmé na vektor e , leºí tudíº
v podprostoruM−E = A. Ze vztah· (1.110) a (1.107) plyne, ºe pravd¥podobnost
jevu

∀a ∈ A : ‖Za‖ ≤ r, (1.112)

je 1 − α. My se v²ak nezajímáme o v²echny vektory a ∈ M − E, nýbrº jen
o n¥které z nich � totiº o vektory a ij; jelikoº jev

∀i, j :
∥∥Za ij∥∥ ≤ r
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je nutným d·sledkem jevu (1.112), pravd¥podobnost jeho uskute£n¥ní je alespo¬
1−α. V p°ípad¥ platnosti hypotézy H0 (a tedy i v²ech hypotéz Hij) platí Za ij =
Ya ij , takºe nastane-li v p°ípad¥ konkrétní realizace jev

∃i, j :
∥∥Ya ij

∥∥ > r,

oprav¬uje nás to k zamítnutí hypotézy H0 na hladin¥ významnosti nejvý²e α,
a zárove¬ pro tuto dvojici zamítneme hypotézu Hij : µi = µj.

Zbývají estetické úpravy: platí∥∥Ya ij

∥∥ =
|Y ◦ a ij|
‖a ij‖

=
(
Y i − Y j

)√ ninj

ni + nj

,

takºe H0 a sou£asn¥ Hij zamítneme v p°ípad¥ spln¥ní nerovnosti

∣∣Y i − Y j

∣∣ > r

√
ni + nj

ninj

,

tj.

∣∣Y i − Y j

∣∣ > S

√
(ni + nj) (I − 1)FI−1,n−m(α)

ninj

.

Porovnání s tradi£ní analýzou rozptylu

V p°ípad¥ tradi£ního F -testu ov¥°ujeme hypotézuH0 porovnáním hodnoty r s dél-
kou vektoru

YA = YM −YE = Ŷ −Y .

Tento postup si tedy m·ºeme p°edstavit tak, ºe v (I − 1)-rozm¥rném podpro-
storu M − E = A vytvo°íme kouli K se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic
a polom¥rem r; leºí-li v p°ípad¥ konkrétní realizace vektor Ŷ −Y vn¥ této koule,
zamítneme hypotézu H0 na hladin¥ významnosti α.

Vzhledem k rovnosti (1.107) bychom stejného výsledku dosáhli, pokud bychom
s hodnotou r pom¥°ovali v²echny vektory Ya , kde a ∈ A. V p°ípad¥ Sche�ého
metody mnohonásobného porovnávání tak v²ak £iníme pouze s vektoryYa ij . Tyto
vektory m·ºeme získat jako pravoúhlé pr·m¥ty vektoru YA = Ŷ − Y do pod-
prostor· [a ij]; pokud n¥který z t¥chto pr·m¥t· zasahuje vn¥ koule K, zamítneme
hypotézu H0 na hladin¥ významnosti nejvý²e α, a zárove¬ víme, pro jakou dvojici
i, j bychom m¥li zamítnout hypotézu Hij.

K této situaci dojde z°ejm¥ tehdy, kdyº vektor Ŷ −Y zasahuje vn¥ (I − 1)-
rozm¥rného t¥lesa T ⊂M−E, jehoº hranice tvo°í £ásti lineárních mnoºin kolmých
na p°ímky [a ij] a leºících ve vzdálenosti r od po£átku. Protoºe vektor· a ij je
celkem (

I

2

)
=
I(I − 1)

2

a kaºdý ur£uje dv¥ st¥ny t¥lesa T , je tímto t¥lesem I(I − 1)-st¥n opsaný kouli K.
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Tím pádem m·ºe nastat taková situace, ºe platí

Ŷ −Y 6∈ K, Ŷ −Y ∈ T ;

p°i pouºití klasické analýzy rozptylu pak hypotézu H0 zamítneme, zatímco p°i
pouºití mnohonásobného porovnávání nikoli (opa£ný p°ípad ov²em moºný není).
To je práv¥ projevem toho, ºe hladina testu provád¥ného Sche�ého metodou je
niº²í.

P°esná hladina významnosti Sche�ého metody je z°ejm¥ pravd¥podobnost, ºe
� za p°edpokladu platnosti hypotézy H0 � nastane jev

Ŷ −Y 6∈ T.

Ilustrace pro p°ípad I = 3

Tyto úvahy lze snadno znázornit v p°ípad¥, kdy platí I = 3; tehdy si m·ºeme
podprostor M p°edstavit jako trojrozm¥rný prostor, ve kterém sou°adnicové osy
p°edstavují sm¥ry vektor· a1,a2 a a3. Vektor e = a1 + a2 + a3 leºí v prvním
oktantu; ve speciálním p°ípad¥ vyváºeného t°íd¥ní spolu svírají dvojice vektor·
a i a e úhly stejné velikosti. Podprostor M −E se redukuje na rovinu kolmou na
tento vektor (p°edstavujme si ji jako procházející po£átkem) a koule K na kruh
leºící v této rovin¥.

Co se tý£e vektor· a ij, kaºdý z nich leºí v rovin¥ [a i,a j] a zárove¬ v rovin¥
M − E, leºí tedy na pr·se£nicích roviny M − E se t°emi rovinami ur£enými
sou°adnicovými osami. Pokud v rovin¥ M − E sestrojíme p°ímky, které jsou na
tyto pr·se£nice kolmé a leºí ve vzdálenosti r od po£átku sou°adnic, ohrani£ují
tyto p°ímky ²estiúhelník T opsaný kruhu K (viz obr. 1.28).

Ve speciálním p°ípad¥ vyváºeného t°íd¥ní mají v²echny vektory a ij stejnou
délku a svírají navzájem vºdy stejný úhel, tj. 2π/3; ²estiúhelník T je pak pravi-
delný.

1.12.2 Pás spolehlivosti pro regresní p°ímku

Nech´ pro náhodný vektor Y platí model (1.19). V p°íkladu 1.9.4 jsme pro pevn¥
zvolené x ∈ R nalezli vektor z (x) (zna£me jej takto místo p·vodního symbolu z ,
abychom zd·raznili jeho závislost na hodnot¥ x), pro který platí

µ ◦ z (x) = β0 + β1x, Y ◦ z = b0 + b1x.

Tento vektor je ur£en vzorcem

z (x) =
e

n
+ (x− x)

q

‖q‖2
,

kde x je pr·m¥rná hodnota sou°adnic vektoru x a vektor q je pravoúhlý pr·-
m¥t vektoru x do podprostoru M − E, je tedy kolmý na vektor e . Ozna£me
symbolem P lineární mnoºinu, kterou vytvo°í v²echny moºné vektory z (x), kdyº
necháme prom¥nnou x probíhat celou mnoºinu R. Je z°ejmé, ºe P je podmnoºinou
podprostoru M . Z toho plyne, ºe pravd¥podobnost jevu

∀a ∈ P : ‖Za‖ ≤ S
√

2F2,n−2(α) (1.113)
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K

r

Ŷ −Y

(a)

[a12]

[a23]
[a31]

a12

a31

a23

(b)

[a12]

[a31]

[a23]

Ŷ −Y

K

(c)

[a12]

[a23]

[a31]

Ŷ −Y

K T

(d)

Obrázek 1.28: Je-li v p°ípad¥ jednoduchého t°íd¥ní I = 3, p°edstavuje podprostor M − E
rovinu. (a) P°i klasickém F -testu hypotézy H0 : µ1 = µ2 = µ3 hypotézu zamítneme na hla-
din¥ α, pokud vektor Ŷ −Y zasahuje vn¥ kruhu K o polom¥ru r = S

√
2F2,n−3(α). (b) P°i

pouºití Sche�ého metody mnohonásobného porovnání promítneme nejd°íve vektor Ŷ −Y na
p°ímky [a ij ], kde a ij = a i/ni − aj/nj ∈ M − E. (c) Hypotézu H0 pak zamítneme tehdy,
kdyº n¥který z t¥chto pr·m¥t· zasahuje vn¥ kruhu K; sou£asn¥ získáváme informaci o tom,
pro které dvojice i, j z°ejm¥ platí µi 6= µj (podle na²eho obrázku bychom tedy do²li k záv¥ru,
ºe µ2 6= µ3). (d) Hladina tohoto testu je tedy rovna pravd¥podobnosti, ºe (za p°edpokladu
platnosti hypotézy H0) bude vektor Ŷ −Y leºet vn¥ ²estiúhelníku T opsaného kruhu K, jehoº
strany jsou kolmé na p°ímky [a ij ]. Leºí-li koncový bod vektoru Ŷ − Y vn¥ K, ale uvnit° T
(²ed¥ vybarvená zóna), zamítneme H0 p°i pouºití první metody, av²ak nikoli p°i pouºití druhé.

je alespo¬ 1− α; tento jev je totiº nutným d·sledkem jevu

∀a ∈M : ‖Za‖ ≤ S
√

2F2,n−2(α), (1.114)

který podle vztahu (1.108) nastane s pravd¥podobností práv¥ 1− α.

Ukáºeme v²ak, ºe zárove¬ jev (1.113) implikuje jev (1.114). Nejd°íve si uv¥dom-
me, ºe pravoúhlá projekce do jednorozm¥rného podprostoru ur£eného jediným
vektorem závisí pouze na sm¥ru tohoto vektoru, nikoli na jeho délce. Prvky mno-
ºiny P reprezentují v²echny sm¥ry podprostoru M = [e , q ] s výjimkou sm¥ru
vektoru q (viz obr. 1.29). Platí-li tedy nerovnost
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P
(x− x) q/ ‖q‖2

e/n
z

Obrázek 1.29: Necháme-li prom¥nnou x probíhat mnoºinu v²ech reálných £ísel, tvo°í vektory
z = e/n+(x− x) q/ ‖q‖2 jednorozm¥rnou lineární mnoºinu P . Vektory z reprezentují v²echny
sm¥ry podprostoru M = [e , q ] s výjimkou sm¥ru vektoru q .

‖Za‖ ≤ S
√

2F2,n−2(α) (1.115)

pro v²echny vektory a ∈ P , znamená to, ºe platí pro v²echny vektory a ∈ M ,
které nejsou rovnob¥ºné s vektorem q . Speciáln¥ se jedná o vektory jednotkové
délky, které lze vyjád°it ve tvaru

a = t
e

‖e‖
+ s

q

‖q‖
, (1.116)

kde t, s ∈ R, t 6= 0, t2 + s2 = 1. Pro tyto vektory m·ºeme s vyuºitím vzorce
(2.33) psát

lim
t→0
‖Za‖ = lim

t→0

∣∣∣∣Z ◦ (t e‖e‖ + s
q

‖q‖

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Z ◦ q

‖q‖

∣∣∣∣ = ‖Zq‖.

To znamená, ºe platí

‖Zq‖ ≤ sup
{
‖Za‖ : a ∦ q , ‖a‖ = 1

}
= sup

{
‖Za‖ : a ∦ q

}
.

Nerovnost (1.115) tedy platí i pro v²echny vektory rovnob¥ºné s vektorem q ,
takºe platí pro v²echny vektory a ∈M .

Jevy (1.113) a (1.114) jsou tím pádem ekvivalentní, a tedy stejn¥ pravd¥po-
dobné. Protoºe prvky mnoºiny P jsou vektory z (x), znamená to, ºe platí

P

[
∀x ∈ R : ‖Zz (x)‖ ≤ S

√
2F2,n−2(α)

]
= 1− α.

Zbývá dosadit

∥∥Zz (x)∥∥ =
|z (x) ◦ (Y − µ)|

‖z (x)‖
=

∣∣∣(b0 + b1x) − (β0 + β1x)
∣∣∣√√√√√√

1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2

;

po vynásobení nerovnosti jmenovatelem docházíme k poznatku, ºe pravd¥podob-
nost jevu

∀x ∈ R :
∣∣∣(b0 + b1x) − (β0 + β1x)

∣∣∣ ≤ S

√√√√√√√√√2F2,n−2(α)

 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2


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je 1−α. To ov²em znamená, ºe s pravd¥podobností 1−α leºí p°ímka y = β0+β1x
v £ásti roviny x, y vymezené hranicemi

y = b0 + b1x± S

√√√√√√√√√2F2,n−2(α)

 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2

. (1.117)

Tato oblast se nazývá pás spolehlivosti pro regresní p°ímku (viz obr. 1.23).

Alternativní zp·sob odvození

Ukaºme si je²t¥ jiný, mén¥ tradi£ní zp·sob, jakým lze dojít k hranicím (1.117). P°i
odvozování testu hypotézy µ = µ0 jsme vid¥li, ºe je-li skute£ná st°ední hodnota
náhodného vektoru Y rovna µ , platí

‖Ŷ − µ‖2
/

2

‖Y − Ŷ ‖2
/

(n− 2)
=
‖Ŷ − µ‖2

2S2
∼ F2,n−2

(viz (1.54) na stran¥ 46), tj.

P

[
‖Ŷ − µ‖2 ≤ 2S2F2,n−2(α)

]
= 1− α.

To znamená, ºe s pravd¥podobností 1 − α leºí st°ední hodnota µ v £ásti roviny
M vymezené kruºnicí se st°edem v koncovém bod¥ vektoru Ŷ a polom¥rem
r = S

√
2F2,n−2(α) (viz obr. 1.30).22 Ozna£me tuto mnoºinu K; kaºdý vektor µ

M

Ŷ

Y

r

Obrázek 1.30: Skute£ná st°ední hodnota µ leºí v p°ípad¥ modelu (1.13), resp. (1.56), s pravd¥-
podobností 1−α v £ásti roviny M ohrani£ené kruºnicí se st°edem v koncovém bod¥ vektoru Ŷ
a polom¥rem r = S

√
2F2,n−2(α), kde S

√
n− 2 je délka vektoru Y − Ŷ .

této mnoºiny odpovídá práv¥ jedné dvojici hodnot β0, β1 ∈ R, ur£ené vztahem

µ = β0e + β1x ,

22Jiná moºná formulace je, ºe £ást roviny vymezená touto kruºnicí obsahuje práv¥ ty vekto-
ry µ0, pro n¥º bychom nezamítli nulovou hypotézu µ = µ0 na hladin¥ významnosti α.
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a kaºdá taková dvojice odpovídá práv¥ jedné p°ímce

y = β0 + β1x

v rovin¥ x, y. V²echny tyto p°ímky pokrývají v rovin¥ x, y práv¥ pás spolehlivosti
pro regresní p°ímku, tj. mnoºinu, ve které hledaná p°ímka odpovídající skute£né
hodnot¥ µ leºí s pravd¥podobností 1 − α. Ur£it hranice tohoto pásu znamená
najít pro kaºdé pevn¥ zvolené x ∈ R minimum a maximum výrazu

f(µ) ≡ β0 + β1x

p°es v²echna µ = β0e + β1x taková, ºe µ ∈ K.
Funkce f je lineární, je tedy z°ejmé, ºe hledaného minima a maxima bude

nabývat ve dvou protilehlých bodech hrani£ní kruºnice. Hodnotu funkce f ve
st°edu této kruºnice známe:

f(Ŷ ) = b0 + b1x,

takºe sta£í ur£it derivaci ve sm¥ru gradientu funkce f a p°i£tením £i ode£tením
p°ír·stku funk£ní hodnoty, odpovídajícího délce polom¥ru r, zjistíme hledané
hodnoty. K tomu ov²em pot°ebujeme vyjád°it f v sou°adnicích vzhledem k n¥jaké
ortonormální bázi roviny M .

Zave¤me tedy bázi {
e

‖e‖
,
q

‖q‖

}
,

kde q je jiº d°íve zavedený vektor de�novaný vztahem (1.55). Pokud má pak
vektor µ = β0e + β1x ∈ K vzhledem k této bázi sou°adnice [t, u], platí

µ = t
e

‖e‖
+ u

q

‖q‖
= β0e + β1x =

= β0e + β1 (xe + q) =

= (β0 + β1x) e + β1q ,

tj.

t

‖e‖
= β0 + β1x,

u

‖q‖
= β1,

z £ehoº dostaneme vyjád°ení sou°adnic β0, β1 pomocí sou°adnic t, u:

β0 =
t

‖e‖
− ux

‖q‖
, β1 =

u

‖q‖
.

Dosadíme do p°edpisu funkce f a dostáváme

f (µ) =
t

‖e‖
+
u (x− x)

‖q‖
.

Gradient funkce f , tj. vektor g , v jehoº sm¥ru je r·st funkce f maximální, má
tedy vzhledem k zavedené ortonormální bázi sou°adnice(

∂f

∂t
,
∂f

∂u

)T

=

(
1

‖e‖
,
x− x
‖q‖

)T

.
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Derivace funkce f ve sm¥ru s ∈M je

f ′s =
g ◦ s
‖s‖

,

takºe derivace ve sm¥ru gradientu je

f ′g =
g ◦ g
‖g‖

= ‖g‖ =

√
1

‖e‖2
+

(x− x)2

‖q‖2
=

√√√√√√ 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2
.

Maximální, resp. minimální hodnota funkce f je proto

f
(
Ŷ
)
± f ′g · r = b0 + b1x± S

√√√√√√√√√2F2,n−2(α)

 1

n
+

(x− x)2

n∑
i=1

x2i − nx2

;

do²li jsme ke stejnému výsledku, jako je (1.117).
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2. Teoretická £ást

2.1 Geometrické d·sledky zavedení skalárního sou-
£inu

Nech´ je na reálném vektorovém prostoru Vn nad t¥lesem R de�nován skalární
sou£in ◦.1 Tím je na n¥m ur£ena téº norma (délka) vektoru y ∈ Vn:

‖y‖ ≡ √y ◦ y

a úhel sev°ený dv¥ma nenulovými vektory x , y ∈ Vn:

β ≡ arccos
x ◦ y
‖x‖ · ‖y‖

.

Platí-li pro dva vektory x , y ∈ Vn rovnost x ◦ y = 0, °íkáme, ºe jsou kolmé
a pí²eme x ⊥ y ; to z°ejm¥ nastane práv¥ tehdy, svírají-li úhel π/2 nebo je-li
aspo¬ jeden z nich nulový. Z vlastností skalárního sou£inu plyne, ºe je-li vektor
y kolmý ne vektory a , b, je kolmý i na jakoukoli jejich lineární kombinaci. Pro
skupinu navzájem kolmých vektor· x 1, . . . , x k platí∥∥∥∥∥

k∑
i=1

x i

∥∥∥∥∥
2

=
k∑

i=1

‖x i‖2 + 2
k∑

i=1

k∑
j=i+1

x i ◦ x j =

=
k∑

i=1

‖x i‖2,

tj. mnohorozm¥rná Pythagorova v¥ta.
Nech´ M je podprostor vektorového prostoru Vn (podobn¥ jako v²echny dále

uvedené podprostory). Jsou-li v²echny vektory n¥jaké báze tohoto podprostoru
navzájem kolmé, nazývá se tato báze ortogonální; mají-li navíc také jednotkovou
délku, nazývá se ortonormální. Je-li dimenze podprostoru M kone£ná, lze v n¥m
jakoukoli skupinu navzájem kolmých jednotkových vektor· doplnit na ortonor-
mální bázi tohoto podprostoru. To znamená, ºe v jakémkoli podprostoru kone£né
dimenze (v£etn¥ prostoru Vn, je-li n <∞) lze vytvo°it ortonormální bázi.

Zd·razn¥me, ºe v²echny vý²e uvedené pojmy jsou závislé na de�nici skalárního
sou£inu.

2.2 Kolmost podprostor·

Nejprve uve¤me n¥kolik elementárn¥j²ích de�nic a tvrzení.

� �ekneme, ºe vektor y je kolmý na podprostor A (y ⊥ A), jestliºe platí
x ⊥ y pro v²echny vektory x ∈ A. K prokázání kolmosti vektoru y na
podprostor A sta£í vzhledem k linearit¥ skalárního sou£inu doloºit jeho
kolmost na libovolnou skupinu generátor· A.

1Vektorový prostor Vn, na kterém je de�nován skalární sou£in, se nazývá unitární prostor

(viz [4]).
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� Je-li A libovolný podprostor, platí

[x ⊥ A ∧ x ∈ A] =⇒ x = 0. (2.1)

Z p°edpokladu totiº plyne x ⊥ x , tj. x ◦ x = 0, z £ehoº podle de�nice
skalárního sou£inu vyplývá x = 0.

� Sou£tem vektorových podprostor· A,B míníme mnoºinu

A+B ≡ {a + b; a ∈ A, b ∈ B} .

� Je-li podprostor B kone£né dimenze b podmnoºinou podprostoru A, tvo°í
mnoºina v²ech vektor· leºících v podprostoru A a kolmých na podprostor B
vektorový podprostor, který budeme zna£it A−B a nazveme jej (relativním)
ortogonálním dopl¬kem podprostoru B v podprostoru A, tj.

A−B ≡ {x : x ∈ A ∧ x ⊥ B} .

Platí B ∩ (A−B) = {0}.

� Platí-li navíc dimA = a <∞, m·ºeme zvolit ortonormální bázi {e1, . . . , eb}
podprostoru B a doplnit ji na ortonormální bázi {e1, . . . , ea} podprosto-
ru A. Pak lze ukázat, ºe platí

A−B = [eb+1, . . . , ea] ,

takºe je z°ejm¥ dim(A−B) = a− b a lze odvodit vztahy

A− (A−B) = B, (2.2)
B + (A−B) = A. (2.3)

� Ne kaºdé tvrzení, které vyhlíºí podobn¥ triviáln¥, je v²ak pravdivé: nap°í-
klad rovnost

(A+B)−B = A

obecn¥ neplatí.

� Jsou-li podprostory A,B podmnoºinami podprostoru C, platí

C − (A+B) = (C − A) ∩ (C −B). (2.4)

Leºí-li totiº vektor x v podprostoru C− (A+B), znamená to, ºe je prvkem
podprostoru C a zárove¬ je kolmý na podprostor A+B. Je tedy kolmý i na
podprostory A a B, takºe je prvkem jak podprostoru C−A, tak podprostoru
C −B.
Je-li naopak vektor x prvkem podprostoru (C − A) ∩ (C − B), leºí v pod-
prostoru C a p°itom je kolmý jak na podprostor A, tak na podprostor B.
Je tedy kolmý na v²echny vektory a ∈ A, b ∈ B, takºe je kolmý i na je-
jich lineární kombinace, coº ov²em znamená, ºe platí x ⊥ (A + B), a tedy
x ∈ C − (A+B).
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� Pokud je dimC <∞, m·ºeme ve vztahu (2.4) díky rovnosti (2.2) zam¥nit
A za C − A a B za C −B; získáme tak tvrzení

C −
[
(C − A) + (C −B)

]
= A ∩B,

které lze op¥t díky vzorci (2.2) p°epsat na tvar

C − (A ∩B) = (C − A) + (C −B). (2.5)

� Místo Vn − A pí²eme prost¥ A⊥; z rovností (2.2), (2.3), (2.4) a (2.5) tak
dosazením za �men²enec� dostáváme vztahy(

A⊥
)⊥

= A, (2.6)

A+ A⊥ = Vn, (2.7)
(A+B)⊥ = A⊥ ∩B⊥, (2.8)
(A ∩B)⊥ = A⊥ +B⊥. (2.9)

Poznamenejme, ºe pouze vztah (2.4), resp. (2.8), jsme dokázali odvodit bez
p°edpokladu kone£né dimenze prostoru C, resp. Vn. Pokud se tedy v dal²ím
textu odvoláváme na n¥které ze zbývajících vztah·, je tento p°edpoklad ne-
zbytný. Protoºe v²ak v na²em pojednání hrají roli pouze kone£né vektorové
prostory, nebudeme tuto skute£nost jiº p°ipomínat; nadále tedy budeme
automaticky p°edpokládat, ºe dimenze prostoru Vn je kone£ná.

2.2.1 Základní de�nice kolmosti podprostor·

Nejb¥ºn¥j²í a nejjednodu²²í de�nice kolmosti dvou podprostor·, ze které budeme
vycházet, je tato: podprostory A,B nazýváme kolmé a pí²eme A ⊥ B, jsou-
li v²echny vektory z jednoho podprostoru kolmé na v²echny vektory z druhého
podprostoru, tj.

A ⊥ B ⇐⇒ ∀a ∈ A, b ∈ B : a ⊥ b. (2.10)

Skute£nost, ºe podprostory A1, . . . , Ak jsou navzájem po dvojicích kolmé, budeme
zna£it zápisem

{A1, . . . , Ak} ∈ P⊥.

Pokud pro navzájem kolmé podprostory L1, . . . , Lk platí rovnost A = L1 + · · ·+
Lk, °íkáme, ºe tvo°í ortogonální rozklad podprostoru A. Tuto skute£nost budeme
vyjad°ovat zápisem

A = L1 ⊕ · · · ⊕ Lk,

resp.

A =
k⊕

i=1

Li.
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Následuje výb¥r jednoduchých uºite£ných tvrzení, které se týkají relace kol-
mosti:

A ⊥ B =⇒ A ∩B = {0} ,
A ⊥ B ⇐⇒ B ⊆ A⊥.

A ⊥ B ⇐⇒ (A+B)−B = A, (2.11)[
A ⊥ B ∧ C ⊆ A

]
=⇒ C ⊥ B,[

A ⊥ B ∧ A ⊥ C
]
⇐⇒ A ⊥ (B + C).

Jsou-li podprostory A, B kolmé, je rozklad libovolného vektoru x ∈ A+B na
£ást a ∈ A a £ást b ∈ B jednozna£n¥ ur£en. Je-li totiº

x = a1 + b1 = a2 + b2,

musí platit

(a1 + b1)− (a2 + b2) = (a1 − a2) + (b1 − b2) = 0.

První s£ítanec leºí v podprostoru A, musí v n¥m tedy leºet i ten druhý. Ten
je v²ak zárove¬ prvkem podprostoru B. Pr·nikem podprostor· A,B je ov²em
mnoºina {0}, takºe je

a1 − a2 = b1 − b2 = 0.

Vý²e uvedený poznatek lze snadno zobecnit na libovolný po£et podprostor·,
tj.

A =
k⊕

i=1

Ai

⇓
∀x ∈ A ∃!x 1 ∈ A1, . . . , x k ∈ Ak : x =

k∑
i=1

x i.

Záv¥rem dokaºme jedno speciální tvrzení, které vyuºijeme pozd¥ji: platí im-
plikace

{A,B,C} ∈ P⊥ =⇒ (A+B) ∩ (A+ C) = A. (2.12)

Inkluze A ⊆ (A+B)∩ (A+C) je jist¥ z°ejmá, pot°ebujeme tedy dokázat, ºe je-li
spln¥n p°edpoklad, platí

(A+B) ∩ (A+ C) ⊆ A. (2.13)

Nech´ tedy vektor x leºí v podprostoru (A + B) ∩ (A + C). Pak jej lze psát ve
dvou tvarech

x = a1 + b =

= a2 + c,

kde a i ∈ A, b ∈ B, c ∈ C. Z toho plyne

0 = (a1 + b)− (a2 + c) = (a1 − a2) + (b − c).

První z t¥chto s£ítanc· leºí v podprostoru A, musí v n¥m tedy leºet i ten druhý.
Ten je v²ak na tento podprostor zárove¬ kolmý, takºe musí platit b = c a tudíº
také b = c = 0 (nebo´ vektor 0 je jediný, který mají podprostory B a C spole£ný).
Je tedy x = a1 = a2 ∈ A, takºe platí (2.13).
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2.2.2 Zobecn¥ní pojmu kolmosti, kniºní kolmost

Nedostatkem de�nice (2.10) je, ºe nezahrnuje kolmost dvou rovin v prostoru V3
tak, jak je b¥ºn¥ chápána. Z toho d·vodu je navrºena v publikaci [21] její obecn¥j²í
varianta:

A |= B ⇐⇒
[
A⊥ ⊆ B ∨ B ⊆ A⊥

]
. (2.14)

Tamtéº je ukázáno, ºe se jedná o symetrickou de�nici, a£ to není na první pohled
patrné. Jiná alternativa je navrºena v knize [31]:

A t B ⇐⇒ A− P ⊥ B − P, (2.15)

kde P ≡ A ∩ B (ponechme toto zna£ení i nadále). Podprostory A,B se v tom-
to p°ípad¥ nazývají kniºn¥ kolmé.2 Skute£nost, ºe podprostory A1, . . . , Ak jsou
navzájem kniºn¥ kolmé, budeme vyjad°ovat zápisem

{A1, . . . , Ak} ∈ Pt.

Ob¥ de�nice (2.14) a (2.15) jsou z°ejm¥ zobecn¥ním de�nice (2.10), nebo´ ze
vztahu A ⊥ B triviáln¥ plynou vztahy A |= B, resp. AtB. M·ºeme v²ak ukázat,
ºe de�nice (2.15) je obecn¥j²í neº de�nice (2.14). Nech´ platí A |= B; to znamená,
ºe je bu¤to B ⊆ A⊥, nebo A⊥ ⊆ B. V prvním p°ípad¥ platí A ⊥ B, a tím pádem
i AtB. V p°ípad¥ druhém je mnoºina B−A⊥ tvo°ena v²emi prvky podprostoru
B, které jsou kolmé na podprostor A⊥, tj. leºí v podprostoru A. Platí tedy

B − A⊥ = P,

z £ehoº podle vztahu (2.2) plyne B−P = A⊥. To znamená, ºe podprostory B−P
a A jsou navzájem kolmé, tím spí²e jsou tedy kolmé i podprostory B−P a A−P .

Ze vztahu A |= B tedy plyne vztah AtB. Není tomu v²ak naopak, jak ukazuje
následující protip°íklad: nech´ {e1, e2, e3, e4} je ortonormální báze prostoru V4.
Poloºme

A ≡ [e1, e2] ,

B ≡ [e1, e3] ,

takºe je

A⊥ = [e3, e4] ,

P = [e1] ,

A− P = [e2] ,

B − P = [e3] .

Je vid¥t, ºe není spln¥no ani A⊥ ⊆ B, ani B ⊆ A⊥, takºe neplatí A |= B. P°itom
v²ak je A− P ⊥ B − P , takºe platí A tB.

2V originále je pouºit termín �book orthogonal� ; lep²í p°eklad nás bohuºel nenapadá. Pojem
je zde zna£en symbolem ⊥B , který v²ak má � krom¥ toho, ºe je �nep¥kný� � tu nevýhodu, ºe
není symetrický. Protoºe se touto relací hodláme zabývat podrobn¥ji, dovolili jsme si pro ni
zavést vlastní ozna£ení, stejn¥ jako v p°ípad¥ de�nice (2.14), kde jsme pro zm¥nu museli pouºít
zna£ení odli²né od de�nice (2.10).
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2.2.3 Kniºní kolmost dvou podprostor·

Uve¤me nyní n¥které uºite£né vztahy týkající se relace t mezi dv¥ma podpro-
story A, B.

� Platí

B ⊆ A =⇒ A tB, (2.16)

nebo´ je-li B ⊆ A, je P = B, a tedy B − P = {0} ⊥ A− P .

� De�nici (2.15) lze psát v ekvivalentním tvaru

A t B ⇐⇒ A− P ⊥ B. (2.17)

Je-li totiº A− P ⊥ B, platí tím spí²e A− P ⊥ B − P , a tedy AtB. Co se
tý£e opa£né implikace, podle (2.3) platí

B = (B − P ) + P,

takºe je-li podprostor A − P kolmý na podprostor B − P , a je kolmý i na
celý podprostor B (nebo´ na podprostor P je kolmý z de�nice).

� Platí-li A t B, tvo°í podprostory A − P , B − P a P ortogonální rozklad
podprostoru A+B,tj.

A tB =⇒ A+B = (A+ P )⊕ (B + P )⊕ P. (2.18)

Z de�nice ortogonálního dopl¬ku totiº plyne A − P ⊥ P a B − P ⊥ P ,
z p°edpokladu A tB vyplývá A− P ⊥ B − P a navíc z°ejm¥ platí

A+B = [P + (A− P )] + [P + (B − P )] =

= P + (A− P ) + P + (B − P ) =

= P + (A− P ) + (B − P ).

� Platí

A tB =⇒ A tB⊥. (2.19)

To lze snadno dokázat pomocí vhodn¥ zvolené ortogonální báze prostoru
Vn takové, ºe její £ásti generují postupn¥ podprostory A − P , B − P , P
a (A+B)⊥.

� Opakovaným pouºitím p°edchozího tvrzení a tvrzení (2.6) dostáváme vztahy

A tB ⇐⇒ A tB⊥,
A tB ⇐⇒ A⊥ tB⊥.
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2.2.4 Kniºní kolmost t°í podprostor·

� Dokaºme implikaci[
(A t C) ∧ (B t C)

]
=⇒ (A ∩B) t C. (2.20)

Vyuºijeme alternativní de�nici (2.17): p°edpoklad implikace je ekvivalentní
s tvrzením

A ⊥ C − (A ∩ C) ∧ B ⊥ C − (B ∩ C).

Z n¥j vyplývají vztahy

A ∩B ⊥ C − (A ∩ C),

A ∩B ⊥ C − (B ∩ C),

ze kterých plyne, ºe platí i

A ∩B ⊥
[
C − (A ∩ C)

]
+
[
C − (B ∩ C)

]
.

Podle vztahu (2.4) je v²ak[
C − (A ∩ C)

]
+
[
C − (B ∩ C)

]
= C − (A ∩B ∩ C).

Ukázali jsme tedy, ºe platí

A ∩B ⊥ C − (A ∩B ∩ C),

coº je podle (2.17) ekvivalentní s tvrzením (A ∩B) t C.

� Podobn¥ platí implikace(
A t C ∧ B t C

)
=⇒ (A+B) t C; (2.21)

z p°edpokladu totiº díky vztahu (2.19) vyplývá

(A⊥ t C) ∧ (B⊥ t C),

z £ehoº dále vzhledem k tvrzení (2.20) plyne

(A⊥ ∩ B⊥) t C.

Op¥t pouºijeme tvrzení (2.19) a dostaneme vztah(
A⊥ ∩B⊥

)⊥ t C,

ze kterého díky rovnostem (2.9) a (2.6) plyne záv¥r.

� O n¥co pracn¥j²í bude dokázat následující tvrzení: jsou-li podprostory A, B
a C navzájem kniºn¥ kolmé, existují navzájem kolmé podprostory L1, . . . , Lm

takové, ºe kaºdý z podprostor· A, B a C je sou£tem n¥kterých z nich.
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Nech´ tedy platí {A,B,C} ∈ Pt. Poloºíme

L1 ≡ A ∩B ∩ C,
L2 ≡ A ∩B − L1,
L3 ≡ B ∩ C − L1,
L4 ≡ A ∩ C − L1,
L5 ≡ A− (L1 + L2 + L4),
L6 ≡ B − (L1 + L2 + L3),
L7 ≡ C − (L1 + L3 + L4),

(2.22)

takºe platí (viz obr. 2.1)

A ∩B = L1 + L2,

B ∩ C = L1 + L3,

A ∩ C = L1 + L4.

A

C B

L1

L2

L3

L4

L5

L6L7

Obrázek 2.1: Schematické znázorn¥ní podprostor· L1, . . . , L7 (viz (2.22)).

Podle de�nice ortogonálního dopl¬ku je z°ejm¥ spln¥no

L1 ⊥ L2, L3, L4,

L5 ⊥ L1, L2, L4,

L6 ⊥ L1, L2, L3,

L7 ⊥ L1, L3, L4.

Z toho je mimo jiné patrné, ºe podprostor L5 ⊆ A je kolmý na podprostor
A∩B = L1 +L2. Je tedy podmnoºinou podprostoru A− (A∩B), který je
podle de�nice (2.17) díky p°edpokladu AtB kolmý na podprostor B. Platí
tedy L5 ⊥ B, a tudíº i

L5 ⊥ L3,

L5 ⊥ L6

(nebo´ je L3 ⊆ B, L6 ⊆ B). Analogicky lze dokázat i kolmosti

L6 ⊥ L4,

L6 ⊥ L7,

L7 ⊥ L2,

L7 ⊥ L5.
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Dále z p°edpokladu A t C, B t C dostáváme díky tvrzení (2.20) vztah
(A∩B)tC; z tvrzení (2.16) pak plyne (A∩B)tB. Dal²ím uºitím implikace
(2.20) z t¥chto záv¥r· dostáváme

(A ∩B) t (B ∩ C);

to ov²em podle de�nice (2.15) znamená, ºe platí

(A ∩B)− (A ∩B ∩ C) ⊥ (B ∩ C)− (A ∩B ∩ C),

tj.

L2 ⊥ L3.

Podobn¥ m·ºeme dokázat vztahy

L3 ⊥ L4,

L2 ⊥ L4.

V²echny podprostory L1, ..., L7 jsou tedy navzájem kolmé. Jak z nich lze
�sloºit� p·vodní podprostory A,B,C, lze snadno nahlédnout ze zp·sobu,
jakým byly zavedeny; dokázali jsme tedy, ºe platí

{A,B,C} ∈ Pt

⇓
∃{L1, . . . , L7} ∈ P⊥ :


A = L1 + L2 + L4 + L5,
B = L1 + L2 + L3 + L6,
C = L1 + L3 + L4 + L7.

(2.23)

� S pomocí vý²e uvedeného rozkladu m·ºeme dokázat dal²í vztah, který nám
pozd¥ji p°ijde vhod: platí

{A,B,C} ∈ Pt =⇒
[
A− (A ∩ C)

]
t
[
B − (B ∩ C)

]
. (2.24)

Nejd°íve dosa¤me:

A− (A ∩ C) = (L1 + L2 + L4 + L5)− (L1 + L4) =

= L2 + L5,

B − (B ∩ C) = (L1 + L2 + L3 + L6)− (L1 + L3) =

= L2 + L6;

druhé rovnosti plynou z asociativity s£ítání podprostor· a ze vztahu (2.11).
Podle tvrzení (2.12) dále platí

[A− (A ∩ C)] ∩ [B − (B ∩ C)] = L2.

Jelikoº podprostory

[A− (A ∩ C)]− L2 = L5,

[B − (B ∩ C)]− L2 = L6

jsou navzájem kolmé, je tvrzení (2.24) dokázáno.
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2.2.5 Kniºní kolmost více podprostor·

� Z tvrzení (2.20) a (2.21) lze snadno odvodit obecn¥j²í vztahy: jsou-li v²echny
podprostory A1, . . . , Ak navzájem kniºn¥ kolmé, jsou kniºn¥ kolmé i jakékoli
jejich vzájemné pr·niky £i sou£ty, tj.

{A1, . . . , Ak} ∈ Pt

⇓

∀I, J ⊆ {1, . . . , k} :


⋂

i∈I Ai t
⋂

j∈J Aj,∑
i∈I Ai t

∑
j∈J Aj,⋂

i∈I Ai t
∑

j∈J Aj.

(2.25)

� O n¥co náro£n¥j²í je dokázat obecn¥j²í verzi tvrzení (2.23): nech´ v²echny
podprostory A1, . . . , Ak jsou navzájem kniºn¥ kolmé. Pak existují navzájem
kolmé podprostory L1, . . . , Lm takové, ºe kaºdý z podprostor· Aj je sou£tem
n¥kterých z nich, tj. formáln¥

{A1, . . . , Ak} ∈ Pt

⇓
∃{L1, . . . , Lm} ∈ P⊥ ∀i ∈ {1, . . . , k} ∃Mi ⊆ {1, . . . ,m} :

Ai =
∑

j∈Mi
Lj.

(2.26)

D·kaz prove¤me matematickou indukcí. Pro k = 2 je tvrzení z°ejmé, pro
k = 3 jej máme jiº dokázané. P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro n¥jaké
dané k ∈ N (k ≥ 3) a ukaºme, ºe platí i pro k + 1.

Nech´ je tedy {A1, . . . , Ak+1} ∈ Pt. Pro j = 1, . . . , k poloºme

Pj ≡ Aj ∩ Ak+1,

Qj ≡ Aj − Pj,

D ≡ Ak+1 −
k∑

j=1

Pj.

Pro v²echna j ∈ {1, . . . , k} z°ejm¥ platí

D ⊥ Pj.

Z p°edpokladu Aj t Ak+1 podle (2.17) dále plyne Qj ⊥ Ak+1, coº ov²em
znamená, ºe platí také

Qj ⊥ D,

Qj ⊥ Pi

pro v²echna i, j ∈ {1, . . . , k} (nebo´ D,Pi ⊆ Ak+1).
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Podle (2.25) jsou v²echny podprostory Pj navzájem kniºn¥ kolmé a jejich
po£et je k, podle induk£ního p°edpokladu je lze tedy rozloºit na navzájem
kolmé podprostory L1, . . . , Lm.

Dále pro v²echna i, j ∈ {1, . . . , k} platí

Qi = Ai − (Ai ∩ Ak+1),

Qj = Aj − (Aj ∩ Ak+1),

z £ehoº podle (2.24) plyne Qi tQj. T¥chto podprostor· je rovn¥º k, takºe
podle induk£ního p°edpokladu i pro n¥ existují podprostory Lm+1, . . . , L2m

pat°i£ných vlastností; krom¥ toho jsou z°ejm¥ kolmé na v²echny podprosto-
ry L1, . . . , Lm. De�nujeme-li kone£n¥ L2m+1 ≡ D, je patrné, ºe podprostory
L1, . . . , L2m+1 jsou v²echny navzájem kolmé a p°itom platí

Ai = Pi +Qi =
∑
j∈Mi

Lj +
∑
j∈Ni

Lj,

Ak+1 = D +
k∑

j=1

Pj = L2m+1 +
∑
j∈M

Lj,

kde i ∈ {1, . . . , k}, Mi,M ⊆ {1, . . . ,m}, Ni ⊆ {m+ 1, . . . , 2m}.

2.3 Pravoúhlý pr·m¥t

Je-li M m-rozm¥rný podprostor prostoru Vn a y ∈ Vn, nazýváme pravoúhlým
pr·m¥tem vektoru y do podprostoruM takový vektor ŷ , který spl¬uje podmínky

ŷ ∈ M, (2.27)
y − ŷ ⊥ M. (2.28)

Tento pojem je tedy závislý na de�nici skalárního sou£inu.

2.3.1 Existence a jednozna£nost

Pravoúhlý pr·m¥t vektoru y do podprostoru M vºdy existuje a je ur£en jedno-
zna£n¥. Existenci m·ºeme doloºit volbou ortonormální báze {e1, . . . , en} prostoru
Vn takové, ºe vektory e1, . . . , em leºí v podprostoru M . Vyjád°íme-li pak vektor
y pomocí této báze:

y = y1e1 + · · ·+ ymem + ym+1em+1 + · · ·+ ynen,

je z°ejmé, ºe je

ŷ = y1e1 + · · ·+ ymem.

Jiným £asto pouºívaným zp·sobem, jak dokázat existenci pravoúhlého pr·-
m¥tu, je zvolit ortonormální bázi {e1, . . . , em} podprostoru M a ukázat, ºe platí

ŷ = (y ◦ e1) e1 + · · ·+ (y ◦ em) em. (2.29)

118



Podmínku (2.27) totiº tento vektor z°ejm¥ spl¬uje a dále pro v²echna i = 1, . . . ,m
platí

(y − ŷ) ◦ e i = y ◦ e i − (y ◦ e1) e1 ◦ e i − · · · − (y ◦ em) em ◦ e i =

= y ◦ e i − y ◦ e i =

= 0.

Vektor y − ŷ je tedy kolmý na v²echny generátory podprostoru M , tím pádem
je kolmý i na celý podprostor M a je spln¥na podmínka (2.28). Výhodou tohoto
d·kazu je jednak skute£nost, ºe je v n¥m zahrnut návod, jak � v p°ípad¥, ºe
disponujeme ortonormální bází podprostoru M � vektor ŷ nalézt, a jednak to,
ºe nevyºaduje p°edpoklad kone£nosti dimenze prostoru Vn; sta£í, má-li kone£nou
dimenzi podprostor M .

Dokaºme dále jednozna£nost pr·m¥tu ŷ : nech´ vedle vektoru ŷ existuje je²t¥
jiný vektor ŷ∗ spl¬ující podmínky (2.27), (2.28). Pro v²echny vektory x ∈M pak
platí

x ◦ (ŷ − ŷ∗) = x ◦
[
(y − ŷ∗)− (y − ŷ)

]
=

= x ◦ (y − ŷ∗)− x ◦ (y − ŷ) =

= 0.

Vektor ŷ − ŷ∗ je tedy kolmý na v²echny vektory podprostoru M , av²ak p°itom
v tomto podprostoru leºí, musí proto platit ŷ − ŷ∗ = 0.

2.3.2 Nejbliº²í prvek

D·leºitou vlastností pravoúhlého pr·m¥tu ŷ je to, ºe jako jediný má ze v²ech
prvk· podprostoru M nejmen²í vzdálenost3 od vektoru y , tj. platí implikace

[x ∈M ∧ x 6= ŷ ] =⇒ ‖y − x‖ > ‖y − ŷ‖ .

Je tomu tak proto, ºe pro x ∈ M leºí vektor ŷ − x v podprostoru M , takºe
vektor y − ŷ je na n¥j podle podmínky (2.28)) kolmý. Tvo°í s ním tedy odv¥sny
pravoúhlého trojúhelníku, jehoº p°eponou je vektor y − x ; nerovnost pak plyne
z Pythagorovy v¥ty.

2.3.3 Metody výpo£tu

P°edpokládejme, ºe podprostorM je ur£ený mnoºinou svých generátor· x 1, . . . , x k.
Jsou nám známy t°i zp·soby, jak lze ur£it vektor ŷ .

1. Vyjdeme z podmínek (2.27), (2.28). Z první z nich plyne, ºe vektor ŷ musí
být lineární kombinací vektor· x 1, . . . , x k:

ŷ = b1x 1 + · · ·+ bkx k (bi ∈ R), (2.30)

podle druhé podmínky musí být vektor y−ŷ na v²echny tyto vektory kolmý.
Z toho plynou pro 1 ≤ i ≤ k takzvané normální rovnice

(y − b1x 1 − · · · − bkx k) ◦ x i = 0. (2.31)

�e²ením vzniklé soustavy nalezneme koe�cienty bi a potaºmo vektor ŷ .
3P°ipome¬me, ºe i vzdálenost je závislá na de�nici skalárního sou£inu.
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2. Vyuºijeme vlastnosti (2.30): do výrazu

‖y − ŷ‖2

dosadíme za ŷ lineární kombinaci (2.30) a zjistíme, pro jaké hodnoty bi
nabývá tato funkce svého minima. Musíme tedy vy°e²it soustavu

∂‖y − b1x 1 − · · · − bkx k‖2

∂bi
= 0 (1 ≤ i ≤ k).

Tato soustava je ekvivalentní se soustavou získanou p°edchozím zp·sobem.

3. Je-li X matice, jejíº sloupce p°edstavují sou°adnice vektor· x i vzhledem
k aktuální ortonormální bázi, platí v maticovému zápisu

ŷ = XX
+y ,

kde X+ je Mooreova-Penroseova pseudoinverzní matice k matici X (viz [4]).

Speciální p°ípady

Je-li podprostor M generován jediným vektorem x , vede rovnice (2.31) k vyjád-
°ení

ŷ =
y ◦ x
‖x‖2

x . (2.32)

V p°ípad¥, ºe je délka vektoru x jednotková, tedy dostáváme vztah

ŷ = (y ◦ x ) x .

Sou°adnice vektoru ŷ vzhledem k ortonormální bázi podprostoru M = [x ] je pak
rovna hodnot¥

y∗ = y ◦ x . (2.33)

Pokud vektory x 1, . . . , x k tvo°í ortogonální bázi podprostoru M (tj. k = m),
plynou z rovnic (2.31) vztahy

bi =
y ◦ x i

‖x i‖2
. (2.34)

To znamená, ºe hodnoty bi získáme promítnutím vektoru y do jednotlivých p°í-
mek generovaných vektory xi. Ve speciálním p°ípad¥, kdy je báze {x 1, . . . , x k}
dokonce ortonormální, dostáváme rovnost (2.29).

�e²ení singulární soustavy normálních rovnic

V obecném p°ípad¥ se zpravidla soustava rovnic (2.31) zapisuje v maticovém
tvaru,4 který byl uveden jiº v kapitole 1.3 (viz (1.16); místo Y nyní pí²eme y).
Otázku °e²itelnosti a jednozna£nosti °e²ení této soustavy jsme jiº p°i té p°íleºitosti
probrali. Shr¬me nyní metody, které máme k dispozici v p°ípad¥, ºe vektory
x 1, . . . , x k jsou lineárn¥ závislé a tato soustava je neúplná:

4Matice její levé strany XTX má v pozici s indexem i, j skalární sou£in x i ◦ x j a nazývá se
Gramovou maticí vektor· x 1, . . . ,xm.
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1. Nejjednodu²²í moºností je vynechat z p·vodní skupiny generátor· ty vek-
tory x i, které jsou lineární kombinací ostatních; z takového uspo°ádání jiº
odvodíme soustavu, která je regulární a jednozna£n¥ °e²itelná. Tak vypo£-
teme koe�cienty bi, které odpovídají nevynechaným vektor·m, zatímco koe-
�cienty bi odpovídající vynechaným vektor·m poloºíme rovny nule.

2. �e²ení neúplné soustavy (1.16) lze vyjád°it ve tvaru

b =
(
X

T
X
)−
Xy ,

kde A− je matice pseudoinverzní k matici A, tj. matice spl¬ující rovnost

AA
−
A = A.

Není ov²em ur£ena jednozna£n¥ a r·zné moºnosti její volby vedou k r·zným
hodnotám koe�cient· bi.

Podrobn¥j²í informace o pseudoinverzních maticích lze nalézt v publikacích
[3], [4] a [25].

3. Soustavu (1.16) lze doplnit tzv. reparametriza£ními rovnicemi svazujícími
koe�cienty bi takovým zp·sobem, aby vzniklá soustava byla úplná. Tato me-
toda byla ukázána na p°íkladech v kapitole 1.11, dal²í poznámky k tomuto
tématu jsou podány v kapitole 2.9.

2.3.4 Ortogonální projekce a její vlastnosti

Zobrazení PM , které kaºdému vektoru y ∈ VM p°i°azuje jeho pravoúhlý pr·m¥t
ŷ do podprostoru M , se nazývá ortogonální projekce do podprostoru M . Uve¤me
n¥které jeho d·leºité vlastnosti.

� Toto zobrazení je lineární, coº je patrné jiº ze zp·sob·, jakým lze pravoúhlý
pr·m¥t vypo£ítat (°e²ením soustavy lineárních rovnic), lze to ale snadno
ov¥°it i p°ímo: je-li s, t ∈ R a x , y ∈ Vn, je pravoúhlým pr·m¥tem vektoru
sx + ty do podprostoru M vektor sPM(x ) + tPM(y), nebo´ spl¬uje ob¥
podmínky (2.27), (2.28). Z°ejm¥ totiº leºí v podprostoru M a dále platí[
sx + ty

]
−
[
sPM(x ) + tPM(y)

]
= s

[
x − PM(x )

]
+ t
[
y − PM(y)

]
,

coº je lineární kombinace vektor· kolmých na podprostor M .

� Platí

y ∈M ⇐⇒ PM(y) = y . (2.35)

Leºí-li totiº vektor y v podprostoruM , spl¬uje ob¥ podmínky (2.27), (2.28)
pravoúhlého pr·m¥tu, který je ur£en jednozna£n¥; musí tedy být y =
PM(y). Opa£ná implikace plyne z podmínky (2.27).

� Obrazem zobrazení PM je podprostor M :

ImPM = M.

To snadno plyne z podmínky (2.27) a p°edchozího tvrzení.
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� Pro v²echna y ∈ Vn platí

y ⊥M ⇐⇒ PM(y) = 0.

Je-li y ⊥ M , spl¬uje jist¥ vektor 0 ob¥ podmínky (2.27), (2.28) de�nice
pravoúhlého pr·m¥tu; je-li naopak PM(y) = 0, vyplývá z podmínky (2.28),
ºe platí y = y − PM(y) ⊥M .

� Z toho plyne, ºe jádrem zobrazení PM je mnoºina

KerPM = M⊥.

� Zobrazení PM je dále idempotentní, coº znamená, ºe platí

PMPM = PM ; (2.36)

pro v²echna x ∈ Vn je totiº PM(x ) ∈M a pro v²echna x ∈M je PM(x ) = x ,
z £ehoº plyne, ºe pro v²echna x ∈ Vn platí PMPM(x ) = PM(x ).

� Dal²í vlastností ortogonální projekce je to, ºe je to zobrazení samoadjungo-
vané, tj. jakékoli dva vektory x , y ∈ Vn spl¬ují rovnost

x ◦ PM(y) = PM(x ) ◦ y .

Pro levou stranu totiº platí

x ◦ PM(y) =
[
x − PM(x ) + PM(x )

]
◦ PM(y) =

=
[
x − PM(x )

]
◦ PM(y) + PM(x ) ◦ PM(y) =

= PM(x ) ◦ PM(y),

a na stejný tvar lze analogickým zp·sobem upravit pravou stranu.

� Zárove¬ m·ºeme ukázat, ºe kaºdé lineární samoadjungované idempotentní
zobrazení je ortogonální projekcí. Nech´ T je takové zobrazení a podprostor
M ≡ Im (T ) je jeho obraz. Jakýkoli vektor x ∈M je obrazem T (z ) n¥jakého
vektoru z ∈ Vn, takºe pro jakékoli dva vektory y ∈ Vn, x ∈M platí[

y − T (y)
]
◦ x =

[
y − T (y)

]
◦ T (z ) =

= T
[
y − T (y)

]
◦ z =

=
[
T (y)− TT (y)

]
◦ z =

=
[
T (y)− T (y)

]
◦ z =

= 0

(druhá rovnost plyne ze samoadjungovanosti, t°etí z linearity a £tvrtá z idem-
potence). Vektor y − T (y) je tedy kolmý na v²echny vektory x ∈ M , tím
pádem je kolmý na podprostor M ; to znamená, ºe vektor T (y) je pravoúh-
lým pr·m¥tem vektoru y do podprostoru M (voln¥ podle ([31]).

Poznamenejme, ºe matice samoadjungovaného zobrazení vzhledem k libo-
volné ortonormální bázi reálného vektorového prostoru je symetrická.
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� Nech´ M je podprostor prostoru Vn; de�nujme zobrazení

QM(y) ≡ y − PM(y).

Je z°ejmé, ºe platí

QM(y) ∈ M⊥,

y −QM(y) ⊥ M⊥,

z £ehoº plyne, ºe QM je ortogonální projekce do podprostoru M⊥.

� Pro v²echna y ∈ Vn je spln¥na rovnost

y = PM(y) +QM(y),

coº znamená, ºe zobrazení PM +QM je identita.

� Pro v²echna y ∈ Vn platí

‖PM(y)‖ ≤ ‖y‖. (2.37)

Vektory PM(y) a QM(y) jsou totiº kolmé a podle Pythagorovy v¥ty je

‖y‖2 = ‖PM(y)‖2 + ‖QM(y)‖2.

� Jsou-li podprostory A, B kolmé, je sloºením odpovídajících ortogonálních
projekcí nulové zobrazení:

A ⊥ B =⇒ PAPB = 0. (2.38)

Pro v²echna y ∈ Vn je totiº PB(y) ∈ B, coº je podle p°edpokladu vektor
kolmý na podprostor A, takºe je PAPB(y) = 0.

Lze se snadno p°esv¥d£it, ºe platí i obrácená implikace, jedná se tedy o ekvi-
valenci.

� Platí

A ⊥ B =⇒ PA + PB = PA+B. (2.39)

Pro v²echna y ∈ Vn je totiº PA(y) ∈ A, PB(y) ∈ B, takºe vektor PA(y) +
PB(y) je prvkem podprostoru A+B a spl¬uje podmínku (2.27) pravoúhlé-
ho pr·m¥tu. Abychom dokázali, ºe je spln¥na i podmínka (2.28), musíme
ukázat, ºe vektor

y − PA(y)− PB(y) (2.40)

je kolmý na podprostor A+B. Uv¥domme si tedy, ºe oba vektory y−PA(y)
a PB(y) jsou kolmé na podprostor A (první z nich z de�nice, druhý díky
p°edpokladu A ⊥ B). Tím pádem je na podprostor A kolmý i vektor (2.40).
Podobn¥ lze doloºit, ºe je kolmý i na podprostor B, je tedy kolmý i na
podprostor A+B.
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� Poslední tvrzení lze snadno zobecnit:

A =
k⊕

i=1

Ai =⇒ PA =
k∑

i=1

PAi . (2.41)

I v tomto p°ípad¥ je moºné nahradit implikaci ekvivalencí (viz [31]).

� Z implikace (2.39) vyplývá, ºe platí

B ⊆ A =⇒ PA = PA−B + PB. (2.42)

Je totiº (A−B) ⊥ B, tj.

PA−B + PB = P(A−B)+B = PA.

� Z tvrzení (2.41) a Pythagorovy v¥ty dále plyne

A =
k⊕

i=1

Ai =⇒ ‖PA(y)‖2 =
k∑

i=1

‖PAi(y)‖2 . (2.43)

� Platí

A tB =⇒ PAPB = PC ,

kde C ≡ A ∩B. M·ºeme totiº psát

PAPB = (PA−C + PC) (PB−C + PC) =

= PA−CPB−C + PA−CPC + PCPB−C + PCPC =

= PCPC =

= PC .

První rovnost plyne z tvrzení (2.42), t°etí rovnost z tvrzení (2.38), nebo´
je {A− C,B − C,C} ∈ P⊥. Poslední rovnost platí díky tomu, ºe zobrazení
PC je idempotentní.

� Z p°edchozího speciáln¥ plyne

B ⊆ A =⇒ PBPA = PB,

nebo´ je-li B ⊆ A, platí AtB a A∩B = B. To znamená, ºe promítneme-li
pravoúhlý pr·m¥t PA(y) do podprostoru B ⊆ A, dostaneme tentýº výsle-
dek, jako kdyº vektor y promítneme p°ímo do podprostoru B. Tuto sku-
te£nost jsme vyuºili v mnoha p°íkladech.

2.4 Tjur·v systém

Z hlediska lineárního modelu je výhodné takové uspo°ádání, kdy je podprostor
modelu sou£tem podprostor· tvo°ících tzv. Tjur·v systém,5 tj. kone£nou mnoºinu

5Tento termín uvádí Wichura v publikaci [31], podle které je tato kapitola voln¥ zpracována.
Mín¥n je dánský matematik Tue Tjur (nar. 1945); Wichura v²ak neuvádí ºádný jeho konkrétní
po£in, který by tento název vysv¥tloval. Snad by se mohlo jednat o £lánek [30].
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T podprostor· Ai spl¬ující podmínky

T ∈ Pt,
Vn ∈ T ,
Ai, Aj ∈ T =⇒ Ai ∩ Aj ∈ T .

Relace ⊆ ur£uje na mnoºin¥ T £áste£né uspo°ádání; minimálním prvkem, který
je podmnoºinou v²ech ostatních, je zde z°ejm¥ podprostor⋂

Ai∈T

Ai,

maximálním prvkem je prostor Vn. Vztahy mezi podprostory tvo°ícími Tjur·v
systém lze p°ehledn¥ znázornit pomocí schématu, ve kterém £ára od vý²e leºícího
podprostoru Ai k níºe leºícímu podprostoru Aj znamená, ºe platí Aj ⊂ Ai (viz
p°íklady 1.8.3, 1.8.4 a p°íklady na konci této kapitoly).

2.4.1 Rozklad Tjurova systému na kolmé podprostory

De�nujeme-li pro kaºdý podprostor Ai ∈ T

Li ≡ Ai −
∑

Aj⊂Ai

Aj,

lze dokázat tzv. Tjur·v teorém (viz [31]): podprostory Li jsou navzájem kolmé
a p°itom platí

Ai =
∑

Aj⊆Ai

Lj. (2.44)

To je vlastn¥ siln¥j²í verze tvrzení (2.26), nebo´ jakoukoli kone£nou mnoºinu
navzájem kniºn¥ kolmých podprostor· lze z°ejm¥ doplnit na Tjur·v systém.6

Z tvrzení (2.44) plynou díky implikacím (2.41) a (2.43) analogické vztahy pro
pravoúhlé pr·m¥ty a £tverce jejich délek:

PAi =
∑

Aj⊆Ai

PLj , (2.45)

∥∥PAi(y)
∥∥2 =

∑
Aj⊆Ai

∥∥PLj(y)
∥∥2 . (2.46)

Podobný vztah platí samoz°ejm¥ i pro dimenze:

dimAi =
∑

Aj⊆Ai

dimLj. (2.47)

6Chceme-li doplnit navzájem kniºn¥ kolmé podprostory A1, . . . , Ak na Tjur·v systém, mu-
síme k nim p°idat v²echny jejich moºné pr·niky. Výsledný po£et podprostor· bude z°ejm¥
nejvý²e 2k − 1; v tom p°ípad¥ totiº kaºdému pr·niku odpovídá práv¥ jedna neprázdná pod-
mnoºina mnoºiny {A1, . . . , Ak}. To znamená, ºe pro k navzájem kniºn¥ kolmých podprostor·
existuje nejvý²e 2k − 1 podprostor· Li vlastností poºadovaných v tvrzení (2.26). Poloºíme-li
m ≡ 2k − 1, pot°ebujeme pro (k + 1) podprostor· Ai nejvý²e

2k+1 − 1 = 2 · (2k − 1) + 1 = 2m+ 1

podprostor· Li, coº odpovídá po£tu pouºitém v d·kazu tvrzení (2.26).
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To znamená, ºe v²echny vztahy mezi projekcemi PAi a PLj , které odvodíme z rov-
nosti (2.45), platí analogicky i pro dimenze a £tverce délek p°íslu²ných pravoúh-
lých pr·m¥t· (samotných podprostor· Ai, Lj se v²ak tato analogie netýká, nebo´
zde je význam symbol· +, − odli²ný a platí pro n¥ jiná pravidla).

2.4.2 Tjur·v systém a t°íd¥ní

Spojovacím £lánkem mezi pojmem Tjurova systému a lineárním modelem je ví-
cenásobné t°íd¥ní. Je-li totiº toto t°íd¥ní vyváºené, tvo°í podprostory ur£ené
jednotlivými faktory a jejich interakcemi spolu s celým podprostorem modelu
a prostorem Vn Tjur·v systém a vý²e uvedená tvrzení zna£n¥ usnad¬ují výpo£et
v²ech pot°ebných pravoúhlých pr·m¥t·, resp. jejich délek. Pr·m¥ty do podpro-
stor· Ai ur£ených jednotlivými faktory totiº m·ºeme snadno nalézt (viz p°íklad
1.3.5), z nich lze dále vypo£ítat pr·m¥ty do podprostor· Li a z t¥ch je pak moº-
né �poskládat� pr·m¥t do libovolného dal²ího relevantního podprostoru. Pr·m¥-
ty PLi navíc reprezentují p°ísp¥vek odpovídajícího faktoru k celkové variabilit¥
a £tverce jejich délky mohou poslouºit k posouzení vlivu p°íslu²ného faktoru po-
mocí F -testu.

Tento koncept jsme tedy vlastn¥ pouºili v p°íkladech 1.8.3, 1.8.4, kde podpro-
story E,A,B,M, V12, resp. E,A,B,C,M,N, V12 byly navzájem kniºn¥ kolmé. Pro
lep²í ilustraci vý²e nazna£ených metod uvedeme je²t¥ dal²í dva p°íklady týkající
se trojného t°íd¥ní.

Poznamenejme je²t¥, ºe k tomu, aby podprostory ur£ené jednotlivými faktory
byly navzájem kniºn¥ kolmé, je podmínka vyváºenosti posta£ující, av²ak nikoli
nutná. Nap°íklad podprostory

A ≡





1
1
1
1
1
1
0
0
0
0


,



0
0
0
0
0
0
1
1
1
1




, B ≡





1
1
1
0
0
0
1
1
0
0





0
0
0
1
1
1
0
0
1
1




jsou kniºn¥ kolmé a p°itom je lze interpretovat jako faktory v nevyváºeném t°í-
d¥ní. Dal²í podrobnosti viz [31].

P°íklady

2.4.3 Trojné t°íd¥ní

Nech´ pro navzájem nezávislé sloºky Yijk náhodného vektoru Y platí

Yijk ∼ N
(
µ+ αi + βj + γk; σ2

)
,
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kde i, j, k ∈ {1, 2}. Koe�cienty αi, βj, γk tedy p°edstavují vliv t°í dvoúrov¬ových
faktor· A,B,C. Náhodný vektor Y tedy m·ºeme popsat modelem

Y111
Y112
Y121
Y122
Y211
Y212
Y221
Y222


=



1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1
1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1


·



µ
α1

α2

β1
β2
γ1
γ2


+ Z ≡

≡ Xβ + Z ,

kde Z ∼ N (0; σ2I8). Ozna£me sloupce matice X postupn¥

e ,a1,a2, b1, b2, c1, c2

a de�nujme podprostory

E ≡ [e ] ,

A ≡ [a1,a2] ,

B ≡ [b1, b2] ,

C ≡ [c1, c2] ,

M ≡ [e ,a1,a2, b1, b2, c1, c2] = E + A+B + C = A+B + C;

podprostor E je jednorozm¥rný, podprostory A,B,C jsou dvojrozm¥rné. Podobn¥
jako v p°íkladu 1.8.3 lze ukázat, ºe platí

A ∩B = B ∩ C = A ∩ C = A ∩B ∩ C = E,

{A− E,B − E,C − E} ∈ P⊥,

takºe v²echny podprostory E,A,B,C,M jsou na sebe navzájem kniºn¥ kolmé
a spolu s prostorem V8 tvo°í Tjur·v systém. Vztahy mezi jednotlivými podpro-
story m·ºeme znázornit pomocí následujícího schematu:

Vn

M

A B C

E

Nyní poloºíme

LE ≡ E − {} = E,

LA ≡ A− E,
LB ≡ B − E,
LC ≡ C − E,
LM ≡ M − (A+B + C + E) = {0} ;
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aº na poslední jsou v²echny tyto podprostory z°ejm¥ jednorozm¥rné. Díky tvrzení
(2.42) m·ºeme dále vyjád°it ortogonální projekce do podprostor· LA, LB, LC :

PLA = PA − PE,

PLB = PB − PE,

PLC = PC − PE,

a podle tvrzení (2.45) máme

PM = PLM + PLA + PLB + PLC + PLE =

= 0 + (PA − PE) + (PB − PE) + (PC − PE) + PE =

= PA + PB + PC − 2PE.

Získáme-li nyní realizaci náhodného vektoruY , snadno ur£íme (viz p°íklady 1.3.4,
1.3.5) její pravoúhlé pr·m¥ty Y ,YA,YB,YC do podprostor· E, A, B, C; pra-
voúhlým pr·m¥tem vektoru Y do podprostoru M je pak vektor

YM = YA +YB +YC − 2Y ,

pro jehoº délku platí analogicky

‖YM‖ = ‖YA‖2 + ‖YB‖2 + ‖YC‖2 − 2‖Y ‖2

(viz (2.46)). Podle vztahu (2.47) dostáváme dále

dimM = dimLM + dimLA + dimLB + dimLC + dimLE =

= 1 + 1 + 1 + 1 + 0 =

= 4.

Budeme-li chtít posoudit nap°. významnost vlivu faktoru A, u£iníme tak pro-
st°ednictvím statistiky

‖PLA(Y )‖2/ dimLA

‖Y − PM(Y )‖2/ (dimV8 − dimM)
=

‖YA‖2 − ‖Y ‖2[
‖Y ‖2 − ‖YM‖2

]/
4
,

která má za p°edpokladu platnosti hypotézy α1 = α2 (tj. absence vlivu faktoru A)
rozd¥lení F1,4.

2.4.4 Trojné t°íd¥ní s jednou interakcí prvního °ádu

Chceme-li zahrnout do p°edchozího modelu je²t¥ interakce mezi faktory A,B,
musíme pro sloºky Yijk náhodného vektoru Y uvaºovat vztah

Yijk ∼ N
(
µ+ αi + βj + γk + δij; σ

2
)

;
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koe�cienty δij zde p°edstavují vliv interakcí. Náhodný vektor Y tedy m·ºeme
popsat modelem

Y =



1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1


·



µ
α1

α2

β1
β2
γ1
γ2
δ11
δ12
δ21
δ22


+ Z ,

kde Z ∼ N (0; σ2I8). Ponechme ozna£ení z p°edchozího p°íkladu, ale dopl¬me jej
o £ty°rozm¥rný podprostor D generovaný posledními £ty°mi sloupci odpovídají-
cími interakcím a p°izp·sobme de�nici podprostoru M :

M = E + A+B + C +D = C +D

(nebo´ je z°ejm¥A,B,E ⊆ D). Op¥t lze ukázat, ºe podprostoryE,A,B,C,D,M, Vn
tvo°í Tjur·v systém, jehoº strukturu nám ukazuje následujícím schéma:

V8

M

CB

D

A

E

De�nice podprostor· LE, LA, LB, LC m·ºeme ponechat beze zm¥ny z p°edchozího
p°íkladu, dále dopl¬me

LD ≡ D − (A+B + E) = D − (A+B),

LM ≡ M − (A+B + C +D + E) = {0} .

Aplikací tvrzení (2.45) dostaneme

PD = PLD + PLA + PLB + PLE =

= PLD + (PA − PE) + (PB − PE) + PE =

= PLD + PA + PB − PE,

PM = PLM + PLD + PLA + PLB + PLC + PLE =

= 0 + PLD + (PA − PE) + (PB − PE) + (PC − PE) + PE =

= PLD + PA + PB + PC − 2PE.
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Projekce PA, PB, PC , PE a PD op¥t ur£íme snadno,7 a jelikoº víme, ºe platí

PD = PLD + PLA + PLB + PLE =

= PLD + (PA − PE) + (PB − PE) + PE =

= PLD + PA + PB − PE,

m·ºeme vyjád°it projekci PLD :

PLD = PD − PA − PB + PE (2.48)

a dosadit ji do výrazu pro PM :

PM = (PD − PA − PB + PE) + PA + PB + PC − 2PE =

= PD + PC − PE. (2.49)

Pravoúhlým pr·m¥tem vektoru Y do podprostoru M je tedy vektor

YM = YD +YC −Y .

Chceme-li dále nap°íklad testovat vliv interakcí D, ur£íme nejd°íve dimenze pod-
prostor· LD a M , a to ze vztah· analogických rovnostem (2.48), (2.49):

dimLD = dimD − dimA− dimB + dimE =

= 4− 2− 2 + 1 =

= 1,

dimM = dimD + dimC − dimE =

= 4 + 2− 1 =

= 5;

pak vypo£teme hodnotu statistiky

‖PLD(Y )‖2/ dimLD

‖Y − PM(Y )‖2/ (dimV8 − dimM)
=

‖YD‖2 − ‖YA‖2 − ‖YB‖2 + ‖Y ‖2[
‖Y ‖2 − ‖YD‖2 − ‖YC‖2 + ‖Y ‖2

]/
3
,

která má v p°ípad¥ absence vlivu interakcí D rozd¥lení F1,3.

2.5 Náhodný vektor a jeho charakteristiky

2.5.1 Poznámky k de�nici náhodného vektoru

V kapitole 1.1.4 jsme uvedli geometrickou de�nici náhodného vektoru zp·sobem
spí²e intuitivním. Zmi¬me se nyní stru£n¥ o dvou zp·sobech, jak lze k tomuto
pojmu p°istoupit exaktn¥ji.

První moºností je zavést p°ímo na vektorovém prostoru Vn σ-algebru, na které
de�nujeme pravd¥podobnostní míru.

Jiná alternativa je pouºita v publikaci [31]: nech´ trojice (Σ,A,P) je pravd¥-
podobnostní prostor. Náhodný vektor je pak taková funkce Y : Σ → Vn, ºe pro
v²echna a ∈ Vn je výraz a ◦ Y náhodná veli£ina (na prostoru Vn tedy p°edpo-
kládáme zavedený skalární sou£in). To je ekvivalentní poºadavku, aby Y byla
m¥°itelná funkce vzhledem k nejmen²í algeb°e (Vn,B), vzhledem ke které jsou
m¥°itelné v²echny lineární formy na prostoru Vn (tj. funkce x → a ◦ x , kde
a ∈ Vn).

7InterakceD vlastn¥ p°edstavují samostatný faktor; £asto se tento faktor ozna£uje symbolem
A×B.
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2.5.2 St°ední hodnota, varian£ní operátor

Podobným zp·sobem jsou v knize [31] zavedeny dal²í elementární pojmy: st°ední
hodnotou EY náhodného vektoru Y je mín¥n takový vektor µ ∈ Vn, ºe pro
v²echna a ∈ Vn platí

E (a ◦Y ) = a ◦ µ; (2.50)

varian£ní operátor8 je zde de�nován jako takový homomor�smus
∑

Y : Vn → Vn,
který spl¬uje podmínku

cov (a ◦Y , b ◦Y ) = a ◦∑Y (b)

pro v²echna a , b ∈ Vn. Zatímco st°ední hodnota je vý²e uvedeným zp·sobem de-
�nována jednozna£n¥, varian£ní operátor závisí na zavedeném skalárním sou£inu.

Ob¥ de�nice povaºujeme za velmi praktické a jejich aktivní pouºívání se nám
osv¥d£ilo. Uve¤me jejich pouºití v d·kazech n¥kterých elementárních tvrzení;
zdrojem v²ech níºe uvedených my²lenek týkajících se tohoto tématu je kniha [31].

� Nech´ Y1, . . . , Yn jsou sou°adnice náhodného vektoru Y vzhledem k or-
tonormální bázi {e1, . . . , en} a vij jsou prvky matice homomor�smu

∑
Y

vzhledem k této bázi. Pak platí

cov (Yi, Yj) = cov (e i ◦Y , ej ◦Y j) =

= e i ◦
∑

Y (ej) =

= vij.

Maticí homomor�smu
∑

Y vzhledem k dané ortonormální bázi je tedy stan-
dardní varian£ní matice, jejíº prvky jsou rozptyly a kovariance sou°adnic
vektoru Y vzhledem k této bázi.

� Zobrazení
∑

Y je pozitivn¥ semide�nitní a samoadjungované, nebo´ pro
libovolné vektory a , b ∈ Vn platí

a ◦∑Y (a) = var (a ◦Y ) ≥ 0,

a ◦∑Y (b) = cov (a ◦Y , b ◦Y ) =

= cov (b ◦Y ,a ◦Y ) =

= b ◦∑Y (a) =

=
∑

Y (a) ◦ b.

To je jiným vyjád°ením skute£nosti, ºe varian£ní matice je pozitivn¥ semide-
�nitní a symetrická (nebo´ matice samoadjungovaného zobrazení vzhledem
k ortonormální bázi je symetrická).

� Je-li T : Vn → Wk libovolný homomor�smus, platí

ET (Y ) = T (EY ), (2.51)

nebo´ m·ºeme psát

E
[
w • T (Y )

]
= E

[
T ′(w) ◦Y

]
= T ′(w) ◦ EY = w • T (EY ),

8V originále �dispersion operator� .
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kde w je libovolný prvek vektorového prostoru Wk, • je skalární sou£in na
tomto prostoru a T ′ je homomor�smus adjungovaný k homomor�smu T
vzhledem k pouºitým skalárním sou£in·m.

V maticovém zápisu má tento vztah podobu (1.1).

� Podobn¥ m·ºeme odvodit pro libovolné dva vektory a , b ∈ Wk rovnosti

cov
[
a • T (Y ), b • T (Y )

]
= cov

[
T ′(a) ◦Y , T ′(b) ◦Y

]
=

= T ′(a) ◦∑Y T
′(b) =

= a • T∑Y T
′(b),

z £ehoº plyne vztah ∑
T (Y ) = T

∑
Y T

′. (2.52)

Maticovou analogií tohoto tvrzení je vzorec (1.2).

2.5.3 Obraz varian£ního operátoru

Nahlíºíme-li na varian£ní operátor
∑

Y jako na lineární zobrazení, má toto zob-
razení zajímavou vlastnost, které bychom si jinak nemuseli pov²imnout: jeho ob-
razem je nejmen²í podprostor prostoru Vn, ve kterém leºí náhodný vektor Y −µ
s pravd¥podobností 1, tj. formáln¥

P [Y − µ ∈ Im
∑

Y ] = 1, (2.53)
P [Y − µ ∈M ] = 1 =⇒ Im

∑
Y ⊆M, (2.54)

kde M je libovolný podprostor prostoru Vn.
Nejd°íve ukaºme, ºe je spln¥na rovnost (2.53). Pro jakýkoli vektor a leºící

v podprostoru (Im
∑

Y )⊥ platí

var (a ◦Y ) = a ◦∑Y (a) = 0,

coº znamená, ºe výraz a ◦ Y je s pravd¥podobností 1 roven n¥jaké konstant¥.
Touto konstantou musí být ov²em hodnota E (a ◦Y ) = a ◦µ. M·ºeme tedy psát

1 = P

[
∀a ∈ (Im

∑
Y )⊥ : a ◦Y = a ◦ µ

]
=

= P

[
∀a ∈ (Im

∑
Y )⊥ : a ◦ (Y − µ) = 0

]
=

= P

[
Y − µ ⊥ (Im

∑
Y )⊥

]
=

= P

[
Y − µ ∈ Im

∑
Y

]
.

Tvrzení (2.54) dokaºme sporem. P°edpokládejme, ºe existuje takový podpro-
storM ⊂ Im

∑
Y (tj.M 6= Im

∑
Y ), ºe pravd¥podobnost jevu Y − µ ∈ M je 1.

Podprostor Im
∑

Y −M je neprázdný; zvolme tedy n¥jaký jeho nenulový prvek a .
Tento vektor leºí v podprostoru Im

∑
Y , takºe existuje n¥jaký vektor b ∈ Vn, pro

který je a =
∑

Y (b). Pro vektory a , b tedy platí

cov (a ◦Y , b ◦Y ) = a ◦∑Y (b) = ‖a‖2 6= 0.
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Vektor a je v²ak také kolmý na podprostor M , takºe podle p°edpokladu platí

P
[
a ◦ (Y − µ) = 0

]
= 1,

z £ehoº plyne

cov (a ◦Y , b ◦Y ) = cov
[
a ◦ (Y − µ), b ◦Y

]
= 0,

coº je spor.
Máme-li tedy varian£ní operátor vyjád°ený pomocí varian£ní matice, je jaká-

koli moºná realizace náhodného vektoru Y lineární kombinací jejích sloupc·.
Dopl¬me, ºe pokud neplatí rovnost Im

∑
Y = Vn, nazývá se rozd¥lení náhod-

ného vektoru Y singulární.

2.5.4 P°echod k jinému skalárnímu sou£inu

Jak bylo vý²e uvedeno, závisí varian£ní operátor de�novaný jako lineární zobraze-
ní na aktuáln¥ zavedeném skalárním sou£inu. Nech´ • je jiný skalární sou£in; pak
existuje samoadjungovaný pozitivn¥ de�nitní homomor�smus G spl¬ující pod-
mínku

a • b = a ◦G(b)

pro v²echny vektory a , b ∈ Vn (viz [31]). Platí tedy

cov(a •Y , b •Y ) = cov
[
G(a) ◦Y , G(b) ◦Y

]
=

= G(a) ◦∑YG(b) =

= a ◦G∑YG(b) =

= a •∑YG(b),

coº znamená, ºe varian£ním operátorem vzhledem ke skalárnímu sou£inu • je
zobrazení

∑
YG.

Toho lze vyuºít, pokud nám stávající varian£ní operátor nevyhovuje. Doposud
jsme ve v²ech p°íkladech p°edpokládali, ºe varian£ní matice náhodného vektoruY
je σ2-násobkem matice jednotkové. Analogií tohoto p°edpokladu v �coordinate-
free� p°ístupu je poºadavek, aby zobrazení

∑
Y bylo σ2-násobkem identity na

prostoru Vn.9 Je-li tato podmínka spln¥na, platí pro v²echny vektory a , b ∈ Vn

var (a ◦Y ) = σ2‖a‖2, (2.55)
cov (a ◦Y , b ◦Y ) = σ2a ◦ b, (2.56)

díky £emuº lze odvodit, ºe pravoúhlý pr·m¥t vektoru Y do podprostoru dané-
ho modelem je nejlep²ím nestranným lineárním odhadem st°ední hodnoty (viz
kapitolu 2.8) a pr·m¥ty do navzájem kolmých podprostor· jsou nekorelované;
v p°ípad¥ normality jsou pak i nezávislé a jejich p°íslu²né funkce mají rozd¥lení
χ2, F, resp. t.

V praxi se v²ak £asto vyskytuje obecn¥j²í p°ípad
∑

Y ≡ σ2V , kde V je známý
pozitivn¥ de�nitní a samoadjungovaný homomor�smus (v maticové form¥ mu

9V takovém p°ípad¥ se rozd¥lení vektoru Y nazývá slab¥ sférické.
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odpovídá symetrická pozitivn¥ de�nitní matice) a σ2 je neznámý parametr. Tehdy
ov²em vztahy (2.55), (2.56) neplatí; jednou z moºností, jak toto úskalí obejít, je
p°ede�novat skalární sou£in. Poloºíme-li

a • b ≡ a ◦ V −1(b)

(nezbytnou podmínkou je samoz°ejm¥ regularita zobrazení
∑

Y ),10 je varian£ním
operátorem náhodného vektoru Y vzhledem ke skalárnímu sou£inu • homomor-
�smus σ2V V −1 = σ2I, tj. σ2-násobek identity. Tím je problém p°eveden na p°ed-
chozí situaci. Nesmíme ov²em zapomenout na to, ºe se zm¥nou skalárního sou£inu
se m¥ní i pojem kolmosti, a tedy i pravoúhlého pr·m¥tu.

V knize [35] je uveden alternativní postup, vycházející ze vztahu (2.52): je-li∑
Y = σ2V , nalezneme zobrazení T , pro které platí TV T ′ = I (toto zobrazení

se b¥ºn¥ ozna£uje jako V −1/2), a pak pracujeme s transformovaným náhodným
vektorem T (Y ), jehoº varian£ní operátor je Tσ2V T ′ = σ2I. Je ov²em t°eba
transformovat i podprostor M daný modelem.11 Ob¥ metody vedou pochopiteln¥
ke stejným výsledk·m.

2.5.5 Rozklad samoadjungovaného zobrazení na sou£et or-
togonálních projekcí

V souvislosti s posledn¥ uvedenou metodou uve¤me zmi¬me jedno uºite£né tvrze-
ní: je-li V samoadjungovaný homomor�smus, lze jej zapsat jako lineární kombinaci
navzájem kolmých ortogonálních projekcí, tj. existují navzájem kolmé podprosto-
ry A1, . . . , Ak (k ≤ n), které tvo°í ortogonální rozklad prostoru Vn a p°itom platí

V =
k∑

i=1

ciPAi , (2.57)

kde ci ∈ R (d·kaz viz [31]).
Pro libovolný vektor x ∈ Ai z°ejm¥ platí

V (x ) = cix ,

takºe koe�cienty ci jsou vlastní £ísla zobrazení V a vektory leºící v podprostoru Ai

jsou jim odpovídající vlastní vektory. V kaºdém z podprostor· Ai lze tedy zvolit
n¥jakou ortonormální bázi, jejíº prvky jsou vlastní vektory zobrazení V p°íslu²né
k vlastnímu £íslu ci (jehoº násobnost odpovídá dimenzi p°íslu²ného podprostoru).
Sjednocení t¥chto bází tvo°í ortonormální bázi B∗ prostoru Vn. Je-li nyní V matice
zobrazení V vzhledem k n¥jaké p·vodní ortonormální bázi B a Umatice p°echodu
od báze B∗ k bázi B12, lze rovnost (2.57) vyjád°it ve tvaru

V = UDU
T ,

10V maticovém zápisu se tedy jedná o to, ºe nahrazujeme p·vodní skalární sou£in a ◦b = aTb

alternativním skalárním sou£inem a•b ≡ aTV−1b, kde V je varian£ní matice, resp. její násobek.
11Tento postup m·ºeme interpretovat tak, ºe zatímco v p°ípad¥ slab¥ sférického rozd¥lení

tvo°í mnoºina vektor· x , pro které je hodnota výrazu var (x ◦Y ) rovna konstant¥, povrch
hyperkoule, v obecném p°ípad¥ se jedná o povrch obecného elipsoidu. Abychom tedy získali
slab¥ sférické rozd¥lení, je t°eba vektorový prostor Vn pat°i£n¥ �natáhnout� .

12Ve smyslu, jak je de�nována v publikaci [4], tj. matice, jejíº sloupce p°edstavují sou°adnice
vektor· báze B∗ vzhledem k bázi B.
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kde D je diagonální matice, která má na diagonále vlastní £ísla ci v po£tu a po-
°adí odpovídajícím po°adí vektor· báze B∗. Vskutku, budeme-li násobit výraz na
pravé stran¥ zprava sloupcem sou°adnic vzhledem k p·vodní bázi B, p°edstavuje
násobení maticí UT transformaci t¥chto sou°adnic na sou°adnice vzhledem k bázi
B∗ (ob¥ báze jsou ortonormální, takºe platí U−1 = U

T ), násobení maticí D repre-
zentuje vynásobení t¥chto transformovaných sou°adnic p°íslu²ným koe�cientem
ci a kone£n¥ se pomocí matice U vrátíme zp¥t k p·vodní bázi.

Je-li zobrazení V pozitivn¥ de�nitní, platí pro libovolný nenulový vektor x ∈ Ai

0 < x ◦ V (x ) = ci‖x‖2,

z £ehoº plyne, ºe je ci > 0 pro v²echna i = 1, . . . , k. Je-li tedy pro regulární (a tím
pádem i pozitivn¥ de�nitní) varian£ní operátor σ2V t°eba najít zobrazení T , pro
které platí TV T ′ = I, sta£í poloºit

T =
k∑

i=1

PAi√
ci
.

Poºadovaná rovnost pak plyne z toho, ºe T je (jakoºto sou£et samoadjungovaných
zobrazení) samoadjungované a platí PAiPAj = 0 pro i 6= j a PAiPAi = PAi (viz
tvrzení (2.38) a (2.36)).

V maticovém zápisu to znamená poloºit

T = UD
−1/2

U
T ,

kde D−1/2 je diagonální matice, jejíº prvky na diagonále jsou rovny hodnotám
1
/√

ci , kde ci jsou vlastní £ísla matice V (samoz°ejm¥ v po°adí odpovídajícím
po°adí normovaných vlastních vektor· reprezentovaných sloupci matice U).

2.6 Geometrické vlastnosti mnohorozm¥rného nor-
málního rozd¥lení

De�nici mnohorozm¥rného normálního rozd¥lení jsme uvedli jiº na stran¥ 9 a ne-
pokládáme za nutné ji dopl¬ovat; upozorn¥me pouze, ºe formulací �kaºdá lineární
funkce náhodného vektoru Y � míníme jakýkoli výraz tvaru a ◦Y , kde a je li-
bovolný vektor prostoru Vn.

V následujících odstavcích se pro p°ehlednost omezíme na p°edpoklad, ºe ná-
hodný vektorY má rozd¥lení N (0; In). Jeho hustota je tedy v prostoru Vn ur£ena
p°edpisem

f(y) = (2π)−
n
2 exp

{
−r

2

2

}
, (2.58)

kde r je vzdálenost bodu y od po£átku soustavy sou°adnic.

2.6.1 Rotace soustavy sou°adnic

V kapitole 1.4 jsme zd·vodnili invarianci normálního rozd¥lení N (0; In) v·£i ro-
taci soustavy sou°adnic (tj. v·£i p°echodu k alternativní ortonormální bázi) ví-
cemén¥ intuitivn¥ odkazem na nezávislost hustoty (2.58) na sm¥ru. Povaºujeme
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tento argument za dosta£ující, pro úplnost ale p°esto uvedeme dal²í dv¥ moºnosti,
jak lze tuto d·leºitou skute£nost doloºit.

Zp·sob uvedený nap°. v [27] nebo [17] vyuºívá vztah· (2.55), (2.56): jelikoº
nová báze {e∗1 . . . , e∗n} je ortonormální, m·ºeme získat nové sou°adnice Y ∗i z pra-
voúhlých pr·m¥t· vektoru Y do podprostor· [e∗i ]:

Y ∗i = e∗i ◦Y

(viz vztah (2.33), resp. (2.29), kde podprostor M nahradíme prostorem Vn). Pro
tyto nové sou°adnice tedy platí

EY ∗i = e∗i ◦ 0 = 0,

varY ∗i = ‖e∗i ‖2 = 1,

cov
(
Y ∗i , Y

∗
j

)
= e∗i ◦ e∗j = 0.

Nové sou°adnice mají tedy op¥t rozd¥lení N (0; In).
Jinou alternativou je vyuºít maticového po£tu a vztah· (1.1), (1.2). Je-li B

matice p°echodu od p·vodní ortonormální báze k bázi nové, je tato matice orto-
normální, tj. platí BT

B = In. To ov²em znamená, ºe matice BT je maticí inverzní
k matici B, a je proto ur£ena jednozna£n¥. Musí tedy platit také BBT = In. Pro
nové sou°adnice Y ∗ ≡ (Y ∗1 , . . . , Y

∗
n ) tak máme

EY ∗ = B0 = 0,

VY ∗ = BInB
T = In,

takºe mají rozd¥lení N (0; In).
Rozdíl mezi ob¥ma zp·soby je ov²em pouze formální.

2.6.2 Rozd¥lení podmín¥ného pravoúhlého pr·m¥tu

Nech´ M ⊂ Vn je podprostor dimenze m. Ozna£me symboly P ,Q pravoúhlé
pr·m¥ty náhodného vektoru Y do podprostor· M a M⊥ a ur£eme hustotu ná-
hodného vektoru P za podmínky Q = q , kde q ∈M⊥.13

Za tím ú£elem zvolme nejprve ortonormální bázi tak, ºe vektory e1, . . . , em

generují podprostor M a vektor q je q-násobkem vektoru em+1. Realizace y vy-
hovující podmínce Q = q tvo°í lineární mnoºinu, jejíº prvky mají vzhledem
k pouºité bázi sou°adnice

(y1, . . . , ym, q, 0, . . . , 0)T ,

p°i£emº

(y1, . . . , ym, 0, 0, . . . , 0)T

jsou z°ejm¥ sou°adnice odpovídajících realizací p vektoru P . Pro hustotu na této
mnoºin¥ platí

f(y) = (2π)−
n
2 e−

y21+···+y
2
m+q2

2 = (2π)−
n
2 e−

‖p‖2
2 e−

‖q‖2
2 ,

13Máme samoz°ejm¥ na mysli hustotu ve smyslu podkapitoly 1.1.2, tj. funkci de�novanou na
podprostoru M .
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takºe p°edpis hledané podmín¥né hustoty je

g(p|Q = q) = Ce−
‖p‖2

2 e−
‖q‖2

2 ,

kde C je kladná konstanta. Musí být ov²em spln¥na podmínka

1 =

∫
p∈M

g(p|Q = q) dV =

= Ce−
‖q‖2

2

∫
p∈M

e−
‖p‖2

2 dV,

kde V je m-rozm¥rný objem de�novaný na podprostoru M . Hodnota posledn¥
uvedeného integrálu závisí pouze na dimenzi podprostoru M . Z toho plyne, ºe

hodnota výrazu Ce−
‖q‖2

2 , a tedy ani p°edpis podmín¥né hustoty, nezávisí na vek-
toru q ; ze srovnání se vzorcem (2.58) je z°ejmé, ºe musí vyjít

g(p|Q = q) = (2π)−
m
2 exp

{
−‖p‖

2

2

}
=

= (2π)−
m
2 exp

{
− r2

2

}
,

(2.59)

kde r je délka vektoru p, tj. vzdálenost bodu p od po£átku soustavy sou°adnic.
Rozd¥lení podmín¥ného pravoúhlého pr·m¥tu je tedy � aº na konstantu kom-
penzující vliv dimenze p°íslu²ného podprostoru � stejné jako rozd¥lení p·vodního
náhodného vektoru.14

Z toho bezprost°edn¥ plyne nezávislost jakýchkoli dvou pravoúhlých pr·m¥t·
do dvou navzájem kolmých podprostor·, speciáln¥ tedy i nezávislost sou°adnic
vzhledem k libovolné ortogonální bázi. Dal²ím d·sledkem je to, ºe vzorec (2.59)
je zárove¬ p°edpisem hustoty nepodmín¥ného pravoúhlého pr·m¥tu do podpro-
storu M .

2.6.3 Nezávislost na sm¥ru a nezávislost sou°adnic

Hustota (2.58) mnohorozm¥rného normálního rozd¥lení N (0; In) je funkcí délky
vektoru y , nezávisí tedy na sm¥ru. Díky této vlastnosti m·ºeme nechat libo-
voln¥ rotovat soustavu sou°adnic (viz podkapitolu 2.6.1). Dal²ím d·sledkem je
skute£nost, ºe pravd¥podobnost umíst¥ní realizace náhodného vektoru v oblas-
ti vymezené (hyper)prostorovým úhlem je rovna relativní velikosti tohoto úhlu.
Tuto d·leºitou vlastnost náleºit¥ vyuºijeme v následující kapitole p°i odvození
hustoty rozd¥lení t a F.

Dal²í charakteristikou vlastností rozd¥lení N (0; In) je vzájemná nezávislost
sou°adnic v·£i dané ortonormální bázi (viz podkapitolu 2.6.2). Ta má významný
vztah k praxi, nebo´ odráºí obvyklé uspo°ádání náhodných pokus·.

Domníváme se, ºe mnohorozm¥rné normální rozd¥lení je jediné rozd¥lení, kte-
ré disponuje ob¥ma t¥mito vlastnostmi zárove¬. Nevíme ov²em o zp·sobu, jak
by bylo moºné tuto domn¥nku � je-li v·bec správná � dokázat; m·ºeme pouze
ilustrovat obtíºe, s jakými se lze setkat p°i pokusu o nalezení jiného rozd¥lení
s t¥mito vlastnostmi (viz obr. 2.2).

14Pon¥kud hrub¥ °e£eno je to d·sledkem té skute£nosti, ºe rozd¥lení N (0; In) má na jakémkoli
°ezu stále stejný �tvar� .
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y1

y2
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1

f(y) =
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4
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y2

−1 1

−1

1

f(y) =
1

π

(b)

Obrázek 2.2: (a) Je-li hustota dvojrozm¥rného náhodného vektoruY ≡ (Y1, Y2)T rovnom¥rn¥
rozd¥lena na plo²e tvaru £tverce 〈−1; 1〉 × 〈−1; 1〉, jsou sou°adnice Y1, Y2 z°ejm¥ nezávislé,
av²ak hustota závisí na sm¥ru. (b)P°i rovnom¥rném rozloºení hustoty do oblasti tvaru kruhu
se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic je sice hustota nezávislá na sm¥ru, ale sou°adnice
nezávislé nejsou � �xujeme-li jednu z nich, ovlivníme tím mnoºinu moºných realizací druhé.

2.6.4 Rozd¥lení homomor�smu H(Y )

Nech´ Vk je vektorový prostor dimenze k, kde k ≤ n, a H je homomor�smus
dimenze k zobrazující prostor Vn na prostor Vk. Zamysleme se nad hustotou ná-
hodného vektoru X ≡ H(Y ).

Pro libovolný vektor x ∈ Vk tvo°í mnoºina v²ech realizací y ∈ Vn náhodného
vektoruY , vyhovujících podmínce x = H(y), lineární mnoºinuH−1(x ) ≡ y0+J ,
kde y0 je libovolný vektor spl¬ující uvedenou podmínku a J je jádro homomor-
�smu H, tj. podprostor dimenze n− k.

Bez újmy na obecnosti m·ºeme p°edpokládat, ºe vektor y0 je kolmý na pod-
prostor J ; kdyby tomu totiº bylo jinak, sta£ilo by nahradit v de�nici mnoºi-
ny H−1(x ) tento vektor jeho pravoúhlým pr·m¥tem do podprostoru J⊥. Tento
vektor je ur£en jednozna£n¥.15 Ozna£me jeho délku r; tato hodnota p°edstavuje
vzdálenost mnoºiny H−1(x ) od po£átku soustavy sou°adnic.

Nyní zave¤me ortonormální bázi prostoru Vn takovou, ºe vektory e1, . . . , en−k
generují podprostor J a vektor y0 je r-násobkem vektoru en−k+1. V²echny vektory
y leºící v mnoºin¥ H−1(x ) mají vzhledem k této bázi sou°adnice

(y1, . . . , yn−k, r, 0, . . . , 0)T ,

15Nech´ platí y1,y2 ∈ H−1(x ), tj. y1 = y0 + u1, y2 = y0 + u2, kde u1,u2 ∈ J . Ozna£me
symbolem Q ortogonální projekci do podprostoru J⊥; z°ejm¥ platí

Q(y1) = Q(y0) +Q(u1) = Q(y0),

Q(y2) = Q(y0) +Q(u2) = Q(y0),

coº znamená, ºe pr·m¥t v²ech vektor· náleºících mnoºin¥ H−1(x ) do podprostoru J⊥ je tentýº.
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takºe integrál z hustoty p°es celou mnoºinu H−1(x ) je roven hodnot¥

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

e−
y21+···+y

2
n−k+r

2

2 dy1 . . . dyn−k = e−
r2

2

∫
y∈J

e−
‖y‖2

2 dV,

kde V je (n − k)-rozm¥rný objem na podprostoru J . Poslední integrál je ov²em
konstanta závislá pouze na dimenzi tohoto podprostoru. Hustota náhodného vek-
toru X je tedy dána vzorcem

g(x ) = Ce−
r2

2 ,

kde r je vzdálenost mnoºiny H−1(x ) od po£átku soustavy sou°adnic (je to tedy
funkce vektoru x ) a C je konstanta ur£ená podmínkou

C

∫
x∈Vk

g(x )dV = 1.

Tento výsledek vyuºijeme v kapitole 3.2.

2.7 Odvození vybraných rozd¥lení

V této kapitole ukáºeme, jak lze s vyuºitím geometrického p°ístupu odvodit
z mnohorozm¥rného normálního rozd¥lení hustoty rozd¥lení χ2, t a F, která jsme
v p°edchozím textu hojn¥ pouºívali. Krom¥ znalosti derivování a hustoty mno-
horozm¥rného normálního rozd¥lení budeme pot°ebovat ur£it objem n-rozm¥rné
sféry o polom¥ru r; ten je ur£en vzorcem16

Sn(r) =
2π

n+1
2 rn

Γ
(
n+1
2

) .
Objem jednotkové n-rozm¥rné sféry budeme zna£it prost¥ Sn; z°ejm¥ platí
Sn(r) = Snr

n.
V²echny níºe uvedené zp·soby odvození jsou inspirovány postupy R.A. Fishera,

nazna£enými nap°. v publikacích [5], [12], [13] a [14] (podrobnosti viz kapitolu 3.2).
Není nám v²ak známo, ºe by byly v této konkrétní podob¥ n¥kde explicitn¥ uve-
deny.

2.7.1 Rozd¥lení χ2

Nech´ náhodný vektor Y = (Y1, . . . , Yn)T má rozd¥lení N (0, In), jeho hustota
v prostoru Vn je tedy dána vztahem

f(y) = (2π)−
n
2 exp

{
−‖y‖

2

2

}
. (2.60)

16n-rozm¥rnou sférou je mín¥n povrch (n+1)-rozm¥rné koule, tj. mnoºina t¥ch bod· v (n+1)-
rozm¥rném eukleidovském prostoru, jejichº vzdálenost od daného st°edu je rovna konstant¥.
Ve shod¥ s b¥ºn¥ pouºívanou terminologií bychom tedy veli£inu Sn mohli nazývat povrchem
(n+ 1)-rozm¥rné koule.
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Podle de�nice (1.5) má náhodná veli£ina

χ2 ≡
n∑

i=1

Y 2
i = ‖Y ‖2

rozd¥lení χ2
n; odvo¤me hustotu g(x) tohoto rozd¥lení.

Pro χ2 = x, kde x ∈ R+, tvo°í mnoºina moºných realizací náhodného vekto-
ru Y povrch n-rozm¥rné koule se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic a po-
lom¥rem r =

√
x. Jevu χ2 ∈ (x; x+ dx), kde dx → ∞, tedy odpovídá mnoºina

obepínající tuto kouli v podob¥ �slupky� o tlou²´ce

dr =
dx

2
√
x
.

Povrch koule je tvo°en (n− 1)-rozm¥rnou sférou, jejíº (n− 1)-rozm¥rný objem je

Sn−1(r) = Sn−1 r
n−1 = Sn−1 x

n−1
2 ,

n-rozm¥rný objem �slupky� je tedy

dV = Sn−1(r) · dr =
Sn−1 x

n
2
−1

2
dx.

Na této mnoºin¥ platí ‖y‖2 = x, takºe hustota f(y) je zde konstantní; pravd¥-
podobnost jevu χ2 ∈ (x; x+ dx) je tedy

dP = f(y) · dV = (2π)−
n
2 e−

x
2 · Sn−1 x

n
2
−1

2
dx.

�ást p°ed diferenciálem je hledaná hustota náhodné veli£iny X; po dosazení
za Sn−1 a drobných estetických úpravách dostáváme

g(x) =
x
n
2
−1e−

x
2

2
n
2 Γ
(
n
2

) .
2.7.2 Rozd¥lení t

Nech´ náhodný vektor X = (Z1, Y1, . . . , Yn)T má (n+ 1)-rozm¥rné normální roz-
d¥lení. Poloºme

T ≡ Z1√
n∑

i=1

Y 2
i

/
n

; (2.61)

podle de�nice (1.6) má tato náhodná veli£ina rozd¥lení tn. Odvo¤me její hustotu
g(t).

Nejprve si pov²imn¥me, ºe aº na p°ípadné znaménko p°edstavuje výraz

Z1√
n∑

i=1

Y 2
i

(2.62)
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Obrázek 2.3: Vektory Z = (Z1, 0, . . . , 0)T = Z1e1 a Y = (0, Y1, . . . , Yn)T tvo°í odv¥sny
pravoúhlého trojúhelníku, jehoº p°eponou je vektor X = (Z1, Y1, . . . , Yn)T . Podíl ‖Z‖/‖Y ‖ =
|Z1| /‖Y ‖ je tedy kotangens úhlu, který svírají vektory X a Z . To znamená, ºe a´ je Z1 ≥ 0 (a)
nebo Z1 ≤ 0 (b), p°edstavuje podíl Z1/ ‖Y ‖ kotangens úhlu β, který svírá vektor X s vektorem
e1 = (1, 0, . . . , 0)T .

podíl délek vektor·

Z ≡ (Z1, 0, . . . , 0) ,

Y ≡ (0, Y1, . . . , Yn) ,

tvo°ících odv¥sny pravoúhlého trojúhelníku s p°eponou X (viz obr. 2.3). Jeho
absolutní hodnotu tedy m·ºeme interpretovat jako kotangens úhlu, který svírají
vektory X a Z . Vektor Z je v²ak rovnob¥ºný s vektorem e1 ≡ (1, 0, . . . , 0)T ,
p°i£emº tyto dva vektory jsou souhlasn¥ orientované práv¥ tehdy, kdyº Z1 > 0.
Podíl (2.62) tedy p°edstavuje kotangens úhlu, který vektor X svírá s vektorem
(1, 0, . . . , 0)T ; ozna£me jej β a m·ºeme psát

T =
√
n · cotg β.

Pro x ∈ R je tedy mnoºina realizací odpovídajících jevu T = x tvo°ena v²emi
vektory, které svírají s vektorem (1, 0, . . . , 0)T úhel

β = arccotg
x√
n
.

P°ír·stku prom¥nné x o hodnotu dx, kde dx→ 0, pak odpovídá p°ír·stek úhlu β
o hodnotu

dβ = − dx

√
n

(
1 +

x2

n

) .
Trojrozm¥rný p°ípad

Abychom si trochu usnadnili dal²í výklad, popi²me nejd°íve p°ípad pro n = 2,
kdy realizacemi vektoru X jsou prvky prostoru V3. Uvaºujme jednotkovou kouli
se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic. Vektory svírající s vektorem (1, 0, 0)T

úhel dané velikosti β protínají povrch této koule v kruºnici o polom¥ru r = sin β,
jejíº délka je

l = 2π sin β = S1 sin β.

Jevu T ∈ (x; x+ dx) tedy odpovídá mnoºina realizací, které na povrchu jednot-
kové koule ohrani£ují oblast o obsahu

dS = −l dβ = −S1 sin β dβ
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β

e1

dS

dβ

Obrázek 2.4: Mnoºina v²ech vektor·, které svírají s vektorem e1 úhel o velikosti leºící v in-
tervalu (β; β + dβ), kde dβ → 0−, protíná povrch jednotkové koule v pásu o délce l = 2π sinβ,
²í°ce −dβ a obsahu −l dβ.

(viz obr. 2.4). A protoºe rozd¥lení náhodného vektoru X nezávisí na sm¥ru,
m·ºeme pravd¥podobnost tohoto jevu vypo£ítat jako podíl obsahu této mnoºiny
v·£i povrchu celé koule:

dP =
dS

S2

= −S1 sin β

S2

dβ.

Dosazením za S1, S2, β a dβ dostáváme po jednoduché úprav¥17

dP =

2π sin

(
arccotg

x√
2

)
4π

· dx
√

2

(
1 +

x2

2

) = · · ·

· · · = 2−
3
2

(
1 +

x2

2

)− 3
2

dx;

£ást p°ed diferenciálem je hustota rozd¥lení t2.

Zobecn¥ní

V obecném p°ípad¥ n ∈ N musíme povrch S2 jednotkové trojrozm¥rné koule
nahradit objemem jednotkové n-rozm¥rné sféry a délku S1 sin β kruºnice objemem

17P°ipome¬me vztahy

sin (arccotg t) =
1√

1 + t2
,

cos (arccotg t) =
t√

1 + t2
.
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(n− 1)-rozm¥rné sféry o polom¥ru r = sin β:

dP = −Sn−1 sinn−1 β

Sn

dβ =

=

2π
n
2

Γ
(
n
2

) sinn−1
(
arccotg

x√
n

)
2π

n+1
2

Γ
(
n+1
2

) · dx

√
n

(
1 +

x2

n

) = · · ·

· · · =
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
n
2

)√
nπ

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

dx.

�ást p°ed diferenciálem je hledaná hustota rozd¥lení tn.

2.7.3 Rozd¥lení F

Nech´ náhodný vektor X = (Z1, . . . , Zm, Y1, . . . , Yn)T má (m+ n)-rozm¥rné nor-
mální rozd¥lení. Odvo¤me hustotu g(x) náhodné veli£iny

F ≡

m∑
i=1

Z2
i

/
m

n∑
i=1

Y 2
i

/
n

,

která má podle de�nice (1.8) rozd¥lení Fm,n.
Poloºme

Z ≡ (Z1, . . . , Zm, 0, . . . , 0)T ,

Y ≡ (0, . . . , 0, Y1, . . . , Yn)T .

Tak jako v p°edchozím p°íkladu tvo°í tyto vektory odv¥sny pravoúhlého trojú-
helníku, jehoº p°eponou je vektor X , takºe výraz

m∑
i=1

Z2
i

n∑
i=1

Y 2
i

=
‖Z‖2

‖Y ‖2

p°edstavuje druhou mocninu kotangenty úhlu β, který svírá vektor X s vekto-
rem Z . Vektor Z je v²ak vlastn¥ pravoúhlým pr·m¥tem vektoru X do
m-rozm¥rného podprostoru M ≡ [e1, . . . , em], kde {e1, . . . , em, em+1, . . . , em+n}
je aktuální báze prostoru Vm+n. To znamená, ºe úhel β p°edstavuje odchylku vek-
toru X od podprostoru M . Pro x ∈ R+ je tedy mnoºina realizací odpovídajících
jevu F = x tvo°ena v²emi vektory, které s podprostorem A svírají úhel β spl¬ující
rovnost

x =
n

m
cotg 2β,
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Obrázek 2.5: V prostoru V3 protíná mnoºina v²ech vektor· svírajících s podprostoremM úhel
dané velikosti β povrch jednotkové koule ve dvou kruºnicích, jejichº polom¥r je bu¤ r = cosβ,
je-li dimM = 2 (a), nebo r = sinβ, je-li dimM = 1 (b).

tj.

β = arccotg
√
mx

n
.

Jaká je míra pr·niku této mnoºiny s jednotkovou (m+ n− 1)-rozm¥rnou sfé-
rou se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic? Prozkoumejme nejprve jediné dva
trojrozm¥rné p°ípady (viz obr. 2.5). Je-li m = 2, n = 1, jedná se o dv¥ kruºnice
(tj. jednorozm¥rné sféry) o polom¥ru r = cos β, leºící v rovinách rovnob¥ºných
s rovinou M . Jejich celková délka (tj. jednorozm¥rný objem) je tedy

l = 2 · S1(cos β).

V p°ípad¥ m = 1, n = 2 se jedná také o dv¥ kruºnice, ale tentokrát leºí v rovinách
kolmých na p°ímku M , jejich polom¥r je r = sin β a jejich celková délka je

l = 2 · S1(sin β).

V obecném p°ípad¥ musíme tyto úvahy zkombinovat: hledaný pr·nik je vlastn¥
kartézský sou£in (m−1)-rozm¥rné sféry o polom¥ru cos β, která leºí v podprostoru
M , a (n−1)-rozm¥rné sféry o polom¥ru sin β, leºící v podprostoru N = M⊥. Jeho
(m+ n− 2)-rozm¥rný objem je tedy

l = Sm−1(cos β) · Sn−1(sin β) =

= Sm−1Sn−1 · cosm−1β sinn−1β.

V²imn¥me si, ºe je S0(cos β) = S0(sin β) = 2 (povrch jednorozm¥rné koule totiº
tvo°í dva body) � odtud konstanta 2 v obou trojrozm¥rných p°ípadech.

Dále m·ºeme postupovat podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu: jevu F ∈
(x; x+dx) odpovídá mnoºina realizací, které vymezují na jednotkové (m+n−1)-
rozm¥rné sfé°e oblast o (m+ n− 1)-rozm¥rném objemu

dS = −l dβ =

= −Sm−1Sn−1 · cosm−1β sinn−1β dβ,
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kde

dβ = −1

2

√
m

nx

(
1 +

mx

n

)−1
dx.

Vzhledem k nezávislosti rozd¥lení náhodného vektoru Y na sm¥ru je pravd¥po-
dobnost tohoto jevu rovna pom¥ru tohoto objemu v·£i objemu celé sféry. Po
dosazení dostáváme

dP =
dS

Sm+n−1
=

=

Sm−1Sn−1

√
m

nx

[
cos

(
arccotg

√
mx

n

)]m−1[
sin

(
arccotg

√
mx

n

)]n−1
2Sm+n−1 ·

(
1 +

mx

n

) dx = · · ·

· · · =
Γ
(
m+n
2

)
Γ
(
m
2

)
Γ
(
n
2

) (m
n

)m
2

x
m
2
−1
(

1 +
mx

n

)−m+n
2

dx;

£ást p°ed diferenciálem je hledaná hustota g(x).
Poznamenejme je²t¥, ºe k odvození hustoty rozd¥lení t a F jsme vlastn¥ ne-

pot°ebovali p°edpoklad normality; sta£ila nezávislost rozd¥lení náhodného vekto-
ru Y na sm¥ru.

2.8 Gaussova-Markovova v¥ta

2.8.1 Funkcionální a vektorová verze Gaussovy-Markovovy
v¥ty

Úst°edním pojmem Gaussovy-Markovovy v¥ty je nejlep²í nestranný lineární od-
had. Ten v²ak v literatu°e není de�nován zcela jednotn¥. My budeme za výchozí
povaºovat tzv. �funkcionální de�nici� tohoto pojmu, p°evzatou z publikace [31]:
platí-li model (1.10) a T je homomor�smus T : Vn → Vn, nazýváme náhodnou ve-
li£inu T (Y ) nejlep²ím nestranným lineárním odhadem st°ední hodnoty EY = µ,
pokud pro v²echna a ∈ Vn a v²echna µ ∈M platí jednak

E
[
a ◦ T (Y )

]
= a ◦ µ, (2.63)

a dále, je-li pro n¥jaký vektor b ∈ Vn spln¥na rovnost E(b ◦Y ) = a ◦ µ, platí

var (b ◦Y ) ≥ var
[
a ◦ T (Y )

]
. (2.64)

To znamená, ºe pro jakoukoli lineární formu na prostoru Vn (vyjád°enou skalár-
ním sou£inem s vektorem a) je náhodná veli£ina a ◦T (Y ) nestranným odhadem
hodnoty a ◦µ a p°itom má ze v²ech moºných nestranných lineárních odhad· této
hodnoty nejmen²í moºný rozptyl.

Tzv. �vektorová de�nice� , uvedená nap°. v [35], je mírn¥ odli²ná: náhodná
veli£ina T (Y ) se zde nazývá nejlep²ím nestranným lineárním odhadem st°ední
hodnoty µ, pokud platí jednak

ET (Y ) = µ, (2.65)
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a dále, spl¬uje-li n¥jaký homomor�smus18 B podmínku EB(Y ) = µ, platí pro
jakýkoli vektor a ∈ Vn nerovnost

var
[
a ◦B(Y )

]
≥ var

[
a ◦ T (Y )

]
. (2.66)

2.8.2 Ekvivalence obou de�nic

Na první pohled není snadné posoudit, do jaké míry je odli²nost obou de�nic pod-
statná. Vy°e²me tedy tuto otázku a ukaºme, ºe jsou ve skute£nosti ekvivalentní.
Nemusíme se nicmén¥ zabývat podmínkami (2.63) a (2.65), nebo´ ty jsou ekvi-
valentní z de�nice st°ední hodnoty (2.50); sta£í se zam¥°it pouze na podmínky
(2.64) a (2.66).

P°edpokládejme tedy nejprve, ºe náhodná veli£ina je T (Y ) je nejlep²ím ne-
stranným lineárním odhadem st°ední hodnoty µ podle funkcionální de�nice.
Nech´ B je homomor�smus spl¬ující podmínku EB(Y ) = µ. Pro libovolný vektor
a ∈ Vn pak platí

E
[
B′(a) ◦Y

]
= E

[
a ◦B(Y )

]
= a ◦ µ,

kde B′ je homomor�smus adjungovaný k homomor�smu B. To znamená, ºe ná-
hodná veli£ina B′(a)◦Y je nestranným lineárním odhadem hodnoty a ◦µ; podle
p°edpokladu (2.64), kde poloºíme b = B′(a), tedy platí

var
[
B′(a) ◦Y

]
≥ var

[
a ◦ T (Y )

]
,

coº je ekvivalentní s nerovností (2.66). Náhodná veli£ina T (Y ) tudíº spl¬uje po-
ºadavky vektorové de�nice.

Nyní naopak p°edpokládejme, ºe T (Y ) je nejlep²ím nestranným lineárním
odhadem st°ední hodnoty µ podle vektorové de�nice. Nech´ pro n¥jaké dva vek-
tory a , b ∈ M je náhodná veli£ina b ◦ Y nestranným odhadem hodnoty a ◦ µ
pro v²echna µ ∈M , tj.

E(b ◦Y ) = a ◦ µ; (2.67)

pot°ebujeme ukázat, ºe platí nerovnost (2.64).
Nejprve si pov²imn¥me, ºe z p°edpokladu (2.67) plyne b ◦ µ = a ◦ µ, tj.

(a − b) ◦ µ; má-li tato rovnost platit pro v²echna µ ∈ M , znamená to, ºe
vektor a − b musí být kolmý na podprostor M . Z toho dále plyne rovnost
PM(a) = PM(b), kde PM je ortogonální projekce do podprostoru M .

Zvolme dále libovolný homomor�smus A tak, aby pro jeho adjungovaný ho-
momor�smus A′ platilo A′(a) = b, a poloºme

B ≡ PM + AQM ,

kde QM ≡ I−PM . Protoºe ob¥ zobrazení PM , QM jsou ortogonální projekce, jsou
samoadjungované, takºe homomor�smus adjungovaný k zobrazení B je

B′ = PM +QMA
′;

18Zna£ení jsme mírn¥ p°izp·sobili na²im pot°ebám a matice jsme nahradili homomor�smy.
V originále je navíc místo homomor�smu B uvedeno obecn¥j²í lineární zobrazení ve tvaru
c +B(Y ), kde c ∈ Vn, rychle se v²ak ukáºe, ºe musí platit c = 0.
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platí totiº vztahy (A + B)′ = A′ + B′, (AB)′ = B′A′ (viz [4]). Nyní m·ºeme
nahlédnout, ºe jednak podle (2.51) platí

EB(Y ) = B(µ) = PM(µ) + AQM(µ) = µ,

takºe náhodná veli£ina B(Y ) je nestranným odhadem st°ední hodnoty µ a podle
na²eho p°edpokladu (2.66) je spln¥na nerovnost

var
[
a ◦B(Y )

]
≥ var

[
a ◦ T (Y )

]
,

a jednak m·ºeme psát

a ◦B(Y ) = B′(a) ◦Y =

=
[
PM(a) +QMA

′(a)
]
◦Y =

=
[
PM(a) +QM(b)

]
◦Y =

=
[
PM(b) +QM(b)

]
◦Y =

= b ◦Y .

Tím je nerovnost (2.64) dokázána.

Ob¥ de�nice jsou tedy vskutku ekvivalentní; stojí v²ak za upozorn¥ní, ºe od-
vodit funkcionální verzi z vektorové je podle v²eho podstatn¥ náro£n¥j²í neº na-
opak. Funkcionální verze se tím pádem m·ºe zdát prakti£t¥j²í. Je ov²em moºné,
ºe existuje jednodu²²í zp·sob odvození, který nám z·stal utajen.

2.8.3 D·kaz Gaussovy-Markovovy v¥ty

Nyní jiº m·ºeme p°istoupit k d·kazu Gaussovy-Markovovy v¥ty: v lineárním mo-
delu (1.10) je pravoúhlý pr·m¥t PM(Y ) náhodného vektoruY do podprostoruM
nejlep²ím nestranným lineárním odhadem st°ední hodnoty EY = µ. Dokaºme
tuto skute£nost uºitím funkcionální de�nice. Rovnost (2.63) je ekvivalentní s rov-
ností (2.65), která plyne snadno z tvrzení (2.51), (2.35) a z toho, ºe µ ∈M :

EPM(Y ) = PM(µ) = µ;

tím je dokázána nestrannost. Co se tý£e druhé podmínky, nejd°íve p°ipome¬me,
ºe z rovnosti E(b ◦Y ) = a ◦ µ platné pro v²echna µ ∈ M plyne, ºe pravoúhlé
pr·m¥ty PM(a) a PM(b) jsou totoºné. M·ºeme tedy psát

var (b ◦Y ) = ‖b‖2 σ2 =

≥ ‖PM(b)‖2 σ2 =

= ‖PM(a)‖2 σ2 =

= var
[
PM(a) ◦Y

]
=

= var
[
a ◦ PM(Y )

]
.

První a p°edposlední rovnost platí díky p°edpokladu, ºe varian£ní matice je
σ2-násobkem matice jednotkové, který ve �free-coordinate� p°ístupu odpovídá
poºadavku, aby varian£ní operátor

∑
Y byl σ2-násobkem identity na prostoru Vn

� viz p°edcházející kapitolu a vzorec (2.55). Poslední rovnost plyne ze samoad-
jungovanosti ortogonální projekce, nerovnost vyplývá z tvrzení (2.37).
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2.8.4 D·sledky Gaussovy-Markovovy v¥ty a její zobecn¥ní

Z Gaussovy-Markovovy v¥ty podle funkcionální de�nice plyne, ºe jakoukoli line-
ární funkci st°ední hodnoty µ je nejlépe odhadnout pomocí odpovídající lineární
funkce pravoúhlého pr·m¥tu PM(Y ). V první °ad¥ se jedná o sou°adnice st°ední
hodnoty µ, které odhadujeme pomocí sou°adnic pravoúhlého pr·m¥tu PM(Y ) �
a´ jiº se jedná o sou°adnice (y1, . . . , yn)T vzhledem k p·vodní bázi prostoru Vn, £i
o sou°adnice (β1, . . . , βm)T vzhledem k bázi podprostoru M p°edstavované sloup-
ci matice X v modelu (1.10), pokud jsou tyto lineárn¥ nezávislé. V °ad¥ druhé
se totéº týká i jakékoli dal²í lineární funkce t¥chto sou°adnic. Poznamenejme, ºe
jakákoli lineární funkce st°ední hodnoty µ se nazývá odhadnutelný parametr.

Dodejme je²t¥, ºe obvykle je Gaussova-Markovova v¥ta uvád¥na v obecn¥j²í
podob¥, kdy je varian£ní operátor libovolný (zpravidla je poºadována regularita).
Tuto situaci lze p°ede�nováním skalárního sou£inu p°evést na p°edcházející p°í-
pad (viz kapitola 2.5.4); se zm¥nou skalárního sou£inu se ov²em zm¥ní i pojem
ortogonální projekce.

2.9 Lineární vazba regresních koe�cient· � obecné
poznámky

V kapitole 1.11 jsme vid¥li, ºe je-li model neúplný, lze nejednozna£nost koe�ci-
ent· βi, resp. jejich odhad· bi, vy°e²it p°idáním vhodných lineárních podmínek
svazujících tyto koe�cienty. Je v²ak z°ejmé, ºe pokud je model úplný a p°idáme
k n¥mu podmínky tohoto druhu, docílíme tím úpln¥ jiného efektu � omezíme
p·vodní podprostorM daný modelem na n¥jaký jeho podprostor £i lineární pod-
mnoºinu, tj. vlastn¥ de�nujeme submodel (viz kapitoly 1.6 a 1.7). Prozkoumejme
podrobn¥ji, co je p°í£inou rozdílnosti t¥chto dvou situací.

Uvaºujme model (1.10); hodnost matice X ozna£íme k (k ≤ m); p°ipou²tíme
tedy i p°ípad neúplného modelu, tj. situaci, kdy jsou sloupce matice X lineárn¥
závislé. Za t¥chto p°edpoklad· platí:

� Dimenze podprostoru moºných st°edních hodnot µ = Xβ, které model
p°ipou²tí, je rovna hodnot¥ k.

� Prostor, ze kterého volíme vektor parametr· β, je m-rozm¥rný.

� Je-lim > k, je p°i známé st°ední hodnot¥ µ t°eba zvolitm−k parametr· βi,
ostatní jsou touto volbou jednozna£n¥ ur£eny.

Nyní p°idejme k modelu vazební podmínky. Ty mají zpravidla v maticovém
zápisu podobu

Tβ = c, (2.68)

kde T je matice typu t×m a c ∈ Rt je uspo°ádaná t-tice reálných £ísel (psána jako
sloupec). P°edpokládejme, ºe tato soustava podmínek je splnitelná, tj. existuje
β0 ∈ Rm takové, ºe platí Tβ0 = c, a dále p°edpokládejme, ºe hodnost matice T
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je t; to znamená, ºe je t ≤ m a ºádná z rovnic soustavy není nadbyte£ná. Tato
soustava omezuje p·vodní podprostor p°ijatelných st°edních hodnot

M = {Xβ : β ∈ Rm}

daný modelem (1.10) na n¥jakou jeho lineární podmnoºinu

S = {Xβ : Tβ = c} =

= Xβ0 + {Xβ : Tβ = 0} .

Je t°eba zjistit, jaká je dimenze této mnoºiny, tj. podprostoru {Xβ : Tβ = 0}.
De�nujme tedy na mnoºin¥ ur£ené podmínkou Tβ = 0 zobrazení

X∗ : β → Xβ.

Dimenze de�ni£ního oboru tohoto zobrazení je m− t. Jeho jádrem je mnoºina

KerX∗ = {β ∈ Rm : Tβ = 0 ∧Xβ = 0} =

=

{
β ∈ Rm :

(
X

T

)
β = 0

}
,

jejíº dimenze je rovna hodnot¥ m− d, kde d je hodnost matice

D ≡
(
X

T

)
.

M·ºeme tedy ur£it i dimenzi obrazu homomor�smu X∗, tj. mnoºiny S:

dim (ImX∗) = (m− t)− (m− d) =

= d− t.

Soustava podmínek (2.68) tedy spolu s modelem (1.10) vymezuje pro polohu
st°ední hodnoty µ lineární mnoºinu dimenze d− t. Tato dimenze se li²í od dimen-
ze k p·vodního podprostoruM v závislosti na hodnot¥ d, tj. na tom, do jaké míry
jsou °ádky matice T lineární kombinací °ádk· matice X. Z praktického hlediska
jsou typické jsou dva následující p°ípady.

Bu¤to je kaºdý °ádek matice T n¥jakou lineární kombinací matice X; to zna-
mená, ºe hodnost matice D je stejná jako hodnost matice X, tj. d = k. Potom
platí:

� Dimenze podprostoru moºných st°edních hodnot µ, které model a podmín-
ky (2.68) p°ipou²t¥jí, je rovna hodnot¥ d − t = k − t, je tedy o t men²í
neº dimenze p·vodního podprostoruM . Podmínky tudíº spolu s p·vodním
modelem formulují submodel.

� Lineární mnoºina J ′, ze které volíme vektor parametr· β, je (m − t)-
rozm¥rná.

� P°i známé st°ední hodnot¥ µ ∈ M vyhovující podmínkám (2.68) je tedy
t°eba zvolit (m− t)− (k− t) = m− k parametr· βi; to je stejný po£et jako
u p·vodního modelu bez podmínek.
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Opa£nou alternativou je p°ípad, kdy jsou v²echny °ádky matice T nezávislé
na °ádcích matice X; to znamená, ºe hodnost matice D je rovna sou£tu hodností
matic X a T, tj. d = k + t. Potom platí:

� Dimenze podprostoru moºných st°edních hodnot µ, které model a podmín-
ky (2.68) p°ipou²t¥jí, je rovna hodnot¥ d − t = k, jedná se tedy o tentýº
podprostor, jako je podprostor M daný modelem.

� Lineární mnoºina J ′, ze které volíme vektor parametr· β, je (m − t)-
rozm¥rná.

� P°i známé st°ední hodnot¥ µ ∈M je tedy pot°eba zvolitm−t−k parametr·
βi, ostatní jsou touto volbou jednozna£n¥ ur£eny. Vhodné je samoz°ejm¥
volit t = m− k.

Zhruba °e£eno se jedná o to, ºe v prvním p°ípad¥ podmínka (2.68) neovliv¬u-
je dimenzi jádra p·vodního homomor�smu β → Xβ, kde β ∈ Rm; sniºuje tudíº
dimenzi jeho obrazu, a to o hodnotu t. V druhém p°ípad¥ naopak o tuto hodnotu
sniºuje dimenzi jádra, takºe dimenze obrazu z·stává nezm¥n¥na.

Chceme-li tedy pomocí podmínek (2.68) de�novat submodel, jehoº dimenze
je o hodnotu t men²í neº dimenze p·vodního modelu, musí být matice T tvo-
°ena t °ádky závislými na °ádcích matice X. Pokud je na²ím cílem dosáhnout
jednozna£nosti parametr· βi v situaci, kdy je hodnost k matice X men²í neº po-
£et parametr· m, je t°eba volit matici T tak, aby m¥la m − k °ádk· lineárn¥
nezávislých na °ádcích matice X.
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3. Historická £ást

3.1 Po£átky moderní matematické statistiky

Po£átek 20. století byl sv¥dkem bou°livého rozvoje statistiky. V této dob¥ byla
nap°íklad odvozena metoda maximální v¥rohodnosti, analýza rozptylu, byly od-
vozeny hustoty rozd¥lení ozna£ovaných dnes jako t a F a jejich pouºití ve statistic-
kých testech získalo dne²ní podobu. St¥ºejní postavou tohoto vývoje byl britský
matematik a biolog Ronald Aylmer Fisher, který je dnes oprávn¥n¥ povaºován za
tv·rce moderní statistiky. Podstatným zdrojem inspirace mu ov²em byly práce ji-
ného britského autora, Williama Sealy Gosseta, publikujícího pod pseudonymem
�Student� . Ty byly podn¥tem ke korespondenci, která vyústila v dlouhodobou
spolupráci a p°átelství obou muº·.

3.1.1 William Sealy Gosset (1876 � 1937)

W.S.Gosset se narodil v roce 1876 jako první z p¥ti d¥tí. Vystudoval matematiku
a chemii v Oxfordu a v roce 1899 nastoupil na místo sládka v pivovaru Guiness
v Dublinu, kde z·stal po zbytek ºivota. Management �rmy v té dob¥ najal °adu
mladých absolvent· z Cambridge a Oxfordu s úmyslem zavést do výroby v¥dec-
ké metody (viz [24]). Zam¥stnanci pivovaru obecn¥ nem¥li dovoleno publikovat
své výsledky; Gossetovi v²ak byla povolena výjimka pod podmínkou, ºe (kv·-
li utajení p°ed ostatními zam¥stnanci) bude publikovat pod pseudonymem (viz
[32]). Byla zvolena p°ezdívka �Student� , pod kterou Gosset publikoval v¥t²inu ze
svých 21 £lánk·. Jedním z prvních, kterým se ov²em nesmazateln¥ zapsal do d¥jin
matematiky, bylo pojednání The Probable Error of a Mean [28]. Mnoho zdroj·
zd·raz¬uje Gosset·v vynikající charakter, pro který byl respektován svými sou-
£asníky; o jeho skromné povaze, poctivosti a smyslu pro humor sv¥d£í i dochovaná
korespondence (viz [5], [6], [22] a [24]). W. S.Gosset zem°el v roce 1937 ve v¥ku
61 let.

3.1.2 Ronald Aylmer Fisher (1890 � 1962)

R.A. Fisher se narodil v roce 1890 jako nejmlad²í z osmi d¥tí. Jeho p°íchod byl
p°ekvapením � matka totiº £tvrt hodiny p°ed ním porodila jeho mrtvého souro-
zence a dal²í dít¥ nikdo neo£ekával. Fisher od d¥tství projevoval známky matema-
tického nadání: p°i jedné p°íleºitosti nap°íklad opravil svou matku, ºe mu nejsou
3 roky, nýbrº 3 roky, 4 m¥síce a 5 dní. M¥l vynikající geometrickou p°edstavi-
vost, údajn¥ vyt°íbenou i díky tomu, ºe byl kv·li svému slabému zraku nucen
studovat sférickou trigonometrii bez pomoci papíru a tuºky (viz [5]). Vystudoval
matematiku v Cambridge, okruh jeho znalostí v²ak byl mnohem ²ir²í � mimo sta-
tistiku proslul p°edev²ím jako biolog. Jeho bibliogra�e zahrnuje 4 knihy a tém¥°
300 £lánk· (matematických i biologických); mnoho z nich lze povaºovat za zce-
la zásadní pro rozvoj statistiky. Nejznám¥j²ím titulem je pravd¥podobn¥ kniha
Statistical Methods for Research Workers [16]. Jeho dcera jej lí£í jako zásadového
idealistu, oddaného svým p°átel·m, ale nesmi°itelného v·£i t¥m, kdo ho (by´ jen
domn¥le) zradili (viz [5]). To se z°ejm¥ projevilo v jeho dlouholetém kon�iktu
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s Karlem Pearsonem. R.A. Fisher zem°el v Adelaide v roce 1962 ve v¥ku 72 let.

3.1.3 Gosset·v £lánek The Probable Error of a Mean [28]

Gosset p°i své práci v pivovaru £asto pracoval s náhodnými výb¥ry malého rozsa-
hu, na jejichº zpracování v²ak tehdej²í statistická teorie nenabízela ºádný aparát.
Dosavadní praxe se zabývala pouze výb¥ry velkého rozsahu, u nichº se výb¥rová
sm¥rodatná odchylka s dala povaºovat za dostate£n¥ p°esný odhad sm¥rodatné
odchylky σ. Bylo tedy legitimní p°edpokládat, ºe rozptyl pr·m¥ru x z výb¥ru
z normálního rozd¥lení N(µ, σ2) o rozsahu n je s2/n, a tak testovat hypotézy
o st°ední hodnot¥ µ. Gosset ov²em necht¥l ignorovat, ºe p°i malém rozsahu vý-
b¥ru je hodnota s zatíºena chybou, která spolehlivost takových test· podstatn¥
zkresluje. Ve své nejslavn¥j²í práci [28] se proto zam¥°il na rozd¥lení náhodné
veli£iny

z =
x

s
,

kde

x =

n∑
i=1

xi

n
, s =

√√√√ n∑
i=1

(xi − x)2

/
n

a x1, . . . , xn je výb¥r z normálního rozd¥lení N(0, σ2) (z tedy p°edstavuje vzdále-
nost výb¥rového pr·m¥ru x od popula£ního pr·m¥ru m¥°enou v jednotkách s).

V £lánku je nejprve odvozena hustota rozd¥lení náhodných veli£in s2 a s, po-
té je dokázáno, ºe x a s jsou nekorelované, a pak je odvozena hustota rozd¥lení
náhodné veli£iny z. Následuje podrobný rozbor vlastností získaných rozd¥lení.
V dal²í £ásti Gosset porovnává získané výsledky s výsledky experimentu, kte-
rý podle svých slov provedl je²t¥ d°íve, neº p°istoupil k výpo£t·m. (Na str. 13
v práci [28] pí²e: �Before I had succeeded in solving my problem analytically, I
had endeavoured to do so empirically.�) Experiment spo£íval v tom, ºe Gosset na
3000 karti£ek p°epsal délky levého prost°ední£ku a vý²ky 3000 trestanc·. Karti£ky
pak promíchal a rozd¥lil na 750 £tve°ic. Tak získal 2× 750 náhodných výb¥r· ze
dvou rozd¥lení o známých parametrech (vypo£tených z p·vodního souboru 3000
m¥°ení). Pro kaºdou £tve°ici vypo£ítal hodnotu z podle vý²e uvedeného vztahu
(od xi ov²em ode£etl hodnotu popula£ního pr·m¥ru) a získal tak dv¥ empirické
frekven£ní k°ivky, které v £lánku porovnává s teoretickými hustotami z; shodu
shledává nanejvý² uspokojivou. Jak uvádí Zabell v pojednání [32], pouºití tako-
véto simulace bylo v té dob¥ velice neobvyklé. Práci uzavírá tabulka s vybranými
hodnotami distribu£ní funkce z pro rozsah výb¥ru n = 4 aº 10 a £ty°i p°íklady
z praxe, ilustrující pouºití jeho �z-testu� p°i ov¥°ení hypotézy o st°ední hodnot¥
(tj. ekvivalence dne²ního jednovýb¥rového t-testu).

Fisher v práci [15] upozor¬uje na dva nedostatky textu. Gosset jednak rozd¥-
lení s2 vlastn¥ pouze odhaduje pomocí prvních £ty° centrálních moment· a tzv.
Pearsonova systému frekven£ních k°ivek, jednak místo nezávislosti x a s2, která
je pot°ebná k odvození rozd¥lení z, dokazuje pouze jejich nekorelovanost. (První
chyby si v²ak byl Gosset v¥dom, sám ji v £lánku p°ipou²tí.) Mimoto jsou v jednom
z praktických p°íklad· chybn¥ uvedeny názvy testovaných lék·1 a data pouºitá

1Fisher tento p°íklad p°evzal do své knihy [16], aniº si p·vod dat ov¥°il. V roce 1934 si
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v tomtéº p°íkladu p°edstavují pr·m¥ry z r·zných po£t· p·vodních m¥°ení; ne-
pocházejí tedy ze stejných rozd¥lení, a tudíº nejsou pro daný test pouºitelná
(viz [32]).

3.1.4 Fisherovo �Studentovo� rozd¥lení

Gosset·v £lánek zpo£átku v akademických kruzích nevyvolal tém¥° ºádnou ode-
zvu (viz [32]); jedinou výjimkou byl R.A. Fisher. Po£áte£ním impulsem ke ko-
respondenci mezi ním a Gossetem byla v roce 1912 podle [5] neshoda ohledn¥
správného jmenovatele ve vzorci pro sm¥rodatnou odchylku.2 Fishera v²ak zjev-
n¥ zaujaly Gossetovy výsledky, nebo´ mu uº ve svém t°etím dopise poslal d·kaz
jeho vzorc· pro rozd¥lení z, uvedených v [28]. Tento dopis se nezachoval, ale z ko-
respondence Gosseta s Karlem Pearsonem je z°ejmé, ºe d·kaz byl proveden po-
mocí geometrické reprezentace náhodného výb¥ru v n-rozm¥rném prostoru; tento
p°ístup mu pozd¥ji umoºnil dosáhnout mnoha dal²ích pozoruhodných výsledk·,
viz [5]. Gosset p°eposlal d·kaz Karlu Pearsonovi, na kterého v²ak tento neu£inil
ºádný dojem: �I do not follow Mr Fisher's proof & it is not the kind of proof which
appeals to me. (. . . ) I do not see what the writer is doing at all. (. . . ) Of course,
if Mr Fisher will write a proof, in which each line �ows from the preceeding one
& de�ne his terms I will gladly consider its publication.� ([24], str. 47�48). Fisher
publikoval geometrický d·kaz rozd¥lení z aº v roce 1920 v £lánku [13].

Korespondence pokra£ovala v roce 1915, kdy Fisher publikoval £lánek [12]
o rozd¥lení korela£ního koe�cientu (viz [6]). I v tomto p°ípad¥ byl inspirován
Gossetovými výsledky, konkrétn¥ £lánkem [29] z roku 1908, a i zde uplatnil sv·j
vynikající geometrický vhled. Jedním z díl£ích výsledk· bylo tvrzení, ºe je-li po-
pula£ní korela£ní koe�cient % roven nule, má pom¥r

r√
1− r2

stejné rozd¥lení jako Gossetova veli£ina z v p°ípad¥ výb¥ru o rozsahu n− 1.
V roce 1922 Gosset v dopise Fisherovi nadhodil problém rozd¥lení regresních

koe�cient·; Fisher mu obratem zaslal °e²ení, ve kterém se (k nemalé Gossetov¥

chyby v jeho knize pov²iml Dr. Isidor Greenwald a napsal mu dopis, který cituje E. S. Pearson
v publikaci [24]. V pozd¥j²ích vydáních knihy [16] jiº jsou léky ozna£eny pouze jako A a B.

2Tato záleºitost je pon¥kud nejasná. Gosset ve svém dopise Karlu Pearsonovi z 12. zá°í
1912 citovaném v knize [5] lí£í, ºe mu Fisher poslal d·kaz, ºe správný vzorec pro sm¥rodatnou
odchylku je √√√√ n∑

i=1

(xi − x)2

/
n a nikoli

√√√√ n∑
i=1

(xi − x)2

/
(n− 1) .

Fisher ve svém prvním £lánku [11] skute£n¥ pomocí metody maximální v¥rohodnosti odvozuje
vzorec pro odhad σ2, kde je ve jmenovateli n. Jak je v²ak patrno z vý²e uvedeného textu, Gosset
v [28] pouºívá rovn¥º n, a není tedy jasné, pro£ mu Fisher své výsledky posílal. Jedin¥ snad
proto, ºe Gosset mj. uvádí, ºe st°ední hodnota výrazu

n∑
i=1

(xi − x)2

/
n

je rovna (n−1)σ2/n (coº je ov²em správn¥). Dopis navíc pokra£uje zmínkou o dal²ím Fisherov¥
dopise, ve kterém ukázal, ºe správný jmenovatel je nakonec p°ece jen n− 1.
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radosti) ukázalo, ºe i zde je t°eba pouºít jeho z-rozd¥lení. V souvislosti s t¥mito
objevy z°ejm¥ vykrystalizoval Fisher·v komplexní pohled na celou problematiku,
zahrnující krom¥ p°ede²lého téº testy rozdílu dvou pr·m¥r· a testy korela£ních
koe�cient· pomocí �Studentova� rozd¥lení (viz [10]). Ten byl de�nitivn¥ shrnut
v práci [15], kde v²ak Fisher s ohledem na £tená°e postrádající jeho geometrickou
p°edstavivost pouºil k odvozování algebraický p°ístup (viz [5]). Celá metodika
byla zpopularizována také díky Fisherov¥ knize [16], kde jiº bylo �Studentovo�
rozd¥lení uvedeno v dne²ní podob¥, tj. po transformaci

tn−1 = zn
√
n− 1.

3.2 Geometrie v díle R.A. Fishera

V následujícím textu ukáºeme na n¥kolika p°íkladech, jakým zp·sobem R.A. Fi-
sher vyuºíval ve svých statistických pracích svého geometrického vhledu. Je t°e-
ba upozornit, ºe si ned¥láme nárok na úplnost tohoto p°ehledu; Fisherovo dílo
je zna£n¥ rozsáhlé a dle na²eho názoru i pom¥rn¥ obtíºné. Co se tý£e samotné
geometrie, uvádí své úvahy velice zkratkovit¥, £asto jednou v¥tou, a jejich d·kazy
se zpravidla v·bec nezabývá. Pro £tená°e, který postrádá jeho sebejistotu v pou-
ºívání n-rozm¥rné geometrie a pot°ebuje si v²echny úvahy tohoto druhu formáln¥
ov¥°it, jsou Fisherovy £lánky nep°im¥°en¥ stru£né.

V²echny níºe uvedené p°íklady se týkají náhodného výb¥ru z normálního roz-
d¥lení. Po ur£itém váhání jsme ponechali p·vodní zna£ení, pouze bezvýznamn¥
upravené. Soust°edíme se výhradn¥ na geometrické aspekty problematiky.

3.2.1 Sdruºené rozd¥lení pr·m¥ru a výb¥rové sm¥rodatné
odchylky

V £lánku [14] Fisher odvozuje rozd¥lení náhodné veli£iny

z ≡ x−m
s
≡ x−m√√√√√ n∑

i=1

(xi − x)2

n

získané z výb¥ru z rozd¥lení N(m; σ2) o rozsahu n (jedná se o reakci na jiný £lánek
z roku 1923, jehoº autor uvádí odli²ný výsledek). Hned v úvodu upozor¬uje, ºe
hledaný vzorec byl publikován Gossetem v práci [28] jiº v roce 1908. Následuje
odvození sdruºeného rozd¥lení pr·m¥ru x a sm¥rodatné odchylky s uºitím n-
rozm¥rné geometrie; s nejv¥t²í pravd¥podobností je to postup, který pouºil jiº
v roce 1912 v korespondenci s Gossetem (viz podkapitoly 3.1.3, 3.1.4).3

Nejprve Fisher formuluje geometrickou interpretaci hustoty: navrhuje nahlí-
ºet na pozorování x1, . . . , xn jako na sou°adnice bodu v n-rozm¥rném prostoru.
Pravd¥podobnost, ºe náhodný vektor bude leºet v okolí tohoto bodu4 o objemu

dx1 · . . . · dxn,
3Tento zp·sob odvození je ov²em � v pon¥kud stru£n¥j²í podob¥ � shrnut jiº ve Fisherov¥

£lánku [12] z roku 1915. Odsud také pochází obrázek 3.1, jeden z mála, kterými Fisher své
úvahy ilustroval.

4V originále �volume element� .
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Obrázek 3.1: Fisherova ilustrace z £lánku [12] ke geometrickému odvození hustoty sdruºeného
rozd¥lení výb¥rového pr·m¥ru x a sm¥rodatné odchylky s.

je rovna hodnot¥

e−
∑

(xi−m)2

2σ2(
σ
√

2π
)n · dx1 · . . . · dxn.

Dále autor upozor¬uje na geometrický význam zkoumaných veli£in. P°i pozo-
rované hodnot¥ pr·m¥ru x leºí v²echny p°ípustné realizace P = (x1, . . . , xn)T

v nadrovin¥ (tj. podprostoru dimenze n− 1) ur£ené rovnicí

x1 + · · ·+ xn = nx,

která je kolmá na vektor (1, . . . , 1)T a má od po£átku soustavy sou°adnic O vzdá-
lenost x

√
n. Hodnota

√
ns pak p°edstavuje vzdálenost pozorované realizace od

bodu M = (x, . . . , x)T (viz obr. 3.1). P°i dané hodnot¥ s tvo°í tedy mnoºina
moºných pozorování v této nadrovin¥ povrch (n− 1)-rozm¥rné koule se st°edem
v bod¥ (x, . . . , x)T a polom¥rem úm¥rným hodnot¥ s. Míra této mnoºiny je úm¥r-
ná hodnot¥ sn−2. P°ír·stku veli£in x, s o hodnoty dx, ds tedy odpovídá oblast5

o objemu úm¥rném výrazu

sn−2 dx ds.

Navíc platí

e−
∑

(xi−m)2

2σ2 = e−
n(x−m)2

2σ2 · e−
ns2

2σ2 ,

coº znamená, ºe hustota je na vý²e popsané mnoºin¥ konstantní. Pravd¥podob-
nost, ºe realizace náhodného výb¥ru bude leºet v této oblasti, je tedy úm¥rná
výrazu

e−
n(x−m)2

2σ2 · e−
ns2

2σ2 sn−2 ds dx, (3.1)

5Aº na konstanty úm¥rnosti, které Fisher neuvádí, se vlastn¥ jedná o �slupku� tlou²´ky ds
obepínající plá²´ válce vý²ky dx, jehoº podstavou je (n− 1)-rozm¥rná koule o polom¥ru s.
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coº je � aº na konstantu � hustota hledaného sdruºeného rozd¥lení; konstantu lze
ur£it z podmínky ∫

s∈R+,x∈R
dP = 1.

Ze vzorce (3.1) je v první °ad¥ patrná nezávislost veli£in s a x; tímto výsled-
kem Fisher napravuje jeden z nedostatk· Gossetova £lánku [28] (viz podkapitolu
3.1.3).

V dal²ím textu autor uvádí marginální hustoty veli£in x a s a pomocí substi-
tuce dochází k hledané hustot¥ náhodné veli£iny z.

3.2.2 Rozd¥lení výb¥rového korela£ního koe�cientu

Cílem £lánku [12] je odvodit hustotu rozd¥lení výb¥rového korela£ního koe�cien-
tu r, pocházejícího z náhodného výb¥ru z dvojrozm¥rného normálního rozd¥lení
veli£in (

x
y

)
∼ N

[(
m1

m2

)
,

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)]
o rozsahu n. Fisher nejd°íve formuluje geometrický význam hustoty zkoumaného
2n-rozm¥rného náhodného vektoru: výraz

e
− 1

1−ρ2
n∑
i=1

(
(xi−m1)

2

2σ21
− 2ρ(xi−m1)(yi−m2)

2σ1σ2
+

(yi−m2)
2

2σ22

)
(

2πσ1σ2
√

1− ρ2
) dx1 dy1 . . . dxn dyn (3.2)

p°edstavuje pravd¥podobnost, ºe vektor pozorování bude leºet v okolí hodnoty
(x1, y1, . . . , xn, yn)T o objemu dx1 dy1 . . . dxn dyn. Toho vyuºije k ur£ení hustoty
sdruºeného rozd¥lení veli£in

x ≡

n∑
i=1

xi

n
, µ2

1 ≡

n∑
i=1

(xi − x)2

n
,

y ≡

n∑
i=1

yi

n
, µ2

2 ≡

n∑
i=1

(yi − y)2

n
,

r ≡

n∑
i=1

(xi − x)(yi − y)

nµ1µ2

,

coº je pro n¥j úkol p°eváºn¥ geometrický:

. . . it is evident that the only di�culty lies in the expression of an ele-
ment of volume in 2n dimensional space in terms of these derivatives.

([12], str. 86)
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Nejd°íve navrhuje promítnout zvlá²´ x-ová a zvlá²´ y-ová pozorování do téhoº
n-rozm¥rného prostoru. Nyní p°i pozorovaných hodnotách x, y, µ1 a µ2 tvo-
°í mnoºina moºných pozorování povrch dvou (n − 1)-rozm¥rných koulí leºících
v nadrovin¥ kolmé na sm¥r (1, . . . , 1)T , jejichº st°edy jsou v bodech (x, . . . , x)T

a (y, . . . , y)T a jejichº polom¥ry jsou
√
nµ1 a

√
nµ2. Výb¥rový korela£ní koe�cient

r pak p°edstavuje kosinus úhlu sev°eného vektory

(x1 − x, . . . , xn − x)T ,
(y1 − y, . . . , yn − y)T .

(3.3)

Dále je Fisher velmi stru£ný:

Taking one of the projections as �xed at any point on the sphere of
radius

√
nµ2, the region for which r lies in the range dr, is a zone, on

the other sphere in n− 1 dimensions, of radius µ1

√
n
√

1− r2, and of
width µ1

√
n dr/

√
1− r2, and therefore having a volume proportional

to µn−2
1 (1− r2)

n−4
2 dr. ([12], str. 87)

Fixuje tedy nejprve hodnoty pozorování y1, . . . , yn (a tedy i Y a µ2) a hodnoty
statistik x, µ1; p°i dané hodnot¥ koe�cientu r jsou pak p°ípustná pozorování
x1, . . . , xn � bez této podmínky tvo°ící povrch vý²e popsané (n−1)-rozm¥rné koule
ur£ené hodnotami x a µ1 � omezena na ty p°ípady, kdy vektory (3.3) spolu svírají
úhel α = arccos r. Tato pozorování tvo°í na povrchu (n−1)-rozm¥rné koule povrch
(n−2)-rozm¥rné koule (p°edstavme si jej jako kruºnici) o polom¥ru µ1

√
n sinα =

µ1

√
n
√

1− r2. P°ír·stku koe�cientu r o hodnotu dr odpovídá zm¥na úhlu

dα = −dr/
√

1− r2,

a tedy pás na povrchu (n− 1)-rozm¥rné koule o �délce�[
µ1

√
n
√

1− r2
]n−3

a ²í°ce

µ1

√
n dr/

√
1− r2 .

Míra této mnoºiny je tedy[
µ1

√
n
√

1− r2
]n−3

· µ1

√
n dr/

√
1− r2 = n

n
2
−1µn−2

1

(
1− r2

)n−4
2 dr,

coº je � aº na konstantu n
n
2
−1 � Fisher·v výsledek.

P°ír·stek objemu odpovídající p°ír·stk·m veli£in x, y, µ1, µ2, r je tedy úm¥rný
výrazu

µn−2
1 µn−2

2

(
1− r2

)n−4
2 dx dy dµ1 dµ2 dr

(je t°eba je²t¥ p°idat p°íslu²né diferenciály a £initel µn−2
2 , nebo´ v dosavadních

úvahách byly hodnoty y1, . . . , yn �xované). Nyní jiº m·ºeme vyjád°it výraz (3.2)
pomocí zkoumaných statistik: platí

n∑
i=1

(
(xi −m1)

2

2σ2
1

− 2ρ(xi −m1)(yi −m2)

2σ1σ2
+

(yi −m2)
2

2σ2
2

)
=

= n

[
(x−m1)

2 + µ2
1

2σ2
1

− 2ρ [rµ1µ2 + (x−m1)(y −m2)]

2σ1σ2
+

(y −m2)
2 + µ2

2

2σ2
2

]
,

157



takºe po dosazení za p°ír·stek objemu dostáváme (aº na násobek) výraz

e
− n

1−ρ2

[
(x−m1)

2+µ21
2σ21

− 2ρ[rµ1µ2+(x−m1)(y−m2)]
2σ1σ2

+
(y−m2)

2+µ22
2σ22

]
·

·µn−2
1 µn−2

2 (1− r2)
n−4
2 dx dy dµ1 dµ2 dr,

kde £ást p°ed diferenciálem je (aº na násobek) hledanou hustotou sdruºeného
rozd¥lení.

Dal²í text se na²t¥stí jiº geometrie netýká. Za upozorn¥ní v²ak stojí jeden
z výsledk·, který je významný z historického hlediska � v p°ípad¥ ρ = 0 má
náhodná veli£ina

r√
1− r2

rozd¥lení identické s rozd¥lením odvozeným �Studentem� v £lánku [28] (viz téº
podkapitolu 1.10.1); tímto odhalením se Fisherovi potvrdil význam �Studentova�
rozd¥lení.

3.2.3 Rozd¥lení odchylky od pr·m¥ru

Fisher·v £lánek [13] je po geometrické stránce mimo°ádn¥ podn¥tný. Jedním
z prvních díl£ích úkol·, kterými se zde autor zabývá, je odvození hustoty rozd¥lení
odchylek xi jednotlivých m¥°ení od výb¥rového pr·m¥ru získaného z náhodného
výb¥ru z rozd¥lení N(m; σ2) o rozsahu n (Fisher zna£í odchylky od pr·m¥ru sym-
bolem xi, stejn¥ jako p·vodní m¥°ení v jiných odstavcích téhoº £lánku). Kaºdý
bod reprezentovaný t¥mito hodnotami leºí podle n¥j v podprostoru dimenze n−1
daném rovnicí

n∑
i=1

xi = 0;

tento podprostor budeme dále zna£it symbolem M . Hustota udávající na tomto
podprostoru rozd¥lení vektoru odchylek je násobkem výrazu

e−
r2

2σ2 , (3.4)

kde r2 =
∑

i x
2
i , tj. r je vzdálenost od po£átku soustavy sou°adnic.6 Toho Fisher

vyuºije následujícím zp·sobem:

The region in which any co-ordinate has an assigned value, x1, is
a plane of (n− 2) dimensions, at a distance

x1

√
n

n− 1
(3.5)

from the origin, and the frequency with which x1 falls into the range
dx1 is therefore proportional to

e
− nx21

2(n−1)σ2 . (3.6)
6V £lánku je toto tvrzení uvedeno bez d·kazu; my jsme jej dokázali v podkapitole 2.6.2 �

vektor odchylek od pr·m¥ru totiº p°edstavuje pravoúhlý pr·m¥t p·vodního vektoru do (n−1)-
rozm¥rného podprostoru kolmého na vektor (1, . . . , 1)T .
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Thus deviations from the mean of samples of n of a normal population
are themselves normally distributed. ([13], str. 191)

První £ást této úvahy m·ºeme snadno osv¥tlit: normálovým vektorem nadroviny∑
i xi = 0 je vektor (1, . . . , 1)T , takºe pro úhel α, který svírá tato nadrovina

s osou x1, platí

sinα =

∣∣(1, 0, . . . , 0)T ◦ (1, . . . , 1)T
∣∣

‖(1, 0, . . . , 0)T‖ · ‖(1, . . . , 1)T‖
=

1√
n
,

z £ehoº vyplývá

cosα =
√

1− sin2 α =

√
n− 1

n
;

z toho lze ur£it vzdálenost (3.5) (viz obr. 3.2).7 Jak v²ak z této skute£nosti

|x1|
cosα

∑
xi = 0

α

x1 = konst.

dal²í osy

osa x1
∑
xi = 0

(1, . . . , 1)T

Obrázek 3.2: Vzdálenost lineární mnoºiny ur£ené rovnicemi x1 = konst.,
∑
xi = 0 od po£átku

soustavy sou°adnic je |x1|/ cosα, kde α je úhel, který osa x1 svírá s podprostorem ur£eným
rovnicí

∑
i xi = 0. To platí díky tomu, ºe vektor (1, . . . , 1)T a osa x1 jsou na uvedenou lineární

mnoºinu kolmé, a proto je na ni kolmá i jimi ur£ená rovina, tj. nákresna obrázku.

vyvozuje Fisher tak bezprost°edn¥ záv¥r (3.6), nám není jasné; proto jsme cítili
pot°ebu dokázat správnost tohoto kroku v podkapitole 2.6.4. Nevylu£ujeme ale
moºnost existence p°ímo£a°ej²ího náhledu.

3.2.4 Sdruºené rozd¥lení dvou odchylek od pr·m¥ru

Podobným zp·sobem Fisher dále z výsledku (3.4) odvodí hustoty sdruºeného
rozd¥lení dvou odchylek x1, x2 od výb¥rového pr·m¥ru:

7Jiným zp·sobem, jak lze ke vzdálenosti (3.5) dojít, je tato úvaha: ze v²ech vektor· vyho-
vujících rovnicím

∑
i xi = 0, x1 = konst., je z°ejm¥ nejkrat²í vektor(

x1,−
x1
n− 1

, . . . ,− x1
n− 1

)T
,

jehoº délka je (3.5). Správn¥ by ov²em m¥lo být ve výsledném výrazu x1 v absolutní hodnot¥.
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Consider the the distribution of pairs of values x1 and x2. The space
in which the representative points lie is parallel to the line

x1 + x2 = 0
x3 = x4 = · · · = xn = 0,

(3.7)

while it makes with the line

x1 = x2
x3 = x4 = · · · = xn = 0,

(3.8)

an angle the cosine of which is√
n− 2

n
. (3.9)

Consequently the frequency in the range dx1 dx2 is proportional to

e
− 1

2σ2

{
(x1−x2)

2

2
+ n
n−2
· (x1+x2)

2

2

}
dx1 dx2 = (3.10)

= e
− n−1

2(n−2)σ2
{x2

1+
2x1x2
n−1

+x2
2}dx1 dx2, (3.11)

showing a surface of normal correlation8, with correlation coe�cient,
− 1

n−1 , between any two deviations. ([13], str. 191)

Fisher tedy v podprostoru M �xuje hodnoty prom¥nných x1 a x2, pak odvodí, ºe
vzdálenost takto de�nované lineární mnoºiny (ozna£me ji L′) od po£átku soustavy
sou°adnic je √

(x1 − x2)2
2

+
n

n− 2
· (x1 + x2)2

2
(3.12)

(to ov²em není v textu explicitn¥ uvedeno), a to mu umoºní � op¥t pomocí pra-
vidla dokázaného v podkapitole 2.6.4 � formulovat vzorec (3.10). Ten pak upraví
na tvar (3.11), ze kterého z°ejm¥ srovnáním s obecným vzorcem dvojrozm¥rného
normálního rozd¥lení vy£te korela£ní koe�cient mezi odchylkami x1 a x2.

Obtíºn¥ pochopitelným krokem se nám v této úvaze zdá zp·sob, jakým autor
dochází k výrazu (3.12). Výsledek je samoz°ejm¥ správný � sta£í si uv¥domit, ºe
ze v²ech vektor·, které jsou prvkem mnoºiny L′, je z°ejm¥ nejkrat²í vektor(

x1, x2,−
x1 + x2
n− 2

, . . . ,−x1 + x2
n− 2

)
,

jehoº délka je skute£n¥ (3.12). Fisherova argumentace je v²ak jiná.
P°ímky (3.7), (3.8) jsou osami kvadrant· roviny x1, x2; postup jeho úvah si

tedy vykládáme tak, ºe nejprve rozloºí vektor x ≡ (x1, x2, 0, . . . , 0)T na sou£et
dvou vektor· a , b, které jsou rovnob¥ºné s t¥mito osami a jejichº délky jsou

|x1 − x2|√
2

,
|x1 + x2|√

2

(viz obr. 3.3). Vektor a leºí v podprostoru M , vektor b s tímto podprostorem

8Má být z°ejm¥ �distribution� .
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osa x1

osa x2

M

x1 + x2 = 0
x3 = · · · = xn = 0x1 = x2

x3 = · · · = xn = 0

x2

x1
a

b

Obrázek 3.3: Ilustrace k rotaci os x1, x2 o 45 ◦. Platí ‖a‖ = |x1 − x2| /
√

2, ‖b‖ =
|x1 + x2| /

√
2. Podprostor M protíná nákresnu v ose druhého a £tvrtého kvadrantu.

svírá úhel velikosti α, pro který platí

sinα =

∣∣(1, 1, 0, . . . , 0)T ◦ (1, . . . , 1)T
∣∣

‖(1, 1, 0, . . . , 0)T‖ · ‖(1, . . . , 1)T‖
=

√
2

n
,

tj.

cosα =
√

1− sin2 α =

√
n− 2

n
.

Dále je t°eba si p°edstavit dal²í vektor, °ekn¥me c, sm¥°ující mimo rovinu x1, x2
z koncového bodu vektoru x do bodu, který je z mnoºiny L′ nejblíºe po£átku
soustavy sou°adnic. Tento vektor z°ejm¥ musí být tvaru (0, 0, x3, . . . , xn), je tedy
kolmý na rovinu x1, x2. Délka vektoru a + b + c je pak hledaná vzdálenost. Je-li
nyní úhel β sev°ený vektory b a b + c stejný jako úhel α, platí

‖b + c‖2 =
‖b‖2

cos2 β
=

n

n− 2
· (x1 + x2)

2

2
,

nebo´ vektor b + c je p°eponou pravoúhlého trojúhelníku, jehoº odv¥sny jsou
vektory b a c. Z Pythagorovy v¥ty

‖a + b + c‖2 = ‖a‖2 + ‖b + c‖2

pak snadno dojdeme k výsledku (3.12).
Je t°eba ov²em dokázat rovnost úhl· α a β. Ta plyne ze vzájemné polohy

roviny ur£ené vektory b, c a podprostoru M ; m·ºeme totiº ukázat, ºe platí

M t [b, c] , (3.13)
[b, c] ∩M = [b + c] , (3.14)

z £ehoº vyplývá, ºe pravoúhlý pr·m¥t bM vektoru b do podprostoru M musí být
rovnob¥ºný s vektorem b + c a lze psát

α ≡ |^b,M | = |^b, bM | = |^b, b + c| ≡ β;
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ke t°etí rovnosti je t°eba poznamenat, ºe oba úhly musí být men²í neº 90 ◦, vektory
bM a b + c musí mít tedy i stejnou orientaci.

Dokaºme tedy je²t¥ tvrzení (3.13) a (3.14). Druhé z nich plyne z toho, ºe
vektory a a a + b + c leºí oba v podprostoru M , leºí v n¥m tedy i vektor b + c.
Dokázat druhé tvrzení v²ak není tak snadné, a£koli je intuitivn¥ snadno p°ijatelné
� alespo¬ pokud se £lov¥k spokojí s p°edstavou v trojrozm¥rném prostoru.

Uv¥domme si tedy, ºe vektor a + b + c musí být ze své de�nice kolmý na
zam¥°ení mnoºiny L′, tj. na podprostor L tvo°ený v²emi takovými vektory u ,
pro které platí

∃v ,w ∈ L′ : u = v −w .

V na²em p°ípad¥ se z°ejm¥ jedná o v²echny vektory tvaru (0, 0, x3, . . . , xn)T . Oba
vektory a , b jsou na tento podprostor také kolmé, musí na n¥j být tedy kolmý
i vektor c. Protoºe jsou tyto t°i vektory lineárn¥ nezávislé a dimenze podprosto-
ru L je n− 3, znamená to, ºe platí

[a , b, c] = L⊥.

Vektor (1, . . . , 1)T , který je kolmý na podprostor M (a tedy i na L) musí být
tím pádem lineární kombinací t¥chto t°í navzájem kolmých vektor·. Na vektor
a ∈ M je v²ak také kolmý, musí tedy leºet v rovin¥ [b, c]. A protoºe je jediným
generátorem podprostoru M⊥, platí M⊥ ⊆ [b, c], z £ehoº vyplývá M |= [b, c]
a proto i M t [b, c] (viz podkapitolu 2.2.2).

Fisher tedy rychle a se zna£nou suverenitou dochází pomocí n-rozm¥rné ge-
ometrie ke správným výsledk·m, domníváme se v²ak, ºe podstatnou £ást argu-
mentace vynechává. Fakta, která uvádí, nejsou vºdy posta£ující podmínkou pro
záv¥ry, které z nich vyvozuje.

3.2.5 Sdruºené rozd¥lení pr·m¥rné odchylky a výb¥rové
sm¥rodatné odchylky

Hlavním cílem £lánku [13] je porovnat p°esnost odhadu sm¥rodatné odchylky po-
mocí statistik odvozených od pr·m¥rné absolutní odchylky od pr·m¥ru (σ1) a od
výb¥rové sm¥rodatné odchylky (σ2) vypo£tené z náhodného výb¥ru z rozd¥lení
N(m; σ2) o rozsahu n:

σ1 ≡
√
π

2

n∑
i=1

|xi − x|, (3.15)

σ2 ≡

√√√√√ n∑
i=1

(xi − x)2

n
. (3.16)

V hlavní £ásti se Fisher omezuje na p°ípad, kdy n = 4, a odvozuje hustotu
rozd¥lení veli£iny σ1 podmín¥né danou hodnotou σ2. Vychází z p°edstavy, ºe
p°i pevné hodnot¥ σ2 tvo°í mnoºina moºných pozorovaných hodnot sféru K se
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st°edem v bod¥ M ≡ (x, x, x, x)T a polom¥rem 2σ2, která leºí v trojrozm¥rné
nadrovin¥ N dané rovnicí

n∑
i=1

(xi − x) = 0;

je to tedy �oby£ejná� dvojrozm¥rná sféra, tj. povrch trojrozm¥rné koule. Naproti
tomu p°i pevné hodnot¥ σ1 tvo°í mnoºina moºných pozorování v nadrovin¥ N
povrch mnohost¥nu; jeho pr·nikem se sférou K je k°ivka, která reprezentuje po-
zorování vyhovující daným hodnotám σ1 a σ2. Z její délky lze odvodit hledanou
hustotu podmín¥ného rozd¥lení díky tomu, ºe na povrchu této koule je hustota
náhodného vektoru konstantní (viz p°edchozí podkapitoly).

Fisher se nejprve zabývá vlivem absolutních hodnot ve vzorci (3.15) v r·zných
£ástech nadroviny N :

Within this space the values of (x − x) will be positive or negative
according as the representative point lies on the other four planes,
through M , drawn parallel to the faces of a regular tetrahedron.

([13], str. 195)

Jedná se o to, ºe hodnoty (xi − x) jsou pozitivní £i negativní podle toho, v jaké
£ásti nadroviny N rozd¥lené nadrovinami

x1 = x, x2 = x, x3 = x, x4 = x

daná £tve°ice pozorování leºí. Tyto £ty°i nadroviny protínají podprostor M ve
£ty°ech rovinách, které jsou v·£i sob¥ orientovány stejn¥ jako st¥ny pravidelného
£ty°st¥nu (nejprost²ím d·kazem tohoto tvrzení je poºadavek symetrie, lze jej v²ak
ov¥°it i analyticky); protínají se ov²em v²echny v jednom bod¥ M . Jakékoli dv¥
z nich tedy svírají úhel o velikosti arccos 1

3
a jakékoli dv¥ jejich sousední pr·se£nice

svírají úhel o velikosti π/3.
Tyto roviny rozd¥lují sféru K na £trnáct oblastí, kde kaºdá z nich odpoví-

dá ur£ité kombinaci znamének výraz· (xi − x) � vylou£eny jsou p°ípady v²ech
znamének záporných a v²ech znamének kladných.9 �est t¥chto oblastí je tvaru
£tverce � ty odpovídají p°ípad·m dvou pozitivních a dvou negativních hodnot;
zbylé mají tvar trojúhelníku a odpovídají p°ípad·m jedné hodnoty pozitivní a t°í
negativních, resp. naopak (viz obr. 3.4). �tvercové oblasti celkem pokrývají £ást
sféry K o relativním obsahu

6 ·
(

1

2
−

arccos 1
3

π

)
= 3−

6 arccos 1
3

π
= 0, 6490,

zatímco na trojúhelníkové oblasti p°ipadá podíl

8 ·
(

3 arccos 1
3

4π
− 1

4

)
=

6 arccos 1
3

π
− 2 = 0, 3510;

9To je mimochodem zajímavá kombinatorická úvaha. Pokud pon¥kud zjednodu²íme formu-
laci, znamená to, ºe nadrovina n-rozm¥rného prostoru popsaná rovnicí x1 + · · · + xn = 0 je n
nadrovinami x1 = 0, . . . , xn = 0 rozd¥lena na 2n − 2 £ástí.
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Obrázek 3.4: �ty°i roviny, které se protínají ve st°edu koule a jsou rovnob¥ºné se st¥nami
pravidelného £ty°st¥nu, d¥lí povrch koule na £trnáct oblastí; ²est z nich má tvar £tverce, zbývající
mají tvar trojúhelníku. Na obrázku je povrch koule pr·hledný, rovin nikoli. Jedna z rovin je
rovnob¥ºná s nákresnou.

t¥chto komplikovan¥ vyhlíºejících výsledk· je ve skute£nosti p°ekvapiv¥ snadné
dosáhnout, nebo´ relativní obsahy £tvercových a trojúhelníkových oblastí musí
vyhovovat soustav¥

6 �+ 8 M = 1,

1 �+ 2 M =
arccos 1

3

2π
.

Pokud nyní �xujeme hodnotu σ1 a zvolíme ur£itou kombinaci pozitivních a nega-
tivních odchylek, dostaneme ze vzorce (3.15) rovnici nadroviny, jejímº pr·nikem
s nadrovinou N je rovina; je-li tato rovina ve vhodné vzdálenosti od bodu M , je
jejím pr·nikem s p°íslu²nou £ástí sféry K kruºnice £i její £ást. Osou této kruºnice
je v nadrovin¥ N vºdy osa p°íslu²né £ásti sféry (to je v £lánku uvedeno bez d·-
kazu pro p°ípad £tvercových £ástí, je v²ak patrné, ºe se to p°edpokládá i u £ástí
trojúhelníkových). Fisher vypo£te úhlovou velikost θ polom¥ru t¥chto kruºnic:

θ = arccos

(√
2

π
· σ1
σ2

)

v p°ípad¥ £tvercových £ástí, resp.

θ = arccos

(√
8

3π
· σ1
σ2

)

v p°ípad¥ £ástí trojúhelníkových, a pokra£uje:

The frequency distribution of σ1, for a given value of σ2, is thus re-
duced to the frequency of occurrence of di�erent values of θ, in two
types of spherical �gures. For the quadrangles the greatest possible
value of θ is 45 ◦, while the least distance from the perimeter to the
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centre is sin−1
√

1
3
. From these 6 regions we have

From 0 to sin−1
1√
3

frequency 3 sin θ dθ

From sin−1
1√
3
to 45 ◦ frequency 3 sin θ

(
1− 4

π
cos−1

1√
2 tan θ

)
dθ

([13], str. 196)

(symbolem sin−1 míní arcsin). Co to znamená? Hustota náhodného vektoru je na
sfé°eK konstantní. Pravd¥podobnost, ºe tento vektor bude leºet na jejím povrchu
v dané oblasti (p°i podmínce, ºe se nachází kdekoli na jejím povrchu), lze tedy
ur£it jako podíl obsahu dS této oblasti v·£i obsahu S celé sféry. P°i zm¥n¥ úhlu
θ o hodnotu dθ je touto oblastí pás ²í°ky dS = 2σ2 dθ (nezapome¬me, ºe 2σ2 je
polom¥r koule) a délky, která je sou£tem délek v²ech vý²e popsaných kruºnic £i
jejich £ástí. Jak lze ov¥°it, na jedné £tvercové oblasti je délka £ásti této k°ivky

l = 4πσ2 sin θ pro 0 ≤ θ ≤ arcsin
1√
3
,

l = 4πσ2 sin θ

(
1− 4

π
arccos

1√
2 tan θ

)
pro arcsin

1√
3
≤ θ ≤ 45 ◦;

druhý °ádek se týká situace, kdy je úhel θ p°íli² velký, takºe do £tvercové oblasti
se vejde jen £ást kruºnice v rozích. Hledaná pravd¥podobnost je tedy

6 · dS

S
=

6 · l · 2σ2 dθ

4π (2σ2)
2 ;

dosazením za l dostaneme Fisher·v výsledek.
Analogický výpo£et poté autor provede pro trojúhelníkové oblasti a nakonec

dosadí za θ a dθ odpovídající funkce parametru σ1. Hledaná podmín¥ná hustota
je sou£tem takto získaných funkcí (bez diferenciálu), Fisher ji v²ak uvádí stále
odd¥len¥:

3

σ2

√
2

π

(
1− 4

π
arccos

σ1√
πσ2

2 − 2σ2
1

)
pro σ2

√
π

4
≤ σ1 ≤ σ2

√
π

3
,

3

σ2

√
2

π
pro σ2

√
π

3
≤ σ1 ≤ σ2

√
π

2

pro £tvercové oblasti a

8

σ2

√
2

3π

(
1− 3

π
arccos

σ1√
3πσ2

2 − 8σ2
1

)
pro σ2

√
π

4
≤ σ1 ≤ σ2

√
π

3
,

8

σ2

√
2

3π
pro σ2

√
π

3
≤ σ1 ≤ σ2

√
3π

8

pro oblasti trojúhelníkové (viz obr. 3.5, kde je od�ltrován vliv σ2).
Z historického hlediska je významné, ºe toto rozd¥lení nezávisí na skute£né

hodnot¥ rozptylu σ2; to znamená, ºe p°i známé hodnot¥ statistiky σ2 jiº znalost
statistiky σ1 nem·ºe o hodnot¥ parametru σ2 p°inést ºádnou novou informaci.
Tento post°eh dovedl Fishera pozd¥ji k zavedení pojmu su�cientní statistiky.

165



Obrázek 3.5: Hustota podílu σ1/σ2 (viz (3.15), (3.16)) pro p°ípad n = 4. Horní £ást k°iv-
ky zahrnuje kombinace dvou pozitivních a dvou negativních odchylek od pr·m¥ru, dolní £ást
zbývající moºnosti. P°evzato z práce [13].

3.2.6 Test významnosti

Základ Fisherových úvah ohledn¥ testu významnosti objas¬uje v jeho ºivotopi-
se [5] jeho dcera J. F. Box následujícím zp·sobem. P°edpokládejme jednoduchý
lineární model

Y =

 x1
x2
x3

 · β +

 Z1

Z2

Z3

 ≡ xβ + Z , (3.17)

kde Z ∼ N(0, σ2I3). Chceme-li zvaºovat nulovou hypotézu H0 : β = 0, je z°ejmé,
ºe ji zamítneme tehdy, kdyº bude úhel mezi získanou realizací y a vektorem x

malý. Jaké kritérium musíme pro své rozhodnutí zvolit, abychom se v p°ípad¥
platnosti hypotézy H0 zmýlili nanejvý² v 5% p°ípad·, tj. abychom nep°ekro£ili
obvykle poºadovanou pravd¥podobnost chyby prvního druhu? Nulová hypotéza
vlastn¥ znamená, ºe hustota závisí pouze na vzdálenosti od po£átku soustavy
sou°adnic, takºe nezávisí na sm¥ru. Vhodné kritérium m·ºeme tedy získat tak,
ºe necháme získaný vektor y rotovat kolem vektoru x , £ímº opí²eme na sfé°e se
st°edem v po£átku a polom¥rem ‖y‖ hranici vrchlíku (viz obr. 3.6). Je-li relativní
obsah tohoto vrchlíku v·£i obsahu celé sféry men²í neº 5 %, zamítneme nulovou
hypotézu.

Po zobecn¥ní na více rozm¥r· p°edstavuje tato my²lenka podstatu klasického
jednovýb¥rového t-testu; jeho výsledná hladina významnosti je tedy vlastn¥ po-
díl obsahu p°íslu²ného �hypervrchlíku� v·£i obsahu celé n-rozm¥rné koule. Tato
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y

x

Obrázek 3.6: Získáme-li za platnosti modelu (3.17) realizaci y , zamítneme nulovou hypotézu
H0 : β = 0 tehdy, kdyº bude úhel sev°ený vektory y a x dostate£n¥ malý. Hladinou významnosti
tohoto testu je podíl Sv/Sk, kde Sk je obsah sféry se st°edem v po£átku soustavy sou°adnic
a polom¥rem ‖y‖ a Sv je obsah vrchlíku, který na této sfé°e vznikne, necháme-li rotovat vektor
y kolem vektoru x .

hodnota je funkcí úhlu sev°eného vektory y a x . V obecn¥j²ím p°ípad¥, kdy je mo-
del vícerozm¥rný, je analogická úvaha základem F -testu jako hlavního výsledku
analýzy rozptylu.

3.3 Dal²í osudy geometrického p°ístupu

R.A. Fisher sice v n¥kterých svých £láncích geometrii pouºil, v jeho nejvýznam-
n¥j²ích pracích v²ak zmín¥na není. D·vodem je patrn¥ to, ºe Gosset, který byl
jeho blízkým spolupracovníkem, nebyl schopen porozum¥t n-rozm¥rné geomet-
rii (viz [5]); ze skromnosti to sice p°ipisoval svým nedostate£ným matematickým
schopnostem, je v²ak t°eba p°iznat, ºe Fisher si s vysv¥tlováním opravdu nedával
p°íli² mnoho práce. Snad práv¥ v reakci na Gossetovu prosbu �please don't let
too much be clear or obvious� , naráºející na Fisherovy stru£né argumenty typu
�it is obvious, that. . . � , pouºil Fisher v £lánku [15], shrnujícím hlavní poznatky
týkající se moºného pouºití �Studentova� rozd¥lení, algebraický p°ístup. Sám to
komentoval t¥mito slovy:

It is perhaps worth while to give, at length, an algebraical method
of proof, since analogous cases have hitherto been demonstrated only
geometrically, by means of a construction in Euclidian hyperspace,
and the validity of such methods of proof may not be universally
admitted. ([15], str. 48)

Tak byl poloºen základ tradici, která v matematické statistice p°evládla, a geo-
metrický p°ístup se od té doby vyuºívá v literatu°e jen sporadicky.

Pom¥rn¥ podrobný p°ehled tohoto vývoje uvádí D.G.Herr v £lánku [17]. Ro-
zebírá zde p°ístup vybraných sedmi autor·, kte°í p°íleºitostn¥ pouºili geometrický
p°ístup k lineárnímu modelu. Nicmén¥ pouze p°ístup R.A. Fishera a p°ístup au-
tor· £lánku [8] jsou zde charakterizovány jako £ist¥ geometrické v tom smyslu, ºe
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jejich auto°i z popsaných geometrických p°edstav vyvozují výsledné vzorce zce-
la bezprost°edn¥. Ostatní práce Herr popisuje spí²e jako analyticko-geometrické,
£ímº míní to, ºe v nich jsou geometrické p°edstavy reprezentovány analytickými
vzorci.

Auto°i publikace [27] n¥jaký hlavní zdroj inspirace neuvád¥jí a v úvodu zmi¬ují
pouze Fishera:

Unfortunately Fisher found it di�cult to explain his geometric proofs
to his colleagues, and in the main they decided the geometry was too
di�cult. For this reason, and easy computing formulae were needed in
the early days, the tradition arose of expressing the geometric results
in algebraic form . . . The book aims to retrieve Fisher's lost insight,
and to present it in a dish palatable to all and even delicious to many.

Michael Wichura, autor námi £asto citované u£ebnice [31], p°ipisuje hlavní
zásluhu na jeho seznámení s geometrickým p°ístupem (a tím i pochopení mate-
matické teorie stojící v pozadí analýzy rozptylu a regresních model·) Willamu
Kruskalovi, který mu n¥kdy v polovin¥ 60. let dal p°e£íst p°edb¥ºnou verzi své
u£ebnice v¥nované tomuto tématu.

Podobnou zku²enost zmi¬uje i Morris Eaton v £lánku [9]. Role Williama Krus-
kala (1919�2005) je z°ejm¥ v tomto sm¥ru zásadní. Ostatn¥ jeho práce [18], [19]
a [20] pat°í v literatu°e zabývající se geometrickým p°ístupem k nejcitovan¥j-
²ím. K vydání vý²e zmín¥né u£ebnice v²ak nikdy nedo²lo. Kruskala samotného
k tomuto tématu podle [33] p°ivedl L. J. Savage.

V £eské literatu°e je nám známa pouze jediná publikace v¥novaná tomuto
tématu, a tou je £lánek Pázman·v [23]. Ten se v²ak zabývá podstatn¥ specia-
lizovan¥j²ími technikami neº tato práce a obrací se k pokro£ilej²ím £tená°·m.
V u£ebnicích [3] a [35] jsou p°íleºitostn¥ pouºity geometrické argumenty, jedná se
v²ak o výjimky.

A£koli je vý²e uvedený vý£et pouze ilustrativní a neklade si ºádné nároky na
úplnost, povaºujeme za z°ejmé, ºe geometrický p°ístup k lineárnímu modelu je
v záplav¥ statistické literatury pom¥rn¥ okrajovým jevem. Nepo£ítaje nevydanou
Kruskalovu publikaci, existují v této oblasti dosud z°ejm¥ pouhé dv¥ u£ebnice
(konkrétn¥ knihy [27] a [31]).10 P°itom málokterý z autor· zabývajících se tímto
tématem opomene zd·raznit jeho eleganci a srozumitelnost, díky nimº, jak zd·-
raz¬uje Box v ºivotopise [5], �the results can be immediately seen rather than
laboriously derived� . Herr navrhuje v £lánku [17] £ty°i r·zné teorie, které tuto
skute£nost vysv¥tlují:

� tradice;

� Fisher·v zp·sob pouºití geometrie vyvolal dojem, ºe takový p°ístup m·ºe
být srozumitelný pouze výjime£n¥ nadaným jedinc·m;11

� nedostate£né matematické vzd¥lání n¥kterých statistik·;
10N¥kolik skrovných, le£ výstiºných poznámek upozor¬ujících na uºite£nost geometrické in-

terpretace je také v u£ebnici [7].
11Autor Fisher·v stru£ný styl komentuje t¥mito výstiºnými slovy: �If you see it, it's beauti-

fully elegant; if you don't, there is very little there to improve your vision. It seems the kind of
discussion that inspires the reader to honor the genius that produced it, but does not to inspire
him to try to emulate the approach.�([17], str. 45)
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� maticová algebra je obecn¥j²í neº geometrie (tuto moºnost Herr vzáp¥tí
zavrhuje).

P°idejme k tomuto vý£tu je²t¥ jednu moºnost, která by mohla p°ispívat k udrºo-
vání sou£asného stavu:

� oproti ostatním matematickým obor·m má statistika výrazn¥ silný vztah
k aplikacím. Je tedy moºné, ºe matematikové, kte°í si ji volí jako svoji
specializaci, jsou svou povahou prakti£t¥ji zaloºení a mén¥ dbají o jakousi
pochybnou a subjektivní �eleganci� ; dosaºené výsledky jsou pro n¥ d·leºi-
t¥j²í neº zp·soby jejich získání a necítí pot°ebu hledat zp·soby nové.

A´ uº jsou v²ak p°í£iny této situace jakékoli, jsme p°esv¥d£eni, ºe geometrický
p°ístup by si zaslouºil ve statistické literatu°e ²ir²í prostor; my²lenky prezentované
v na²í práci jsou snad pro tento názor dostate£nou oporou.
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Shrnutí

První £ást p°edkládané práce nabízí alternativní koncept výkladu teorie lineární-
ho modelu, zaloºený na geometrii vektorových prostor·.

Základním východiskem je p°edstava náhodného vektoru jako geometrického
objektu umíst¥ného ve vektorovém prostoru dimenze n, kde n je obvykle po£et
m¥°ení. Lineární model pak speci�kuje polohu neznámé st°ední hodnoty náhod-
ného vektoru v tom smyslu, ºe ji omezuje na n¥jaký vektorový podprostor. Je-li
varian£ní matice tvaru σ2In (coº je p°ípad, na který se � spolu s p°edpokladem
normality � omezujeme tém¥° v celé práci), je nejlep²ím nestranným lineárním
odhadem st°ední hodnoty pravoúhlý pr·m¥t náhodného vektoru do p°íslu²ného
podprostoru.

Dále se ukazuje, ºe vzorce de�nující rozd¥lení χ2
n, tn a Fn lze interpretovat jako

funkce jednoho £i více pravoúhlých pr·m¥t· náhodného vektoru do navzájem kol-
mých podprostor·, p°i£emº tyto funkce nezávisí na zvolené soustav¥ sou°adnic.
To umoº¬uje vyslovit uºite£ná tvrzení pravd¥podobnostního charakteru ohledn¥
neznámých parametr· modelu a eventuální platnosti submodelu, nebo´ navzájem
kolmé podprostory a pravoúhlé pr·m¥ty hrají v dal²í analýze lineárního modelu
dominantní roli. Odhad st°ední hodnoty, odhad rozptylu a test submodelu jsou
témata, v nichº efektivita geometrického p°ístupu vyniká nejnápadn¥ji. Ostatní
kapitoly této £ásti vyºadují o n¥co hlub²í zamy²lení a znalosti.

Druhá £ást publikace se zabývá jednak teoretickými základy, na kterých je
geometrický p°ístup poloºen, a jednak zp·soby, jak lze jeho pouºití zobecnit.
Rovn¥º jsou zde pomocí geometrie odvozeny hustoty rozd¥lení χ2

n, tn a Fn; tento
zp·sob byl inspirován n¥kterými postupy R.A. Fishera a povaºujeme jej za dal²í
mimo°ádn¥ efektní ukázku vyuºití geometrie ve statistice.

Zna£ný prostor je v druhé £ásti v¥nován studiu pojmu kolmosti; a£koli °ada
zde odvozených tvrzení nemá p°ímý vztah ke zbytku práce, povaºujeme tyto kapi-
toly za její nepostradatelnou sou£ást. Odvoláváme se totiº £asto na geometrickou
intuici, ta v²ak nem·ºe být spolehlivým vodítkem, není-li pat°i£n¥ kultivována
pe£livými formálními d·kazy.

Ve t°etí £ásti podáváme stru£ný popis historie spolupráce W. S.Gosseta
a R.A. Fishera, kterou povaºujeme za po£átek moderní matematické statistiky.
Dále je na p°íkladu n¥kolika £lánk· analyzován zp·sob Fisherova geometrického
my²lení. Práci uzavírá krátká úvaha nad dal²ím vývojem geometrického p°ístupu.
Zde uvedený p°ehled literatury je ov²em pouze orienta£ní; dal²í úsilí by m¥lo být
zam¥°eno práv¥ tímto sm¥rem.
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