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Uvod

Krasa obecné teorie relativity spoc¢iva mimo jiné i ve svobodné volbé sou-
fadnicového systému. Tato skutecnost ma bohuzel i svou odvracenou stranu,
nebot mnohé vysledky mohou byt uvedeny v libovolné soufadnicové formeé
a tedy i ve formé znesnadnujici (¢i dokonce piimo neumoziujici) fyzikalni
interpretaci.

V nedavnych ¢lancich [1]-[4] Edgar, Vickers a Machado Ramosova sys-
tematickym postupem odvodili uplnou t¥idu FeSeni s Cistym zafenim (a pii-
padné s kosmologickou konstantou) algebraického typu N a O. Uzili pii tom
pokrocilé tzv. GIF metody (generalized invariant formalism), kterd kom-
binuje vlastnosti standardniho Gerochova-Heldova-Penroseova formalismu
(GHP) a formalismu invariantnich nulovych rotaci. Vysledky vsak byly pu-
blikovany v podobé kontravariantnich metrickych tenzort ¢ pomoci sloZité
interpretovatelnych soutadnic.

Tato prace si klade za cil tyto matematické vysledky uchopit, nalézt
transformace prevadéjici je do prehlednéjsi podoby a zejména identifikujici
je s jiz zndmymi prostorocasy. Tim soucasné provedeme ovéreni spravnosti
postupu uzitého pfi odvozeni vysledkii ve vyse zminénych pracech a proka-
zeme praktickou moznost ziskavani presnych feseni timto zpiisobem.

V tvodu prace nejprve kratce nastinime metodu algebraické klasifikace
Seni, ktera se ukaze matematicky ekvivalentni feSenim odvozenym v pracech
[1]-[4]. Jiz bylo zminéno, Ze zajimat nas bude algebraicky typ N a predevsim
typ O, tj. konformné plocha feseni.

Konkrétni analyza je obsahem kapitol 3-6, z nichz kazda je vénovana
jednomu z uvedenych ¢tyr ¢lankt. Zavérecna kapitola 7 obsahuje alternativni
transformace a metriky tykajici se prostorocast studovanych v kapitole 6.



Kapitola 1

Algebraicka klasifikace
prostorocasu

Obecnéa teorie relativity dava velkou volnost pii volbé soufadnic. K ana-
Iyze vlastnosti prostorocasi je proto uziteéné pracovat s priméty velic¢in do
vhodné béaze (Ctvetice vektori)

e, = (e1, e, e3,€y), (1.1)

a zavést tetradové slozky tenzori
T = e%e)T, 1.2
ab... _€a€b af.... ( . )

Ty jsou invariantni vic¢i zaméné soufadnic a urcuji tedy primo ,méritelné
fyzikalni“ hodnoty.

Existuji dvé nejprirozenéjsi volby takové tetrady: ortonormalni a nulova.
Ortonormdalni tetrada e, = (t, q, r,s) zavadi t jakozto ¢asovy normalizovany
vektor, q, r, s je kartézska baze v nadplose kolmé na t (jedna se tedy o trojici
prostorovych normalizovanych vektori). Toto zavedeni shrnuji vztahy

t-t=-1, t-gq=t-r=t-s=0,
(1.3)
q-gq=r-r=s-s=1, qr=q-s=r-s=0,
které vystihuji zfejmou ortonormalitu. Slozky metriky jsou
Gab = g(em eb) =€y € = dlag<_17 L1, 1) = Tabs (14)

tedy gap = Nap = g“b.



Nulovou tetradu e, = (k,1,m,m) lze pak definovat vztahy k tetradé
ortonormalni

k:%(t%—q), m:%(r—is), w5)
l:%(t—q), m:\%(eris).
7 vlastnosti ortonorméalni tetrady pak mame zjevné
k-k=1l1=m-m=m-m=0, (1.6)

coz dokazuje opravnénost oznaceni: jedna se o nulové vektory. Jediné netri-
vialni slozky skaldrniho soucinu jsou

k-1=-1, m-m=-+1, (1.7)

pricemz ostatni jsou rovny nule. Nulova tetrada tedy sestava ze ¢tyr nulovych
vektort - dvou realnych a komplexné sdruzeného paru. Metrickému tenzoru

0 -1 00
| -1 0 00| @
gab - O 0 0 1 - g (18)
0 0 10
odpovida metrika
g = ds® = gupww’ = —2w'w? + 2w, (1.9)

kde w® je baze dualni k e,.

Algebraicka klasifikace prostorocasu je zaloZzena na lokalni analyze pii-
slusného Weylova tenzoru. Vhodnou parametrizaci Weylova tenzoru Cpeq v
nulové tetradé je pét komplexnich koeficientt

Ty = Clpea k4mPEm4,

Uy = Clypeg Kk MY,

Uy = Cupea k" mmele, (1.10)

Ty = Clpeq 1°kP1SR,

Wy = Cpeq 1“m°IM,
Tyto skalarni Newmanovy-Penroseovy koeficienty popisuji gravitacni pole.
Jelikoz je mozné tetradu libovolné natoc¢it pomoci lokalni Lorentzovy trans-
formace, je vyhodné zvolit takovou, ktera projekci Weylova tenzoru zjed-

nodusi — co nejlépe ,,vystihne® jeho algebraickou strukturu. Konkrétné hle-
ddme specidlni nulovy smér k takovy, aby v piislusné tetradé (k,1, m,m)
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bylo ¥y = 0. Nulovy vektor k s touto specialni vlastnosti oznacujeme jako
hlavni nulovy smér, anglicky principal null direction (PND). Volba zbylych
tetradovych ¢lend (1, m, m) je pii takovéto volbé k irelevantni.

Technicky vzato uvazujeme nejprve libovolnou ,referenc¢ni“ nulovou
tetradu (ko, lp, mg, myp), v niz ma Weyliv tenzor dle vyse uvedené projekce
(1.10) slozky W9, U9 ¥9 ¥I ¥}, Podminka ¥y = 0 je pak diky vlastnostem
Lorentzovy transformace (nulové rotace kolem pevného ly) déna

K09 4 4E3 09 + 65205 + 4K09 4 U9 = Wy = 0, (1.11)

viz napiiklad kniha [5]. To je algebraické rovnice 4.Fadu pro k, obecné tedy
mé Ctyfi komplexni feSeni k; € C (uvazujeme i ptipadnou moznost k; = oo).
Dusledkem je, ze v kazdém prostorocase existuji prdvé étyri (obecné ruzné)
PND, které 1ze explicitné vyjadiit pomoci nulové rotace referencni baze

Na zakladé nasobnosti korent k;, tedy koincidence PND, lze rozlisit al-
gebraické typy feSeni dle Petrovova-Penroseova rozdéleni:

e Typ I : ¢tyfi rizné koteny,

e Typ Il : jeden dvojnasobny a dva odlisné jednonasobné koreny,
e Typ D : dva rizné dvojnasobné koteny,

e Typ III: jeden trojnasobny a jeden odlisny jednonasobny koren,
e Typ N : ¢tyfnasobny kofen,

e Typ O : pfipad, kdy Weyliv tenzor vymizi (tj. je identicky nulovy);
takové prostorocasy jsou konformné ploche.



Kapitola 2

Kundtova trida prostorocasu

V této casti kratce popiseme Kundtova feseni, predevsim algebraického typu
N a O. Jiz bylo zminéno, Ze vSechna feSeni, kterymi se budeme zabyvat
v dalsich kapitolach, jsou ¢leny prave takové Kundtovy tridy.

Kundtovu tridu tvofi feseni, ktera pripoustéji kongruenci nulovych ge-
odetik generovanou vektorovym polem k, které je nezkreslené (shear-free),
nerotujici (twist-free) a neexpandujici (expansion-free). Obecné lze tuto me-
triku vyjadrit ve formeé

ds? = 2p2déd€ — 2du(dr + Hdu 4+ Wd€ + Wd§), (2.1)

kde p(&,€&,u) a H(E, €, u, ) jsou realné funkce, zatimco W (&, €, u, ) je funkei
komplexni. Tyto funkce jsou urceny splnénim pfislusnych Einsteinovych pol-
nich rovnic. Soufadnice u oznac¢uje nulové plochy (reprezentuje ,retardovany
c¢as“, pro ktery plati k, = u ), r je afinni parametr podél hlavni nulové kon-
gruence takové, ze k = 0,, a £ je komplexni soufadnice pri¢ného 2-prostoru.

2.1 Prostorocasy s Cistym zarenim typu III,
NaO

Nejjednodussi feseni rozsahlé Kundtovy tfidy jsou vakuova a s polem cis-
tého zafeni ve sméru k. V ptvodnich Kundtovych pracich byly explicitné
uvedeny vSechny takové prostorocCasy algebraického typu N a III. Specialné
bylo ukazano, ze podtifida feseni typu N obsahuje kromé zndmych pp-vin
(rovinnych vln s rovnobéZnymi paprsky) i specifické Kundtovy vlny, pro
které neni hlavni nulové vektorové pole k kovariantné konstantni. VsSechna
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vakuova feseni typu D pozdéji nalezli Kinnersley a Plebanski s Demianskim.
Bohuzel je zndmo jen nemnoho explicitnich vakuovych feSeni typu II (viz
napf. [5]).

Je také mozné zobecnénit tato feseni pro pfipad nenulové kosmologické
konstanty A. S ohledem na hodnotu A jsou konformné ploché vakuové pro-
storoc¢asy bud Minkowského, de Sittertiv nebo anti-de Sitteriv vesmir. Spe-
cidlni podtfidu Kundtovych vakuovych prostorocast typu N s A # 0 objevili
Garcia Diaz a Plebanski [6], geometricky odlisné feseni s A < 0 pak Siklos
[7] a zcela kompletni t¥ida byla popsana a klasifikovana Ozsvathem, Robin-
sonem a Rézgou v roce 1985 [8].

Kompletni t¥idu Kundtovych prostorocasu typu N, IIT a O, s pfipadnou
kosmologickou konstantou A a ¢istym zafenim, lze napsat ve tvaru metriky
(2.1), pricemz

27 _ 9
W:?r%-Wo, H=— (774 :A)r* +2G°r + H", (2.2)
podrobnéji viz [9]. Zde W°, G°, H®, p a 7 jsou funkce nezavislé na r, tedy
W je nanejvyse linearni a H kvadratické v r. Je mozné vyuzit volnosti
soutadnicové volby k pfevedeni p do kanonického tvaru

p=1+ 1AL (2.3)
Funkce 7 v (2.2) je spinovym koeficientem 7 = —ka;ém“lb pri volbé priro-
zené nulové tetrady k = 0,1 = 0, — HO,, m = pOg —pW0,. Je tedy mozné 7
interpretovat jako miru rotace nulové kongruence kolem prostorupodobného

sméru. S volbou (2.3) vedou polni rovnice k obecnému pfedpisu

—B 4 iAaé + LABE?
o O sAab AR (2.4)
(1 = §AL ) + B¢ + B¢

kde a(u) a 5(u) je libovolna realna resp. komplexni funkce u. Dale je vhodné
zavést vyraz

k= Ao + 2065, (2.5)

coz prvné provedli Ozsvath, Robinson a Rdézga [8] jakozto velic¢inu, jejiz
znaménko je neménné. Je tedy mozné jej uzit jako pomticku pfi invariantni
klasifikaci Kundtovy t¥idy feSeni.
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Pripad A = 0:
V tomto piipadé 7 = —3/(a + B¢ + BE) a k = 263. Evidentné je mozné
odlisit dva geometricky odlisné typy feseni, totiz k = 0 a k > 0, coz odpovida
nulovému a nenulovému 7. Zbyvajici souradnicova volnost umoziuje prevést
je do kanonickych tvari s a =1, 3 =0a a =0, 8 = 1. Tento krok odlisi
dva typy reseni:

k=0: zobecnéné pp-viny T =0,
1
§+¢&

k>0: zobecnéné Kundtovy viny T =

Pripad A > 0:

Jelikoz k = %Aa2 + 23/ je nyni kladné, existuje pouze jediny kanonicky
pripad. Zajimavé je, ze je mozné vyuzit vhodné transformace na prevedeni
do kanonického tvaru a =1, = 0 nebo a =0, § = 1, tedy

iA
k>0: zobecnéné pp-viny nebo Kundtovy viny T = 371§ ,
1— sA&¢
1 — ZAE?
nebo T= —76_£.
£+¢

Na prvni pohled je patrné, ze pii A = 0 se uvedené pripady redukuji na
prislusné varianty pro nulovou kosmologickou konstantu.

Pripad A < 0:
Tento pripad pripousti tii odlisné moznosti charakterizované znaménkem k.

<0 becnéné 1 G
K : zobecnéné pp-vin, T=—"
pp-viny = Ihce
, 1-1ag?
k>0: zobecnéné Kundtovy vlny 7=—-———"+—,
§+¢
1+ 4/—3:AE
k=0: zobecnéné Siklosovy vlny 7= — —%A -
1+ 4/—3:AE

Pii A = 0 se uvedené pripady opét redukuji na ptislusné varianty pro nulovou
kosmologickou konstantu.

12



2.2 Reseni typu N

V tomto pfipadé je mozné provést transformaci r = (¢?/p*)v, kde
p=1+5A q=(1-GAE a+pE+PE, (2:6)

a(u), B(u) jsou funkcemi u. Tento krok pfevadi metriku (2.1) do explicitni

podoby

2

_ 9 2
_2d6dE g (KQ_QU2 (@) QH) d? (27)

2
dS p2 — 2?

P p? P

s libovolnou funkci H (£, €, u). Tato metrika byla prvné piedstavena Oz-
svathem, Robinsonem a Rézgou [8]. Reprezentuje vSechny Kundtovy pro-
storocasy (vakuové ¢ obsahujici ¢isté zafeni) typu N s kosmologickou kon-
stantou. S nulovou tetrddou k = 8,, 1 = (p°/¢*)0, + (p*/2¢*)F0,, m = pdg
(pficemz F' = g,,) jsou jediné nenulové komponenty tenzoru kfivosti dany

1 p?
¥y = §(PH)7555> (2.8)
L, 1 P’

Jiz vyse bylo zminéno, Ze existuji rtizné geometricky odlisné podtiidy gra-
vita¢nich vIn, které jsou definovany znaménky funkce k definované
v (2.5). Kazdou podtiidu lze reprezentovat odpovidajici kanonickou formou
funkce 7, nejptirozenéji volbou parametrti « a 3, které jsou pfimo obsazeny
ve funkci g uvedené v (2.6).

Ve specidlnim piipadé A = 0 (tj. p = 1) existuji dvé odlisné podtiidy
jimi pp-vlny (pro x = 0) a Kundtovy vlny (pro x > 0). V prvnim pfipadé
je kanonickou volbou a = 1, # = 0, takze ¢ = 1. Pro Kundtovy vlny mame
a=0,=1atedy ¢=¢+E.

V pripadé kladné kosmologické konstanty A > 0 existuje pouze pod-
tfida moznych feSeni pro k > 0, kterd zobecniuje pp-viny i Kundtovy viny.
Vezmeme-li kanonickou reprezentaci o = 0, § = 1, metriku téchto prostoro-
casu lze zapsat

ds? 2dédE — 2(€ + €)*dudv + (2(5 + &)%0? — H) duﬂ (2.10)

LAl
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s H(E Eu) = (€ + &)(1 + 1AL H. Tdentifikaci této tiidy prvné provedli
Garcia Diaz a Plebaniski [6]. Vymizeni kosmologické konstanty ihned dava
metriku Kundtovych vin v Minkowského prostoru. Navic je (2.10) pro A # 0
s ni konformni. D4 se ukazat, Ze feSeni dané metrikou (2.10) reprezentuji
jedinou netrivialni t¥idu vakuovych prostorocasi konformnich témto Kund-
tovym vlndm s A = 0.

Zajimavé je, ze pro zapornou kosmologickou konstantu je struktura pro-
storo¢astt bohatsi. Mozné je feseni (2.10) s k > 0, pro £ < 0 najdeme
podtiidu paramatetrizovatelnou kanonickou volbou o« = 1, g = 0 s prislus-
nymi hodnotami p = 1+ $AEE, ¢ = 1 — $AEE a metrikou ve tvaru (2.7). V
tomto pripadé je k = %A, v pripadé nulové kosmologické konstanty se pii-
pad redukuje na standardni pp-vlny v plochém prostoru. Mozna je i specialni
podtiida feseni s A < 0 a k = 0. V tomto pfipadé je kanonicka volba o a

vgdinaa =1, 3=,/ —éAeig s libovolnou funkei §(u). Ve specialni situaci,
kdy 6 je nezavisla na u, je PND k = 0, Killingovym vektorem a s uzitim
zbyvajici soufadnicové volnosti je mozné ¢ vyjadrit faktorizovanym tvarem
g=(1+ ,/—%AS)(l + ,/—%Aé). Takovato FeSeni jsou po zméné souradnic
identicka s tf¥idou prostorocasti typu N, kterd byla objevena a zkoumaéana
Siklosem [7]. Siklosovu metriku ve tvaru

3 1 .
ds? = - — (dm2 +dy? + 2dudr + Hdu2> (2.11)
x
s funkei H (x,y,u) = —%A:):H ziskame uzitim soufadnicové transformace

¢ = —\/—7%(:5 +Lltiy)/(@—L+iy), v = 2y Metrika (2.11) je ziejms
konformni pp-vlnam, pticemz Siklos navic ukazal, Ze se jedna o jedinou ne-
trividlni t¥idu vakuovych prostorocasii s touto vlastnosti. O Siklosové Feseni
a jeho fyzikalni interpretaci podrobnéji v [10].

2.3 Konformné plocha reseni

Kompletni tf¥idu konformné plochych Kundtovych feseni s ¢istym zarenim
ziskdme polozenim ¥, = 0 ve vyrazu (2.8). V tomto pfipadé ma funkce H
specialni tvar

Ag(u) + Ay (u)€ + Ay ()€ + Ag(u)é€

H= _ ,
1+ $AEE

(2.12)
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kde Ag(u), A1(u) a As(u) jsou libovolnymi funkcemi u, pfi¢emz Ay a As jsou
realné. Slozka ¢istého zafeni je pak dle (2.9)

3
Byy = 1(As + éAAo)z—g. (2.13)

Prostorocasy jsou vakuové tehdy, kdyz @99 = 0, tj. sz&- + %AH = 0.
Tato rovnice méa obecné Feseni

H(EEou) = (fe+ o) — %(Ef Lep), (2.14)

kde f(&,u) je libovolnou funkei £ a u, holomorfni v . Konformné ploché
prostorocasy jsou zaroven vakuové, pravé kdyz A, = —%AAO, coZ je zfejmé
z (2.13). Pokud je H ve tvaru odpovidajicim (2.14) s f kvadratickym v &,
vySe uvedend vakuovd feSeni s f = co(u) + ¢1(u)é + ca(u)é? (kde ¢;(u) jsou
komplexni funkce u souvisejici s Ag a A;) jsou isometrickd s Minkowského
(pokud A = 0), de Sitterovym (A > 0) a anti-de Siterovym prostorocasem
(A < 0). Pro vSechny ostatni volby funkce f (&, u) popisuji vakuové Kundtovy
prostorocasy typu N neexpandujici presné gravitacni viny Sifici se témito
maximalné symetrickymi pozadimi, tj. prostory o konstantni kiivosti.
Dalsi informace lze nalézt napiiklad v [5]-[16].
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Kapitola 3

ResSeni typu N s ¢istym
zarenim bez kosmologickeé
konstanty

V ¢lanku [2] bylo odvozeno feSeni Einsteinovych rovnic s nulovou kosmolo-
gickou konstantou (A = 0) algebraického typu N pfipoustéjici pole ¢istého
zafeni. Kontravariantni metricky tenzor je v souradnicich ¢, n, a, b ve vyrazu
(66) v [2] vyjadien!

0 1/a 0O O
iy 1/a —L/a nj/a 0
Zj _
n 0 nfa 1 0]’ (3.1)
0 0 0 1

kde L(t,&,€) je libovolnou funkei tii soufadnic ¢, a,b skrze komplexni pro-
ménnou & = a+ ib.

Odpovidajici komponenty kovariantniho metrického tenzoru ziskdme in-
verzi matice (3.1)

n*4+al a —n 0
a 0 0 O
9ij = n 0 1 0 |’ (3.2)
0 0 0 1
explicitni tvar metriky je tedy
ds®> = da® + db* — 2ndtda + 2adt dn + (n® + aL) dt*. (3.3)

1Oproti ¢lanku zde i ve vSech dalsich pifpadech pouzivame signaturu (— + ++)
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Provedeme-li transformaci

v = —% (3.4)

a navic uzijeme preznaceni souradnic
a— x, b— 1y, t — u, (3.5)

dostaneme metriku ve znamé podobé
ds* = do® + dy® — 42 dudv + (42®v* + o L) du®. (3.6)

Tato metrika odpovida standardnimu tvaru metrik Kundtova typu N
(napf. vyraz (8) v [16]).
Dalsim krokem je zavedeni komplexniho prostorového parametru
¢ =gl +iy), (3.7)
ktery prevadi metriku do alternativni podoby
ds® = 2dédE€ — 2(€ + &)*dudv + [2(€ + €)*0* — (€ + &) H]du?, (3.8)
pricemz jsme provedli oznaceni
HEEu) = —— (39)
Ju) = ———. .
V2

Jednd se presné o tvar FeSeni typu N ve tvaru (2.7), jehoZ obecny predpis
lze uvést ve tvaru

ds® =2 Z%dfdg - 21qj—zdu dv + F du?, (3.10)
Piimocarym porovnanim plati ziejmé
p = 1
g = £+¢ (3.11)

F o= 26 +8%° — (E+O)H,
s nasledujicimi hodnotami parametrii
A=0, a(u) =0, Blu) =1, K =2. (3.12)

Samotni autofi ¢lanku [2] zminuji tuto t¥fidu Kundtovych feSeni jako pii-
slusny vysledek, coz jsme explicitné prokazali pfechodem na tvar (3.8), nebot
pro specialni Kundtovo feseni plati K > 0 a A = 0.
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Kapitola 4

Konformné plocha reseni bez
kosmologické konstanty

Dale prozkouméame FeSeni ziskané v ¢lanku [1]. Opét v soufadnicich ¢,n, a, b
je kontravariantni metricky tenzor konformné plochych prostorocast

0 1/a 0 0
- 1/a (25 —2Ma —a*—b*)/a n/a E/a
Z]_
=1 o n/a 10 |° (4.1)
0 E/a 0 1

kde E, M, S jsou libovolné funkce soutradnice ¢ (viz vyraz (68) v [1]).
Inverzi (4.1) ziskdme komponenty kovariantniho metrického tenzoru

n?+ E?2+a® 4+ ab® +2Ma?> —-2Sa a —n —F

a 0 0 0
9ij = _n 01 o0 , (4.2)
—-E 0 O 1

s explicitni metrikou

ds? = da? + db® — 2ndtda — 2E dt db + 2a dt dn
+(n? + E* 4+ a® + ab® + 2Ma® — 2Sa) dt?,  (4.3)

Zavedeme-li nasledujici oznaceni

L=a®>+b*+2Ma— 285, (4.4)
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dostavame metriku v trochu jednodussim tvaru
ds® = da® + db* — 2ndt da — 2E dt db+ 2a dt dn + (n® + E? + La) dt*. (4.5)

Prozkouméanim tvaru metriky (4.5) lze snadno zjistit souvislost s pied-
chozim pfipadem (3.3). Na naprosto shodny tvar metriky piejdeme trans-
formaci

y:b—/Edt, (4.6)
metrika je tedy dle predpokladu
ds®> = da® + dy® — 2ndt da + 2adt dn + (n® + aL) dt*. (4.7)

Nyni jiz 1ze provést analogicky sled transformaci do standardniho tvaru (3.6).
Rozdil oproti pfedchozi kapitole spociva v explicitnim vyjadieni funkce
L, ktera je po provedeni vSech soufadnicovych zmén ve specidlnim tvaru

2
L:x2+y2+2Mx+(2/Edu)y—25+</Edu) . (4.8)

Nyni je zajimavé probrat predpis funkce L potfebny pro konformné plo-
chy prostorocas. Weyltiv tenzor vymizi pravé za podminky

H’gg = 0, resp. H@’E = 0, (49)

viz (2.8), nebot s prihlédnutim k vysledktim predchozi kapitoly, které zista-
vaji v platnosti, mame

L
H = _ﬁ, (4.10)

Tato funkce tedy miize byt nanejvyse kvadraticka v prostorovych souradni-
cich z a y, pricemz koeficienty jsou libovolné funkce u. Moznosti samoziejmeé
je i analogické uziti komplexni proménné £ = \%(m + iy), ¢imz se metrika
prevadi na (3.8) a funkce L je

L En) = 2§§_+\/§<M—1/Edu)§

+ \/§(M+1/Edu)g—25+ (/Edu)2. (4.11)
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Je mozné primo identifikovat tento tvar s vyrazem (2.12), kde
Ay =2,
A1=\/§<M+i/Edu), (4.12)

2
A0:—2S—|—(/Edu) .

Pov§imnéme si vSak restrikce na pouhou konstantu pii volbé funkce As.
Provedeme-li v8ak transformaci metriky ve tvaru (3.6) zménou
di L f(@)
u= [ —, v="7 f(a) + —=, (4.13)
f(@) K
kde f(u) je libovolnou funkci @, tvar metriky (3.6) se nezméni. Jedinym
dusledkem je skdlovani funkce L (resp. H). Timto postupem miZzeme mé-
nit konstantni hodnoty v L a pripad, kterym se zabyvame v této kapitole
a ktery je odvozeny v ¢lanku [1], je tedy zcela obecnym pfipadem podtfidy
konformné plochych Kundtovych feSeni. Restrikce na konstantu se ukazala
byt jen souradnicovou volnosti.
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Kapitola 5

Specialni konformné plocha
IreSenl se zapornou
kosmologickou konstantou

Analogickym postupem jako v predchozich kapitolach se v této kapitole bu-
deme zabyvat feSenim (103) uvedenym v ¢lanku [3]. Dle autord se jednd
o obecné vyjadreni tiidy konformné plochych feSeni s Cistym zafenim a se
zapornou kosmologickou konstantou (A < 0) za predpokladu 77 + %A = 0.

Kovariantni metricky tenzor uvedeny v soutadnicich r,n,m,b je

0 —1 0 0
lj — mg —1 —V —mV4(T) —bV4(T)
g 0 —muy(r) 272 0 ’
0 —buy(r) 0 2\

kde V je dano vyrazem (102) z [3], tedy

m

V = 3nvy(r) — vs(r)(B* + m?) — vg(r)b 12

+ 1/3(7'),

pti¢emz vs(r), va(r), vs(r), vs(r) jsou libovolné funkce proménné r.

Kovariantni metricky tenzor je k (5.1) inverzni,

—V =222 —my(r) —buy(r)

1 R 0 0
9= oxeme —muy(r) 0 1 0 ’
—buy(r) 0 0 1

21
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kde funkce V piedstavuje
V = 202V — 2(r)(m? + b?). (5.4)

Metrika je tedy

ds? (dm? + db* — 2muy(r) dr dm — 2bvy(r) dr db

—4X\2drdn — V dr?). (5.5)

T oNZm2

V dalsim postupu je uzitecné oznaceni

R(r) = exp (-% / V() dr), (5.6)

nebot uzitim transformacnich vztahti

x=mR(r), y = bR*(r), v =nRr), (5.7)
dostavame metriku ve tvaru
1 -
2 _ 2 2 2 2 2
ds” = 25 (do? + dy? —aNR()drdv+ 200 dr?) . (5.8)

kde H je dano

R2(r)
22

Poslednim krokem je provedeni zameény soutadnice

H = —vs5(r)(2® +92) — vs(r)R*(r)y — x + vs(r)RY(r), (5.9)

U= —2)\° / R(r)dr, (5.10)
coz prevadi metriku na tvar

ds?

= 53ig? (dz® 4+ dy® + 2dudv + H du?), (5.11)

kde funkci H ziskdme dosazenim za r do H

H(z,y,u) = a(u)(z? + y?) — 2—; vt ey +du),  (5.12)

kde a, ¢, d jsou libovolné funkce wu.
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Vhodnou identifikaci konstanty A\ 1ze metriku pfevést na Siklosovo feseni
(2.11) (misto soufadnice r mame nyni v), pfi¢emz nutnou volbou pro splnéni
Einsteinovych rovnic je

M\ = —§, (5.13)
6
coz je v naprosté shodé s oznacenim pouzitym v ¢lanku [3].

Nastava vSak analogicka situace, kterd byla rozebrana jiz v predchozi
kapitole. Funkce H ve tvaru (5.12) neni na prvni pohled nejobecnéjsim moz-
nym tvarem pro splnéni Einsteinovych rovnic s ¢istym zafenim. Podminky
pro nulovost Weylova tenzoru (explicitni Weylav tenzor je uveden v [10],
vzorec (7)) jsou

H,, =0, H,,—H, =0. (5.14)

Jejich fesenim vychazi nejobecnéjsi mozna funkce H tvaru
H(z,y,u) = a(u)(z® + v*) + b(w)x + c(u)y + d(u), (5.15)

kde a, b, ¢, d jsou libovolné funkce. Porovnanim (5.12) s nové ziskanym pied-
pisem (5.15) je zfejmé, Ze je opét redukovana volnost pfi volbé b(u) na
konstantu. Je vSak mozné uzit transformace

= /e_%du, T=xe"® G=ye® O=v+1i0,(2"+y?), (5.16)

kde ®(u) je libovolnou funkei u. Takovato transformace neméni tvar metriky
(5.11), pozméni vsak funkci H zpisobem

0=e?? [H (B + D) (22 + 1) (5.17)
Umoznuje ndm tedy nejen skalovat fuknci H, ale i pfimo transformovat ¢len
22 + 9% Pro nés je dilezité, Ze se pred ¢lenem x v (5.12) objevi libovoln4

funkce a jedna se tedy opé€t o obecné feseni, restrikce byla tedy jen disledkem
soufadnicové volnosti.
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Kapitola 6

Dalsi konformné plocha reseni
s kosmologickou konstantou

Poslednim typem feSenim, kterym se budeme zabyvat, je vysledek (86) uve-
deny v [4]. Toto feSeni je dle autort nejobecnéjsim moznym konformné plo-
chym s nenulov0~u kosmologickou konstantou, pro které plati 77 + %A # 0.
V soutadnicich ¢, ¢, a, T je kovariantni metricky tenzor dan

k1/4

0 ——3 = 0 0
a(g—k) -
/A 8 7 2k(5A%a%+1)c  kY/%43(d)
g — a(3=k) azk;(/;gé—‘lk)j) a(—k) a(3—k) (6.1)
a*+1)c 2 ’ ’
0 W 4k 0
0 —ay 0 4k
2

kde 73(%) je libovolna funkece ¢ a k je dano vyrazem!

k= 1Ad®+ 1. (6.2)

Pro funkci Z existuji nasledujici moznosti - pro kladnou kosmologickou kon-
stantu A varianta

(i) Z = 7 (F) cos (\/?Ax) + 2vBan (@) + 2(a, ), (6.3)

1V celém dalsim postupu jsme uzili pieznaceni kosmologického parametru A z [4] na
%A, pri¢emz A je nyni jiz standardni kosmologickou konstantou.
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a pro zapornou kosmologickou konstantu nasledujici dvé moznosti

i) Zz = vl(f)cosh(\/—?z\:z)+2\/§a72(£)+z(a,c), (6.4)

(i) Z = +(5+0) Fexp (T \/—7%Ax) +2v2ays(F) + 2(a, ), (6.5)

pricemz 1 (%) a v2(t) jsou libovolné funkece a

12k1/2
A T E A (RAN — A £13). (6.0)

Kovariantni metricky tenzor je pak

z(a,c) = —

a 2(t S A2a%4+1)2¢2 q(k-2 2 A2a%+1)c n
—%Z + ’yig) _'_3(36 kl/—; ) (161/42) (36 2k5/:_ ) _Vzg)
o) 0 0 0
gzj = (%Algla/:—i-l)c 1 y (67)
21@5/(% 0 4k2 0
1
-5 0 0 i
a metrika ma tudiz tvar
1 1., () -, (EA%*+1)c .
2 2 2 36
a(2k —3) - 8a vE) (SN + 12PN o

Jelikoz se jedna o celkem slozitou metriku, ve které navic vystupuji riizné
netrivialni vyrazy (napf. k a rizné varianty 2 ), bude pfinosné nejprve obecné
prodiskutovat tvar a jednotlivé ¢leny této metriky. Jiz na prvni pohled je
zfejmé, Ze metricky tenzor odpovida svym obsazenim tenzorim g;; z pied-
chozich kapitol. Jedna se tedy o prvni naznak potvrzeni predpokladu, ze
feseni spada do stejné t¥idy jako Feseni predchozi - tj. do tridy Kundtovych
feSeni.

7 jednotlivych clent metriky je déle zirejmé, ze vyraz k je problema-
ticky. Autofi na tento parametr kladou podminky & # 0 (nebof varianta
k = 0 byla prodiskutovéna jiz diive v kapitole 5) a k # 3/2. Pfirozené
vSak muze byt hodnota k£ vétsi ¢i mensi nez 0, a to v zavislosti na kladné
¢ zaporné kosmologické konstanté A. Problém tedy nastava ve vyrazech
s k pod odmocninou - odmocnina z piipadné zaporné hodnoty dava kom-
plexni vysledky. V dalsim postupu proto bude tfeba postupovat velmi peclivé
a jednotlivé moznosti dikladné zvazit.
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6.1 Vhodné transformace

Nejprve provedeme substituci

- % (2~ /Wg(f)df), (6.9)

ziskame tim jednodussi tvar metriky

1 1 (=A% +1)c . a2k —3) -
2 2, L 22 36
ds* = e da” + 2kda¢ +—k5/4 dt da + 11/ dtdc

8a (ZA%a* +1)2%\

i (—?Z+ 36 7 ) dt”. (6.10)

Do dalsiho substitu¢niho vztahu
-2 iNa? -1

v = _0(2]{)3/4M c (6.11)

K a

jsme umeéle zavedli vhodné konstanty x a C, pricemz smysl tohoto kroku

zéhy oziejmime. V tomto vyrazu vystupuje k%%, coz v p¥ipadé k < 0 ptisobi

nesrovnalosti. My vSak tuto transformaci provedeme pro libovolné k, coz

z Cisté matematického hlediska mtzeme, a nasledné se podivame na pripadné

interpretacni potize. Timto tedy transformujeme metriku na tvar

1 1 Kka® . a ~ K2av? ~
d82 = m da2 + ﬁdl’2 - (2)1/42(;,—k dt dv + (—%H + m) dtz.

(6.12)

Je zfejmé, Ze nyni jsme dosahli metriky ve které vystupuji explicitné pouze
k linearni ¢i kvadratické. Piipad pro k kladné i zaporné se sjednocuje. Dopad
vSak budeme moci vysledovat v charakteru nékterych pouzitych soutradnic,
zaporné k bude generovat imaginarnost soutadnice x.

Posledni drobné tprava (bez vlivu na ¢len k)

1

— — 9734 6.13

u=2 (6.13)

zpusobi

05 — 2 ae+ La? - 2" quav+ (w5 2 16vBC2 %) du
T g2 O TRt T AT g Y 2 v

(6.14)
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pfi¢emz funkce H(a,z,) je nyni po provedeni vech vyse uvedenych kroki
(i) H = 41(u) cos (\/%A(\/ﬁx + /73(u)du>) + h(a,u), (6.15)

(ii) H = 1 (u) cosh <\/—7é]\<\/§$+ /73(u)du>) + h(a,u), (6.16)
(iii) H = + (;—41[\)_% exp (ZF\/—7%A<\/§$ + /%(u)du)) + h(a,u), (6.17)
kde jsme provedli oznaceni

12k1/2

h(a,u) = 2v207,(u) — =

(6.18)

Na tyto vyrazy miuzeme pouzit vzorce pro ipravy goniometrickych a hyper-
bolickych funkei s koneénym vysledkem

(i) H = 41(u) {cos <\/%7Ax> cos (\/éjfig(u)du) (6.19)

Nyni se dostavame ke zdtvodnéni zavedeni parametri C' a k.

6.2 Srovnani se standardnim Kundtovym re-
Senim
Jiz bylo zminéno, Ze metriky Kundtovy tfidy feseni mohou nabyvat tvaru

2

1 _
ds? = 25 dedé - 21% dudv + F du?, (6.22)
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kde jednotlivé funkce jsou

p=1+ A&,
q=(1— Ao+ BE + BE, (6.23)
F = /iq—Z — (q2)mv — gH

Pt PP p

k= 1ha? + 27,

pficemz a(u) a B(u) jsou libovolnymi funkcemi u, viz tvar (2.7).
Nyni je jiz zfejmy divod zavedeni k, nebof metriku (6.14) lze snadno
identifikovat s FeSenim (6.22). Zfejmé musi platit nasledujici vztahy

2 2
% = q—z, resp. a= 4, (6.24)
2 p kp? — %qu
1 1.,
e da® + %d = 2— dedé. (6.25)
—16v2C2 i =1, (6.26)
koo

Zavedeni C' je motivovano pouze volnosti ve gkalovani funkce H resp. F.

Jedna se o pomérné slozitou soustavu rovnic — je tfeba pamatovat na
zévislosti p(&, €), ¢(€, &, u), k(u). JelikoZ ale v metrice (6.14) neni H Zadnjm
¢lenem linearni ve v, z vySe uvedenych predpist je ziejmé, Ze ¢ nezavisi na
u, nebot jediné tak muze byt jeho derivace nulova. Funkce a(u) a G(u) jsou
tedy pouze libovolnymi konstantami, coz pfinasi do diskuse moznych feseni
soustavy dalsi zjednoduSeni. Bez ijmy na obecnosti lze dokonce predpokla-
dat kladnost a.

6.3 Transformacni vztahy dle volby o a 3

Dosazenim (6.23) do soustavy rovnic (6.24), (6.25) a naslednym delsim vy-
poctem ziskdme kompletni transformaci

(1 — $AL)a + BE + B

1
“T 2 - — (6.27)
\/_\/( APE? + 1/\045—&)(%/\&524_%/\@5_5)
_ NG d¢ dé
T (/ INGE2 +1hac — 3 ) IABEE + 1Aal - B)v (6.28)
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Nyni provedeme explicitni integrace na zakladé diskuse pro jednotlivé
parametry. Nejprve zvazime pripad § = 0, v tomto pripadé ma x shodné
znaménko s A a odpovidajici varianty tedy jsou

N
5 Kln (E—), pro A > 0,

T =
—%\/—%ln <§_>, pro A <O.

Ve variantach § # 0 je vyrazem majicim vyrazny vliv na vysledek integrace
sou¢in Ax. Uvazujeme-li Ax < 0, musi nutné platit A < 0 a x > 0, nacez

. _iﬁ [arctan(\/g (B¢ + a)) - arctan(\/g (BE + a))] _
13, | (B0 + @) — =) (B0E+ )+ /—5an) -

2V R (a5 a) + o3 (2056 a) — 34w |

Dalsi moznosti je Ak > 0, coz lze dosdhnout dvémi kombinacemi. Prvni
moznosti je A > 0 a k > 0, coz dava

T = —iﬁ[arctanh(@(ﬁﬁ + a)) — ar(:'ca]clh(\/g(ﬂg_jL a))} -
: \/gl (3403 + @) — /3Ak) (A(BE +a) + /2An)
“aVa™ (%A(65+a) + %An) (%A(ﬁ§+ o) — \/57/-@) .

Druha moznost je pak A < 0 a k < 0, coz vede na

T = —\/%{arctanh(\/g(gﬁ + a)) - arctanh(\/g(ﬂ§_+ a))] —
R Hm (500 +o) = f3an) (3AGE+ )+ /3n) | .

(§A<B£ ta)+ gAH) (gwé +a)— \/gﬂ)

Ziskali jsme tedy kompletni predpisy transformaci od soufadnic a, z k sou-
fadnicim &, €. Je ziejmé, ze pro A kladné je vse bezproblémové. Pro kosmo-
logickou konstantu zapornou (spiSe v8ak pro x < 0) mame vyrazy pro x ¢isté

(6.29)

(6.31)
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imaginarni. Vse je ale v poradku: jednd se pravé o diive zminovany disledek
zaporného k, coz je formalné kompenzovano zapornou druhou mocninou dz.

Nyni jesté zbyva vyjadiit virazy pro H, nejprve si vyjadiime vztah mezi
H a H pomoci (6.26)

VJBAGE2 + 1hag — ) (ABE2 + LAak - )
(1+ §ALE)(5Aa2 +25D)
VJBAGER + 1hag — ) (ABE2 + LAak - )

H = 64C? H

= 64C° H =
DK
1 BABE + hag - B)(ABE + 1ha€ - B)
s TRa? 237 . (6.33)
Postupné dosadime; i dané vyrazem (6.18) je
b€, & u) = 2——— ()
JBAGE + 1hag — B)(RABE2 + LAak - )

- 6p Vi . (6.34)

\/(%Aggz + L0t — B)(RABE + LAad - )

coZ spravné odpovidd vztahu mezi H a H, nebot odmocninové vyrazy se
vyrusi.

Nakonec zbyva urcit jednotlivé varianty H dosazenim za ptislusny trans-
formaéni vztah pro z, tj. vztahy (6.29)-(6.32). Toto dosazeni je dosti slozité,
coz je ziejmé jiz z ndhledu na mnozstvi variant x dle jednotlivych parame-
tri. Je vSak mozné prodiskutovat transformaci alespon kvalitativné a urcit
tvar vysledné funkce. Jde ndm predevsim o identifikaci s konformné plochjm
predpisem (2.12).

Ve varianté (i) dle vyrazu (6.19), resp. (ii) vyraz (6.20) se vyskytuji
goniometrické, resp. hyperbolické funkce, je tedy tfeba rozmyslet jejich cho-

;. . . « s . . . A
vani v souvislosti s transformac¢nimi vztahy. V argumentu je vzdy 4/ %x,
coz velice dobfe koresponduje s transformacnimi vztahy pro z, nebot do-

jde ke kompenzaci s vyrazem , /ﬁ. Nyni zbyva pisobeni funkce exp (resp.

goniometrickych a hyperbolickych funkei) na In (resp. arctan[h], ktery je

30



s In svazdn zndmym ,prevodnim“ vztahem). Uvedme pifehled moznych vy-
sledki

cos (i arctanh(z)) = sin (i arctanh(z))

1 . T
T =l
V1—a? V1—2?
1 T
cosh (i arctan(z)) = —, sinh (i arctan(x)) = i——,
(arctan(a) = ——— (i arctan(x) = i —
1 x
cosh (arctanh(xr)) = ———, sinh (arctanh(r)) = ——,
(arctanh(z)) = ——— (arctanh(x)) = L
z+1 Lx—1

cos(i In(vz)) = —— sin (i In(v/z)) =1 ,
(i n(v/7)) (i n(va) =i -
r—1
cosh (In(vz)) = —— sinh (In(vz)) = :
(n(va) = 5= (n(v) = 5=
Nyni je dle avahy ziejmé, ze odmocninové vyrazy zmizi, obdobné jako
v ptipadé h, vlivem vztahu mezi H a H a zbydou jen vyrazy typu sin|h|sin|h],
cos|h]cos[h] a kombinace sin[h|cos[h] dand sou¢tem dvou vyrazi v z. Tyto
soucinové vyrazy davaji dle vyse uvedenych vztahi bud konstantu, ¢len li-
nearni v £, popt. £ nebo &£. Konformné plochy tvar (2.12) je tedy ovéfen
v plné odbecnosti, nebof vyrazy jiného typu se ve funkci H nevyskytuji.

6.4 Specialni pripady urcujici kanonické pod-
tridy

Nyni prozkoumame vyse uvedené vztahy v konkrétnich pripadech. Naprosto
obecnou transformaci jsme nalezli, nyni nam jde o to ukazat, ze touto trans-
formaci ziskdme vSechny Kundtovy kanonické podtiidy, které lze klasifikovat
parametry « a 3.
Nejprve je tu volba o =1 a § = 0, ze které vyplyvaji predpisy
p=1+1AE,  g=1-13AE,
2
F=wl -9pg  x= A (6.35)
p*op 3

z nichz je zfejmé, Ze pri této volbé ndm zaporna kosmologicka konstanta A
zarucuje zapornou hodnotu x, pro kladnou A pak kladnou x. Dosadime-li do
predpisu (6.27), (6.28) a zohlednime 5 = 0, obdrzime transformaci ve tvaru

3 1-1Ag
VaA g
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i /3 13
5 Kln(;), pro A >0,

%\/—%ln (%), pro A <O.

Funkci H rozepiseme dle predpisu pro konformné ploché feseni (2.12), tedy
pro varianty (i) a (ii) shodné

4 38102 (%(u)— % )
A = —320%%(u (cos \/6|7A/’}/3 du
—isin [n] \/% / ’y~3(u)du>), (6.38)

Ay = —64C7 (az(u)Jr\/%).

varianta (iii) dopadne analogicky.
Druhou kanonickou volbou je a = 0,5 = 1. Obdobné mame podminky

p=1+3A8,  q=E+¢
2

F=xL 9y x=2 (6.39)
p

p2

(6.37)

Hodnota « je nyni pevné, na kosmologické konstanté nezavisla. Tato situace
pripousti kladnou i zapornou kosmologickou konstantu, nikoli vSak x < 0.
V tomto pfipadé mame transformaci

o= £+¢ (6.40)

\/_\/ —1A§2 %A§2)7

\f (arctanh(f §>—arctanh(\/7 5)) (6.41)

Opét se jednd o transformac¢ni vztah mezi (6.14) a (6.22). Funkci H lze nynf
vyjadiit pomoci H dle vztahu (6.33) jako

H= %[3202\/(1 — LAE)(1 - 1A A ], (6.42)
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opét dostaneme funkei ve tvaru (2.12), kde pro ptipad (i) méame

o) = 3207 (@1 () cos (/3 / Fo(u)du) - \/E%) ,
Ay (u) = 32C° (2%(u) —i\/;/wl(u) sin (\/;A / 73(u)du>) . (6.43)

V piipadé A < 0 sta¢i v transformaci (6.40), (6.41) nahradit A — —A
a arctanh — arctan v (6.41). Tomuto odpovid4 nahrazeni goniometrickych
funkei v sadé (6.43) odpovidajicimi hyperbolickymi funkcemi, coz vede na
piislusnou variantu (ii). Varianta (iii) dana (6.21) je po transformaci téz ve
vhodném tvaru (2.12), kde

Ag(u) = 32C? \/fi%/\exp <\/—7%A/7~3(u)du) - ﬂ% ,
Ay (u) = 32C° (2%@) ~2iexp <\/—7éA / 73(u)du>) , (6.44)

As(u) = —gAAg(u) — 2.

Ukézali jsme tedy, Ze vySe uvedené transformace prevadéji metriku (6.8)
na prislusné Kundtovy podtiidy dle hodnot A a k. Funkce H pfesné od-
povidaji tvarim potifebnym v piipadé konformné plochého feseni. Potvrdili
jsme tedy, Ze vysledek nalezeny v ¢lanku [4] odpovida jiz znamé t¥idé feseni,
kterou pro A # 0 nalezli Ozsvath, Robinson a Rézga [8].
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Kapitola 7

Alternativni pristup k analyze
konformné plochych reseni s
kosmologickou konstantou

V této zavérecné kapitole pristoupime ke zpracovani metriky (86) z ¢lanku [4]
trochu odlisnym zpisobem. Vyjdeme z metriky (6.14), pficemz stle budeme
uvazovat funkce H tomuto tvaru metriky odpovidajici, viz (6.15)-(6.17).
Diskuse postupu je nyni odvisla od hodnoty A.

7.1 Kladna kosmologicka konstanta

Transformace

. arsinh (\/%T\a) | seboli L sinh <\/%7Ay> | (71)

5 5A

déva novy tvar metrice (6.14),

tanh? (/1A y
(da? + dy?) + 12 <A ) dudv  (7.2)

1
cosh? <\/;/\y>
-2 Sinh(@y) Jfl+12tam}n2 <\/?Ay> v? | du?.
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Dalsim krokem je drobna tprava

§=V2y, =, (7.3)

kterd mé na metriku vliv

1. .1 - 1. 1
§=§y+1—2x, 5—59—1—2% (7.5)
s vysledkem
2 ~ tanh? ( %A(S + f))
ds® = — d&d¢ + 2 da dv (7.6)
cosh? ( TA(E+ 5)) TA

1 Sinh (\/%7]\(5 + é_-)> [ 2 1 a 2 ~2
+ —32\/57\(:08}12 (v 0) A +2 tanh (\/;A(Hg)) o | da,

Nahrazenim
X =/3A(E+¢ 0 = v sinh X (7.7)
dostévame
2 0 1 sinh X
ds? = déd 2d - d d —————dv
8 cosh? X €€+ u( hX(€+ 5) 1Acosh2X U)
\/ 6

. smh X 02
+ 2 du ( 164/ A ol X Hdi + p— du) (7.8)

35



Drobnéa uprava hyperbolickych funkci dava

U (§—|—d§) 1 sthd

\/T\COSh2 X
<~ - (v tanh? X + 16\/7213112)( )) du} (7.9)

pri¢emy funkce H (€,€,1) je nyni po provedeni viech vyse uvedenych kroki
ve varianté A > 0, tedy (i), ddna

H = (1) {cosh <\/%7A(§— 5)) cos <\/é7\/73(i2)d71)
—isinh <\/%7A(€— f)) sin (\/%7/\/73(&)&2)} (7.10)
2

2
v2(@) sinh X — M cosh X.
1A A
6

2 _
ds? = ——5—dédé +2da{ —
° cosh? X Sds u{

+

Vysledek (7.9) je pfesné ve tvaru metriky feSeni, které nalezli v roce 1981
Garcia Diaz a Plebanski [6].

7.2 Zaporna kosmologicka konstanta
Analogicky jako v predchozi sekci, pouze s prihlédnutim k A < 0, uvazujeme
transformaci

arcsin < — a)

Y= , neboli a= ,
A —zA

-

W=

W=

kterd dava novy tvar metrice,

ds® . (d2? +dy?) — 12tan2 ( ' _%Ay> dudv  (7.12)
cos2 (,/ %Ay) A
sin (,/ %Ay) B 12ta112 (,/—%Ay) 2|
/ A cos2 ( / %Ay) A v u-.

36

+




Dalsim krokem je opét drobné tuprava

§=V2y, = ————, (7.13)

s’ = — (\/QT j (% da? +idg2) 12 ot ((/517) didv (7.14)
coS Y
324/ —2A o <” _%Ag) H — 2 tan® ( —éAg) v* | da®.

Nésledné provedeme substituci

1. .1 - 1. .1
£—§y+1—2:€, 5—531—1—2% (7.15)
s vysledkem
_tan® (/—gA(E+E)
ds? = 2 —dedE+2 ( ‘ ) dadv  (7.16)
cos? ( —SA(E+ 5)) —2A

+ 32@0082( _%A(§+€))

Nahrazenim
X=y/-tAE+E), od=ovsinX (7.17)
dostavame
_ 0 — 1 sin X
ds? = _ dedé 4+ 2di | ——2— (de + dé) + 4@
cos? X Sds ( cosX( ¢ §) /_%AcoszX

. X— B ~9
+2da (16,/—%/\5”12 Hda+ —— dﬂ) . (7.18)
cos‘w cos? X
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Uprava goniometrickych funkci davé
- D . 1 sin X
dedé + 2 da{—L(dwdgH =

cos X /_%Acos2)~(

+<172+(172tan2X+16 SR )) da}, (7.19)

ds? =

do

cos? X

cos? X

pFiemy funkce H (&, €, 1) je nyni po provedeni viech vyse uvedenych kroki
ve zbyvajicich dvou variantach

(i) H = (@) [cos <\/—7%A(§— f)) cosh (\/—7%/\/73(22)&2)
+isin <\/—7é1\(§ ~€)) sinh <\/—7éA / yg(ﬂ)dﬂﬂ (7.20)
2

_|_

- 2 -
Y2 (@) sin X — ﬂ cos X,
_1A A
6

(i) H = + _ZlA exp ( F i@(f - 5)) exp (ﬂ: /vg(ﬂ)dﬂ)

- 62 -

+ v2(@) sin X — TCOSX. (7.21)

1A

I v tomto pfipadé A < 0 jsme tedy dostali presné tvar feSeni uvedeny
v ¢lanku [6].
7.3 Sjednoceni pripada A >0a A <0

Provedeme-li nasledujici sérii uprav v piipadé kladné kosmologické konstanty

: 1 1 _ v __ Jip

(7.22)

a nasledujici v pripadé zaporné kosmologické konstanty

1 _1 _ v — ./ 1z

(7.23)
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dostaneme metriku ve tvaru shodném pro oba piipady (A > 01 A < 0), totiz

~ = ~ = 2
ddfdﬁ) (&) Tuds

<1 +IAEE L+ GALE
~ = 2 ~ =
+ 2 <L§_> oS gla (729
1+ GA&E 14 GA&E

Metriku jsme timto pfevedli na kanonickou Kundtovu podtiidu (6.22), (6.23)
s hodnotami @« = 0 a § = 1. Jelikoz zde K = 2 nezavisi na kosmologické
konstanté a je kladné, tvar metriky je dle ocekavani shodny pro A kladné
i zéporné. Funkce H je ve vztahu k H déna

V= EA) (1 - 1A82)
H

H =32 _
1+ fAEE

(7.25)

V jednotlivich variantach H danych virazy (7.10), (7.20), (7.21) uZitim v§ge
uvedenych transformaci dostavame

W32 m = =
(i) H = Téf\ff{ (1 - $A8) Ty(w) + (29(w) + iT5(u)) €

+ (272(u) . ifg(U)) £ - M (14 1A&d) } (7.26)
(ii) H = %2[\&_{ (1— LALE) Ty (u) + (272(u) + 1r2(u)> ¢

+ (272(u) — if2(u)) = GAﬁ (1+ :ALE) } (7.27)

o HBdexp (irfyg du) 1 o
= {1- 1060 + (2t +1/20)e
+(20(w) - ir)é— ﬂ( 1+ 3AgE) } (7.28)

Vysledny tvar zcela evidentné odpovida obecnému konformnimu ptedpisu
(2.12).
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7.4 Prevedeni na alternativni kanonickou pod-
tridu pro A > 0

Zbyva jesté identifikovat kanonickou podtiidu s volbou @ = 1 a § = 0.
Provedeme-li nasledujici sérii uprav v piipadé kladné kosmologické konstanty
A>0
1
5 6 1+ /2AC A
Y I K e (7.9

A 6
1 - JiAC

z (7.24) dostaneme metriku ve tvaru (misto £ méame (, misto u pak t)

—_ _l —_ 2
d52:2LdC 2<176AC<) dt dv

(14 2A¢0)”  ~\1+EALC
1 (1-IAC0\" , 1-3A¢C ] o,
+[§A (m) s v L R 0

Zcela ziejmé jsme ziskali tvar metriky (6.22), (6.23) pro pfislusnou kano-
nickou podtiidu. Funkce H je nyni déna v jednotlivych variantach uzitim
transformaci (7.29) na vyrazy (7.26)-(7.28), pfi¢emz opét dostavame shodu
s predpisem konformné plochého FeSeni (2.12).

Ukézali jsme tedy, ze vychozi metriku (6.8) Edgara a Ramosové lze pre-
vést i na kanonickou podtfidu a = 1, § = 0 konformné plochych reseni
v Ozsvathové-Robinsonové-Rdézgové tvaru (2.6), (2.7).

7.5 Shrnuti

Tvary metrik odvozenych v prvnich dvou sekcich 8.1 a 8.2 odpovidaji tém,
které byly nalezeny v ¢lanku Garcii Diaze a Plebariského [6]. Tento tvar plati
pro A > 01 A < 0. ale pfimo nepfipousti x < 0. Jak jsme se vSak presveédcili
v posledni kapitole, je mozné i tento tvar ziskat prevedenim do prislusné
kanonické podtiidy v ptipadé A > 0. Pouzity postup pri transformacich
mezi podtfidami vychézi z pozndmek uvedenych v [11], kde je také provedena
podrobnéjsi diskuse vztahti mezi jednotlivymi tvary.

V této kapitole jsme tedy nezavisle potvrdili existenci vSech kanonickych
podtiid Kundtovych feseni s A # 0, 77 + %A # 0 a nasli tak alternativni
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postup vedouci k vyslednym tvartim metrik. Potvrdili jsme téz, ze v kano-
nickych tf¥idach maji funkce H pozadovany tvar a jedna se tedy opravdu o
feSeni konformné plocha.
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Z.aveér

Cilem této prace bylo studovat vsechny konformné ploché prostorocasy
s polem ¢istého zareni a libovolnou hodnotou kosmologické konstanty A.

V prvni kapitole jsme pfipomenuli obecnou algebraickou klasifikaci pro-
storocasil, ve druhé jsme pak struc¢né popsali Kundtovu tiidu feseni Einstei-
novych rovnic. Zaméfili jsme se predevsim na feseni typu N a O.

Hlavni naplni prace bylo prostudovat nedavné vysledky Edgara, Vickerse
a Machado Ramosové uvedené v ¢lancich [1]-[4], a nalézt explicitni trans-
formace vedouci k jejich indentifikaci s jiz zndmymi tvary téchto metrik,
predevsim s obecnym vyjadienim, které nasli Ozsvath, Robinson a Rdzga
v ¢lanku [8]. Jde o konformné plochd feSeni (pfipadné typu N) s €istym
zafenim a kosmologickou konstantou. Systematicky postup odvozeni a pre-
zentace transformacnich vztaht je obsazen v kapitolach 3-7 (pficemz kapi-
toly 6 a 7 predstavuji ekvivalentni pfistupy ke konformné plochym fesenim s
A # 0). Takto se podafilo identifikovat vSechny invariantni podtfidy téchto
Kundtovych prostorocast.

Ukéazali jsme, Ze FeSeni nalezend v [1]-[4] jsou skuteéné spravna, plné od-
tedy funkéni. Ponékud problematickd se ukazala byt jen zdanliva restrikce
volby funkeci ve vyslednych metrikach (As v (4.12), b(u) v (5.12) dle (5.15),
Ap s Ay v (6.38), (6.44)). Ukazali jsme vSak, Ze ve vSech téchto pfipa-
dech jde pouze o vyuziti specifické souradnicové volnosti prislusnych metrik.
V ¢lanku [4] je ovSem problém se zapornou hodnotou funkce k. Jak je vi-
dét z vyrazu (6.24), znaménko k je identické se znaménkem parametru s,
ktery pro nékteré piipady s A < 0 muZe byt zaporny (napf. pro podtiidu
a =1, =0, pro kterou Kk = %A < 0). Tento problém vymizi a7z pfi uziti
transformace (6.27), (6.28).

Hlavni vysledky této prace jiz byly sepsany do podoby odborného ¢lanku
(jehoz rukopis uvadime v Pfiloze), ktery bude v nasledujicich dnech zaslan
do casopisu General Relativity and Gravitation.
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Priloha A

Rukopis odborného ¢élanku

Déle je prilozen rukopis odborného ¢lanku, ktery bude v nasledujicich dnech
zaslan do Casopisu General Relativity and Gravitation.
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Abstract We study pure radiation spacetimes of algebraic types O and N
with a possible cosmological constant. In particular, we present explicit trans-
formations which put these metrics, that were recently re-derived by Edgar,
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1 Introduction

In recent papers [1-4], Edgar, Vickers and Machado Ramos systematically re-
derived a general family of pure radiation spacetimes which are of algebraic
types N and O. Using the advantages of the generalized invariant formalism
(GIF) [5], which combines the features of standard Geroch—Held—Penrose
(GHP) and null rotations invariant formalisms, they obtained a complete
class of conformally flat and type N solutions of the field equations, possibly
admitting a cosmological constant A.

These metrics were presented in [1-4] in the contravariant forms of g%
using various different coordinates. Our main aim here is to compare these
(apparently distinct) metrics by putting all of them into a common coordinate
system which is more suitable for physical and geometrical interpretation.
This will also elucidate relations of these solutions to previous works, in
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particular those presented in [6-10]. We will explicitly demonstrate that all
such metrics can be conveniently written in the form

ds* = d(d( 2Q—2dudv+( @ v? — (Q).0 —9H>du2, (1)

P2 P
where
P =1+ 3A(C, (2)
Q=(1-5A)a+3¢+pBC, (3)
and
/@:%AOP—FZQE, (4)

where a(u), B(u) are functions of u, and H((,(,u) is a function of ¢, u
The general metric (1)—(4) was first presented by Ozsvath, Robinson and
Rézga in [6]. It represents all type N or conformally flat Kundt spacetimes
with a cosmological constant which are either vacuum or contain pure radia-
tion. Indeed, with the null tetrad k = 0,, 1 = (P?/Q?) 9, + (P*/2Q*)F 4,
m = PJ; where F' = gy, the only non-zero curvature tensor components
are given by

Uy = 3(P H) (5)

By = F(P’H s+ 1A H) = (6)

The complete family of conformally flat Kundt spacetimes with pure ra-
diation are obtained by setting ¥, = 0, in which case the function H takes
the particular form

A(u) + B(u)¢ + B(u) 4 C(u)¢C
1+ A ’

where A(u), B(u) and C(u) are arbitrary functions of u, with A and C real.
The pure radiation component is then

H= (7)

P3
Q3

The spacetimes are vacuum when $95 = 0, i.e. P2H)Cg + %AH = 0. This
equation has a general solution H = (f ¢+ f@) - %AP‘l(Ef +¢f), where
f(¢,u) is an arbitrary function of ¢ and u, holomorphic in ¢. In all other
cases, the spacetimes contain pure radiation and are of type N or O.

In particular, for conformally flat and vacuum spacetimes, C = —%A.A.
Such functions H of the form (7) correspond to f = co(u) + c1(u)¢ + c2(u)¢?,
where ¢;(u) are complex functions of u related to A and B. These solu-
tions, with f quadratic in ¢, are isometric to Minkowski (if A = 0), de Sitter
(if A > 0) and anti-de Sitter spacetime (if A < 0), see [9]. For all other choices
of H, the Kundt spacetimes (1)—(4) describe exact non-expanding pure radi-
ation and/or gravitational waves.

Py =1 (C+3AA) = (8)



2 Type N spacetimes with pure radiation

In [2] the class of type N pure radiation solutions of Einstein’s field equa-
tions with A = 0 within the Kundt family was obtained. In the coordinates
(t,n,a,b) of equation (66) therein, the contravariant metric tensor reads!

0 1/a 0 0
i 1/a —=L/anja0
ij
9°=1 0 nfa 10| (9)
0 0 01

where the arbitrary function L(¢, &, ) depends of three real coordinates ¢, a, b
via the complex variable £ = a + 1b. The inverse matrix to (9) is

(n*+aL)a —n0
e R (10)
0 001
so that the metric can be written as
ds? = da® 4+ db? — 2ndt da + 2a dt dn + (n? + aL) dt>. (11)
Now, performing the transformation and re-labelling
T =a, y =0, ——;—a, u=t, (12)
the metric becomes
ds? = d2® 4 dy? — 42 dudv + (42*v® + 2 L) du?, (13)

which is the standard explicit form of the Kundt type N metrics, see e.g. [11].
Introducing the complex spatial parameter { = \/ié(:zr +1iy), we obtain

ds® =2d¢d¢ — 2(¢ + ¢)*dudv + [2(¢+ )% — (C+ Q) H] du®.  (14)

This is the particular case P=1, Q=(+(, H = —\% L of the general

metric (1) of Kundt type N spacetimes given in [6,9], which corresponds to
the choice of parameters A =0, a =0, =1, i.e. k = 2.

! Here and in the following we are changing the signature to (—+++).



3 Type O spacetimes with pure radiation

Next, we will examine the family of solutions obtained in [1]. In the coordi-
nates (t,n,a,b), these conformally flat spacetimes are given by

0 1/a 0 0
g | 1/a (25 —=2Ma—a*>—-b?)/a n/a E/a 15
=1 o n/a 1 0 | (15)
0 E/a 0 1

where E, M, S are arbitrary functions of ¢ (see equation (68) in [1]). The
corresponding covariant metric tensor components are obtained by inverting
this matrix, i.e.

(n*>+E*+al) a —n —F
- a 0 0 O
9ij = —n 01 0 | (16)
—-FE 0 0 1
where
L=a*+b*+2Ma—2S. (17)

The metric thus takes the explicit form

ds®> = da® + db® — 2ndt da — 2E dt db+ 2a dt dn + (n® + E? + aL) dt*, (18)

which for E = 0 obviously reduces to (11). With the transformation and re-
labelling

T =a, y:b—/Edt, v:—;—a, u =t, (19)

the metric becomes
ds? = d2? 4 dy? — 42 dudv + (42%v* + 2 L) du?, (20)
where the function L is
L=a2+y>+2Maz+ (2 [Edu)y—25+ ([ Edu)”. (21)

This is again the standard Kundt metric (13), but the function L now has a
special form (21). The conformal flatness requires it to be at most quadratic in
the spatial coordinates x and y, with the coefficients being arbitrary functions
of u. Of course, by introducing the complex coordinate { = %(m +1iy), we

obtain the metric (14) in which the function L is

L(&,& u) = 266 + f(u) &+ g(u) € + h(w), (22)

where f, g, h are any functions of u. This exactly corresponds to the function
H given by expression (7) in the case when A = 0 and C(u) is constant.



4 Type O pure radiation spacetimes with a negative cosmological
constant

Now, we will analyse the solutions described by equation (103) in [3] which
represent a class of conformally flat pure radiation metrics with A < 0 such
that 77 + %/1 =0, where 7 is the corresponding spin coefficient. The con-
travariant metric tensor components in coordinates (r,n,m,b) are

0 -1 0 0
i -1 =V —muy(r) —bua(r)
ij 2 4 4
g =m 0 —muy(r) 2)\2 0 ’ (23)
0 —buy(r) 0 2)2
where m
V:3nV4(T)—V5(T)(b2+m2)—V6(7”)b—p-i-Vs(T)v (24)

in which v3(r), va(r), vs(r), ve(r) are arbitrary functions of . The inverse
matrix is

—V  =2X2 —muy(r) —bu(r)

! —2x2 0 0 0
Y5 = 93m2 | —mua(r) 0 1 0 ’ (25)
—buy(r) O 0 1
with R
= 202V — vi(r)(m? +b?), (26)

so that the metric reads

ds? (dm2 + db? — 2muy(r) dr dm — 2b vy(r) dr db

~ 222

42 drdn — Ver). (27)

Applying the transformation

:C:mRQ(T), yszQ(T), v=nR3(T), (28)
where
R(r) = exp ( — 1 /1/4(7‘) dr) (29)
2 b
we obtain
2 _ 2 2 2 277 1.2
ds? = 5 (dx +dy? — 4AXR(r) dr dv + 2) Hdr), (30)
in which H has the form
ﬁ _ 2 2 R2 R2(T) R4 31
= —vs(r)(@” +y7) —ve(r)R°(r)y — e z+v3(r)R(r). (31)

Finally, the transformation from r to the new coordinate u,

u = 2)\2 /R(T) dr, (32)



puts the above metric to

ds? do? +dy? — 2dudv + H du2) , (33)

1
o2 (
where the function H is obtained from H by substitution for r,

H(x,y,u) = A(u)(z® +y*) + B(u) z + C(u) y + D(u) , (34)

in which A, B, C, D are arbitrary? functions of . With the identification

== 35

a3 (3)
where A < 0 is a negative cosmological constant, this is exactly the confor-
mally flat subfamily of the Siklos solutions presented for the first time in [7].

Using the transformation ¢ = —\/—% (z+ 1 +iy)/(z — § +iy), v=2r,

see [8], the metric (33) is put into the Ozsvath-Robinson-Rézga form (1)—(7)

Withazl,ﬁ:\/—7%/1,1.6.62:(1—1—\/—7%/15)(1—1—\/—7%/15) and k = 0.

5 Other type O pure radiation spacetimes with a cosmological
constant

In recent work [4], Edgar and Machado Ramos extended their investigations
to a complete family of conformally flat pure radiation metrics with A # 0
for which 77 + %A # 0. The corresponding contravariant metric tensor com-

ponents given by equation (86) therein, using the coordinates (f, ¢, a, %), are

El/4
0 BEED) 0 !
kM 8 7 Zk(gA%atle | kViys(6)
B a(3=k)  aki/2(2—k)2 a(3—k) a(3—k)
g¥ = , 36
2k(EA%a*+1)c 2 &
0 Pt 4k 0
kY s (D)
0 A 0 4k

where ~3() is an arbitrary function #, and k is given by?3

k=iAa®+ 3. (37)

2 Notice that during the derivation we have obtained B(u) = —1/(2\*). However,
an arbitrary function B(u) can be set to any constant value by the coordinate trans-
formation z = efz’, y = efy/, u = Ik efdu,v=1v"+ %f(m'Q +4?), using a suitable
function f(u’), see [7].

We have re-labeled the cosmological parameter A used in [4] to 1A, where A is
now the standard cosmological constant. See also relation (35).



The function Z may have three distinct forms, namely

(i) for A > 0: Z =~ (t) cos (\/%79?) +2V2a () + 2(a, ¢) (38)
(ii) for A < 0: Z = (t) cosh (\/—%Ai) +2vV2a v (t) + 2(a,c), (39)
(ifi) for A < 0: Z =% (524) Fexp (Fy/-243) +2vZamn(®) + 2(a,). (40)

Here v, (f) and 7 (%) are arbitrary functions, and

_ L2k 27.1/2,3.2(25 42,4 _ 1 4.2
z(a,c) = — 1 + sg A%k 2a’c* (55A%a" — 54a° +13). (41)

The corresponding inverse matrix to (36) is

a 2( 5 A2q% 22 a(k—32 5 A2q4 c £
_%Z + ’Y‘z’l—gct) + (36 kl/jl) (k1/42 (36 21@5/:_1) _’Yigct)
alh2) 0 0 0
9 = 5 42q4 )
=A"a"+1)c
L o E
i
(42)
so that the metric can be expressed as
1 1 (2A%* + 1)e . v3(t) -
2 _ 2 ~2 36 3 -
a2k —3) - 8a V() (A%t +1)%7
+Wdtdc+ <—?Z+ 4k k1/2 dt™.

It is possible to apply the transformation

x = \/Lﬁ (50 - /73(5) df) , (44)
_ 1 gl

v = 2/{/{ - c, (45)

u=4t, (46)

where & is a suitable non-vanishing constant. This puts the metric (43) to a
more compact form

1 1 2 2 -
ds2:mda2+ﬂdx2—2%dudv+ (n%vQ—%H) dﬂ27 (47)



in which the function H(a, x,u) reads

1/2
() eos (3424 runan)) +2vZan() - e

(i) H =71 (u)cosh (@(ﬁgwr fyg(u)du)) + 2V ana(u) — 12;21/2 |
(iii) H :ﬂ:(g—i/l)_%exp(¥\/—7%/1 :c) exp (1\/_7%/”‘73@)(1”)

12k1/2
+2v2a75(u) —

Q) H

(48)

Now, by comparing (47) with (1) we immediately conclude that the two
metrics are identical provided

Ka? Q2

o =P )

4—112 da® + 2—1kd:v2 = % d¢dc, (50)

SH=2n (51)

with constant a, . In view of (37), the condition (49) leads to the relation
-9 (52)

\/£P? — 34Q?

where P and @ are given by (2), (3). The condition (50) can then be used to
find relation between the real coordinate x and the complex coordinate . In
fact, it can thus be shown that both relations (49) and (50) are satisfied if

V2 J(§4B¢ + 1 Aa¢ — B)(5AB + S Ao — )
_VE 7 _ d¢
T =i (F(¢) = F()), where F(¢)= /%Aﬁ@ 10l =5’ (54)

with x = %/1 a2 +28B#0, cf. (4). Of course, the function F can be inte-
grated as

F(():%ln( for B=0, (55

F¢) = —2\/% arctanh (\/%(5( + a)) for B#0. (56)

The transformation (53), (54) puts the line element (47) explicitly to the
Ozsvéth-Robinson-Rézga metric form (1), namely

2 2
dsz_%dcdz_2%dudv+(H%UQ—%H)dUQ; (57)



where P =1+ %A(E and Q = (1 — %ACC_) a+ B¢+ B¢, with constant a, 3.
Moreover, using (51), the function H can be expressed as

i % \/(%Aﬁg‘? + 140l - B)(EABZ + 240l - B)H,  (58)

In view of the above three possible forms (i)-(iii) of H, and considering
relations (52)—(56), it can be argued that the function H takes the form
(7) for the most general conformally flat solution of the Ozsvath-Robinson—
Rozga family of spacetimes.

As shown in [6,9], there are various geometrically distinct subclasses of so-
lutions represented by the metric (57). These subclasses can be distinguished
by the cosmological constant A and sign of the function x defined in (4).
Each is represented by the corresponding canonical choice of the parameters
« and (. The case k = 0, which corresponds to the Siklos spacetimes with
TT + %A =0 and A < 0, was described in previous section 4. The solutions
in the present section 5 are characterised by 77 + %A = 0, and correspond to
the cases k # 0, A # 0.

For A > 0, there is only the subclass £ > 0 of possible solutions, see (4).
Its canonical representation is given by a« = 0, f = 1, so that P =1+ %ACC_,
Q = ¢+, and k = 2. In this case the transformation (53), (54) simplifies to

L _
V(1= 2A¢)(1 - $4¢2)

v = —i\/g <arctanh(\/g <) - arctanh(\/g E)) : (60)
Ve (1+/340)(1- %AZ)'
W g

Straightforward calculation now shows that the function H given by (58)
takes exactly the form (7) where

A(u) = \/Li <71(u) cos (\/%7]"?3(’&) du) - \/5%) ) (61)

B(u) = % (272(11) - i\/%jwl (u) sin (\/éjfwg(u) du)) . (62)

Cu) = -2 A A(u) — 2, (63)

which follows from the case (i) of H.

If A <0, there are two subclasses of possible solutions for x # 0. When
k > 0, the canonical representation is again given by o =0, § =1, and the
transformation has the from (59), (60), with the replacement A — —A and
arctanh — arctan in (60). Similarly, the goniometric functions in (61)—(63)
are replaced by the corresponding hyperbolic functions, which correspond to
the case (ii) of H in (48). Similar results can be obtained for the case (iii).



10

When « < 0, the canonical representation of these spacetimes is a = 1,
B =0, so that P:1+%ACC, Q:l—%Agg andn:%/l<0. In this case
the transformation (53), (54) is simply

1 3 1—-3AC
0= —7= 07 —F—— 64
VL o
1 /3 ¢

Notice that z is purely imaginary in this case. Indeed, introducing the polar
parametrisation ¢ = p exp(ip), the transformation becomes

1 31—%/1p2 3

0=—=——— T — . 66

G ¢ )
However, this is consistent with the form of the metric (47). It follows from
the relation (49) that the sign of the parameter & is the same as the sign of the
function k, so that k£ < 0 in this case, and the coordinate z must (formally)
be purely imaginary. In fact, 2k = $4a? +1 = 1(3/A4)((1 + $4p%)?p~2 <0,
and the expression (50) gives

1 1 2
—da? + —dz? = ————(dp? + p2dy?). 67
452 a +2k z (1+%AP2)2( p° + pde”) (67)

Again, the function H for the case (ii) takes the form (7) in which
62
Alw) = 2 (12(w) = V3/1A]).

B(u) = \_/—% 71 (w) (cosh (\/m Js(w) du) —isinh (\/m Js(w) du)),
Cu) = =3 A A(u) — 21/6/]4]. (68)

Analogous results are also obtained for the case (iii) of (48), provided a linear
combination of the terms with different signs (that is with their upper and
lower choices) is considered.

6 Summary and conclusions

In this contribution we have analyzed pure radiation spacetimes which are
of algebraic types N and O. In particular, we have concentrated on the met-
rics presented in recent works [1-4]. We have found explicit transformations
which put all these solutions to the Ozsvath-Robinson-Rézga form (1)—(4),
first given in [6]. This conveniently represents an entire family of type N or
conformally flat Kundt spacetimes with an arbitrary cosmological constant A,
which are either vacuum or contain pure radiation.
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By putting the above metrics into the unified coordinate system of (1)
we have confirmed that their derivation based on the GIF formalism, as pre-
sented in [1-4], is mathematically correct. We have identified only few simple
(trivial) differences, when compared with the general function (7) character-
izing the complete family of conformally flat solutions. In particular, in the
solutions with A =0 given by (22), there is a constant C(w). Similarly, in
the case A < 0 such that 77 + 4 = 0, the function B(u) in (34) is constant,
namely B(u) = —1/(2\*), but this can always be achieved by a coordinate
transformation (see the footnote in section 4). In the cases A # 0 for which
77 + g A # 0, the functions A(u) and C(u) in equations (63) and (68) differ
only by constants. Compared to a generic expression (7), this again does not
represent any loss of generality. Indeed, coordinate freedom of the metric
(57), namely

ey, @) du’
— + , = - 69
v=vf)+ B2 = [ (69)
implies
a=A ar B=B gr o-Citmr )

where F(u/) = 1 (;—z - 2%) and f(u') is an arbitrary function. Consequently,

C'+ Lt A = f~2(C+ £ AA) in which f can be prescribed arbitrarily. In addi-
tion, it follows from expression (8) that the u-dependece of the pure radiation
component @5 is modified by such coordinate transformation and can be set,
e.g., to a constant.

It should also be pointed out that the function k, introduced in equation
(37), may have negative values when the cosmological constant is negative. In
such a case, the metrics (43) or (47) do not have a correct signature, and roots
of negative k also occur in the original metric (43). This problem disappears
when the transformation (53), (54) to the Ozsvath-Robinson-Rézga form
(57) is performed, see also relations (66).

Let us finally note that the classes of spacetimes studied in this contribu-
tion have very interesting geometrical properties. For example, they provide
an exceptional cases for the invariant classification of exact solutions, see e.g.
[12,13]. It has also been demonstrated [14-16] that for conformally flat pure
radiation (and some other type N, IIT and O) Kundt spacetimes, all scalar
curvature invariants constructed from the Riemann tensor and its covariant
derivatives of all orders identically vanish.
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