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práci.
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2.3 Lindenstrauss-Preiss-Tǐser̊uv variačńı princip . . . . . . . . . . . . . . . 25
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Úvod

Práce je rozdělena do dvou kapitol. Prvńı kapitola se zabývá oddělováńım množin a
jejich aplikacemi na řešeńı lineárńıch rovnic, druhá pak Ekelandovým variačńım prin-
cipem, jeho aplikacemi a zobecněńımi. V prvńı kapitole uvád́ım r̊uzné varianty vět o
oddělováńı. V celé této kapitole pracuji pouze s reálnými konečně rozměrnými vekto-
rovými prostory.

V druhé kapitole pracuji s obecnými metrickými prostory. Nejdř́ıve uvád́ım d̊ukaz
Ekelandova variačńıho principu a poté několik jeho př́ımých d̊usledk̊u. Jeho užitečnost
je doložena d̊ukazy několika alterativ pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Dokazuji i
Stiemkeho alternativu, kterou jsem dokázal již v prvńı kapitole.

V daľśı části dokazuji zobecněńı Ekelandova variačńıho principu, nejdř́ıve Borwein-
Preiss̊uv variačńı princip a později dokonce i Lindenstrauss-Preiss-Tǐser̊uv variačńı prin-
cip.

Nakonec ukazuji, že Ekeland̊uv variačńı princip je úzce spjatý s úplnost́ı metrického
prostoru. Plat́ı totiž, že metrický prostor je úplný tehdy a jen tehdy, plat́ı-li Ekeland̊uv
variačńı princip. Na závěr se obraćım k Banachově větě o kontrakci, kterou pomoćı
Ekelandova variačńıho principu dokazuji. Zároveň dokazuji, že na rozd́ıl Ekelandova
variačńıho principu neńı Banachova věta o kontrakci ekvivalentńı s úplnost́ı metrického
prostoru. Uvád́ım totiž př́ıklad metrického prostoru který neńı úplný, ale každá kon-
trakce na něm má pevný bod.
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Kapitola 1

Oddělováńı

V celé této kapitole budeme pracovat s reálnými konečně dimenzionálńımi prostory Rn.
Dále budeme uvažovat euklidovskou metriku generovanou skalárńım součinem, který
budeme značit 〈·, ·〉. Položme N0 = N ∪ {0}.

Jsou-li x, y ∈ Rn, pak ṕı̌seme x = (x1, ..., xn). Zápisem x > y rozumı́me, že plat́ı
xi ≥ yi, i = 1, ..., n a x 6= y. Zápisem x ≫ y rozumı́me xi > yi, i = 1, ..., n. Označme
Rn

+ = {x ∈ Rn; x ≫ 0} a Rn
+0 = {x ∈ Rn; x > 0}. Pokud máme matici A o rozměrech

m × n pak a1, ..., an budou označovat jej́ı sloupce.
Je-li K ⊂ Rn, pak zápisem K rozumı́me uzávěr K, zápisem K◦ vnitřek množiny,

zápisem ∂K hranici K a konečně zápisem rint(K) relativńı vnitřek K, tedy vnitřek
vzhledem k nejmenš́ı afinńı nadrovině, která je nadmnožinou K.

Pokud je d metrika nebo pseudometrika, zápisem Bd(x, r) rozumı́me otevřenou kouli
o středu x a poloměru r, kde měř́ıme pomoćı d. Pokud nemůže doj́ıt k omylu, budu
použ́ıvat pouze B(x, r). Zápis SX pak pro normovaný lineárńı prostor X označuje jed-
notkovou sféru prostoru X.

1.1 Oddělovaćı věty

Věta 1.1.1 (o projekci). Necht’ K ⊂ Rn je neprázdná uzavřená konvexńı množina a
necht’ x /∈ K. Potom existuje právě jedno y ∈ K splňuj́ıćı

‖x − y‖ = inf{‖x − z‖; z ∈ K}.

Tento bod je jednoznačně určen podmı́nkou 〈x − y, z − y〉 ≤ 0 pro všechny z ∈ K.

D̊ukaz. Definujme d = inf{‖x − z‖; z ∈ K}. Potom existuje posloupnost {yn} bod̊u v
Rn taková, že ‖x − yn‖ → d. Z rovnoběžńıkového pravidla dostáváme, že pro každé
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m, n ∈ N plat́ı

‖x − yn + x − ym‖2 + ‖yn − ym‖2 = 2‖x − yn‖2 + 2‖x − ym‖2,

z čehož dokážeme, že posloupnost {yn} je cauchyovská. Máme totiž

‖yn − ym‖2 = 2‖x − yn‖2 + 2‖x − ym‖2 − 4‖x − yn − ym

2
‖2

≤ 2‖x − yn‖2 + 2‖x − ym‖2 − 4d2,

kde posledńı člen konverguje k nule pro m, n → ∞.
Z úplnosti Rn a uzavřenosti K pak plyne yn → y pro nějaké y ∈ K, ze spojitosti

normy potom dostáváme ‖x − y‖ = d.
Pro d̊ukaz jednoznačnosti předpokládejme, že nějaké y′ ∈ K splňuje ‖x − y′‖ = d.

Potom ale plat́ı

‖y − y′‖2 = 2‖x − y‖2 + 2‖x − y′‖2 − 4‖x − y + y′

2
‖2 ≤ 4d2 − 4d2 = 0,

a tedy y je určeno jednoznačně a zbývá dokázat druhou část věty.
Ukažme nejdř́ıve, že 〈x− y, z − y〉 pro všechna z ∈ K. Pro spor předpokládejme, že

existuje z ∈ K splňuj́ıćı 〈x−y, z−y〉 > 0. Definujme kvadratickou funkci f : R → [0,∞)
následovně:

f(α) = ‖x − (αy + (1 − α)z)‖2 = ‖α(x − y) + (1 − α)(x − z)‖2

= 〈α(x − y) + (1 − α)(x − z), α(x − y) + (1 − α)(x − z)〉
= α2‖x − y‖2 + (1 − α)2‖x − z‖2 + 2α(1 − α)〈x − y, x − z〉.

Pak
f(1) = ‖x − y‖2 = d2

a
f ′(1) = 2‖x − y‖2 − 2〈x − y, x − z〉

= 2‖x − y‖2 − 2〈x − y, x − y〉 − 2〈x − y, y − z〉
= 2〈x − y, z − y〉 > 0.

Existuje tedy t < 1 takové, že ‖x − (ty + (1 − t)z)‖ < d. Z konvexity pak plyne, že
ty + (1 − t)z ∈ K, č́ımž docháźıme ke sporu s definićı d.

Dokažme nyńı obrácenou implikaci. Necht’ y ∈ K splňuje 〈x − y, z − y〉 ≤ 0 pro
všechna z ∈ K. Potom pro libovolné z ∈ K máme

‖x − z‖2 = ‖(x − y) − (z − y)‖2

= 〈(x − y) − (z − y), (x− y) − (z − y)〉
= ‖x − y‖2 + ‖z − y‖2 − 2〈x − y, z − y〉 ≥ ‖x − y‖2

7



a tedy ‖x − y‖ = inf{‖x − z‖; z ∈ K}, č́ımž je věta dokázána.

Věta 1.1.2 (oddělovaćı věta pro bod a množinu). Necht’ K ⊂ Rn je neprázdná konvexńı
množina a necht’ x /∈ K. Potom existuje γ ∈ Rn splňuj́ıćı

inf{〈γ, z〉; z ∈ K} > 〈γ, x〉.

D̊ukaz. Protože uzávěr konvexńı množiny je konvexńı uzavřená množina, plat́ı pro K
předpoklady věty 1.1.1. Existuje tedy y ∈ K realizuj́ıćı vzdálenost x od K. Pokud
definujeme γ = y − x, pak pro všechna z ∈ K plat́ı

〈x − y, z − y〉 ≤ 0,

〈−γ, z − y〉 ≤ 0,

〈γ, y〉 ≤ 〈γ, z〉.

Protože x /∈ K a y ∈ K, plat́ı

0 < ‖γ‖2 = 〈γ, y − x〉 = 〈γ, y〉 − 〈γ, x〉,

a tedy je
inf{〈γ, z〉; z ∈ K} ≥ inf{〈γ, z〉; z ∈ K} ≥ 〈γ, y〉 > 〈γ, x〉,

č́ımž je d̊ukaz dokončen.

Poznámka 1.1.3. Všimněme si, že kv̊uli ostré nerovnosti nikdy nemůže nastat př́ıpad
γ = 0. Toto bude několikrát využito v následuj́ıćıch větách.

Poznámka 1.1.4. Ukažme si geometrickou interpretaci předchoźı věty. Vezměme si
libovolné pevné a ∈ Rn a definujme funkci f(x) = 〈a, x〉, x ∈ Rn. Předchoźı věta tedy
ř́ıká, že můžeme naj́ıt lineárńı funkci f na Rn a c ∈ R takové, že afinńı nadrovina
{x ∈ Rn; f(x) = c} odděluje bod od množiny. Funkce f je určena pomoćı vektoru γ.
Hodnotu c si můžeme zvolit jako jakékoli č́ıslo z intervalu

(〈γ, x〉, inf{〈γ, z〉, z ∈ K}].

Věta 1.1.5 (o opěrné nadrovině). Necht’ K ⊂ Rn je neprázdná konvexńı množina a
necht’ x ∈ ∂K. Potom existuje γ ∈ Rn\{0} takové, že

inf{〈γ, z〉; z ∈ K} ≥ 〈γ, x〉.
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D̊ukaz. Dle předpokladu můžeme naj́ıt posloupnost xi → x, xi /∈ K. Postupně už́ıváme
oddělovaćı větu 1.1.2 na body xi a množinu K. Pro každé i ∈ N tedy existuje γi ∈
Rn\{0} splňuj́ıćı

inf{〈γi, z〉; z ∈ K} > 〈γi, xi〉.
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že tyto nalezené vektory maj́ı jednotko-
vou normu. Protože {γi; i ∈ N} ⊂ SRn , můžeme z této posloupnosti vybrat konvergentńı
podposloupnost γik → γ.

Pro libovolné z ∈ K pak dostáváme

〈γ, z〉 = lim
k→∞

〈γik , z〉 ≥ lim
k→∞

〈γik, xik〉 = 〈γ, x〉,

č́ımž je d̊ukaz hotov.

Věta 1.1.6 (oddělovaćı věta pro dvě množiny). Necht’ A, B ⊂ Rn jsou neprázdné
konvexńı množiny splňuj́ıćı A ∩ B = ∅. Potom existuje γ ∈ Rn\{0} takové, že plat́ı

inf{〈γ, a〉; a ∈ A} ≥ sup{〈γ, b〉; b ∈ B}.

D̊ukaz. Pokud je alespoň jedna množina jednobodová, věta se redukuje na větu 1.1.5.
Předpokládejme tedy, že množiny A, B nejsou jednobodové. Položme K = A − B.
Protože A∩B = ∅, je K ∩{0} = ∅ a ze vztahu K = K ∪ ∂K plyne, že plat́ı bud’ 0 /∈ K
nebo 0 ∈ ∂K.

V prvńım př́ıpadě použijeme větu 1.1.2, v druhém pak 1.1.5. V obou př́ıpadech
vyjde, že můžeme 0 oddělit neostře od množiny K. To znamená, že existuje γ ∈ Rn\{0}
takové, že plat́ı

0 ≤ inf{〈γ, x〉; x ∈ K} = inf{〈γ, a − b〉; a ∈ A, b ∈ B}
= inf{〈γ, a〉 − 〈γ, b〉; a ∈ A, b ∈ B} = inf{〈γ, a〉; a ∈ A} − sup{〈γ, b〉; b ∈ B}

což je přesně požadované tvrzeńı.

1.2 Aplikace oddělovaćıch vět

Definice 1.2.1. Množinu K ⊂ Rn nazveme kužel, pokud je neprázdná a pro všechny
x ∈ K, t ≥ 0 plat́ı tx ∈ K.

Množinu K ⊂ Rn nazveme konvexńı kužel, pokud je konvexńı a kužel.
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Poznámka 1.2.2. Je snadno vidět, že množina K ⊂ Rn je konvexńı kužel tehdy a jen
tehdy, pokud pro libovolné x, y ∈ K a t ≥ 0 plat́ı x + y ∈ K, tx ∈ K.

Věta 1.2.3 (Alternativa pro kužel). Necht’ K ⊂ Rn je konvexńı kužel. Potom pro každé
x ∈ Rn plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch:

(i) x ∈ K,

(ii) ∃γ ∈ Rn ∀y ∈ K : 〈γ, y〉 ≥ 0, 〈γ, x〉 < 0.

D̊ukaz. Pokud x ∈ K, pak inf{〈γ, y〉; y ∈ K} ≤ 〈γ, x〉, a tedy nemůže platit druhá
možnost.

Předpokládejme, že x /∈ K. Použit́ım oddělovaćı věty 1.1.2 dostáváme existenci
γ ∈ Rn takového, že

inf{〈γ, y〉; y ∈ K} > 〈γ, x〉.
Ukažme, že α = inf{〈γ, y〉; y ∈ K} = 0. Protože 0 ∈ K, dostáváme nerovnost α ≤ 0.

Pokud by existovalo y ∈ Rn splňuj́ıćı 〈γ, y〉 < 0, pak z limitńıho přechodu

lim
t→∞

〈γ, ty〉 = lim
t→∞

t〈γ, y〉 = −∞

plyne, že množina {〈γ, y〉; y ∈ K} neńı zdola omezena, což je spor. Tedy α = 0, z čehož
hned tvrzeńı plyne.

Věta 1.2.4 (Farkasova alternativa). Necht’ A je matice o rozměrech m × n a necht’

b ∈ Rm. Potom plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

(i) ∃x ∈ Rn
+0 : Ax = b,

(ii) ∃γ ∈ Rm : AT γ ≥ 0, 〈γ, b〉 < 0.

D̊ukaz. Definujme konvexńı kužel

K = {
n

∑

i=1

λiai; λi ≥ 0, i = 1, ..., n} ⊂ Rm

a dokažme, že tento konvexńı kužel je uzavřený. Nejprve dokažme uzavřenost množiny

M = {
n

∑

i=1

λiai;

n
∑

i=1

λi ≤ 1, λi ≥ 0, i = 1, ..., n}.
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Zvolme tedy libovolnou posloupnost {xj} bod̊u v M konverguj́ıćı k x ∈ Rm. Pro každé
j ∈ N a i = 1, ..., n tedy existuje λi(xj) ∈ [0, 1] splňuj́ıćı xj =

∑n

i=1 λi(xj)ai. Z kom-
patknosti Rn pak můžeme z posloupnosti {(λ1(xj), ..., λn(xj)} vybrat podposloupnost
konverguj́ıćı k nějakému (λ1, ..., λn). Protože plat́ı x =

∑n

i=1 λiai,
∑n

i=1 λi ≤ 1 a λi ≥ 0
pro i = 1, ..., n, je x ∈ M, a tedy M je uzavřená množina.

Zvolme dále libovolnou posloupnost {xj} bod̊u v K konverguj́ıćı k x ∈ Rm. Protože
{xj} je cauchyovská, existuj́ı t > 0 a j0 ∈ N takové, že pro všechna j ≥ j0 plat́ı xj ∈ tM.
Z uzavřenosti M plyne x ∈ tM, a tedy x =

∑n

i=1 λiai, kde pro i = 1, ..., n je λi ≥ 0, z
čehož plyne, že K je uzavřená množina.

Podle věty o alternativě pro konvexńı kužel 1.2.3 plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch
tvrzeńı:

(iii) b ∈ K,

(iv) ∃γ ∈ Rm ∀y ∈ K : 〈γ, y〉 ≥ 0, 〈γ, b〉 < 0.

Pro dokončeńı d̊ukazu stač́ı ukázat, že (i) je ekvivalentńı s (iii) a (ii) je ekvivalentńı s
(iv).

To však plyne z ekvivalenćı

b ∈ K ⇔ b ∈ K ⇔ b =

n
∑

i=1

λiai, λ1, ..., λn > 0 ⇔ b = Ax x ∈ Rn
+0

a
AT γ ≥ 0 ⇔ 〈ai, γ〉 ≥ 0, i = 1, ..., n

⇔ 〈λiai, γ〉 ≥ 0, λi ≥ 0, i = 1, ..., n

⇔ 〈
n

∑

i=1

λiai, γ〉 ≥ 0, λi ≥ 0, i = 1, ..., n

⇔ 〈y, γ〉 ≥ 0, y ∈ K.

Věta 1.2.5 (Stiemkeho alternativa). Necht’ A je matice o rozměrech m × n. Potom
plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

(i) ∃x ∈ Rn
+ : Ax = 0,

(ii) ∃y ∈ Rm : AT y > 0.
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D̊ukaz. Necht’ nejdř́ıve plat́ı (i). Pro spor předpokládejme, že existuje y ∈ Rm splňuj́ıćı
AT y > 0. Protože x ≫ 0, plat́ı

0 < 〈x, AT y〉 = 〈Ax, y〉 = 0,

což je spor.
Necht’ dále (i) neplat́ı a najděme řešeńı pro (ii). Definujme dvě lineárńı zobrazeńı:

T : Rn → Rm

x 7→ Ax
a

T ′ : Rm → Rn

x 7→ AT x.

Protože neexistuje řešeńı (i), je Ker T ∩Rn
+ = ∅. Protože obě množiny jsou konvexńı,

můžeme použ́ıt oddělovaćı větu 1.1.6, která ř́ıká, že existuje γ ∈ Rn \ {0} splňuj́ıćı

sup{〈γ, x〉; x ∈ Ker T} ≤ inf{〈γ, y〉; y ∈ Rn
+}.

Protože Ker T je lineárńı prostor, plat́ı pro všechna x ∈ Ker T vztah 〈γ, x〉 = 0, neboli
γ ∈ (Ker T )⊥. Z lineárńı algebry v́ıme, že (Ker T )⊥ = Im T ′, a tedy existuje y ∈ Rm

splňuj́ıćı AT y = γ.
Protože pro všechna y ∈ Rn

+ plat́ı 〈γ, y〉 ≥ 0, je γ > 0, a tedy je d̊ukaz dokončen.

Věta 1.2.6 (Konkávńı alternativa). Necht’ f1, ..., fk : K → R jsou konkávńı funkce,
kde K ⊂ Rn je neprázdná konvexńı množina. Definujme f : K → Rk předpisem f(x) =
(f1(x), ..., fk(x)). Potom plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch tvrzeńı:

(i) ∃x ∈ K : f(x) ≫ 0,

(ii) ∃γ ∈ Rn
+0 ∀x ∈ K : 〈γ, f(x)〉 ≤ 0.

D̊ukaz. Pokud plat́ı (i), pak skalárńı součin v (ii) nabývá kladné hodnoty pro každé
γ ∈ Rn

+0, č́ımž dostáváme neplatnost (ii).
Necht’ tedy (i) neplat́ı. Definujme množinu

A = {y ∈ Rk; ∃x ∈ K : y ≤ f(x)}.

Množina A je zřejmě neprázdná.
Dále dokažme, že A je konvexńı. Necht’ y, z ∈ A splňuj́ıćı y ≤ f(x1), z ≤ f(x2) a

necht’ t ∈ (0, 1). Protože fi jsou konkávńı, plat́ı

ty + (1 − t)z ≤ tf(x1) + (1 − t)f(x2) ≤ f(tx1 + (1 − t)x2).
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Vzhledem k tomu, že K je konvexńı, tx1 +(1− t)x2 ∈ K, a tedy ty +(1− t)z ∈ A, č́ımž
jsme dokázali konvexitu množiny A.

Z předpokladu plyne, je A ∩ Rk
+ = ∅. Dı́ky oddělovaćı větě 1.1.6 existuje γ ∈ Rk

takové, že pro všechny y ∈ A a z ∈ Rk
+ plat́ı

〈γ, y〉 ≤ 〈γ, z〉.

Protože Rk
+ ∪ {0} je kužel, je γ ≥ 0.

Protože inf{〈γ, z〉; z ∈ Rk
+} = 0, máme

〈γ, y〉 ≤ 0 ≤ 〈γ, z〉.

Vezměme si libovolný bod x ∈ K. Pak f(x) ∈ A a tedy plat́ı 〈γ, f(x)〉 ≤ 0, č́ımž
dostáváme požadované tvrzeńı.

Důsledek 1.2.7. Necht’ A je matice o rozměrech m × n. Potom plat́ı právě jedno z
následuj́ıćıch tvrzeńı:

(i) ∃x ∈ Rn
+ : Ax ≫ 0,

(ii) ∃y ∈ Rm
+0 : AT y ≤ 0.

D̊ukaz. Pro i = 1, ..., m položme fi(x) = 〈bi, x〉, x ∈ Rn
+, kde bi jsou řádky matice A.

Použit́ım konkávńı alternativy 1.2.6 na Rn
+0 a m dostáváme, že bud’ existuje x ∈ Rn

+0

splňuj́ıćı pro všechna i = 1, ..., m

0 < fi(x) = 〈bi, x〉 = (Ax)i

nebo existuje γ ∈ Rm
+0 takové, že pro všechna x ∈ Rn

+0 plat́ı

0 ≥ 〈γ, Ax〉 = 〈AT γ, x〉.

Z prvńıho př́ıpadu plyne Ax ≫ 0, z druhého pak AT γ ≤ 0 a věta je dokázána.
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Kapitola 2

Variačńı principy

2.1 Ekeland̊uv variačńı princip

Definice 2.1.1. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Řekneme, že funkce f : X → R ∪
{+∞} je zdola polospojitá, jestliže pro každou posloupnost {xi} bod̊u v X konverguj́ıćı
k x ∈ X plat́ı

lim inf
i→∞

f(xi) ≥ f(x).

Lemma 2.1.2. Necht’ (X, d) je metrický prostor a necht’ f : X → R ∪ {+∞}. Potom
f je zdola polospojitá tehdy a jen tehdy, pokud je množina

{x ∈ X; f(x) ≤ c}

uzavřená pro každé c ∈ R.

D̊ukaz. Necht’ f je zdola polospojitá funkce. Vezměme si libovolné c ∈ R a uvažujme
úrovňovou množinu M = {x ∈ X; f(x) ≤ c}. Pro každou posloupnost {xi} bod̊u v M
konverguj́ıćı k x ∈ X pak plat́ı

f(x) ≤ lim inf
i→∞

f(xi) ≤ c,

a tedy x ∈ M a M je uzavřená.
Necht’ pro nějakou f : X → R∪{+∞} plat́ı, že M = {x ∈ X; f(x) ≤ c} je uzavřená

pro všechna c ∈ R. Vezměme libovolnou posloupnost {xi} bod̊u v X konverguj́ıćı k
x ∈ X a položme d = lim inf f(xi). Potom existuje taková rostoućı posloupnost index̊u
{in} splňuj́ıćı f(xin) ≤ d + 1

n
. Pro n < m pak plat́ı

f(xim) ≤ d +
1

m
≤ d +

1

n
.
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Z uzavřenosti úrovňových množin ale hned pro každé n ∈ N dostáváme f(x) ≤ d+ 1
n
,

a tedy
f(x) ≤ d = lim inf

i→∞
f(xi),

z čehož plyne, že f je zdola polospojitá.

Věta 2.1.3 (Ekeland̊uv variačńı princip). Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a
necht’ f : X → R∪ {+∞} je zdola polospojitá zdola omezená funkce. Necht’ dále z ∈ X
splňuje f(z) < infx∈X f(x)+ε pro nějaké ε > 0. Potom pro každé λ > 0 existuje y ∈ X,
které splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(i) d(z, y) ≤ λ,

(ii) f(y) ≤ f(z) − ε
λ
d(z, y),

(iii) f(x) ≥ f(y) − ε
λ
d(x, y), x ∈ X.

D̊ukaz. Necht’ f splňuje předpoklady věty. Konstruujme induktivně posloupnost {zi}∞i=0

bod̊u v X a {Si}∞i=0 množin v X. Jako prvńı člen položme z0 = z a S0 = {x ∈
X; f(x) + ε

λ
d(z, x) ≤ f(z)}. Jsou-li již prvky z0, z1, ..., zi a množiny S0, ..., Si zkon-

struovány, vybereme zi+1 ∈ Si splňuj́ıćı

f(zi+1) ≤
1

2
[f(zi) + inf

x∈Si

f(x)] (2.1)

a voĺıme
Si+1 = {x ∈ X; f(x) +

ε

λ
d(zi+1, x) ≤ f(zi+1)}.

Toto je možné udělat, protože zi ∈ Si. Z tohoto dále plyne, že množiny Si jsou neprázdné
pro všechna i ∈ N.

Protože f(z) je dle předpokladu konečné a pro všechna i ∈ N0 plat́ı zi ∈ Si, je
{f(zi)} nerostoućı posloupnost konečných č́ısel. Z tohoto plyne, že je konvergentńı.
Protože zi+1 ∈ Si podle definice, plat́ı f(zi+1) + ε

λ
d(zi+1, zi) ≤ f(zi), z čehož plyne

d(zi+1, zi) ≤
λ

ε
[f(zi) − f(zi+1)], i ∈ N. (2.2)

Pro m > n pak plat́ı

d(zn, zm) ≤
m−1
∑

k=n

d(zk, zk+1) ≤
m−1
∑

k=n

λ

ε
[f(zk) − f(zk+1)] =

λ

ε
[f(zn) − f(zm)]. (2.3)
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Protože {f(zi)} je cauchyovská, je cauchyovská i posloupnost {zi} a z úplnosti me-
trického prostoru X dostáváme, že zi → y pro nějaké y ∈ X. Dokažme, že toto y je
hledaným bodem.

Pokud v (2.3) dosad́ıme n = 0, dostáváme ε
λ
d(z, zm) ≤ f(z)− f(zm). Dı́ky polospo-

jitosti funkce f dostáváme limitńım přechodem

f(y) +
ε

λ
d(z, y) ≤ lim

m→∞
f(zm) +

ε

λ
lim

m→∞
d(zm, y) = lim

m→∞
[f(zm) +

ε

λ
d(zm, y)] ≤ f(z),

a tud́ıž je podmı́nka (ii) ověřena.
Tvrzeńı (i) se pak dostane následuj́ıćı úpravou (ii) :

d(z, y) ≤ λ

ε
[f(z) − f(y)] ≤ λ

ε
[f(z) − inf

x∈X
f(x)] ≤ λ

ε
ε = λ.

Ukážeme nyńı, že {Si} je nerostoućı posloupnost množin splňuj́ıćı {y} =
⋂

Si. Pro
i ∈ N a libovolné x ∈ Si+1 totiž využit́ım (2.2) plat́ı

f(x) +
ε

λ
d(x, zi) ≤ f(x) +

ε

λ
d(x, zi+1) +

ε

λ
d(zi+1, zi)

≤ f(zi+1) +
ε

λ
d(zi+1, zi) ≤ f(zi).

Tedy x ∈ Si a Si+1 ⊆ Si.
Limitńım přechodem m → ∞ v (2.3) dostaneme d(y, zn) ≤ λ

ε
[f(zn) − f(y)]. Z

nerovnosti

f(y) +
ε

λ
d(zi, y) ≤ f(y) +

ε

λ

λ

ε
[f(zi) − f(y)] = f(zi)

plyne, že y ∈ ⋂∞
i=1 Si.

Předpokládejme, že a ∈ ⋂∞
i=1 Si a dokažme, že pak nutně muśı platit a = y. Použit́ım

(2.1) dostáváme pro každé i ∈ N

ε

λ
d(a, zi+1) ≤ f(zi+1) − f(a) ≤ f(zi+1) − inf

x∈Si

f(x)

≤ f(zi+1) + f(zi) − 2f(zi+1) = f(zi) − f(zi+1).

Z tohoto plyne, že d(a, y) = 0, a tedy a = y. Protože množiny Si jsou do sebe
vnořené, je toto ekvivalentńı se zápisem

∀x ∈ X\{y} ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : x /∈ Sn.

Máme-li tedy x ∈ X\{y}, najdeme n0 ∈ N splňuj́ıćı předchoźı. Pak pro n ≥ n0 máme
f(x) + ε

λ
d(x, zn) > f(zn) a limitńım přechodem n → ∞ dostáváme (iii).
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Poznámka 2.1.4. Necht’ jsou pro Rn, f : Rn → R, z ∈ Rn, ε > 0 a λ > 0 splněny
předpoklady Ekelandova variačńıho principu 2.1.3 a necht’ y ∈ Rn je nalezený bod.
Předpokládejme dále, že f má v bodě y totálńı diferenciál, který označme A = f ′(y).
Vezměme libovolný směr h ∈ SRn . Potom plat́ı

lim
t→0+

f(y + th) − f(y)

t
= Ah.

Pro libovolné δ > 0 jsme schopni naj́ıt t0 > 0 takové, že pro všechny t ∈ (0, t0) plat́ı
odhad

f(y + th) − f(y)

t
< Ah + δ.

Vezměme libovolné t ∈ (0, t0) a v podmı́nce (iii) věty 2.1.3 položme x = y + th.
Potom dostáváme nerovnost f(y+ th) ≥ f(y)− ε

λ
‖th‖. Z této nerovnosti ale hned plyne

vztah

− ε

λ
= − ε

λ

‖th‖
t‖h‖ ≤ f(y + th) − f(y)

t
< Ah + δ.

Tedy dostáváme

− ε

λ
< Ah

pro každé h o normě 1.
Z linearity A plyne |Ah| < ε

λ
a

‖f ′(y)‖ = sup{|Ah|; ‖h‖ = 1} ≤ ε

λ
.

Tedy pro libovolný bod y ∈ Rn splňuj́ıćı (i), (ii), (iii) věty 2.1.3 plat́ı

‖f ′(y)‖ ≤ ε

λ
.

Poznámka 2.1.5. Parametr λ v předchoźı větě nám dává jistou možnost volby. Č́ım
menš́ı λ zvoĺıme, t́ım bude nalezený bod y bĺıže p̊uvodńımu bodu, ale odhad minima
či infima funkce se nám o mnoho nezlepš́ı. Pokud bychom naopak zvolili λ velké,
dostáváme přesný odhad, ale tato informace bude znehodnocena t́ım, že nalezený bod
bude od p̊uvodńıho velmi vzdálen. Často se λ voĺı rovné 1 nebo

√
ε.

Věta 2.1.6. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor, f : X → R∪{+∞} zdola omezená
zdola polospojitá funkce a ε > 0. Necht’ z ∈ X splňuje f(z) < infx∈X f(x) + ε. Potom
pro všechna p ≥ 1 a λ > 0 existuje y ∈ X takové, že

(i) ‖z − y‖ ≤ λ,
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(ii) f(y) ≤ f(z) − ε
λp‖z − y‖p,

(iii) f(x) + ε
λp‖x − z‖p ≥ f(y) + ε

λp‖y − z‖p, x ∈ X.

D̊ukaz. Definujme funkci g(x) = f(x) + ε
λp‖x − z‖p, x ∈ X a dokažme, že tato funkce

nabývá minima na X. Pokud ‖x‖ → ∞, tak g(x) → ∞. Nav́ıc plat́ı g(x) ≥ infx∈X f(x),
takže g je zdola omezená. Jakožto součet spojité a zdola polospojité funkce je i g zdola
polospojitá.

Pro n ∈ N definujme posloupnost množin Sn = {x ∈ X; g(x) ≤ infx∈X g(x)+ 1
n
}. Pro

všechny n ∈ N pak zřejmě plat́ı Sn+1 ⊆ Sn a z lemmatu 2.1.2 plyne, že Sn jsou uzavřené.
Protože pro ‖x‖ → ∞, plat́ı g(x) → ∞, je diam(S1) konečný a tedy

⋂∞
n=1 Sn 6= ∅.

Funkce g nabývá tedy na X minima, řekněme v bodě y ∈ X, což je přesně tvrzeńı
(iii). Dosazeńım x = z źıskáme (ii) a odtud úpravou

‖y − z‖p ≤ f(z) − f(y)

ε
λp ≤ f(z) − infx∈X f(x)

ε
λp ≤ ε

ε
λp = λp

tvrzeńı (i).

Lemma 2.1.7. Necht’ f : Rn → R je zdola omezená funkce, která je na celém definičńım
oboru spojitě diferencovatelná. Potom existuje posloupnost {xi} bod̊u v Rn splňuj́ıćı

f(xi) → inf
x∈Rn

f(x) a f ′(xi) → 0.

D̊ukaz. Najděme libovolnou posloupnost {yi} bod̊u v Rn takovou, aby platilo

f(yi) ≤ inf
x∈Rn

f(x) +
1

i
.

Pro všechny i ∈ N volme εi = 1
i

a λi = 1. Pro tyto objekty použijme Ekeland̊uv variačńı
princip 2.1.3, č́ımž dostaneme body xi ∈ Rn, které dle (ii) splňuj́ı

f(xi) ≤ f(yi) −
εi

λi

‖xi − yi‖ ≤ f(yi) ≤ inf
x∈Rn

f(x) +
1

i
→ inf

x∈Rn
f(x).

Dle poznámky o derivaci 2.1.4 pak plat́ı

‖f ′(xi)‖ ≤ εi

λi

=
1

i
→ 0,

č́ımž je d̊ukaz dokončen.
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Věta 2.1.8 (Gordan). Necht’ a1, a2, ..., am ∈ Rn. Potom právě jeden z následuj́ıćıch
systém̊u má řešeńı:

m
∑

k=1

λkak = 0,
m

∑

k=1

λk = 1, λk ≥ 0, k = 1, ..., m, (2.4)

〈ak, x〉 < 0, k = 1, ..., m, x ∈ Rn. (2.5)

D̊ukaz. Dokažme, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) f(x) = log(
∑m

k=1 exp〈ak, x〉), x ∈ Rn je omezená zdola,

(ii) systém (2.4) má řešeńı,

(iii) systém (2.5) nemá řešeńı.

Dokažme nejdř́ıve sporem (ii) ⇒ (iii). Předpokládejme, že (λ1, ..., λm) je řešeńı
(2.4). Je-li x ∈ Rn řešeńı (2.5), dostávám

0 = 〈
m

∑

k=1

λkak, x〉 =
m

∑

k=1

λk〈ak, x〉 < 0,

což je spor.
Pokud (2.5) nemá řešeńı, pak pro všechny x ∈ Rn existuje index kx ∈ {1, ..., m}

takový, že 〈akx
, x〉 ≥ 0. Z toho ale plyne

f(x) = log(

m
∑

k=1

exp〈ak, x〉) ≥ log(exp〈akx
, x〉) ≥ 0,

takže f je zdola omezená.
Zbývá dokázat posledńı implikaci. Protože f je spojitě diferencovatelná na Rn a

podle předpokladu zdola omezená, máme podle lemmatu 2.1.7 zaručenu existenci po-
sloupnosti {xi} bod̊u v Rn takové, že plat́ı f(xi) → infx∈Rn f(x) a f ′(xi) → 0. Pro
k = 1, .., m a i ∈ N položme

λi
k =

exp〈ak, xi〉
∑m

j=1 exp〈aj , xi〉
.

Dı́ky kompaktnosti množiny S = {y ∈ Rm;
∑m

k=1 yk = 1, yk ≥ 0} můžeme bez újmy na
obecnosti předpokládat, že λi

k → λk pro všechna k = 1, ..., m.
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Potom plat́ı

f ′(xi) =
1

∑m

j=1 exp〈aj, xi〉

m
∑

k=1

exp〈ak, xi〉ak

=
m

∑

k=1

exp〈ak, xi〉
∑m

j=1 exp〈aj , xi〉
ak =

m
∑

k=1

λi
kak.

Limitńım přechodem i → ∞ dostáváme
∑m

k=1 λkak = 0, což implikuje existenci
řešeńı (2.4). T́ım je dokončen d̊ukaz (i) ⇒ (ii), a tedy i věty.

Poznámka 2.1.9. Podmı́nka
∑m

k=1 λk = 1 v (2.4) je zbytečná, přesto ji uvád́ım, aby
vyniklo, že se jedná o konvexńı kombinaci.

Poznámka 2.1.10. Následuj́ıćı větu jsem nalezl v knize [2] na straně 28. Tato věta
však neplat́ı.

Necht’ a1, a2, ..., am ∈ Rn. Definujme funkci f : Rn → R jako

f(x) = log(
m

∑

k=1

exp〈ak, x〉).

Dále pak definujme problémy:

m
∑

k=1

λkak = 0,
m

∑

k=1

λk = 1, λk ≥ 0, k = 1, ..., m, (2.6)

〈ak, x〉 < 0, k = 1, ..., m, x ∈ Rn
+. (2.7)

Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) inf{f(x), x ≥ 0} > −∞,

(ii) systém (2.6) má řešeńı,

(iii) systém (2.7) nemá řešeńı.

Volme m = 1, n = 1, a1 = 1. T́ım dostáváme f(x) = x a tedy (i) plat́ı. Problém
(2.6) se převede na λ1 = 1, λ1 = 0, a tedy tento problém nemá řešeńı. T́ım jsme se
dostali ke sporu.
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Věta 2.1.11 (Stiemke). Necht’ a1, a2, ..., am ∈ Rn. Definujme funkci

f(x) = log(

m
∑

k=1

exp〈ak, x〉), x ∈ Rn,

a problémy
m

∑

k=1

λkak = 0, λk > 0, k = 1, ..., m, (2.8)

〈ak, x〉 ≤ 0, k = 1, ..., m, x ∈ Rn, kde alespoň jedna nerovnost je ostrá. (2.9)

Potom následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) f nabývá minima,

(ii) systém (2.8) má řešeńı,

(iii) systém (2.9) nemá řešeńı.

D̊ukaz. Dokažme nejdř́ıve sporem (ii) ⇒ (iii). Necht’ (λ1, ..., λm) je řešeńı (2.8) a pro
spor předpokládejme, že (2.9) má řešeńı x ∈ Rn. Potom ale plat́ı

0 = 〈
m

∑

k=1

λkak, x〉 =

m
∑

k=1

λk〈ak, x〉 < 0,

což je spor.
Důkaz implikace (iii) ⇒ (i) rozdělme na dva př́ıpady. Prvńım bude př́ıpad, kdy

neexistuje x ∈ Rn\{0} takové, že pro všechna k = 1, ..., m je 〈ak, x〉 = 0. To znamená
span{a1, ..., am} = Rn. V druhém př́ıpadě pak takové x existovat bude.

Pro prvńı př́ıpad tedy pro každé x ∈ SRn existuje index kx ∈ {1, ..., m} splňuj́ıćı
〈akx

, x〉 > 0. Bude tedy existovat okoĺı B(x, rx) a kladné č́ıslo δx takové, že pro všechny
y ∈ B(x, rx) plat́ı 〈akx

, y〉 > δx. Protože SRn je kompaktńı, existuj́ı x1, ..., xj splňuj́ıćı

j
⋃

i=1

B(xi, rxi
) ⊃ SRn .

Položme δ = min{δx1
, ..., δxj

}. Potom pro všechny x ∈ SRn plat́ı 〈akx
, x〉 > δ, a tedy

pro t > 0 plat́ı

f(tx) = log(

m
∑

k=1

exp〈ak, tx〉) ≥ 〈akx
, tx〉 > tδ.
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Z tohoto plyne, že lim‖x‖→∞ f(x) = ∞, a tedy f nabývá na Rn minima.
Pro druhý př́ıpad položme

A = span{a1, ..., am} a B = A⊥.

Z definice ortogonálńıho doplňku můžeme pro každé x ∈ Rn naj́ıt xA ∈ A a xB ∈ B
takové, že plat́ı x = xA + xB. Potom

f(x) = log(

m
∑

k=1

exp〈ak, x〉) = log(

m
∑

k=1

exp〈ak, xA + xB〉)

= log(

m
∑

k=1

exp〈ak, xA〉 exp〈ak, xB〉) = log(

m
∑

k=1

exp〈ak, xA〉) = f(xA).

Tedy f(A) = f(Rn), č́ımž jsme problém převedli na prvńı př́ıpad, kde už máme
existenci minima zaručenou.

Zbývá dokázat posledńı implikace (i) ⇒ (ii). Protože f je spojitě diferencovatelná
a nabývá minima v nějakém bodě z ∈ Rn, muśı platit f ′(z) = 0. Pro k = 1, ..., m
definujme

λk =
exp〈ak, z〉

∑m

j=1 exp〈aj , z〉
> 0.

a dokažme, že tyto λk jsou řešeńım (2.9):

0 = f ′(z) =
1

∑m

j=1 exp〈aj, z〉

m
∑

k=1

exp〈ak, z〉ak

=
m

∑

k=1

exp〈ak, z〉
∑m

j=1 exp〈aj , z〉
ak =

m
∑

k=1

λkak.

2.2 Borwein-Preiss̊uv variačńı princip

Definice 2.2.1. Necht’ (X, d) je metrický prostor. Řekneme, že funkce ρ : X × X →
[0,∞) je měrka, pokud jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

(i) ρ je spojitá,

(ii) ρ(x, x) = 0, x ∈ X,

22



(iii) ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y, z ∈ X : ρ(y, z) ≤ δ ⇒ d(y, z) ≤ ε,

(iv) ρ(x, y) = ρ(y, x), x, y ∈ X.

Poznámka 2.2.2. Tato kapitola je převzaná z [2]. V definici 2.2.1 se v této knize
nepožaduje podmı́nka (iv). Protože však budeme tuto vlastnost potřebovat v daľśı
sekci, zařadil jsem ji do definice.

Věta 2.2.3 (Borwein-Preiss). Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a necht’ f : X →
R∪ {+∞} je zdola omezená zdola polospojitá funkce. Necht’ ρ je měrka a necht’ {δi}∞i=0

je posloupnost kladných č́ısel. Necht’ existuj́ı ε > 0 a z ∈ X splňuj́ıćı

f(z) < inf
x∈X

f(x) + ε.

Potom existuje y ∈ X a posloupnost {xi}∞i=0 bod̊u v X s následuj́ıćımi vlastnostmi:

(i) ρ(z, y) ≤ ε
δ0

, ρ(xi, y) ≤ ε
2iδ0

, i ∈ N0,

(ii) f(y) +
∑∞

i=0 δiρ(y, xi) ≤ f(z),

(iii) f(x) +
∑∞

i=0 δiρ(x, xi) ≥ f(y) +
∑∞

i=0 δiρ(y, xi).

D̊ukaz. Pro n ∈ N0 induktivně definujme body xn ∈ X a množiny Sn ⊂ X. Jako prvńı
členy položme x0 = z a S0 = {x ∈ X; f(x) + δ0ρ(x, x0) ≤ f(x0)}. Protože x0 ∈ S0, je
S0 neprázdná.

Pokud již máme definovány body x0, ..., xn a množiny S0, ..., Sn, vyberme bod xn+1 ∈
Sn splňuj́ıćı

f(xn+1) +
n

∑

k=0

δkρ(xn+1, xk) ≤ inf
x∈Sn

[f(x) +
n

∑

k=0

δkρ(x, xk)] +
εδn+1

2n+1δ0
.

Toto je možné udělat, protože f(x) +
∑n

k=0 δkρ(x, xk) je zdola omezená funkce. Dále
pak definujme množinu

Sn+1 = {x ∈ Sn; f(x) +

n+1
∑

k=0

δkρ(x, xk) ≤ f(xn+1) +

n
∑

k=0

δkρ(xn+1, xk)},

č́ımž je induktivńı konstrukce dokončena.
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Zkoumejme pro n ∈ N0 vlastnosti množin Sn. Protože f(z) < ∞ dle předpokladu a
xn ∈ Sn, je f(xn) konečné č́ıslo. Zřejmě jsou Sn neprázdné. Z lemmatu 2.1.2 plyne, že
Sn jsou uzavřené. Pro libovolné x ∈ Sn pak plat́ı

δnρ(x, xn) ≤ [f(xn) +
n−1
∑

k=0

δkρ(xn, xk)] − [f(x) +
n−1
∑

k=0

δkρ(x, xk)]

≤ [f(xn) +
n−1
∑

k=0

δkρ(xn, xk)] − inf
x∈Sn−1

[f(x) +
n−1
∑

k=0

δkρ(x, xk)] ≤
εδn

2nδ0
,

tedy

ρ(x, xn) ≤ ε

2nδ0
. (2.10)

Ukažme, že diam(Sn) → 0. Zvolme si ε′ > 0 libovolné a z definice měrky najděme
odpov́ıdaj́ıćı δ′. Zvolme n0 ∈ N splňuj́ıćı ε

2n0δ0
< δ′. Potom pro n ≥ n0 a x ∈ Sn máme

z (2.10) nerovnost d(x, xn) ≤ ε′. Tedy diam(Sn) ≤ 2ε′ pro n ≥ n0.
Protože Sn jsou neprázdné, uzavřené a jejich diametr konverguje k nule, existuje

právě jedno y ∈ X splňuj́ıćı y ∈ ⋂∞
n=0 Sn. Z (2.10) a z ∈ S0 dostáváme xi → y a (i).

Protože pro libovolné n ∈ N plat́ı xn ∈ Sn−1, dostáváme nerovnosti

f(z) = f(x0) ≥ f(x1) + δ0ρ(x1, x0) ≥ f(x2) +
1

∑

k=0

δkρ(x1, xk)

≥ ... ≥ f(xn) +
n−1
∑

k=0

δkρ(xn, xk).

Limitńım přechodem n → ∞ potom dostáváme (ii).
Pokud si vezmeme libovolné x ∈ X\{y}, pak x /∈ ⋂∞

n=0 Sn, a tedy existuje n0 ∈ N

takové, že pro všechny n ≥ n0 plat́ı

f(x) +
∞

∑

k=0

δkρ(x, xk) ≥ f(x) +
n

∑

k=0

δkρ(x, xk) > f(xn) +
n−1
∑

k=0

δkρ(xn, xk).

Limitńım přechodem

f(x) +
∞

∑

k=0

δkρ(x, xk) ≥ lim inf
n→∞

[f(xn) +
n−1
∑

k=0

δkρ(xn, xk)] ≥ f(y) +
∞

∑

k=0

δkρ(y, xk)

dostáváme (iii).
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Poznámka 2.2.4. Dokážeme ted’ z Borwein-Preissova variačńıho principu o trochu
slabš́ı variantu Ekelandova variačńıho principu. Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor
a necht’ f : X → R ∪ {+∞} je zdola polospojitá zdola omezená funkce. Necht’ dále
z ∈ X splňuje f(z) < infx∈X f(x) + ε pro nějaké ε > 0.

Definujme ρ : X × X → [0,∞) jako ρ(x, y) = ε
λ
d(x, y) a zvolme δi kladná splňuj́ıćı

∑∞
i=0 δi = 1. Zřejmě ρ je měrka, použijme tedy na objekty (X, d), ρ, f, z, ε větu 2.2.3.

Dostaneme posloupnost {xi} bod̊u v X konverguj́ıćı k nějakému y ∈ X, pro které bude
platit:

(i) ε
λ
d(z, y) ≤ ε

δ0
,

(ii) f(y) +
∑∞

i=0 δi
ε
λ
d(y, xi) ≤ f(z),

(iii) f(x) +
∑∞

i=0 δi
ε
λ
d(x, xi) ≥ f(y) +

∑∞
i=0 δi

ε
λ
d(y, xi).

Jednotlivé tvrzeńı upravme, v (iii) použijme trojúhelńıkovou nerovnost. Potom do-
staneme:

(i) d(z, y) ≤ 1
δ0

λ,

(ii) f(y) + δ0
ε
λ
d(y, z) ≤ f(z),

(iii) f(x) ≥ f(y) − ε
λ
d(y, z).

Protože můžeme zvolit libovolné δ0 ∈ (0, 1), dostáváme o něco slabš́ı variantu Ekelan-
dova variačńıho principu.

2.3 Lindenstrauss-Preiss-Tǐser̊uv variačńı princip

Definice 2.3.1. Necht’ (X, d) je metrický prostor a necht’ d0 je spojitá pseudometrika
na X. Řekneme, že X je (d, d0)-úplný, pokud existuj́ı funkce

δj : Xj+1 → (0,∞), j ∈ N0

takové, že každá d-cauchyovská posloupnost {xj}∞j=0 v X splňuj́ıćı

d0(xj, xj+1) ≤ δj(x0, ..., xj), j ∈ N0

Je konvergentńı v (X, d).
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Definice 2.3.2. Necht’ (X, d) je metrický prostor a necht’ d0 je spojitá pseudometrika
na X. Řekneme, že f : X → R je (d, d0)-zdola polospojitá, pokud existuj́ı funkce

δj : Xj+1 → (0,∞), j ∈ N0

takové, že pro každou posloupnost bod̊u {xj}∞j=0 v X konverguj́ıćı k nějakému x ∈ X
splňuj́ıćı

d0(xj, xj+1) ≤ δj(x0, ..., xj), j ∈ N0

plat́ı, že
f(x) ≤ lim inf

j→∞
f(xj).

Poznámka 2.3.3. Pokud nebude uvedeno jinak, budeme v daľśım pr̊uběhu kapitoly
všechny metrické vlastnosti vztahovat k metrice d.

Lemma 2.3.4. Necht’ (X, d) je metrický prostor a necht’ d0 je spojitá pseudometrika
na X. Dále necht’ f : X → R splňuje, že pro každé r ∈ R je množina {x ∈ X, f(x) ≤ r}
typu Gδ v (X, d0). Potom f je (d, d0)-zdola polospojitá.

D̊ukaz. Množina je typu Gδ, pokud ji můžeme zapsat jako spočetný pr̊unik otevřených
množin. Pro každé q ∈ Q můžeme tedy napsat

{x ∈ X; f(x) ≤ q} =

∞
⋂

i=1

Hq
i ,

kde Hg
i jsou d0-otevřené množiny. Protože množin Hq

i ⊂ X je spočetně mnoho, můžeme
je oč́ıslovat. Udělejme tak a označme je G0, G1, ...

Definujme funkci T : X × {Gi, i ∈ N0} → (0,∞] následovně:

T (x, Gi) =

{

1
4
sup{r > 0; Bd0

(x, r) ⊂ Gi}, x ∈ Gi ,

∞, x /∈ Gi .

Protože Gi jsou otevřené pro všechny i ∈ N0, zobrazuje T skutečně do (0,∞].
Zkonstruujme induktivně funkce δj : Xj+1 → (0,∞), j ∈ N0, které budou splňovat

následuj́ıćı podmı́nky:

(i) δj(x0, ..., xj) ≤ 1
2
δj−1(x0, ..., xj−1), j ∈ N,

(ii) Bd0
(xj , 2δj(x0, ..., xj)) ⊂ Gi, 0 ≤ i < j, xj ∈ Gi.
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Jako prvńı člen položme δ0(x) = 1 pro všechny x ∈ X. Pokud již máme definováno
δ0, ..., δj−1, položme

δj(x0, ..., xj) = min{1

2
δj−1(x0, ..., xj−1), T (xj, G0), ..., T (xj , Gj−1)}, x0, ..., xj ∈ X,

č́ımž dostaneme funkce požadovaných vlastnost́ı.
Zvolme posloupnost {xj} bod̊u v X konverguj́ıćı k nějakému x∞ ∈ X splňuj́ıćı

d0(xj , xj+1) ≤ δj(x0, ..., xj), j ∈ N0.

Dále zvolme libovolné q ∈ Q splňuj́ıćı q < f(x∞) a najděme Gi, která splňuje

{x ∈ X, f(x) ≤ q} ⊂ Gi, x∞ /∈ Gi.

Dokažme, že pro j > i plat́ı f(xj) > q. Pokud by existovalo j > i, pro které by
platilo f(xj) ≤ q, pak xj ∈ Gi a dle volby δj dostáváme

Bd0
(xj , 2δj(x0, ..., xj)) ⊂ Gi.

Současně ale z volby δj pro k > j plyne

d0(xj , xk) ≤
k−1
∑

l=j

d0(xl, xl+1) ≤
k−1
∑

l=j

δl(x0, ..., xl)

≤
k−1
∑

l=j

2j−lδj(x0, ..., xj) ≤ 2δj(x0, ..., xj),

tedy
d0(xj , x∞) ≤ 2δj(x0, ..., xj),

z čehož hned dostáváme x∞ ∈ Bd0
(xj , 2δj(x0, ..., xj)) ⊂ Gi, což je spor.

Ukázali jsme, že lim inf f(xi) ≥ q pro všechny q ∈ Q splňuj́ıćı q < f(x∞). Tedy

f(x∞) ≤ lim inf
j→∞

f(xj),

č́ımž je věta dokázána.

Lemma 2.3.5. Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor, necht’ d0 je spojitá pseudomet-
rika na X a necht’ S je Gδ podmnožina (X, d0). Potom S je (d, d0)-úplná.

27



D̊ukaz. Necht’ f je charakteristická funkce množiny X\S. Pro r ∈ R je

{x ∈ X, f(x) ≤ r}

je prázdná množina, S nebo X, je tedy Gδ podmnožina (X, d0). T́ım jsou splněny
předpoklady lemmatu 2.3.4, tedy f je (d, d0)-zdola polospojitá. T́ım dostáváme pro
j ∈ N0 existenci funkćı δj : Xj+1 → (0,∞), které splňuj́ı podmı́nky z definice 2.3.2.

Mějme cauchyovskou posloupnost {xj} bod̊u v S splňuj́ıćı pro j ∈ N0

d0(xj , xj+1) ≤ δj(x0, ..., xj).

Z úplnosti X dostáváme xj → x pro nějaké x ∈ X. Protože f je (d, d0)-zdola polospojitá,
dostáváme

f(x) ≤ lim inf
j→∞

f(xj) = 0.

Tedy f(x) = 0, neboli x ∈ S. T́ım jsme ovšem dokázali, že S je (d, d0)-úplná.

Věta 2.3.6 (Lindenstrauss-Preiss-Tǐser̊uv variačńı princip). Necht’ (X, d) je metrický
prostor a necht’ pro j ∈ N0 splňuj́ı funkce

Fj : X × X → [0,∞]

následuj́ıćı podmı́nky:

(a) Fj je d-zdola polospojitá v druhé proměnné,

(b) Fj(x, x) = 0 pro všechny x ∈ X,

(c) existuje nerostoućı posloupnost {rj} splňuj́ıćı lim rj = 0 a infd(x,y)>rj
Fj(x, y) > 0.

Dále necht’ d0 je spojitá pseudometrika na X, S ⊂ X je (d, d0)-úplná a x0 ∈ S.
Necht’ f : X → R je (d, d0)-zdola polospojitá zdola omezená funkce. Necht’ {εj}∞j=0 je
posloupnost kladných č́ısel, pro kterou je splněno

f(x0) ≤ ε0 + inf
x∈S

f(x).

Potom existuje posloupnost {xj}∞j=1 bod̊u v S, která v metrice d konverguje k nějaké-
mu x∞ ∈ S a d0-spojitá funkce ϕ : X → R taková, že funkce

h(x) = f(x) + ϕ(x) +

∞
∑

j=0

Fj(xj , x)
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nabývá minima na S v bodě x∞.
Dále pro 0 ≤ j < k + 1 ≤ ∞ plat́ı

Fj(xj , xk) ≤ εj,

h(x∞) ≤ εj + inf
x∈S

[f(x) + ϕ(x) +

j−1
∑

i=0

Fi(xi, x)].

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že
∑∞

j=1 εj < ∞ a

inf
d(x,y)>rj

Fj(x, y) > εj, j ∈ N.

Dále předpokládejme, že funkce δj : M j+1 → (0,∞), j ∈ N0 splňuj́ı jak podmı́nky
2.3.1, tak i 2.3.2.

Pro j ∈ N0 induktivně zkonstruujme d0-zdola polospojité funkce ϕj : X → [0,∞)
a zdola omezené funkce hj : X → (−∞,∞]. Pro j ∈ N induktivně definujme body
xj ∈ S. Pro j = 0 položme

h0(x) = f(x),

ϕ0(x) = 2ε0 min{1, d0(x, x0)

δ0(x0)
}, x ∈ X.

Necht’ j ∈ N a necht’ jsou xi, ϕi a hi definovány pro všechna i = 0, ..., j − 1. Potom
definujme

hj(x) = hj−1(x) + ϕj−1(x) + Fj−1(xj−1, x), x ∈ X.

Následně zvolme takové xj ∈ S, které bude splňovat

hj(xj) ≤ min{hj−1(xj−1), εj + inf
x∈S

hj(x)}.

Toto je možné udělat, protože hj(xj−1) = hj−1(xj−1). Nakonec položme

ϕj(x) = 2εj min{1, d0(x, xj)

δj(x0, ..., xj)
},

č́ımž je induktivńı konstrukce dokončena.
Potom pro tyto objekty plat́ı následuj́ıćı:

(i) ϕj(xj) = 0, j ∈ N0,

(ii) hj(xj) ≤ εj + infx∈S hj(x), j ∈ N0,
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(iii) hj(xj) ≤ hj−1(xj−1), j ∈ N,

(iv) hj(x) ≥ hj−1(x), j ∈ N, x ∈ S,

(v) ϕi(xj) + Fi(xi, xj) ≤ εi, j ≥ i, j, i ∈ N0.

Vlastnosti (i) − (iv) jsou zřejmé, zbývá tedy dokázat ještě vlastnost (v). Pokud plat́ı
i = j, pak je levá strana nulová. Pokud j > i ≥ 0, dostáváme

hi(xi) ≥ hj(xj) ≥ hi+1(xj) = hi(xj) + ϕi(xj) + Fi(xi, xj)

≥ hi(xi) + ϕi(xj) + Fi(xi, xj) − εi,

z čehož hned plyne vlastnost (v).
Dále plat́ı

hj(x) = hj−1(x) + ϕj−1(x) + Fj−1(xj−1, x) = ... =

= h0(x) +

j−1
∑

i=0

[ϕi(x) + Fi(xi, x)] = f(x) +

j−1
∑

i=0

[ϕi(x) + Fi(xi, x)].

Pro libovolné ε > 0 najdeme ri, které splňuje ri < ε. Z (v) plyne Fi(xi, xj) ≤ εi pro
j ≥ i, z čehož použit́ım (c) dostáváme

d(xi, xj) ≤ ri < ε,

a tedy {xi} je d-cauchyovská. Dále pak pro j ≥ i plat́ı

d0(xi, xj) ≤ δi(x0, ..., xi).

Pokud by toto nebyla pravda, platilo by ϕi(xj) = 2εi, což je spor s (v).
Z (d, d0)-úplnosti a (d, d0)-zdola polospojitosti funkce f plyne, že {xj} konverguje k

nějakému x∞ ∈ S a pro tento bod plat́ı

f(x∞) ≤ lim inf
j→∞

f(xj).

Položme ϕ(x) =
∑∞

j=0 ϕj(x), x ∈ X. Potom pro všechna x ∈ X plat́ı

ϕ(x) =

∞
∑

j=0

ϕj(x) =

∞
∑

j=0

2εj min{1, d0(x, xj)

δj(x0, ..., xj)
} ≤

∞
∑

j=0

2εj < ∞,
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tedy ϕ je korektně definovaná a d-spojitá funkce. Položme

h(x) = f(x) + ϕ(x) +
∞

∑

j=0

Fj(xj , x).

Protože Fj jsou d-zdola polospojité v druhé proměnné, pro libovolné pevné k ∈ N

plat́ı:

h0(x0) ≥ h1(x1) ≥ lim
j→∞

hj(xj) ≥ lim inf
j→∞

[f(xj) + ϕ(xj) +
k

∑

i=0

Fi(xi, xj)] ≥

≥ f(x∞) + ϕ(x∞) +
k

∑

i=0

Fi(xi, x∞).

Limitńım přechodem k → ∞ dostáváme pro všechna j ∈ N0 nerovnost hj(xj) ≥ h(x∞).
Ze (v) ihned pro j ≥ i ≥ 0 plyne Fi(xi, xj) ≤ εi. Z (ii) potom dostáváme

h(x∞) ≤ hj(xj) ≤ εj + inf
x∈S

hj(x) = εj + inf
x∈S

{f(x) +

j−1
∑

i=0

[ϕi(x) + Fi(xi, x)]}

≤ εj + inf
x∈S

[f(x) + ϕ(x) +

j−1
∑

i=0

Fi(xi, x)]

a

h(x∞) ≤ εj + inf
x∈S

[f(x) + ϕ(x) +

j−1
∑

i=0

Fi(xi, x)] ≤ εj + inf
x∈S

h(x),

a tedy h nabývá na S minima v x∞.

Poznámka 2.3.7. Pokud jsou splněny předpoklady věty 2.3.6, najdeme nějakou ϕ,
pomoćı které je definována h. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat ϕ(x∞) = 0.
Pro x ∈ X definujme ϕ′(x) = max{0, ϕ(x)} a

h′(x) = f(x) + ϕ′(x) +

∞
∑

j=0

Fj(xj , x).

Potom pro všechny x ∈ S plat́ı

h′(x∞) = h(x∞) ≤ h(x) = f(x) + ϕ(x) +
∞

∑

j=0

Fj(xj , x) ≤

≤ f(x) + ϕ′(x) +

∞
∑

j=0

Fj(xj, x) = h′(x),
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a tedy h′ nabývá na S minimum v x∞.
Můžeme tedy ve větě 2.3.6 požadovat existenci ϕ nezáporné s vlastnost́ı ϕ(x∞) = 0.

Poznámka 2.3.8. Dále se zabývejme př́ıpadem, kdy d0 = 0, což je zřejmě pseudo-
metrika. Podmı́nka na S a f se změńı na d-úplnost a d-zdola polospojitost. Z definice
d0-spojitosti dostaneme, že ϕ je konstatńı funkce. Podle poznámky 2.3.7 můžeme tedy
volit ϕ nulovou.

Poznámka 2.3.9. Předpokládejme, že v předpokladech věty 2.3.6 plat́ı v podmı́nce
f(x0) ≤ ε0 + infx∈S f(x) ostrá nerovnost. Omezme se ve větě 2.2.3 na př́ıpad, kdy
f nabývá pouze konečných hodnot. Dokažme poté, že v tomto př́ıpadě je věta 2.3.6
zobecněńım věty 2.2.3.

Necht’ jsou splněny předpoklady Borwein-Preissova variačńıho principu. Mějme tedy
úplný metrický prostor (X, d), zdola omezenou zdola polospojitou funkci f : X → R

posloupnost {δi} kladných č́ısel, bod x ∈ X, pro který plat́ı f(x) < infx∈X f(x)+ε, kde
ε > 0 a ρ : X × X → [0,∞) měrku.

V předchoźı větě zvolme postupně

S = X, d0 = 0, Fj(x, y) = δjρ(y, x), j ∈ N0,

ε0 = f(z) − inf
x∈X

f(x), εj =
δj

δ02j
ε, j ∈ N.

Poté jsou splněny předpoklady věty 2.3.6.
Protože jsme zvolili d0 = 0, můžeme zvolit ϕ = 0. Potom funkce

h(x) = f(x) +

∞
∑

j=0

δjρ(x, xj)

nabývá minima v x∞ = y, což je přesně (iii) v Borwein-Preissově variačńım principu.
Z nerovnosti Fj(xj , xk) ≤ εj pro všechny j ∈ N0 limitńım přechodem k → ∞ plyne

ρ(y, xj) ≤ ε
δ02j . Pokud zvoĺıme j = 0 dostaneme ρ(y, z) ≤ ε

δ0
. Dı́ky symetrii ρ dostáváme

(i).
Z nerovnosti

h(y) ≤ εi + inf
x∈X

[f(x) +

i−1
∑

j=0

Fi(xi, x)]

dostaneme volbou i = 0

f(y) +
∞

∑

j=0

δjρ(y, xj) = h(y) ≤ ε0 + inf
x∈X

f(x) = f(z),

což je přesně (ii).
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2.4 Vztah s úplnost́ı

Věta 2.4.1 (Ekeland̊uv variačńı princip a úplnost). Necht’ (X, d) je metrický prostor.
Potom X je úplný právě tehdy, pokud pro každou zdola omezenou zdola polospojitou
funkci f : X → R plat́ı Ekeland̊uv variačńı princip, tedy pro libovolné ε > 0 existuje
y ∈ X splňuj́ıćı

(i) f(y) ≤ infx∈X f(x) + ε,

(ii) f(x) > f(y) − εd(y, x), x ∈ X\{y}.

D̊ukaz. Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a necht’ f je zdola omezená zdola polo-
spojitá funkce. Volme λ = 1 a najděme z ∈ X splňuj́ıćı f(z) ≤ infx∈X f(x)+ε. Použit́ım
věty 2.1.3, dostáváme, že existuje y ∈ X s požadovanými vlastnostmi.

Pro druhou implikaci uvažujme cauchyovskou posloupnost {xi} bod̊u v X. Pro x ∈
X definujme

f(x) = lim
i→∞

d(xi, x).

Protože pro všechna m, n ∈ N plat́ı |d(xm, x) − d(xn, x)| ≤ d(xm, xn), je f korektně
definována.

Ověřme předpoklady Ekelandova variačńıho principu 2.1.3. Pro libovolné body a, b ∈
X pak plat́ı

|f(a) − f(b)| = | lim
i→∞

d(xi, a) − lim
i→∞

d(xi, b)| = | lim
i→∞

[d(xi, a) − d(xi, b)]|
≤ lim

i→∞
|d(xi, a) − d(xi, b)| ≤ lim

i→∞
|d(a, b)| = |d(a, b)|.

Tedy f je 1−lipschitzovská, což znamená, že je i spojitá. Dále je f je zdola omezená
nulou a pro posloupnost {xi} plat́ı f(xi) → 0, takže infx∈X f(x) = 0.

Z předpoklad̊u věty v́ıme, že

∀ε > 0 ∃y ∈ X, f(y) ≤ ε ∀x ∈ X : f(y) ≤ f(x) + εd(x, y).

Zvolme si ε ∈ (0, 1) a x = xi. Najdeme y ∈ X s požadovanou vlastnost́ı. Protože
f(y) ≤ f(xi) + εd(xi, y), limitńım přechodem i → ∞ dostáváme

f(y) ≤ 0 + εf(y),

z čehož plyne 0 = f(y) = limi→∞ d(xi, y), takže xi → y a X je úplný.
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Definice 2.4.2. Necht’ (X, d) je metrický prostor a φ : X → X. Řeknemě, že φ je
kontrakce, pokud existuje k ∈ (0, 1) takové, že pro všechna x, y ∈ X plat́ı

d(φ(x), φ(y)) ≤ kd(x, y).

Poznámka 2.4.3. Každá kontrakce je spojitá funkce, nebot’ je k-lipschitzovské zobra-
zeńı.

Věta 2.4.4 (Banachova věta o kontrakci). Necht’ (X, d) je úplný metrický prostor a
necht’ φ : X → X je kontrakce. Potom φ má právě jeden pevný bod.

D̊ukaz. Definujme f : X → R jako

f(x) = d(x, φ(x)), x ∈ X

a ukažme, že f splňuje předpoklady Ekelandova variačńıho principu 2.1.3. Zřejmě je
omezená zdola nulou. Protože je f složeńım dvou spojitých zobrazeńı, je spojitá.

Zvolme ε ∈ (0, 1 − k), kde k je konstanta kontraktivity φ. Potom podle věty 2.4.1
existuje y ∈ X takové, že pro všechna x ∈ X plat́ı nerovnost f(y) − εd(x, y) ≤ f(x).
Pokud dosad́ıme x = φ(y), dostáváme

d(y, φ(y))− εd(φ(y), y) ≤ d(φ(y), φ2(y)) ≤ kd(y, φ(y)),

tedy
(1 − ε − k)d(y, φ(y)) ≤ 0.

Plat́ı tedy d(y, φ(y)) = 0 a y je pevným bodem kontrakce.
Pokud by existovaly dva pevné body x a y, pak pro jejich vzdálenost plat́ı

d(x, y) = d(φ(x), φ(y)) ≤ kd(x, y),

(1 − k)d(x, y) ≤ 0,

a tedy d(x, y) = 0, což znamená x = y.

Poznámka 2.4.5. Necht’ jsou pro (X, d), Φ splněny předpoklady předchoźı věty. Necht’

kontrakce Φ je definována pomoćı konstanty k. Vezměme libovolný bod x0 ∈ X a pro
i ∈ N položme xi = Φ(xi−1). Dokažme, že lim xi existuje a tato limita je pevným bodem
kontrakce.

Pro libovolné m, n ∈ N, m > n plat́ı

d(xn, xm) ≤
m−1
∑

i=n

d(xi, xi+1) ≤
m−1
∑

i=n

kid(x0, x1) ≤
∞

∑

i=n

kid(x0, x1) =
kn

1 − k
d(x0, x1),
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což znamená, že posloupnost {xi} je cauchyovská a d́ıky úplnosti X konverguje k
nějakému x ∈ X.

Protože Φ je spojitá, plat́ı Φ(xn) → Φ(x). Protože Φ(xn) = xn+1, je x pevným
bodem kontrakce.

Lemma 2.4.6. Necht’ a < b jsou reálná č́ısla a necht’ f : (a, b) → R je spojitá funkce.
Necht’ dále x, y, x′, y′ ∈ (a, b). Necht’ X je graf funkce f na (a, b), tedy

X = {[x1, x2] ∈ R2; x1 ∈ (a, b), x2 = f(x1)}

a uvažujme na X metriku d. Necht’ dále Φ : X → X je spojité zobrazeńı, pro které plat́ı
Φ[x, f(x)] = [y, f(y)] a Φ[x′, f(x′)] = [y′, f(y′)].

Potom pro všechny d ∈ R v intervalu s krajńımi body y, y′ existuje c ∈ R lež́ıćı mezi
body x, x′, takové, že Φ[c, f(c)] = [d, f(d)].

D̊ukaz. Definujme funkci Φ′ : (a, b) → R takovou, že Φ′(h) = (Φ[h, f(h)])1, kde (.)1

udádá prvńı souřadnici bodu z R2 a dokažme, že tato funkce je spojitá na (a, b). Pro
hn → h pak plat́ı

Φ[hn, f(hn)] → Φ[h, f(h)],

Φ([hn, f(hn)])1 → Φ([h, f(h)])1,

Φ′(hn) → Φ′(h).

T́ımto jsme problém převedli do R. Protože Φ′(x) = y a Φ′(x′) = y′, pro všechny
body d lež́ıćı v intervalu s krajńımi body y a y′ existuje bod c lež́ıćı v intervalu s krajńımi
body x a x′ takový, že plat́ı Φ′(c) = d. To je však ekvivalentńı s Φ[c, f(c)] = [d, f(d)],
č́ımž je d̊ukaz hotov.

Věta 2.4.7. Existuje metrický prostor (X, d), který neńı úplný, ale každá kontrakce na
něm má pevný bod.

D̊ukaz. Definujme po částech lineárńı funkci f : (0, 1] → R, která bude pro k ∈ N

definována následovně:

f(
1

k
) = 0, f(

k + 1
2

k(k + 1)
) = (−1)k.

Za prostor X pak zvoĺıme graf funkce f na (0, 1], tedy množinu

X = {[x, y]; x ∈ (0, 1], y = f(x)}.

Metrika d na X bude euklidovská metrika v R2.
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Na X zavedeme uspořádáńı < následovně: a < b ⇔ (a)1 < (b)1, kde (x)1 je prvńı
skouřadnice bodu x ∈ X. Podobně definujme uspořádáńı >, ≤ a ≥ .

Mějme libovolné body a, b ∈ X, a < b. Řekneme, že d0, ..., dn+1 ∈ X je děleńı mezi
body a, b, pokud je splněno:

(i) a = d0, b = dn+1,

(ii) d0 < d1 < ... < dn < dn+1,

(iii) |(di)2| = 1 pro všechna i = 1, ..., n,

(iv) neexistuje y ∈ X\{d1, ..., dn} splňuj́ıćı a < y < b a |(y)2| = 1.

Je zřejmé, že pro každé a < b existuje právě jedno děleńı mezi body a, b.
Pro a < b najděme děleńı d0, ..., dn+1 mezi body a, b. Potom definujme funkci d′ :

X × X → [0,∞) předpisem

d′(a, b) =
n

∑

i=0

d(di, di+1), a < b.

Pokud a > b, položme d′(a, b) = d′(b, a) a při a = b položme d′(a, b) = 0. Potom d′

je metrika na X × X. Z trojúhelńıkové nerovnosti pro d plyne pro všechny a, b ∈ X
nerovnost d(a, b) ≤ d′(a, b).

Mějme libovolnou kontrakci Φ : X → X s konstantou kontraktivity k a ukažme, že
pro libovolné body a, b ∈ X plat́ı nerovnost

d′(Φ(a), Φ(b)) ≤ kd′(a, b).

Kv̊uli symetrii můžeme předpokládat a < b. Pokud Φ(a) = Φ(b), je nerovnost splněna
triviálně. Předpokládejme Φ(a) < Φ(b). Pokud by platila obrácená nerovnost, d̊ukaz se
provede obdobně. Necht’ d0, ..., dn+1 je děleńı mezi body Φ(a), Φ(b). Pro i = 0, ..., n + 1
položme

Mi = {x ∈ X; a ≤ x ≤ b, Φ(x) = di}
a

mi = inf{(x)1; x ∈ Mi} ∈ [0, 1],

zi = [mi, f(mi)] ∈ [a, b].

Z lemmatu 2.4.6 pak plyne, že Mi je neprázdná pro každé i = 0, ..., n + 1.
Ukažme, že pro všechna i = 0, ..., n plat́ı mi ≤ mi+1. Protože m0 = (a)1, plat́ı

m0 ≤ m1. Necht’ pro nějaké i ∈ {1, ..., n} plat́ı mi > mi+1. Použit́ım lemmatu 2.4.6
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na d0, di, di+1 dostaneme, že existuje x ∈ (a, mi+1) splňuj́ıćı Φ(x) = di. Plat́ı tedy
x < mi+1 < mi, což je spor s definićı mi. Z toho hned plyne, že plat́ı zi ≤ zi+1.

Potom plat́ı

d′(Φ(a), Φ(b)) =

n
∑

i=0

d(di, di+1) =

n
∑

i=0

d(Φ(zi), Φ(zi+1)) ≤ k

n
∑

i=0

d(zi, zi+1)

≤ k
n

∑

i=0

d′(zi, zi+1) = kd′(z0, zn+1) ≤ kd′(a, b).

Necht’ X̂ je zúplněńı prostoru X v R2. K dokončeńı d̊ukazu stač́ı ukázat, že pevný
bod kontrakce Φ nemůže ležet v X̂\X, nemůže mı́t tedy prvńı souřadnici nulovou.
Zvolme x0 = [1, 0] a pro n ∈ N položme xn = Φ(xn−1). Potom

∞
∑

i=0

d′(xi, xi+1) ≤
∞

∑

i=0

kid′(x0, x1) =
1

1 − k
d′(x0, x1) < ∞.

Podle poznámky 2.4.5 existuje x = lim xn a x je pevným bodem kontrakce Φ. Pro
libovolné k ∈ N plat́ı

d′([1, 0], [
1

k
, 0]) =

k−1
∑

i=1

d′([
1

i
, 0], [

1

i + 1
, 0]) ≥

k−1
∑

i=1

2 = 2(k − 1). (2.11)

Pokud by platilo x /∈ X, pak limitńım přechodem k → ∞ v (2.11) bychom dostali

∞
∑

i=0

d′(xi, xi+1) ≥ lim
i→∞

d′(x0, xi) = ∞,

což je spor. Tedy x ∈ X a věta je dokázána.
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