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Uvod

Prace je rozdélena do dvou kapitol. Prvni kapitola se zabyva oddélovanim mnozin a
jejich aplikacemi na TeSeni linearnich rovnic, druha pak Ekelandovym varia¢nim prin-
cipem, jeho aplikacemi a zobecnénimi. V prvni kapitole uvadim ruzné varianty vét o
oddélovani. V celé této kapitole pracuji pouze s realnymi konec¢né rozmérnymi vekto-
rovymi prostory.

V druhé kapitole pracuji s obecnymi metrickymi prostory. Nejdiive uvadim dukaz
Ekelandova varia¢niho principu a poté nékolik jeho piimych dusledki. Jeho uzitecnost
je dolozena dukazy nékolika alterativ pro feSeni soustav linedarnich rovnic. Dokazuji i
Stiemkeho alternativu, kterou jsem dokéazal jiz v prvni kapitole.

V dalsi ¢asti dokazuji zobecnéni Ekelandova varia¢niho principu, nejdiive Borwein-
Preissuv variacni princip a pozdéji dokonce i Lindenstrauss-Preiss-Tiseruv variac¢ni prin-
cip.

Nakonec ukazuji, ze Ekelanduv varia¢ni princip je tzce spjaty s uplnosti metrického
prostoru. Plati totiz, ze metricky prostor je uplny tehdy a jen tehdy, plati-li Ekelanduv
varia¢ni princip. Na zavér se obracim k Banachové vété o kontrakei, kterou pomoci
Ekelandova variacniho principu dokazuji. Zaroven dokazuji, ze na rozdil Ekelandova
varia¢niho principu neni Banachova véta o kontrakei ekvivalentni s iplnosti metrického
prostoru. Uvadim totiz piiklad metrického prostoru ktery neni uplny, ale kazda kon-
trakce na ném ma pevny bod.



Kapitola 1

Oddélovani

V celé této kapitole budeme pracovat s realnymi koneéné dimenzionalnimi prostory R”.
Déle budeme uvazovat euklidovskou metriku generovanou skalarnim soucinem, ktery
budeme znagcit (-,-). Polozme Ng = NU {0}.

Jsou-li z,y € R", pak piseme = = (x4, ...,2,). Zapisem = > y rozumime, ze plati
T > Y, 1 =1,...n ax #y. Zapisem x > y rozumime x; > y;, i = 1,...,n. Oznacme
R? = {z € Rz > 0} a R}, = {z € R"; 2 > 0}. Pokud mame matici A o rozmérech
m X n pak ay, ..., a, budou oznacovat jeji sloupce.

Je-li K C R”, pak zapisem K rozumime uzavér K, zapisem K° vnitfek mnoziny,
zépisem OK hranici K a konecné zépisem rint(K) relativni vnittek K, tedy vnitiek
vzhledem k nejmensi afinni nadroviné, kterd je nadmnozinou K.

Pokud je d metrika nebo pseudometrika, zapisem By(x, r) rozumime otevienou kouli
o sttedu x a poloméru r, kde mérime pomoci d. Pokud nemuze dojit k omylu, budu
pouzivat pouze B(z,r). Zapis Sx pak pro normovany linedrni prostor X oznacuje jed-
notkovou sféru prostoru X.

1.1 Oddélovaci véty

Véta 1.1.1 (o projekci). Necht K C R™ je neprdzdnd uzaviend konvexni mnoZina a
necht © ¢ K. Potom existuje prdvé jedno y € K splrugici

[z =yl = nf{[[z — z[|; = € K}.
Tento bod je jednoznacéné urcéen podminkou (x —y,z —y) < 0 pro viechny z € K.

Diikaz. Definujme d = inf{||z — z||; 2 € K}. Potom existuje posloupnost {y,} bodu v
R™ takova, ze ||z — y,|| — d. Z rovnobéznikového pravidla dostdvéame, ze pro kazdé
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m,n € N plati
|z —yn + 2 — ymH2 + 1y — ymH2 = 2|z — yn”2 +2[jx — ymH27
z ¢ehoz dokazeme, ze posloupnost {y,} je cauchyovska. Mame totiz
)
2

1y = ymll* = 2ll2 = yall* + 2[l2 — Y ||* — 4|z —
< 2w — yull* + 2llz — yl|* — 4%,
kde posledni ¢len konverguje k nule pro m,n — oc.
7 uplnosti R™ a uzavienosti K pak plyne y, — y pro néjaké y € K, ze spojitosti
normy potom dostdvame ||z — y|| = d.
Pro dukaz jednoznacnosti predpokladejme, ze néjaké y' € K spliuje ||z — /|| = d.
Potom ale plati
y+y' o
-

ly = /'I* = 2llz — ylI* + 2|z — y/|I* — 4]« < 4d® —4d* =0,

a tedy y je urc¢eno jednoznacné a zbyva dokazat druhou cast véty.

Ukazme nejdiive, ze (x —y, z — y) pro vechna z € K. Pro spor predpoklddejme, ze
existuje z € K splnujici (x—y, z—y) > 0. Definujme kvadratickou funkei f : R — [0, 00)
nasledovneé:

fla) =llz = (ay + (1 = a)2)|I* = [la(z — y) + (1 — a)(z - 2)|*
={afz—y)+ (1 -a)lz—2)alz—y)+ (1 -a)(r—2))
=a’z —yl* + (1 - @)z — 2| + 20(1 — @)z — y, 2 — 2).
Pak
fQ@) = llz —y|* = d*

f)y=2lz—yl* -2 -y,2 -2
=2/l —y? - 2(z —y,x —y) — 2z —y,y — 2)
=2(r—y,z—y) > 0.
Existuje tedy ¢t < 1 takové, ze ||z — (ty + (1 — t)2)|| < d. Z konvexity pak plyne, ze
ty + (1 —t)z € K, ¢imz dochézime ke sporu s definici d.
Dokazme nyni obracenou implikaci. Necht y € K spliiuje (x — y,z — y) < 0 pro
vSechna z € K. Potom pro libovolné z € K méame

Iz — 21" = [z — y) = (= = »)|”

(r—y)—(z—y)(r—y)—(z—v))
e —yl? + [z —yl* = 2(z —y, 2 —y) > [lz —y|?
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a tedy ||z — y|| = inf{||x — z||; 2 € K}, ¢imz je véta dokdzdna.
U

Vétal.1.2 (oddélovac_l'véta pro bod a mnozinu). Necht K C R" je neprdzdnd konvexni
mnozina a necht x ¢ K. Potom existuje v € R™ spliujici

inf{(y,z);z € K} > (v, ).

Diikaz. Protoze uzévér konvexni mnoziny je konvexni uzaviend mnozina, plati pro K
predpoklady véty 1.1.1. Existuje tedy y € K realizujici vzdalenost x od K. Pokud
definujeme v = y — x, pak pro vSechna z € K plati

<.T—y,2—y><
< Y2 Y >

0,
0,
(v:y) < (v,

VANVANI

z)-

Protoze v ¢ K a y € K, plati

0<|yvl*={vy—=) = (7,9 — (7,2),

a tedy je B
inf{(y,2);z € K} > inf{(y,2);2 € K} > (v,y) > (7, 2),

¢imz je dukaz dokoncen.
]

Poznamka 1.1.3. Vsimnéme si, ze kvuli ostré nerovnosti nikdy nemiuze nastat ptipad
v = 0. Toto bude nékolikrat vyuzito v nasledujicich vétach.

Poznamka 1.1.4. Ukazme si geometrickou interpretaci predchozi véty. Vezméme si
libovolné pevné a € R™ a definujme funkei f(z) = (a,z), = € R™. Predchozi véta tedy
iika, ze muzeme najit linedrni funkci f na R™ a ¢ € R takové, ze afinni nadrovina
{z € R"; f(z) = ¢} oddéluje bod od mnoziny. Funkce f je urcena pomoci vektoru =.
Hodnotu ¢ si muzeme zvolit jako jakékoli ¢islo z intervalu

({7, 2), inf{(y, 2), 2 € K}].

Véta 1.1.5 (o opérné nadroving). Necht K C R" je neprdzdnd konvexni mnoZina a
necht © € OK. Potom ezistuje v € R"\{0} takové, Ze

inf{(vy, z);z € K} > (v, z).



Diikaz. Dle predpokladu miizeme najit posloupnost z; — x,x; ¢ K. Postupné uzivdme
oddélovaci vétu 1.1.2 na body z; a mnozinu K. Pro kazdé i € N tedy existuje v; €
R™\{0} spliujici
inf{(vi, 2); 2 € K} > (yi, x;).
Bez Ujmy na obecnosti muzeme piedpokladat, ze tyto nalezené vektory maji jednotko-
vou normu. Protoze {v;;7 € N} C Sg», muzeme z této posloupnosti vybrat konvergentni
podposloupnost «;, — 7.
Pro libovolné z € K pak dostavame

</77 Z> = klglgo<72k7 Z> Z gi%(fylkuxlk> = <’)/,.T>,

¢imz je dukaz hotov.
U

Véta 1.1.6 (oddélovaci véta pro dvé mnoziny). Necht A, B C R"™ jsou neprdzdné
konvexni mnoziny spliujici AN B = (). Potom existuje v € R™\{0} takové, Ze plati

inf{(v,a);a € A} > sup{(v,b);b € B}.

Diikaz. Pokud je alespon jedna mnozina jednobodova, véta se redukuje na vétu 1.1.5.
Predpokladejme tedy, Ze mnoziny A, B nejsou jednobodové. Polozme K = A — B.
Protoze ANB = (), je KN{0} = 0 a ze vatahu K = K UJK plyne, ze plati bud 0 ¢ K
nebo 0 € OK.

V prvnim ptipadé pouzijeme vétu 1.1.2, v druhém pak 1.1.5. V obou piipadech
vyjde, ze muzeme 0 oddélit neostte od mnoziny K. To znamend, ze existuje v € R™\{0}
takové, ze plati

0 <inf{(v,z);z € K} =inf{(y,a — b);a € A,b € B}
= inf{(y,a) — (7,b);a € A,b € B} =inf{(v,a);a € A} —sup{(v,b);b € B}

coz je presné pozadované tvrzeni.

1.2 Aplikace oddélovacich vét

Definice 1.2.1. Mnozinu K C R" nazveme kuzel, pokud je neprazdna a pro vSechny
r € K,t >0 plati tx € K.
Mnozinu K C R™ nazveme konvexni kuzel, pokud je konvexni a kuzel.



Poznamka 1.2.2. Je snadno vidét, ze mnozina K C R" je konvexni kuzel tehdy a jen
tehdy, pokud pro libovolné x,y € K at >0 plati x +y € K, tx € K.

Véta 1.2.3 (Alternativa pro kuzel). Necht K C R" je konvexnd kuZel. Potom pro kazdé
x € R"™ plati pravé jedno z ndsledugjicich:

(i) v € K,
(i) Iy €eR"Vy € K : (7,y) 2 0,(y,z) <0.

Diikaz. Pokud z € K, pak inf{(y,y);y € K} < {7,2), a tedy nemize platit druh4
moznost.
Piedpokladejme, ze x ¢ K. Pouzitim oddélovaci véty 1.1.2 dostdvame existenci
v € R™ takového, ze
inf{(v,y);y € K} > (v, 2).

Ukazme, ze a = inf{(v,y);y € K} = 0. Protoze 0 € K, dostavame nerovnost a < 0.
Pokud by existovalo y € R™ spliujici (7, y) < 0, pak z limitniho ptechodu

tlim (v, ty) = tlim t(y,y) = —o0

plyne, ze mnozina {(v,y);y € K} neni zdola omezena, coz je spor. Tedy a = 0, z ¢ehoz
hned tvrzeni plyne.
]

Véta 1.2.4 (Farkasova alternativa). Nechf A je matice o rozmérech m x n a necht
b € R™. Potom plati prdve jedno z nasledujicich tvrzeni:

(1) 3z € R : Ax = b,
(i) Iy € R™: ATy >0, (v,b) < 0.
Diikaz. Definujme konvexni kuzel
i=1

a dokazme, ze tento konvexni kuzel je uzavieny. Nejprve dokazme uzavienost mnoziny
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Zvolme tedy libovolnou posloupnost {z;} bodu v M konvergujici k x € R™. Pro kazdé
j€Nai=1,..,n tedy existuje \;(x;) € [0, 1] splaujici z; = > " | \i(x;)a;. Z kom-
patknosti R" pak muzeme z posloupnosti {(Ai(z;), ..., An(z;)} vybrat podposloupnost
konvergujici k nejakému (A, ..., \,). Protoze plati z = """ Nja;, Y o A <1laX >0
proi=1,...n,jex € M, atedy M je uzaviend mnozina.

Zvolme dale libovolnou posloupnost {z;} bodu v K konvergujici k € R™. Protoze
{z;} je cauchyovska, existuji ¢t > 0 a j, € N takové, ze pro viechna j > j plati x; € tM.
Z uzavienosti M plyne x € tM, a tedy x = > "  Na;, kdeproi=1,..,nje \; >0,z
¢ehoz plyne, ze K je uzaviend mnozina.

Podle véty o alternativé pro konvexni kuzel 1.2.3 plati pravé jedno z nasledujicich
tvrzeni:

(iii) b € K,
(iv) Iy e R Vy € K : (y,y) > 0,(v,b) <O0.
Pro dokonceni dukazu staci ukdzat, ze (i) je ekvivalentni s (iiz) a (ii) je ekvivalentni s

(1v).

To vsak plyne z ekvivalenci

beKewbeKob=)Y Nty A,..udy >0 b= Az z € R,

i=1

ATy >0e (a;,7)>0,i=1,..,n
~ <)\Zaz,7) > 0,)\2 >0,2=1,...,n

g <Z)‘2ala’y> Z 07)\2 Z 07 1= 17 ces
=1

& (y,7) >0, ye K.
]

Véta 1.2.5 (Stiemkeho alternativa). Nechf A je matice o rozmérech m x n. Potom
plati prdve jedno z nasledugicich tvrzeni:

(i) 3z € R} : Az =0,
(ii) Jy e R™: ATy > 0.
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Driikaz. Necht nejdfive plati (i). Pro spor predpoklddejme, Ze existuje y € R™ splitujici
ATy > 0. Protoze x > 0, plati

0< (:L’,ATy> = (Ax,y) =0,

COZ je spor.
Necht dale (7) neplati a najdéme teseni pro (7). Definujme dvé linedrni zobrazen:
T:R"—R™ T:R™ - R"
x— Az v ATz,

Protoze neexistuje feseni (¢), je Ker TNR’ = (). Protoze obé mnoziny jsou konvexni,
muzeme pouzit oddélovaci vétu 1.1.6, ktera ik, ze existuje v € R™ \ {0} spliujici

sup{(y,z);z € Ker T} <inf{(y,y);y € R} }.

Protoze Ker T je linearni prostor, plati pro vSechna x € Ker T vztah (7, x) = 0, neboli
v € (KerT)*. Z linedrni algebry vime, ze (KerT)+ = ImT", a tedy existuje y € R™
spliwujici ATy = 7.
Protoze pro véechna y € R} plati (v,y) > 0, je v > 0, a tedy je dukaz dokoncen.
]

Véta 1.2.6 (Konkdvni alternativa). Nechl fi, ..., fx : K — R jsou konkdvni funkce,
kde K C R" je neprdzdnd konvexni mnoZina. Definujme f : K — RF predpisem f(z) =
(fi(x),..., fx(z)). Potom plati prdvé jedno z ndsledujicich turzend:

(i) 3z € K: f(x) >0,
(1) 3y e Ry Vo € K : (v, f(x)) <0.

Diikaz. Pokud plati (i), pak skaldrni soucin v (iz) nabyva kladné hodnoty pro kazdé
v € R, ¢imz dostavame neplatnost (iz).
Necht tedy (i) neplati. Definujme mnoZinu

A={yeRIrec K :y< f(x))
Mnozina A je zfejmé neprazdna.

Déle dokazme, ze A je konvexni. Necht y,z € A spliujici y < f(z1),2 < f(x2) a
necht ¢t € (0,1). Protoze f; jsou konkavni, plati

ty+ (1 =t)z <tf(x1) + (1= 1) f(22) < [ty + (1= 1)a).
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Vzhledem k tomu, ze K je konvexni, tz1 + (1 —t)xs € K, a tedy ty+ (1 —1t)z € A, ¢imz
jsme dokazali konvexitu mnoziny A.

7, predpokladu plyne, je AN Ri = (). Diky oddélovaci vété 1.1.6 existuje v € R*
takové, ze pro vSechny y € A a z € R plat{

(v, y) < (7, 2).

Protoze R U {0} je kuzel, je v > 0.
Protoze inf{(v,z); 2 € R} = 0, mdme

(v, 9) <0< (v,2).

Vezméme si libovolny bod z € K. Pak f(z) € A a tedy plati (v, f(z)) < 0, ¢imz
dostavame pozadované tvrzeni.
U

Dusledek 1.2.7. Necht A je matice o rozmérech m x n. Potom plati prdavé jedno z
ndsledugicich tvrzeni:

(1) 3z € R : Az >0,
(ii) Jy e R+ ATy <0.
Diikaz. Pro i = 1,...,m polozme fi(x) = (b;, ), x € R}, kde b; jsou fadky matice A.
Pouzitim konkdvni alternativy 1.2.6 na R”, a m dostdvdme, ze bud existuje z € R
splnujici pro vSechna ¢ =1,...,m
0 < filz) = (bi,z) = (Ax);
nebo existuje v € R takové, Ze pro vSechna x € R’ plati

0> (y, Az) = (AT, ).

Z prvniho piipadu plyne Az > 0, z druhého pak ATy < 0 a véta je dokdzéna.
O

13



Kapitola 2

Variacni principy

2.1 Ekelandtv varia¢ni princip

Definice 2.1.1. Necht (X,d) je metricky prostor. Rekneme, ze funkce f : X — R U
{+00} je zdola polospojita, jestlize pro kazdou posloupnost {z;} bodu v X konvergujici
k z € X plati

liminf f(z;) = f().

1— 00

Lemma 2.1.2. Necht (X,d) je metricky prostor a necht f: X — RU {+oo}. Potom
f jge zdola polospojitd tehdy a jen tehdy, pokud je mnoZina

{z e X;f(z) <c}
uzavrend pro kazdé c € R.

Diikaz. Necht f je zdola polospojitd funkce. Vezméme si libovolné ¢ € R a uvazujme
uroviiovou mnozinu M = {z € X; f(x) < ¢}. Pro kazdou posloupnost {z;} bodu v M
konvergujici k x € X pak plati

f(2) < liminf f(7) < c.
atedy x € M a M je uzaviena.

Necht pro néjakou f : X — RU{+oo} plati, ze M = {x € X; f(x) < ¢} je uzaviend
pro vsechna ¢ € R. Vezméme libovolnou posloupnost {z;} bodu v X konvergujici k
x € X a polozme d = liminf f(z;). Potom existuje takovéa rostouci posloupnost indexu
{in} spliwjict f(z;,) < d+ <. Pro n < m pak plati

flx;, ) <d+—<d+

S|

1
m
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Z uzavienosti iroviiovych mnozin ale hned pro kazdé n € N dostdvéme f(z) < d+1,
a tedy
f(2) < d = lmint f(z;),

z ¢ehoz plyne, ze f je zdola polospojita.
]

Véta 2.1.3 (Ekelanduv varia¢ni princip). Necht (X, d) je tplny metricky prostor a
necht f: X — RU{+o00} je zdola polospojitd zdola omezend funkce. Necht ddle z € X
spliuje f(z) < infyex f(z)+e pro néjaké e > 0. Potom pro kazdé A\ > 0 ezistuje y € X,
které splnuje ndsledujici podminky:

(i) d(z,y) < A,
(i) f(y) < f(2) — $d(z,9),
(iii) f(z) > fly) — 5d(z,y), v € X.

Diikaz. Necht f spliuje predpoklady véty. Konstruujme induktivné posloupnost {z;}52,
bodu v X a {5;}°, mnozin v X. Jako prvni ¢len polozme zp = z a Sy = {z €
X; f(z) + 5d(z,7) < f(2)}. Jsou-li jiz prvky 2o, 21,..., 2z; @ mnoziny S, ..., S; zkon-
struovany, vybereme z;,1 € 5; splnujici

[f(z) + inf f(z)] (2.1)

. <
f(zHl) > 265,

DO | —

a volime

S = {r € X; f(@) + Sd(zi1,7) < flz0)):

Toto je mozné udélat, protoze z; € S;. Z tohoto dale plyne, ze mnoziny S; jsou neprazdné
pro vSechna 7 € N.

Protoze f(z) je dle predpokladu konecné a pro vsechna i € Ny plati z; € S, je
{f(z)} nerostouci posloupnost koneénych ¢isel. Z tohoto plyne, ze je konvergentni.
Protoze zj41 € S; podle definice, plati f(zi11) + $d(2i+1,2) < f(2i), z éehoz plyne

d(zinn, %) < ()~ Fzan)), i €N (2.2)
Pro m > n pak plati
Uon2n) € 3 (o) < 3 21130 — Faw)] = 21 Ga) — S (23)
k=n k=n



Protoze {f(z;)} je cauchyovskd, je cauchyovska i posloupnost {z;} a z tplnosti me-
trického prostoru X dostavame, ze z; — y pro néjaké y € X. Dokazme, zZe toto y je
hledanym bodem.

Pokud v (2.3) dosadime n = 0, dostavame $d(z, z,,) < f(2) — f(2m). Diky polospo-
jitosti funkce f dostavame limitnim prechodem

)+ 5d(zy) < 1 f(z) + 5 L d(zny) = m [f(en) + 5dny)] < £(2),

A\ m—oo m— oo A
a tudiz je podminka (i7) ovéfena.
Tvrzeni (i) se pak dostane nésledujici tpravou (i) :

A

d(zy) < Z[f(z) = f(y)] < e=A

o | >

[f(2) — inf f(x)] <

zeX
Ukézeme nyni, ze {S;} je nerostouci posloupnost mnozin spliujici {y} = () S;. Pro

i € N a libovolné = € S totiz vyuzitim (2.2) plati

F@) + 5w, 2) < J(@) + T, 70) + 7d(z0, )

9
< f(ziq1) + Xd(zwh z) < f(z).
Tedy T € SZ a SZ'+1 - Sz

Limitnim prechodem m — oo v (2.3) dostaneme d(y, z,) < 2[f(z.) — f(y)]. Z
nerovnosti

T)+ 5d(,9) < J ) + 21 () = W) = 1 (=)

plyne, ze y € (o, Si.
Predpoklddejme, ze a € (=, S; a dokazme, Ze pak nutné musi platit a = y. Pouzitim
(2.1) dostavame pro kazdé i € N

Sd(@zin) < fz1) = fla) < flz) — inf f(@)
< f(ziva) + f(z1) = 2f(zig1) = f(2:) = f(ziga)-

Z tohoto plyne, ze d(a,y) = 0, a tedy a = y. Protoze mnoziny S; jsou do sebe
vnotené, je toto ekvivalentni se zapisem

Ve e X\{y} Ing e NVn>ng:x ¢ S,.

Mame-li tedy = € X\{y}, najdeme ny € N spliujici predchozi. Pak pro n > ny mame
f(z) + $d(z, 2,) > f(2,) a limitnim pfechodem n — oo dostavame (4ii).
]

16



Poznamka 2.1.4. Necht jsou pro R”, f : R® — R,z € R", e > 0 a A > 0 splnény
predpoklady Ekelandova variac¢niho principu 2.1.3 a necht y € R" je nalezeny bod.
Predpokladejme dale, ze f ma v bodé y totdlni diferencidl, ktery oznac¢me A = f'(y).
Vezméme libovolny smér h € Sgn. Potom plati

i J WA th) — f(y)

t—0+ t

= Ah.

Pro libovolné § > 0 jsme schopni najit ¢y > 0 takové, ze pro vsechny t € (0,%o) plati

odhad
fly+th) — f(y)
t

Vezméme libovolné ¢ € (0,ty) a v podmince (ii7) véty 2.1.3 polozme x = y + th.
Potom dostdvame nerovnost f(y+th) > f(y)— 5|[th||. Z této nerovnosti ale hned plyne

< Ah + 0.

vl il Fly+th) - F)
€ € Y+ —fy
_-__= < Ah )
N i <Ah+o
Tedy dostavame
—§ < Ah

pro kazdé h o normé 1.
Z linearity A plyne |Ah| < $ a

1@l = sup{|AR; [[2]l = 1} <

> ™

Tedy pro libovolny bod y € R™ splaujici (i), (i7), (éii) véty 2.1.3 plati
£
!
< —.
17wl <

Poznamka 2.1.5. Parametr A v predchozi vété nam dévé jistou moznost volby. Cim
mensi A zvolime, tim bude nalezeny bod y blize puvodnimu bodu, ale odhad minima
¢i infima funkce se nam o mnoho nezlepsi. Pokud bychom naopak zvolili A velké,
dostavame presny odhad, ale tato informace bude znehodnocena tim, ze nalezeny bod
bude od piivodniho velmi vzdélen. Casto se A voli rovné 1 nebo +/z.

Véta 2.1.6. Necht X je normovany linedrni prostor, f : X — RU{+o0} zdola omezend
zdola polospojitd funkce a € > 0. Necht z € X spliuje f(z) < infyex f(x) +e. Potom
pro vsechna p > 1 a A > 0 existuje y € X takové, Ze

(1) Iz =yl <A,
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(i) fly) < f(z) = s llz =yl
(i) f(x) +5lle—=2P = fly) + 5ly —2[P, z € X

Diikaz. Definujme funkei g(z) = f(z) + 5|z — 2|, # € X a dokazme, Ze tato funkce
nabyva minima na X. Pokud ||z|| — oo, tak g(z) — co. Navic plati g(x) > inf,.cx f(z),
takze g je zdola omezena. Jakozto soucet spojité a zdola polospojité funkce je i g zdola
polospojita.

Pro n € N definujme posloupnost mnozin S, = {z € X; g(z) < inf,ex g(z)+=}. Pro
vSechny n € N pak ziejmé plati S,, .1 C S, azlemmatu 2.1.2 plyne, ze S, jsou uzaviené.
Protoze pro ||z|| — oo, plati g(x) — oo, je diam(S;) konecny a tedy (.-, Sn # 0.

Funkce g nabyva tedy na X minima, feknéme v bodé y € X, coz je presné tvrzeni
(7i7). Dosazenim x = z ziskdme (i7) a odtud upravou

f(2) = W)y - f) —infoex fl@) 54y,
5 - €

ly — =" <
£

tvrzeni (7).
U

Lemma 2.1.7. Necht f : R"® — R je zdola omezend funkce, kterd je na celém definiénim
oboru spojité diferencovatelnd. Potom existuje posloupnost {z;} bodi v R™ splnugici

fla) = inf f(@) a f'(@) =0,

Diikaz. Najdéme libovolnou posloupnost {y;} bodu v R™ takovou, aby platilo

Fly) < inf f(@)+ -

reR™ 7

Pro vSechny ¢ € N volme ¢; = % a A\; = 1. Pro tyto objekty pouzijme Ekelanduv variaéni
princip 2.1.3, ¢imz dostaneme body x; € R™, které dle (ii) spliuji

€i : 1 :
N < N — s — ol < N < Z
f(xi) < f(yi) Aﬂ% yill < flys) < inf f(z) +— — inf f(a).
Dle poznamky o derivaci 2.1.4 pak plati
g 1
7l < S =20,

¢imz je dukaz dokoncen.
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Véta 2.1.8 (Gordan). Necht ay,aq, ..., a, € R™ Potom prdvé jeden z ndsledujicich
systémau md Teseni:

D Mar=0, Y Ne=1 3%>0 k=1...m, (2.4)
k=1 k=1
(ag,r) <0, k=1,...,m, z € R". (2.5)

Diikaz. Dokazme, Ze nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) f(z) =log(> ;" exp(ax,x)), v € R" je omezena zdola,
(ii) systém (2.4) ma feSeni,

(iii) systém (2.5) nema Feseni.

Dokazme nejdiive sporem (ii) = (iii). Predpoklddejme, ze (Aq,...,\y) je TeSeni
(2.4). Je-li x € R” feseni (2.5), dostavam

0= <Z )\kak,x> = Z)\k(ak,x> < 0,
k=1

COZ je spor.
Pokud (2.5) nema feseni, pak pro vSechny = € R" existuje index k, € {1,...,m}
takovy, ze (a,,x) > 0. Z toho ale plyne

f(z) = log(z exp(ay, x)) > log(exp(ax,,z)) > 0,

takze f je zdola omezena.

Zbyvéa dokéazat posledni implikaci. Protoze f je spojité diferencovatelna na R" a
podle predpokladu zdola omezend, mame podle lemmatu 2.1.7 zaruc¢enu existenci po-
sloupnosti {z;} bodu v R" takové, ze plati f(z;) — inf,egrn f(z) a f'(z;) — 0. Pro
k=1,..,m a1 € N polozme

exp(ag, x;)
> oo exp(ay, z;)

Diky kompaktnosti mnoziny S = {y € R™;> ;" yp = 1, yx > 0} muzeme bez djmy na
obecnosti predpokladat, ze \; — A\, pro vSechna k = 1,...,m.

-
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Potom plati

m

1
S explay, asz->

D R

; L exp( aj,

exp{ak, T;)ay,

fla:) =

Limitnim prechodem ¢ — oo dostdvdme Y ;" | Ayar, = 0, coz implikuje existenci
feseni (2.4). Tim je dokoncen dukaz (i) = (ii), a tedy i véty.
O

Poznamka 2.1.9. Podminka > ;" Ay = 1 v (2.4) je zbytecnd, pfesto ji uvddim, aby
vyniklo, ze se jedna o konvexni kombinaci.

Poznamka 2.1.10. Nésledujici vétu jsem nalezl v knize [2] na strané 28. Tato véta
vSak neplati.

Necht ay,as, ..., a,, € R™. Definujme funkci f : R® — R jako

= log(} _ exp(ax, x
k=1

Déle pak definujme problémy:

D Mar=0,> =1, N2>0, k=1,...m, (2.6)
k=1 k=1
(ag,z) <0, k=1,...,m, x € R}. (2.7)

Potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) inf{f(z),z > 0} > —o0,
(ii) systém (2.6) ma Feseni,
(iii) systém (2.7) nema FeSeni.

Volme m = 1,n = 1,a; = 1. Tim dostavame f(z) = = a tedy (i) plati. Problém
(2.6) se prevede na A\; = 1,A; = 0, a tedy tento problém neméd feseni. Tim jsme se
dostali ke sporu.

20



Véta 2.1.11 (Stiemke). Necht ay,as, ..., aym € R™. Definujme funkci
= log(z exp(ag,x)), v € R",

a problémy

> Mar =0, A, >0, k=1,...m, (2.8)

(ag, ) <0, k=1,....,m, x € R", kde alespon jedna nerovnost je ostrd. (2.9)
Potom nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
(i) f nabyvd minima,
(i) systém (2.8) md resent,
(iii) systém (2.9) nemd reSend.

Diikaz. Dokazme nejdifve sporem (ii) = (4ii). Necht (A, ..., \,) je Fesen{ (2.8) a pro
spor predpokladejme, ze (2.9) ma teseni x € R™. Potom ale plati

0= <Z )\kak,x> = Z)\k(ak,x> < 0,
k=1

COZ je spor.

Diukaz implikace (iiz) = (i) rozdélme na dva piipady. Prvnim bude pfipad, kdy
neexistuje x € R"\{0} takové, ze pro vSechna k = 1,...,m je (ax,x) = 0. To znamend
span{ay, ..., a, } = R™. V druhém piipadé pak takové x existovat bude.

Pro prvni ptipad tedy pro kazdé x € Sg» existuje index k, € {1,...,m} spliujici
(ax,,x) > 0. Bude tedy existovat okoli B(z,r,) a kladné ¢islo 9, takové, ze pro vSechny
y € B(x,r,) plati (ay,,y) > J,. Protoze Sg» je kompaktni, existuji x1, ..., z; splaujici

J
U B('xm T:m) D SR”'
i=1

Polozme § = min{d,, ..., 6, }. Potom pro vsechny = € Sg» plati (ax,,x) > 4, a tedy
pro t > 0 plati

= log( Zexp (ak,tx)) > (ag,,tx) > to.
k=1
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Z tohoto plyne, Ze limg| oo f(2) = 00, a tedy f nabyva na R™ minima.
Pro druhy piipad polozme

A =span{ay,...,an} a B= A

7 definice ortogonalniho dopliku muzeme pro kazdé x € R" najit r4 € Aaxp € B
takové, ze plati x = x4 + . Potom

— log(z exp(ay, ) = log(z exp(ag, T4 + 7))

= log(z exp(ag, ra) exp(ag, rp)) = log(z explak, za)) = f(za).

Tedy f(A) = f(R™), ¢imz jsme problém pievedli na prvni pripad, kde uz mame
existenci minima zarucenou.

Zbyvéa dokazat posledni implikace (i) = (i7). Protoze f je spojité diferencovatelna
a nabyva minima v néjakém bodé z € R", musi platit f'(z) = 0. Pro k = 1,....,m
definujme
exp(ag, z)

2 e explay, 2)

a dokazme, ze tyto A jsou fesenim (2.9):

A = > 0.

0=f(2) =

E] 1 eXp a’_]?

Zexp g, 2
i eXp W2 gy = Z Ak

] " exp( a],

2.2 Borwein-Preisstiv variacni princip

Definice 2.2.1. Nechf (X,d) je metricky prostor. Rekneme, ze funkce p : X x X —
[0,00) je mérka, pokud jsou splnény néasledujici podminky:

(i) p je spojita,
(ii) p(z,2) =0, z € X,
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(i) Ve > 030 > 0Vy,z € X : p(y,2) <0 =d(y,2) <e,
(iv) p(z,y) =ply. x), v,y € X.

Poznamka 2.2.2. Tato kapitola je prevzand z [2]. V definici 2.2.1 se v této knize
nepozaduje podminka (iv). Protoze vSak budeme tuto vlastnost potfebovat v dalsi
sekci, zatadil jsem ji do definice.

Véta 2.2.3 (Borwein-Preiss). Necht (X, d) je tiplny metricky prostor a necht f: X —
R U {+o0} je zdola omezend zdola polospojitd funkce. Necht p je mérka a necht {8;}32,
je posloupnost kladnijch c¢isel. Necht existuji e >0 a 2 € X spliugici

f(z) < inf f(z) +e.

zeX

Potom ezistuje y € X a posloupnost {x;}32, bodu v X s ndsledujicimi vlastnostmi:
(i) p(z,y) < 5, p(xiy) < 55, @ € No,
(1) f(y)+ 2220 0iply, @) < f(2),
(iit) f(x) + 22720 dip(x, xi) = f(y) + 22720 diply, i).

Diikaz. Pro n € Ny induktivné definujme body x,, € X a mnoziny S, C X. Jako prvni
¢leny polozme xog = z a Sop = {x € X; f(x) + dop(x,z0) < f(x0)}. Protoze xy € Sy, je
So neprazdna.
Pokud jiz médme definovany body z, ..., x,, a mnoziny Sy, ..., S,, vyberme bod x,, .1 €
Sy, splnujici
85n+l

f(@ny1) + Z Okp(Try1, T) < xlélgn[f(x) + ; Orp(w, 1) + i,

k=0

Toto je mozné udélat, protoze f(x) + Y ;_, dkp(x, z) je zdola omezend funkce. Déle
pak definujme mnozinu

n+1 n
Sn+1 = {ZL‘ € Sn7 f($’) + Z(;kp(xaxk) S f(xn-l—l) + Zakp(xn+17$k)},
k=0 k=0

¢imz je induktivni konstrukce dokoncena.
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Zkoumejme pro n € Ny vlastnosti mnozin S,,. Protoze f(z) < oo dle predpokladu a
T, € Sy, je f(x,) konetné ¢islo. Ziejmé jsou S, neprazdné. Z lemmatu 2.1.2 plyne, ze
S, jsou uzaviené. Pro libovolné = € S, pak plati

Sup(e, ) < [f (2a) +Zak,o (20, 21)] ) + Zakp (2, 7))
k=0
n—1 5
< [f(wn) + Z Ok p(Tn, k)] — xelgf )+ Z orp(x, 7)) 2n§0
k=0 n—1
tedy
< . .
) < 5o (2.10)

Ukazme, ze diam(S,) — 0. Zvolme si ¢’ > 0 libovolné a z definice mérky najdéme
odpovidajici §’. Zvolme ng € N splnujici o < 0'. Potom pro n > ng a x € S,, mame
z (2.10) nerovnost d(z, z,) < ¢’. Tedy diam(S,,) < 2¢’ pro n > ny.

Protoze S, jsou neprazdné, uzaviené a jejich diametr konverguje k nule, existuje
prave jedno y € X spliujici y € ()72, Sn- Z (2.10) a z € Sy dostavame z; — y a ().

Protoze pro libovolné n € N plati z,, € S,,_1, dostavame nerovnosti

1

f(2) = f(wo) > fa1) + dop(w1, w0) > f(22) + Z5k/7(371, Ti)

n—1

> > flzn) + Zékp(xn,xk).

Limitnim pfechodem n — oo potom dostdvame (i).
Pokud si vezmeme libovolné x € X\{y}, pak = ¢ (.2, Sy, a tedy existuje ng € N
takové, ze pro vSechny n > ng plati

n—1

—i—Zékpx:ck > f(x +Z§kpxa:k)>fxn +Z§kpxn,xk)

Limitnim prechodem

+Z5kp T, X)) > hTIanf[f Tn) + Zékp (Tn, )] > fy) + ZcSkp Y, Tg)

k=0 k=0 k=0

dostdvame (ii).

24



Poznamka 2.2.4. Dokazeme ted z Borwein-Preissova varia¢niho principu o trochu
slabs{ variantu Ekelandova varia¢nfho principu. Necht (X, d) je uplny metricky prostor
a necht f: X — R U {+oo} je zdola polospojitd zdola omezend funkce. Necht dale
z € X spliuje f(z) < inf,ex f(z) + ¢ pro néjaké € > 0.

Definujme p : X x X — [0,00) jako p(z,y) = $d(x,y) a zvolme 0; kladna spliiujici
Y e 0i = 1. Zfejmé p je mérka, pouzijme tedy na objekty (X,d),p, f,z e vétu 2.2.3.
Dostaneme posloupnost {x;} bodu v X konvergujici k néjakému y € X, pro které bude
platit:

(i) Sd(z9) <5,
(i) fy)+ 2o 0:5dly, x:) < f(2),
(i) f(2) + 2220 6i5d(w, 2:) = fly) + 222 0i5d(y, 7).

Jednotlivé tvrzeni upravme, v (iii) pouzijme trojihelnikovou nerovnost. Potom do-
staneme:

(i) d(z,y) < %A,
(iii) f(z) > f(y) — 5d(y, 2).

Protoze muzeme zvolit libovolné §y € (0,1), dostavame o néco slabsi variantu Ekelan-
dova variacniho principu.
2.3 Lindenstrauss-Preiss-TiSertv variacni princip

Definice 2.3.1. Necht (X, d) je metricky prostor a necht dy je spojitd pseudometrika
na X. Rekneme, ze X je (d, dp)-tuplny, pokud existuji funkce

5 X7t — (0,00), j €Ny
takové, ze kazdd d-cauchyovska posloupnost {z;}52, v X splilujicf
do(xj, xj+1) < 6j(20, -y 5), J € Ny

Je konvergentni v (X, d).
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Definice 2.3.2. Necht (X, d) je metricky prostor a necht dy je spojitd pseudometrika
na X. Rekneme, ze f: X — R je (d, dy)-zdola polospojitd, pokud existuji funkce

6 X7t — (0,00), j €Ny
takové, ze pro kazdou posloupnost bodu {:cj};?‘;o v X konvergujici k né¢jakému x € X
splinujici
do([L‘j,l‘j_H) S 5j(ZL‘0, ...,ZL’j), ] c NQ
plati, ze
F(x) < timinf f(z).
j—00

Poznamka 2.3.3. Pokud nebude uvedeno jinak, budeme v dalsim prubéhu kapitoly
vSechny metrické vlastnosti vztahovat k metrice d.

Lemma 2.3.4. Necht (X,d) je metricky prostor a necht dy je spojitd pseudometrika
na X. Ddle necht f : X — R spliuje, Ze pro kazdé r € R je mnozina {x € X, f(z) <r}
typu G5 v (X, dy). Potom [ je (d,dy)-zdola polospojitd.

Diikaz. Mnozina je typu G, pokud ji muzeme zapsat jako spocetny prunik otevienych
mnozin. Pro kazdé ¢ € Q muzeme tedy napsat

{r e X; f(x) Sq}ZOHf,

kde HY jsou dy-oteviené mnoziny. Protoze mnozin H C X je spo¢etné mnoho, muzeme
je ocislovat. Udélejme tak a oznacme je Gy, G, ...
Definujme funkci 7': X x {G;,7 € No} — (0, 00| nésledovné:

Tsup{r > 0; By, (z,7) C G}, reqG;,

T G:) = {oo, r ¢ Gy

Protoze G; jsou oteviené pro vsechny i € Ny, zobrazuje T skuteéné do (0, oo].
Zkonstruujme induktivné funkee ¢, : X9 — (0,00), j € Ny, které budou spliovat
nasledujici podminky:

(1) (5]'(370, ...,.Tj) < %5j,1(370, ...,l’jfl), j S N,

(11) Bdo(xj,%j(xo, ...,.Tj)) CG;, 0<i< 7 T; € Gi.
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Jako prvni élen polozme dg(x) = 1 pro vSechny x € X. Pokud jiz médme definovano
o, ..., 0;_1, polozme

!
5j(ZL‘0, ceey ZL‘j) = mm{§5j_1(x0, ...,l‘j_l),T(ZL'j, Go), ceey T(l‘j, Gj—l)}a Zoy ey Ty S X,

¢imz dostaneme funkce pozadovanych vlastnosti.
Zvolme posloupnost {z;} bodu v X konvergujici k néjakému z., € X splaujici

do([L‘j,ZL‘j+1) S 5]‘(1‘0, ...,ZL‘j), j c No.
Déle zvolme libovolné ¢ € Q spliujici ¢ < f(z) a najdéme G, kterd spliuje

Dokazme, ze pro j > i plati f(z;) > ¢. Pokud by existovalo j > i, pro které by
platilo f(z;) < ¢, pak x; € G; a dle volby §; dostavame

Bdo (l‘j, 25j(l‘0, ceey l‘])) - Gz

Soucasné ale z volby ¢; pro k > j plyne

k-1 k-1
do(xj, z1) < Zdo($l,$l+1) <> d(zo,...., 1)
1= 1=

tedy
do(l‘j, xoo) S 25]‘(1'0, ceny ZL‘j),

z ¢ehoz hned dostavame x, € By, (z;,20;(zo, ..., z;)) C Gi, coz je spor.
Ukézali jsme, ze liminf f(x;) > ¢ pro vSechny ¢ € Q splaujici ¢ < f(zs). Tedy

f(zoo) < liminf f(z;),

Jj—0o0

¢imz je véta dokazana.
O

Lemma 2.3.5. Necht (X,d) je dplny metricky prostor, necht dy je spojitd pseudomet-
rika na X a necht S je Gs podmnozina (X,dy). Potom S je (d, dy)-iplnd.
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Diikaz. Necht f je charakteristickd funkce mnoziny X\S. Pro r € R je
{reX, flx) <r}

je prdzdnd mnozina, S nebo X, je tedy Gs podmnozina (X,dp). Tim jsou splnény

predpoklady lemmatu 2.3.4, tedy f je (d,dp)-zdola polospojitd. Tim dostdvame pro

J € Ny existenci funkef d; : X9t — (0, 00), které spliuji podminky z definice 2.3.2.
Méjme cauchyovskou posloupnost {z;} bodu v S splaujici pro j € Ny

dQ(ZL‘j, ZL‘j+1) S 5j(ZL‘0, ceey ZL‘j).

Z uplnosti X dostdvame x; — x pro néjaké x € X. Protoze f je (d, dp)-zdola polospojita,
dostavame

() < limint f(2;) = 0,

Tedy f(x) =0, neboli z € S. Tim jsme ovsem dokazali, ze S je (d, do)-tuplna.
]

Véta 2.3.6 (Lindenstrauss-Preiss-Tiseruv variac¢ni princip). Necht (X, d) je metricky
prostor a necht pro j € Ny splriuji funkce

Fii X x X — [0,00]
nasledugici podminky:
(a) F; je d-zdola polospojitd v druhé promeénné,
(b) Fj(x,x) =0 pro vSechny x € X,
(¢) existuje nerostouct posloupnost {r;} spliugicilimr; = 0 a inf i y)>r, Fj(2,y) > 0.

Ddle necht dy je spojitd pseudometrika na X, S C X je (d,dy)-tipind a xy € S.
Necht f : X — R je (d,dy)-zdola polospojitd zdola omezend funkce. Necht e} Je
posloupnost kladnyjch cisel, pro kterou je splnéno

f(xo) <eo+ ;relgf(:c)

Potom existuje posloupnost {x;}52, bodi v S, kterd v metrice d konverguje k néjaké-
mu Teo € S a dy-spojita funkce ¢ : X — R takova, Ze funkce

h(z) = f(z) + p(x) + Z Fj(zj, )
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nabyvd minima na S v bodé T .
Ddle pro 0 < j < k+1 < oo plati
Fy(xj, my) < €5,

j—1

h(zoo) < € + E[f(2) + p(z) + > Filw, )],

=0
Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze E;’;l g; < 00 a

inf  Fi(z,y) >¢;, e N
dag) >y (7, y) i J

Déle piedpoklddejme, 7ze funkce 6; : M7™' — (0,00), j € Ny splituji jak podminky
2.3.1, tak i 2.3.2.

Pro j € Ny induktivné zkonstruujme do-zdola polospojité funkce ¢; : X — [0, 00)
a zdola omezené funkce h; : X — (—o0,00|. Pro j € N induktivné definujme body
xj € S. Pro j = 0 polozme

ho(z) = f(x),

wo(x) = 2ep min{1, do(2, 20)

m}, r e X.

Necht j € N a necht jsou z;, p; a h; definovdny pro véechna i = 0, ..., 5 — 1. Potom
definujme
hJ<SL’) = h]’,1<l’) + Q0j71<l’) + Fj,l(xj,l,x), z e X.

Nésledné zvolme takové z; € S, které bude spliovat
hj(z;) < minthj(z;-1), ¢ + inf h;(x)}.

Toto je mozné udélat, protoze hj(z;—1) = hj_1(z;—1). Nakonec polozme

do(.ﬁl], .Tj)

5j<.§l]0, ceey ZL’]')

2

pj(r) = 2¢; min{1,

¢imz je induktivni konstrukce dokoncena.
Potom pro tyto objekty plati nasledujici:
(i) ¢j(z;) =0, j € No,
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(ili) hj(z;) < hj-1(xj-1), j €N,
(IV) h](ZL‘) Z hj_l(i’), ] S N, S S,
(V) (pz<l’]) —+ FZ(.TZ, SL’]') S Ei, j Z i, ],’l € No.

Vlastnosti (i) — (iv) jsou zfejmé, zbyva tedy dokdzat jesté vlastnost (v). Pokud plati
© = J, pak je leva strana nulova. Pokud j > ¢ > 0, dostavame

hz<l’l) hj(a:j) Z hi+1(xj> = hz<l’]) —+ (,02<SL’]) —+ FZ(.TZ,.TJ)

>
> hi(x;) + pi(x;) + Fi(z, z5) — €,

z ¢ehoz hned plyne vlastnost (v).
Dale plati

hi(x) = hj—(z) + pi-1(x) + Fia(zj, 1) = ... =
=ho(x) + ) _lpi(x) + Fi(wi, 2)] = f(z) + ) _lwi(x) + Fi(wi, z)].

=0 7

<.
I
—_

I\
o

Pro libovolné ¢ > 0 najdeme r;, které splauje r; < €. Z (v) plyne F(z;,z;) < &; pro
j > 1, z ¢ehoz pouzitim (¢) dostavame

d(z;,z;) <mr <e,
a tedy {z;} je d-cauchyovskd. Déle pak pro j > ¢ plati
do(zi, xj) < 6;(zo, ..., 7;).
Pokud by toto nebyla pravda, platilo by ¢;(x;) = 2¢;, coz je spor s (v).

Z (d, do)-uplnosti a (d, dy)-zdola polospojitosti funkce f plyne, ze {z;} konverguje k
néjakému z, € S a pro tento bod plati

f(zoo) < liminf f(x;).

Jj—oo

Polozme ¢(z) = Y72 ¢;(z), v € X. Potom pro viechna x € X plati

= d
T) = ngj 225] mm{l O(x x] } < 226] < 00,
g
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tedy ¢ je korektné definovana a d-spojita funkce. Polozme
h(z) = f(2) + (@) + Y Fy(z;, ).
5=0

Protoze F} jsou d-zdola polospojité v druhé proménné, pro libovolné pevné £ € N
plati:

ho(zo) > hy(xy) > lim h;(z;) > Uminf[f(x;) + o(z;) + ZFZ(:Q,:L’])] >

j—o0 J—oo
k
> f(reo) + p(Te0) + Z Fi(2i, 7o)

i=0
Limitnim pfechodem k — oo dostdvame pro vSechna j € Ny nerovnost hj(z;) > h(zs).
Ze (v) ihned pro j > > 0 plyne F(z;,z;) < ;. Z (ii) potom dostdvame

—

j—

h@o) < hy(x;) < &5+ inf hy(w) = ; + inf{f(x) + }_[pi() + Filwi, )]}

€S -
=0
i1
< e (e
<e;+ inf[f(z) +p(z) + ;) Fi(a, )]
a
i1
) S 2 BEIF) 4 9(0) + 30 R )] S+ nf i)

a tedy h nabyva na S minima v z..
O

Poznamka 2.3.7. Pokud jsou splnény predpoklady véty 2.3.6, najdeme néjakou ¢,
pomoci které je definovana h. Bez tijmy na obecnosti muzeme predpoklddat ¢(xs) = 0.
Pro z € X definujme ¢'(z) = max{0, p(z)} a

W(x) = f(x) +¢'(2) + D Filx, ).
=0
Potom pro vSechny = € S plati

(@) = (o) < h@) = f(2) + (@) + > Fiay,a) <
< f(@)+¢(@) + Y Fylae) = W)
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a tedy h’' nabyvd na S minimum v Z.
Muzeme tedy ve vété 2.3.6 pozadovat existenci ¢ nezaporné s vlastnosti ¢(zs) = 0.

Poznamka 2.3.8. Déle se zabyvejme pripadem, kdy dy = 0, coz je ziejmé pseudo-
metrika. Podminka na S a f se zméni na d-tuplnost a d-zdola polospojitost. Z definice
dop-spojitosti dostaneme, ze ¢ je konstatni funkce. Podle poznamky 2.3.7 muzeme tedy
volit ¢ nulovou.

Poznamka 2.3.9. Predpokladejme, ze v predpokladech véty 2.3.6 plati v podmince
f(zo) < go + infes f(x) ostrd nerovnost. Omezme se ve vété 2.2.3 na piipad, kdy
f nabyva pouze konectnych hodnot. Dokazme poté, ze v tomto piipadé je véta 2.3.6
zobecnénim véty 2.2.3.

Necht jsou splnény piredpoklady Borwein-Preissova varia¢niho principu. Méjme tedy
uplny metricky prostor (X, d), zdola omezenou zdola polospojitou funkci f : X — R
posloupnost {d;} kladnych ¢isel, bod = € X, pro ktery plati f(z) < inf,ex f(z)+e¢, kde
e>0ap: X xX —[0,00) mérku.

V predchozi vété zvolme postupné

SZXa d0:07 F}('ruy) = ]p<y7x)7 j€N07

g0 = f(z) — inf f(z), ;= ie, jeN

zeX (502j

Poté jsou splnény predpoklady véty 2.3.6.
Protoze jsme zvolili dy = 0, muzeme zvolit ¢ = 0. Potom funkce

W) = () + 3 dip(r,a;)

nabyva minima v z,, = y, coz je presné (i7i) v Borwein-Preissové variatnim principu.

Z nerovnosti Fj(z;,z;) < €; pro viechny j € Ny limitnim pfechodem k — oo plyne
p(y, ;) < 555 Pokud zvolime j = 0 dostaneme p(y, z) < £ Diky symetrii p dostdvame
(2).

7, nerovnosti

h(y) < e+ f [f(2) + ) Fil,2)]

zeX

dostaneme volbou ¢ = 0
Fo)+ 3 a) = o) < o+ inf 1) = 1),
coz je presné (i1).
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2.4 Vztah s tplnosti

Véta 2.4.1 (Ekelanduv variaén{ princip a uplnost). Necht (X, d) je metricky prostor.
Potom X je uplny pravé tehdy, pokud pro kaZdou zdola omezenou zdola polospojitou
funkci f : X — R plati Ekelanduv variacni princip, tedy pro libovolné € > 0 existuje
y € X splnugict

(1) f(y) < infoex f(z) +eé,

(i) f(x) > fy) —ed(y, ), v € X\{y}.

Diikaz. Necht (X,d) je tiplny metricky prostor a necht f je zdola omezend zdola polo-
spojitd funkce. Volme A\ = 1 a najdéme z € X spliujici f(z) < inf,cx f(z)+e. Pouzitim
vety 2.1.3, dostavame, ze existuje y € X s pozadovanymi vlastnostmi.

Pro druhou implikaci uvazujme cauchyovskou posloupnost {z;} bodu v X. Pro z €
X definujme

f(z) = lim d(z;, x).

Protoze pro vsechna m,n € N plati |d(z,, z) — d(z,,z)| < d(zpm, x,), je [ korektné
definovana.

Ovérme predpoklady Ekelandova varia¢niho principu 2.1.3. Pro libovolné body a, b €
X pak plati

|f(a) = f(0)] = [ lim d(x;, a) = lim d(z;,b)| = | lim [d(z;, a) — d(z;, )]
< lim |d(x;,a) — d(x;,b)| < lim |d(a,b)| = |d(a,b)|.

1—00

Tedy f je 1—lipschitzovska, coz znamena, ze je i spojita. Dale je f je zdola omezena
nulou a pro posloupnost {x;} plati f(z;) — 0, takze inf,cx f(x) = 0.
7 predpokladu veéty vime, ze

Ve>03dye X, fly) <eVxe X: fly) < f(z)+ed(x,y).

Zvolme si € € (0,1) a z = z;. Najdeme y € X s pozadovanou vlastnosti. Protoze
fly) < f(zy) + ed(zy,y), limitnim pfechodem i — oo dostavame

fly) <0+ef(y),

z ¢ehoz plyne 0 = f(y) = lim; . d(x;,y), takze x; — y a X je tuplny.
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Definice 2.4.2. Nechf (X,d) je metricky prostor a ¢ : X — X. Reknemé, ze ¢ je
kontrakce, pokud existuje k € (0,1) takové, ze pro vSechna x,y € X plati

d(p(x), 0(y)) < kd(z,y).

Poznamka 2.4.3. Kazda kontrakce je spojita funkce, nebot je k-lipschitzovské zobra-
zeni.

Véta 2.4.4 (Banachova véta o kontrakei). Necht (X, d) je tplny metricky prostor a
necht ¢ : X — X je kontrakce. Potom ¢ md prdvé jeden pevny bod.

Diikaz. Definujme f: X — R jako
f(x) =d(z,¢(x)), v € X

a ukazme, ze f splnuje predpoklady Ekelandova variacniho principu 2.1.3. Zfejmeé je
omezend zdola nulou. Protoze je f slozenim dvou spojitych zobrazeni, je spojita.

Zvolme ¢ € (0,1 — k), kde k je konstanta kontraktivity ¢. Potom podle véty 2.4.1
existuje y € X takové, ze pro vsechna x € X plati nerovnost f(y) — ed(z,y) < f(x).
Pokud dosadime = = ¢(y), dostavame

d(y, o(y)) — ed(d(y), y) < d((y), *(y)) < kd(y, d(y)),

tedy
(1—e—k)d(y, ¢(y)) < 0.

Plati tedy d(y, ¢(y)) = 0 a y je pevnym bodem kontrakce.
Pokud by existovaly dva pevné body x a y, pak pro jejich vzdalenost plati

d(x,y) = d(¢(x), ¢(y)) < kd(z,y),
(1= k)d(z,y) <0,

a tedy d(x,y) = 0, coz znamena = = y.
U

Poznamka 2.4.5. Necht jsou pro (X, d), ® splnény piedpoklady predchozi véty. Necht
kontrakce ® je definovana pomoci konstanty k. Vezméme libovolny bod zy € X a pro
i € N polozme x; = ®(x;_1). Dokazme, ze lim z; existuje a tato limita je pevnym bodem
kontrakce.

Pro libovolné m,n € N, m > n plati

m—1 m—1 oo
d(Tn, Tm) < Zd(%‘,xiﬂ) < Z k'd(xo,x1) < Zkld(%,%) =1- kd(ﬂfo,%),
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coz znamend, ze posloupnost {z;} je cauchyovskd a diky dplnosti X konverguje k
néjakému z € X.

Protoze ® je spojitd, plati ®(z,) — ®(z). Protoze ®(z,) = z,41, je x pevnym
bodem kontrakce.

Lemma 2.4.6. Necht a < b jsou redlnd ¢isla a necht f: (a,b) — R je spojitd funkce.
Necht ddle x,y,2',y' € (a,b). Necht X je graf funkce f na (a,b), tedy

X = {[x1,22] € R% 21 € (a,b), 20 = f(z1)}

a wwazujme na X metriku d. Necht ddle ® : X — X je spojité zobrazend, pro které plati

Oz, f(2)] = [y, f(W)] a 2, f(2")] = v/, F(¥)].

Potom pro vsechny d € R v intervalu s krajnimi body y, vy’ ezistuje ¢ € R leZici mezi

body x, ', takové, ze Dle, f(c)] = [d, f(d)].
Diikaz. Definujme funkci @ : (a,b) — R takovou, ze ®'(h) = (®[h, f(h)])1, kde ()1
uddda prvni soufadnici bodu z R? a dokazme, Ze tato funkce je spojitd na (a,b). Pro
h, — h pak plati
O[hn, f(hn)] — @[h, f(R)],
O([hn, f(hn)])1 — @([h, f(R)D1,
&' (h,) — ®'(h).

Timto jsme problém pievedli do R. Protoze ®'(z) = y a ®'(2') = ¢/, pro vsechny
body d lezici v intervalu s krajnimi body y a ' existuje bod ¢ lezici v intervalu s krajnimi
body = a 2’ takovy, ze plati ®'(c) = d. To je vsak ekvivalentni s ®c, f(c¢)] = [d, f(d)],
¢imz je dukaz hotov.

]

Véta 2.4.7. Existuje metricky prostor (X, d), ktery nend dplny, ale kazdd kontrakce na
ném md pevny bod.

Diikaz. Definujme po ¢astech linearni funkci f : (0,1] — R, kterd bude pro k € N
definovana nasledovneé:

A
P =07 (2

m) = (D"

Za prostor X pak zvolime graf funkce f na (0, 1], tedy mnozinu

X ={lz,yliz € (0,1],y = f(z)}.

Metrika d na X bude euklidovska metrika v R2.
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Na X zavedeme usporadani < nasledovné: a < b < (a); < (b)1, kde (x); je prvni
skoufadnice bodu x € X. Podobné definujme uspotadani >, < a > .

Méjme libovolné body a,b € X, a < b. Rekneme, ze dy, ..., dps1 € X je déleni mezi
body a, b, pokud je splnéno:

(i) a=do, b= dns,
(ii

) do < dy < ...<d, <dpys,
(iii) |(d;)2| =1 pro vSechna i = 1,...,n,
)

(iv) neexistuje y € X\{ds, ...,d,} spliujici a <y < ba |(y)2] = 1.

Je ziejmé, ze pro kazdé a < b existuje pravé jedno déleni mezi body a, b.
Pro a < b najdéme déleni dy, ...,d, ;1 mezi body a,b. Potom definujme funkci d’ :
X x X — [0,00) piedpisem

d'(a,b) = Zd<di7 dit1), a <b.
=0

Pokud a > b, polozme d'(a,b) = d'(b,a) a pii a = b polozme d'(a,b) = 0. Potom d’
je metrika na X x X. Z trojihelnikové nerovnosti pro d plyne pro vSechny a,b € X
nerovnost d(a,b) < d'(a,b).

Méjme libovolnou kontrakei ® : X — X s konstantou kontraktivity £ a ukazme, ze
pro libovolné body a,b € X plati nerovnost

d'(®(a), (b)) < kd'(a,b).

Kvuli symetrii muzeme piedpoklddat a < b. Pokud ®(a) = ®(b), je nerovnost splnéna
trividlné. Predpokladejme ®(a) < ®(b). Pokud by platila obracena nerovnost, dikaz se
provede obdobné. Necht dy, ..., d,;1 je déleni mezi body ®(a), ®(b). Proi =0,...,n+1
polozme

Mi={re X;a<z<bP(x)=4d;}

m; = inf{(z);x € M;} € ]0,1],
z = [mi, f(my)] € [a, ).
7 lemmatu 2.4.6 pak plyne, ze M; je neprazdnd pro kazdé ¢ = 0,...,n + 1.
Ukazme, ze pro vSechna i = 0,...,n plati m; < m; ;. Protoze my = (a);, plati
mo < my. Necht pro ngjaké ¢ € {1,...,n} plati m; > m;,;. Pouzitim lemmatu 2.4.6
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na dy,d;, d;y; dostaneme, ze existuje x € (a,m;y1) spliujici ®(x) = d;. Plati tedy
x < miy1 < m;, coz je spor s definici m;. Z toho hned plyne, ze plati z; < z;1.
Potom plati

d'(®(a), 2(b)) = Zd(diadm) = Zd(@(zi), ®(zi11) <k Y d(zi, 2i41)

1=0

<kY d(z,2401) = kd (20, 2011) < kd'(a, ).

=0

Necht X je zuplnéni prostoru X v R%. K dokonéeni dikazu staci ukazat, ze pevny
bod kontrakce ® nemuze lezet v X\ X, nemuze mit tedy prvni souradnici nulovou.
Zvolme zy = [1,0] a pro n € N polozme z,, = ®(x,,_1). Potom

;dl(l‘i,l‘“_l) < ;k’zdl(l'o,l‘l) = md/(l‘o,fL‘l) < 0.

Podle poznamky 2.4.5 existuje x = limz, a x je pevnym bodem kontrakce ®. Pro
libovolné k € N plati

k—1

1
=D 2=2(k-1). (2.11)

#(1,0) 1. 0) = Y- (13,00,

i=1

Pokud by platilo x ¢ X, pak limitnim prechodem k — oo v (2.11) bychom dostali

)
Zdl(xi?$i+1) Z le)lgj d,(l‘o, :L‘Z) = 00,
=0

coz je spor. Tedy x € X a véta je dokazana.
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