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Kapitola 1

Uvod

1.1 Motivace

Inspiraci pro tuto praci byl vyzkum v oblasti pouziti Rényiho statistik pfi testovani hypotéz
o parametru rozdéleni (viz vyzkumnd zprava [fa06]). Jednou z 1loh bylo sestaveni testovaciho
algoritmu pro testovani jednoduché hypotézy v piipadé nezavislych pozorovani z rozdéleni
exponencialniho typu.

Za platnosti nulové hypotézy je zndmé asymptotické rozdéleni Rényiho statistik, coz bylo
také pouzito pro urceni kritického oboru testu. Pfi zjistovani sily testu vSak bylo nutné provést
simulace z danych rozdéleni a vysledkem byl tedy pouze jeji odhad metodou Monte Carlo.
Pokud ale uvazujeme rozdélen{ z exponencidlnich rodin, maji Rényiho divergence jednoduchy
tvar. Proto se nabizi otdzka, zda by v tomto pripadé neslo urcit explicitni rozdéleni Rényiho
statistik a tim také presné spocitat sily testu.

1.2 Cil prace

Hlavnim cilem této prace bude projit vytipovanou skupinu rozdéleni z exponencialni rodiny
(Poissonovo, Bernoulliho, binomické, geometrické, negativneé-binomické, exponencidlni, Gam-
ma, normalni) a u kazdého uréit rozdéleni Rényiho statistik. Jestlize jiz budeme znat jejich
rozdéleni, neni problém urcit kriticky obor testu a najit vzorce pro vypocet sily testu.

Abychom mohli tspésné pracovat s Rényiho statistikami, je tfeba védét vice o chovani
Rényiho divergenci, od kterych jsou odvozené. Proto je na zacatek prace zahrnuta kapitola
vénovand zakladni teorii Rényiho divergenci, pfedev§im zaméfend na jejich vlastnosti v expo-
nencidlnich rodinach. Zavér této kapitoly je vénovan nalezeni maximélné vérohodného odhadu
parametru pro rozdéleni z exponencidlnich rodin a zjisténi obecného prubéhu Rényiho statistik
v zavilosti na maximalné vérohodném odhadu, coz je stézejni véta pro samotné urcovani jejich
rozdéleni.

V dalsi kapitole se pro jednotlivé pfipady rozdéleni z exponencidlnich rodin zabyvame
vlastnim odvozenim rozdéleni Rényiho statistik a vypoctem sily testu. Vzorové jsou prove-
deny vSechny vypocty u Poissonova rozdéleni, coz je také mozné chapat jako predloha pro
dalsi rozdéleni, kde se postupuje zcela analogicky. Z tohoto duvodu jiz u ostatnich rozdéleni
postupujeme o néco rychleji.

Zavérecna kapitola je vénovana ukédzce pouziti Rényiho statistik pro testovani jednoduché
hypotézy proti oboustranné alternativé o parametru Poissonova rozdéleni. Pro testovani dané
hypotézy bylo navrhnuto nékolik ruznych testu, které jsme chtéli mezi sebou porovnat. Testy
se lisily jak rozsahem nahodného vybéru, tak i fadem pouzité Rényiho divergence. Ve vSech
piripadech byl nalezen kriticky obor a podle vysledku treti kapitoly spocteny sily testu pro
parametry z okoli testované hodnoty.



Kapitola 2

Rényiho divergence pro
exponencialni rodiny

V této kapitole uvedeme nejprve zékladni informace o Rényiho divergencich, potom se hloubéji
zaméiime na divergence pro rozdéleni exponencialniho typu a jejich pouziti pfi testovani hy-
potéz.

Umluva. V celém tomto textu bude X oznacovat metricky prostor a A bude g-algebra bore-
lovskych podmnozin X.

Pokud bude integrace probihat pfes cely prostor X, budeme oznaceni prostoru vynechévat,
tj. budeme psat [ fdu misto [, fdu.

Déle budeme uvazovat sloupcové vektory a ' bude znacit transpozici.

2.1 Rényiho divergence

Rényiho divergence ziskaly jméno podle svého autora Alfréda Rényiho, ktery je roku 1961
popsal v ¢lanku [re61]. Rényi definoval divergence pro fady » > 0 a odvodil jejich zdkladni
vlastnosti. Déle se touto problematikou zabyvala dvojice matematiku Fridrich Liese a Igor
Vajda, kteff shrnuli své zdvéry v knize [Iv87]. Nezabyvali se vsak pouze Rényiho divergencemi,
ale hlavni pfinos jejich prace spocival ve vybudovani teorie obecnych f-divergenci pro konvexni
funkci f redlné proménné. Pro tyto divergence také odvodili fadu jejich dulezitych vlastnosti,
napf. vétu o oboru hodnot, vétu o symetrii, vétu o monotonii, vétu o izomorfismu a dalsi.
Samotné Rényiho divergence zde byly definovany jako specidlni piipad f-divergenci, coz mélo
dva hlavni dusledky. Jednak doslo k jejich uré¢itému zobecnéni, a proto bylo mozné je rozsitit
na vSechny redlné fady r» € R. Dale mnoho jejich vlastnosti vyplynulo z vét jiz dokdzanych pro
f-divergence.

Protoze tkolem této prace nebude studium obecnych f-divergenci, definujeme Rényiho
divergence ekvivalentné, ale bez vyuziti predchozi teorie f-divergenci. Pro ucelenost textu také
dokézeme piimo nékteré jejich zajimavé a dulezité vlastnosti.

Definice 2.1.1. Necht P, P, jsou navzdjem ekvivalentn{ pravdépodobnostni{ miry na (X,.A4),
které jsou absolutné spojité vzhledem k néjaké o-konecné miie p na (X,.4). Oznacme

_dp P

f_@a foza

jejich Radon-Nikodymovy derivace podle miry u. Necht r € R. Definujeme zobecnéné Rényiho
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divergence fadu r predpisem:

D.(P,Py) = 1og/ frfa " dp, re R~ {0,1}, (2.1)
Dy(P,Py) = / flog—du7 (2.2)
Do(P,Py) = PO,P), (2.3)

pritemz integrace probihd mnozinu M = {x € X; f(x)fo(x) > 0}.

Poznamka 2.1.2. Obecné je mozné definovat Rényiho divergence i pro pravdépodobnostni
miry, které nejsou navzdjem ekvivalentni. Jedna se o rozsiteni spise technického razu, protoze
ve vétsiné piipadi neekvivalentnich mér Rényiho divergence stejné vychézeji oco. Zijemce o
tuto problematiku odkazujeme na knihu [lv87].

Umluva. Déle bude P a P, vzdy oznacovat pravdépodobnostni miry spliujici predpoklady
definice 2.1.1.

Snadnym dusledkem definice 2.1.1 je ki{zova symetrie Rényiho divergenci, kterou ukazuje
nasledujici lemma.

Lemma 2.1.3. Necht pro r € R jsou D, (P, Py) definovdny vzorci (2.1), (2.2), (2.3). Potom
pro vsechna r € R plati
D, (P,Py) = Dy1_(Fo, P).

Dausledek 2.1.4. Jeding Rényiho divergence, kterd je symetrickd v pravém slova smyslu je

divergence Tddu r = %

Poznamka 2.1.5. Rényiho divergence tadu r = % je také znama pod nazvem Bhattacha-
ryyova vzddlenost a muzeme se o ni vice docist v élanku [bh46]. Dalsimi zndmymi pfedstaviteli
tfidy Rényiho divergenci jsou tzv. Kullbackova a pfevracenda Kullbackova vzdalenost, které
odpovidaji D;(P, Py) a Do(P, Py). Informace o nich nalezneme v [kl51].

Véta 2.1.6. Nechl r € R a necht Rényiho divergence jsou definovdny vzorci (2.1), (2.2), (2.3).
Oznacime-li

a =inf{r € R; / o "du < o0}, B =sup{r€R; / [ fo "du < oo},
M M

potom D,.(P, Py) jakozto funkce proménné r jsou spojité na intervalu [, ().

Dikaz. Protoze pro viechna r € (0,1) jsou % a ﬁ sdruzené exponenty, tj. plati + + —— =1,

muzeme pouzit Hélderovu nerovnost:

0< /M frfo "du < (/M fd,u)r (/M fodu)” <1. (2.4)

Z toho plyne, ze « < 0a 8 > 1 a s ohledem na definici 2.1.1 a symetrii Rényiho divergenci
dokdzanou v lemmatu 2.1.3 staci ukdzat spojitost D,.(P, Py) v bodé r = 1, tedy ovérit platnost
limity

}L}H%D7(P7PO) = Dl(P7P0)'

Podle (2.1) je levd strana tohoto vyrazu rovna

T 1—r
i 108 S 7o A
r—1 r(r—1)
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coz je limita typu %. Aplikaci 'Hospitalova pravidla, tj. derivaci ¢itatele i jmenovatele podle r,
ziskdme vyraz
1%} 1—
Jim = o /" ho A
r—1 [ frfamdu 2r—1

Necht P(1,€) znag¢i prstencové okoli bodu 1 o poloméru e. Aby bylo moZné provést zaménu
derivce a integralu, je tieba podle Lebesgueovy véty najit pro néjaké € > 0 a pro vSechna
r € P(1,¢) integrovatelnou majorantu funkef f7f3~".

(i) Nechf 3 = 1, potom hleddme majorantu pouze pro r € (0,1). ProtoZe funkce log je
konkavni, mame pro vSechna x,y > 0:

rlog(z) + (1 —r)log(y) < log (rx +(1- r)y)
log (xrylfr) < log (rx +(1- r)y)
2yt < ore+(1-7)y
Sy < a4y

Proto za majorantu zvolime funkci f + fo.

(i) Necht 8 > 1. Necht € € (0,1) tak, ze 1 + ¢ < 3. Potom existuji konstanty a,b > 0 tak,
7e pro viechna r € P(1,¢) a viechna x > 0 plati 2" < a + bx'T¢. V tomto piipadé proto

1+e
bude majorantou funkce <a +b (T{)) ) fo-

Nyni pro oba ptipady spoletné zaménime derivaci a integral a vyraz dédle upravime. Pozname-
nejme, ze pro pripad 8 = 1 poéitdme pouze limitu zleva.

o SR A [y A s I8 1o8 () d

Tt (2r = 1) [y [7fo 7 dp o @r—1) [y, frfi A

Provedenim limity na pravé strané rovnosti ziskdvdme vzorec (2.2) a tvrzeni je dokdzéno. O

Véta 2.1.7. Nechf r € R a necht Rényiho divergence jsou definovdny vzorci (2.1), (2.2), (2.3).
Potom pro viechna r € R plati
0 < D.(P,P).

Rovnosti je dosazZeno, jestlize P = P.

Diikaz. Necht r € (0,1). Potom ﬁ < 0 a vzhledem k nerovnosti (2.4) je i

log [ 174" dn <o,
M

coz dava tvrzeni véty.
Necht r > 1. Potom ﬁ > 0 a zbyva ukdzat, ze log [,, f7fo~"du > 0, neboli

| ramranz,
M

Nechf s > 1 je sdruzeny argument k r. Opét vyuzZijeme Hélderovu nerovnost, tentokrat na
prostoru s mirou fo dp:

e f s ( (2 ) ()

Necht r < 0. Potom 1 — r > 1 a tvrzeni plyne z pfedchoz{ ¢asti ditkkazu a lemmatu 2.1.3.
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Protoze Dl(P, Po) = hmr_q 1)7-(P7 PQ) a Do(P, Po) = 1iH1r_>0 1)7-(P7 PQ) podle Véty 216,
méame pozadovanou nerovnost i pror =1ar = 0.

Jestlize P = Py, potom f(x) = fo(z) pro vSechna z € X a dosazenim do (2.1), (2.2), (2.3)
snadno ovéiime nulovost divergenci. O

Pro tplnou pfedstavu o oboru hodnot Rényiho divergenci uvedeme bez dukazu nasledujici
vétu, kterd je jednim z dusledku jiz zminované véty o oboru hodnot obecnych f-divergenci z
knihy [1v87].

Véta 2.1.8. Necht r € R a necht Rényiho divergence jsou definovdny vzorci (2.1), (2.2), (2.3).
Potom plati:

(i) Pro vSechna r € R je D,.(P,Py) € [0,00), pficemZ vsech hodnot z tohoto intervalu se
nabyvd.

(ii) Pro viechna r € R je D,.(P, Py) = 0, prdvé kdyz P = Py.

2.2 Rozdéleni exponencialniho typu

Mnoho ve statistice nejcastéji pouzivanych rozdéleni patii do tzv. exponencidlni rodiny, poprvé
predstavené v [fi34]. Z diskrétnich jsou to napf.: Bernoulliho, binomické, Poissonovo a ne-
gativné-binomické. Ze spojitych napf.: exponencialni, normalni, Gamma, Beta, Weibullovo,
Reyleighovo, Paretovo, x2 nebo Dirichletovo.

Definice 2.2.1. Nechf {Py; 0 € O} je systém pravdépodobnostnich mér na (X,.4) indexo-
vanych parametrem § € © C R? d € N. Necht existuje o-kone¢nd mira p na (X,.A) tak, ze
pro vsechna 6 € © je Py absolutné spojitd vzhledem k p. Oznac¢me f(z,0) = dd};f Radon-
Nikodymovu derivaci miry Py podle u. Rekneme, ze {Py; 0 € O} je pfirozena exponencidlni
rodina, jestlize existuje méfitelné zobrazeni T : X — R? a funkce x : © — R tak, Ze

f(x,0) =exp{0/T(z) —k(A)}, kdexc X, 6cO={0cR% /exp{&'T(m)}du(x) < 00}
(2.5)

Umluva. V tomto textu budeme uvazovat pouze pfirozené exponencialni rodiny, proto budeme
slovo prirozené vynechéavat.

Vlastnosti exponencidlnich rodin jsou popsény napf. v knize [br86], proto zde zopakujeme
pouze ty nejdulezitéjsi.
Lemma 2.2.2. Za predpokladi definice 2.2.1 a pii oznacent c¢(6) = [ exp{0'T(z)}du(x) plati:
(i) © ={0 € R%; ¢(0) < oo} je konvezni mnoZina,
(i1) k(6) =logc(d) VO € O,
(iti) Kk je konvexni funkce.

Diikaz. (i) Necht a € (0,1), potom % a ﬁ jsou sdruzené exponenty. Necht 61,0, € O,

potom podle Hélderovy nerovnosti dostavame:
/exp{ (a91 +(1- a)ﬁg)/T(x)}du(m)

= /exp{a@'lT(x)} exp{(1 — a)05T (x) }du(z)

([ewtir@ians) ([evwreamm) 2o

IN

tedy c(aby + (1 — a)f2) < c(61)%c(62)' =" < 0o a © je konvexni mnozina.
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(ii) Podle definice 2.2.1 je f(x,0) = exp{0'T(x) — k(0)}, a proto
exp{r(0)}f(x,0) = exp{6'T(x)}.

Nyni obé strany rovnosti vyintegrujeme pies X:

exp{w(0)} = [ explo'T(a)}du(z) = c(6),
odkud plyne pozadovany vztah.
(iii) Prepisem nerovnosti (2.6) ziskdvdme:
c(aby + (1 —a)fa) < (c(61))" (c(62)) "

Aplikujeme-li na obé strany nerovnosti funkci log dostaneme, ze k = logc je konvexni

funkce na O.
O

Rozdéleni z exponencialni rodiny maji mnohé velmi pi{jemné matematické vlastnosti a jak
bylo ukdzdno v [lv87], i v pfipadé Rényiho divergenci dochdzi ke znaénému zjednoduseni.

Véta 2.2.3. Necht 01, 05 € ©. Potom Rényiho divergence mér Py, , Pp, z exponencidlni rodiny
s hustotou danou predpisem (2.5) lze vyjddrit:

7‘(7“71—1) [(r61 + (1 —7)82) — re(61) — (1 — r)k(62)]

DT(P(917P92) = je—li 7‘91 + (]. — T)gg S ("), (27)
00 Jinak,

DI(P017P92) = H/(el)(el _92) _5(91) +"£(92)7 (28)

Do(Pgl7P92) = Kl(eg)(ez — 6‘1) - 5(6‘2) + m(&l). (29)

Diikaz. Podle vysledku predchoziho lemmatu je x(6) = logec(8), proto vzorec (2.5) muzeme
ekvivalentné zapsat jako f(x,0) = Tle)) exp{0'T(x)}.
Necht 7 € R\ {0, 1}, potom dosazenim do (2.1) dostdvdme:

1 1
D, (Py,, Py,) = 1 0,7 1-r0,T d =
(o P) = s Y08 | psecmsies [ exp(r0hT(a) + (1= DT ()0
Pokud 781 + (1 — )02 & ©, pak integral na pravé strané rovnosti ma hodnotu oo, jinak

_ 1 c(roy + (1 —1)62) _
“rr—1) logl ] -

c(01)c(02)' "
1
o

Pro r = 1 pouzijeme (2.2):
1
Dy(Py,, Py,) = / exp{0i T (z)} lo mexp{@’lT(x)}
19176, 0(01) c(éQ) exp{Q’QT(CE)}

= @ / exp{01T(x)} [k(02) — r(61) + 01T (x) — 04T ()] dpu(z) =

rb1 4+ (1 —r)b2) — re(61) — (1 —r)r(62)] .

du(z) =

w(02) = w(00) + g [ esplO1T(@)}(01 — 02) T(@)an(a) =

= k(02) — Kk(01) + CC/((gll)) (01 —6) =

= K(eg) — 5(91) + ;4(6‘1)(91 — 92)
Rovnost pro Do(Py,, Py,) snadno plyne z definice (2.3) a z predchozi ¢ésti dukazu. O
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Umluva. Pro zjednoduseni dalsfho textu budeme Rényiho divergence znagit D,.(61,02) misto
DT‘(P917P92)'

2.3 Uloha testovani hypotéz

Necht n € N. Jestlize X1, ..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni exponencialniho typu uréeného
hustotou (2.5), muzeme s vyhodou pouzit Rényiho divergence pro testovdni jednoduché hy-
potézy Hy : 6 = Oy proti oboustranné alternativée Hy : 6 # 6y. Nejprve najdeme na zakladé
dat maximalné vérohodny odhad 6,, parametru 6 a sestavime testovou statistiku

D, = 20D, (0,,,600), 7 € R.

Pro urceni kritického oboru je stézejni néasledujici véta, ktera byla v obecnéjsim tvaru formu-
lovand a dokézand v [mpv97]. Zde uvedeme bez dikazu pouze jeji specidlni piipad.

Véta 2.3.1. Necht {Pyp; 6 € O} je prirozend exponencidlni rodina s hustotami {fp; 6 € O},
kde © C R? je oteviend mnozina, minimdlni ve smyslu [br86]. Potom za predpokladu platnosti
nulové hypotézy Hy : 0 = 0y Rényiho statistika

Dr,n =2nD, (éna 90)
konverguje pro n — oo v distribuci k ndhodné velicing, kterd md rozdéleni x? s d stupni volnosti.

Diky této vété zname asymptotické rozdéleni Rényiho statistik, a proto k nalezeni kritického
oboru testu na hladiné o mizeme pouzit (1 — a)-kvantil rozdélen{ x2.

Jak je ukazano ve vété 2.2.3, Rényiho divergence pro rozdéleni exponencidlniho typu maji
mnohem jednodussi tvar. Proto je mozné urcit explicitni rozdéleni Rényiho statistik a tim také
presné najit kriticky obor.

Rényiho statistika Dr,n je funkci maximélné vérohodného odhadu én, coz je nahodnd
veli¢ina zdvisla na parametru 6. Aby bylo vubec mozné uréit jeji rozdéleni, potifebujeme znét
rozdéleni én

Dalsi véta ukazuje, jak vypadd maximalné vérohodny odhad 6,, pro exponencidlni rodiny s
jednorozmérnym parametrem 6.

Poznamka 2.3.2. Maximdlné vérohodny odhad nemusi vzdy existovat. V knize [br86] nalez-
neme nutnou a postacujici podminka pro jeho existenci skoro jisté. Nutno vSak dodat, ze tato
podminka nemusi byt splnéna ani v fadé béznych rozdélenich exponencialniho typu. V lite-
ratufe se tyto problémy fesi nékolika zpusoby, které ale nemohou byt diskutovdny v této préci,
proto zdjemce odkazujeme na prislusnou literaturu. My se zde omezime pouze na ptipady, kdy
maximélné vérohodny odhad existuje, i kdyz to jiz nebudeme déle explicitné zminovat.

Véta 2.3.3. Nechf d =1 a necht ©, T a k jsou definovdny jako v 2.2.1. Necht ddle n € N
a X1,...,X, je ndhodny viybér z rozdeéleni exponencidlniho typu s hustotou urcenou vzorcem
(2.5). Potom mazimdlné vérohodny odhad parametru 6 je

O = (1) <:L ZT(Xi)> :

Diikaz. Protoze ndhodné velic¢iny X1, ..., X, jsou nezdvislé, plati pro jejich sdruzenou hustotu

n

flz1,...,x,,0) = Hf(a:i,ﬂ) = Hexp{GT(azi) —k(0)} =exp {GZT(%) - ’I’LK(@)} .

i=1 i=1 i=1
Nyni prejdeme k ekvivalentni tloze maximalizovat funkci L(0) = log f(z1,..., 2, 0), kterou
nazyvame logaritmicka vérohodnostni funkce. Maximalné vérohodny odhad nalezneme jako

argument maxima této funkee, tj. 8, = argmaxycg log f(z1,...,2p,0).
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Z ¢lanku [mpv97] se dozvime, Ze pro véechna 6 € © je funkce x nekoneéné diferencovatelnd
a muzeme proto hledat maximum pomoci derivace funkce L(8):

n

F)ZT(L — nk(6 ] ZTxZ —nk'(0).

=1

d d
w0 =g

Polozime-li posledni vyraz roven 0, dostaneme

1 n
K (6) = - Z T(x;). (2.10)

i=1
Stejny ¢lanek [mpv97] ndm také k4, ze (k')~! existuje na © a Ze rovnice (2.10) m4 jediné
reseni, kterym je hledané maximum. O

Diky této vété muzeme fFici, ze se staci zabyvat pouze rozdélenim ndhodné veli¢iny

=Y T(X;
=1

U jednodussich rozdélen{ se vétsinou jednd o ndhodnou velicinu tvaru Y .-, X;, jejiz rozdéleni
je znamé.

Necht tedy & = >, T(X;) je ndhodnd veli¢ina se zndmym rozdélenim. Déle nds pro
urceni kritického oboru bude zajimat, jaky je obecny prubéh Rényiho statistik jakozto funkci
proménné &. Nejprve si vSak uvédomme, jaky je jejich prubéh v zdvislosti na proménné 0,,.

Véta 2.3.4. Nechf d =1 a necht ©, T a k jsou definovdny jako v 2.2.1. Necht ddle n € N
a X1,...,X, je ndhodny vybér z rozdéleni e:z;ponenczalmho typu s hustotou (2.5). Potom pro

vSechna r € R ]6 Rényiho statistika DT n funkci proménné 0,,, kterd je nerostouci pro 0,, < by,
neklesagici pro Gn >0y a v bodé Hn = 0y nabyvd svého globdlniho minima.

Dukaz. Protoze f),.m = 2nD, (é,b,ﬁo), plyne z véty 2.1.8, ze pro vSechna r € R je oborem
hodnot Rényiho statistik interval [0, oc]. Ze stejné véty také vyplyvd, ze D,.,, = 0, préavée kdyz
0, = 0o, tudiz tento bod je globalnim minimem.

Zbyva vysetfit monotonii ﬁnn, coz je ekvivalentni monotonii DT( . ,90). Jiz bylo feceno v
dukazu véty 2.3.3, ze funkce k je nekonec¢né diferencovatelnd. Dale podle lemmatu 2.2.2 je &
konvexni, tedy x’ je neklesajici.

Necht € R~ {0,1} a necht r6, + (1 —r)6y € ©. Podle vzorce (2.7) ma Rényiho divergence
radu r pro én a Oy tvar:

Dy (0, 60) = PO, + (1= 1)00) — ri(f,) — (1 — r)m(eo)} .

r(rlf 1) [K(

Zderivujme tento vyraz podle O,:

1 . {n’(rén + (1 —7)6) — n'(én)] )

r—

D;A(éfh 00) =

(i) Nechf r > 1, potom T—il > 0 a postupnymi tpravami ziskdme

m’(rén +(1=r)bo) —K'(6,) > 0
K (1 + (1 —7)00) > '(0,)
6, + (1=r)0y > 0,
1-m6y > (1- r)én
6y < 0,
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Proto D, (én, 00) je neklesajici funkei pro 6, > 0. Pokud bychom v predchozim vypoctu
obréatili prvni nerovnost, dojdeme stejnymi dpravami k pozadované monotonii funkce
Dr (ena 90) pro en < 90~

(i) Necht r < 1, potom ﬁ < 0 a obdobnymi ipravami jako v diikazu (i) vyjde dokazované
tvrzeni.

Necht » = 1, potom D, (én,eo) = H/(én)(én — 90) + k(6p) — ﬁ(én) a derivace je
D] (én, bo) = /@'(én)(én —6p) + K (0,) — K (6,) = n’(én)(én — o).

Protoze vyraz na pravé strané je nezaporny, pravé kdyz 6, > 0o, je Dy (én,eo) neklesajici
pravé pro tato 0, a nerostouct pro 6, < bo. .
Necht r = 0, potom Dy (9,“90) = n’(@o)(ﬁo — 9n) + k(0,) — k(0p) a derivace je

D(I) (én, 90) = —KZ/(GQ) =+ Iil(én)7

coz je nezaporné, pravé kdyz 0, > 0y, tedy i Rényiho divergence fddu r = 0 je neklesajici pro
0, > 0y a nerostouci pro ostatni 6,,. O

Disledek 2.3.5. Necht d = 1, n € N a necht X4,...,X, je ndhodny vijbér z rozdéleni ex-
ponencidlniho typu s hustotou (2.5). Potom pro vdechna r € R je Rényiho statistika Dr,n
funkce? proménné £, kterd je nerostouci pro £ < nk'(6y), neklesajict pro & > nk'(6y) a v bodé
& =nk'(6p) nabyvd svého globdlniho minima.

Diikaz. Podle véty 2.3.3 plati rovnost 6,, = (x')~* (££), kde £’ je neklesajici funkei. Proto i
(k)71 je neklesajici a 0, je neklesajici funkci proménné £. Budeme-li nyni chapat Dr,n jako

funkci slozenou, je monotonie z minulé véty zachovana. Zbyva urcit bod globdlniho minima,
ktery ziskdme snadnou tpravou vyrazu (x')~* (£) = 6. O



Kapitola 3

Rozdéleni Rényiho statistik

Pro vybrané exponencidlni rodiny odvodime v této kapitole rozdéleni Rényiho statistik a naj-
deme vzorce pro vypocet sily testu. Vybirali jsme pouze takové rodiny, u kterych zndme
rozdéleni statistiky £ definované vyse. U Poissonova rozdéleni provedeme podrobny vypocet
se véemi zduvodnénimi, u ostatnich rozdéleni jsou uvahy zcela analogické, proto jiz budeme
postupovat rychleji.

3.1 Poissonovo rozdéleni

Lemma 3.1.1. Necht ndhodnd veli¢ina X md Poissonovo rozdéleni s parametrem X > 0.
Oznacime-li 0 = log A, potom X md exponencidlni hustotu

f(x,0) = exp{fz — exp{0}}, zr=0,1,..., #eR (3.1)

vzhledem k aritmetické mire prendsobené elementem %

Ddle pro ndhodny viybér X1, ..., X, z tohoto rozdélém’je mazimdlné vérohodny odhad para-

metru 0 tvaru
R 1 &
0, =1 — X; .

Diikaz. Necht x € {0,1,...}, upravime vzorec pro hustotu Poissonova rozdéleni

flz, ) = exp{f)\}A—' = exp{zlog A — )\}l'
x! x!

a zavedenim substituce § = log A dostavame pozadovany tvar hustoty. Tim jsme odvodili, ze
k(0) = exp{f} a véta 2.3.3 ddvd maximalné vérohodny odhad 6,,. O

Déle jiz budeme uvazovat Poissonovo rozdéleni s hustotou v exponencidlnim tvaru a para-
metrem e’ odpovidajicim parametru \.

Véta 3.1.2. Necht n € N a necht X1,...,X, je ndhodny vijbér z Poissonova rozdéleni s
parametrem €. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny & s Poissonovim
rozdélenim s parametrem ne® a plati:

~ _ efo B e(17r)60 é— T 5
D,n=2n <tr(§) + r) , kdet.(&) = m <n> - m,
Dy, =2n (t1(&) + 690) ,  kdeti(€) = 2 <log (i) — 0 — 1) ,

Do =2n (to(&) +e™ (60— 1)), kdeto(§) = % — e log (i) .

14



3. Rozdéleni Rényiho statistik 15

0

Diikaz. Protoze Xi,...,X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni s parametrem e”, ma

nahodnd veli¢ina ¢ = > | X; Poissonovo rozdéleni s parametrem ne’.

Necht 7 € R~{0, 1}, dosazenim x(6) = e/, x'(0) = ¢?, 0,, = log (€> do vzorce (2.7) dostdvame:

n

D, (6, 00) = ﬁ

_ e(lfr)eo é’ r 5 eeo
() St

Pro r = 1 dosadime do (2.8):

[erén—i-(l—r)&o _ Teé" o (1 _ 7")690} _

Dq (én,Ho) — ¢fn (én - 90) — efn + el = § (log (£> - 90) — § +efo =
n n n

= 3 <10g <§> — 0 — 1) + e,
n n

Pro r = 0 dosadime do (2.9):
§

Dq (97;, 90) = (90 — én) —el 4 efn — % —e%1og (n) + 660(90 —1).

Nyni sta¢i uvazit, ze Dnn =2nD, (én, 90), reR. O

Protoze £ = Y7 | X; ma Poissonovo rozdéleni, muze nabyvat véech hodnot z mnoziny N.
Podivejme se na chovani Rényiho statistik v krajnich bodech tohoto defini¢ntho oboru. K tomu
sta¢i vySetiit chovani transformaci ¢, r € R.

Pozorovani 3.1.3. Necht t,., r € R jsou definovdny jako ve vété 3.1.2. Potom pro viechna
reR je
lim ¢,(§) = cc.
E—o0
Dale plati
lim ¢,.(§) =0 pror e R~ {0}, lim #o(§) = 0.
§—04 §—04

Podle véty 2.1.8 je D,., = 2nD,.(0,,,00) = 0, pravé kdyz 6,, = 6. Uvézime-li navic pribéeh
Rényiho statistiky v zavislosti na 6, je ztejmé, ze pro “malé” hodnoty lN)T,n nebudeme hypotézu
H, zamitat.

Pro danou hladinu testu « tedy hledame ¢, > 0 tak, aby P(Dnn <ol =6) >1—a,
¢imz médme uréeny kriticky obor W = {Dr,n > ¢q - Kdybychom pouzili fakt, ze za platnosti
nulové hypotézy ma D,.,, asymptoticky x? rozdéleni, zvolime ¢, = (x3)~'(1 — a). My vsak
vime, ze Dr’n je také funkef ndhodné veli¢iny ¢ s Poissonovym rozdélenim s parametrem ne.
Proto muzeme ekvivalentné uré¢it kriticky obor pomoci ¢isel ay, by takovych, ze

Ogaa<ne9°<ba<oo,

P(§ € (A, ba)|0 = 90) >1-—a, tr(aq) = tr(ba)-

Jak jsme ale vidéli v pfedchézejicim lemmatu, nemusi byt funkce ¢, v pravém okoli 0 vzdy
neomezena, a proto takovato a,, b, obecné nemusi existovat. Pokud tomu tak nebude, polozime
ao = 0 a budeme hledat pouze b, > ne? tak, aby

P <bal0=00) >1—a.
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Diusledek 3.1.4. Necht cu, o, bo jsou definovdny jako vise. Potom pro 01 z prstencového
okoli 6y je silofunkce testu na hladiné o vyjddrena vzorcem

91 xr
Bla,01) =1— Z exp{—ne‘gl}m.
aa<k<bg v
keNy

Diikaz. Upravou vyrazu pro silu testu ziskdme:

B(e,01) = P(Dyp > cal = 01) = P(t,(€) > t,(ba)|0 = 01) = P(£ & (aa.ba)|0 = 61)

=1-P(£ € (an,ba)|0 = 01). (3.2)

Nynf si stac¢f uvédomit, ze za podminky 6 = #; mé ndhodnd velicina £ = " | X; Poissonovo
rozdélenf s parametrem ne?t. O

Poznamka 3.1.5. Piipomenme jesté, ze pokud bychom neznali explicitni rozdéleni Dr,n,
muzeme sice urcit kriticky obor pomoci asymtotického chovani statistik za podminky 6 = 6,

ale uz nemdme zddnou znalost pravdépodobnosti P(D,, > c.|0 = 61) pro 01 # 6y, kterd
urcuje silu testu. V téchto piipadech se obvykle sila testu odhaduje metodou Monte Carlo.

3.2 Bernoulliho rozdéleni

Lemma 3.2.1. Nechf ndhodnd velicina X md Bernoulliho rozdéleni s parametrem p € (0,1).

Oznacme 0 = log (ﬁ) , potom X md exponencidlni hustotu

f(z,0) = exp{fz — log(1 + )}, x=0,1, O€R.

Ddle pro ndhodny vijbér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je mazimdlné vérohodny odhad para-
metru 0 tvaru

> Xi

) =1

0, = log —
i=1
Diikaz. Necht z € {0,1}. Upravou vzorce pro hustotu Bernoulliho rozdéleni
x — p
fz,p) =p*(1=p)'™" =exp {wlog (11)) + log(1 —p)}

a zavedenim substituce 8 = log (ﬁ—p) dostavame pozadovany exponencialni tvar hustoty.

Odvodili jsme, ze £(f) = log(1 + ¢?) a véta 2.3.3 ddvé maximélné vérohodny odhad 6,,. O

V dalsim textu budeme uvazovat Bernoulliho rozdéleni s parametrem %, ktery odpovidéd
klasickému parametru p.

Véta 3.2.2. Necht n € N a necht X1,..., X, je ndhodny vijbér z Bernoulliho rozdéleni s

parametrem Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny & s binomickym

e
14ef -

7z 0 g
rozdélenim s parametry n, J_ﬁ a plati:

6o AT ro(1—7)00
Pro =2 (tr@)—lfg(%bg(lf : )>’ R

Dy = 2n(t1(€) + log (1 +e%)), kdet1(¢) = % (log (&) - 90) —log <n7i§> ,

. n foe? log(n — €) + e log(¢
D07n22n<t0(§)+10g<1+690)+1+e0o>’ kde to(§) = — ( 1)+e(90 ()
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eS

Tte0) 12

Diikaz. Protoze Xi,...,X, je ndhodny vybér z Bernoulliova rozdéleni s parametrem
ndhodnd veli¢ina £ = Y | X, binomické rozdélen{ s parametry n, %
Necht r € R\ {0, 1}, dosazenim (6) = log(1 + €%), x'(0) =

(2.7) dostédvame:

1_‘?_%, 0, = log (nifg) do vzorce

N _ 1 7'én+(1—7')90 _ 0, _ _ 0o _
Dr(emao)_r(r—l) [log(l—i—e ) rlog(1+e’) —(1—r)log(l+e )} =
1 &€\ - 1 3
= log (14 ——) el ) -~ _log(1+ ——
-1 °g<+(n£> ‘ ) r1°g<+n5>+
log (1 + ef
L log(14e™)
r
| ey los(n =€) log(n)
_ AT r (1-r)fo\ _ o
r(r—1)10g<(n O+ e ) r—1 r—1+
Llostn—©) _ og(1+ ") _
r—1 T
1 _ log(n) log (1 + ¢%)
_ AT r (1-r)0o\ _
r(r—1)10g<(n O + e ) —1 r ’
Pro r = 1 dosadime do (2.8):
. On A
Dy (b, 0) = ———— (B, — 0y) — log(1+ e*) + log (1 + ¢%) =
1+efn
= £ §
= n- 1 - —1 1 e 1 1 bo =
1+n§£<og(ﬂ—£> 90) Og( +n—§>+og( )

= % <1og <n§§> - 90> — log (&) +log (1 +e%).

Pro r = 0 dosadime do (2.9):

~ efo R )
Do(0r0) = 1y (B0 — 0) —log (14 ¢%) +log(1 +¢™) =
Boe” e’ £ 3 )
T Tpem g tle (1T ) et
—efo 0o
= T oo 108(8) + 75y log(n — &) + log(n) —log(n — £) —
Hpedo
0 0 _
—log (1 +e%) + 1T+t
__log(n —¢) + e log(¢) o n Bpe’
= 1+e00 1+600 1+e90'

O

Disledek 3.2.3. Nech? cq, Ga, ba jsou definovdny analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro 0y
z prstencového okoli Oy je silofunkce testu na hladiné o vyjadrena vzorcem

Bla,01)=1-— Z exp {61k — nlog(1 + eel)} (Z)
aq<k<ba
keNy
Dikaz. 1v tomto pifpadé muzeme pouzit odvozen{ (3.2). Nynf si staéf uvédomit, ze za podmin-
ky 6 = 6; md ndhodnd veli¢ina ¢ = > | X; binomické rozdéleni s parametry n a % a
odpovidajici exponencialni hustotou z lemmatu 3.3.1.
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3.3 Binomické rozdéleni — n znamé

Lemma 3.3.1. Nechf ndhodnd velicina X md binomické rozdéleni s parametry n € N ap €

(0,1), pricemz n je zndmé. Oznacme 6 = log (ﬁ), potom X md exponencidlni hustotu

f(sc,@):exp{ﬁxfnlog(lJree)}, r=0,1,...,n, 0€R

vzhledem k aritmetické mire prendsobené elementem (Z)
Ddle pro ndhodny vgbér Xy, ..., X, z tohoto rozdélent je maximdlné vérohodny odhad para-
metru 0 tvaru

> Xi
6,, = log =
nm— Y X;
i=1
Diikaz. Necht z € {0,1,...,n}. Upravou vzorce pro hustotu binomického rozdélenf

fz,p) = (Z)pm(l —p)"" =exp {xlog (1613) +nlog(l — p)} (;‘)

a zavedenim substituce 6 = log (ﬁ) dostdvdme pozadovany tvar hustoty. Maximalné véro-

hodny odhad O, je potom dusledkem véty 2.3.3. O

Daéle budeme opét uvazovat misto parametru p odpovidajici parametr z exponencialniho
o
tvaru hustoty 7.

Véta 3.3.2. Necht m € N a necht X1,...,X,, je ndhodny vijbér z binomického rozdéleni

s parametry n € N a Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny £ s

e
1+ef *

. . , ~ s Cg '
binomickym rozdélenim s parametry nm, 7 a plati:

_— log(nm)  log (14 e%) ~log ((nm — &) + £re1=m)00)
Dr,n = 2nm (tr(ﬁ) - r—1 + , R kde tr(g) = r(r — 1) ,
D1 = 20m(12(6) + log (14 %) ), ke t1(6) = > (1og (nmﬁ_f) _ 90> g (ﬂ) |
~ 0 6o 1 . 901

Dy = 20m (7«‘0(5) +log (1 TZ%) b feeo) | e to(g) = B =S LT o8E)

Drikaz. Jestlize ndhodnd veli¢ina X mé binomické rozdéleni s parametry n, p, pak je sou¢tem
n nezavislych stejné rozdélenych nahodnych velicin s Bernoulliovym rozdélenim s paramet-
rem p. Proto dany ndhodny vybér X, ..., X,, muzeme také chapat jako vybér Yi,...,Y,m 2
odpovidajiciho Bernoulliova rozdéleni. Potom jiz tvrzeni véty plyne z 3.2.2. O

Disledek 3.3.3. Nech? cq, Ga, ba jsou definovdny analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro 0,
z prstencového okoli Oy je silofunkce testu na hladiné o vyjadrena vzorcem

nm
Bla,01) =1— Z exp {61k — nmlog(1 +e91)} ( f )
aak<ekl\]<0b(y

Diikaz. Opét pouzijme odvozeni (3.2). S ohledem na dukaz véty 3.3.2 si uvédomme, Ze za
podminky 6 = 6; md ndhodnd veli¢ina £ = >""" | X; binomické rozdélen{ s parametry nm a

ef1
1+ef1 °

Odpovidajici hustotu proto ziskdme tpravou hustoty z lemmatu 3.3.1. O
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3.4 Geometrické rozdéleni

Lemma 3.4.1. Nechf ndhodnd velicina X md geometrické rozdéleni s parametrem p € (0,1).
Oznacme 0 = log(1 — p), potom X md exponencidlni hustotu

f(z,0) = exp{fz + log(1 — &%)}, r=0,1,..., 60<0.

Ddle pro ndhodnyj vijbér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je maximdiné vérohodny odhad para-
metru 0 tvaru .
> Xi
A i=1

0, = log

n

i=1
Diikaz. Necht x € {0,1,...}. Upravou vzorce pro hustotu geometrického rozdélen{

f(z,p) = (1 —p)*p = exp{zlog(l — p) + log(p)}

a zavedenim substituce § = log(1 — p) dostdvdme pozadovany tvar hustoty. Maximalné véro-
hodny odhad 6,, je potom dusledkem véty 2.3.3. O

Daéle budeme uvazovat misto parametru p odpovidajici parametr z exponencidlniho tvaru
hustoty 1 — e?.

Véta 3.4.2. Necht n € N a necht X1,..., X, je ndhodny vybér z geometrického rozdéleni s
parametrem 1 — e?. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny & s negativneé-
binomickym rozdélenim s parametry n a 1 —e¥ a plati:

- oa(n _ oo r _ ¢ra(1—=7)80
P <t7-<£>+lrg_( Joele )>’ pie () = BT EE ),

Dy =2n(t2(€) —log (1 —e®)),  kdet,(€) = % (log (5> - 90) +log <”) ,

n+¢& n+¢
- 1 —e% Boefo log(n 4 &) — e% log(€)
Dy, =2n (to(§)+log< - ) + T 60> ,  kdeto(€) = T ot .
Diikaz. Protoze X1, ..., X, je ndhodny vybér z geometrického rozdéleni s parametrem 1 — e,

mé ndhodnd velicina £ = Y. | X; negativné-binomické rozdélen{ s parametry n a 1 — e? (viz
[ra78]).
Necht 7 € R~ {0,1}, dosazenim x(0) = —log(1 —e?), /() = < 0, =log ( 3 ) do vzorce

1—e? n+é&
(2.7) dostédvame:

D, (9”’00) = 74(7471_1) [_ log (1 - erén+(17r)00) + rlog (1 — eé"> + (1 —r)log (1 — ego)} —

N (N ame) L L ISR
o ( () ) e (1)

log (1 — 690)
- =
_ log((n+ &7 —¢e"%) log(n +¢) | Jog(n) log(n+¢)
r(r—1) r—1 r—1 r—1
log (1 — 690)
- =

log ((n+&)" — &re=mb0)  Jog(n) log (1 —ef)
a r(r—1) r—1 r :
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Pro r =1 dosadime do (2.8):

. o . R
D, (971,90) = N i 7 (0n — 90) + log(1 — ee") — log (1 - ea") =

3
n+¢& 5 _ _ g _ _ a0\
71_7135 (log (n+§> 90> + log <1 n+§> log (1 —e”) =

= % <log <n—£i—§) - 00> + log (nif) —log (1 —e™).

Pro r = 0 dosadime do (2.9):

R 0o X )
D0(0n790) = liﬁ(% - Gn) + log (1 — e90) —log(1 — ") =

eao E g .
=T <Go—log <n+€>> —log(l—w) +log (1 —e%) =

—efo efo
= m log(f) + m log(n —+ 6) + log(n + E) _ log(n) +

Hoed
6 0
log (1) 4 {15 —

__abo 1— 600 90690

= 1o 08 T 17— 1og(n+5)+1og( - ) =

_log(n+ &) —e?log(¢) 1 —ef e’
B 1—efo +log n T

O

Disledek 3.4.3. Nechf cq, aq, ba jsou definovdny analogicky jako v sekei 3.1. Potom pro 0,
z prstencového okoli 0y je silofunkce testu na hladiné o vyjddrena vzorcem

n+k1)

Bla,01)=1— Z exp{01k + nlog(l — eel)}( i

aq<k<bn
keNg

Diikaz. Nejprve vyraz pro silu testu upravime jako v (3.2). Nyni si sta¢i uvédomit, ze za
podminky 6 = #; m4d uvazovana ndhodnd velicina £ = > ; X; negativné-binomické rozdéleni
s parametry n a 1 — 1 a odpovidajici hustotou z lemmatu 3.5.1. O

3.5 Negativné-binomické rozdéleni — ¢t znamé

Lemma 3.5.1. Necht ndhodnd velicina X md negativné-binomické rozdéleni s parametry t >
0 ape(0,1), kde t je znamy parametr. Oznaéme 6 = log(1 — p), potom X md exponencidlni
hustotu

f(x,0) = exp{fz + tlog(1 — &)}, x=0,1,..., 0<0

vzhledem k aritmetické mire prendsobené elementem (t+i_1).

Ddle pro ndhodny vijbér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je mazimdlné vérohodny odhad para-
metru 0 tvaru

> Xi
6, =log | —=

n

=1
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Diikaz. Necht x € {0,1,...}. Upravou vzorce pro hustotu negativné-binomického rozdélent

t+x—1

x x

" t+x—1
e = (") = exptato - p) +ogon (Y
a zavedenim substituce § = log(1 — p) dostdvame pozadovany tvar hustoty. Maximalné véro-
hodny odhad 6,, je potom dusledkem véty 2.3.3. O

V daldfm textu jiz budeme uvazovat negatovné-binomické rozdéleni s parametrem 1 — e,

ktery odpovida klasickimu parametru p.

Véta 3.5.2. Necht m € N a nechf X1,...,X, je ndhodny vybér z negativné-binomického
rozdélend s parametry t > 0 a 1 —e®. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny
€ s negativné-binomickym rozdélenim s parametry nt, 1 —e% a plati:

— e v er o (1-1)60
Dy =20 (tr(f) N tl:g_(v;t) _ tlog (1r e ))  kdet (€) = _log ((nt +r§<i - 15) e )’

~ t
Dy =2n(ti(€) — tlog (1— ")), kdet _t(y € ) 05) +tlog [

1, n( 1(6) —tlog (1 —¢™) ), et1(§) L ey o) +tlog el
- 1—ef thpe? tlog(nt + &) — te% log(¢)
sz%Qﬁwﬂ%(nt) LMJ7kwm0: o .
Dikaz. Protoze Xi,...,X, je ndhodny vybér z negativné-binomického rozdéleni s parame-

try t a 1 — e, md ndhodna veli¢ina &€ = Y. | X; negativné-binomické rozdéleni s parametry
ntal—e? (viz [ra78)).

Necht r € R~ {0,1}, dosazenim () = —tlog(1 — e?), w'(0) = fzs, 0, = log (ntif) do

vzorce (2.7) dostavdme:

- 1

DT(G,“GO) = 3 [—tlog (1 — eré"ﬂl_r)‘%) + rtlog (1 — eé“) + (1 —r)tlog (1 — e‘%)} =

r(r—1

ot (8N - t _ & N
s (- () ) s ()
B tlog (17600) B

r
tlog ((nt 4+ &)™ — &rel=mb)  tlog(nt + &)  tlog(nt)  tlog(nt + &)
_ + _ _
r(r—1) r—1 r—1 r—1
tlog (1 — egﬂ)
. =
_ tlog ((nt +&)" — fre(l_r)eo) tlog(nt) tlog (1 — eeo)
r(r—1) r—1 r '
Pro r =1 dosadime do (2.8):
j tef 0 0
Dl(ﬁn,ﬁo) = . 3 (071 — 00) + tlog (1 —e ") — tlog (1 —e “) =
_e n
€
nt+§ 5 5 0
= 1 — 6y ) +tlog(1— —tlog (1 —e") =
1—mig<og<nt+£) °> °g< nt+£) og (1 =<

t
= % <log <nti§) —00) + tlog <ntn+§> ~tlog (1 _eeo) .



3. Rozdéleni Rényiho statistik 22

Pro r = 0 dosadime do (2.9):

tefo

Do (0n,60) = ﬁ(eo —0,) +tlog (1 —e™) —tlog (1 — eén) -
t6yefo tefo ¢ ¢ ,
1ol 1ol 8 nt + & tlog nt+ €& +tlog (1 —e”)
tefo tefo
= 1 _ b log(§) + 1= oo log(nt + &) — tlog(nt) 4 tlog(nt + &) +
thoef
0 o
+tlog (1 —e”) + — 5 =
_ tlog(nt 4 &) — te log (&) 1— efo t0e%
= T oo + tlog - +1_e(90'

O

Disledek 3.5.3. Necht cqa, Ga, ba jsou definovdny analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro 0y
z prstencového okoli Oy je silofunkce testu na hladiné o vyjadrena vzorcem

nt—!—kz—l)

Bla,01)=1-— Z exp{0:k + ntlog(l — eel)}< 3

aq<k<ba
keNg

Diikaz. Opét pouzijme odvozeni (3.2). S ohledem na dukaz véty 3.5.2 plati, ze za podminky
6 = 61 ma nahodnd velicina £ = Y"1 | X; negativné-binomické rozdélen{ s parametry nt a
1 — e a odpovidajici hustotu z lemmatu 3.5.1. O

3.6 Exponencialni rozdéleni

Lemma 3.6.1. Nechf ndhodnd velicina X md exponenciding rozdéleni s parametrem X > 0.
Oznacéme 0 = X\, potom X md exponencidlni hustotu

f(z,0) = exp{—0z +log(0)}, x>0, 6>0.

Ddle pro ndhodny viybér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je mazimdlné vérohodny odhad para-

metru 0 tvaru n

b= "
> Xi
=1

Diikaz. Necht x > 0. Upravou vzorce pro hustotu exponencialniho rozdéleni
flx, \) = Aexp{—Az} = exp{—Az + log(\)}

a zavedenim substituce § = A dostdvame pozadovany tvar hustoty. Maximdlné vérohodny
odhad 6,, je potom dusledkem véty 2.3.3. O

Daéle budeme uvazovat misto parametru A odpovidajici parametr z exponencialniho tvaru
hustoty 6.

Véta 3.6.2. Necht n € N a necht X1,...,X, je ndhodny vibér z exponencidlniho rozdéleni
s parametrem 0 > 0. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny € s Gamma
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rozdélenim s parametry 0, n a plati:

log(n)  log(6o)
r—1 r

Dy =2n (tr@) + _log(rn+ (1=7)fg) _ log(€)

r(r—1) r

) , kdet, (&) =

D =20 (10 +og (1) 1), kdena(©) = 2 log(e),

~ 0
Don=2n(to() +log (2 ) = 1), kdeto(¢) = —= +log(£).
n 0o&
Drikaz. Protoze Xy, ..., X, je ndhodny vybér z exponencialniho rozdéleni s parametrem 6, ma
ndhodnd veli¢ina £ = > | X; Gamma rozdélen{ s parametry 6, n (viz [ra78]).
Necht r € R\ {0,1}, dosazenim x(0) = —log(d), () = —3, 0, = ¢ do vzorce (2.7)
dostavame:
D, (én»QO) = m {— log (Tén +(1- 7")90) + rlog(én) +(1=r) IOg(QO)} =

_ b (™ . L e () o) _
- r(r—1>1g<f+(1 )90>+r—11g<5) r
_ log(rmt (L-1)60¢)  log(e) _lom(e)  log(n) _lo(é) _

r(r—1) rr—1) r—1 r—1 T
_ log (rn+ (1 = r)6of) ~ log() n log(n)  log(f)
- r(r—1) r r—1 ro

Pro r = 1 dosadime do (2.8):

D (B0:80) = = 5-(Ba = 60) +log(6) ~ log(60) =~ (” - eo) + log (Z) ~ log (o) =

n 3
0
= %f —log(§) + log (9:) —1.
Pro r = 0 dosadime do (2.9):
Do(Ba.) = = 60 ~ 1) + 1og(60) ~ ogB) = - (60~ 7 ) + tox(en) ~ 1os () =
0
= %f +log(€) + log (;j) 1

O

Disledek 3.6.3. Nechf c, G, ba jsou definovdny analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro 6
z prstencového okoli 0y je silofunkce testu na hladiné o vyjddrena vzorcem

ba
Blas) = 1~ [ exp{~610 -+ nlog(01)}]

o2

Diikaz. Nejprve vyraz pro silu testu upravime jako v (3.2). Nynf si sta¢i uvédomit, ze za
podminky 6 = #; mé uvazovand ndhodnd veli¢ina £ = Y | X; Gamma rozdélenf s parametry
01, n a odpovidajici hustotou z lemmatu 3.7.1. O
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3.7 Gamma rozdéleni — p znamé

Lemma 3.7.1. Necht ndhodnd velicina X md Gamma rozdéleni s parametry a > 0, p > 0,
kde p je zndmé. Oznacéme 0 = a, potom X md exponencidlni hustotu

f(x,0) = exp{—0z +plog(9)}, >0, 6>0

vzhledem k Lebesqueové mire prendsobené elementem %.
Ddle pro nahodny vijbér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je mazximdlné vérohodny odhad para-
metru 6 tvaru
~ pn
0, = = .
> Xi
i=1

Diikaz. Nechf z > 0. Upravou vzorce pro hustotu Gamma rozdéleni

F(r.a) = = exp{—aa}e? ! = exp{—az + plog(a)} o
x,a) = exp{—azx}axP™" = exp{—ax + plog(a
I'(p) I'(p)
a zavedenim substituce 6 = a dostdvame pozadovany tvar hustoty. Maximélné vérohodny
odhad 0,, je potom disledkem véty 2.3.3. O

Déle budeme uvazovat misto parametru a odpovidajici parametr z exponencidlniho tvaru
hustoty 6.

Véta 3.7.2. Necht n € N a necht X1,...,X, je ndhodny vijbér z Gamma rozdéleni s para-
metrem 6 > 0 a p > 0 zndmé. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi ndhodné veliciny & s
Gamma rozdélenim s parametry 0, np a plati:

By =2 <tr(£) | Plog(np) _ plog(90)> kdet,(6) = P18 (rnp + (L =1)60€)  plog(¢)

r—1 r r(r—1) ro
D1.n = 20(11(6) + plog(np) — plog(f) — p), kde 11(6) = "> — plog(s),
Do = 20(to(€) ~ plog(np) + plog(é) —p). ke to(€) = 2 + plog().
Diikaz. Protoze Xi,...,X, je ndhodny vybér z Gamma rozdéleni s parametrem 6 a p, ma

ndhodnd veli¢ina £ = Y. | X; Gamma rozdéleni s parametry 6, np (viz [ra78]).
Necht 7 € R~ {0,1}, dosazenim x(f) = —plog(f), &'(0) = —&, 0, = & do vzorce (2.7)
dostavame:

Dy (0, 60) = ﬁ {—plog (rfn + (1 = 1)6o) + rplog(6n) + (1 — 7)p log(t%)] =
P np P np\ plog(6)
- r(r—1)1°g< e T ’")0°>+r—11°g(£> P
_ _plog(rnp+ (1 =r)fh¢)  plog() _ plog(np) _
r(r—1) r(r—1) r—1
_ plog(§) _ plog(fo) _
r—1 r

_ _plog(rnp+ (1 =r)fo€) _ plog(¢) . plog(np) _ plog(th)
B r(r—1) T r—1 r
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Pro r =1 dosadime do (2.8):

D, (ém@o) = éﬂ(én - 90) erlog(én) — plog(6o) =
— £ (" 00) + p1os(up) ~ plogt) ~ plox(on) =
= %5 plog(€) + plog(np) ~ plos() — .

Pro r = 0 dosadime do (2.9):

Do (0n,60) = =2 (80 — 6,) + plog(8y) — plog(6) =

to
__D _np _ npy _
=0 <90 ¢ ) + plog (o) plog( ¢ > =
np?
= Bt +plog(§) — plog(np) + plog(fo) — p.

O

Disledek 3.7.3. Nechf cq, aq, ba jsou definovdny analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro 0,
z prstencového okoli Oy je silofunkce testu na hladiné o vyjadiena vzorcem

b
3 np—1

Bla,01) =1— /exp{—@lx + nplog(@l)}% dz.

(€25

Dikaz. Nejprve vyraz pro sflu testu upravime jako v (3.2). Nynf si sta¢{ uvédomit, ze za
podminky 6 = #; mé uvazovand ndhodnd veli¢ina £ = Z?:l X; Gamma rozdéleni s parametry
01, np a odpovidajici hustotou z lemmatu 3.7.1. O

2

3.8 Normalni rozdéleni — ¢ znamé

Lemma 3.8.1. Nechf ndhodnd velicina X md normdini rozdéleni s parametry yp € R a o > 0,
kde 02 je zndmé. Oznaéme 0 = 1, potom X md exponencidlni hustotu

92
202

f(x,@)zexp{@i— }, reR, #eR
o

vzhledem k Lebesqueové mire prendsobené elementem

x? 1
eXpl ——— p ————.
P 202 | \/oro2

Ddle pro ndhodny viybér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je mazimdlné vérohodny odhad para-
metru 0 tvaru
N 1
=

Diikaz. Necht z € R. Gpravou vzorce pro hustotu norméalniho rozdéleni

1 (x — p)? x u? x? 1
eXpq ————— ¢ = €x — — = P eXPR ——— ¢ —Y——
V2ro? P 202 P1Ho2 7 202 P 202 | \/2ro2
a zavedenim substituce § = p dostdvame pozadovany tvar hustoty. Maximdlné vérohodny
odhad 6,, je potom dusledkem véty 2.3.3. O

f(x,u) =
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Pokud bychom postupovali stejné jako u predchozich rozdéleni, vyuzili bychom pro urcéeni
rozdéleni Rényiho statistik ndhodnou veli¢inu

7’ 7’ ’ 7z ~ ’ ~ 7z 7’ 7 2
kterd ma normdlni rozdéleni se stfedni hodnotou ¢ a znamym rozptylem 2.

Véta 3.8.2. Necht n € N a necht X1,...,X, je ndhodny vijbér z normdiniho rozdéleni se

stredni hodnotou 0 a rozptylem o, kde 02 je zndmé. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi
2

nahodné veliciny § s normdlnim rozdélenim se stedni hodnotou 6, rozptylem - a pro vSechna

r € R plati:
- n

Dr,n = ?tr(f)v kde tr(ﬁ) = (§ - 9)2

Diikaz. Protoze X1, ..., X, je ndhodny vybér z normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a
rozptylem o2, ma nédhodna veli¢ina { = 1 3™ | X; normélni rozdélen{ se stfedni hodnotou 6 a
rozptylem %2

Necht r € R\ {0, 1}, dosazenim x(0) = L K (0) = 5, 0,, = £ do vzorce (2.7) dostévéme:

20-27

N S (T D s %1
Dy (Bast) = s | CEESE  E1en| -
1 [ 4+ 2r(1— )0 + (1 — )26 £2 03]
_W[ r(r—1) _r1+}_
1 [ re (L-r65 & 6] _
_W[r—l_Qeog_ . _r_1+7=:|_
—0,)2
= %(fz — 200€ + 63) = %-

Pro r = 1 dosadime do (2.8):
€ 06 & € 0 _ (E-00)?

202 202 202 g2 | 202 202

D1 (0, 00) = 55(& )
Pro r = 0 dosadime do (2.9):
0 4 £ 6 6t & (E—6)

i 6o
Do (9"’ 00) - ;(90 —8- 202 ' 202 202 o2 | 202 202

O

Jak plyne z véty 2.3.4, jsou Rényiho statistiky Enn jakozto funkce proménné £ = 0,
nerostouci pro £ < 6y a neklesajici pro £ > 6y. Proto muzeme kriticky obor hledat obdobné
jako v pfedchozich ptipadech.

Disledek 3.8.3. Nechf cq, Gq, ba jsou definovdny analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro 0,
z prstencového okoli Oy je silofunkce testu na hladiné o vyjddrena vzorcem

ba
nr  no? na? [ n
IB(OL,Gl)—l/eXp{elOQM}CXP{M} mdl’

Qo
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Dikaz. Nejprve vyraz pro sflu testu upravime jako v (3.2). Nynf si sta¢{ uvédomit, ze za
podminky 6 = #; ma uvazovana ndhodnd veli¢ina £ = % Z?zl X; normalni rozdéleni se stfedni

hodnotou #; a rozptylem %2 Odpovidajici hustotu ziskdme z lemmatu 3.8.1, jestlize o2 na-

hradime %2 O
3.9 Normalni rozdéleni — i znamé

Lemma 3.9.1. Necht ndhodnd velicina X md normdini rozdéleni s parametry p € R a o > 0,
kde p je zndmé. Oznacme 6 = 55, potom X md exponencidlni hustotu

2027
9 1 s
f(z,0) =exp —0(z — p) _510g(§) , zeR, 6>0.
Dale pro ndhodngj vijbér X1, ..., X, z tohoto rozdéleni je maximdiné vérohodny odhad para-
metru 0 tvaru
A n
0, = — .
2 Z (X; — p)?

i=1

Diikaz. Necht z € R. Upravou vzorce pro hustotu normalniho rozdéleni

exp {W} = exp {W - ;log(%oz)}

202 202

1

a zavedenim substituce 6 = # dostavame pozadovany tvar hustoty. Maximalné vérohodny
odhad 6, je potom dusledkem véty 2.3.3. O

Lemma 3.9.2. Necht n € N a X1,..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, z nich? kazdd md
normdlni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o > 0. Potom ndhodnd velicina
Y = X?+ -+ X2 md rozdéleni uréené hustotou

1

fn(y) = W@/

%7lexp{f%}, y > 0. (3.3)

Drikaz. Dukaz tohoto tvrzeni provedeme matematickou indukei podle n.

Necht n = 1, potom hleddme hustotu ndhodné veliciny ¥ = XZ. K tomu pouzijeme vétu o
transformaci ndhodné veli¢iny, kterou ¢tendf najde v knize [an05]. Po provedeni transformace
zvlast pro X7 > 0 a X; < 0 dostdvame pozadovany tvar f1(y), y > 0.

n

Necht n > 1, potom Y = 3~ X2 4+ X2, je konvoluci dvou nezdvislych ndhodnych veli¢in

i=1

1
se zndmymi hustotami f,, a fi, proto pouzijeme vétu o konvoluci, opét z knihy [an05].

y Yy
1 n_q _Yy—z 1 __z_
o) = [ 2ty =D = Ju-2r et e s -
' 2" T (3)T () 0"+
0 0
Y n_q
1 ¥y n 2
27T (5) 0 (5) 0t J y
zavedenim substituce u = — a pouzitim Beta funkce ziskdavame
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Nyni staéi vyuzit vztahu B(a,b) = % a jsme hotovi. O
Véta 3.9.3. Nechf n € N a necht Xy,..., X, je ndhodny vybér z normdlniho rozdéleni se
stredni hodnotou p a rozptylem 2—19, kde p je zndmé. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi

ndahodné velic¢iny £ s rozdélenim urcenym hustotou (3.3) a plati:

Dy =2n (tr(f) + ;&gini) - log;fo)> L hdet, () = —% (MQI(??(_I I)T)Hog) - 10g2(3§)7

DL" =2n (tl(f) + 110% (n) - 1) , kdeti(¢) = % - Ma

2 Bo 2 2
Do, = 2n (to(f) + %log (fﬂ?) - ;) . kdeto(&) = 45705 + 1og;2§).

Diikaz. Polozime-li £ = >0 | (X;— w)?, plyne rozdélenf této ndhodné veli¢iny pifmo z lemmatu
3.9.2.

Necht 7 € R\ {0,1}, dosazenim x(6) = %log (%), K'(0) = —2—19, 0, = % do vzorce (2.7)
dostavame:

A 1 1 m r s 1—r T
Dr(gn’%)—m—n[21%(7@”(17«)90)‘2“(@")‘ ? m(eo)]‘

_ log(m) 1 n log(m)
-1 o 1) % (25 - ”90) Tar-1)

1 n log(m)  log(fo)
+2(r—1)10g<2§>+ m 2r0 -
_ log (rn —2(1 — 7)6€) log(2§)  log(2§) log(n)  log(fo) _
B 2r(r—1) 2r(r—1) 2(r—1) 2(r—1) o
o (rn =20 = 1)) log(26) | loa(n) _ lox(%)
B 2r(r — 1) 2r 2(r — 1) 2r

Pro r = 1 dosadime do (2.8):

0
28 (n 1 2mé 1 T\
~a () e () 2100 (7)) -

_ 1 0¢ log(m) log(2¢) A log(n) A log(m) _log(fh) _
2 n 2 2 2 2 2
~ 0p¢ log(28) 1 n 1
- 5 Ta3lelg ) 2
Pro r = 0 dosadime do (2.9):
R 1 - 1 T u
D =—— (6o — — —log | — Zlog | — ) =
0(0n, 60) 50, (60 — 6n) 5 108 (90) 5108 (9n

+
1 n 1 T 1 28\
~— (- 3) ~3oe () + 31 (5F) -
)

1 1 log (6,
n og(m) n og(fo n

T2 40 2 2 2 2 2
n log(2¢) 1 Bo 1
= “log (=) - =.
10 T 2 T2\ %) 2
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Disledek 3.9.4. Nechf cg, aq, ba jsou definovdny analogicky jako v sekei 3.1. Potom pro 0y
z prstencového okoli 0y je silofunkce testu na hladiné o vyjddrena vzorcem

ba

/ 2 Lexp{—6z}dz.

Aoy

n
2
1

04,91 =1-
S €

Diikaz. Nejprve vyraz pro silu testu upravime jako v (3.2). Nyni si uvédomme, ze za podminky
0 = 01 mé nadhodn4 veli¢ina & = > ;" | (X;—p)? hustotu danou vzorcem (3.3), kde 6, = O

_1_
202"



Kapitola 4

Aplikace pro Poissonovo
rozdéleni

Vysledky predchozi kapitoly ilustrujeme na konkrétnim piikladu Poissonova rozdéleni.
Uvazujme model, kde X = {0,1,...}, A=2% 6O =R a pro viechna # € O, viechna z € X
je
1
7(2,6) = exp{fr — exp{0})

hustota pravdépodobnosti Poissonova rozdéleni s parametrem e, kterd byla odvozend v lem-
matu 3.1.1. Nechf dale n € Na X1,..., X, je ndhodny vybér z tohoto rozdéleni. Podle stejného
lemmatu je maximélné vérohodny odhad parametru 6 vyjadien vztahem

n_log< ZX)

a proto podle véty 3.1.2 je pro vSechna r € R Rényiho statistika Dnn funkei ndhodné veli¢iny
&= ZZ’ 1 X, ktera mé Poissonovo rozdéleni s parametrem nef.

Necht o = 0.05. Budeme testovat nulovou hypotézu Hy : § = 3 proti oboustranné alterna-
tive Hy : 0 € (—00,3) U (3,00) na hladiné «. Hlavn{ vyhodou Rényiho statistik pro testovani
hypotéz je moznost optimalizovat mezi témito statistikami na zakladé silofunkce, coz ma dobrou
pouzitelnost pravé pro malé rozsahy nahodnych vybéru n. To je v8ak v rozporu s tim, ze pokud
nezname jejich explicitni rozdéleni, musime hledat kriticky obor pomoci asymptotického, coz
zase dava dobré vysleky pouze pro velka n. Diky vété 3.1.2 zname rozdéleni statistik ﬁnn pro
r € R, a proto se zaméfime na srovnani testu pro n € {10, 20, 50}. Pro dand n také provedeme
vybér nejlepsiho testu z mnoziny

{7051177671’765117 1m n}a

kde 7,7, oznacuje test na hladiné o pii daném rozsahu vyberu n a s pouzitim Rényiho statistiky
Dr,n. Kvalitu testu budeme hodnotit podle silofunkce testu 3(c, 81) pro 61 z prstencového okoli
0o = 3.

Jak bylo odvozeno v sekci 3.1, pro urceni kritického oboru potiebujeme najit ¢isla a,, by
tak, ze

P(g € (aa’ba)‘e = 90) Z 1 - Oé, t’r(a‘a) = tT(ba)7

popiipadeé ¢islo b, takové, ze P(€ < b,|0 = 0y) > 1 — . Na rozdil od spojitych rozdéleni, neni u
dikrétnich vétsinou mozné najit kriticky obor W piesné tak, aby P(D,.,, € W|0 =6y) =1 -«
Proto dosazend hladina testu byva obvykle ostie mensi nez pozadované a.

K nalezeni ¢isel aq, by pro jednotlivd r € {—0.5, 0, 0.5, 1, 2} a pro n € {10, 20, 50} jsme
pouzili Program MATHEMATICA. Protoze pracujeme s diskrétnim rozdélenim, nebyla tato

30
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Tabulka 4.1: Meze kritického oboru

n =10 n =20 n = 50

—=0.5 | 175 230 | 364 442 | 944 1068
0] 175 230 | 364 442 | 944 1068
0.5 | 174 229 | 364 442 | 943 1067

1] 174 229 | 363 441 | 943 1067

2| 173 228 | 363 441 | 942 1066

¢isla danymi podminkami uréena jednoznacné. Proto jsme se omezili na urceni celociselnych
mez{ kritického oboru. Témi jsou &isla A,, B, tak, ze A, = [aq]| @ By = |ba |, kde [.] (resp.
| . ]) zna¢i hornf (resp. dolni) celou ¢dst ¢isla. Vysledné meze pro jednotlivé testy jsou shrnuty
v tabulce 4.1.

Jiz zde je patrné, ze pro dané n zfejmé nebudou mezi zvolenymi testy zadné vyrazné rozdily.
To ale muzeme nejlépe poznat z hodnot silofunkce testu pro 6y z prstencového okoli 6y = 3,
kterou spoc¢teme na zikladé dusledku 3.1.4. Vysledky pro

0, € {2.45,2.5,...,2.95} U{3.05, 3.1,..., 3.45}

nalezneme v tabulkdch 4.2, 4.3, 4.4, pricemz tadek odpovidajici 61 = 6y = 3 vyjadiuje
dosazenou hladinu testu.

Tabulka 4.2: Sily testu pro n =10

01 r=-0.5 r=20 r=20.5 r=1 r=2

245 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.5 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
2.55 | 0.99995 0.99995 0.99993 0.99993 0.99991
2.6 0.99951 0.99951 0.99936 0.99936 0.99915
2.65 | 0.99638 0.99638 0.99544 0.99544 0.99428
2.7 0.98048 0.98048 0.97648 0.97648 0.97181
2.75 | 0.92387 0.92387 0.91221 0.91221 0.89923
2.8 0.78496 0.78496 0.76194 0.76194 0.73758
2.85 | 0.55404 0.55404 0.52393 0.52393 0.49362

2.9 0.29888 0.29888 0.27338 0.27338 0.24899
2.95 | 0.11711 0.11711 0.10396 0.10396 0.09217
3 0.04929 0.04929 0.04817 0.04817 0.04818

3.05 | 0.09771 0.09771 0.10839 0.10839 0.12028
3.1 0.28164 0.28164 0.30432 0.30432 0.32784
3.15 | 0.57016 0.57016 0.59582 0.59582 0.62111
3.2 0.82781 0.82781 0.84394 0.84394 0.85906
3.25 | 0.95796 0.95796 0.96344 0.96344 0.96834
3.3 0.99418 0.99418 0.99516 0.99516 0.99599
3.35 | 0.99957 0.99957 0.99966 0.99966 0.99973
3.4 0.99998 0.99998 0.99999 0.99999 0.99999
3.45 | 1. 1. 1. 1. 1.
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Tabulka 4.3: Sily testu pro n =20

01 r=-0.5 r=20 r=20.5 r=1 r=2
245 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.5 1. 1. 1. 1. 1.

255 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.6 1. 1. 1. 1. 1.

2.65 | 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
2.7 0.99989 0.99989 0.99989 0.99987 0.99987
2.75 | 0.99745 0.99745 0.99745 0.99699 0.99699
2.8 0.97030 0.97030 0.97030 0.96652 0.96652
2.85 | 0.83026 0.83026 0.83026 0.81654 0.81654
2.9 0.50388 0.50388 0.50388 0.48296 0.48296
2.95 | 0.17186 0.17186 0.17186 0.15921 0.15921
3. 0.04904 0.04904 0.04904 0.04868 0.04868
3.05 | 0.16453 0.16453 0.16453 0.17634 0.17634
3.1 0.52451 0.52451 0.52451 0.54339 0.54339
3.15 | 0.86934 0.86934 0.86934 0.87909 0.87909
3.2 0.98621 0.98621 0.98621 0.98777 0.98777
3.25 | 0.99952 0.99952 0.99952 0.99959 0.99959
3.3 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
3.35 | 1. 1. 1. 1. 1.

3.4 1. 1. 1. 1. 1.

3.45 | 1. 1. 1. 1. 1.

Tabulka 4.4: Sily testu pro n = 50

01 r=—0.5 r=20 r=0.5 r=1 r=2
2.45 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.5 1. 1. 1. 1. 1.

2.55 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.6 1. 1. 1. 1. 1.

2.65 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.7 1. 1. 1. 1. 1.

2.75 | 1. 1. 1. 1. 1.

2.8 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998
2.85 | 0.99606 0.99606 0.99565 0.99565 0.99521
2.9 0.87543 0.87543 0.86857 0.86857 0.86146
2.95 | 0.35321 0.35321 0.34124 0.34124 0.32942
3. 0.04883 0.04883 0.04859 0.04859 0.04858
3.05 | 0.34620 0.34620 0.35755 0.35755 0.36903
3.1 0.89351 0.89351 0.89899 0.89899 0.90426
3.15 | 0.99822 0.99822 0.99839 0.99839 0.99854
3.2 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
3.25 | 1. 1. 1. 1. 1.

3.3 1. 1. 1. 1. 1.

3.35 | 1. 1. 1. 1. 1.

3.4 1. 1. 1. 1. 1.

3.45 | 1. 1. 1. 1. 1.
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Tyto tabulky potvrzuji, ze mezi zvolenymi testy nelze nalézt stejnomérné nejsilnéjsi test.
Samoziejmé plati, ze ¢im vétsi rozsah vybéru, tim silngjsi testy dostdvdme. Dédle muzeme
pozorovat, jak se méni silofunkce testu pro pevnd 67 z uvazovaného okoli 8. V levém okoli
dochézi s postupnym zvySovanim radu prislusné Rényiho divergence r k poklesu sily testu.
Naproti tomu se v pravém okoli sily testu postupné zvysuji.

Zjistili jsme, ze stejnomérné nejsilngjsi test neexistuje. Pfesto muzeme na zakladé silofunkce
mezi testy vybirat, pouzijeme-li néjakou optimaliza¢ni metodu.
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