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hodný odhad
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are used for testing. In the theoretic part basic definitions and theorems are summarised and
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Motivace

Inspiraćı pro tuto práci byl výzkum v oblasti použit́ı Rényiho statistik při testováńı hypotéz
o parametru rozděleńı (viz výzkumná zpráva [fa06]). Jednou z úloh bylo sestaveńı testovaćıho
algoritmu pro testováńı jednoduché hypotézy v př́ıpadě nezávislých pozorováńı z rozděleńı
exponenciálńıho typu.

Za platnosti nulové hypotézy je známé asymptotické rozděleńı Rényiho statistik, což bylo
také použito pro určeńı kritického oboru testu. Při zjǐst’ováńı śıly testu však bylo nutné provést
simulace z daných rozděleńı a výsledkem byl tedy pouze jej́ı odhad metodou Monte Carlo.
Pokud ale uvažujeme rozděleńı z exponenciálńıch rodin, maj́ı Rényiho divergence jednoduchý
tvar. Proto se nab́ıźı otázka, zda by v tomto př́ıpadě nešlo určit explicitńı rozděleńı Rényiho
statistik a t́ım také přesně spoč́ıtat śıly testu.

1.2 Ćıl práce

Hlavńım ćılem této práce bude proj́ıt vytipovanou skupinu rozděleńı z exponenciálńı rodiny
(Poissonovo, Bernoulliho, binomické, geometrické, negativně-binomické, exponenciálńı, Gam-
ma, normálńı) a u každého určit rozděleńı Rényiho statistik. Jestliže již budeme znát jejich
rozděleńı, neńı problém určit kritický obor testu a naj́ıt vzorce pro výpočet śıly testu.

Abychom mohli úspěšně pracovat s Rényiho statistikami, je třeba vědět v́ıce o chováńı
Rényiho divergenćı, od kterých jsou odvozené. Proto je na začátek práce zahrnuta kapitola
věnovaná základńı teorii Rényiho divergenćı, předevš́ım zaměřená na jejich vlastnosti v expo-
nenciálńıch rodinách. Závěr této kapitoly je věnován nalezeńı maximálně věrohodného odhadu
parametru pro rozděleńı z exponenciálńıch rodin a zjǐstěńı obecného pr̊uběhu Rényiho statistik
v závilosti na maximálně věrohodném odhadu, což je stěžejńı věta pro samotné určováńı jejich
rozděleńı.

V daľśı kapitole se pro jednotlivé př́ıpady rozděleńı z exponenciálńıch rodin zabýváme
vlastńım odvozeńım rozděleńı Rényiho statistik a výpočtem śıly testu. Vzorově jsou prove-
deny všechny výpočty u Poissonova rozděleńı, což je také možné chápat jako předloha pro
daľśı rozděleńı, kde se postupuje zcela analogicky. Z tohoto d̊uvodu již u ostatńıch rozděleńı
postupujeme o něco rychleji.

Závěrečná kapitola je věnována ukázce použit́ı Rényiho statistik pro testováńı jednoduché
hypotézy proti oboustranné alternativě o parametru Poissonova rozděleńı. Pro testováńı dané
hypotézy bylo navrhnuto několik r̊uzných test̊u, které jsme chtěli mezi sebou porovnat. Testy
se lǐsily jak rozsahem náhodného výběru, tak i řádem použité Rényiho divergence. Ve všech
př́ıpadech byl nalezen kritický obor a podle výsledk̊u třet́ı kapitoly spočteny śıly testu pro
parametry z okoĺı testované hodnoty.
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Kapitola 2

Rényiho divergence pro
exponenciálńı rodiny

V této kapitole uvedeme nejprve základńı informace o Rényiho divergenćıch, potom se hlouběji
zaměř́ıme na divergence pro rozděleńı exponenciálńıho typu a jejich použit́ı při testováńı hy-
potéz.

Úmluva. V celém tomto textu bude X označovat metrický prostor a A bude σ-algebra bore-
lovských podmnožin X.

Pokud bude integrace prob́ıhat přes celý prostor X, budeme označeńı prostoru vynechávat,
tj. budeme psát

∫
fdµ mı́sto

∫
X
fdµ.

Dále budeme uvažovat sloupcové vektory a ′ bude značit transpozici.

2.1 Rényiho divergence

Rényiho divergence źıskaly jméno podle svého autora Alfréda Rényiho, který je roku 1961
popsal v článku [re61]. Rényi definoval divergence pro řády r > 0 a odvodil jejich základńı
vlastnosti. Dále se touto problematikou zabývala dvojice matematik̊u Fridrich Liese a Igor
Vajda, kteř́ı shrnuli své závěry v knize [lv87]. Nezabývali se však pouze Rényiho divergencemi,
ale hlavńı př́ınos jejich práce spoč́ıval ve vybudováńı teorie obecných f -divergenćı pro konvexńı
funkci f reálné proměnné. Pro tyto divergence také odvodili řadu jejich d̊uležitých vlastnost́ı,
např. větu o oboru hodnot, větu o symetrii, větu o monotonii, větu o izomorfismu a daľśı.
Samotné Rényiho divergence zde byly definovány jako speciálńı př́ıpad f -divergenćı, což mělo
dva hlavńı d̊usledky. Jednak došlo k jejich určitému zobecněńı, a proto bylo možné je rozš́ı̌rit
na všechny reálné řády r ∈ R. Dále mnoho jejich vlastnost́ı vyplynulo z vět již dokázaných pro
f -divergence.

Protože úkolem této práce nebude studium obecných f -divergenćı, definujeme Rényiho
divergence ekvivalentně, ale bez využit́ı předchoźı teorie f -divergenćı. Pro ucelenost textu také
dokážeme př́ımo některé jejich zaj́ımavé a d̊uležité vlastnosti.

Definice 2.1.1. Necht’ P, P0 jsou navzájem ekvivalentńı pravděpodobnostńı mı́ry na (X,A),
které jsou absolutně spojité vzhledem k nějaké σ-konečné mı́̌re µ na (X,A). Označme

f =
dP
dµ

, f0 =
dP0

dµ

jejich Radon-Nikodýmovy derivace podle mı́ry µ. Necht’ r ∈ R. Definujeme zobecněné Rényiho
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2. Rényiho divergence pro exponenciálńı rodiny 7

divergence řádu r předpisem:

Dr(P, P0) =
1

r(r − 1)
log
∫
M

frf1−r
0 dµ, r ∈ R r {0, 1}, (2.1)

D1(P, P0) =
∫
M

f log
f

f0
dµ, (2.2)

D0(P, P0) = D1(P0, P ), (2.3)

přičemž integrace prob́ıhá množinu M = {x ∈ X; f(x)f0(x) > 0}.

Poznámka 2.1.2. Obecně je možné definovat Rényiho divergence i pro pravděpodobnostńı
mı́ry, které nejsou navzájem ekvivalentńı. Jedná se o rozš́ı̌reńı sṕı̌se technického rázu, protože
ve většině př́ıpad̊u neekvivalentńıch měr Rényiho divergence stejně vycházej́ı ∞. Zájemce o
tuto problematiku odkazujeme na knihu [lv87].

Úmluva. Dále bude P a P0 vždy označovat pravděpodobnostńı mı́ry splňuj́ıćı předpoklady
definice 2.1.1.

Snadným d̊usledkem definice 2.1.1 je kř́ıžová symetrie Rényiho divergenćı, kterou ukazuje
následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.1.3. Necht’ pro r ∈ R jsou Dr(P, P0) definovány vzorci (2.1), (2.2), (2.3). Potom
pro všechna r ∈ R plat́ı

Dr(P, P0) = D1−r(P0, P ).

Důsledek 2.1.4. Jediná Rényiho divergence, která je symetrická v pravém slova smyslu je
divergence řádu r = 1

2 .

Poznámka 2.1.5. Rényiho divergence řádu r = 1
2 je také známá pod názvem Bhattacha-

ryyova vzdálenost a můžeme se o ńı v́ıce doč́ıst v článku [bh46]. Daľśımi známými představiteli
tř́ıdy Rényiho divergenćı jsou tzv. Kullbackova a převrácená Kullbackova vzdálenost, které
odpov́ıdaj́ı D1(P, P0) a D0(P, P0). Informace o nich nalezneme v [kl51].

Věta 2.1.6. Necht’ r ∈ R a necht’ Rényiho divergence jsou definovány vzorci (2.1), (2.2), (2.3).
Označ́ıme-li

α = inf{r ∈ R;
∫
M

frf1−r
0 dµ <∞}, β = sup{r ∈ R;

∫
M

frf1−r
0 dµ <∞},

potom Dr(P, P0) jakožto funkce proměnné r jsou spojité na intervalu [α, β].

D̊ukaz. Protože pro všechna r ∈ (0, 1) jsou 1
r a 1

1−r sdružené exponenty, tj. plat́ı 1
1
r

+ 1
1

1−r
= 1,

můžeme použ́ıt Hőlderovu nerovnost:

0 ≤
∫
M

frf1−r
0 dµ ≤

(∫
M

fdµ
)r (∫

M

f0dµ
)1−r

≤ 1. (2.4)

Z toho plyne, že α ≤ 0 a β ≥ 1 a s ohledem na definici 2.1.1 a symetrii Rényiho divergenćı
dokázanou v lemmatu 2.1.3 stač́ı ukázat spojitost Dr(P, P0) v bodě r = 1, tedy ověřit platnost
limity

lim
r→1

Dr(P, P0) = D1(P, P0).

Podle (2.1) je levá strana tohoto výrazu rovna

lim
r→1

log
∫
M
frf1−r

0 dµ
r(r − 1)

,
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což je limita typu 0
0 . Aplikaćı l’Hospitalova pravidla, tj. derivaćı čitatele i jmenovatele podle r,

źıskáme výraz

lim
r→1

1∫
M
frf1−r

0 dµ

∂
∂r

∫
M
frf1−r

0 dµ
2r − 1

.

Necht’ P(1, ε) znač́ı prstencové okoĺı bodu 1 o poloměru ε. Aby bylo možné provést záměnu
derivce a integrálu, je třeba podle Lebesgueovy věty naj́ıt pro nějaké ε > 0 a pro všechna
r ∈ P(1, ε) integrovatelnou majorantu funkćı frf1−r

0 .

(i) Necht’ β = 1, potom hledáme majorantu pouze pro r ∈ (0, 1). Protože funkce log je
konkávńı, máme pro všechna x, y > 0:

r log(x) + (1− r) log(y) ≤ log
(
rx+ (1− r)y

)
log
(
xry1−r) ≤ log

(
rx+ (1− r)y

)
xry1−r ≤ rx+ (1− r)y
xry1−r ≤ x+ y

Proto za majorantu zvoĺıme funkci f + f0.

(ii) Necht’ β > 1. Necht’ ε ∈ (0, 1) tak, že 1 + ε < β. Potom existuj́ı konstanty a, b > 0 tak,
že pro všechna r ∈ P(1, ε) a všechna x > 0 plat́ı xr ≤ a+ bx1+ε. V tomto př́ıpadě proto

bude majorantou funkce
(
a+ b

(
f
f0

)1+ε
)
f0.

Nyńı pro oba př́ıpady společně zaměńıme derivaci a integrál a výraz dále uprav́ıme. Pozname-
nejme, že pro př́ıpad β = 1 poč́ıtáme pouze limitu zleva.

lim
r→1

∫
M
fr log(f)f1−r

0 dµ−
∫
M
frf1−r

0 log(f0)dµ
(2r − 1)

∫
M
frf1−r

0 dµ
= lim
r→1

∫
M
frf1−r

0 log
(
f
f0

)
dµ

(2r − 1)
∫
M
frf1−r

0 dµ
.

Provedeńım limity na pravé straně rovnosti źıskáváme vzorec (2.2) a tvrzeńı je dokázáno.

Věta 2.1.7. Necht’ r ∈ R a necht’ Rényiho divergence jsou definovány vzorci (2.1), (2.2), (2.3).
Potom pro všechna r ∈ R plat́ı

0 ≤ Dr(P, P0).

Rovnosti je dosaženo, jestlǐze P = P0.

D̊ukaz. Necht’ r ∈ (0, 1). Potom 1
r(r−1) < 0 a vzhledem k nerovnosti (2.4) je i

log
∫
M

frf1−r
0 dµ ≤ 0,

což dává tvrzeńı věty.
Necht’ r > 1. Potom 1

r(r−1) > 0 a zbývá ukázat, že log
∫
M
frf1−r

0 dµ ≥ 0, neboli∫
M

frf1−r
0 dµ ≥ 1.

Necht’ s > 1 je sdružený argument k r. Opět využijeme Hőlderovu nerovnost, tentokrát na
prostoru s mı́rou f0 dµ:

1 =
∫
M

f dµ =
∫
M

f

f0
f0 dµ ≤

(∫
M

(
f

f0

)r
f0 dµ

) 1
r
(∫

M

f0 dµ
) 1
s

.

Necht’ r < 0. Potom 1− r > 1 a tvrzeńı plyne z předchoźı části d̊ukazu a lemmatu 2.1.3.
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Protože D1(P, P0) = limr→1Dr(P, P0) a D0(P, P0) = limr→0Dr(P, P0) podle věty 2.1.6,
máme požadovanou nerovnost i pro r = 1 a r = 0.

Jestliže P = P0, potom f(x) = f0(x) pro všechna x ∈ X a dosazeńım do (2.1), (2.2), (2.3)
snadno ověř́ıme nulovost divergenćı.

Pro úplnou představu o oboru hodnot Rényiho divergenćı uvedeme bez d̊ukazu následuj́ıćı
větu, která je jedńım z d̊usledk̊u již zmiňované věty o oboru hodnot obecných f -divergenćı z
knihy [lv87].

Věta 2.1.8. Necht’ r ∈ R a necht’ Rényiho divergence jsou definovány vzorci (2.1), (2.2), (2.3).
Potom plat́ı:

(i) Pro všechna r ∈ R je Dr(P, P0) ∈ [0,∞), přičemž všech hodnot z tohoto intervalu se
nabývá.

(ii) Pro všechna r ∈ R je Dr(P, P0) = 0, právě když P = P0.

2.2 Rozděleńı exponenciálńıho typu

Mnoho ve statistice nejčastěji použ́ıvaných rozděleńı patř́ı do tzv. exponenciálńı rodiny, poprvé
představené v [fi34]. Z diskrétńıch jsou to např.: Bernoulliho, binomické, Poissonovo a ne-
gativně-binomické. Ze spojitých např.: exponenciálńı, normálńı, Gamma, Beta, Weibullovo,
Reyleighovo, Paretovo, χ2 nebo Dirichletovo.

Definice 2.2.1. Necht’ {Pθ ; θ ∈ Θ} je systém pravděpodobnostńıch měr na (X,A) indexo-
vaných parametrem θ ∈ Θ ⊂ Rd, d ∈ N. Necht’ existuje σ-konečná mı́ra µ na (X,A) tak, že
pro všechna θ ∈ Θ je Pθ absolutně spojitá vzhledem k µ. Označme f(x, θ) = dPθ

dµ Radon-
Nikodýmovu derivaci mı́ry Pθ podle µ. Řekneme, že {Pθ ; θ ∈ Θ} je přirozená exponenciálńı
rodina, jestliže existuje měřitelné zobrazeńı T : X→ Rd a funkce κ : Θ→ R tak, že

f(x, θ) = exp{θ′T (x)− κ(θ)}, kde x ∈ X, θ ∈ Θ = {θ ∈ Rd;
∫

exp{θ′T (x)}dµ(x) <∞}.

(2.5)

Úmluva. V tomto textu budeme uvažovat pouze přirozené exponenciálńı rodiny, proto budeme
slovo přirozené vynechávat.

Vlastnosti exponenciálńıch rodin jsou popsány např. v knize [br86], proto zde zopakujeme
pouze ty nejd̊uležitěǰśı.

Lemma 2.2.2. Za předpoklad̊u definice 2.2.1 a při označeńı c(θ) =
∫

exp{θ′T (x)}dµ(x) plat́ı:

(i) Θ = {θ ∈ Rd ; c(θ) <∞} je konvexńı množina,

(ii) κ(θ) = log c(θ) ∀θ ∈ Θ,

(iii) κ je konvexńı funkce.

D̊ukaz. (i) Necht’ a ∈ (0, 1), potom 1
a a 1

1−a jsou sdružené exponenty. Necht’ θ1, θ2 ∈ Θ,
potom podle Hőlderovy nerovnosti dostáváme:∫

exp{
(
aθ1 + (1− a)θ2

)′
T (x)}dµ(x)

=
∫

exp{aθ′1T (x)} exp{(1− a)θ′2T (x)}dµ(x)

≤
(∫

exp{θ′1T (x)}dµ(x)
)a (∫

exp{θ′2T (x)}dµ(x)
)1−a

(2.6)

tedy c
(
aθ1 + (1− a)θ2

)
≤ c(θ1)ac(θ2)1−a <∞ a Θ je konvexńı množina.
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(ii) Podle definice 2.2.1 je f(x, θ) = exp{θ′T (x)− κ(θ)}, a proto

exp{κ(θ)}f(x, θ) = exp{θ′T (x)}.

Nyńı obě strany rovnosti vyintegrujeme přes X:

exp{κ(θ)} =
∫

exp{θ′T (x)}dµ(x) = c(θ),

odkud plyne požadovaný vztah.

(iii) Přepisem nerovnosti (2.6) źıskáváme:

c
(
aθ1 + (1− a)θ2

)
≤ (c(θ1))a (c(θ2))1−a

.

Aplikujeme-li na obě strany nerovnosti funkci log dostaneme, že κ = log c je konvexńı
funkce na Θ.

Rozděleńı z exponenciálńı rodiny maj́ı mnohé velmi př́ıjemné matematické vlastnosti a jak
bylo ukázáno v [lv87], i v př́ıpadě Rényiho divergenćı docháźı ke značnému zjednodušeńı.

Věta 2.2.3. Necht’ θ1, θ2 ∈ Θ. Potom Rényiho divergence měr Pθ1 , Pθ2 z exponenciálńı rodiny
s hustotou danou předpisem (2.5) lze vyjádřit:

Dr(Pθ1 , Pθ2) =


1

r(r−1)

[
κ
(
rθ1 + (1− r)θ2

)
− rκ(θ1)− (1− r)κ(θ2)

]
je-li rθ1 + (1− r)θ2 ∈ Θ,

∞ jinak,
(2.7)

D1(Pθ1 , Pθ2) = κ′(θ1)(θ1 − θ2)− κ(θ1) + κ(θ2), (2.8)
D0(Pθ1 , Pθ2) = κ′(θ2)(θ2 − θ1)− κ(θ2) + κ(θ1). (2.9)

D̊ukaz. Podle výsledk̊u předchoźıho lemmatu je κ(θ) = log c(θ), proto vzorec (2.5) můžeme
ekvivalentně zapsat jako f(x, θ) = 1

c(θ) exp{θ′T (x)}.
Necht’ r ∈ R r {0, 1}, potom dosazeńım do (2.1) dostáváme:

Dr(Pθ1 , Pθ2) =
1

r(r − 1)
log
[

1
c(θ1)rc(θ2)1−r

∫
exp{rθ′0T (x) + (1− r)θ′1T (x)}dµ(x)

]
=

Pokud rθ1 + (1− r)θ2 6∈ Θ, pak integrál na pravé straně rovnosti má hodnotu ∞, jinak

=
1

r(r − 1)
log

[
c
(
rθ1 + (1− r)θ2

)
c(θ1)rc(θ2)1−r

]
=

=
1

r(r − 1)
[
κ
(
rθ1 + (1− r)θ2

)
− rκ(θ1)− (1− r)κ(θ2)

]
.

Pro r = 1 použijeme (2.2):

D1(Pθ1 , Pθ2) =
∫

exp{θ′1T (x)}
c(θ1)

log

[
1

c(θ1) exp{θ′1T (x)}
1

c(θ2) exp{θ′2T (x)}

]
dµ(x) =

=
1

c(θ1)

∫
exp{θ′1T (x)} [κ(θ2)− κ(θ1) + θ′1T (x)− θ′2T (x)] dµ(x) =

= κ(θ2)− κ(θ1) +
1

c(θ1)

∫
exp{θ′1T (x)}(θ1 − θ2)′T (x)dµ(x) =

= κ(θ2)− κ(θ1) +
c′(θ1)
c(θ1)

(θ1 − θ2) =

= κ(θ2)− κ(θ1) + κ′(θ1)(θ1 − θ2).

Rovnost pro D0(Pθ1 , Pθ2) snadno plyne z definice (2.3) a z předchoźı části d̊ukazu.
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Úmluva. Pro zjednodušeńı daľśıho textu budeme Rényiho divergence značit Dr(θ1, θ2) mı́sto
Dr(Pθ1 , Pθ2).

2.3 Úloha testováńı hypotéz

Necht’ n ∈ N. Jestliže X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı exponenciálńıho typu určeného
hustotou (2.5), můžeme s výhodou použ́ıt Rényiho divergence pro testováńı jednoduché hy-
potézy H0 : θ = θ0 proti oboustranné alternativě H1 : θ 6= θ0. Nejprve najdeme na základě
dat maximálně věrohodný odhad θ̂n parametru θ a sestav́ıme testovou statistiku

D̃r,n = 2nDr

(
θ̂n, θ0

)
, r ∈ R.

Pro určeńı kritického oboru je stěžejńı následuj́ıćı věta, která byla v obecněǰśım tvaru formu-
lovaná a dokázaná v [mpv97]. Zde uvedeme bez d̊ukazu pouze jej́ı speciálńı př́ıpad.

Věta 2.3.1. Necht’ {Pθ ; θ ∈ Θ} je přirozená exponenciálńı rodina s hustotami {fθ ; θ ∈ Θ},
kde Θ ⊂ Rd je otevřená množina, minimálńı ve smyslu [br86]. Potom za předpokladu platnosti
nulové hypotézy H0 : θ = θ0 Rényiho statistika

D̃r,n = 2nDr

(
θ̂n, θ0

)
konverguje pro n→∞ v distribuci k náhodné veličině, která má rozděleńı χ2 s d stupni volnosti.

Dı́ky této větě známe asymptotické rozděleńı Rényiho statistik, a proto k nalezeńı kritického
oboru testu na hladině α můžeme použ́ıt (1− α)-kvantil rozděleńı χ2

d.
Jak je ukázáno ve větě 2.2.3, Rényiho divergence pro rozděleńı exponenciálńıho typu maj́ı

mnohem jednodušš́ı tvar. Proto je možné určit explicitńı rozděleńı Rényiho statistik a t́ım také
přesně naj́ıt kritický obor.

Rényiho statistika D̃r,n je funkćı maximálně věrohodného odhadu θ̂n, což je náhodná
veličina závislá na parametru θ. Aby bylo v̊ubec možné určit jej́ı rozděleńı, potřebujeme znát
rozděleńı θ̂n.

Daľśı věta ukazuje, jak vypadá maximálně věrohodný odhad θ̂n pro exponenciálńı rodiny s
jednorozměrným parametrem θ.

Poznámka 2.3.2. Maximálně věrohodný odhad nemuśı vždy existovat. V knize [br86] nalez-
neme nutnou a postačuj́ıćı podmı́nka pro jeho existenci skoro jistě. Nutno však dodat, že tato
podmı́nka nemuśı být splněna ani v řadě běžných rozděleńıch exponenciálńıho typu. V lite-
ratuře se tyto problémy řeš́ı několika zp̊usoby, které ale nemohou být diskutovány v této práci,
proto zájemce odkázujeme na př́ıslušnou literaturu. My se zde omeźıme pouze na př́ıpady, kdy
maximálně věrohodný odhad existuje, i když to již nebudeme dále explicitně zmiňovat.

Věta 2.3.3. Necht’ d = 1 a necht’ Θ, T a κ jsou definovány jako v 2.2.1. Necht’ dále n ∈ N
a X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı exponenciálńıho typu s hustotou určenou vzorcem
(2.5). Potom maximálně věrohodný odhad parametru θ je

θ̂n = (κ′)−1

(
1
n

n∑
i=1

T (Xi)

)
.

D̊ukaz. Protože náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé, plat́ı pro jejich sdruženou hustotu

f(x1, . . . , xn, θ) =
n∏
i=1

f(xi, θ) =
n∏
i=1

exp{θT (xi)− κ(θ)} = exp

{
θ

n∑
i=1

T (xi)− nκ(θ)

}
.

Nyńı přejdeme k ekvivalentńı úloze maximalizovat funkci L(θ) = log f(x1, . . . , xn, θ), kterou
nazýváme logaritmická věrohodnostńı funkce. Maximálně věrohodný odhad nalezneme jako
argument maxima této funkce, tj. θ̂n = argmaxθ∈Θ log f(x1, . . . , xn, θ).
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Z článku [mpv97] se dozv́ıme, že pro všechna θ ∈ Θ je funkce κ nekonečně diferencovatelná
a můžeme proto hledat maximum pomoćı derivace funkce L(θ):

d
dθ
L(θ) =

d
dθ

[
θ

n∑
i=1

T (xi)− nκ(θ)

]
=

n∑
i=1

T (xi)− nκ′(θ).

Polož́ıme-li posledńı výraz roven 0, dostaneme

κ′(θ) =
1
n

n∑
i=1

T (xi). (2.10)

Stejný článek [mpv97] nám také ř́ıká, že (κ′)−1 existuje na Θ a že rovnice (2.10) má jediné
řešeńı, kterým je hledané maximum.

Dı́ky této větě můžeme ř́ıci, že se stač́ı zabývat pouze rozděleńım náhodné veličiny

ξ =
n∑
i=1

T (Xi).

U jednodušš́ıch rozděleńı se většinou jedná o náhodnou veličinu tvaru
∑n
i=1Xi, jej́ıž rozděleńı

je známé.
Necht’ tedy ξ =

∑n
i=1 T (Xi) je náhodná veličina se známým rozděleńım. Dále nás pro

určeńı kritického oboru bude zaj́ımat, jaký je obecný pr̊uběh Rényiho statistik jakožto funkćı
proměnné ξ. Nejprve si však uvědomme, jaký je jejich pr̊uběh v závislosti na proměnné θ̂n.

Věta 2.3.4. Necht’ d = 1 a necht’ Θ, T a κ jsou definovány jako v 2.2.1. Necht’ dále n ∈ N
a X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı exponenciálńıho typu s hustotou (2.5). Potom pro
všechna r ∈ R je Rényiho statistika D̃r,n funkćı proměnné θ̂n, která je nerostoućı pro θ̂n ≤ θ0,
neklesaj́ıćı pro θ̂n ≥ θ0 a v bodě θ̂n = θ0 nabývá svého globálńıho minima.

D̊ukaz. Protože D̃r,n = 2nDr

(
θ̂n, θ0

)
, plyne z věty 2.1.8, že pro všechna r ∈ R je oborem

hodnot Rényiho statistik interval [0,∞]. Ze stejné věty také vyplývá, že D̃r,n = 0, právě když
θ̂n = θ0, tud́ıž tento bod je globálńım minimem.

Zbývá vyšetřit monotonii D̃r,n, což je ekvivalentńı monotonii Dr

(
. , θ0

)
. Již bylo řečeno v

d̊ukazu věty 2.3.3, že funkce κ je nekonečně diferencovatelná. Dále podle lemmatu 2.2.2 je κ
konvexńı, tedy κ′ je neklesaj́ıćı.

Necht’ r ∈ Rr{0, 1} a necht’ rθ̂n+(1−r)θ0 ∈ Θ. Podle vzorce (2.7) má Rényiho divergence
řádu r pro θ̂n a θ0 tvar:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
κ
(
rθ̂n + (1− r)θ0

)
− rκ(θ̂n)− (1− r)κ(θ0)

]
.

Zderivujme tento výraz podle θ̂n:

D′r
(
θ̂n, θ0

)
=

1
r − 1

[
κ′
(
rθ̂n + (1− r)θ0

)
− κ′(θ̂n)

]
.

(i) Necht’ r > 1, potom 1
r−1 > 0 a postupnými úpravami źıskáme

κ′
(
rθ̂n + (1− r)θ0

)
− κ′(θ̂n) ≥ 0

κ′
(
rθ̂n + (1− r)θ0

)
≥ κ′(θ̂n)

rθ̂n + (1− r)θ0 ≥ θ̂n

(1− r)θ0 ≥ (1− r)θ̂n
θ0 ≤ θ̂n.



2. Rényiho divergence pro exponenciálńı rodiny 13

Proto Dr

(
θ̂n, θ0

)
je neklesaj́ıćı funkćı pro θ̂n ≥ θ0. Pokud bychom v předchoźım výpočtu

obrátili prvńı nerovnost, dojdeme stejnými úpravami k požadované monotonii funkce
Dr

(
θ̂n, θ0

)
pro θ̂n ≤ θ0.

(ii) Necht’ r < 1, potom 1
r−1 < 0 a obdobnými úpravami jako v d̊ukazu (i) vyjde dokazované

tvrzeńı.

Necht’ r = 1, potom D1

(
θ̂n, θ0

)
= κ′(θ̂n)

(
θ̂n − θ0

)
+ κ(θ0)− κ(θ̂n) a derivace je

D′1
(
θ̂n, θ0

)
= κ′(θ̂n)

(
θ̂n − θ0

)
+ κ′(θ̂n)− κ′(θ̂n) = κ′(θ̂n)

(
θ̂n − θ0

)
.

Protože výraz na pravé straně je nezáporný, právě když θ̂n ≥ θ0, je D1

(
θ̂n, θ0

)
neklesaj́ıćı

právě pro tato θ̂n a nerostoućı pro θ̂n ≤ θ0.
Necht’ r = 0, potom D0

(
θ̂n, θ0

)
= κ′(θ0)

(
θ0 − θ̂n

)
+ κ(θ̂n)− κ(θ0) a derivace je

D′0
(
θ̂n, θ0

)
= −κ′(θ0) + κ′(θ̂n),

což je nezáporné, právě když θ̂n ≥ θ0, tedy i Rényiho divergence řádu r = 0 je neklesaj́ıćı pro
θ̂n ≥ θ0 a nerostoućı pro ostatńı θ̂n.

Důsledek 2.3.5. Necht’ d = 1, n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z rozděleńı ex-
ponenciálńıho typu s hustotou (2.5). Potom pro všechna r ∈ R je Rényiho statistika D̃r,n

funkćı proměnné ξ, která je nerostoućı pro ξ ≤ nκ′(θ0), neklesaj́ıćı pro ξ ≥ nκ′(θ0) a v bodě
ξ = nκ′(θ0) nabývá svého globálńıho minima.

D̊ukaz. Podle věty 2.3.3 plat́ı rovnost θ̂n = (κ′)−1
(

1
nξ
)
, kde κ′ je neklesaj́ıćı funkćı. Proto i

(κ′)−1 je neklesaj́ıćı a θ̂n je neklesaj́ıćı funkćı proměnné ξ. Budeme-li nyńı chápat D̃r,n jako
funkci složenou, je monotonie z minulé věty zachována. Zbývá určit bod globálńıho minima,
který źıskáme snadnou úpravou výrazu (κ′)−1

(
1
nξ
)

= θ0.



Kapitola 3

Rozděleńı Rényiho statistik

Pro vybrané exponenciálńı rodiny odvod́ıme v této kapitole rozděleńı Rényiho statistik a naj-
deme vzorce pro výpočet śıly testu. Vyb́ırali jsme pouze takové rodiny, u kterých známe
rozděleńı statistiky ξ definované výše. U Poissonova rozděleńı provedeme podrobný výpočet
se všemi zd̊uvodněńımi, u ostatńıch rozděleńı jsou úvahy zcela analogické, proto již budeme
postupovat rychleji.

3.1 Poissonovo rozděleńı

Lemma 3.1.1. Necht’ náhodná veličina X má Poissonovo rozděleńı s parametrem λ > 0.
Označ́ıme-li θ = log λ, potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp{θx− exp{θ}}, x = 0, 1, . . . , θ ∈ R (3.1)

vzhledem k aritmetické mı́ře přenásobené elementem 1
x! .

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n = log

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ {0, 1, . . . }, uprav́ıme vzorec pro hustotu Poissonova rozděleńı

f(x, λ) = exp{−λ}λ
x

x!
= exp{x log λ− λ} 1

x!

a zavedeńım substituce θ = log λ dostáváme požadovaný tvar hustoty. T́ım jsme odvodili, že
κ(θ) = exp{θ} a věta 2.3.3 dává maximálně věrohodný odhad θ̂n.

Dále již budeme uvažovat Poissonovo rozděleńı s hustotou v exponenciálńım tvaru a para-
metrem eθ odpov́ıdaj́ıćım parametru λ.

Věta 3.1.2. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s
parametrem eθ. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny ξ s Poissonovým
rozděleńım s parametrem neθ a plat́ı:

D̃r,n = 2n
(
tr(ξ) +

eθ0

r

)
, kde tr(ξ) =

e(1−r)θ0

r(r − 1)

(
ξ

n

)r
− ξ

n(r − 1)
,

D̃1,n = 2n
(
t1(ξ) + eθ0

)
, kde t1(ξ) =

ξ

n

(
log
(
ξ

n

)
− θ0 − 1

)
,

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ) + eθ0(θ0 − 1)

)
, kde t0(ξ) =

ξ

n
− eθ0 log

(
ξ

n

)
.

14
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D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Poissonova rozděleńı s parametrem eθ, má
náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi Poissonovo rozděleńı s parametrem neθ.

Necht’ r ∈ Rr{0, 1}, dosazeńım κ(θ) = eθ, κ′(θ) = eθ, θ̂n = log
(
ξ
n

)
do vzorce (2.7) dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
erθ̂n+(1−r)θ0 − reθ̂n − (1− r)eθ0

]
=

=
e(1−r)θ0

r(r − 1)

(
ξ

n

)r
− ξ

n(r − 1)
+

eθ0

r
.

Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1

(
θ̂n, θ0

)
= eθ̂n

(
θ̂n − θ0

)
− eθ̂n + eθ0 =

ξ

n

(
log
(
ξ

n

)
− θ0

)
− ξ

n
+ eθ0 =

=
ξ

n

(
log
(
ξ

n

)
− θ0 − 1

)
+ eθ0 .

Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0

(
θ̂n, θ0

)
= eθ0

(
θ0 − θ̂n

)
− eθ0 + eθ̂n =

ξ

n
− eθ0 log

(
ξ

n

)
+ eθ0(θ0 − 1).

Nyńı stač́ı uvážit, že D̃r,n = 2nDr

(
θ̂n, θ0

)
, r ∈ R.

Protože ξ =
∑n
i=1Xi má Poissonovo rozděleńı, může nabývat všech hodnot z množiny N0.

Pod́ıvejme se na chováńı Rényiho statistik v krajńıch bodech tohoto definičńıho oboru. K tomu
stač́ı vyšetřit chováńı transformaćı tr, r ∈ R.

Pozorováńı 3.1.3. Necht’ tr, r ∈ R jsou definovány jako ve větě 3.1.2. Potom pro všechna
r ∈ R je

lim
ξ→∞

tr(ξ) =∞.

Dále plat́ı
lim
ξ→0+

tr(ξ) = 0 pro r ∈ R r {0}, lim
ξ→0+

t0(ξ) =∞.

Podle věty 2.1.8 je D̃r,n = 2nDr

(
θ̂n, θ0

)
= 0, právě když θ̂n = θ0. Uváž́ıme-li nav́ıc pr̊uběh

Rényiho statistiky v závislosti na θ̂n, je zřejmé, že pro “malé” hodnoty D̃r,n nebudeme hypotézu
H0 zamı́tat.

Pro danou hladinu testu α tedy hledáme cα > 0 tak, aby P (D̃r,n ≤ cα|θ = θ0) ≥ 1 − α,
č́ımž máme určený kritický obor W = {D̃r,n > cα}. Kdybychom použili fakt, že za platnosti
nulové hypotézy má D̃r,n asymptoticky χ2

1 rozděleńı, zvoĺıme cα = (χ2
1)−1(1 − α). My však

v́ıme, že D̃r,n je také funkćı náhodné veličiny ξ s Poissonovým rozděleńım s parametrem neθ0 .
Proto můžeme ekvivalentně určit kritický obor pomoćı č́ısel aα, bα takových, že

0 ≤ aα < neθ0 < bα <∞,

P
(
ξ ∈ (aα, bα)|θ = θ0

)
≥ 1− α, tr(aα) = tr(bα).

Jak jsme ale viděli v předcházej́ıćım lemmatu, nemuśı být funkce tr v pravém okoĺı 0 vždy
neomezená, a proto takováto aα, bα obecně nemuśı existovat. Pokud tomu tak nebude, polož́ıme
aα = 0 a budeme hledat pouze bα > neθ0 tak, aby

P
(
ξ < bα|θ = θ0

)
≥ 1− α.
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Důsledek 3.1.4. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány jako výše. Potom pro θ1 z prstencového
okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
∑

aα<k<bα
k∈N0

exp{−neθ1} (neθ1)x

x!
.

D̊ukaz. Úpravou výrazu pro śılu testu źıskáme:

β(α, θ1) = P
(
D̃r,n > cα|θ = θ1

)
= P

(
tr(ξ) > tr(bα)|θ = θ1

)
= P

(
ξ 6∈ (aα, bα)|θ = θ1

)
= 1− P

(
ξ ∈ (aα, bα)|θ = θ1

)
.

(3.2)

Nyńı si stač́ı uvědomit, že za podmı́nky θ = θ1 má náhodná veličina ξ =
∑n
i=1Xi Poissonovo

rozděleńı s parametrem neθ1 .

Poznámka 3.1.5. Připomeňme ještě, že pokud bychom neznali explicitńı rozděleńı D̃r,n,
můžeme sice určit kritický obor pomoćı asymtotického chováńı statistik za podmı́nky θ = θ0,
ale už nemáme žádnou znalost pravděpodobnosti P (D̃r,n > cα|θ = θ1) pro θ1 6= θ0, která
určuje śılu testu. V těchto př́ıpadech se obvykle śıla testu odhaduje metodou Monte Carlo.

3.2 Bernoulliho rozděleńı

Lemma 3.2.1. Necht’ náhodná veličina X má Bernoulliho rozděleńı s parametrem p ∈ (0, 1).
Označme θ = log

(
p

1−p

)
, potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp{θx− log(1 + eθ)}, x = 0, 1, θ ∈ R.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n = log


n∑
i=1

Xi

n−
n∑
i=1

Xi

 .

D̊ukaz. Necht’ x ∈ {0, 1}. Úpravou vzorce pro hustotu Bernoulliho rozděleńı

f(x, p) = px(1− p)1−x = exp
{
x log

(
p

1− p

)
+ log(1− p)

}
a zavedeńım substituce θ = log

(
p

1−p

)
dostáváme požadovaný exponenciálńı tvar hustoty.

Odvodili jsme, že κ(θ) = log(1 + eθ) a věta 2.3.3 dává maximálně věrohodný odhad θ̂n.

V daľśım textu budeme uvažovat Bernoulliho rozděleńı s parametrem eθ

1+eθ
, který odpov́ıdá

klasickému parametru p.

Věta 3.2.2. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Bernoulliho rozděleńı s
parametrem eθ

1+eθ
. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny ξ s binomickým

rozděleńım s parametry n, eθ

1+eθ
a plat́ı:

D̃r,n = 2n

(
tr(ξ)−

log(n)
r − 1

+
log
(
1 + eθ0

)
r

)
, kde tr(ξ) =

log
(
(n− ξ)r + ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

,

D̃1,n = 2n(t1(ξ) + log
(
1 + eθ0

)
), kde t1(ξ) =

ξ

n

(
log
(

ξ

n− ξ

)
− θ0

)
− log

(
n

n− ξ

)
,

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ) + log

(
n

1 + eθ0

)
+

θ0eθ0

1 + eθ0

)
, kde t0(ξ) = − log(n− ξ) + eθ0 log(ξ)

1 + eθ0
.
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D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Bernoulliova rozděleńı s parametrem eθ

1+eθ
, má

náhodná veličina ξ =
∑n
i=1Xi binomické rozděleńı s parametry n, eθ

1+eθ
.

Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = log(1 + eθ), κ′(θ) = eθ

1+eθ
, θ̂n = log

(
ξ

n−ξ

)
do vzorce

(2.7) dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
log
(

1 + erθ̂n+(1−r)θ0
)
− r log(1 + eθ̂n)− (1− r) log

(
1 + eθ0

)]
=

=
1

r(r − 1)
log
(

1 +
(

ξ

n− ξ

)r
e(1−r)θ0

)
− 1
r − 1

log
(

1 +
ξ

n− ξ

)
+

+
log
(
1 + eθ0

)
r

=

=
1

r(r − 1)
log
(

(n− ξ)r + ξre(1−r)θ0
)
− log(n− ξ)

r − 1
− log(n)

r − 1
+

+
log(n− ξ)
r − 1

+
log
(
1 + eθ0

)
r

=

=
1

r(r − 1)
log
(

(n− ξ)r + ξre(1−r)θ0
)
− log(n)

r − 1
+

log
(
1 + eθ0

)
r

.

Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1(θ̂n, θ) =
eθ̂n

1 + eθ̂n
(
θ̂n − θ0

)
− log(1 + eθ̂n) + log

(
1 + eθ0

)
=

=
ξ

n−ξ

1 + ξ
n−ξ

(
log
(

ξ

n− ξ

)
− θ0

)
− log

(
1 +

ξ

n− ξ

)
+ log

(
1 + eθ0

)
=

=
ξ

n

(
log
(

ξ

n− ξ

)
− θ0

)
− log

(
n

n− ξ

)
+ log

(
1 + eθ0

)
.

Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0(θ̂n, θ) =
eθ0

1 + eθ0
(
θ0 − θ̂n

)
− log

(
1 + eθ0

)
+ log(1 + eθ̂n) =

=
θ0eθ0

1 + eθ0
− eθ0

1 + eθ0
log
(

ξ

n− ξ

)
+ log

(
1 +

ξ

n− ξ

)
− log

(
1 + eθ0

)
=

=
−eθ0

1 + eθ0
log(ξ) +

eθ0

1 + eθ0
log(n− ξ) + log(n)− log(n− ξ)−

− log
(
1 + eθ0

)
+

θ0eθ0

1 + eθ0
=

= − log(n− ξ) + eθ0 log(ξ)
1 + eθ0

+ log
(

n

1 + eθ0

)
+

θ0eθ0

1 + eθ0
.

Důsledek 3.2.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
∑

aα<k<bα
k∈N0

exp
{
θ1k − n log(1 + eθ1)

}(n
k

)
.

D̊ukaz. I v tomto př́ıpadě můžeme použ́ıt odvozeńı (3.2). Nyńı si stač́ı uvědomit, že za podmı́n-
ky θ = θ1 má náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi binomické rozděleńı s parametry n a eθ1

1+eθ1
a

odpov́ıdaj́ıćı exponenciálńı hustotou z lemmatu 3.3.1.
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3.3 Binomické rozděleńı – n známé

Lemma 3.3.1. Necht’ náhodná veličina X má binomické rozděleńı s parametry n ∈ N a p ∈
(0, 1), přičemž n je známé. Označme θ = log

(
p

1−p

)
, potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp
{
θx− n log(1 + eθ)

}
, x = 0, 1, . . . , n, θ ∈ R

vzhledem k aritmetické mı́ře přenásobené elementem
(
n
x

)
.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xm z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂m = log


m∑
i=1

Xi

nm−
m∑
i=1

Xi

 .

D̊ukaz. Necht’ x ∈ {0, 1, . . . , n}. Úpravou vzorce pro hustotu binomického rozděleńı

f(x, p) =
(
n

x

)
px(1− p)n−x = exp

{
x log

(
p

1− p

)
+ n log(1− p)

}(
n

x

)
a zavedeńım substituce θ = log

(
p

1−p

)
dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věro-

hodný odhad θ̂m je potom d̊usledkem věty 2.3.3.

Dále budeme opět uvažovat mı́sto parametru p odpov́ıdaj́ıćı parametr z exponenciálńıho
tvaru hustoty eθ

1+eθ
.

Věta 3.3.2. Necht’ m ∈ N a necht’ X1, . . . , Xm je náhodný výběr z binomického rozděleńı
s parametry n ∈ N a eθ

1+eθ
. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny ξ s

binomickým rozděleńım s parametry nm, eθ

1+eθ
a plat́ı:

D̃r,n = 2nm

(
tr(ξ)−

log(nm)
r − 1

+
log
(
1 + eθ0

)
r

)
, kde tr(ξ) =

log
(
(nm− ξ)r + ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

,

D̃1,n = 2nm
(
t1(ξ) + log

(
1 + eθ0

) )
, kde t1(ξ) =

ξ

nm

(
log
(

ξ

nm− ξ

)
− θ0

)
− log

(
nm

nm− ξ

)
,

D̃0,n = 2nm
(
t0(ξ) + log

(
nm

1 + eθ0

)
+

θ0eθ0

1 + eθ0

)
, kde t0(ξ) = − log(nm− ξ) + eθ0 log(ξ)

1 + eθ0
.

D̊ukaz. Jestliže náhodná veličina X má binomické rozděleńı s parametry n, p, pak je součtem
n nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin s Bernoulliovým rozděleńım s paramet-
rem p. Proto daný náhodný výběr X1, . . . , Xm můžeme také chápat jako výběr Y1, . . . , Ynm z
odpov́ıdaj́ıćıho Bernoulliova rozděleńı. Potom již tvrzeńı věty plyne z 3.2.2.

Důsledek 3.3.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
∑

aα<k<bα
k∈N0

exp
{
θ1k − nm log(1 + eθ1)

}(nm
k

)
.

D̊ukaz. Opět použijme odvozeńı (3.2). S ohledem na d̊ukaz věty 3.3.2 si uvědomme, že za
podmı́nky θ = θ1 má náhodná veličina ξ =

∑m
i=1Xi binomické rozděleńı s parametry nm a

eθ1

1+eθ1
. Odpov́ıdaj́ıćı hustotu proto źıskáme úpravou hustoty z lemmatu 3.3.1.
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3.4 Geometrické rozděleńı

Lemma 3.4.1. Necht’ náhodná veličina X má geometrické rozděleńı s parametrem p ∈ (0, 1).
Označme θ = log(1− p), potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp{θx+ log(1− eθ)}, x = 0, 1, . . . , θ < 0.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n = log


n∑
i=1

Xi

n+
n∑
i=1

Xi

 .

D̊ukaz. Necht’ x ∈ {0, 1, . . . }. Úpravou vzorce pro hustotu geometrického rozděleńı

f(x, p) = (1− p)xp = exp{x log(1− p) + log(p)}

a zavedeńım substituce θ = log(1 − p) dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věro-
hodný odhad θ̂n je potom d̊usledkem věty 2.3.3.

Dále budeme uvažovat mı́sto parametru p odpov́ıdaj́ıćı parametr z exponenciálńıho tvaru
hustoty 1− eθ.

Věta 3.4.2. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z geometrického rozděleńı s
parametrem 1 − eθ. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny ξ s negativně-
binomickým rozděleńım s parametry n a 1− eθ a plat́ı:

D̃r,n = 2n

(
tr(ξ) +

log(n)
r − 1

−
log
(
1− eθ0

)
r

)
, kde tr(ξ) = −

log
(
(n+ ξ)r − ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

,

D̃1,n = 2n
(
t1(ξ)− log

(
1− eθ0

))
, kde t1(ξ) =

ξ

n

(
log
(

ξ

n+ ξ

)
− θ0

)
+ log

(
n

n+ ξ

)
,

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ) + log

(
1− eθ0

n

)
+

θ0eθ0

1− eθ0

)
, kde t0(ξ) =

log(n+ ξ)− eθ0 log(ξ)
1− eθ0

.

D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z geometrického rozděleńı s parametrem 1− eθ,
má náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi negativně-binomické rozděleńı s parametry n a 1 − eθ (viz

[ra78]).
Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = − log(1− eθ), κ′(θ) = eθ

1−eθ
, θ̂n = log

(
ξ

n+ξ

)
do vzorce

(2.7) dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
− log

(
1− erθ̂n+(1−r)θ0

)
+ r log

(
1− eθ̂n

)
+ (1− r) log

(
1− eθ0

)]
=

=
−1

r(r − 1)
log
(

1−
(

ξ

n+ ξ

)r
e(1−r)θ0

)
+

1
r − 1

log
(

1− ξ

n+ ξ

)
−

−
log
(
1− eθ0

)
r

=

= −
log
(
(n+ ξ)r − ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

+
log(n+ ξ)
r − 1

+
log(n)
r − 1

− log(n+ ξ)
r − 1

−

−
log
(
1− eθ0

)
r

=

= −
log
(
(n+ ξ)r − ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

+
log(n)
r − 1

−
log
(
1− eθ0

)
r

.
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Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1

(
θ̂n, θ0

)
=

eθ̂n

1− eθ̂n
(
θ̂n − θ0

)
+ log(1− eθ̂n)− log

(
1− eθ0

)
=

=
ξ

n+ξ

1− ξ
n+ξ

(
log
(

ξ

n+ ξ

)
− θ0

)
+ log

(
1− ξ

n+ ξ

)
− log

(
1− eθ0

)
=

=
ξ

n

(
log
(

ξ

n+ ξ

)
− θ0

)
+ log

(
n

n+ ξ

)
− log

(
1− eθ0

)
.

Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0

(
θ̂n, θ0

)
=

eθ0

1− eθ0
(
θ0 − θ̂n

)
+ log

(
1− eθ0

)
− log(1− eθ̂n) =

=
eθ0

1− eθ0

(
θ0 − log

(
ξ

n+ ξ

))
− log

(
1− ξ

n+ ξ

)
+ log

(
1− eθ0

)
=

=
−eθ0

1− eθ0
log(ξ) +

eθ0

1− eθ0
log(n+ ξ) + log(n+ ξ)− log(n) +

+ log
(
1− eθ0

)
+

θ0eθ0

1− eθ0
=

=
−eθ0

1− eθ0
log(ξ) +

1
1− eθ0

log(n+ ξ) + log
(

1− eθ0

n

)
+

θ0eθ0

1− eθ0
=

=
log(n+ ξ)− eθ log(ξ)

1− eθ0
+ log

(
1− eθ0

n

)
+

θ0eθ0

1− eθ0
.

Důsledek 3.4.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
∑

aα<k<bα
k∈N0

exp{θ1k + n log(1− eθ1)}
(
n+ k − 1

k

)
.

D̊ukaz. Nejprve výraz pro śılu testu uprav́ıme jako v (3.2). Nyńı si stač́ı uvědomit, že za
podmı́nky θ = θ1 má uvažovaná náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi negativně-binomické rozděleńı

s parametry n a 1− eθ1 a odpov́ıdaj́ıćı hustotou z lemmatu 3.5.1.

3.5 Negativně-binomické rozděleńı – t známé

Lemma 3.5.1. Necht’ náhodná veličina X má negativně-binomické rozděleńı s parametry t >
0 a p ∈ (0, 1), kde t je známý parametr. Označme θ = log(1 − p), potom X má exponenciálńı
hustotu

f(x, θ) = exp{θx+ t log(1− eθ)}, x = 0, 1, . . . , θ < 0

vzhledem k aritmetické mı́ře přenásobené elementem
(
t+x−1
x

)
.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n = log


n∑
i=1

Xi

nt+
n∑
i=1

Xi

 .
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D̊ukaz. Necht’ x ∈ {0, 1, . . . }. Úpravou vzorce pro hustotu negativně-binomického rozděleńı

f(x, p) =
(
t+ x− 1

x

)
pt(1− p)x = exp{x log(1− p) + t log(p)}

(
t+ x− 1

x

)
a zavedeńım substituce θ = log(1− p) dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věro-
hodný odhad θ̂n je potom d̊usledkem věty 2.3.3.

V daľśım textu již budeme uvažovat negatovně-binomické rozděleńı s parametrem 1 − eθ,
který odpov́ıdá klasicḱımu parametru p.

Věta 3.5.2. Necht’ m ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z negativně-binomického
rozděleńı s parametry t > 0 a 1− eθ. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny
ξ s negativně-binomickým rozděleńım s parametry nt, 1− eθ a plat́ı:

D̃r,n = 2n

(
tr(ξ) +

t log(nt)
r − 1

−
t log

(
1− eθ0

)
r

)
, kde tr(ξ) = −

log
(
(nt+ ξ)r − ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

,

D̃1,n = 2n
(
t1(ξ)− t log

(
1− eθ0

))
, kde t1(ξ) =

ξ

n

(
log
(

ξ

nt+ ξ

)
− θ0

)
+ t log

(
nt

nt+ ξ

)
,

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ) + t log

(
1− eθ0

nt

)
+

tθ0eθ0

1− eθ0

)
, kde t0(ξ) =

t log(nt+ ξ)− teθ0 log(ξ)
1− eθ0

.

D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z negativně-binomického rozděleńı s parame-
try t a 1 − eθ, má náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi negativně-binomické rozděleńı s parametry

nt a 1− eθ (viz [ra78]).
Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = −t log(1 − eθ), κ′(θ) = teθ

1−eθ
, θ̂n = log

(
ξ

nt+ξ

)
do

vzorce (2.7) dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
−t log

(
1− erθ̂n+(1−r)θ0

)
+ rt log

(
1− eθ̂n

)
+ (1− r)t log

(
1− eθ0

)]
=

= − t

r(r − 1)
log
(

1−
(

ξ

nt+ ξ

)r
e(1−r)θ0

)
+

t

r − 1
log
(

1− ξ

nt+ ξ

)
−

−
t log

(
1− eθ0

)
r

=

= −
t log

(
(nt+ ξ)r − ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

+
t log(nt+ ξ)

r − 1
+
t log(nt)
r − 1

− t log(nt+ ξ)
r − 1

−

−
t log

(
1− eθ0

)
r

=

= −
t log

(
(nt+ ξ)r − ξre(1−r)θ0

)
r(r − 1)

+
t log(nt)
r − 1

−
t log

(
1− eθ0

)
r

.

Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1

(
θ̂n, θ0

)
=

teθ̂n

1− eθ̂n
(
θ̂n − θ0

)
+ t log

(
1− eθ̂n

)
− t log

(
1− eθ0

)
=

=
t ξ
nt+ξ

1− ξ
nt+ξ

(
log
(

ξ

nt+ ξ

)
− θ0

)
+ t log

(
1− ξ

nt+ ξ

)
− t log

(
1− eθ0

)
=

=
ξ

n

(
log
(

ξ

nt+ ξ

)
− θ0

)
+ t log

(
nt

nt+ ξ

)
− t log

(
1− eθ0

)
.
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Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0

(
θ̂n, θ0

)
=

teθ0

1− eθ0
(
θ0 − θ̂n

)
+ t log

(
1− eθ0

)
− t log

(
1− eθ̂n

)
=

=
tθ0eθ0

1− eθ0
− teθ0

1− eθ0
log
(

ξ

nt+ ξ

)
− t log

(
1− ξ

nt+ ξ

)
+ t log

(
1− eθ0

)
=

= − teθ0

1− eθ0
log(ξ) +

teθ0

1− eθ0
log(nt+ ξ)− t log(nt) + t log(nt+ ξ) +

+ t log
(
1− eθ0

)
+

tθ0eθ0

1− eθ0
=

=
t log(nt+ ξ)− teθ0 log(ξ)

1− eθ0
+ t log

(
1− eθ0

nt

)
+

tθ0eθ0

1− eθ0
.

Důsledek 3.5.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
∑

aα<k<bα
k∈N0

exp{θ1k + nt log(1− eθ1)}
(
nt+ k − 1

k

)
.

D̊ukaz. Opět použijme odvozeńı (3.2). S ohledem na d̊ukaz věty 3.5.2 plat́ı, že za podmı́nky
θ = θ1 má náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi negativně-binomické rozděleńı s parametry nt a

1− eθ1 a odpov́ıdaj́ıćı hustotu z lemmatu 3.5.1.

3.6 Exponenciálńı rozděleńı

Lemma 3.6.1. Necht’ náhodná veličina X má exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ > 0.
Označme θ = λ, potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp{−θx+ log(θ)}, x > 0, θ > 0.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n =
n

n∑
i=1

Xi

.

D̊ukaz. Necht’ x > 0. Úpravou vzorce pro hustotu exponenciálńıho rozděleńı

f(x, λ) = λ exp{−λx} = exp{−λx+ log(λ)}

a zavedeńım substituce θ = λ dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věrohodný
odhad θ̂n je potom d̊usledkem věty 2.3.3.

Dále budeme uvažovat mı́sto parametru λ odpov́ıdaj́ıćı parametr z exponenciálńıho tvaru
hustoty θ.

Věta 3.6.2. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı
s parametrem θ > 0. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny ξ s Gamma



3. Rozděleńı Rényiho statistik 23

rozděleńım s parametry θ, n a plat́ı:

D̃r,n = 2n
(
tr(ξ) +

log(n)
r − 1

− log(θ0)
r

)
, kde tr(ξ) = −

log
(
rn+ (1− r)θ0ξ

)
r(r − 1)

− log(ξ)
r

,

D̃1,n = 2n
(
t1(ξ) + log

(
n

θ0

)
− 1
)
, kde t1(ξ) =

θ0ξ

n
− log(ξ),

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ) + log

(
θ0

n

)
− 1
)
, kde t0(ξ) =

n

θ0ξ
+ log(ξ).

D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z exponenciálńıho rozděleńı s parametrem θ, má
náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi Gamma rozděleńı s parametry θ, n (viz [ra78]).

Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = − log(θ), κ′(θ) = − 1
θ , θ̂n = n

ξ do vzorce (2.7)
dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
− log

(
rθ̂n + (1− r)θ0

)
+ r log(θ̂n) + (1− r) log(θ0)

]
=

= − 1
r(r − 1)

log
(
rn

ξ
+ (1− r)θ0

)
+

1
r − 1

log
(
n

ξ

)
− log(θ0)

r
=

= −
log
(
rn+ (1− r)θ0ξ

)
r(r − 1)

+
log(ξ)
r(r − 1)

− log(ξ)
r − 1

+
log(n)
r − 1

− log(θ0)
r

=

= −
log
(
rn+ (1− r)θ0ξ

)
r(r − 1)

− log(ξ)
r

+
log(n)
r − 1

− log(θ0)
r

.

Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1

(
θ̂n, θ0

)
= − 1

θ̂n

(
θ̂n − θ0

)
+ log(θ̂n)− log(θ0) = − ξ

n

(
n

ξ
− θ0

)
+ log

(
n

ξ

)
− log(θ0) =

=
θ0ξ

n
− log(ξ) + log

(
n

θ0

)
− 1.

Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0

(
θ̂n, θ0

)
= − 1

θ0

(
θ0 − θ̂n

)
+ log(θ0)− log(θ̂n) = − 1

θ0

(
θ0 −

n

ξ

)
+ log(θ0)− log

(
n

ξ

)
=

=
n

θ0ξ
+ log(ξ) + log

(
θ0

n

)
− 1.

Důsledek 3.6.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
bα∫
aα

exp{−θ1x+ n log(θ1)}x
n−1

Γ(n)
dx.

D̊ukaz. Nejprve výraz pro śılu testu uprav́ıme jako v (3.2). Nyńı si stač́ı uvědomit, že za
podmı́nky θ = θ1 má uvažovaná náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi Gamma rozděleńı s parametry

θ1, n a odpov́ıdaj́ıćı hustotou z lemmatu 3.7.1.
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3.7 Gamma rozděleńı – p známé

Lemma 3.7.1. Necht’ náhodná veličina X má Gamma rozděleńı s parametry a > 0, p > 0,
kde p je známé. Označme θ = a, potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp{−θx+ p log(θ)}, x > 0, θ > 0

vzhledem k Lebesgueově mı́ře přenásobené elementem xp−1

Γ(p) .

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n =
pn
n∑
i=1

Xi

.

D̊ukaz. Necht’ x > 0. Úpravou vzorce pro hustotu Gamma rozděleńı

f(x, a) =
ap

Γ(p)
exp{−ax}xp−1 = exp{−ax+ p log(a)}x

p−1

Γ(p)

a zavedeńım substituce θ = a dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věrohodný
odhad θ̂n je potom d̊usledkem věty 2.3.3.

Dále budeme uvažovat mı́sto parametru a odpov́ıdaj́ıćı parametr z exponenciálńıho tvaru
hustoty θ.

Věta 3.7.2. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Gamma rozděleńı s para-
metrem θ > 0 a p > 0 známé. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi náhodné veličiny ξ s
Gamma rozděleńım s parametry θ, np a plat́ı:

D̃r,n = 2n
(
tr(ξ) +

p log(np)
r − 1

− p log(θ0)
r

)
, kde tr(ξ) = −

p log
(
rnp+ (1− r)θ0ξ

)
r(r − 1)

− p log(ξ)
r

,

D̃1,n = 2n
(
t1(ξ) + p log(np)− p log(θ0)− p

)
, kde t1(ξ) =

θ0ξ

n
− p log(ξ),

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ)− p log(np) + p log(θ0)− p

)
, kde t0(ξ) =

np2

θ0ξ
+ p log(ξ).

D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Gamma rozděleńı s parametrem θ a p, má
náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi Gamma rozděleńı s parametry θ, np (viz [ra78]).

Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = −p log(θ), κ′(θ) = −pθ , θ̂n = np
ξ do vzorce (2.7)

dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
−p log

(
rθ̂n + (1− r)θ0

)
+ rp log(θ̂n) + (1− r)p log(θ0)

]
=

= − p

r(r − 1)
log
(
rnp

ξ
+ (1− r)θ0

)
+

p

r − 1
log
(
np

ξ

)
− p log(θ0)

r
=

= −
p log

(
rnp+ (1− r)θ0ξ

)
r(r − 1)

+
p log(ξ)
r(r − 1)

+
p log(np)
r − 1

−

− p log(ξ)
r − 1

− p log(θ0)
r

=

= −
p log

(
rnp+ (1− r)θ0ξ

)
r(r − 1)

− p log(ξ)
r

+
p log(np)
r − 1

− p log(θ0)
r

.
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Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1

(
θ̂n, θ0

)
= − p

θ̂n

(
θ̂n − θ0

)
+ p log(θ̂n)− p log(θ0) =

= − ξ
n

(
np

ξ
− θ0

)
+ p log(np)− p log(ξ)− p log(θ0) =

=
θ0ξ

n
− p log(ξ) + p log(np)− p log(θ0)− p.

Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0

(
θ̂n, θ0

)
= − p

θ0

(
θ0 − θ̂n

)
+ p log(θ0)− p log(θ̂n) =

= − p

θ0

(
θ0 −

np

ξ

)
+ p log(θ0)− p log

(
np

ξ

)
=

=
np2

θ0ξ
+ p log(ξ)− p log(np) + p log(θ0)− p.

Důsledek 3.7.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
bα∫
aα

exp{−θ1x+ np log(θ1)}x
np−1

Γ(np)
dx.

D̊ukaz. Nejprve výraz pro śılu testu uprav́ıme jako v (3.2). Nyńı si stač́ı uvědomit, že za
podmı́nky θ = θ1 má uvažovaná náhodná veličina ξ =

∑n
i=1Xi Gamma rozděleńı s parametry

θ1, np a odpov́ıdaj́ıćı hustotou z lemmatu 3.7.1.

3.8 Normálńı rozděleńı – σ2 známé

Lemma 3.8.1. Necht’ náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry µ ∈ R a σ2 > 0,
kde σ2 je známé. Označme θ = µ, potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp
{
θ
x

σ2
− θ2

2σ2

}
, x ∈ R, θ ∈ R

vzhledem k Lebesgueově mı́ře přenásobené elementem

exp
{
− x2

2σ2

}
1√

2πσ2
.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n =
1
n

n∑
i=1

Xi.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ R. Úpravou vzorce pro hustotu normálńıho rozděleńı

f(x, µ) =
1√

2πσ2
exp

{
− (x− µ)2

2σ2

}
= exp

{
µ
x

σ2
− µ2

2σ2

}
exp

{
− x2

2σ2

}
1√

2πσ2

a zavedeńım substituce θ = µ dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věrohodný
odhad θ̂n je potom d̊usledkem věty 2.3.3.
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Pokud bychom postupovali stejně jako u předchoźıch rozděleńı, využili bychom pro určeńı
rozděleńı Rényiho statistik náhodnou veličinu

n∑
i=1

T (Xi) =
1
σ2

n∑
i=1

Xi.

V tomto př́ıpadě se však jev́ı výhodněǰśı uvažovat náhodnou veličinu

ξ =
1
n

n∑
i=1

Xi = θ̂n,

která má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou θ a známým rozptylem σ2

n .

Věta 3.8.2. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı se
středńı hodnotou θ a rozptylem σ2, kde σ2 je známé. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi
náhodné veličiny ξ s normálńım rozděleńım se středńı hodnotou θ, rozptylem σ2

n a pro všechna
r ∈ R plat́ı:

D̃r,n =
n

σ2
tr(ξ), kde tr(ξ) = (ξ − θ)2.

D̊ukaz. Protože X1, . . . , Xn je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı se středńı hodnotou θ a
rozptylem σ2, má náhodná veličina ξ = 1

n

∑n
i=1Xi normálńı rozděleńı se středńı hodnotou θ a

rozptylem σ2

n .
Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = θ2

2σ2 , κ
′(θ) = θ

σ2 , θ̂n = ξ do vzorce (2.7) dostáváme:

Dr

(
θ̂n, θ0

)
=

1
r(r − 1)

[
(rξ + (1− r)θ0)2

2σ2
− r ξ

2

2σ2
− (1− r) θ

2
0

2σ2

]
=

=
1

2σ2

[
r2ξ2 + 2r(1− r)θ0ξ + (1− r)2θ2

0

r(r − 1)
− ξ2

r − 1
+
θ2

0

r

]
=

=
1

2σ2

[
rξ2

r − 1
− 2θ0ξ −

(1− r)θ2
0

r
− ξ2

r − 1
+
θ2

0

r

]
=

=
1

2σ2
(ξ2 − 2θ0ξ + θ2

0) =
(ξ − θ0)2

2σ2
.

Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):

D1

(
θ̂n, θ0

)
=

ξ

σ2
(ξ − θ0)− ξ2

2σ2
+

θ2
0

2σ2
=

ξ2

2σ2
− θ0ξ

σ2
+

θ2
0

2σ2
=

(ξ − θ0)2

2σ2
.

Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):

D0

(
θ̂n, θ0

)
=
θ0

σ2
(θ0 − ξ)−

θ2
0

2σ2
+

ξ2

2σ2
=

θ2
0

2σ2
− θ0ξ

σ2
+

ξ2

2σ2
=

(ξ − θ0)2

2σ2
.

Jak plyne z věty 2.3.4, jsou Rényiho statistiky D̃r,n jakožto funkce proměnné ξ = θ̂n
nerostoućı pro ξ ≤ θ0 a neklesaj́ıćı pro ξ ≥ θ0. Proto můžeme kritický obor hledat obdobně
jako v předchoźıch př́ıpadech.

Důsledek 3.8.3. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1−
bα∫
aα

exp
{
θ1
nx

σ2
− nθ2

1

2σ2

}
exp

{
−nx

2

2σ2

}√
n

2πσ2
dx.
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D̊ukaz. Nejprve výraz pro śılu testu uprav́ıme jako v (3.2). Nyńı si stač́ı uvědomit, že za
podmı́nky θ = θ1 má uvažovaná náhodná veličina ξ = 1

n

∑n
i=1Xi normálńı rozděleńı se středńı

hodnotou θ1 a rozptylem σ2

n . Odpov́ıdaj́ıćı hustotu źıskáme z lemmatu 3.8.1, jestliže σ2 na-
hrad́ıme σ2

n .

3.9 Normálńı rozděleńı – µ známé

Lemma 3.9.1. Necht’ náhodná veličina X má normálńı rozděleńı s parametry µ ∈ R a σ2 > 0,
kde µ je známé. Označme θ = 1

2σ2 , potom X má exponenciálńı hustotu

f(x, θ) = exp
{
−θ(x− µ)2 − 1

2
log
(π
θ

)}
, x ∈ R, θ > 0.

Dále pro náhodný výběr X1, . . . , Xn z tohoto rozděleńı je maximálně věrohodný odhad para-
metru θ tvaru

θ̂n =
n

2
n∑
i=1

(Xi − µ)2

.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ R. Úpravou vzorce pro hustotu normálńıho rozděleńı

f(x, µ) =
1√

2πσ2
exp

{
− (x− µ)2

2σ2

}
= exp

{
− (x− µ)2

2σ2
− 1

2
log(2πσ2)

}
a zavedeńım substituce θ = 1

2σ2 dostáváme požadovaný tvar hustoty. Maximálně věrohodný
odhad θ̂n je potom d̊usledkem věty 2.3.3.

Lemma 3.9.2. Necht’ n ∈ N a X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny, z nichž každá má
normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozptylem σ2 > 0. Potom náhodná veličina
Y = X2

1 + · · ·+X2
n má rozděleńı určené hustotou

fn(y) =
1

2
n
2 Γ(n2 )σn

y
n
2−1 exp

{
− y

2σ2

}
, y > 0. (3.3)

D̊ukaz. Důkaz tohoto tvrzeńı provedeme matematickou indukćı podle n.
Necht’ n = 1, potom hledáme hustotu náhodné veličiny Y = X2

1 . K tomu použijeme větu o
transformaci náhodné veličiny, kterou čtenář najde v knize [an05]. Po provedeńı transformace
zvlášt’ pro X1 > 0 a X1 < 0 dostáváme požadovaný tvar f1(y), y > 0.

Necht’ n > 1, potom Y =
n∑
i=1

X2
i + X2

n+1 je konvolućı dvou nezávislých náhodných veličin

se známými hustotami fn a f1, proto použijeme větu o konvoluci, opět z knihy [an05].

g(y) =
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=
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3. Rozděleńı Rényiho statistik 28

Nyńı stač́ı využ́ıt vztahu B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) a jsme hotovi.

Věta 3.9.3. Necht’ n ∈ N a necht’ X1, . . . , Xn je náhodný výběr z normálńıho rozděleńı se
středńı hodnotou µ a rozptylem 1

2θ , kde µ je známé. Potom Rényiho statistiky jsou funkcemi
náhodné veličiny ξ s rozděleńım určeným hustotou (3.3) a plat́ı:

D̃r,n = 2n
(
tr(ξ) +

log(n)
2(r − 1)

− log(θ0)
2r

)
, kde tr(ξ) = −

log
(
rn− 2(1− r)θ0ξ

)
2r(r − 1)

− log(2ξ)
2r

,

D̃1,n = 2n
(
t1(ξ) +

1
2

log
(
n

θ0

)
− 1

2

)
, kde t1(ξ) =

θ0ξ

n
− log(2ξ)

2
,

D̃0,n = 2n
(
t0(ξ) +

1
2

log
(
θ0

n

)
− 1

2

)
, kde t0(ξ) =

n

4θ0ξ
+

log(2ξ)
2

.

D̊ukaz. Polož́ıme-li ξ =
∑n
i=1(Xi−µ)2, plyne rozděleńı této náhodné veličiny př́ımo z lemmatu

3.9.2.
Necht’ r ∈ R r {0, 1}, dosazeńım κ(θ) = 1

2 log
(
π
θ

)
, κ′(θ) = − 1

2θ , θ̂n = n
2ξ do vzorce (2.7)

dostáváme:

Dr
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)
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Pro r = 1 dosad́ıme do (2.8):
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Pro r = 0 dosad́ıme do (2.9):
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Důsledek 3.9.4. Necht’ cα, aα, bα jsou definovány analogicky jako v sekci 3.1. Potom pro θ1

z prstencového okoĺı θ0 je silofunkce testu na hladině α vyjádřena vzorcem

β(α, θ1) = 1− θ
n
2
1

Γ
(
n
2

) bα∫
aα

x
n
2−1 exp{−θ1x}dx.

D̊ukaz. Nejprve výraz pro śılu testu uprav́ıme jako v (3.2). Nyńı si uvědomme, že za podmı́nky
θ = θ1 má náhodná veličina ξ =

∑n
i=1(Xi−µ)2 hustotu danou vzorcem (3.3), kde θ1 = 1

2σ2 .



Kapitola 4

Aplikace pro Poissonovo
rozděleńı

Výsledky předchoźı kapitoly ilustrujeme na konkrétńım př́ıkladu Poissonova rozděleńı.
Uvažujme model, kde X = {0, 1, . . . }, A = 2X, Θ = R a pro všechna θ ∈ Θ, všechna x ∈ X

je

f(x, θ) = exp{θx− exp{θ}} 1
x!

hustota pravděpodobnosti Poissonova rozděleńı s parametrem eθ, která byla odvozená v lem-
matu 3.1.1. Necht’ dále n ∈ N a X1, . . . , Xn je náhodný výběr z tohoto rozděleńı. Podle stejného
lemmatu je maximálně věrohodný odhad parametru θ vyjádřen vztahem

θ̂n = log

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
,

a proto podle věty 3.1.2 je pro všechna r ∈ R Rényiho statistika D̃r,n funkćı náhodné veličiny
ξ =

∑n
i=1Xi, která má Poissonovo rozděleńı s parametrem neθ.

Necht’ α = 0.05. Budeme testovat nulovou hypotézu H0 : θ = 3 proti oboustranné alterna-
tivě H1 : θ ∈ (−∞, 3) ∪ (3,∞) na hladině α. Hlavńı výhodou Rényiho statistik pro testováńı
hypotéz je možnost optimalizovat mezi těmito statistikami na základě silofunkce, což má dobrou
použitelnost právě pro malé rozsahy náhodných výběr̊u n. To je však v rozporu s t́ım, že pokud
neznáme jejich explicitńı rozděleńı, muśıme hledat kritický obor pomoćı asymptotického, což
zase dává dobré výsleky pouze pro velká n. Dı́ky větě 3.1.2 známe rozděleńı statistik D̃r,n pro
r ∈ R, a proto se zaměř́ıme na srovnáńı test̊u pro n ∈ {10, 20, 50}. Pro daná n také provedeme
výběr nejlepš́ıho testu z množiny

{T α−0.5,n, T α0,n, T α0.5,n, T α1,n, T α2,n},

kde T αr,n označuje test na hladině α při daném rozsahu výberu n a s použit́ım Rényiho statistiky
D̃r,n. Kvalitu testu budeme hodnotit podle silofunkce testu β(α, θ1) pro θ1 z prstencového okoĺı
θ0 = 3.

Jak bylo odvozeno v sekci 3.1, pro určeńı kritického oboru potřebujeme naj́ıt č́ısla aα, bα
tak, že

P (ξ ∈ (aα, bα)|θ = θ0) ≥ 1− α, tr(aα) = tr(bα),

popř́ıpadě č́ıslo bα takové, že P (ξ < bα|θ = θ0) ≥ 1−α. Na rozd́ıl od spojitých rozděleńı, neńı u
dikrétńıch většinou možné naj́ıt kritický obor W přesně tak, aby P (D̃r,n ∈W |θ = θ0) = 1−α.
Proto dosažená hladina testu bývá obvykle ostře menš́ı než požadované α.

K nalezeńı č́ısel aα, bα pro jednotlivá r ∈ {−0.5, 0, 0.5, 1, 2} a pro n ∈ {10, 20, 50} jsme
použili Program MATHEMATICA. Protože pracujeme s diskrétńım rozděleńım, nebyla tato
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Tabulka 4.1: Meze kritického oboru

n = 10 n = 20 n = 50
r Aα Bα Aα Bα Aα Bα

−0.5 175 230 364 442 944 1068
0 175 230 364 442 944 1068

0.5 174 229 364 442 943 1067
1 174 229 363 441 943 1067
2 173 228 363 441 942 1066

č́ısla danými podmı́nkami určena jednoznačně. Proto jsme se omezili na určeńı celoč́ıselných
meźı kritického oboru. Těmi jsou č́ısla Aα, Bα tak, že Aα = daαe a Bα = bbαc, kde d . e (resp.
b . c) znač́ı horńı (resp. dolńı) celou část č́ısla. Výsledné meze pro jednotlivé testy jsou shrnuty
v tabulce 4.1.

Již zde je patrné, že pro dané n zřejmě nebudou mezi zvolenými testy žádné výrazné rozd́ıly.
To ale můžeme nejlépe poznat z hodnot silofunkce testu pro θ1 z prstencového okoĺı θ0 = 3,
kterou spočteme na základě d̊usledku 3.1.4. Výsledky pro

θ1 ∈ {2.45, 2.5, . . . , 2.95} ∪ { 3.05, 3.1, . . . , 3.45}

nalezneme v tabulkách 4.2, 4.3, 4.4, přičemž řádek odpov́ıdaj́ıćı θ1 = θ0 = 3 vyjadřuje
dosaženou hladinu testu.

Tabulka 4.2: Śıly testu pro n = 10

θ1 r = −0.5 r = 0 r = 0.5 r = 1 r = 2

2.45 1. 1. 1. 1. 1.
2.5 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
2.55 0.99995 0.99995 0.99993 0.99993 0.99991
2.6 0.99951 0.99951 0.99936 0.99936 0.99915
2.65 0.99638 0.99638 0.99544 0.99544 0.99428
2.7 0.98048 0.98048 0.97648 0.97648 0.97181
2.75 0.92387 0.92387 0.91221 0.91221 0.89923
2.8 0.78496 0.78496 0.76194 0.76194 0.73758
2.85 0.55404 0.55404 0.52393 0.52393 0.49362
2.9 0.29888 0.29888 0.27338 0.27338 0.24899
2.95 0.11711 0.11711 0.10396 0.10396 0.09217
3. 0.04929 0.04929 0.04817 0.04817 0.04818
3.05 0.09771 0.09771 0.10839 0.10839 0.12028
3.1 0.28164 0.28164 0.30432 0.30432 0.32784
3.15 0.57016 0.57016 0.59582 0.59582 0.62111
3.2 0.82781 0.82781 0.84394 0.84394 0.85906
3.25 0.95796 0.95796 0.96344 0.96344 0.96834
3.3 0.99418 0.99418 0.99516 0.99516 0.99599
3.35 0.99957 0.99957 0.99966 0.99966 0.99973
3.4 0.99998 0.99998 0.99999 0.99999 0.99999
3.45 1. 1. 1. 1. 1.
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Tabulka 4.3: Śıly testu pro n = 20

θ1 r = −0.5 r = 0 r = 0.5 r = 1 r = 2

2.45 1. 1. 1. 1. 1.
2.5 1. 1. 1. 1. 1.
2.55 1. 1. 1. 1. 1.
2.6 1. 1. 1. 1. 1.
2.65 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
2.7 0.99989 0.99989 0.99989 0.99987 0.99987
2.75 0.99745 0.99745 0.99745 0.99699 0.99699
2.8 0.97030 0.97030 0.97030 0.96652 0.96652
2.85 0.83026 0.83026 0.83026 0.81654 0.81654
2.9 0.50388 0.50388 0.50388 0.48296 0.48296
2.95 0.17186 0.17186 0.17186 0.15921 0.15921
3. 0.04904 0.04904 0.04904 0.04868 0.04868
3.05 0.16453 0.16453 0.16453 0.17634 0.17634
3.1 0.52451 0.52451 0.52451 0.54339 0.54339
3.15 0.86934 0.86934 0.86934 0.87909 0.87909
3.2 0.98621 0.98621 0.98621 0.98777 0.98777
3.25 0.99952 0.99952 0.99952 0.99959 0.99959
3.3 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
3.35 1. 1. 1. 1. 1.
3.4 1. 1. 1. 1. 1.
3.45 1. 1. 1. 1. 1.

Tabulka 4.4: Śıly testu pro n = 50

θ1 r = −0.5 r = 0 r = 0.5 r = 1 r = 2

2.45 1. 1. 1. 1. 1.
2.5 1. 1. 1. 1. 1.
2.55 1. 1. 1. 1. 1.
2.6 1. 1. 1. 1. 1.
2.65 1. 1. 1. 1. 1.
2.7 1. 1. 1. 1. 1.
2.75 1. 1. 1. 1. 1.
2.8 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998 0.99998
2.85 0.99606 0.99606 0.99565 0.99565 0.99521
2.9 0.87543 0.87543 0.86857 0.86857 0.86146
2.95 0.35321 0.35321 0.34124 0.34124 0.32942
3. 0.04883 0.04883 0.04859 0.04859 0.04858
3.05 0.34620 0.34620 0.35755 0.35755 0.36903
3.1 0.89351 0.89351 0.89899 0.89899 0.90426
3.15 0.99822 0.99822 0.99839 0.99839 0.99854
3.2 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999 0.99999
3.25 1. 1. 1. 1. 1.
3.3 1. 1. 1. 1. 1.
3.35 1. 1. 1. 1. 1.
3.4 1. 1. 1. 1. 1.
3.45 1. 1. 1. 1. 1.
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Tyto tabulky potvrzuj́ı, že mezi zvolenými testy nelze nalézt stejnoměrně nejsilněǰśı test.
Samozřejmě plat́ı, že č́ım větš́ı rozsah výběru, t́ım silnějśı testy dostáváme. Dále můžeme
pozorovat, jak se měńı silofunkce testu pro pevná θ1 z uvažovaného okoĺı θ0. V levém okoĺı
docháźı s postupným zvyšováńım řádu př́ıslušné Rényiho divergence r k poklesu śıly testu.
Naproti tomu se v pravém okoĺı śıly testu postupně zvyšuj́ı.

Zjistili jsme, že stejnoměrně nejsilněǰśı test neexistuje. Přesto můžeme na základě silofunkce
mezi testy vyb́ırat, použijeme-li nějakou optimaliźačńı metodu.
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