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Moticace

1. Uvazujme investora jehoz tikolem je maximalizovat ocekavany akumulovany diskon-
tovany uzitek z trzni hodnoty portfélia v nekoneéném casovém horizontu.

2. Zajima nas zda plati rovnost
0o 0 l [e'e) 00 o)
1
"W, = IN AN Wy = DAIM Wy = —— FAIn Ws.
;511 15 ;5; N VVgs ;(;ﬁ) 1 VViks 1_6205 n VVgs

Oznacime-li uzitkovou funkci u(x) = In z, pak tloha maximalizovat E >~ ; B¥AIn Wy,
a tloha maximalizovat E >, B5u(Wys) ma stejné feSeni.



Uvod

Tato prace se zabyva nalezenim optimélni obchodni strategie pti existenci trans-
akénich nakladu v diskrétnim modelu.

Prvni kapitola je vénovana shrnuti poznatku o diskontovanych fizenych i nefizenych
Markovovych fetézcich s diskrétnim ¢asem. Klicovou ¢asti této kapitoly je popis a dukaz
modifikovaného Howardova iteracniho algoritmu v sekci 1.2, ktery se v diskrétnim
pripadé pouziva k nalezeni optimalni obchodni strategie. Jako vychozi zdroje mi v této
kapitole slouzily [6] v ¢dsti vénované nefizenym Markovovym fetézeum, [3] pro fizené
fetézce a [7].

Druhé kapitola se zabyva co nejjednodussim priblizenim Brownova pohybu,
ktery je vyuzivan pii odvozeni spojitého modelu. Vzhledem k tomu, ze tato préce
je zameérena hlavné na diskrétni piipad, jsou pojmy v této kapitole pouze zjednodusené
piiblizeny. Pouzivala jsem pfitom publikace [1], [4], [7] a [8].

Zavérecna kapitola se v ¢asti 3.1 vénuje popisu problému hledani obchodni strate-
gie ve spojitém modelu. Ani zde vsak nebyl kladen hlavni duraz na detailni popis, ale
spise na shrnuti hlavnich charakteristik spojitého modelu, které jsou vyuzity v zavérecné
numerické studii. Problematice spojitého modelu se detailné vénuje [2] nebo [5], z nichz
jsem také cerpala.



Kapitola 1

Markovovy retézce s diskrétnim
casem

Necht posloupnost {X,,n € N} je homogenni Markoviv fetézec s konecnou
mnozinou stava S = {1,...,m}, dale jen X,,. Pro dalsi praci potiebujeme zavést matici
pravdépodobnosti pfechodu P = (p;;); jes a pravdépodobnosti pfechodu

pij = P(Xn = j|Xn—1 = Z)

Daéle je treba zavést novy pojem a to stacionarni rozdéleni, které budeme znacit

™ = (7Tj,j S S)
Necht 7 je pravdépodobnostn{ rozdéleni na mnoziné S, tj. m; < 0,5 € S, Z].Es ;= 1.
Potom se tedy 7 nazyva staciondrni rozdéleni daného tetézce X, jestlize plati
m =7 P. (1.1)

Poznamka 1.0.1: V nerozlozitelném tetézci s koneéné mnoha stavy jsou vSechny
stavy trvalé, nenulové.

Véta 1.0.1 Jsou-li vsechny stavy trvalé nenulové, staciondrni rozdéleni existuje a je
jediné. Jsou-li vsechny stavy neperiodické, potom pro staciondrni pravdépodobnosti m;
plat?

m = lim pff), ijeES (1.2)
a TOUNéZ
™ = lim p;(n), j €5, (1.3)

kde pij(") = P(Xyim = j|Xsn = 1) apj(n) =P(X, =)



Diikaz: Viz ditkaz véty 2.25 (ii) v [6]

O
Véta 1.0.2 Necht j je prechodny stav Markovova vetézce. Potom pri n — oo
p’ =0, ies. (1.4)
Dikaz: Viz dukaz véty 2.9 (i) v [6]
O

K dikazu véty 1.0.4 budeme potiebovat nasledujici vétu z teorie matic.

Véta 1.0.3 Necht M € RS je matice takovd, Ze M"™ — 0 prin — oo, kde 0 € R¥*S
je nulovd matice. Potom matice I — M je reguldrni a plati

I-M)"'= iM’f

Dikaz: Viz dukaz véty B.2 v [6].
0

Véta 1.0.4 Bud X,, aperiodickiy homogenni Markoviv vetézec s konecné mnoha stavy S
s nerozloZitelnou mnozinou trvalych stavi C a mnoZinou prechodnijch stavi T. Pak pro
matici prechodu P tohoto retézce plati

P" — II pro n — oo, kde II := (m,...w)" € RS>
je matice s rddky jsou tvorenymi vektory staciondrniho rozdéleni ™ € RS retézce X,,.

Dikaz: Podle véty 2.12 v [6] se stavy Fetézce X, daji precislovat tak, aby po precislovani
byla matice prechodu P tohoto fetézce ve tvaru

-(52)

kde Q € RT™¢ R € R™T a P € RE*C je matice piechodu ergodického podietézce
odpovidajici trvalym staviim fetézce X, a kde 0 € R*T je nulovd matice. Podle
poznamky 1.0.1 a véty 2.25 v [6] existuje pravé jedno rozdéleni © € R na C' takové,
7e # P = 7 takové, ze P" — II = (7, ..., 7). Pak 7" := (ﬁ'T,OT) € RY je stacionarni
rozdéleni X,,, nebot

w'P = (P, 70) = (#7,07) = (1.6)

a kde 0 € RT je nulovy vektor.
Pokud naopak v = (DT, DT)T je stacionarni rozdéleni fetézce X,,, kde o € RY, v € RT.
Pak plati soustavy

PP+UQ=10" (1.7)
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VO+PR=0". (1.8)

Podle véty 2.9 v [6] plati R — 0 € RT*T a podle véty 1.0.3 je matice I — R reguldrni
z (1.4) tak dostdvéme, ze 7 = (I — R)™' 0 = 0 € R”. Pak & je rozdéleni na C' a podle

(1.3) plati
VP =0 (1.9)

Z jednoznac¢nosti 7 dostavame, ze ™ = v a tak

m=(7,0")=(7,0")=v". (1.10)
Zbyva ukazat, ze pz(-;l)
i,j € C z vty 1.0.1.

Necht nyni i € T, j € C. Pro potieby dikazu definujeme ¢as prvniho vstupu fetézce X,
do mnoziny trvalych stavi C' predpisem a pravdépodobnosti absorpce

— m; pron — o0. Piipad ¢ € S,j € T plyne z véty 1.0.2 a piipad

=inf{n € Ny, X,, € C}, uy;"™ :=P(X,=j,7r=n|Xg=1i), icT,jecC.
(1.11)
Podle véty o uplné pravdépodobnosti pro 0 < u platl

I

seC k=0
Podobné rozborem moznosti dostavame
k) (n—k)q
Y S = S (1.12)
seC k=0 seC k=0

Déle z Lebesqueovy véty o majoranté a z konvergence

n—=k
pij Mz — 7

plyne, ze
k
P o 3 o T P = 15 pro n — oo.



1.1 Rizené Markovovy retézce

V této kapitole budeme pracovat jen opét s homogennimi Markovovymi fetézci
s kone¢né mnoha stavy. Nyni ke kazdému stavu s € S uvazujme konetnou mnozinu
piipustnych rozhodnuti R,. Homogennim fizenim fetézce X, pak budeme rozumét
jakykoli prvek
r= (rs)seS €eR = HSES RS>

ktery ke kazdému stavu s € S pritazuje rozhodnuti r, € R;.

Predpokladejme, ze prechod tetézce X, ze stavu ¢ € S do stavu j € S je spo-
jen se ziskem ,z;; pokud jsme zvolili rozhodnuti p € R;. Déle pfedpoklddejme, Ze
prechod tetézce X, ze stavu ¢ € S do stavu j € S nastane pii rozhodnuti p € R;
s pravdépodobnosti ,p;;. Je-li tedy fetézec X, ve stavu ¢ € S a my zvolili rozhod-
nuti p € R;, bude se hodnota tetézce X, .1 v nasledujicim okamziku fidit rozdélenim
oPi = (,Dij)ies. Ziskané hodnoty odpovidajici jednotlivym pfechodum pak budeme za-
pisovat pomoci vektoru ocenéni ,z; := (,2;)jes-

Pro konkrétni homogenni tizeni r € R je pak X,, homogennim Markovovym
fetézcem s matici prechodu P a s ocenénim prechodt danych matici ,Z, kde

P = (,Pi)ics = (mDij)ijes, +L = (nZi)ies = (r;2ij)ijes-

Tyto rovnosti upravuji vztahy mezi maticovym, vektorovym a slozkovym zapisem. Dale
zavedeme vektor stfednich vynosu za jedno obdobi .q odpovidajici riznym pocatecnim
stavum a fizeni r € R predpisem

rq = (TiQi>i€5'7 kde pdi ‘= ppiTpZi

predstavuje stfedni vynos za jedno obdobi odpovidajici pocatecnimu stavu i € §
Markovova tetézce X,, a rozhodnuti p € R;.

1.1.1 Markovovy retézce s diskontovanym ocenénim piechodi

Predpokladejme, ze kapital je irocen a ze se zajimame o jeho hodnotu diskon-
tovanou k pocatecnimu okamziku. Prepocitani ¢astek splatnych na konci jednotlivych
obdobi na jejich hodnotu k pocatecnimu okamziku se nazyva diskontovanim. Jedna se
o nasobeni hodnotou 3 € (0, 1), kterou budeme nazyvat diskontni faktor.

V této casti budeme predpoklddat, ze je pevné zvoleno néjaké tizeni r € R.
Odpovidajici matici prechodu budeme znacit P a matici ocenéni Z. Predni index r
tak budeme vynechavat. Piedpokladejme, Ze zisk z;; souvisejici s prechodem ze stavu
i € S do stavu j € S v obdobi (n,n + 1) uz je prepoc¢itan (rozumeéno diskontovan) do
okamziku n.

Véta 1.1.1 Méyme Markoviv retézec s konecnou mnozinou stavi S, matici pravdépo-
dobnosti prechodu P a matici ocenéni prechodu Z, kde P € R5*S ¢ Z € RS,
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Ddle méyme diskontni faktor B € (0,1). Pro vypocet stredniho diskontovaného vijnosu
v(n) € R zan obdobi plati ndsledujici rekurentni vztah

v(n) =q+ P -v(n—1), (1.13)
kden > 1, v(0) =0 € R® a q € R® 2naci vektor vijnosi realizovanyjch za jedno obdobi

q-= (Qi)iESu kde ¢ == Pz-TZzw (1'14)

Diukaz: Viz obdoba dukazu véty 2.29 v [6]. Prechod ze stavu i v ¢ase n do stavu j
v case n+1 je spojen se ziskem z;; v ¢ase n. Potom ocenéni tohoto pfechodu prepocitané
k pocatecnimu okamziku je 8"z;;, kde 0 < 8 < 1 je dany diskontni faktor. Realizace
(Xo =14, X1 = i1, ..., X, = i) d&va vynos zy, +B2i,4,+...+ 6" 2, .. Pravdépodobnost
této realizace podminéna tim, ze Xo = ¢ je Dy Diy.in s KA€ Piy iv = DiyinPigis - - - Diry_yin-
Stiredni vynos za n obdobi pfi pocatecnim stavu ¢ je tedy roven

Z Z Ziiy + B(ziig) + -+ 0" 2, 17Ln) Diiy Diy...in
= Z Zii Piiy + B mez Z Z Ziviy + Bigiy + - + ﬂniQZin_u‘n) Diy..in

Zqi+52piilvil (n—1), ieSneN,

Proi € S an € N tak dostavame vztah vi(n) = ¢ + B, pij;v; (n — 1), coz je
slozkovy zépis maticového vztahu (1.13). O

Veéta 1.1.2 Pro diskontovany stredni vynos plati
v(o0) := lim v(n) = (I- BP) ' q (1.15)

Dukaz: 7 rekurentniho vztahu dostéavame

v(n) =q+ fPv(n—1) =q+ P (q + fPv(n — 2)) = Z B Pkq (1.16)

Protoze 0 < 3 < 1 a P* — T[], konverguje matice 3*P* k nulové matici. Podle dfive
zminénych vét tedy

n—1 00

lim v(n) = lim y *P*q=) §"P'q=(I-0FP) q (1.17)
k=0 k=0

]

Tato véta je uvedena jako véta 2.30 v [6]. Néasledujici vétu i s pozndmkami muzeme
nalézt v [3].
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Veéta 1.1.3 Pro diskontované ocekdavané vynosy plati

v(n) =v(co)+ O ("), n — 0 (1.18)

Dikaz: Podle véty 1.1.1 plati

n—1
v(n) =) "P'q
k=0
=(I-pP)'q- > p'P'q
k=n
=(I-pP) 'q-"P" (Z ﬁ’“P’“q>
k=0

=(I-3"P")(I-p3P) 'q.
Podle véty 1.1.2 plati

(I-BP)"q=v(c0), (1.19)

a tak dostéavame
v(n) = v(oo) = ="P" (I- BP) "' q = O(8"), (1.20)
nebot podle véty 1.0.4 plati P* (I — gP) 'q — II (I — gP) ' q. O

Poznamka 1.1.1: 7 definice stacionarniho rozdéleni plyne
I=1-=",

kde 1 = (1,...,1)" € R®. Z predpokladu, Ze matice P je stochastickd plyne, Ze
P-1=1.

Potom také
P II=P-1-w=1-w'=1II1

a z vlastnosti " - 1 = 1 dostdvame, Ze
I’=I-MI=1-7"-1-7 =1-7n =1L
Z definice (1.1) dostaneme, zZe
n-P=1-n -P=1-n =1L
S jejich pouzitim lze odvodit
(P-TI)?=P>-TIP - PII + IT* = P> - II
a dale indukci pro k£ > 1 ziskavame

(P —II)F = P* — 1L (1.21)
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Poznamka 1.1.2: 7 véty 1.1.3 a poznamky 1.1.1 ziskavame vztah
P-II)f=P"-TI—0 (1.22)

pro k — oo. Podle véty 1.0.3 je matice I — (P — IT) reguldrni, pticemz plati

I—(P—1II)! = f:(P—H)’f :I+§:(P—H)’“ :I+§:(Pk—n),
k=0 k=1 k=1
z ¢ehoz vyplyva, ze N
@®PF-m=1-(P-1I)" -1 (1.23)
k=1

Pokud posuneme séitaci index do nuly a dosadime (1.23) do posledniho vztahu dostaneme
konvergentni maticovou fadu

i(Pk—H) :I—H+§:(P’“—H):I—H+(I—(P—H))‘1—I,
k=0 k=1
neboli -
 ®PF-I)=(1-(P-1I)"' —II (1.24)

Nyni zavedeme nékolik oznaceni pro dalsi zjednoduseni zapisu.

Oznaceni: Matici odvozenou v (1.24) budeme oznacovat
A=[I-P-II)'-1I (1.25)
a pro souciny Aq a Ilq zavedeme oznaceni

b=Aq c = Ilq.

P1i pouziti tohoto oznaceni ve vztahu pro ptibliznou hodnotu o¢ekavaného vynosu
V(n) ~nllq+ [I— (P —1I))"' — II] q. (1.26)
dostaneme vyjadieni ocekdvaného vynosu v(n) pro n — oo ve tvaru

v(n) =nllq+ Aq+ o(1) =nc+ b+ o(1). (1.27)

Ze vztahu II =1 - «" plyne, Ze
c=Il-q=1-w"-q=c-1,

kde ¢ = &' - q reprezentuje dlouhodoby pifrustek stfedniho vynosu za jedno obdobi.
Vektor b pak predstavuje korekce zohlednujici to, ze kterého stavu fetézec vychazi.
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Véta 1.1.4 Pro diskontovany stredni vynos v plati vztah

v(l-p)=Tq+ (1 - p)I-B(P ~1II)]'q.

Potom také plati
11

pro 3 — 1_ aIlq = cl.
Ditkaz: Necht plati nasledujici vztahy

v(l—0) —cl
pro 3 — 1_, kde ¢ = Ilq = cl, tj.
v(l—3) — Hq,
kde IT = (,...,7)" € R¥*%. Ziejmé s vyuzitim (1.21) plati nésledujici vztah
Z 8P —TII)* + Z BII)*
k:(] k=0

=[I-pP-10)" [I — 61!
kde prvni scitanec pro § — 1_ konverguje k
I- (P -1ID]~ =0(1)

a druhy je roven sou¢tu nekoneéné geometrické rady > oo, SFII*. Pak

o0

v(l-p)—Hq=[>_ (BP)*(1- ) —TIlq

k=0

=[>_p"1-B)(P*—1D)q
=> B -p)(P -TD)fq
—p)>_ 4P -T)tq
k=0

=(1-p)I-pP -1 'q— [[— (P -ID)]"

pro 3 — 1_, kde se opét vyuziva vztahu 1.0.4 a véty 1.1.3 a také znalosti geometrického
rozdéleni.
Ukéazali jsme tak, ze plati

v(1 - §) =Tlq+ (1~ BT~ G(P — )]
—Tlq+ (1~ §)Aq +o(1 - )

pro f — 1_ a to je nds pozadovany vztah (1.28). O
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1.1.2 Nehomogenni rizeni

V této ¢asti budeme uvazovat situaci, kdy v kazdém diskrétnim casovém okamziku
se rozhodneme, které (homogenni) fizeni pro tento okamzik (krok) budeme volit. Ne-
homogennim fizenim fetézce X,, na intervalu (0, V) tak budeme rozumét posloupnost
(homogennich) fizenf (r!,...,r"V) € RY. Opét zde zavddime pojem diskontovani, co
je prepocitavani castek splatnych ke konci jednotlivych obdobi na jejich hodnotu k
pocatecnimu okamziku a  je tzv. diskontni faktor. Oznac¢ime-li symbolem v(n, N)
diskontovany sttedni vynos za ¢asové obdobi (n, N), dostaneme podobné jako ve vété

1.1.1 rekurentni vztah
v(m,N) = q + BPv(n + 1 N), (1.29)

kde v(N,N) =0 a ,q = (r¢;;7 € S) zna¢i vynos realizovany za jedno obdobi

o= (,Pi~ pZi ). (1.30)
pricemz p := r; € R;. Definujeme-li

vi(n—1,N) :r%%X(pqi+ﬁppiT§(n, N)) (1.31)
pER;

aV(N,N) =0 € R dostaneme
v(n,N) <¥(n,N)

pro kazdé n € {0,..., N}. Podrobny dukaz je mozné ziskat mirnou obménou dukazu
obdobné nerovnosti pro piipad 5 = 1, viz. [3] strana 124. To znamend, Ze piislusné neho-
mogenni Fizeni je na intervalu (0, N') optimélni. Na piikladech v [3] se na strandch 125-
128 ukazuje, ze pro velkd N € N vychdazi optimalni fizeni v nediskontovaném piipadé
ve tvaru (r,...,r,v% ... V), kde r odpovidd optimalnimu homogennimu fizen.

Lze pak ocekavat, ze na nekonetném intervalu (0,00) bude maximélni stfedni
vynos ddvat (nehomogenni) fizenf (r,r,...) € RY vytvorené z optiméalniho homogenniho
fizeni r € R. Ze vztahu (1.31) tak dostdvdme ndvod jak toto optimalni (homogenni)
fizeni r hledat. Podrobny popis prislusného postupu, véetné dukazu, je uveden v nasledujici
casti.

Pro dalsi praci je vhodné pfi ¢teni nasledného iteracéniho postupu porovnédvat (1.32) se
vzorcem (1.31)
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1.2 Howarduv iteracni postup

V této casti zavedeme pro zjednodusSeni zkracené oznaceni: predni index odpo-

vidajici ifzenf r*) = (rl(k),i € 5) v k-tém kroku algoritmu budeme zkrécené zapisovat

pismenem k. Tedy misto obsirného zapisu P a .xZ budeme uzivat pouze zapis
WP =(Gp;,i €8) arZ=(kz;,,i €5S)" aobdobné misto .« q piSeme rq = (xg;,i € ),
misto p; pouze yp; = (kpij, J € S) a misto L0 Zi Jen pz; = (kzij,J € 9).

Algoritmus popiseme v nékolika nasledujicich krocich:

1. Zvolime nulté piiblizeni r® | k = 0 k hledanému homogennimu fizen.

2. Toto r) jednoznacné urcuje matice P a ,Z. Pomoci vzorce rq; = rPi kZ; Pro
1 € S vypocteme slozky vektoru pq odpovidajici sttednimu vynosu za obdobi délky
jedna pro fizenf r®.

3. Vypocitame slozky vektoru akumulovaného stfedniho vynosu na zakladé diskon-
tovaného Fizeni odpovidajici Fizeni r(k)

W= (1-6P) ' ha
4. Pro vsecha ¢ € S najdeme rozhodnuti r§k+1) € R;
(kD)

i = argmax (,¢; + pPi k). (1.32)
PER;

Pokud rozhodnuti v minulém kroku ri(k) € R; ddva maximalni vysledek
T
max (g + ,Pi kV),

. k41 k o . L .
pak volime 7“2( )= rg Y opacném pripadé nestanovujeme, které z vice moznych

rozhodnuti vedouci k maximalnimu vysledku zvolime.

Poznamka 1.2.1: 7 kroku 4 algoritmu plyne, ze pro fizeni k € Ny plati
k19 + B 1Prv > sq + BPrv (1.33)
plati kdykoli s € R.
Véta 1.2.1 Necht s € R. Pak pro kazdé k € Ny plati
K1V > sq + GsPrv (1.34)

Specialné volbou s := pv dostdvdme 1V > V.
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Dikaz: Volime-li s := v, dostaneme z nerovnosti (1.33) nerovnost

k19 + B Prv > pq + B Prv = pv. (1.35)

Vynédsobime-li tuto nerovnost zapsanou ve tvaru xi1q > (I — Bx11P)rv nezdpornou
matici (I — 31 P)™! =377 (Bk+1P)™ obdrzime nerovnost

ki1Vv = (I — B311P) hp1q > v (1.36)

Déle z nerovnosti (1.33) a z (1.36) plyne, zZe

i1V = k119 + B Priv 2 119 + e Prv > sq + BsPrv,
kdykoli s € R 0

Véta 1.2.2 Necht k € Ny je takové, Ze .1V = v, pak plati ;v > ¢v pro kazdé s € R.

Dikaz: Z nerovnosti (1.34) a z predpokladu ;v = ;v dostdvame, ze sq < (I—[sP)xv.
Vynésobenim této nerovnosti nezdpornou matici (I-3sP) ™t = >°° (3sP)" dostaneme
nerovnost v > (I — B,P) " lsq = 4v. O

Véta 1.2.3 Po konecné mnoha krocich algoritmus konci nalezenim optimdalniho ho-
mogenniho Tizeni. To nastavd v okamziku, kdy dalsi iteracni krok vede k témuz vek-
torovému vynosu jako ten predchdzenici.

Diikaz: Rizenf podle véty 1.2.1 davé neklesajici posloupnost vektort v = pq+ G,Piv,
pricemz poznamka o zpusobu volby arg max zaruci, ze zména fizeni vede k vysSimu
vynosu alespon v jedné slozce vektoru. Je nutné ovérit, ze iteracni postup po konec¢né
mnoha krocich skon¢i. Ve druhé ¢asti ovérime, ze vysledné fizeni je skutecné optimalni.

1. Po koneéné mnoha krocich se itera¢ni postup jisté zastavi. Moznost, ze by se
nezastavil muzeme vyloucit.

(a) Z vety 1.2.1 plyne, Ze v je neklesajici posloupnost v R™ nabyvajici koneéné
mnoha hodnot z mnoziny {,v,r € R} C R™ (v puvodnim znaceni).
Odtud v kazdé k-té slozce je v stacionarni posloupnost a diky tomuto poz-
natku je ;v stacionarni posloupnost, tj. 3kg € N,VE > ko @ pv =g, V.

(b) Nyni sporem ukdzeme, ze Yk > ko plati xr = ,r a to s vyuzitim vztahu
kV = ko V-
Necht pr # g,r. Pak Vi € {1,...,m} plat{ yv; > 1, v; > pVvi, coz nam dava
spor, ktery jsme dostali druhou nerovnosti diky vété 1.2.2.

V prvni ¢asti dukazu jsme ukézali, ze kazdy itera¢ni krok vede pro ruznd fizeni k
vysSimu oc¢ekavanému vynosu. A za predpokladu, zZe fizeni je jen kone¢né mnoho,
je ztejmé, ze algoritmus musi po koneé¢né mnoha krocich skon¢it.

2. Ovéreni optimality ,r plyne piimo z véty 1.2.2 a to napiiklad volbou k = k.
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Kapitola 2

Brownuv pohyb a Itoovo lemma

Tato kapitola vychazi z bakalaiské prace [7]. Nejprve heuristicky odvodime formuli
[toovo lemmatu a v dalsi ¢asti zadefinujeme Browntuv pohyb. Vysledky potom vyuzijeme
v nasledujici kapitole.

2.1 Itoovo lemma

Necht X, je ndhodné velicina odpovidajici pozorované hodnoté sledované veliciny v
case 0, kterd nezavisla s n.v. € se symetrickym alternativnim rozdélenim

Pe=1)=Ple=-1)=1/2 (2.1)
a predpokladejme, ze hodnota sledované veli¢iny v ¢ase At je dana nasledujici rovnici
Xar = Xo + pAt + eoV AL, (2.2)

kde 1,0 € R. Predpoklddejme, 7e je ddna dostatecné hladkd transformace f € C%*(R) a
ze nas zajima vyjadireni zmény transformované velic¢iny v zavislosti na vysledné hodnoté
veliciny €. Budeme predpokladat, ze uvazovany casovy interval At je velmi maly, proto
mu odpovidd podle (2.2) velmi mald zména AX := X, — Xj sledované veliciny a
také velmi mald zména f(AX) := f(Xa:) — f(Xo) transformované hodnoty. Pouzitim
Taylorova rozvoje druhého fadu funkce f v bodé X, dostaneme

AF(X) ~ FX)AX + (X)X (23)
~  f1(Xo)(uAt +eoVAL) + %f”(XO)(uAt + eoVAL)2, (2.4)
Pokud budeme zanedbdvat ¢leny rddveé mensi jako At — 07, dojdeme k odhadu
AF(X) ~ [(Xo)(uAt +eaVAL) + / //(;(0)6202&5 (2.5)
~ | (Xo)p+ @02 At + f'(Xo)eoVAL. (2.6)
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Protoze P(e*> = 1) = 1 podle (2.1). Tuto aproximaci budeme vyuzivat v nésledujici
kapitole. V dalsi ¢asti této kapitoly budeme smétovat k jejimu diferencidlnimu vyjadieni.

2.2 Brownuv pohyb

Nyni prejdeme od diskrétnich intervalu délky At ke spojitému ¢asu. Prirustek casu At
je v tomto pripadé reprezentovany jako dt a akumulativni soucty nezavislych veli¢in e
budou po casové a prostorové standardizaci konvergovat k Wienerovu procesu.
Definice 2.2.1: Necht ndhodny proces W (¢) splituje nasledujici podminky:

1. W(0)=0a (W(t),t > 0) mé spojité trajektorie.

2. Pifrustky AW (t1), AW (ta), ..., AW (t,) jsou nezavislé nahodné veli¢iny pro libo-
volné casy 0<t <ty <+ <ty, kde AW(tl) = W(tl) — W(tz_l)

3. Pro libovolné ¢asové okamziky maji piirustky W (t) — W (s) normalni rozdéleni
N(0,t —s) prot > s,

pak tento ndhodny proces nazyvame Wienerovym procesem.

Dulezitou vlastnosti Wienerova procesu (kterou budeme déle vyuzivat) je, ze jeho
kvadraticka variace na intervalu [0,¢] je rovna t pro kazdé ¢t > 0. Symbolicky tuto
vlastnost zapiseme v diferencidlni podobé ve tvaru

(dW(t))* = dt. (2.7)
Pro nazornost ukazeme, ze
n 2
3 {W (k_At> _w (w)} At (2.8)
p n n

pro n — oo v L2, Ztejmé stiedni hodnota levé strany (2.8) je rovna pravé strané (2.8).
Ukazeme teda, ze rozptyl levé ¢asti se blizi 0 pro n — oo. Oznacme

AW, = W (LN) —w <M> .

n n
Potom
var( Y (AW,)?) = En:var(AW ) = (At)Qvar(NQ) — 0
k k -

k=1 k=1

pro n — 0o, kde N je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim N(0, 1).
Piejdeme k vyjadieni pifrustki ve spojitém modelu. Necht y, a o jsou pro
jednoduchost spojité procesy takové, ze jejich historie do ¢asu t, (us, s < t) a (05,5 < t)
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jsou nezavislé s (W (T) — W (t), T > t) pro kazdé t > 0 a necht infinitezimdln{ prirustek
procesu X; se da zapsat ve tvaru

dXt = U dt—|—0't th, (29)

kde dW symbolicky oznacuje infinitizimalni ptirustek Wienerova procesu. Potom proces
X, budeme nazyvat Itdotv proces. p; se nazyva drift, o, disperzni koeficient a 0% difizni
koeficient. Dosazenim specialni volby

e = pXy, o =0Xy
do (2.9) dostaneme rovnici geometrického Brownova pohybu ve tvaru

Poznamka 2.2.1: Necht U, je Itoouv proces a f € C*(R), potom f(U;) je také Ttoouv
proces a plati Itoova formule

df(U) = f'(U) dU, + % £ (T2 (2.11)

V dalsim textu budeme vyuzivat i nasledujici znéni vicerozmérné verze Itéovy formule
bez toho, abychom uvadeéli jeji presnou formulaci.

df (U, Vi) = fi(U, V) dU + f5(Up, Vi) AV,
+L A1 (U, V(U2 + 35U, V) (AVR)? + 215(Uy, Vi) (AU (dV)]

pokud f € C*(R?) a (U, V;) je "sdruzen&” Itoouv proces.
Speciélné, volbou f(z,y) = xy, dostaneme stochastickou verzi Per Partes ve tvaru

dU,V; = U, dV; + V, dU; + (dU,) (dV;). (2.12)

Vztahy v pozndmce (2.2.1) zustanou v platnosti i v pripadé, ze v definici [tdova procesu
X; nahradime diferencial u; dt diferencidlem ze spojitého procesu dZ;, tak ze Z; je
spojity proces s lokalné kone¢nou variaci takovy, ze jeho historie (Zs, s < t) dohromady
s historii procesu (og,s < t) do casu t je nezdvisla s (W(T) — W (t), T > t) pro kazdé
t > 0. W znadci prislusny Wieneruv proces.
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Kapitola 3

Optimalni obchodni strategie

3.1 Spojity model

Predstavme si investora, ktery investuje na akciovém a penéznim trhu. Predpokladejme,
ze trzni cenu akcie §; je mozné modelovat pomoci geometrického Brownova pohybu

dSt = ,uSt dt + O'St th, 80 = 5.

Déle zaved me nésledujici oznaceni: W, je trzni cena portfolia, N; udava pocet
akcii v portfoliu a investorova pozice v case t je m;. Pozice m; je uréena podilem investic
na akciovém trhu v investorové portfoliu. Omezime se pouze na piipad, kdy m; € (0, 1).
P1i tomto oznaceni je mozné vyjadrit cenu akciové ¢asti portfolia jako

7TtWt == -/\/;SSt (31)

Pokud investor neobchoduje, pak N, je konstantni a prirustek trzni ceny portfolia
je zpusoben pouze zménou trzni ceny akcie

th = M dSt = /\/;St(/i dt +o0 th) = Wtﬂ't(ﬂ dt +o0 th) (32)
Podle vztahu (3.2) a Itoovy formule (2.6) s volbou f(z) = 2! plat{
d AW, \?
Wt th_l = — Wt + Wt = 7Tt(—,u + 0'27Tt) dt — s th (33)
W, W,

Z (3.2) a Itoova lemmatu volbou f(z) = Inx dostdvame
1
dIn W, = (pm — 5027rt2) dt + om, dW,. (3.4)

Dle stochastické verze Per Partes vztahu (2.10), (3.1), (3.3) a predpokladu, ze N; je
konstantni dostaneme

dm, = NW, 1S, + N SW, "W dW, 7t 4+ N (dS) (AW, ™) (3.5)
= m(1 —7m)[(n — o*m,) dt + o dW,]. (3.6)
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Po zavedeni vztahu pro drift B(z) a difuzi S?(z)
B(z) = z(1 — 2)[p — o%a] S(x) =ox(l —x),
muzeme piirustek pozice pii neobchodovani zapsat ve tvaru
dm = B(m) dt + S(m) dW,. (3.7)

Nyni piedpoklddejme, Ze v ¢ase t nakoupime AN; > 0 akcii, pak NS, = W,z,
vzroste o hodnotu S; AN, coz predstavuje objem tohoto obchodu. Predpoklddejme déle,
ze pii ndkupu platime (1 + §)-krat trzni cenu akcie, kde § > 0. Velikost transakénich
nakladu je pak rovna

0S; AN, = A(6SN),

protoze nakup probéhne v nekonecéné kratném ¢asovém intervalu [t, ¢+ dt], béhem néhoz
se cena akcie §; nezméni. O stejnou hodnotu musi poklesnout trzni cena portfélia.
Nasledujici hodnota tak béhem ndkupu zustava konstantni

Wi + 0NS: = Wi(1 + 0y).
V diferencialni podobé lze psat
d*InW, = —d" In(1 4 dm;) = =04 (m) d¥m,
kde d* reprezentuje infinitezimdln{ zménu zpusobenou nakupem akcie odpovidajici in-
finitezimAlni zméné pozice d*m, =: dm,™ a kde
Vi(x) = 1 +5 o

P1i prodeji predpoklddame, ze obdrzime (1—e)-krat trzni cenu akcie, kde 0 < € < 1.
Podobné jako pri nakupu bychom mohli ukazat, ze pfi prodeji zustava konstantni
nasledujici hodnota

(3.8)

Wt - GMSt = Wt(l — E.flft).

V diferencialni podobé s vyuzitim d—, které reprezentuje zménu zpusobenou prodejem
akcil odpovidajici infinitezimalni zméné pozice —d~m; =: —dm;~ dostaneme

d"Inm = —-d " In(1 —emy) =9_(m)d™ (my) = =9 _(m) d(m ),

kde .
I_(z) = : 3.9
(r) = —— (39)
Obecné pak celkovy prirustek pozice vyjadiuje rovnice
d7Tt = B('ﬂ't) dt + S(Tl't) th + d7Tt+ - d’ﬂ't_. (310)

Rovnost (3.10) lze také chépat jako definiéni rovnost pro diferencidly d*z; a d~; spolu
s omezujicim predpokladem, Ze jejich neurcité integraly jsou neklesajici procesy, coz
lze v diferencidlni symbolice napsat ve tvaru d*z;,d"x; > 0. Rovnost (3.10) tak blize
upresnuje vyznam diferencidlu d* a d~. Celkovou dynamiku trznf ceny portfolia je tak
mozné zapsat rovnici

1
dlnW, = <wrt — 502@2) dt + om dW; — 94 (7)) dmy ™ — 9 () dmry . (3.11)
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3.2 Aproximace spojitého modelu diskrétnim

Model investorovy pozice (3.10) je modelem spojitym. Pi aproximaci tohoto
modelu diskrétnim, musi byt zachovany jeho charakteristiky, coz jsou stiedni hodnota
a rozptyl infinitezimalnich piirustku procesu. Predpokladejme nyni, Zze poc¢atecni pozice
investora v ¢ase nula je

o — Xo-

Pro podminénou stiedni hodnotu ve spojitém modelu pak plati vztah
E[ray — mo |mo = x] ~ B(z) dt. (3.12)
dmy

Pii vypoctu stiedni hodnoty jsme vysli ze vztahu (3.10) a poznatku ze sekce 2.2
o Wienerové procesu, jehoz pifrustek dW (t) ~ N(0,dt). Toho vyuzijeme i pti vypoctu
rozptylu

var[rg — mo|mo = x] ~ E[(7a; — m0)? |70 = 2] ~ S*(z) dt. (3.13)

V (3.13) jsme ve druhém clenu zanedbali vyraz
(Elrae — mo|mo = 2])* ~ B*(x) (dt)?,
coz je mozné za predpokladu, ze ¢asové prirustky dt jsou malé.

V diskrétnim modelu bude situace vypadat nasledovné.

x—h T x+h

P_(z) Py (x)

Pocatecni investorova pozice v case nula je v bodé x. V ¢ase dt bude mq; = x+h s pravdé-
podobnosti Py, (x), s pravdépodobnosti P_(x) v mq; = x — h a s pravdépodobnosti Py(x)
zustane v bodé mq; = x. Pritom musi platit

Py(z) =1— P, (z) — P_(x). (3.14)
Zacneme vyjadienim stfedni hodnoty investorovy pozice ;.

Elra|mo=1a] = P_-(z)(x—h)+ Fy(z)r + Py (x)(z + h)
— w+ Po(2)(—h) + Py () (h),

kde jsme v poslednim vztahu vyuzili (3.14). Po ode¢teni g ziskdme vyjadieni pro stiedni
hodnotu a rozptyl prirustku tohoto diskrétniho modelu

Elrgy — mo|mo = 2] = h(Psi(z) — P-(x)) (3.15)
var[rg — mo|lmo = 1] ~ E[(ma — m0)?|mo = 7] (3.16)
~ R*(P_(x) + P.(x)). (3.17)
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Ve vztahu (3.16) jsme zanedbali druhy ¢len rozptylu. To je mozné jen pii volbé malych
zmén investorovy pozice h. Porovnanim vysledku spojitého a diskrétniho pristupu
dostaneme odhad P, (x) a P_(x).

B(z)dt ~ h[Py(z) — P_(2)] (3.18)
S2(z)dt ~ hY[P.(z) + P_(2)]. (3.19)

Regenim soustavy rovnic (3.18) a (3.19) pro dt — 0 a h — 0 jsme ziskali odhady
hB(x)dt + S%(x) dt -

P. () — >0 (3.20)
P (x) ~ —hB(x) dzth—zl— S?(x)dt >0, (3.21)

kde nezdpornost v (3.20) a (3.21) muzeme pro mald h dosdhnout v pifpadé, ze S*(z) > 0.
Ze vztahu (3.14) je ted mozné dopocitat Py(x)

S?(z) dt

Py(z) =1—[Pi(z)+ P_(x)] ~ 1 — B2

(3.22)

Piitom Py(z) musi spliiovat podminku

To plati, pokud S%(z) dt < h? a tedy lze volit

B2

T

kde k > S?(z) plati pro vSechna uvazovana x a specidlné pro x € (0,1) plati k = % >
r2(1 —z)%

dt =

3.3 Nalezeni optimalniho rizeni

V pripadeé, ze platime za obchodovani transakéni naklady, lze o¢ekavat, ze op-
timéln{ strategii bude udrzovat pozici v ur¢itém intervalu, oznaéme jej [«, 3], a neob-
chodovat, pokud se pozice investora nachazi uvniti (a, 3), viz [2] a [5].

3.3.1 Spojity model

Podrobné odvozeni je zpracovano v [2]. Na tomto misté pouze shrneme vztahy,
které umoznuji porovnani numerickych vysledku diskrétniho a spojitého modelu.
Optimalni interval (o, 3) nalezneme v piipadé spojitého modelu jako argument maxima
funkce

2p
§ﬁ_ ‘1 a|2p§a

2p
_’1 a‘
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u(a, ) 3 —— Dpro p=20
lnm —lnm
na mnoziné {(«o, 3),0 < a < f < 1}, kde
w1 1+9 1—e¢
p = o = a &g =0

1—ef’

o2 2

za predpokladu, ze 0 < 5 < 1.

3.3.2 Diskrétni model

V tomto modelu vyuzijeme pii hleddni optiméalni strategie Howarduv iteraéni
postup odvozeny v ¢asti 1.2.

Predpokladejme, ze mnozina moznych staviu Markovova fetézce je ve tvaru S = 1,...,m,
kde m = 1/h — 1 € N. To odpovidd mnoziné pozic investora X := z;, k € S C (0,1),
kde z, = h - k.

V tomto modelu budeme za piipustna fizeni povazovat rozhodnuti investora
koupit akcie (+), prodat akcie (—) nebo vubec neobchodovat (0). Mnoziny moznych
fizeni fetézce v jednotlivych stavech jsou nasledujici:

e Ry = {+} a R,, = {—}: krajn{ polohy povazujeme za bezpodminecné. Tedy
musime zahajit okamzity nakup, resp. prodej, abychom udrzeli pozici ; v mnoziné
X resp. v intervalu [h, 1 — h].

e Ry = {+,0} a R,,-1 = {0,—}: ve stavech bezprostfedné sousedicich s krajnimi
stavy volime strategii tak, abychom opét udrzovali pozici 7, v intervalu [h, 1 — h].

e R, ={+,0,—}proi € {3,...,m—2}: v téchto stavech neni investorovo rozhodovani
nijak omezeno.

Mnozina vsech fizeni fetézee je pak ve tvaru R = [[", R;.
Matici pravdépodobnosti pfechodu P je nutné urcit pro kazdé tizeni fetézce.
Jeji ¢leny zavisi na rozhodnuti, které v daném stavu ucinime. Pokud je nasim rozhod-

nutim ve stavu ¢ neobchodovat, neznamend to jeste, ze fetézec zustava ve stejném stavu,
proto rozdéleni pravdépodobnosti prechodu je nasledujici:

/ Pii—1 = P—(%’)

0) —— pii = Po(x;)

N

Piiv1 = Pi(zy),

kde P_(z;), Py(x;) a Py(z;) jsou po fadé ddny vztahy (3.21), (3.22) a (3.20).
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e Pokud nakoupime posuneme tim fetézec ze stavu ¢ do stavu ¢ + 1. Pak pohybu z
tohoto stavu odpovidaji pravdépodobnosti prechodu:

/ Pii = P ($i+1)

(—l—) — Diji+2 = P+(=Ti+1)-

Piji+1 = P0($i+1)

e Pro rozhodnuti prodavat pak pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ do stavu ¢ —1
jsou dany vztahy:

/ Diji—2 = P (%‘—1)

(=) — pii= Py (1)

N

Dii—1 = P0($z‘—1)

Matice ocenéni prechodu Z také odrazeji zameér investora.
Necht ocenéni z;; nezdvisi na j, coz odpovidd tomu, Ze ocenujeme setrvani fetézce v
jednotlivych stavech, nikoli pfechody mezi nimi. Pak také plati ,z; = ,z, - 1.
e Piirozhodnuti neobchodovat se neplati zadné transakéni ndklady a ocenéni prechodu
odpovida prirustku logaritmu trzni hodnoty portfolia spojenych se setrvanim poz-
ice 1 v blizkosti hodnoty w;, resp. s piirustkem procesu [ (ums — %szf) ds.

1
0% — 02(1’1) = (,uxl — 50’2]712) dt.

e Rozhodnuti nakoupit je zatizeno transakénimi naklady hi, (z) definovanymi vz-
tahem (3.8). Piislusné ocenéni je tvaru

+2zi = 1 2(x;) = oz(x;) — ho4(x;).

e Pro piipad prodeje a s tim spojenymi transakénimi naklady hv_(x) uréenymi
(3.9) je ocenéni prechodu

_zi = _z2(x;) = oz(x;) — hO_ ().

Nyni uz je mozné pro nalezeni optimalniho fizeni pouzit modifikovany Howarduv algo-
ritmus s po¢dtetnim pfiblizenim napf. ¢z := (+,0,...,0,—).

26



3.3.3 Porovnani ocekavanych vysledkti v danych modelech

Predpokladejme, Ze se fetézec nachézi na pocatku ve stavu ¢, pak ocekdvany
vynos za n obdobf je piiblizné v(n) pro diskontovany piipad a v(n) pro piipad nediskon-
tovany.

Vysledky tohoto diskontovaného modelu s 5 — 1~ budeme porovnavat s vysledky
nediskontovaného modelu, které jsou uvedeny v [7]. Zminény nediskontovany model
odpovida vztahu

v(n) ~ncl+b pron — oo a =1, kde vektory ¢ a b ziskdme z Howardova algoritmu.

Naproti tomu diskontovany piipad je tvaru

cl
1-8

v(n) ~ + b pro § — 17 a tento pripad se bude porovnévat s modelem kdy § << 1.
Casovy interval (0, c0) rozdélime na n podintervalit délky dt. Numericky porov-

7 . c . Vi—Vi—1 bi—b;_1
natelné hodnoty jsou §; a prirustky == ~ =—==.

3.3.4 Porovnani numerickych hodnot

Ekvivalence modelu je ilustrovana na dvou ptikladech, v obou jsou transakéni
néklady § = e = 2%, volatilita ¢ = 1 a p = 1/2. Odlisnost piikladu je v hodnoté [.
Nejdiive budeme uvazovat, ze § — 1~ a toto budeme porovnavat s modelem, kdy 5 =1
a poté v druhém pripadé § << 1.

Vysledky modelu davaji po radé interval (a, 3), ktery je porovnatelny s vyslednym
intervalem uvedenym v [7] pro spojity model a hodnotu diferenénich podila “—"=1 =¥/,
které lze rovnéz srovnat s vysledky spojitého modelu.

Diskretizace spojitého modelu byla provedena s krokem h = 0.005 a casovou
zménou dt = 0.0004 pii volbé £ = 0.00001.

Vystupem jsou po fadé graf diferencnich podilu vektoru &', vysledné fizeni z posledniho
kroku, kde strategii nakoupit odpovida 1, rozhodnuti prodat je reprezentovano —1 a
neobchodovani 0. Dalsi ¢ast vystupu tvoii vysledny interval (o, 3). Na zavér je uvedena
hodnota §; v poslednim kroku, ktera je posledni hodnotou v posloupnosti a ta by podle
predpokladu méla byt rostouci.
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V grafech jsou zakresleny hodnoty diferencnich podilu s opaénym znaménkem a
to pro snazsi srovnatelnost s hodnotami v grafu spojitého modelu.

Nezli zatneme se srovnanim je tteba pripomenout vztah pro parametr § vyuzivany
v numerické realizaci, ktery je tvaru § = exp{—a - dt}.

Porovnatelnost téchto dvou grafu je ve vysledném intervalu, kdy pro a = 0.005
je interval uzsi nez pro a = 10 a také v hodnotach §. Pokud bude diskontovani velké,
pak ztrata z transakcnich nakladu je prilis velka a jiz se neda nahradit. Proto se také
méné obchoduje. Ztrata je definovana vztahem .- Bk = %, coz ma vahu pro § — 0
rovinu 0(3).

Diskrétni model skyta stéle jednu nevyhodu a to, ze volba kroku A by méla
byt co nejmensi. Tim se ale zvySuje Casova naroc¢nost vypoctu. Je tedy nutné zvolit
kompromis mezi dobou ¢ekani na vysledek a jeho presnosti.
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Dodatek A

Programova realizace diskrétniho
modelu

A.1 Pripad pro 6 — 1~

Howard|h,dt, p,0,6,¢,al;

h = 0.005;

m = Round[1/h] — 1;

Jednotkova = IdentityMatrix[m)];

r = Table[0, {m}];

r{[A]] =1;

rlm]] = -1

sig = 1;

sigmakv = sig"2;

mu = 0.5; (*0.4%)

B[x]:=z * (1 — z) * (mu — sigmakv * z);
SS[x_]:=sigmakv * 22 * (1 — x)"2;

m = Round[1/h] — 1;

k=1/16;

dt = hM2/k;

delta = 0.02;

epsilon = 0.02;

nuplus[x_]:=delta/(1 + delta * z);
numinus|x_]:=epsilon/(1 — epsilon * z);
Pdoprava[x_]:=(h * B[z] * dt + SS[z] * dt)/(2h"2);
Pdoleva[x_]:=(—h * B[z] * dt + SS[z] * dt)/(2h"2);
Pnula[x_|:=1 — (SS[z] * dt)/(h"2);

s = Table[0, {m}];

g = Table[0, {m}];

alfa = 0.005;
faktor = Exp[—alfa * dt];
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Print[s];

While[(r — 8).(r — s) > 0,

P = Table[0, {m}, {m}];

Print[s];

For[i = 1,i < m,i++,x = hx;

q[[i]] = (mu * x — 1/2 x sigmakv * £2) * dt;

If[r([i]] == 1, q[[s]] = ql[s]] — h * nuplus(z]];

Iffr([i]] == —1, g[[i]] = q[[]] — h * numinusz]};

Switch[r[[i]], 1, P[[¢,]] = Pdoleva|z + h]; P[[i,i + 1]] = Pnula[z + h]; P[[i, i + 2]] = Pdoprava[z + h], —1,

P[[i,i — 2]] = Pdolevalz — h]; P[[i, — 1]] = Pnulafz — h]; P[[i, i]] = Pdoprava[z — h],0, P[[i,i — 1]] = Pdoleva|z]
P[[i,i]] = Pnulalz]; P[[z,¢ + 1]] = Pdoprava|z]|];

w = LinearSolve[Jednotkova — faktorP, g|;

Print[w];

For[ih= 2,8 <m — Lt rfi]] = s[(d];

q[[i]] = (mu * x — 1/2 x sigmakv * 22) * dt;

NIC = ¢[[¢]] + Pdoleva[z]v[[i — 1]] + Pnula[z]v[[¢]] + Pdoprava[z|v[[i + 1]];

IfNIC > w([]], w([z]] = NIC; r[[z]] = 0;]; |
If[i < m — 1, NAKUP = ¢[[i]] — h * nuplus[z] + Pdoleva[z + h] * v[[i]] + Pnula[z + h]v[[i + 1]] + Pdopravalz + h
If[NAKUP > w([i]], w[[i]] = NAKUP;r[[i]] = 1;];];

Ifi > 2, PRODEJ = ¢[[i]] — h * numinus|z] + Pdoleva[z — h]v[[i — 2]] + Pnula[z — h]v[[i — 1]] + Pdoprava[z — h]
IffPRODEJ > w([¢]], w[[¢]] = PRODEJ; r[[¢]] = —1;];]];

¢ = Mean|w] * (1 — faktor) /dt;

Print[r];

diference = Table[0, {m — 1};

vektor = Table[0, {m}];

prirustek = Table[0, {m}];

index = 1;

z[index] = r;

For[i = 1,7 < m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];

prirustek = (wl[é]] — w([z — 1]])/h;];

Print[vektor];

PopisOsy = Table[{i * 50, ToString[(h * i * 50)//N1}, {3, 1, (m)/50}];
i=1;

While[i # m, diference[[i]] = (w[[i]] — w[[i + 1]])/h; i++];
ListPlot[diference, PlotJoined — True, Ticks — {PopisOsy, Automatic}, PlotRange — {{0, 197}, {—0.03,0.03} }]
Rozmezi[x_List]:={Position[z, 1]/ /Last, Position|z, —1]/ /First}/ /Flatten;
{a, B} = Rozmezi[z[index]];

Print[z[index]];

Print[(h * {a, 8})//N];
Print|c|;
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A.2 Pripad pro [ <<1

Howard|h,dt, p,0,6,¢,al;

h = 0.005;

m = Round[1/h] — 1;

Jednotkova = IdentityMatrix[m)|;

r = Table[0, {m}];

r[A]] = 1;

rllm]] = —1;

sig = 1;

sigmakv = sig"2;

mu = 0.5; (*0.4%)

B[x]:=z * (1 — z) * (mu — sigmakv * z);
SS[x_]:=sigmakv * 22 * (1 — x)"2;

m = Round[1/h] — 1;

k=1/16;

dt = h"2/k;

delta = 0.02;

epsilon = 0.02;

nuplus[x_]:=delta/(1 + delta * z);
numinus|x_]:=epsilon/(1 — epsilon * z);
Pdoprava[x_]:=(h * B[z] * dt + SS[z] * dt)/(2h"2);
Pdoleva[x_]:=(—h * B[z] * dt + SS[z] * dt)/(2h"2);
Pnula[x_|:=1 — (SS[z] * dt)/(h"2);

s = Table[0, {m}];

g = Table[0, {m}];

alfa = 10;

faktor = Exp[—alfa  dt];

Print|s];

While[(r — s).(r — s) > 0,

P = Table|0, {m}, {m}];

Print|s];

For[i = 1,i < m,i++,x = hxi;

q[[i]] = (mu * x — 1/2 x sigmakv * z2) * dt;

Iffr[[i] == 1, q[[i]] = q[i]] — } * nuplus(z]];

Ifr[[i] == —1, q[[s]] = q[[s]] — h * numinus(z]];

Switch[r[[#]], 1, P[[¢,]] = Pdoleva|z + h]; P[[i,i + 1]] = Pnula[z + h]; P[[i, i + 2]] = Pdoprava[z + h], —1,
P[[i,i — 2]] = Pdolevalz — h]; P[[i, — 1]] = Pnulafz — h]; P[[i, {]] = Pdoprava[z — h],0, P[[i,i — 1]] = Pdoleva[z]
P[[i,3]] = Pnula[z]; P[[i,¢ + 1]] = Pdoprava[z]]];

w = LinearSolve[Jednotkova — faktorP, g|;

Print[w];

For[ih= ?,i <m — 1,i++,r[[¢]] = s[[z]];
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q[[i]] = (mu * z — 1/2 * sigmakv * £\2) * dt;

NIC = ¢[[¢]] + Pdoleva[z]v[[i — 1]] + Pnula[z]v[[¢]] + Pdoprava[z]|v[[i + 1]];

HNIC > w([z]], w[[z]] = NIC; r{[z]] = 0;]; |
Iffi < m — 1, NAKUP = ¢[[i]] — h * nuplus[z] + Pdoleva[z + h] * v[[¢]] + Pnula[z + h]v[[i + 1]] + Pdoprava[z + h
HNAKUP > w[[i], w[i]] = NAKUP; r{[i] = 1; ;)

Iff: > 2, PRODEJ = ¢[[¢]] — h * numinus|z] + Pdolevalz — hlv[[i — 2]] + Pnula[z — h]v[[i — 1]] + Pdoprava[z — A]
IffPRODEJ > w([i]], w[[¢]] = PRODEJ; r[[z]] = —1;];]];

¢ = Mean[w] * (1 — faktor)/dt;

Print[r];

diference = Table[0, {m — 1}];

vektor = Table[0, {m}];

prirustek = Table[0, {m}];

index = 1;

z[index| = r;

For[i = 1,71 < m, i++, vektor[[i]] = w([i]];

prirustek = (wl[é]] — w([¢ — 1]])/h;];

Print[vektor];

PopisOsy = Table[{i * 50, ToString[(h * i * 50)//N]}, {3, 1, (m)/50}];
i=1;

While[i # m, diference[[i]] = (w[[i]] — w[[i + 1]])/h; i++];
ListPlot[diference, PlotJoined — True, Ticks — {PopisOsy, Automatic}, PlotRange — {{0, 197}, {—0.03,0.03} }]
Rozmezi[x_List):={Position|z, 1]/ /Last, Position[z, —1]//First}/ /Flatten;
{a, B} = Rozmezi[z|index]];

Print|z[index]];

Print[(h * {a, 8})//N];
Print|c|;
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