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Moticace

1. Uvažujme investora jehož úkolem je maximalizovat očekávaný akumulovaný diskon-
tovaný užitek z tržńı hodnoty portfólia v nekonečném časovém horizontu.

2. Zaj́ımá nás zda plat́ı rovnost

∞∑
l=0

βl lnWlδ =
∞∑
l=0

βl
l∑

k=1

∆ lnWkδ =
∞∑
k=1

(
∞∑
l=k

βl)∆ lnWkδ =
1

1− β

∞∑
k=0

βk∆ lnWkδ.

Označ́ıme-li užitkovou funkci u(x) = ln x, pak úloha maximalizovat E
∑∞

k=0 β
k∆ lnWkδ

a úloha maximalizovat E
∑∞

k=0 β
ku(Wkδ) má stejné řešeńı.
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Úvod

Tato práce se zabývá nalezeńım optimálńı obchodńı strategie při existenci trans-
akčńıch náklad̊u v diskrétńım modelu.

Prvńı kapitola je věnovaná shrnut́ı poznatk̊u o diskontovaných ř́ızených i neř́ızených
Markovových řetězćıch s diskrétńım časem. Kĺıčovou část́ı této kapitoly je popis a d̊ukaz
modifikovaného Howardova iteračńıho algoritmu v sekci 1.2, který se v diskrétńım
př́ıpadě použ́ıvá k nalezeńı optimálńı obchodńı strategie. Jako výchoźı zdroje mi v této
kapitole sloužily [6] v části věnované neř́ızeným Markovovým řetězc̊um, [3] pro ř́ızené
řetězce a [7].

Druhá kapitola se zabývá co nejjednodušš́ım přibĺıžeńım Brownova pohybu,
který je využ́ıván při odvozeńı spojitého modelu. Vzhledem k tomu, že tato práce
je zaměřena hlavně na diskrétńı př́ıpad, jsou pojmy v této kapitole pouze zjednodušeně
přibĺıženy. Použ́ıvala jsem přitom publikace [1], [4], [7] a [8].

Závěrečná kapitola se v části 3.1 věnuje popisu problému hledáńı obchodńı strate-
gie ve spojitém modelu. Ani zde však nebyl kladen hlavńı d̊uraz na detailńı popis, ale
sṕı̌se na shrnut́ı hlavńıch charakteristik spojitého modelu, které jsou využity v závěrečné
numerické studii. Problematice spojitého modelu se detailně věnuje [2] nebo [5], z nichž
jsem také čerpala.
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Kapitola 1

Markovovy řetězce s diskrétńım
časem

Necht’ posloupnost {Xn, n ∈ N} je homogenńı Markov̊uv řetězec s konečnou
množinou stav̊u S = {1, . . . ,m}, dále jen Xn. Pro daľśı práci potřebujeme zavést matici
pravděpodobnosti přechodu P = (pij)i,j∈S a pravděpodobnosti přechodu

pij := P (Xn = j|Xn−1 = i).

Dále je třeba zavést nový pojem a to stacionárńı rozděleńı, které budeme značit

π = (πj, j ∈ S).

Necht’ π je pravděpodobnostńı rozděleńı na množině S, tj. πj ≤ 0, j ∈ S,
∑

j∈S πj = 1.
Potom se tedy π nazývá stacionárńı rozděleńı daného řetězce Xn, jestliže plat́ı

π
T

= π
T
P. (1.1)

Poznámka 1.0.1: V nerozložitelném řetězci s konečně mnoha stavy jsou všechny
stavy trvalé, nenulové.

Věta 1.0.1 Jsou-li všechny stavy trvalé nenulové, stacionárńı rozděleńı existuje a je
jediné. Jsou-li všechny stavy neperiodické, potom pro stacionárńı pravděpodobnosti πj
plat́ı

πj = lim
n→∞

p
(n)
ij , i, j ∈ S (1.2)

a rovněž
πj = lim

n→∞
pj(n), j ∈ S, (1.3)

kde pij
(n) := P (Xn+m = j|Xm = i) a pj(n) = P (Xn = j)
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Důkaz: Viz d̊ukaz věty 2.25 (ii) v [6]
�

Věta 1.0.2 Necht’ j je přechodný stav Markovova řetězce. Potom při n→∞

p
(n)
ij → 0, i ∈ S. (1.4)

Důkaz: Viz d̊ukaz věty 2.9 (i) v [6]
�

K d̊ukazu věty 1.0.4 budeme potřebovat následuj́ıćı větu z teorie matic.

Věta 1.0.3 Necht’ M ∈ RS×S je matice taková, že Mn → 0 při n→∞, kde 0 ∈ RS×S

je nulová matice. Potom matice I−M je regulárńı a plat́ı

(I−M)−1 =
∞∑
k=0

Mk.

Důkaz: Viz d̊ukaz věty B.2 v [6].
�

Věta 1.0.4 Bud’ Xn aperiodický homogenńı Markov̊uv řetězec s konečně mnoha stavy S
s nerozložitelnou množinou trvalých stav̊u C a množinou přechodných stav̊u T. Pak pro
matici přechodu P tohoto řetězce plat́ı

Pn → Π pro n→∞, kde Π := (π, . . .π)T ∈ RS×S

je matice s řádky jsou tvořenými vektory stacionárńıho rozděleńı π ∈ RS řetězce Xn.

Důkaz: Podle věty 2.12 v [6] se stavy řetězceXn daj́ı přeč́ıslovat tak, aby po přeč́ıslováńı
byla matice přechodu P tohoto řetězce ve tvaru

P =

(
P̃ 0
Q R

)
, (1.5)

kde Q ∈ RT×C ,R ∈ RT×T a P̃ ∈ RC×C je matice přechodu ergodického podřetězce
odpov́ıdaj́ıćı trvalým stav̊um řetězce Xn a kde 0 ∈ RC×T je nulová matice. Podle
poznámky 1.0.1 a věty 2.25 v [6] existuje právě jedno rozděleńı π̃ ∈ RC na C takové,
že π̃

T
P̃ = π̃ takové, že Pn → Π̃ = (π̃, ..., π̃)

T

. Pak πT :=
(
π̃

T
,0T
)
∈ RS je stacionárńı

rozděleńı Xn, nebot’

π
T
P =

(
π̃

T
P̃, π̃

T
0
)

=
(
π̃

T
,0

T
)

= π
T

(1.6)

a kde 0 ∈ RT je nulový vektor.
Pokud naopak ν =

(
ν̃

T
, ν̄T
)T

je stacionárńı rozděleńı řetězce Xn, kde ν̃ ∈ RC , ν̄ ∈ RT .
Pak plat́ı soustavy

ν̃
T
P̃ + ν̄

T
Q = ν̃

T
(1.7)
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ν̃
T
0 + ν̄

T
R = ν̄

T
. (1.8)

Podle věty 2.9 v [6] plat́ı Rn → 0 ∈ RT×T a podle věty 1.0.3 je matice I−R regulárńı
a z (1.4) tak dostáváme, že ν̄ = (I−R)−1 0 = 0 ∈ RT . Pak ν̃ je rozděleńı na C a podle
(1.3) plat́ı

ν̃
T
P̃ = ν̃

T
. (1.9)

Z jednoznačnosti π̃ dostáváme, že π̃ = ν̃ a tak

π
T

=
(
π̃

T
,0

T
)

=
(
ν̃

T
,0

T
)

= ν
T
. (1.10)

Zbývá ukázat, že p
(n)
ij → πj pro n→∞. Př́ıpad i ∈ S, j ∈ T plyne z věty 1.0.2 a př́ıpad

i, j ∈ C z věty 1.0.1.
Necht’ nyńı i ∈ T, j ∈ C. Pro potřeby d̊ukazu definujeme čas prvńıho vstupu řetězce Xn

do množiny trvalých stav̊u C předpisem a pravděpodobnosti absorpce

τ := inf{n ∈ N0, Xn ∈ C}, uij
(n) := Pi(Xτ = j, τ = n|X0 = i), i ∈ T, j ∈ C.

(1.11)

Podle věty o úplné pravděpodobnosti pro 0 ≤ u
(k)
is plat́ı

∑
s∈C

∞∑
k=0

u
(k)
is = 1.

Podobně rozborem možnost́ı dostáváme

pij
(n) =

∑
s∈C

n∑
k=0

u
(k)
is p

(n−k)
sj =

∑
s∈C

∞∑
k=0

u
(k)
is p

(n−k)
sj 1[n≥k]. (1.12)

Dále z Lebesqueovy věty o majorantě a z konvergence

p
(n−k)
sj 1[n≥k] → πj

plyne, že
p

(n)
ij →

∑
s∈C
∑∞

k=0u
(k)
is πj = πj pro n→∞.

�
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1.1 Řı́zené Markovovy řetězce

V této kapitole budeme pracovat jen opět s homogenńımi Markovovými řetězci
s konečně mnoha stavy. Nyńı ke každému stavu s ∈ S uvažujme konečnou množinu
př́ıpustných rozhodnut́ı Rs. Homogenńım ř́ızeńım řetězce Xn pak budeme rozumět
jakýkoli prvek

r = (rs)s∈S ∈ R :=
∏

s∈S Rs,

který ke každému stavu s ∈ S přǐrazuje rozhodnut́ı rs ∈ Rs.
Předpokládejme, že přechod řetězce Xn ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S je spo-

jen se ziskem ρzij pokud jsme zvolili rozhodnut́ı ρ ∈ Ri. Dále předpokládejme, že
přechod řetězce Xn ze stavu i ∈ S do stavu j ∈ S nastane při rozhodnut́ı ρ ∈ Ri

s pravděpodobnost́ı ρpij. Je-li tedy řetězec Xn ve stavu i ∈ S a my zvolili rozhod-
nut́ı ρ ∈ Ri, bude se hodnota řetězce Xn+1 v následuj́ıćım okamžiku ř́ıdit rozděleńım

ρpi := (ρpij)i∈S. Źıskané hodnoty odpov́ıdaj́ıćı jednotlivým přechod̊um pak budeme za-
pisovat pomoćı vektoru oceněńı ρzi := (ρzij)j∈S.

Pro konkrétńı homogenńı ř́ızeńı r ∈ R je pak Xn homogenńım Markovovým
řetězcem s matićı přechodu rP a s oceněńım přechod̊u daných matićı rZ, kde

rP = (ripi
T
)i∈S = (ripij)i,j∈S, rZ = (rizi

T
)i∈S = (rizij)i,j∈S.

Tyto rovnosti upravuj́ı vztahy mezi maticovým, vektorovým a složkovým zápisem. Dále
zavedeme vektor středńıch výnos̊u za jedno obdob́ı rq odpov́ıdaj́ıćı r̊uzným počátečńım
stav̊um a ř́ızeńı r ∈ R předpisem

rq := (riqi)i∈S, kde ρqi := ρpi
T

ρzi

představuje středńı výnos za jedno obdob́ı odpov́ıdaj́ıćı počátečńımu stavu i ∈ S
Markovova řetězce Xn a rozhodnut́ı ρ ∈ Ri.

1.1.1 Markovovy řetězce s diskontovaným oceněńım přechod̊u

Předpokládejme, že kapitál je úročen a že se zaj́ımáme o jeho hodnotu diskon-
tovanou k počátečńımu okamžiku. Přepoč́ıtáńı částek splatných na konci jednotlivých
obdob́ı na jejich hodnotu k počátečńımu okamžiku se nazýva diskontováńım. Jedná se
o násobeńı hodnotou β ∈ (0, 1), kterou budeme nazývat diskontńı faktor.

V této části budeme předpokládat, že je pevně zvoleno nějaké ř́ızeńı r ∈ R.
Odpov́ıdaj́ıćı matici přechodu budeme značit P a matici oceněńı Z. Předńı index r
tak budeme vynechávat. Předpokládejme, že zisk zij souvisej́ıćı s přechodem ze stavu
i ∈ S do stavu j ∈ S v obdob́ı (n, n + 1) už je přepoč́ıtán (rozuměno diskontován) do
okamžiku n.

Věta 1.1.1 Mějme Markov̊uv řetězec s konečnou množinou stav̊u S, matici pravděpo-
dobnost́ı přechodu P a matici oceněńı přechodu Z, kde P ∈ RS×S a Z ∈ RS×S.
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Dále mějme diskontńı faktor β ∈ (0, 1). Pro výpočet středńıho diskontovaného výnosu
v(n) ∈ RS za n obdob́ı plat́ı následuj́ıćı rekurentńı vztah

v(n) = q + βP · v(n− 1), (1.13)

kde n ≥ 1, v(0) = 0 ∈ RS a q ∈ RS znač́ı vektor výnos̊u realizovaných za jedno obdob́ı

q = (qi)i∈S, kde qi := pT

izi. (1.14)

Důkaz: Viz obdoba d̊ukazu věty 2.29 v [6]. Přechod ze stavu i v čase n do stavu j
v čase n+1 je spojen se ziskem zij v čase n. Potom oceněńı tohoto přechodu přepoč́ıtané
k počátečńımu okamž́ıku je βnzij, kde 0 < β < 1 je daný diskontńı faktor. Realizace
(X0 = i,X1 = i1, ..., Xn = in) dává výnos zii1+βzi1i2+...+βn−1zin−1in . Pravděpodobnost
této realizace podmı́něná t́ım, že X0 = i je pii1pi1...in , kde pi1...in := pi1i2pi2i3 . . . pin−1in .
Středńı výnos za n obdob́ı při počátečńım stavu i je tedy roven

vi(n) =
∑
i1

· · ·
∑
in

(
zii1 + β(zi1i2) + · · ·+ βn−1zin−1in

)
pii1pi1...in

=
∑
i1

zii1pii1 + β
∑
i1

pi1i2
∑
i2

· · ·
∑
in

(
zi1i2 + βzi2i3 + · · ·+ βn−2zin−1in

)
pi1...in

= qi + β
∑
i1

pii1vi1 (n− 1) , i ∈ S, n ∈ N,

Pro i ∈ S a n ∈ N tak dostáváme vztah vi(n) = qi + β
∑

j1
pij1vj1 (n− 1) , což je

složkový zápis maticového vztahu (1.13). �

Věta 1.1.2 Pro diskontovaný středńı výnos plati

v (∞) := lim
n→∞

v(n) = (I− βP)−1 q (1.15)

Důkaz: Z rekurentńıho vztahu dostávame

v(n) = q + βPv(n− 1) = q + βP (q + βPv(n− 2)) = · · · =
n−1∑
k=0

βkPkq (1.16)

Protože 0 < β < 1 a Pk →
∏

, konverguje matice βkPk k nulové matici. Podle dř́ıve
zmı́něných vět tedy

lim
n→∞

v(n) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

βkPkq =
∞∑
k=0

βkPkq = (I− βP)−1 q. (1.17)

�

Tato věta je uvedena jako věta 2.30 v [6]. Následuj́ıćı větu i s poznámkami můžeme
nalézt v [3].
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Věta 1.1.3 Pro diskontované očekávané výnosy plat́ı

v(n) = v(∞) +O (βn) , n→∞ (1.18)

Důkaz: Podle věty 1.1.1 plat́ı

v(n) =
n−1∑
k=0

βkPkq

= (I− βP)−1 q−
∞∑
k=n

βkPkq

= (I− βP)−1 q− βnPn

(
∞∑
k=0

βkPkq

)
= (I− βnPn) (I− βP)−1 q.

Podle věty 1.1.2 plat́ı
(I− βP)−1 q = v(∞), (1.19)

a tak dostáváme

v(n)− v(∞) = −βnPn (I− βP)−1 q = O(βn), (1.20)

nebot’ podle věty 1.0.4 plat́ı Pn (I− βP)−1 q→ Π (I− βP)−1 q. �

Poznámka 1.1.1: Z definice stacionárńıho rozděleńı plyne

Π = 1 · πT
,

kde 1 = (1, . . . , 1)T ∈ RS. Z předpokladu, že matice P je stochastická plyne, že

P · 1 = 1.

Potom také
P ·Π = P · 1 · πT

= 1 · πT
= Π

a z vlastnosti πT · 1 = 1 dostáváme, že

Π2 = Π ·Π = 1 · πT · 1 · πT
= 1 · πT

= Π.

Z definice (1.1) dostaneme, že

Π ·P = 1 · πT ·P = 1 · πT
= Π.

S jejich použit́ım lze odvodit

(P−Π)2 = P2 −ΠP−PΠ + Π2 = P2 −Π

a dále indukćı pro k ≥ 1 źıskáváme

(P−Π)k = Pk −Π. (1.21)
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Poznámka 1.1.2: Z věty 1.1.3 a poznámky 1.1.1 źıskáváme vztah

(P−Π)k = Pk −Π→ 0 (1.22)

pro k →∞. Podle věty 1.0.3 je matice I− (P−Π) regulárńı, přičemž plat́ı

(I− (P−Π))−1 =
∞∑
k=0

(P−Π)k = I +
∞∑
k=1

(P−Π)k = I +
∞∑
k=1

(Pk −Π),

z čehož vyplývá, že
∞∑
k=1

(Pk −Π) = (I− (P−Π))−1 − I. (1.23)

Pokud posuneme sč́ıtaćı index do nuly a dosad́ıme (1.23) do posledńıho vztahu dostaneme
konvergentńı maticovou řadu

∞∑
k=0

(Pk −Π) = I−Π +
∞∑
k=1

(Pk −Π) = I−Π + (I− (P−Π))−1 − I,

neboli
∞∑
k=0

(Pk −Π) = (I− (P−Π))−1 −Π. (1.24)

Nyńı zavedeme několik označeńı pro daľśı zjednodušeńı zápisu.

Označeńı: Matici odvozenou v (1.24) budeme označovat

A =: [I− (P−Π)]−1 −Π (1.25)

a pro součiny Aq a Πq zavedeme označeńı

b = Aq c = Πq.

Při použit́ı tohoto označeńı ve vztahu pro přibližnou hodnotu očekávaného výnosu

ṽ(n) ∼ nΠq +
[
(I− (P−Π))−1 −Π

]
q. (1.26)

dostaneme vyjádřeńı očekávaného výnosu ṽ(n) pro n→∞ ve tvaru

ṽ(n) = nΠq + Aq + o(1) = nc + b + o(1). (1.27)

Ze vztahu Π = 1 · πT plyne, že

c = Π · q = 1 · πT · q = c · 1,

kde c = πT · q reprezentuje dlouhodobý př́ırustek středńıho výnosu za jedno obdob́ı.
Vektor b pak představuje korekce zohledňuj́ıćı to, ze kterého stavu řetězec vycháźı.
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Věta 1.1.4 Pro diskontovaný středńı výnos v plat́ı vztah

v(1− β) = Πq + (1− β)[I− β(P−Π)]−1q.

Potom také plat́ı

v =
Πq

1− β
+ Aq + o(1), (1.28)

pro β → 1− a Πq = c1.

Důkaz: Necht’ plat́ı následuj́ıćı vztahy

v(1− β)→ c1

pro β → 1−, kde c = Πq = c1, tj.

v(1− β)→ Πq,

kde Π = (π, . . . , π)T ∈ RS×S. Zřejmě s využit́ım (1.21) plat́ı následuj́ıćı vztah

∞∑
k=0

(βP)k =
∞∑
k=0

[β(P−Π)]k +
∞∑
k=0

(βΠ)k

= [I− β(P−Π)]−1 + [I− βΠ]−1,

kde prvńı sćıtanec pro β → 1− konverguje k

[I− (P−Π)]−1 = O(1)

a druhý je roven součtu nekonečné geometrické řady
∑∞

k=0 β
kΠk. Pak

v(1− β)−Πq = [
∞∑
k=0

(βP)k(1− β)−Π]q

= [
∞∑
k=0

βk(1− β)(Pk −Π)]q

= [
∞∑
k=0

βk(1− β)(P−Π)k]q

= (1− β)
∞∑
k=0

βk(P−Π)kq

= (1− β)[I− β(P−Π)]−1q→ [I− (P−Π)]−1q

pro β → 1−, kde se opět využ́ıvá vztahu 1.0.4 a věty 1.1.3 a také znalosti geometrického
rozděleńı.

Ukázali jsme tak, že plat́ı

v(1− β) = Πq + (1− β)[I− β(P−Π)]−1q

= Πq + (1− β)Aq + o(1− β)

pro β → 1− a to je náš požadovaný vztah (1.28). �
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1.1.2 Nehomogenńı ř́ızeńı

V této části budeme uvažovat situaci, kdy v každém diskrétńım časovém okamžiku
se rozhodneme, které (homogenńı) ř́ızeńı pro tento okamžik (krok) budeme volit. Ne-
homogenńım ř́ızeńım řetězce Xn na intervalu (0, N) tak budeme rozumět posloupnost
(homogenńıch) ř́ızeńı (r1, . . . , rN) ∈ RN . Opět zde zavád́ıme pojem diskontováńı, což
je přepoč́ıtáváńı částek splatných ke konci jednotlivých obdob́ı na jejich hodnotu k
počátečńımu okamžiku a β je tzv. diskontńı faktor. Označ́ıme-li symbolem v(n,N)
diskontovaný středńı výnos za časové obdob́ı (n,N), dostaneme podobně jako ve větě
1.1.1 rekurentńı vztah

v(n,N) = rq + βrPv(n+ 1, N), (1.29)

kde v(N,N) = 0 a rq = (rqi; i ∈ S) znač́ı výnos realizovaný za jedno obdob́ı

ρq = (ρpi · ρziT ). (1.30)

přičemž ρ := ri ∈ Ri. Definujeme-li

v̂i(n− 1, N) = max
ρ∈Ri

(ρqi + β ρpi
T
v̂(n,N)) (1.31)

a v̂(N,N) = 0 ∈ RS, dostaneme

v(n,N) ≤ v̂(n,N)

pro každé n ∈ {0, . . . , N}. Podrobný d̊ukaz je možné źıskat mı́rnou obměnou d̊ukazu
obdobné nerovnosti pro př́ıpad β = 1, viz. [3] strana 124. To znamená, že př́ıslušné neho-
mogenńı ř́ızeńı je na intervalu (0, N) optimálńı. Na př́ıkladech v [3] se na stranách 125-
128 ukazuje, že pro velká N ∈ N vycháźı optimálńı ř́ızeńı v nediskontovaném př́ıpadě
ve tvaru (r, . . . , r, rk, . . . , rN), kde r odpov́ıdá optimálńımu homogenńımu ř́ızeńı.

Lze pak očekávat, že na nekonečném intervalu (0,∞) bude maximálńı středńı
výnos dávat (nehomogenńı) ř́ızeńı (r, r, . . . ) ∈ RN vytvořené z optimálńıho homogenńıho
ř́ızeńı r ∈ R. Ze vztahu (1.31) tak dostáváme návod jak toto optimálńı (homogenńı)
ř́ızeńı r hledat. Podrobný popis př́ıslušného postupu, včetně d̊ukazu, je uveden v následuj́ıćı
části.
Pro daľśı práci je vhodné při čteńı následného iteračńıho postupu porovnávat (1.32) se
vzorcem (1.31)
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1.2 Howard̊uv iteračńı postup

V této části zavedeme pro zjednodušeńı zkrácené označeńı: předńı index odpo-
v́ıdaj́ıćı ř́ızeńı r(k) = (r

(k)
i , i ∈ S) v k-tém kroku algoritmu budeme zkráceně zapisovat

ṕısmenem k. Tedy mı́sto obš́ırného zápisu r(k)P a r(k)Z budeme už́ıvat pouze zápis

kP = (kp
T

i , i ∈ S)T a kZ = (kz
T

i , i ∈ S)T a obdobně mı́sto r(k)q ṕı̌seme kq = (kqi, i ∈ S),
mı́sto

r
(k)
i

pi pouze kpi = (kpij, j ∈ S) a mı́sto
r
(k)
i

zi jen kzi = (kzij, j ∈ S).

Algoritmus poṕı̌seme v několika následuj́ıćıch kroćıch:

1. Zvoĺıme nulté přibĺıžeńı r(k), k = 0 k hledanému homogenńımu ř́ızeńı.

2. Toto r(k) jednoznačně určuje matice kP a kZ. Pomoćı vzorce kqi = kpi
T

kzi pro
i ∈ S vypočteme složky vektoru kq odpov́ıdaj́ıćı středńımu výnosu za obdob́ı délky
jedna pro ř́ızeńı r(k).

3. Vypoč́ıtáme složky vektoru akumulovaného středńıho výnosu na základě diskon-
tovaného ř́ızeńı odpov́ıdaj́ıćı ř́ızeńı r(k)

kv := (I− βkP)−1
kq.

4. Pro všecha i ∈ S najdeme rozhodnut́ı r
(k+1)
i ∈ Ri

r
(k+1)
i = arg max

ρ∈Ri

(ρqi + ρpi
T

kv). (1.32)

Pokud rozhodnut́ı v minulém kroku r
(k)
i ∈ Ri dává maximálńı výsledek

max
ρ∈Ri

(ρqi + ρpi
T

kv),

pak voĺıme r
(k+1)
i := r

(k)
i . V opačném př́ıpadě nestanovujeme, které z v́ıce možných

rozhodnut́ı vedoućı k maximálńımu výsledku zvoĺıme.

Poznámka 1.2.1: Z kroku 4 algoritmu plyne, že pro ř́ızeńı k ∈ N0 plat́ı

k+1q + βk+1Pkv ≥ sq + βsPkv (1.33)

plat́ı kdykoli s ∈ R.

Věta 1.2.1 Necht’ s ∈ R. Pak pro každé k ∈ N0 plat́ı

k+1v ≥ sq + βsPkv (1.34)

Speciálně volbou s := kv dostáváme k+1v ≥ kv.
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Důkaz: Voĺıme-li s := kv, dostaneme z nerovnosti (1.33) nerovnost

k+1q + βk+1Pkv ≥ kq + βkPkv = kv. (1.35)

Vynásob́ıme-li tuto nerovnost zapsanou ve tvaru k+1q ≥ (I − βk+1P)kv nezápornou
matićı (I− βk+1P)−1 =

∑∞
n=0(βk+1P)n obdrž́ıme nerovnost

k+1v = (I− βk+1P)−1
k+1q ≥ kv. (1.36)

Dále z nerovnosti (1.33) a z (1.36) plyne, že

k+1v = k+1q + βk+1Pk+1v ≥ k+1q + βk+1Pkv ≥ sq + βsPkv,

kdykoli s ∈ R �

Věta 1.2.2 Necht’ k ∈ N0 je takové, že k+1v = kv, pak plat́ı kv ≥ sv pro každé s ∈ R.

Důkaz: Z nerovnosti (1.34) a z předpokladu k+1v = kv dostáváme, že sq ≤ (I−βsP)kv.
Vynásobeńım této nerovnosti nezápornou matićı (I−βsP)−1 =

∑∞
n=0(βsP)n dostaneme

nerovnost kv ≥ (I− βsP)−1
sq = sv. �

Věta 1.2.3 Po konečně mnoha kroćıch algoritmus konč́ı nalezeńım optimálńıho ho-
mogenńıho ř́ızeńı. To nastává v okamžiku, kdy daľśı iteračńı krok vede k témuž vek-
torovému výnosu jako ten předcházeńıćı.

Důkaz: Ř́ızeńı podle věty 1.2.1 dává neklesaj́ıćı posloupnost vektor̊u kv = kq+βkPkv,
přičemž poznámka o zp̊usobu volby arg max zaruč́ı, že změna ř́ızeńı vede k vyšš́ımu
výnosu alespoň v jedné složce vektoru. Je nutné ověř́ıt, že iteračńı postup po konečně
mnoha kroćıch skonč́ı. Ve druhé části ověř́ıme, že výsledné ř́ızeńı je skutečně optimálńı.

1. Po konečně mnoha kroćıch se iteračńı postup jistě zastav́ı. Možnost, že by se
nezastavil můžeme vyloučit.

(a) Z věty 1.2.1 plyne, že kv je neklesaj́ıćı posloupnost v Rm nabývaj́ıćı konečně
mnoha hodnot z množiny {rv, r ∈ R} ⊆ Rm (v p̊uvodńım značeńı).
Odtud v každé k-té složce je kv stacionárńı posloupnost a d́ıky tomuto poz-
natku je kv stacionárńı posloupnost, tj. ∃k0 ∈ N,∀k ≥ k0 : kv = k0v.

(b) Nyńı sporem ukážeme, že ∀k ≥ k0 plat́ı kr = k0r a to s využit́ım vztahu

kv = k0v.
Necht’ kr 6= k0r. Pak ∀i ∈ {1, . . . ,m} plat́ı kvi > k0vi ≥ kvi, což nám dává
spor, který jsme dostali druhou nerovnost́ı d́ıky větě 1.2.2.

V prvńı části d̊ukazu jsme ukázali, že každý iteračńı krok vede pro r̊uzná ř́ızeńı k
vyšš́ımu očekávanému výnosu. A za předpokladu, že ř́ızeńı je jen konečně mnoho,
je zřejmé, že algoritmus muśı po konečně mnoha kroćıch skončit.

2. Ověřeńı optimality k0r plyne př́ımo z věty 1.2.2 a to např́ıklad volbou k = k0.
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Kapitola 2

Brown̊uv pohyb a Itôovo lemma

Tato kapitola vycháźı z bakalářské práce [7]. Nejprve heuristicky odvod́ıme formuli
Itôovo lemmatu a v daľśı části zadefinujeme Brown̊uv pohyb. Výsledky potom využijeme
v následuj́ıćı kapitole.

2.1 Itôovo lemma

Necht’ X0 je náhodná veličina odpov́ıdaj́ıćı pozorované hodnotě sledované veličiny v
čase 0, která nezávislá s n.v. ε se symetrickým alternativńım rozděleńım

P (ε = 1) = P (ε = −1) = 1/2 (2.1)

a předpokládejme, že hodnota sledované veličiny v čase ∆t je dána následuj́ıćı rovnićı

X∆t = X0 + µ∆t+ εσ
√

∆t, (2.2)

kde µ, σ ∈ R. Předpokládejme, že je dána dostatečně hladká transformace f ∈ C2(R) a
že nás zaj́ımá vyjádřeńı změny transformované veličiny v závislosti na výsledné hodnotě
veličiny ε. Budeme předpokládat, že uvažovaný časový interval ∆t je velmi malý, proto
mu odpov́ıdá podle (2.2) velmi malá změna ∆X := X∆t − X0 sledované veličiny a
také velmi malá změna f(∆X) := f(X∆t) − f(X0) transformované hodnoty. Použit́ım
Taylorova rozvoje druhého řádu funkce f v bodě X0 dostaneme

∆f(X) ∼ f ′(X0)∆X +
1

2
f ′′(X0)(∆X)2 (2.3)

∼ f ′(X0)(µ∆t+ εσ
√

∆t) +
1

2
f ′′(X0)(µ∆t+ εσ

√
∆t)2. (2.4)

Pokud budeme zanedbávat členy řádvě menš́ı jako ∆t→ 0+, dojdeme k odhadu

∆f(X) ∼ f ′(X0)(µ∆t+ εσ
√

∆t) +
f ′′(X0)

2
ε2σ2∆t (2.5)

∼
[
f ′(X0)µ+

f ′′(X0)

2
σ2

]
∆t+ f ′(X0)εσ

√
∆t. (2.6)
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Protože P (ε2 = 1) = 1 podle (2.1). Tuto aproximaci budeme využ́ıvat v následuj́ıćı
kapitole. V daľśı části této kapitoly budeme směřovat k jej́ımu diferenciálńımu vyjádřeńı.

2.2 Brown̊uv pohyb

Nyńı přejdeme od diskrétńıch interval̊u délky ∆t ke spojitému času. Př́ır̊ustek času ∆t
je v tomto př́ıpadě reprezentovaný jako dt a akumulativńı součty nezávislých veličin ε
budou po časové a prostorové standardizaci konvergovat k Wienerovu procesu.

Definice 2.2.1: Necht’ náhodný proces W (t) splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. W (0) = 0 a (W (t), t ≥ 0) má spojité trajektorie.

2. Př́ırustky ∆W (t1),∆W (t2), . . . ,∆W (tn) jsou nezávislé náhodné veličiny pro libo-
volné časy 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn, kde ∆W (ti) = W (ti)−W (ti−1).

3. Pro libovolné časové okamžiky maj́ı př́ırustky W (t) −W (s) normálńı rozděleńı
N (0, t− s) pro t ≥ s,

pak tento náhodný proces nazýváme Wienerovým procesem.
Důležitou vlastnost́ı Wienerova procesu (kterou budeme dále využ́ıvat) je, že jeho
kvadratická variace na intervalu [0, t] je rovna t pro každé t ≥ 0. Symbolicky tuto
vlastnost zaṕı̌seme v diferenciálńı podobě ve tvaru

(dW (t))2 = dt. (2.7)

Pro názornost ukážeme, že

n∑
k=1

[
W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)]2

→ ∆t (2.8)

pro n→∞ v L2. Zřejmě středńı hodnota levé strany (2.8) je rovna pravé straně (2.8).
Ukážeme teda, že rozptyl levé části se bĺıž́ı 0 pro n→∞. Označme

∆Wk := W

(
k∆t

n

)
−W

(
(k − 1)∆t

n

)
.

Potom

var(
n∑
k=1

(∆Wk)
2) =

n∑
k=1

var(∆Wk)
2 =

(∆t)2

n
var(N2)→ 0

pro n→∞, kde N je náhodná veličina s rozděleńım N (0, 1).
Přejdeme k vyjádřeńı př́ırustk̊u ve spojitém modelu. Necht’ µt a σt jsou pro

jednoduchost spojité procesy takové, že jejich historie do času t, (µs, s ≤ t) a (σs, s ≤ t)
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jsou nezávislé s (W (T )−W (t), T ≥ t) pro každé t ≥ 0 a necht’ infinitezimálńı př́ır̊ustek
procesu Xt se dá zapsat ve tvaru

dXt = µt dt+ σt dWt, (2.9)

kde dW symbolicky označuje infinitizimálńı př́ır̊ustek Wienerova procesu. Potom proces
Xt budeme nazývat Itôo̊uv proces. µt se nazývá drift, σt disperzńı koeficient a σt

2 difúzńı
koeficient. Dosazeńım speciálńı volby

µt = µXt, σt = σXt

do (2.9) dostaneme rovnici geometrického Brownova pohybu ve tvaru

dXt = µXt dt+ σXt dW. (2.10)

Poznámka 2.2.1: Necht’ Ut je Itôo̊uv proces a f ∈ C2(R), potom f(Ut) je také Itôo̊uv
proces a plat́ı Itôova formule

df(Ut) = f ′(Ut) dUt +
1

2
f ′′(Ut)(dUt)

2. (2.11)

V daľśım textu budeme využ́ıvat i následuj́ıćı zněńı v́ıcerozměrné verze Itôovy formule
bez toho, abychom uváděli jej́ı přesnou formulaci.

df(Ut, Vt) = f ′1(Ut, Vt) dUt + f ′2(Ut, Vt) dVt
+1

2
[f ′′11(Ut, Vt)(dUt)

2 + f ′′22(Ut, Vt)(dVt)
2 + 2f ′′12(Ut, Vt)(dUt)(dVt)] ,

pokud f ∈ C2(R2) a (Ut, Vt) je ”sdruženě” Itôo̊uv proces.
Speciálně, volbou f(x, y) = xy, dostaneme stochastickou verzi Per Partes ve tvaru

dUtVt = Ut dVt + Vt dUt + (dUt)(dVt). (2.12)

Vztahy v poznámce (2.2.1) z̊ustanou v platnosti i v př́ıpadě, že v definici Itôova procesu
Xt nahrad́ıme diferenciál µt dt diferenciálem ze spojitého procesu dZt, tak že Zt je
spojitý proces s lokálně konečnou variaćı takový, že jeho historie (Zs, s ≤ t) dohromady
s historíı procesu (σs, s ≤ t) do času t je nezávislá s (W (T ) −W (t), T ≥ t) pro každé
t ≥ 0. W znač́ı př́ıslušný Wiener̊uv proces.
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Kapitola 3

Optimálńı obchodńı strategie

3.1 Spojitý model

Představme si investora, který investuje na akciovém a peněžńım trhu. Předpokládejme,
že tržńı cenu akcie St je možné modelovat pomoćı geometrického Brownova pohybu

dSt = µSt dt+ σSt dWt, S0 = s0.

Dále zaved’me následuj́ıćı označeńı: Wt je tržńı cena portfolia, Nt udává počet
akcíı v portfoliu a investorova pozice v čase t je πt. Pozice πt je určena pod́ılem investic
na akciovém trhu v investorově portfoliu. Omeźıme se pouze na př́ıpad, kdy πt ∈ (0, 1).
Při tomto označeńı je možné vyjádřit cenu akciové části portfolia jako

πtWt = NtSt. (3.1)

Pokud investor neobchoduje, pakNt je konstantńı a př́ırustek tržńı ceny portfolia
je zp̊usoben pouze změnou tržńı ceny akcie

dWt = Nt dSt = NtSt(µ dt+ σ dWt) =Wtπt(µ dt+ σ dWt). (3.2)

Podle vztahu (3.2) a Itôovy formule (2.6) s volbou f(x) = x−1 plat́ı

Wt dWt
−1 = −dWt

Wt

+

(
dWt

Wt

)2

= πt(−µ+ σ2πt) dt− πtσ dWt. (3.3)

Z (3.2) a Itôova lemmatu volbou f(x) = lnx dostáváme

d lnWt = (µπt −
1

2
σ2π2

t ) dt+ σπt dWt. (3.4)

Dle stochastické verze Per Partes vztah̊u (2.10), (3.1), (3.3) a předpokladu, že Nt je
konstantńı dostaneme

dπt = NtWt
−1 dSt +NtStWt

−1Wt dWt
−1 +Nt(dSt)(dWt

−1) (3.5)

= πt(1− πt)[(µ− σ2πt) dt+ σ dWt]. (3.6)
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Po zavedeńı vztah̊u pro drift B(x) a difuzi S2(x)

B(x) = x(1− x)[µ− σ2x] S(x) = σx(1− x),

můžeme př́ırustek pozice při neobchodováńı zapsat ve tvaru

dπt = B(πt) dt+ S(πt) dWt. (3.7)

Nyńı předpokládejme, že v čase t nakouṕıme ∆Nt ≥ 0 akcíı, pak NtSt = Wtxt
vzroste o hodnotu St∆Nt, což představuje objem tohoto obchodu. Předpokládejme dále,
že při nákupu plat́ıme (1 + δ)-krát tržńı cenu akcie, kde δ > 0. Velikost transakčńıch
náklad̊u je pak rovna

δSt∆Nt = ∆(δStNt),
protože nákup proběhne v nekonečně krátném časovém intervalu [t, t+dt], během něhož
se cena akcie St nezměńı. O stejnou hodnotu muśı poklesnout tržńı cena portfólia.
Nasleduj́ıćı hodnota tak během nákupu z̊ustává konstantńı

Wt + δNtSt =Wt(1 + δxt).

V diferenciálńı podobě lze psát

d+ lnWt = −d+ ln(1 + δπt) = −ϑ+(πt) d+πt,

kde d+ reprezentuje infinitezimálńı změnu zp̊usobenou nákupem akcie odpov́ıdaj́ıćı in-
finitezimálńı změně pozice d+πt =: dπt

+ a kde

ϑ+(x) =
δ

1 + δx
. (3.8)

Při prodeji předpokládáme, že obdrž́ıme (1−ε)-krát tržńı cenu akcie, kde 0 < ε < 1.
Podobně jako při nákupu bychom mohli ukázat, že při prodeji z̊ustává konstantńı
následuj́ıćı hodnota

Wt − εNtSt =Wt(1− εxt).
V diferenciálńı podobě s využit́ım d−, které reprezentuje změnu zp̊usobenou prodejem
akcíı odpov́ıdaj́ıćı infinitezimálńı změně pozice −d−πt =: −dπt

− dostaneme

d− ln πt = −d− ln(1− επt) = ϑ−(πt) d−(πt) = −ϑ−(πt) d(πt
−),

kde
ϑ−(x) =

ε

1− εx
. (3.9)

Obecně pak celkový př́ırustek pozice vyjadřuje rovnice

dπt = B(πt) dt+ S(πt) dWt + dπt
+ − dπt

−. (3.10)

Rovnost (3.10) lze také chápat jako definičńı rovnost pro diferenciály d+xt a d−xt spolu
s omezuj́ıćım předpokladem, že jejich neurčité integrály jsou neklesaj́ıćı procesy, což
lze v diferenciálńı symbolice napsat ve tvaru d+xt, d

−xt ≥ 0. Rovnost (3.10) tak bĺıže
upřesňuje význam diferenciál̊u d+ a d−. Celkovou dynamiku tržńı ceny portfolia je tak
možné zapsat rovnićı

d lnWt =

(
µπt −

1

2
σ2π2

t

)
dt+ σπt dWt − ϑ+(πt) dπt

+ − ϑ−(πt) dπt
−. (3.11)
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3.2 Aproximace spojitého modelu diskrétńım

Model investorovy pozice (3.10) je modelem spojitým. Při aproximaci tohoto
modelu diskrétńım, muśı být zachovány jeho charakteristiky, což jsou středńı hodnota
a rozptyl infinitezimálńıch př́ırustk̊u procesu. Předpokládejme nyńı, že počátečńı pozice
investora v čase nula je

π0 = x0.

Pro podmı́něnou středńı hodnotu ve spojitém modelu pak plat́ı vztah

E[πdt − π0︸ ︷︷ ︸
dπt

|π0 = x] ∼ B(x) dt. (3.12)

Při výpočtu středńı hodnoty jsme vyšli ze vztahu (3.10) a poznatku ze sekce 2.2
o Wienerově procesu, jehož př́ırustek dW (t) ∼ N (0, dt). Toho využijeme i při výpočtu
rozptylu

var[πdt − π0|π0 = x] ∼ E[(πdt − π0)2|π0 = x] ∼ S2(x) dt. (3.13)

V (3.13) jsme ve druhém členu zanedbali výraz

(E[πdt − π0|π0 = x])2 ∼ B2(x) (dt)2,

což je možné za předpokladu, že časové př́ırustky dt jsou malé.

V diskrétńım modelu bude situace vypadat následovně.

q qq -�
x x+ hx− h

P+(x)P−(x)

Počátečńı investorova pozice v čase nula je v bodě x. V čase dt bude πdt = x+h s pravdě-
podobnost́ı P+(x), s pravděpodobnost́ı P−(x) v πdt = x−h a s pravděpodobnost́ı P0(x)
z̊ustane v bodě πdt = x. Přitom muśı platit

P0(x) = 1− P+(x)− P−(x). (3.14)

Začneme vyjádřeńım středńı hodnoty investorovy pozice πdt.

E[πdt|π0 = x] = P−(x)(x− h) + P0(x)x+ P+(x)(x+ h)
= x+ P−(x)(−h) + P+(x)(h),

kde jsme v posledńım vztahu využili (3.14). Po odečteńı π0 źıskáme vyjádřeńı pro středńı
hodnotu a rozptyl př́ırustku tohoto diskrétńıho modelu

E[πdt − π0|π0 = x] = h(P+(x)− P−(x)) (3.15)

var[πdt − π0|π0 = x] ∼ E[(πdt − π0)2|π0 = x] (3.16)

∼ h2(P−(x) + P+(x)). (3.17)

23



Ve vztahu (3.16) jsme zanedbali druhý člen rozptylu. To je možné jen při volbě malých
změn investorovy pozice h. Porovnáńım výsledk̊u spojitého a diskrétńıho př́ıstupu
dostaneme odhad P+(x) a P−(x).

B(x) dt ∼ h[P+(x)− P−(x)] (3.18)

S2(x) dt ∼ h2[P+(x) + P−(x)]. (3.19)

Řešeńım soustavy rovnic (3.18) a (3.19) pro dt→ 0 a h→ 0 jsme źıskali odhady

P+(x) ∼ hB(x) dt+ S2(x) dt

2h2
≥ 0 (3.20)

P−(x) ∼ −hB(x) dt+ S2(x) dt

2h2
≥ 0, (3.21)

kde nezápornost v (3.20) a (3.21) můžeme pro malá h dosáhnout v př́ıpadě, že S2(x) > 0.
Ze vztahu (3.14) je ted’ možné dopoč́ıtat P0(x)

P0(x) = 1− [P+(x) + P−(x)] ∼ 1− S2(x) dt

h2
. (3.22)

Přitom P0(x) muśı splňovat podmı́nku

P0(x) ≥ 0.

To plat́ı, pokud S2(x) dt ≤ h2 a tedy lze volit

dt =
h2

k
,

kde k ≥ S2(x) plat́ı pro všechna uvažovaná x a speciálně pro x ∈ (0, 1) plat́ı k = 1
16
≥

x2(1− x)2.

3.3 Nalezeńı optimálńıho ř́ızeńı

V př́ıpadě, že plat́ıme za obchodováńı transakčńı náklady, lze očekávat, že op-
timálńı strategíı bude udržovat pozici v určitém intervalu, označme jej [α, β], a neob-
chodovat, pokud se pozice investora nacháźı uvnitř (α, β), viz [2] a [5].

3.3.1 Spojitý model

Podrobné odvozeńı je zpracováno v [2]. Na tomto mı́stě pouze shrneme vztahy,
které umožňuj́ı porovnáńı numerických výsledk̊u diskrétńıho a spojitého modelu.
Optimálńı interval (α, β) nalezneme v př́ıpadě spojitého modelu jako argument maxima
funkce

u(α, β) =

∣∣∣ β
1−β

∣∣∣2ρ ξβ − ∣∣ α
1−α

∣∣2ρ ξα
1
2ρ

[∣∣∣ β
1−β

∣∣∣2ρ − ∣∣ α
1−α

∣∣2ρ] pro ρ 6= 0 nebo
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u(α, β) =
ξβ − ξα

ln β
1−β − ln α

1−α
pro ρ = 0

na množině {(α, β), 0 < α < β < 1}, kde

ρ :=
µ

σ2
− 1

2
, ξα := α

1 + δ

1 + δα
a ξβ := β

1− ε
1− εβ

,

za předpokladu, že 0 < µ
σ2 < 1.

3.3.2 Diskrétńı model

V tomto modelu využijeme při hledáńı optimálńı strategie Howard̊uv iteračńı
postup odvozený v části 1.2.

Předpokládejme, že množina možných stav̊u Markovova řetězce je ve tvaru S = 1, . . . ,m,
kde m = 1/h − 1 ∈ N. To odpov́ıdá množině pozic investora X := xk, k ∈ S ⊆ (0, 1),
kde xk = h · k.

V tomto modelu budeme za př́ıpustná ř́ızeńı považovat rozhodnut́ı investora
koupit akcie (+), prodat akcie (−) nebo v̊ubec neobchodovat (0). Množiny možných
ř́ızeńı řetězce v jednotlivých stavech jsou následuj́ıćı:

• R1 = {+} a Rm = {−}: krajńı polohy považujeme za bezpodmı́nečné. Tedy
muśıme zahájit okamžitý nákup, resp. prodej, abychom udrželi pozici πt v množině
X resp. v intervalu [h, 1− h].

• R2 = {+, 0} a Rm−1 = {0,−}: ve stavech bezprostředně soused́ıćıch s krajńımi
stavy voĺıme strategii tak, abychom opět udržovali pozici πt v intervalu [h, 1−h].

• Ri = {+, 0,−} pro i ∈ {3, . . . ,m−2}: v těchto stavech neńı investorovo rozhodováńı
nijak omezeno.

Množina všech ř́ızeńı řetězce je pak ve tvaru R =
∏m

i=1 Ri.

Matici pravděpodobnosti přechodu P je nutné určit pro každé ř́ızeńı řetězce.
Jej́ı členy záviśı na rozhodnut́ı, které v daném stavu učińıme. Pokud je naš́ım rozhod-
nut́ım ve stavu i neobchodovat, neznamená to ještě, že řetězec z̊ustává ve stejném stavu,
proto rozděleńı pravděpodobnost́ı přechodu je následuj́ıćı:

(0)
�
��

HHH

pi,i−1 = P−(xi)

pi,i+1 = P+(xi),

pi,i = P0(xi)

kde P−(xi), P0(xi) a P+(xi) jsou po řadě dány vztahy (3.21), (3.22) a (3.20).
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• Pokud nákouṕıme posuneme t́ım řetězec ze stavu i do stavu i+ 1. Pak pohybu z
tohoto stavu odpov́ıdaj́ı pravděpodobnosti přechodu:

(+)
��

�

H
HH

pi,i = P−(xi+1)

pi,i+1 = P0(xi+1)

pi,i+2 = P+(xi+1).

• Pro rozhodnut́ı prodávat pak pravděpodobnosti přechodu ze stavu i do stavu i−1
jsou dány vztahy:

(−)
��

�

HHH

pi,i−2 = P−(xi−1)

pi,i−1 = P0(xi−1)

pi,i = P+(xi−1)

Matice oceněńı přechod̊u Z také odrážej́ı záměr investora.
Necht’ oceněńı zij nezáviśı na j, což odpov́ıdá tomu, že oceňujeme setrváńı řetězce v
jednotlivých stavech, nikoli přechody mezi nimi. Pak také plat́ı ρzi = ρzi · 1.
• Při rozhodnut́ı neobchodovat se neplat́ı žádné transakčńı náklady a oceněńı přechodu

odpov́ıdá př́ırustku logaritmu tržńı hodnoty portfolia spojených se setrváńım poz-
ice πt v bĺızkosti hodnoty xi, resp. s př́ırustkem procesu

∫
(µπs − 1

2
σ2π2

s) ds.

0zi = 0z(xi) := (µxi −
1

2
σ2x2

i ) dt.

• Rozhodnut́ı nakoupit je zat́ıženo transakčńımi náklady hϑ+(x) definovanými vz-
tahem (3.8). Př́ıslušné oceněńı je tvaru

+zi = +z(xi) := 0z(xi)− hϑ+(xi).

• Pro př́ıpad prodeje a s t́ım spojenými transakčńımi náklady hϑ−(x) určenými
(3.9) je oceněńı přechodu

−zi = −z(xi) := 0z(xi)− hϑ−(xi).

Nyńı už je možné pro nalezeńı optimálńıho ř́ızeńı použ́ıt modifikovaný Howard̊uv algo-
ritmus s počátečńım přibĺıžeńım např. 0z := (+, 0, . . . , 0,−).
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3.3.3 Porovnáńı očekávaných výsledk̊u v daných modelech

Předpokládejme, že se řetězec nacháźı na počátku ve stavu i, pak očekávaný
výnos za n obdob́ı je přibližně v(n) pro diskontovaný př́ıpad a ṽ(n) pro př́ıpad nediskon-
tovaný.

Výsledky tohoto diskontovaného modelu s β → 1− budeme porovnávat s výsledky
nediskontovaného modelu, které jsou uvedeny v [7]. Zmı́něný nediskontovaný model
odpov́ıdá vztahu

ṽ(n) ∼ nc1 + b pro n→∞ a β = 1, kde vektory c a b źıskáme z Howardova algoritmu.

Naproti tomu diskontovaný př́ıpad je tvaru

v(n) ∼ c1
1−β + b pro β → 1− a tento př́ıpad se bude porovnávat s modelem kdy β << 1.

Časový interval (0,∞) rozděĺıme na n podinterval̊u délky dt. Numericky porov-
natelné hodnoty jsou c

dt
a př́ırustky vi−vi−1

h
∼ bi−bi−1

h
.

3.3.4 Porovnáńı numerických hodnot

Ekvivalence model̊u je ilustrována na dvou př́ıkladech, v obou jsou transakčńı
náklady δ = ε = 2%, volatilita σ = 1 a µ = 1/2. Odlǐsnost př́ıklad̊u je v hodnotě β.
Nejdř́ıve budeme uvažovat, že β → 1− a toto budeme porovnávat s modelem, kdy β = 1
a poté v druhém př́ıpadě β << 1.

Výsledky modelu dávaj́ı po řadě interval (α, β), který je porovnatelný s výsledným
intervalem uvedeným v [7] pro spojitý model a hodnotu diferenčńıch pod́ıl̊u vi−vi−1

h
= b′,

které lze rovněž srovnat s výsledky spojitého modelu.
Diskretizace spojitého modelu byla provedena s krokem h = 0.005 a časovou

změnou dt = 0.0004 při volbě ε = 0.00001.
Výstupem jsou po řadě graf diferenčńıch pod́ıl̊u vektoru b′, výsledné ř́ızeńı z posledńıho

kroku, kde strategii nakoupit odpov́ıdá 1, rozhodnut́ı prodat je reprezentováno −1 a
neobchodováńı 0. Daľśı část výstupu tvoř́ı výsledný interval (α, β). Na závěr je uvedena
hodnota c

dt
v posledńım kroku, která je posledńı hodnotou v posloupnosti a ta by podle

předpokladu měla být rostoućı.
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V grafech jsou zakresleny hodnoty diferenčńıch pod́ılu s opačným znaménkem a
to pro snazš́ı srovnatelnost s hodnotami v grafu spojitého modelu.

Nežli začneme se srovnáńım je třeba připomenout vztah pro parametr β využ́ıvaný
v numerické realizaci, který je tvaru β = exp{−α · dt}.

Porovnatelnost těchto dvou graf̊u je ve výsledném intervalu, kdy pro α = 0.005
je interval užš́ı než pro α = 10 a také v hodnotách c

dt
. Pokud bude diskontováńı velké,

pak ztráta z transakčńıch náklad̊u je př́ılǐs velká a již se nedá nahradit. Proto se také
méně obchoduje. Ztráta je definována vztahem

∑∞
k=0 β

k = β
1−β , což má váhu pro β → 0

rovnu 0(β).
Diskrétńı model skýtá stále jednu nevýhodu a to, že volba kroku h by měla

být co nejmenš́ı. T́ım se ale zvyšuje časová náročnost výpočtu. Je tedy nutné zvolit
kompromis mezi dobou čekáńı na výsledek a jeho přesnost́ı.
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Dodatek A

Programová realizace diskrétńıho
modelu

A.1 Př́ıpad pro β → 1−

Howard[h, dt, µ, σ, δ, ε, α];Howard[h, dt, µ, σ, δ, ε, α];Howard[h, dt, µ, σ, δ, ε, α];
h = 0.005;h = 0.005;h = 0.005;
m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;
Jednotkova = IdentityMatrix[m];Jednotkova = IdentityMatrix[m];Jednotkova = IdentityMatrix[m];
r = Table[0, {m}];r = Table[0, {m}];r = Table[0, {m}];
r[[1]] = 1;r[[1]] = 1;r[[1]] = 1;
r[[m]] = −1;r[[m]] = −1;r[[m]] = −1;
sig = 1;sig = 1;sig = 1;
sigmakv = sig∧2;sigmakv = sig∧2;sigmakv = sig∧2;
mu = 0.5; (*0.4*)mu = 0.5; (*0.4*)mu = 0.5; (*0.4*)
B[x ]:=x ∗ (1− x) ∗ (mu− sigmakv ∗ x);B[x ]:=x ∗ (1− x) ∗ (mu− sigmakv ∗ x);B[x ]:=x ∗ (1− x) ∗ (mu− sigmakv ∗ x);
SS[x ]:=sigmakv ∗ x∧2 ∗ (1− x)∧2;SS[x ]:=sigmakv ∗ x∧2 ∗ (1− x)∧2;SS[x ]:=sigmakv ∗ x∧2 ∗ (1− x)∧2;
m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;
k = 1/16;k = 1/16;k = 1/16;
dt = h∧2/k;dt = h∧2/k;dt = h∧2/k;
delta = 0.02;delta = 0.02;delta = 0.02;
epsilon = 0.02;epsilon = 0.02;epsilon = 0.02;
nuplus[x ]:=delta/(1 + delta ∗ x);nuplus[x ]:=delta/(1 + delta ∗ x);nuplus[x ]:=delta/(1 + delta ∗ x);
numinus[x ]:=epsilon/(1− epsilon ∗ x);numinus[x ]:=epsilon/(1− epsilon ∗ x);numinus[x ]:=epsilon/(1− epsilon ∗ x);
Pdoprava[x ]:=(h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoprava[x ]:=(h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoprava[x ]:=(h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);
Pdoleva[x ]:=(−h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoleva[x ]:=(−h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoleva[x ]:=(−h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);
Pnula[x ]:=1− (SS[x] ∗ dt)/(h∧2);Pnula[x ]:=1− (SS[x] ∗ dt)/(h∧2);Pnula[x ]:=1− (SS[x] ∗ dt)/(h∧2);
s = Table[0, {m}];s = Table[0, {m}];s = Table[0, {m}];
q = Table[0, {m}];q = Table[0, {m}];q = Table[0, {m}];

alfa = 0.005;alfa = 0.005;alfa = 0.005;
faktor = Exp[−alfa ∗ dt];faktor = Exp[−alfa ∗ dt];faktor = Exp[−alfa ∗ dt];

30



Print[s];Print[s];Print[s];
While[(r − s).(r − s) > 0,While[(r − s).(r − s) > 0,While[(r − s).(r − s) > 0,
P = Table[0, {m}, {m}];P = Table[0, {m}, {m}];P = Table[0, {m}, {m}];
s = r;s = r;s = r;
Print[s];Print[s];Print[s];
For[i = 1, i ≤ m, i++, x = h ∗ i;For[i = 1, i ≤ m, i++, x = h ∗ i;For[i = 1, i ≤ m, i++, x = h ∗ i;
q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;
If[r[[i]] == 1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ nuplus[x]];If[r[[i]] == 1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ nuplus[x]];If[r[[i]] == 1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ nuplus[x]];
If[r[[i]] == −1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ numinus[x]];If[r[[i]] == −1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ numinus[x]];If[r[[i]] == −1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ numinus[x]];
Switch[r[[i]], 1, P [[i, i]] = Pdoleva[x+ h];P [[i, i+ 1]] = Pnula[x+ h];P [[i, i+ 2]] = Pdoprava[x+ h],−1,Switch[r[[i]], 1, P [[i, i]] = Pdoleva[x+ h];P [[i, i+ 1]] = Pnula[x+ h];P [[i, i+ 2]] = Pdoprava[x+ h],−1,Switch[r[[i]], 1, P [[i, i]] = Pdoleva[x+ h];P [[i, i+ 1]] = Pnula[x+ h];P [[i, i+ 2]] = Pdoprava[x+ h],−1,
P [[i, i− 2]] = Pdoleva[x− h];P [[i, i− 1]] = Pnula[x− h];P [[i, i]] = Pdoprava[x− h], 0, P [[i, i− 1]] = Pdoleva[x];P [[i, i− 2]] = Pdoleva[x− h];P [[i, i− 1]] = Pnula[x− h];P [[i, i]] = Pdoprava[x− h], 0, P [[i, i− 1]] = Pdoleva[x];P [[i, i− 2]] = Pdoleva[x− h];P [[i, i− 1]] = Pnula[x− h];P [[i, i]] = Pdoprava[x− h], 0, P [[i, i− 1]] = Pdoleva[x];
P [[i, i]] = Pnula[x];P [[i, i+ 1]] = Pdoprava[x]]];P [[i, i]] = Pnula[x];P [[i, i+ 1]] = Pdoprava[x]]];P [[i, i]] = Pnula[x];P [[i, i+ 1]] = Pdoprava[x]]];
w = LinearSolve[Jednotkova− faktorP, q];w = LinearSolve[Jednotkova− faktorP, q];w = LinearSolve[Jednotkova− faktorP, q];
v = w;v = w;v = w;
Print[w];Print[w];Print[w];
For[i = 2, i ≤ m− 1, i++, r[[i]] = s[[i]];For[i = 2, i ≤ m− 1, i++, r[[i]] = s[[i]];For[i = 2, i ≤ m− 1, i++, r[[i]] = s[[i]];
x = h ∗ i;x = h ∗ i;x = h ∗ i;
q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;
NIC = q[[i]] + Pdoleva[x]v[[i− 1]] + Pnula[x]v[[i]] + Pdoprava[x]v[[i+ 1]];NIC = q[[i]] + Pdoleva[x]v[[i− 1]] + Pnula[x]v[[i]] + Pdoprava[x]v[[i+ 1]];NIC = q[[i]] + Pdoleva[x]v[[i− 1]] + Pnula[x]v[[i]] + Pdoprava[x]v[[i+ 1]];
If[NIC > w[[i]], w[[i]] = NIC; r[[i]] = 0; ];If[NIC > w[[i]], w[[i]] = NIC; r[[i]] = 0; ];If[NIC > w[[i]], w[[i]] = NIC; r[[i]] = 0; ];
If[i < m− 1,NAKUP = q[[i]]− h ∗ nuplus[x] + Pdoleva[x+ h] ∗ v[[i]] + Pnula[x+ h]v[[i+ 1]] + Pdoprava[x+ h] ∗ v[[i+ 2]];If[i < m− 1,NAKUP = q[[i]]− h ∗ nuplus[x] + Pdoleva[x+ h] ∗ v[[i]] + Pnula[x+ h]v[[i+ 1]] + Pdoprava[x+ h] ∗ v[[i+ 2]];If[i < m− 1,NAKUP = q[[i]]− h ∗ nuplus[x] + Pdoleva[x+ h] ∗ v[[i]] + Pnula[x+ h]v[[i+ 1]] + Pdoprava[x+ h] ∗ v[[i+ 2]];
If[NAKUP > w[[i]], w[[i]] = NAKUP; r[[i]] = 1; ]; ];If[NAKUP > w[[i]], w[[i]] = NAKUP; r[[i]] = 1; ]; ];If[NAKUP > w[[i]], w[[i]] = NAKUP; r[[i]] = 1; ]; ];
If[i > 2,PRODEJ = q[[i]]− h ∗ numinus[x] + Pdoleva[x− h]v[[i− 2]] + Pnula[x− h]v[[i− 1]] + Pdoprava[x− h]v[[i]];If[i > 2,PRODEJ = q[[i]]− h ∗ numinus[x] + Pdoleva[x− h]v[[i− 2]] + Pnula[x− h]v[[i− 1]] + Pdoprava[x− h]v[[i]];If[i > 2,PRODEJ = q[[i]]− h ∗ numinus[x] + Pdoleva[x− h]v[[i− 2]] + Pnula[x− h]v[[i− 1]] + Pdoprava[x− h]v[[i]];
If[PRODEJ > w[[i]], w[[i]] = PRODEJ; r[[i]] = −1; ]; ]];If[PRODEJ > w[[i]], w[[i]] = PRODEJ; r[[i]] = −1; ]; ]];If[PRODEJ > w[[i]], w[[i]] = PRODEJ; r[[i]] = −1; ]; ]];
];];];
c = Mean[w] ∗ (1− faktor)/dt;c = Mean[w] ∗ (1− faktor)/dt;c = Mean[w] ∗ (1− faktor)/dt;
Print[r];Print[r];Print[r];
diference = Table[0, {m− 1}];diference = Table[0, {m− 1}];diference = Table[0, {m− 1}];
vektor = Table[0, {m}];vektor = Table[0, {m}];vektor = Table[0, {m}];
prirustek = Table[0, {m}];prirustek = Table[0, {m}];prirustek = Table[0, {m}];
index = 1;index = 1;index = 1;
z[index] = r;z[index] = r;z[index] = r;
For[i = 1, i ≤ m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];For[i = 1, i ≤ m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];For[i = 1, i ≤ m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];
prirustek = (w[[i]]− w[[i− 1]])/h; ];prirustek = (w[[i]]− w[[i− 1]])/h; ];prirustek = (w[[i]]− w[[i− 1]])/h; ];
Print[vektor];Print[vektor];Print[vektor];
PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (m)/50}];PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (m)/50}];PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (m)/50}];
i = 1;i = 1;i = 1;
While[i 6= m,diference[[i]] = (w[[i]]− w[[i+ 1]])/h; i++];While[i 6= m,diference[[i]] = (w[[i]]− w[[i+ 1]])/h; i++];While[i 6= m,diference[[i]] = (w[[i]]− w[[i+ 1]])/h; i++];
ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic},PlotRange→ {{0, 197}, {−0.03, 0.03}}]ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic},PlotRange→ {{0, 197}, {−0.03, 0.03}}]ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic},PlotRange→ {{0, 197}, {−0.03, 0.03}}]
Rozmezi[x List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;Rozmezi[x List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;Rozmezi[x List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;
{α, β} = Rozmezi[z[index]];{α, β} = Rozmezi[z[index]];{α, β} = Rozmezi[z[index]];

Print[z[index]];Print[z[index]];Print[z[index]];
Print[(h ∗ {α, β})//N ];Print[(h ∗ {α, β})//N ];Print[(h ∗ {α, β})//N ];
Print[c]Print[c]Print[c];
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A.2 Př́ıpad pro β << 1

Howard[h, dt, µ, σ, δ, ε, α];Howard[h, dt, µ, σ, δ, ε, α];Howard[h, dt, µ, σ, δ, ε, α];
h = 0.005;h = 0.005;h = 0.005;
m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;
Jednotkova = IdentityMatrix[m];Jednotkova = IdentityMatrix[m];Jednotkova = IdentityMatrix[m];
r = Table[0, {m}];r = Table[0, {m}];r = Table[0, {m}];
r[[1]] = 1;r[[1]] = 1;r[[1]] = 1;
r[[m]] = −1;r[[m]] = −1;r[[m]] = −1;
sig = 1;sig = 1;sig = 1;
sigmakv = sig∧2;sigmakv = sig∧2;sigmakv = sig∧2;
mu = 0.5; (*0.4*)mu = 0.5; (*0.4*)mu = 0.5; (*0.4*)
B[x ]:=x ∗ (1− x) ∗ (mu− sigmakv ∗ x);B[x ]:=x ∗ (1− x) ∗ (mu− sigmakv ∗ x);B[x ]:=x ∗ (1− x) ∗ (mu− sigmakv ∗ x);
SS[x ]:=sigmakv ∗ x∧2 ∗ (1− x)∧2;SS[x ]:=sigmakv ∗ x∧2 ∗ (1− x)∧2;SS[x ]:=sigmakv ∗ x∧2 ∗ (1− x)∧2;
m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;m = Round[1/h]− 1;
k = 1/16;k = 1/16;k = 1/16;
dt = h∧2/k;dt = h∧2/k;dt = h∧2/k;
delta = 0.02;delta = 0.02;delta = 0.02;
epsilon = 0.02;epsilon = 0.02;epsilon = 0.02;
nuplus[x ]:=delta/(1 + delta ∗ x);nuplus[x ]:=delta/(1 + delta ∗ x);nuplus[x ]:=delta/(1 + delta ∗ x);
numinus[x ]:=epsilon/(1− epsilon ∗ x);numinus[x ]:=epsilon/(1− epsilon ∗ x);numinus[x ]:=epsilon/(1− epsilon ∗ x);
Pdoprava[x ]:=(h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoprava[x ]:=(h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoprava[x ]:=(h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);
Pdoleva[x ]:=(−h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoleva[x ]:=(−h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);Pdoleva[x ]:=(−h ∗B[x] ∗ dt + SS[x] ∗ dt)/(2h∧2);
Pnula[x ]:=1− (SS[x] ∗ dt)/(h∧2);Pnula[x ]:=1− (SS[x] ∗ dt)/(h∧2);Pnula[x ]:=1− (SS[x] ∗ dt)/(h∧2);
s = Table[0, {m}];s = Table[0, {m}];s = Table[0, {m}];
q = Table[0, {m}];q = Table[0, {m}];q = Table[0, {m}];

alfa = 10;alfa = 10;alfa = 10;
faktor = Exp[−alfa ∗ dt];faktor = Exp[−alfa ∗ dt];faktor = Exp[−alfa ∗ dt];
Print[s];Print[s];Print[s];
While[(r − s).(r − s) > 0,While[(r − s).(r − s) > 0,While[(r − s).(r − s) > 0,
P = Table[0, {m}, {m}];P = Table[0, {m}, {m}];P = Table[0, {m}, {m}];
s = r;s = r;s = r;
Print[s];Print[s];Print[s];
For[i = 1, i ≤ m, i++, x = h ∗ i;For[i = 1, i ≤ m, i++, x = h ∗ i;For[i = 1, i ≤ m, i++, x = h ∗ i;
q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;
If[r[[i]] == 1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ nuplus[x]];If[r[[i]] == 1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ nuplus[x]];If[r[[i]] == 1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ nuplus[x]];
If[r[[i]] == −1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ numinus[x]];If[r[[i]] == −1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ numinus[x]];If[r[[i]] == −1, q[[i]] = q[[i]]− h ∗ numinus[x]];
Switch[r[[i]], 1, P [[i, i]] = Pdoleva[x+ h];P [[i, i+ 1]] = Pnula[x+ h];P [[i, i+ 2]] = Pdoprava[x+ h],−1,Switch[r[[i]], 1, P [[i, i]] = Pdoleva[x+ h];P [[i, i+ 1]] = Pnula[x+ h];P [[i, i+ 2]] = Pdoprava[x+ h],−1,Switch[r[[i]], 1, P [[i, i]] = Pdoleva[x+ h];P [[i, i+ 1]] = Pnula[x+ h];P [[i, i+ 2]] = Pdoprava[x+ h],−1,
P [[i, i− 2]] = Pdoleva[x− h];P [[i, i− 1]] = Pnula[x− h];P [[i, i]] = Pdoprava[x− h], 0, P [[i, i− 1]] = Pdoleva[x];P [[i, i− 2]] = Pdoleva[x− h];P [[i, i− 1]] = Pnula[x− h];P [[i, i]] = Pdoprava[x− h], 0, P [[i, i− 1]] = Pdoleva[x];P [[i, i− 2]] = Pdoleva[x− h];P [[i, i− 1]] = Pnula[x− h];P [[i, i]] = Pdoprava[x− h], 0, P [[i, i− 1]] = Pdoleva[x];
P [[i, i]] = Pnula[x];P [[i, i+ 1]] = Pdoprava[x]]];P [[i, i]] = Pnula[x];P [[i, i+ 1]] = Pdoprava[x]]];P [[i, i]] = Pnula[x];P [[i, i+ 1]] = Pdoprava[x]]];
w = LinearSolve[Jednotkova− faktorP, q];w = LinearSolve[Jednotkova− faktorP, q];w = LinearSolve[Jednotkova− faktorP, q];
v = w;v = w;v = w;
Print[w];Print[w];Print[w];
For[i = 2, i ≤ m− 1, i++, r[[i]] = s[[i]];For[i = 2, i ≤ m− 1, i++, r[[i]] = s[[i]];For[i = 2, i ≤ m− 1, i++, r[[i]] = s[[i]];
x = h ∗ i;x = h ∗ i;x = h ∗ i;
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q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;q[[i]] = (mu ∗ x− 1/2 ∗ sigmakv ∗ x∧2) ∗ dt;
NIC = q[[i]] + Pdoleva[x]v[[i− 1]] + Pnula[x]v[[i]] + Pdoprava[x]v[[i+ 1]];NIC = q[[i]] + Pdoleva[x]v[[i− 1]] + Pnula[x]v[[i]] + Pdoprava[x]v[[i+ 1]];NIC = q[[i]] + Pdoleva[x]v[[i− 1]] + Pnula[x]v[[i]] + Pdoprava[x]v[[i+ 1]];
If[NIC > w[[i]], w[[i]] = NIC; r[[i]] = 0; ];If[NIC > w[[i]], w[[i]] = NIC; r[[i]] = 0; ];If[NIC > w[[i]], w[[i]] = NIC; r[[i]] = 0; ];
If[i < m− 1,NAKUP = q[[i]]− h ∗ nuplus[x] + Pdoleva[x+ h] ∗ v[[i]] + Pnula[x+ h]v[[i+ 1]] + Pdoprava[x+ h] ∗ v[[i+ 2]];If[i < m− 1,NAKUP = q[[i]]− h ∗ nuplus[x] + Pdoleva[x+ h] ∗ v[[i]] + Pnula[x+ h]v[[i+ 1]] + Pdoprava[x+ h] ∗ v[[i+ 2]];If[i < m− 1,NAKUP = q[[i]]− h ∗ nuplus[x] + Pdoleva[x+ h] ∗ v[[i]] + Pnula[x+ h]v[[i+ 1]] + Pdoprava[x+ h] ∗ v[[i+ 2]];
If[NAKUP > w[[i]], w[[i]] = NAKUP; r[[i]] = 1; ]; ];If[NAKUP > w[[i]], w[[i]] = NAKUP; r[[i]] = 1; ]; ];If[NAKUP > w[[i]], w[[i]] = NAKUP; r[[i]] = 1; ]; ];
If[i > 2,PRODEJ = q[[i]]− h ∗ numinus[x] + Pdoleva[x− h]v[[i− 2]] + Pnula[x− h]v[[i− 1]] + Pdoprava[x− h]v[[i]];If[i > 2,PRODEJ = q[[i]]− h ∗ numinus[x] + Pdoleva[x− h]v[[i− 2]] + Pnula[x− h]v[[i− 1]] + Pdoprava[x− h]v[[i]];If[i > 2,PRODEJ = q[[i]]− h ∗ numinus[x] + Pdoleva[x− h]v[[i− 2]] + Pnula[x− h]v[[i− 1]] + Pdoprava[x− h]v[[i]];
If[PRODEJ > w[[i]], w[[i]] = PRODEJ; r[[i]] = −1; ]; ]];If[PRODEJ > w[[i]], w[[i]] = PRODEJ; r[[i]] = −1; ]; ]];If[PRODEJ > w[[i]], w[[i]] = PRODEJ; r[[i]] = −1; ]; ]];
];];];
c = Mean[w] ∗ (1− faktor)/dt;c = Mean[w] ∗ (1− faktor)/dt;c = Mean[w] ∗ (1− faktor)/dt;
Print[r];Print[r];Print[r];
diference = Table[0, {m− 1}];diference = Table[0, {m− 1}];diference = Table[0, {m− 1}];
vektor = Table[0, {m}];vektor = Table[0, {m}];vektor = Table[0, {m}];
prirustek = Table[0, {m}];prirustek = Table[0, {m}];prirustek = Table[0, {m}];
index = 1;index = 1;index = 1;
z[index] = r;z[index] = r;z[index] = r;
For[i = 1, i ≤ m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];For[i = 1, i ≤ m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];For[i = 1, i ≤ m, i++, vektor[[i]] = w[[i]];
prirustek = (w[[i]]− w[[i− 1]])/h; ];prirustek = (w[[i]]− w[[i− 1]])/h; ];prirustek = (w[[i]]− w[[i− 1]])/h; ];
Print[vektor];Print[vektor];Print[vektor];
PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (m)/50}];PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (m)/50}];PopisOsy = Table[{i ∗ 50,ToString[(h ∗ i ∗ 50)//N ]}, {i, 1, (m)/50}];
i = 1;i = 1;i = 1;
While[i 6= m,diference[[i]] = (w[[i]]− w[[i+ 1]])/h; i++];While[i 6= m,diference[[i]] = (w[[i]]− w[[i+ 1]])/h; i++];While[i 6= m,diference[[i]] = (w[[i]]− w[[i+ 1]])/h; i++];
ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic},PlotRange→ {{0, 197}, {−0.03, 0.03}}]ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic},PlotRange→ {{0, 197}, {−0.03, 0.03}}]ListPlot[diference,PlotJoined→ True,Ticks→ {PopisOsy,Automatic},PlotRange→ {{0, 197}, {−0.03, 0.03}}]
Rozmezi[x List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;Rozmezi[x List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;Rozmezi[x List]:={Position[x, 1]//Last,Position[x,−1]//First}//Flatten;
{α, β} = Rozmezi[z[index]];{α, β} = Rozmezi[z[index]];{α, β} = Rozmezi[z[index]];

Print[z[index]];Print[z[index]];Print[z[index]];
Print[(h ∗ {α, β})//N ];Print[(h ∗ {α, β})//N ];Print[(h ∗ {α, β})//N ];
Print[c]Print[c]Print[c];
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