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Abstrakt: V ptedlozené praci studujeme jednu tiidu ndhodnych procest,
Lévyho procesy. Tyto procesy se casto vyuzivaji v praxi nejen v matem-
atice, ale také ve fyzice nebo biologii. Cilem této prace je popsat zakladni
definice a vlastnosti a uvést nékterou z aplikaci téchto procesu ve finanéni
matematice. Protoze jednim z Lévyho procesu je Wieneruv proces, neboli
Brownuv pohyb, jsou zde popsdany dva modely pro stochastické modelovani
urokovych sazeb, které prave tento proces pouzivaji. Kromeé nejzakladnéjsich
definic je zde také popsédna existence Lévyho procesu, k jejimu odvozeni se
vyuziva vlastnosti tzv. nekonec¢né délitelnych rozdéleni, kterym je ¢ast préace
také vénovana.
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Abstract: In the present work we study one class of the stochastic processes,
Lévy processes. These processes are used in the practice not only in math-
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the aplications these processes in financial mathematic. Because one of the
Lévy processes is Wiener process (Brownian motion), we describe two mod-
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Kapitola 1
Uvod

V této praci se budeme vénovat Lévyho procesum, tedy procesum, které
maji urcité specidlni vlastnosti, a to hlavné vlastnost nezavislych prirustku
a homogenitu. Kromé teorie popiseme také nékteré velmi pouzivané Lévyho
procesy, tedy Poissonuv, slozeny Poissonuv a Wieneruv proces, ktery je
jednim ze spojitych procesi. Vsechny jsou v praxi velmi vyuzivany. Zakladni
aplikaci Poissonova procesu je aplikace v teorii hromadné obsluhy, slozeny
Poissontiv proces se pouziva napiiklad v pojistovnictvi. Wienertiv proces
mél puvodné fyzikdlni vyznam, ve fyzice je ale znam spise jako Brownuv
pohyb, ktery popisuje neustaly a neusporadany pohyb molekul. Ve finan¢ni
matematice je idedlnim ndstrojem pro popis chovani cen aktiv (napi. akcif,
meén, komodit).

Drive, nez se budeme zabyvat konkrétni aplikaci, uvedeme ve druhé
kapitole definice, které budeme potiebovat pro vylozeni této teorie. Ptedpo-
kladame ovsem, ze zaklady ndhodnych procestu a teorie pravdépodobnosti a
matematické statistiky ¢tenaf zna.

Kapitola 3 uvadi definici Lévyho procesu, vlastnosti charakteristickych
funkci, dale existenci a priklady Lévyho procesu. V podkapitole 3.3, kterd
se tyka existence Lévyho a aditivnich procesi, je velmi dulezitym pojmem
pojem nekonecné délitelnosti, proto jsou zde uvedeny také nékteré vlast-
nosti téchto rozdéleni. Nejdulezitéjsim tvrzenim v této podkapitole je Lévy-
Khintchinova reprezentace, ktera popisuje vSsechna nekonecné délitelna roz-
déleni. Diky tzkému vztahu mezi nimi a Lévyho a aditivnimi procesy v
distribuci muzeme zajistit existenci téchto procest.



V dalsi podkapitole uvadime nejznaméjsi priklady Lévyho procesu a
vyuziti Wienerova procesu pii simulaci irokovych sazeb.



Kapitola 2

Zakladni definice a znaceni

Stochasticky (ndhodny) proces je matematicky popis vyvoje nahodnych
jevu v case. Lévyho procesy jsou stochastické procesy, které jsou homogenni
a maji nezavislé prirustky. Index ¢ vzdy pouzivame jako ¢asovou proménnou.

Mezi stochastické procesy patii Brownuv pohyb (Wieneruv proces) a
Poissonuv proces, které jsou popsany v dalsi kapitole. Jak ukézeme, i tyto
dulezité procesy patii mezi Lévyho procesy.

V této kapitole uvedeme nékteré vlastnosti nahodnych procest, které
dale budeme potiebovat pravé ve tieti kapitole pii konstrukci Poissonova a
Wienerova procesu a pii popisu pokrocilejsi teorie o existenci Lévyho pro-
cesu.

Definice 2.1 Rodina {X; : ¢t > 0} ndhodnych veli¢in na R? s parame-
trem ¢ € [0, 00) definovanych na pravdépodobnostnim prostoru (£, F, P) se
nazyva ndhodny proces.

PH{w : X(w) € B}] znacime P[X(w) € B] = Px(B) a nazyvame
rozdéleni ndhodné veliciny X. Jestlize pro dvé nahodné veliciny X a Y na
R? plati vztah Px = Py, piSeme X 2 Y. Necht {X; : t > 0} je ndhodny
proces, n € N, t1,...,t, > 0, potom P[{X(t;) € By,...,X(t,) € B,}]
nazyvame systém konecéné-rozmérnych rozdéleni ndhodného procesu {X;}.
Néhodny proces {Y;} nazyvame stochastickd verze nahodného procesu { X, },
pokud plati P[X; =Y;| = 1 prot € [0, 00). Dva ndhodné procesy jsou shodné
v distribuci, pokud jejich systémy kone¢né-rozmérnych rozdéleni jsou shodné



(pfseme {X;} £ {V}}). Pro pevné w € Q je X(-,w) jen funkei proménné ¢ a
tuto funkei nazyvame trajektorie procesu { Xy, t € T'}.

Nez definujeme Lévyho proces, musime definovat stochastickou spoji-
tost, neboli spojitost v pravdépodobnosti, protoze také tuto vlastnost Lévyho
procesy mayji.

Definice 2.2 Ndhodny proces {X;} na R? je spojity v pravdépodobnosti
(stochasticky spojity), jestlize pro kazdé ¢t > 0 a e > 0 plati:
lin% P[| X, — X;| > €] = 0. (2.1)

V teorii pravdépodobnosti se pouzivaji ruzné druhy konvergence, my
zde zavadime slabou konvergenci:

Definice 2.3 Posloupnost pravdépodobnostnich mér p,,n = 1,2,...
konverguje slabé k pravdépodobnostni mite u, tedy
fin > 1t (2.2)

jestlize pro kazdou spojitou omezenou funkci f plati:

[ @)~ [ feudn) o nooo (23

Déle definujeme konvoluci dvou rozdéleni, coz je dilezity pojem, protoze
diky konvoluci muzeme naptiklad jednoduse spocitat rozdéleni souc¢tu neza-
vislych ndhodnych velic¢in. Predtim musime ale zavést funkci, kterou nazy-
vame "identifikator”. V matematické analyze se tato funkce nazyva také
charaktetristicka funkce, coz by se v této teorii mohlo plést.

Funkei 15(z) nazyvame identifikditor mnoziny B a plati pro ni:

] 1 pro z€B
15(z) —{ 0 pro ¢ B (2.4)
Definice 2.6 Konvoluci rozdéleni ju; a py na R? definujeme vztahem
wB = [ [ s+ ymmdn),  BeBER)  (25)
RIx R
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Piseme p = pq * po. Operace konvoluce je komutativni a asociativni. Jestlize
X, a X, jsu nezdvislé nahodné veliciny na R? s rozdélenim ju; a 1o, potom
X1 + Xo ma rozdéleni pg * puo.

Déle definujeme symbol p™ (n-td konvoluéni mocnina pravdépodobnostni
miry u), ktery v dalsi kapitole rozsifime na interval [0, oco]:

=" =k ok (2.6)
————

Dalsim dulezitym pojmem je nekonec¢nd délitelnost pravdépodobnostni
miry, pomoci které budeme dale ukazovat existenci Lévyho a aditivnich pro-
cesu:

Definice 2.7 Pravdépodobnostni mira p na R? je nekonecné délitelnd,
jestlize pro kazdé prirozené ¢islo n existuje pravdépodobnostni mira u, na
R? tak, ze plati

1= f, (2.7)

Zavedeme stochasticky integral a stochasticky diferencial (podle [3] na
strandch 111-120). F; necht je soubor jevi, o kterych je v ¢ase t déno,
zda nastaly nebo nenastaly. Tento soubor jevu tvoii pro kazdé ¢ o-algebru.
Neklesajici soustava F = {F;,t > 0} vymezuje v mnoziné ndhodnych jevi
casovou dynamiku. Ndhodné jevy z Fy; muzeme nazyvat jevy do doby t. Do
F; zahrnujeme vSechny jevy nulové pravdépodobnosti. Soustavou F jsou
rovnéz vymezeny nahodné funkce s vlastnosti, Ze jejich hodnota je urcena
jevy do doby t. Tuto vlastnost nazyvame neanticipativnost (ndhodné funkce
jsou Fp-meétitelné).

Nyni zavedeme pojem stochastického integralu pomoci jednoduchych funkci.
Casovy parametr omezime na interval [0, 7], kde 0 < T < oc.

Definice 2.8 Nahodna funkce ¢ = {¢y,t € [0, T} se nazyva jednoduchd,

je-li neanticipativni a existuje déleni to = 0 < t; <ty < ... < t, =T
intervalu [0, 7] spolu s ndhodnymi veliinami ¢y, ..., p,_1 tak, ze plati:
¢t:g0j, tj§t<tj+1, ij,,n—l (28)



Definice 2.9 Necht ¢ je jednoduché funkce. Pro t € 0,77 je jeji stocha-
sticky integrdal dan rovnici

t k—1
/0 6ud W, =" (Wi Wi )+ ou(Wi— W) D tp >t >ty (29)

Jj=0

Pro k = 0 je suma rovna 0.
Lze dokazat, ze ke kazdé neanticipativni funkci ¢ splnujici
T
E / $2ds < 0o
0
1ze nalézt posloupnost jednoduchych funkei {"¢,n = 1,2,...} tak, ze plati:

Lity o /O Cnpdiy — /0 “edW e [0.T] (2.10)

Lim.X, = X plati, pravé kdyz F (X, — X)? — 0. Tuto limitu nazyvdme
limita podle kvadratického stredu.

Stochasticky diferencial je definovan pomoci stochastického integralu:
Néhodny proces ma stochasticky diferencidl

kdyz plati
t t
X, :XO+/ Asds+/ B.dW,, tel0,T] (2.12)
0 0
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Kapitola 3

Lévyho procesy, priklady
Lévyho procesu

V této kapitole ptiblizime definici a zakladni vlastnosti Lévyho procesu a
charakteristickych funkci, které dale hraji dilezitou roli pfi zkoumani Lévyho
procestl.

3.1 Lévyho procesy

Zacneme definici Lévyho procesu, coz je proces, ktery spliuje nékteré
specidlni vlastnosti, jako napiiklad vlastnost nezavislych prirustku nebo ho-
mogenitu.

Definice 3.1.1 Nhodny proces {X; : t > 0} na R? je Lévyho proces,
jestlize jsou splnény nésledujici podminky:

1. Pro kazdé n > 1 a0 <t < t; < ... < t, jsou ndhodné velic¢iny
Xt07 th — Xto, Xt2 — th, ey th — th—l nezavislé (ffkéme, ze Splfluji
vlastnost nezavislych ptirustku).

2. Xp =05
3. Rozdeéleni X, — X, nezavisi na s (proces je homogenni)
4. Proces je spojity v pravdépodobnosti

5. Existuje Qy € F tak, ze P[] = 1 a pro kazdé w € Qy, X;(w) je zprava
spojita prot > 0 a pro t > 0 ma limitu zleva.
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Lévyho proces na R? nazyvame d-dimenziondini Lévyho proces. Kazdy
proces, ktery splnuje podminky 1.-4. nazyvame Lévyho proces v distribuci.
Stochasticky proces splinujici podminky 1.,2.,4. a 5. nazyvame aditivni pro-
ces. Proces, ktery spliiuje pouze podminky 1., 2. a 4., nagyvame aditivni
proces v distribuci.

Pokud proces spliuje podminky 2. a 3., muzeme podminku 4. napsat

ve tvaru:
limi_oP[| X¢| > €] =1 pro €>0 (3.1)

Dilezitym pojmem v teorii pravdépodobnosti je ndhodna prochazka.
Lévyho procesy si muzeme predstavit jako jeji spojitou analogii.

3.2 Charakteristické funkce

Rozdéleni stochastickych procesi muzeme popsat pomoci charakteri-
stickych funkci. Tyto funkce maji pro popis rozdéleni velmi dobré vlast-
nosti (nékteré v této kapitole také uvedeme), jsou zékladnim nastrojem pro
analyzu rozdéleni nejen Lévyho procesu. Zaéneme zakladni definici:

Definice 3.2.1 Charakteristickou funkci fi(z) pravdépodobnostni miry
p na R definujeme vztahem

a(z) = /Rd e ~**>y(dz), z€ R? (3.2)

_ Charakteristickd funkce rozdéleni Py nahodné veliciny X na R? (ozn.
Px(z)) je funkce, kterd splnuje:

Pe(2) = [ <% Py(da) = Bl (3.3)

VVVVVV

Samoziejmé bychom jich mohli uvést mnohem vice, omezime se ale pouze
na ty zakladni.

Tvrzeni 3.2.1 Nechf p, 1, a py jsou rozdéleni na R¢, potom plati:

12



1. Plati-li fiy(2) = fia(2) pro z € R, potom p; = ps.

2. Jestlize = piy * po, potom Ji(z) = Ji1(2)fiz(z). Necht X; a X, jsou
nezévislé ndhodné velic¢iny na R¢, potom

ﬁX1+X2 (Z) = ﬁXl <Z>ﬁX2 (Z) (34)
3. Necht X = (Xj)j=1, . je ndhodna veli¢ina na R™, kde Xi,..., X,
jsou nahodné veli¢iny na R?. Potom Xj,..., X, jsou nezvislé praveé

tehdy, kdyz
ﬁX(z) = ﬁxl(zl) e ﬁxn(zn) pro z = (%j)j=1,.n,%j € RY. (3.5)

4. Jestlize fi,(z) konverguje k funkci ¢(z) pro kazdé z a tato funkce je
spojitda v bodé 0, potom je charakteristickou funci néjakého rozdéleni.

Na konec této podkapitoly uvedeme tvary charakterstickych funkci Pois-
sonova, slozeného Poissonova a normalniho (Gaussova) rozdéleni.

Piiklad 3.1.1 Necht d = 1. Poissonovo rozdélen{ s parametrem A > 0
definujeme predpisem
p{k} = e\ /k! pro k=0,1,2,... (3.6)
Charakteristicka funkce ma potom tvar

i(z) = exp(A(e” — 1)), pro z€R (3.7)

Piiklad 3.1.2 Necht méme jednorozmérné normalni rozdéleni se sttedn{

hodnotou p € R a 0 > 0, tedy hustota rezdéleni
1 r—1)2 /(252
h(x) = We (z—p)?/(20%) (3.8)

Potom charakteristickd funkce tohoto rozdéleni mé tvar:

fi(z) = e 272" L e R, (3.9)

Definice 3.2.2 Rozdéleni p na R? je sloZené Poissonovo, jestlize pro
néjaké ¢ > 0 a néjaké o na R? takové, ze o{0} = 0, plati:

i(z) = exp(e(a(z) — 1)) pro z € R* (3.10)

13



3.3 Existence Lévyho a aditivnich procest

V Kapitole 2 jsme definovali nekonecné délitelnd rozdéleni. V této kapi-
tole ukazeme, ze je tésnd souvislost mezi nimi a Lévyho procesy v distribuci
a déle, ze kazdy Lévyho proces v distribuci ma modifikaci, ktera je Lévyho
procesem. Kromeé toho také kazdy aditivni proces v distribuci ma modifikaci,
ktera je aditivnim procesem.

Piiklad 3.3.1 Necht {X;} je Lévyho proces na R?, potom pro kazdé t
je rozdéleni X; nekonecné délitelné:
Polozme t; = kt/n. Necht dale u = Px, a u, = Px(t,)-x(t,_,)- Diky ho-
mogenité Lévyho procesu je toto nezavislé na k. Potom p = p;., protoze

Xi =Xy — X)) + oo+ (X, — X4, ) ;

tedy X; je soucet nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in. Vidime,
ze mezi Lévyho procesy a nekonecné délitelnym rozdélenim je uzky vztah.

Nyni uvedeme nékolik vlastnosti nekonecné délitelnych rozdéleni, jejichz
dukazy jsou uvedené v [1], konkrétné Lemma 3.3.1 muzeme nalézt na strané
32 (Lemma 7.4) a Lemma, které je zde uvedeno pod ¢islem 3.3.2 najdeme v
[1] na strané 34 jako Lemma 7.8.

Prvni Lemma popisuje, ze konvoluce dvou nekonecné délitelnych roz-
déleni je také nekonecné délitelnd, druhé Lemma popisuje limitni vlastnost
a treti rozsifuje n-tou konvoluéni mocninu na interval vSech nezapornych
redlnych cisel.

Lemma 3.3.1 Jestlize p; a po jsou nekonecné-délitelnd, potom puq * po
je také nekonecné délitelné rozdéleni.

Lemma 3.3.2 Necht {u} je posloupnost nekonecné délitelnych rozdé-
leni a pp — p, potom g je také nekonecné délitelné.

Z Lemmat 7.5 a 7.6, které jsou uvedeny na strandch 32 a 33 v [1],
plyne, ze pokud g je nekonecné délitelné, potom pro kazdé prirozené cislo
n je rozdéleni, spliiujici u = p?, uréeno jednoznacné a plati: p, = p*/™.
Necht tedy mame pro kazdé piirozené n dano rozdéleni p'/™. Toto rozdéleni
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je nekonecné délitelné, plati tedy:
i(2)Y"™ = (fi(y) Y (o)k pro kazdé ke N (3.11)

Podle Lemmatu 3.3.1 je také ™/ nekoneéné délitelné pro kazdé prirozené m
a n. Pro kazdé iracionalni ¢islo ¢ > 0 muzeme najit posloupnost racionalnich
¢isel 1, které k tomuto ¢ konverguji. Potom fi(z)™ — fi(2)" a fi(2)* je spo-
jité. Potom podle tvrzeni 3.2.1 (4) je fi(z)" charakteristickd funkce. Nyni
uz staci pouzit pouze Lemma 3.3.2., ze kterého vyplyva, ze rozdéleni dané
funkef ji(z)! je nekonecné délitelné.

Z toho tedy vyplyvéd, ze jestlize p je nekonecéné délitelné, potom pro kazdé
t €10,00), u' je definovatelné a také nekoneéné délitelné rozdélend.

Tuto pozndmku muzeme najit v [1] na strané 35, kde je zformulovéna jako
Lemma 7.9.

Déle ukazeme korespondenci mezi nekonecéné délitelnymi rozdélenimi a
Lévyho procesy v distribuci:
Tvrzeni 3.3.1

1. Jestlize {X; : t > 0} je Lévyho proces v distribuci na R¢, potom pro

kazdé t > 0, Px, je nekonecné délitelné a pro Py, = u je Px, = p'.

2. Naopak, jestlize 1 je nekoneéné délitelné rozdéleni na R?, potom exis-
tuje Lévyho proces v distribuci {X; : t > 0} takovy, ze Px, = p.

3. Jestlize {X;} a {X/} jsou Lévyho procesy v distribuci na R? takové,
ze Px, = Px;, potom {X;} a {X}} jsou identické v distribuci.

Diikaz tohoto tvrzeni je uveden v [1], str. 35, Tvrzeni 7.10.

Nésledujici tvrzeni se nazyva Lévy-Khintchinova reprezentace a predstavuje
vyjadieni charakteristickych funkci pro vSechna nekonecné-délitelna rozdéleni.
Ozna¢me D = {z : |z| < 1} uzavienou jednotkovou kouli.

Tvrzeni 3.3.2 Lévy-Khintchinova reprezentace

1. Necht p je nekoneéné-délitelné rozdéleni na R¢, potom pro z € R?

A2) = oxp [~ S0 Az (7, 2) + [ (05— 1= iz, 2 p(e)(de)].

(3.12)
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kde A je pozitivné-semidefintni symetrickd matice s rozmeéry d x d, v
je mira na R? splitujici

V0)=0 a /Rdmm(\x?y,ny(dx)@o, (3.13)

ay € R
2. Ji(z) je pomoci A, v a v urcena jednoznacné.

3. Obracené, jestlize A je symetrickd pozitivné-semidefinitni matice o
rozmérech d x d, v je pravdépodobnostni mira spliujici (3.13) a v €
R?, potom existuje nekoneéné-délitelné rozdéleni 41 s charakteristickou
funkef spliujici (3.12).

Nésleduje cast diukazu tohoto tvrzeni, cely dukaz je uveden v [1] jako
dukaz Tvrzeni 8.1, druhd a tfeti ¢ast na strané 40-41 a prvni ¢ast je dokdzana
na strané 44, k dukazu této ¢éasti jsou ovsem potieba dalsi tvrzeni, ktera ne-
jsou v tomto textu uvedena, proto tuto ¢dst dukazu zde nebudeme uvadét:

Dk. 2.: Dokazujeme, ze (3.12) je jednoznaéné urc¢eno pomoci trojice
(A, v,7). Prvné se pokusime odhadnout vyraz, ktery je v (3.12) integrovan,
a to pomoci lemmatu, ktery je uveden také v [1], a to na strané 40 jako
Lemma 8.6:

Pro kazdé uw € R an € N plati:

Jul"

iu o (lu)k
=2 T O

pro néjaké 0 € C' spliujici 0| < 1.
Diky tomu muzeme tedy provést odhad:

i{ z,x : 1
i =7 — 1 —i( z,2)1p(z)] < 3PPl gai<y () + 2 Ly (@) (3.14)

Uzitim Lebesgueovy véty a odhadu 3.14 1ze ukézat, ze vyraz v exponencidle
v 3.12 je spojity v z. Zlogaritmovanim charakteristické funkce dostaneme:

log fi(sz) = —;32(2, Az) +is(y,z) + /Rd(ei<sz’gﬁ> —1—i(sz,z)1p(z))v(dz)
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Pouzitim Lebesgueovy véty a odhadu 3.14 lze ukézat, ze
s 2logfi(sz) — —§<z, Az) pro s — oo
Z toho jiz plyne, ze A je jednoznacné uréeno pomoci miry .
Déle polozime 9(z) = log fi(z) + (2, Az) a necht C' = [—1,1]*. Potom

muzeme ukazat, ze

S1n .CE]'

/C(@D(Z) — (2 4+ w))dw =27 /Rd el®) (1 — U= ) v(dz) (3.15)

e

kde % je 1 pro z; = 0. Tuto rovnost ukdzeme takto:

P(2) —Y(z4+w) =logfi(z) + ;<z, Az)y —logfi(z +w) — ;<z+w, A(z+w)) =

=iy, + [ (@ —1—i(z ) 1p(@)v(de)-
—i{y,z + w) — /Rd(ei<z+w’x> —1-i{z+w,2)1p(x)r(dz)) =

= —i{y,w) + Rd(ei<z’w> — D 4w, 2)1p(x)v(de))
a dédle pomoci odhadu:
|(efe2) — eitetwa) 4 iy 2)| =
= |(el=) — eitzalgitwa) 4 iy 3| =
= \ei<z’z>(1 — eltwe) 4 (w, z)) + i(w, z)(1 — ei<z’w>)| <
< |1 — e 4w, z)| 4+ [(w, )|[1 — 7| <
< Slwllaf? + fullaf?)2

Nyni uz muzeme pouzit Fubiniovu vétu, tedy

L @) =+ w)dw = |

Rd

oi=) () / (1 — e dop)
C

A pocitejme:

. 1 1
C -1 -1

—_———
d
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—z; j

d 1 j
= H/ "% dw; = H/ cos z;w;dw; = H/ CO; Z]d
j=1

V posledni rovnosti jsme pouzili substituci z; = z;w;.
Z toho jiz vyplyva (3.15). Nyni polozme

p(dz) = 2¢ (1 -] sin 95]) v(dz)

j=1 Lj

Potom p je koneéné mira, nebot

d .
; 1
[ = 1—af+0(al')  pro Jo] =0

j=1 Tj

Prava strana vyrazu (3.15) je Fourierova transformace p, tedy podle Tvrzeni
3.2.1 (2) je p jednoznacné vyjadieno pomoci ¢ a to dale pomoci p, tedy v
je jednoznac¢né urcena pomoci p. Nakonec « je ur¢ena pomoci pu, A a v z
vyrazu (3.12).

Trojice z predchoziho tvrzeni jednoznacéné urcuje pravdépodobnostni
rozdéleni s charakteristickou funkei (3.12) a tuto trojici nyni definujeme jako
charakteristickou trojici této miry:

Definice 3.3.1 (A, v, ) z tvrzeni 3.3.2 nazyvame charakteristickd tro-
gice miry u. Matici A nazyvame gaussovskd kovariancéni matice a miru v
nazyvame Lévyho mira. Je-li A = 0, tikdme, ze u je ryze negaussovskd.

Dusledek 3.3.1 Je-li (A, v, ) charakteristickd trojice miry u, potom
(tA,tv, ty) je charakteristickd trojice miry pu'.

Disledek 3.3.2 Kazdé nekonecné délitelné rozdéleni je limitou posloup-
nosti slozenych Poissonovych rozdéleni.

Nésledujici tvrzeni ukazuje vztah mezi aditivnimi procesy a nekonec¢né
délitelnym rozdélenim, tedy nejen Lévyho proces, ale také aditivni proces

ma s nekonecné-délitelnym rozdélenim uzky vztah.

Tvrzeni 3.3.3 Necht {X; : t > 0} je aditivn{ proces v distribuci na R,
potom pro kazdé t je rozdéleni X, nekonecné-délitelé.
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Tuto ¢ast zakonéime tvrzenim o existenci Lévyho a aditivnich procesech:

Tvrzeni 3.3.4 Necht {X;} je Lévyho, respektive aditivni proces v dis-
tribuci na RY. Potom existuje modifikace, kterd je Lévyho, respektive adi-
tivnim procesem.

Dukaz tohoto tvrzeni je také proveden v [1] na strané 63 jako Tvrzeni 11.5.

3.4 Priklady Lévyho procesi

V této podkapitole uvedeme piiklady Lévyho procesu a teorii apliku-
jeme na praktické priklady z oboru finanéni matematiky, kde se pravé tyto
procesy hojné vyuzivaji.

Poissonuiv a slozeny Poissonuv proces

Nyni definujeme a zkonstruujeme Poissonuv proces a slozeny Poissonuv
proces a priblizime jejich zakladni vlastnosti.

Definice 3.4.1 Stochasticky proces {X; : ¢ > 0} na R nazyvame Pois-
sonuwv proces s parametrem ¢ > 0, jestlize je Lévyho proces a pro t > 0 mé
X, Poissonovo rozdéleni se stredni hodnotou ct.

Tvrzeni 3.4.1 Konstrukce Poissonova procesu Necht {Z, : n =
0,1,...} je ndhodné prochdzka na R, definovand na pravdépodobnostnim
prostoru (2, F,P). Definujme T,, = Z,, — Z,,_1, potom T,, mé exponencialni
rozdéleni s parametrem ¢ > 0. Definujme déle proces X; vztahem

Xi(w)=n pravé tehdy, kdyz Z,(w) <t < Z,41(w) (3.16)
Potom X; je Poissonuv proces s parametrem c.
Dikaz tohoto tvrzeni muzeme nalézt v [1] na strané 15 (Tvrzeni 3.2).
Charakteristickou vlastnosti nahodné veliciny 7', kterd mé exponencialni

rozdéleni, je tzv. vlastnost zapomindani:

PIT > s+t|T > s|=P[T >t pro s>0 a t>0 (3.17)
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Necht {X;} je Poissonuv proces. Ozna¢me pro kazdy interval I pocet
skoku procesu Xy(w),t € I jako J(I) = J(I)(w).

Tvrzeni 3.4.2Pro0 < s <tan > 1, potom podminéné rozdéleni X za
podminky X; = n je binomické s parametry n a s/t. Pro0 =tq <t < --- <
ty =t al; = (tj_1,t;], potom podminéné rozdéleni (J(Iy),...,J(I})) za
podminky X; = n je multinomické s parametry n, (t;—t9)/t, ..., (tx—tr-1)/t.
Diikaz je uveden v [1] na strané 17 jako Tvrzeni 3.3.

Dale definujeme slozeny Poissontuv proces. Slozené Poissonovo rozdéleni
a slozeny Poissonuv proces zobecrniuje Poissonovo rozdéleni a proces (neboli
Poissonovo rozdélent je specidlnim piipadem slozeného Poissonova rozdélent).
Slozeny Poissoniiv proces je dilezity napi. v teorii rizika v pojistovnictvi, kde
pocet udalosti do ¢asu t tvori Poissonuv proces a vyse pojistného plnéni jsou
nezavislé stejné rozdélené nahodné veliciny s rozdélenim o, potom celkovy
uhrn skod v ¢ dnech tvori slozeny Poissonuv proces X; pro d = 1.

Definice 3.4.2 Necht ¢ > 0 a dile necht o je rozdéleni na R takové,
7e plati 0{0} = 0. Nahodny proces {X; : t > 0} na R? nazyvame sloZeny
Poissonuv proces, jestlize je Lévyho procesem a pro t > 0 ma X; slozené
Poissonovo rozdéleni, tedy plati:

B0 = cap(te(a(z) = 1)) pro e B! (3.18)

Tvrzeni 3.4.3 Konstrukce slozeného Poissonova procesu Necht
{N; : t > 0} je Poisson;v proces s parametrem ¢ > 0 a {S, : n =0,1,...}
necht je ndhodné prochazka na R? definované na pravdépodobnostnim pros-
toru (Q, F,P). Necht ddle {N;} a {S,} jsou nezavislé a P[S; = 0] = 0.

Definujme proces X; vztahem
Xi(w) = Snyw) (W) (3.19)

Potom {X}} je slozeny Poissonuv proces, ktery spliiuje 2.4, kde o je rozdéleni
Si.
Diikaz je uveden opét v [1] na strané 18 jako dukaz Tvrzeni 4.3.

Wieneruv proces (Brownuv pohyb)
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Dalsim procesem dulezitym nejen pro finanéni matematiku je Wieneruv
proces. V této ¢asti ho zadefinujeme, popiseme jeho konstrukci a také jeho
zakladni vlastnosti.

Definice 3.4.3 Nahodny proces {X; : t > 0} na R? definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (2, F,P) je Wieneruv proces, jestlize tvori
Lévyho proces a dale splnuje nasledujici podminky:

1. Pro t > 0 ma X, Gaussovo rozdéleni se stfedni hodnotou 0 a kovar-
ian¢éni matici t1, kde I je identicka matice.

2. Existuje Qy € F tak, ze P[] = 1 a pro kazdé w € Qp, Xi(w) je
spojity v t.

Wienertv proces na R? nazyvame d-dimenziondlni Wieneriv proces

Ve vétsiné dostupné literatury se Wieneruv proces uvazuje spojity,
napiiklad v [2] na str. 405 je definice uvedena takto:
Stochasticky proces {W; : t > 0} je Wieneruv, kdyz plati:

1. LW () — W(s)) = N(0, |t — s|), t,s > 0

2. W(ty), W(ta) =W (t1),- -, W(tn)—W (t,—1) jsouzavislé ndhodné veli¢iny
pro0 <t <ty---<t, <0

3. W mé vsechny trajektorie spojité, W (0) = 0.

Nasledujici tvrzeni doplnuje existenci aditivnich procest. Pro nas je
ovsem dilezity dusledek tohoto tvrzeni o existenci Wienerova procesu, tvrzeni
je opét uvedeno bez dukazu, ovsem dukaz je uveden v [1] na strané 63
(Tvrzeni 11.7).

Tvrzeni 3.4.4 Necht {X;} je aditivn{ proces na R? s normdlnim roz-
délenim pro kazdé ¢, potom {X;} je spojity s.j.

Diisledek 3.4.1 Wieneriiv proces na R? existuje.

Tvrzeni 3.4.5 Necht {X ()} je ndhodny proces na R a X, (t), ..., X4(t)
jsou slozky vektoru X (). Potom jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni:

1. {X(t)} je d-dimenziondlni Wieneruv proces
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2. {X;(t)} je 1-dimenzionalni Wieneruv proces pro kazdé j a slozky vek-
toru {X1(¢)}, ..., {Xa(t)} jsou nezavislé

Dukaz je opét uveden v [1] (strana 22, Tvrzeni 5.2).

V naésledujicich tvrzenich jsou popsany nékteré dulezité a zajimavé vlast-
nosti Wienerova procesu. Nejdiive se ale podivame na nékteré transformace
Wienerova procesu.

Tvrzeni 3.4.6 Necht {X(¢)} je d-dimenzionalni Wieneruv proces. Po-
tom

1. {—X:} je d-dimenziondlni Wieneruv proces
2. Pro kazdé ¢ > 0, {¢"2 X (ct)} je d-dimenziondlni Wieneritv proces

3. Definujme Y(t) = tX(¢71) pro ¢t > 0 a Y(0) = 0. Potom {Y ()} je
d-dimenzionalni Wieneruv proces.

Diikaz tohoto tvrzeni je uveden v [1] na strané 24 (tvrzeni 5.4).

Tvrzeni 3.4.7 Nediferencovatelnost Necht d = 1 a necht X (¢,w)
je Wieneruv proces. Potom neexistuje interval, na kterém by X (¢,w) mél
derivaci.

Dukaz tohoto tvrzeni je uveden v [1] (str. 27, Tvrzeni 5.9).

Na zavér této kapitoly uvadime jednu z mnoha aplikaci Wienerova pro-
cesu a to aplikaci ve finan¢ni matematice: popis dvou metod stochastického
modelovani drokovych sazeb. Tato pasaz je provedena podle ¢ldnku [4].

Stochastické modely popisujici chovani urokovych sazeb musi brat v
uvahu specialni vlastnosti, predevsim to, ze se pohybuji v ur¢itém rozmezi
(nerostou do nekonecna ani neklesaji pod nulu) a to, ze se vraci k urcité
rovnovazné hodnoté. My zde popiSeme tzv. jednofaktorové modely, které
pocitaji pouze s jednou SDE, tedy s jednim zdrojem nejistoty. Prvnim
z téchto modelu je Vasickuv model, ktery je pojmenovany po Oldfichu
Vasickovi a byl publikovan v ¢asopise Journal of Financial Economics v
roce 1977. Druhym je CIR model (Cox, Ingersoll, Ross model), ktery byl
publikovan v roce 1985 v ¢lanku A theory of the Term Structure of Interest
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Rates v casopise Econometria.
Vasicktiv model:

Model popisuje zménu urokovych sazeb pomoci SDE
dr(t) = a[b — r(t)]dt + cdW (¢)

a,b,o0 >0

r je urokova sazba

a je koeficient rychlosti prizpusobeni dynamiky rovnovazné tirokové mite
b je rovnovazna urokova mira

o je volatilita urokové sazby

Volatilita urokové sazby je ve Vasickové modelu konstantni. Nejvétsi
nevyhodou tohoto modelu je, ze trokové sazby mohou byt zaporné.

CIR model:

Volatilita urokovych sazeb v tomto modelu neni konstantni. Zavislost na
druhé odmocniné tirokové sazby zajistuje nezédpornost simulované tirokové
sazby v pifpadé, Ze 2ab > o2. Tento model proto popiseme rovnici

dr(t) = alb — r(t)|dt + o/r(t)dW (t)
kde konstanty maji stejny vyznam jako v pfedchozim pripadé.
Déle jsme pomoci programu Mathematica porovnavali simulace tro-

kovych sazeb pomoci téchto dvou modelu. Parametry jsou zvoleny takto:
a=0,1,b=1,4,0=0,2ar(0)=1,4
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simulace Urokovych sazeb
Graf 1
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Vasickv model  CIR model b

Déle ukazeme vliv parametru a na chovani modelovanych turokovych
sazeb. Graf 2 modeluje trokové sazby pii a = 0, 3, ostatni parametry zustaly
stejné. Je vidét, ze pti vétsim a maji trokové miry vétsi tendenci vracet se
k rovnovazné urokové mite.
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simulace pri zméné koeficientu a
Graf 2

A
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| 100 200 300 400
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Vasickv model ~ CIR model b

Déle chceme ukézat vliv zmény parametru o na modelovani tirokovych
sazeb. Volatilita CIR modelu zavisi na m , kdezto ve Vasickoveé modelu je
konstantni. Graf 3 modeluje trokové sazby pii o = 0,29, ostatni parametry
zustavaji stejné jako v prvni simulaci. Parametr o je volatilitou trokové
sazby. Zvétsime-li tento parametr, tirokové sazby maji mensi tendenci vracet
se k rovnovazné urokové mite.
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simulace pfi zméné koeficientu o
r Graf 3
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Vyhody a nevyhody téchto modelu:

Vyhodou Vasickova modelu je normalita simulované fady r(t). Nevyhodou
ovSem je to, ze urokové sazby mohou v realném case nabyvat zapornych
hodnot. Tuto nevyhodu odstranuje CIR model (diky nekonstantni volatilité
tirokovych sazeb, nezdpornost plati v pifpade, ze 2ab > o2). Cim jsou vétsi
simulované trokové sazby, tim je vétsi i volatilita procesu. Velkou vyhodou
obou metod je jejich relativni jednoduchost.
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Kapitola 4
Zaver

V této préci jsme se vénovali teorii Lévyho procesu, pricemz zakladni lit-
eraturou pro teoretickou ¢ast byla [1]. Kromeé popisu téchto procesu jsme téz
vyslovili véty o existenci Lévyho procesu, a to pomoci nekonecné délitelnych
rozdeéleni.

Tyto procesy jsou vyuzivany v ruznych oborech. Predevsim Poissonuv a
Wieneruv proces patii mezi Lévyho procesy, které maji velmi Siroké vyuziti
v praxi. My jsme zde ukézali pouziti Wienerova prcesu ve financni matemat-
ice, konkrétné na dvou modelech, které se pouzivaji pro stochastické mode-
lovani urokovych sazeb. Pouzili jsme jednofaktorové modely, Vasickuv a CIR
model a urokové sazby jsme nasimulovali pomoci programu Mathematica.
Nésledné jsme tyto dva modely porovnali. Diky relativni jednoduchosti jsou
velmi dobfe pouzitelné v praxi.
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