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Studijńı program: Matematika
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3.4 Př́ıklady Lévyho proces̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4 Závěr 27
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Abstrakt: V předložené práci studujeme jednu tř́ıdu náhodných proces̊u,
Lévyho procesy. Tyto procesy se často využ́ıvaj́ı v praxi nejen v matem-
atice, ale také ve fyzice nebo biologii. Ćılem této práce je popsat základńı
definice a vlastnosti a uvést některou z aplikaćı těchto proces̊u ve finančńı
matematice. Protože jedńım z Lévyho proces̊u je Wiener̊uv proces, neboli
Brown̊uv pohyb, jsou zde popsány dva modely pro stochastické modelováńı
úrokových sazeb, které právě tento proces použ́ıvaj́ı. Kromě nejzákladněǰśıch
definic je zde také popsána existence Lévyho proces̊u, k jej́ımu odvozeńı se
využ́ıvá vlastnost́ı tzv. nekonečně dělitelných rozděleńı, kterým je část práce
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme věnovat Lévyho proces̊um, tedy proces̊um, které
maj́ı určité speciálńı vlastnosti, a to hlavně vlastnost nezávislých př́ır̊ustk̊u
a homogenitu. Kromě teorie poṕı̌seme také některé velmi použ́ıvané Lévyho
procesy, tedy Poisson̊uv, složený Poisson̊uv a Wiener̊uv proces, který je
jedńım ze spojitých proces̊u. Všechny jsou v praxi velmi využ́ıvány. Základńı
aplikaćı Poissonova procesu je aplikace v teorii hromadné obsluhy, složený
Poisson̊uv proces se použ́ıvá např́ıklad v pojǐst’ovnictv́ı. Wiener̊uv proces
měl p̊uvodně fyzikálńı význam, ve fyzice je ale znám sṕı̌se jako Brown̊uv
pohyb, který popisuje neustálý a neuspořádaný pohyb molekul. Ve finančńı
matematice je ideálńım nástrojem pro popis chováńı cen aktiv (např. akcíı,
měn, komodit).

Dř́ıve, než se budeme zabývat konkrétńı aplikaćı, uvedeme ve druhé
kapitole definice, které budeme potřebovat pro vyložeńı této teorie. Předpo-
kládáme ovšem, že základy náhodných proces̊u a teorie pravděpodobnosti a
matematické statistiky čtenář zná.

Kapitola 3 uvád́ı definici Lévyho proces̊u, vlastnosti charakteristických
funkćı, dále existenci a př́ıklady Lévyho proces̊u. V podkapitole 3.3, která
se týká existence Lévyho a aditivńıch proces̊u, je velmi d̊uležitým pojmem
pojem nekonečné dělitelnosti, proto jsou zde uvedeny také některé vlast-
nosti těchto rozděleńı. Nejd̊uležitěǰśım tvrzeńım v této podkapitole je Lévy-
Khintchinova reprezentace, která popisuje všechna nekonečně dělitelná roz-
děleńı. Dı́ky úzkému vztahu mezi nimi a Lévyho a aditivńımi procesy v
distribuci můžeme zajistit existenci těchto proces̊u.
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V daľśı podkapitole uvád́ıme nejznáměǰśı př́ıklady Lévyho proces̊u a
využit́ı Wienerova procesu při simulaci úrokových sazeb.

6



Kapitola 2

Základńı definice a značeńı

Stochastický (náhodný) proces je matematický popis vývoje náhodných
jev̊u v čase. Lévyho procesy jsou stochastické procesy, které jsou homogenńı
a maj́ı nezávislé př́ır̊ustky. Index t vždy použ́ıváme jako časovou proměnnou.

Mezi stochastické procesy patř́ı Brown̊uv pohyb (Wiener̊uv proces) a
Poisson̊uv proces, které jsou popsány v daľśı kapitole. Jak ukážeme, i tyto
d̊uležité procesy patř́ı mezi Lévyho procesy.

V této kapitole uvedeme některé vlastnosti náhodných proces̊u, které
dále budeme potřebovat právě ve třet́ı kapitole při konstrukci Poissonova a
Wienerova procesu a při popisu pokročileǰśı teorie o existenci Lévyho pro-
ces̊u.

Definice 2.1 Rodina {Xt : t ≥ 0} náhodných veličin na Rd s parame-
trem t ∈ [0,∞) definovaných na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F ,P) se
nazývá náhodný proces.

P [{ω : X(ω) ∈ B}] znač́ıme P [X(ω) ∈ B] = PX(B) a nazýváme
rozděleńı náhodné veličiny X. Jestliže pro dvě náhodné veličiny X a Y na

Rd plat́ı vztah PX = PY , ṕı̌seme X
d
= Y . Necht’ {Xt : t ≥ 0} je náhodný

proces, n ∈ N , t1, . . . , tn ≥ 0, potom P [{X(t1) ∈ B1, . . . , X(tn) ∈ Bn}]
nazýváme systém konečně-rozměrných rozděleńı náhodného procesu {Xt}.
Náhodný proces {Yt} nazýváme stochastická verze náhodného procesu {Xt},
pokud plat́ı P [Xt = Yt] = 1 pro t ∈ [0,∞). Dva náhodné procesy jsou shodné
v distribuci, pokud jejich systémy konečně-rozměrných rozděleńı jsou shodné
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(ṕı̌seme {Xt} d
= {Yt}). Pro pevné ω ∈ Ω je X(·, ω) jen funkćı proměnné t a

tuto funkci nazýváme trajektorie procesu {Xt, t ∈ T}.

Než definujeme Lévyho proces, muśıme definovat stochastickou spoji-
tost, neboli spojitost v pravděpodobnosti, protože také tuto vlastnost Lévyho
procesy maj́ı.

Definice 2.2 Náhodný proces {Xt} na Rd je spojitý v pravděpodobnosti
(stochasticky spojitý), jestliže pro každé t ≥ 0 a ε > 0 plat́ı:

lim
s→t

P [|Xs −Xt| > ε] = 0. (2.1)

V teorii pravděpodobnosti se použ́ıvaj́ı r̊uzné druhy konvergence, my
zde zavád́ıme slabou konvergenci:

Definice 2.3 Posloupnost pravděpodobnostńıch měr µn, n = 1, 2, ...
konverguje slabě k pravděpodobnostńı mı́̌re µ, tedy

µn
n→∞−→ µ (2.2)

jestliže pro každou spojitou omezenou funkci f plat́ı:∫
Rd
f(x)µn(dx)→

∫
Rd
f(x)µ(dx) pro n→∞ (2.3)

Dále definujeme konvoluci dvou rozděleńı, což je d̊uležitý pojem, protože
d́ıky konvoluci můžeme např́ıklad jednoduše spoč́ıtat rozděleńı součtu nezá-
vislých náhodných veličin. Předt́ım muśıme ale zavést funkci, kterou nazý-
váme ”identifikátor”. V matematické analýze se tato funkce nazývá také
charaktetristická funkce, což by se v této teorii mohlo plést.

Funkci 1B(x) nazýváme identifikátor množiny B a plat́ı pro ni:

1B(x) =

{
1 pro x ∈ B
0 pro x /∈ B (2.4)

Definice 2.6 Konvoluci rozděleńı µ1 a µ2 na Rd definujeme vztahem

µ(B) =
∫ ∫

Rd×Rd
1B(x+ y)µ1(dx)µ2(dx), B ∈ B(Rd) (2.5)
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Ṕı̌seme µ = µ1 ∗µ2. Operace konvoluce je komutativńı a asociativńı. Jestliže
X1 a X2 jsu nezávislé náhodné veličiny na Rd s rozděleńım µ1 a µ2, potom
X1 +X2 má rozděleńı µ1 ∗ µ2.

Dále definujeme symbol µn (n-tá konvolučńı mocnina pravděpodobnostńı
mı́ry µ), který v daľśı kapitole rozš́ı̌ŕıme na interval [0,∞]:

µn = µn∗ = µ ∗ . . . ∗ µ︸ ︷︷ ︸
n

(2.6)

Daľśım d̊uležitým pojmem je nekonečná dělitelnost pravděpodobnostńı
mı́ry, pomoćı které budeme dále ukazovat existenci Lévyho a aditivńıch pro-
ces̊u:

Definice 2.7 Pravděpodobnostńı mı́ra µ na Rd je nekonečně dělitelná,
jestliže pro každé přirozené č́ıslo n existuje pravděpodobnostńı mı́ra µn na
Rd tak, že plat́ı

µ = µnn (2.7)

Zavedeme stochastický integrál a stochastický diferenciál (podle [3] na
stranách 111-120). Ft necht’ je soubor jev̊u, o kterých je v čase t dáno,
zda nastaly nebo nenastaly. Tento soubor jev̊u tvoř́ı pro každé t σ-algebru.
Neklesaj́ıćı soustava F = {Ft, t ≥ 0} vymezuje v množině náhodných jev̊u
časovou dynamiku. Náhodné jevy z Ft můžeme nazývat jevy do doby t. Do
Ft zahrnujeme všechny jevy nulové pravděpodobnosti. Soustavou F jsou
rovněž vymezeny náhodné funkce s vlastnost́ı, že jejich hodnota je určena
jevy do doby t. Tuto vlastnost nazýváme neanticipativnost (náhodné funkce
jsou Ft-měřitelné).
Nyńı zavedeme pojem stochastického integrálu pomoćı jednoduchých funkćı.
Časový parametr omeźıme na interval [0, T ], kde 0 < T <∞.

Definice 2.8 Náhodná funkce φ = {φt, t ∈ [0, T ]} se nazývá jednoduchá,
je-li neanticipativńı a existuje děleńı t0 = 0 < t1 < t2 < . . . < tn = T
intervalu [0, T ] spolu s náhodnými veliinami ϕ0, . . . , ϕn−1 tak, že plat́ı:

φt = ϕj, tj ≤ t < tj+1, j = 0, · · · , n− 1 (2.8)
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Definice 2.9 Necht’ φ je jednoduchá funkce. Pro t ∈ [0, T ] je jej́ı stocha-
stický integrál dán rovnićı

∫ t

0
φsdWs =

k−1∑
j=0

ϕj(Wtj+1
−Wtj )+ϕk(Wt−Wtk) při tk ≥ t ≥ tk+1 (2.9)

Pro k = 0 je suma rovna 0.

Lze dokázat, že ke každé neanticipativńı funkci φ splňuj́ıćı

E
∫ T

0
φ2
sds <∞

lze nalézt posloupnost jednoduchých funkćı {nφ, n = 1, 2, . . .} tak, že plat́ı:

l.i.m.n→∞

∫ t

0

nφdW =
∫ t

0
φdW t ∈ [0, T ] (2.10)

l.i.m.Xn = X plat́ı, právě když E(Xn−X)2 → 0. Tuto limitu nazýváme
limita podle kvadratického středu.

Stochastický diferenciál je definován pomoćı stochastického integrálu:
Náhodný proces má stochastický diferenciál

dXt = Atdt+BtdWt, t ∈ [0, T ] (2.11)

když plat́ı

Xt = X0 +
∫ t

0
Asds+

∫ t

0
BsdWs, t ∈ [0, T ] (2.12)
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Kapitola 3

Lévyho procesy, př́ıklady
Lévyho proces̊u

V této kapitole přibĺıž́ıme definici a základńı vlastnosti Lévyho proces̊u a
charakteristických funkćı, které dále hraj́ı d̊uležitou roli při zkoumáńı Lévyho
proces̊u.

3.1 Lévyho procesy

Začneme definićı Lévyho procesu, což je proces, který splňuje některé
speciálńı vlastnosti, jako např́ıklad vlastnost nezávislých př́ır̊ustk̊u nebo ho-
mogenitu.

Definice 3.1.1 Náhodný proces {Xt : t ≥ 0} na Rd je Lévyho proces,
jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

1. Pro každé n ≥ 1 a 0 ≤ t0 < t1 < ... < tn jsou náhodné veličiny
Xt0 , Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , ..., Xtn −Xtn−1 nezávislé (ř́ıkáme, že splňuj́ı
vlastnost nezávislých př́ır̊ustk̊u).

2. X0 = 0 s.j.

3. Rozděleńı Xs+t −Xs nezáviśı na s (proces je homogenńı)

4. Proces je spojitý v pravděpodobnosti

5. Existuje Ω0 ∈ F tak, že P [Ω0] = 1 a pro každé ω ∈ Ω0, Xt(ω) je zprava
spojitá pro t ≥ 0 a pro t > 0 má limitu zleva.
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Lévyho proces na Rd nazýváme d-dimenzionálńı Lévyho proces. Každý
proces, který splňuje podmı́nky 1.-4. nazýváme Lévyho proces v distribuci.
Stochastický proces splňuj́ıćı podmı́nky 1.,2.,4. a 5. nazýváme aditivńı pro-
ces. Proces, který splňuje pouze podmı́nky 1., 2. a 4., nazýváme aditivńı
proces v distribuci.

Pokud proces splňuje podmı́nky 2. a 3., můžeme podmı́nku 4. napsat
ve tvaru:

limt→0P [|Xt| > ε] = 1 pro ε > 0 (3.1)

Důležitým pojmem v teorii pravděpodobnosti je náhodná procházka.
Lévyho procesy si můžeme představit jako jej́ı spojitou analogii.

3.2 Charakteristické funkce

Rozděleńı stochastických proces̊u můžeme popsat pomoćı charakteri-
stických funkćı. Tyto funkce maj́ı pro popis rozděleńı velmi dobré vlast-
nosti (některé v této kapitole také uvedeme), jsou základńım nástrojem pro
analýzu rozděleńı nejen Lévyho proces̊u. Začneme základńı definićı:

Definice 3.2.1 Charakteristickou funkci µ̂(z) pravděpodobnostńı mı́ry
µ na Rd definujeme vztahem

µ̂(z) =
∫
Rd

ei<z,x>µ(dx), z ∈ Rd (3.2)

Charakteristická funkce rozděleńı PX náhodné veličiny X na Rd (ozn.
P̂X(z)) je funkce, která splňuje:

P̂X(z) =
∫
Rd

ei<z,x>PX(dx) = E[ei<z,X>] (3.3)

Dále uvedeme některé nejd̊uležitěǰśı vlastnosti charakteristických funkćı.
Samozřejmě bychom jich mohli uvést mnohem v́ıce, omeźıme se ale pouze
na ty základńı.

Tvrzeńı 3.2.1 Necht’ µ, µ1 a µ2 jsou rozděleńı na Rd, potom plat́ı:

12



1. Plat́ı-li µ̂1(z) = µ̂2(z) pro z ∈ Rd, potom µ1 = µ2.

2. Jestliže µ = µ1 ∗ µ2, potom µ̂(z) = µ̂1(z)µ̂2(z). Necht’ X1 a X2 jsou
nezáv́ıslé náhodné veličiny na Rd, potom

P̂X1+X2(z) = P̂X1(z)P̂X2(z) (3.4)

3. Necht’ X = (Xj)j=1,...,n je náhodná veličina na Rnd, kde X1, . . . , Xn

jsou náhodné veličiny na Rd. Potom X1, . . . , Xn jsou nezávislé právě
tehdy, když

P̂X(z) = P̂X1(z1) · · · P̂Xn(zn) pro z = (zj)j=1,...,n, zj ∈ Rd. (3.5)

4. Jestliže µ̂n(z) konverguje k funkci ϕ(z) pro každé z a tato funkce je
spojitá v bodě 0, potom je charakteristickou funćı nějakého rozděleńı.

Na konec této podkapitoly uvedeme tvary charakterstických funkćı Pois-
sonova, složeného Poissonova a normálńıho (Gaussova) rozděleńı.

Př́ıklad 3.1.1 Necht’ d = 1. Poissonovo rozděleńı s parametrem λ > 0
definujeme předpisem

µ{k} = e−λλk/k! pro k = 0, 1, 2, . . . (3.6)

Charakteristická funkce má potom tvar

µ̂(z) = exp(λ(eiz − 1)), pro z ∈ R (3.7)

Př́ıklad 3.1.2 Necht’ máme jednorozměrné normálńı rozděleńı se středńı
hodnotou µ ∈ R a σ2 > 0, tedy hustota rezděleńı

h(x) =
1√

2πσ2
e−(x−µ)2/(2σ2). (3.8)

Potom charakteristická funkce tohoto rozděleńı má tvar:

µ̂(z) = e−
1
2
σ2z2+iµz, z ∈ R. (3.9)

Definice 3.2.2 Rozděleńı µ na Rd je složené Poissonovo, jestliže pro
nějaké c > 0 a nějaké σ na Rd takové, že σ{0} = 0, plat́ı:

µ̂(z) = exp(c(σ̂(z)− 1)) pro z ∈ Rd (3.10)
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3.3 Existence Lévyho a aditivńıch proces̊u

V Kapitole 2 jsme definovali nekonečně dělitelná rozděleńı. V této kapi-
tole ukážeme, že je těsná souvislost mezi nimi a Lévyho procesy v distribuci
a dále, že každý Lévyho proces v distribuci má modifikaci, která je Lévyho
procesem. Kromě toho také každý aditivńı proces v distribuci má modifikaci,
která je aditivńım procesem.

Př́ıklad 3.3.1 Necht’ {Xt} je Lévyho proces na Rd, potom pro každé t
je rozděleńı Xt nekonečně dělitelné:
Položme tk = kt/n. Necht’ dále µ = PXt a µn = PX(tk)−X(tk−1). Dı́ky ho-
mogenitě Lévyho procesu je toto nezávislé na k. Potom µ = µnn, protože

Xt = (Xt1 −Xt0) + . . .+ (Xtn −Xtn−1) ,

tedy Xt je součet nezávislých stejně rozdělených náhodných veličin. Vid́ıme,
že mezi Lévyho procesy a nekonečně dělitelným rozděleńım je úzký vztah.

Nyńı uvedeme několik vlastnost́ı nekonečně dělitelných rozděleńı, jejichž
d̊ukazy jsou uvedené v [1], konkrétně Lemma 3.3.1 můžeme nalézt na straně
32 (Lemma 7.4) a Lemma, které je zde uvedeno pod č́ıslem 3.3.2 najdeme v
[1] na straně 34 jako Lemma 7.8.

Prvńı Lemma popisuje, že konvoluce dvou nekonečně dělitelných roz-
děleńı je také nekonečně dělitelná, druhé Lemma popisuje limitńı vlastnost
a třet́ı rozšǐruje n-tou konvolučńı mocninu na interval všech nezáporných
reálných č́ısel.

Lemma 3.3.1 Jestliže µ1 a µ2 jsou nekonečně-dělitelná, potom µ1 ∗ µ2

je také nekonečně dělitelné rozděleńı.

Lemma 3.3.2 Necht’ {µk} je posloupnost nekonečně dělitelných rozdě-
leńı a µk → µ, potom µ je také nekonečně dělitelné.

Z Lemmat 7.5 a 7.6, které jsou uvedeny na stranách 32 a 33 v [1],
plyne, že pokud µ je nekonečně dělitelné, potom pro každé přirozené č́ıslo
n je rozděleńı, splňuj́ıćı µ = µnn, určeno jednoznačně a plat́ı: µn = µ1/n.
Necht’ tedy máme pro každé přirozené n dáno rozděleńı µ1/n. Toto rozděleńı
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je nekonečně dělitelné, plat́ı tedy:

µ̂(z)1/n = (µ̂(y)1/(nk))k pro každé k ∈ N (3.11)

Podle Lemmatu 3.3.1 je také µm/n nekonečně dělitelné pro každé přirozené m
a n. Pro každé iracionálńı č́ıslo t > 0 můžeme naj́ıt posloupnost racionálńıch
č́ısel rn, které k tomuto t konverguj́ı. Potom µ̂(z)rn → µ̂(z)t a µ̂(z)t je spo-
jité. Potom podle tvrzeńı 3.2.1 (4) je µ̂(z)t charakteristická funkce. Nyńı
už stač́ı použ́ıt pouze Lemma 3.3.2., ze kterého vyplývá, že rozděleńı dané
funkćı µ̂(z)t je nekonečně dělitelné.
Z toho tedy vyplývá, že jestliže µ je nekonečně dělitelné, potom pro každé
t ∈ [0,∞), µt je definovatelné a také nekonečně dělitelné rozděleńı.
Tuto poznámku můžeme naj́ıt v [1] na straně 35, kde je zformulována jako
Lemma 7.9.

Dále ukážeme korespondenci mezi nekonečně dělitelnými rozděleńımi a
Lévyho procesy v distribuci:

Tvrzeńı 3.3.1

1. Jestliže {Xt : t ≥ 0} je Lévyho proces v distribuci na Rd, potom pro
každé t ≥ 0, PXt je nekonečně dělitelné a pro PX1 = µ je PXt = µt.

2. Naopak, jestliže µ je nekonečně dělitelné rozděleńı na Rd, potom exis-
tuje Lévyho proces v distribuci {Xt : t ≥ 0} takový, že PX1 = µ.

3. Jestliže {Xt} a {X ′t} jsou Lévyho procesy v distribuci na Rd takové,
že PX1 = PX′1 , potom {Xt} a {X ′t} jsou identické v distribuci.

Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [1], str. 35, Tvrzeńı 7.10.

Následuj́ıćı tvrzeńı se nazývá Lévy-Khintchinova reprezentace a představuje
vyjádřeńı charakteristických funkćı pro všechna nekonečně-dělitelná rozděleńı.
Označme D = {x : |x| ≤ 1} uzavřenou jednotkovou kouli.

Tvrzeńı 3.3.2 Lévy-Khintchinova reprezentace

1. Necht’ µ je nekonečně-dělitelné rozděleńı na Rd, potom pro z ∈ Rd

µ̂(z) = exp
[
−1

2
〈z, Az〉+ i〈 γ, z〉+

∫
Rd

(ei〈 z,x〉 − 1− i〈 z, x〉1D(x))ν(dx)
]

,

(3.12)
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kde A je pozitivně-semidefintńı symetrická matice s rozměry d× d, ν
je mı́ra na Rd splňuj́ıćı

ν(0) = 0 a
∫
Rd
min(|x2|, 1)ν(dx) <∞, (3.13)

a γ ∈ Rd.

2. µ̂(z) je pomoćı A, ν a γ určena jednoznačně.

3. Obráceně, jestliže A je symetrická pozitivně-semidefinitńı matice o
rozměrech d × d, ν je pravděpodobnostńı mı́ra splňuj́ıćı (3.13) a γ ∈
Rd, potom existuje nekonečně-dělitelné rozděleńı µ s charakteristickou
funkćı splňuj́ıćı (3.12).

Následuje část d̊ukazu tohoto tvrzeńı, celý d̊ukaz je uveden v [1] jako
d̊ukaz Tvrzeńı 8.1, druhá a třet́ı část na straně 40-41 a prvńı část je dokázána
na straně 44, k d̊ukazu této části jsou ovšem potřeba daľśı tvrzeńı, která ne-
jsou v tomto textu uvedena, proto tuto část d̊ukazu zde nebudeme uvádět:

Dk. 2.: Dokazujeme, že (3.12) je jednoznačně určeno pomoćı trojice
(A, ν, γ). Prvně se pokuśıme odhadnout výraz, který je v (3.12) integrován,
a to pomoćı lemmatu, který je uveden také v [1], a to na straně 40 jako
Lemma 8.6:

Pro každé u ∈ R a n ∈ N plat́ı:

eiu =
n−1∑
k=0

(iu)k

k!
+ θ
|u|n

n!

pro nějaké θ ∈ C splňuj́ıćı |θ| ≤ 1.

Dı́ky tomu můžeme tedy provést odhad:

|ei〈 z,x〉 − 1− i〈 z, x〉1D(x)| ≤ 1

2
|z|2|x|21{|x|≤1}(x) + 2 · 1{|x|>1}(x) (3.14)

Užit́ım Lebesgueovy věty a odhadu 3.14 lze ukázat, že výraz v exponenciále
v 3.12 je spojitý v z. Zlogaritmováńım charakteristické funkce dostaneme:

log µ̂(sz) = −1

2
s2〈z, Az〉+ is〈γ, z〉+

∫
Rd

(ei〈sz,x〉 − 1− i〈sz, x〉1D(x))ν(dx)
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Použit́ım Lebesgueovy věty a odhadu 3.14 lze ukázat, že

s−2 log µ̂(sz)→ −1

2
〈z, Az〉 pro s→∞

Z toho již plyne, že A je jednoznačně určeno pomoćı mı́ry µ.
Dále polož́ıme ψ(z) = log µ̂(z) + 1

2
〈z, Az〉 a necht’ C = [−1, 1]d. Potom

můžeme ukázat, že

∫
C

(ψ(z)− ψ(z + w))dw = 2d
∫
Rd

ei〈z,x〉

1−
d∏
j=1

sinxj
xj

 ν(dx) (3.15)

kde sinxj

xj
je 1 pro xj = 0. Tuto rovnost ukážeme takto:

ψ(z)−ψ(z+w) = log µ̂(z)+
1

2
〈z, Az〉− log µ̂(z + w)− 1

2
〈z+w,A(z+w)〉 =

= i〈γ, z〉+
∫
Rd

(ei〈z,x〉 − 1− i〈z, x〉1D(x)ν(dx))−

−i〈γ, z + w〉 −
∫
Rd

(ei〈z+w,x〉 − 1− i〈z + w, x〉1D(x)ν(dx)) =

= −i〈γ, w〉+
∫
Rd

(ei〈z,x〉 − ei〈z+w,x〉 + i〈w, x〉1D(x)ν(dx))

a dále pomoćı odhadu:

|(ei〈z,x〉 − ei〈z+w,x〉 + i〈w, x〉| =

= |(ei〈z,x〉 − ei〈z,x〉ei〈w,x〉 + i〈w, x〉| =
= |ei〈z,x〉(1− ei〈w,x〉 + i〈w, x〉) + i〈w, x〉(1− ei〈z,x〉)| ≤
≤ |1− ei〈w,x〉 + i〈w, x〉|+ |〈w, x〉||1− ei〈z,x〉| ≤

≤ 1

2
|w|2|x|2 + |w||x|2|z|

Nyńı už můžeme použ́ıt Fubiniovu větu, tedy∫
C

(ψ(z)− ψ(z + w))dw =
∫
Rd

ei〈z,x〉ν(dx)
∫
C

(1− ei〈w,x〉dw)

A poč́ıtejme: ∫
C

(1− ei〈w,x〉dw) =
∫ 1

−1
· · ·

∫ 1

−1︸ ︷︷ ︸
d

ei
∑

xiwidwi =
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=
d∏
j=1

∫ 1

−1
eixjwj dwj =

d∏
j=1

∫ 1

−1
cosxjwjdwj =

d∏
j=1

∫ xj

−xj

cos zj
xj

dzj

V posledńı rovnosti jsme použili substituci zj = xjwj.
Z toho již vyplývá (3.15). Nyńı položme

ρ(dx) = 2d

1−
d∏
j=1

sinxj
xj

 ν(dx)

Potom ρ je konečná mı́ra, nebot’

d∏
j=1

sinxj
xj

= 1− 1

6
|x|2 +O(|x|4) pro |x| → 0

Pravá strana výrazu (3.15) je Fourierova transformace ρ, tedy podle Tvrzeńı
3.2.1 (2) je ρ jednoznačně vyjádřeno pomoćı ψ a to dále pomoćı µ, tedy ν
je jednoznačně určená pomoćı µ. Nakonec γ je určena pomoćı µ, A a ν z
výrazu (3.12).

Trojice z předchoźıho tvrzeńı jednoznačně určuje pravděpodobnostńı
rozděleńı s charakteristickou funkćı (3.12) a tuto trojici nyńı definujeme jako
charakteristickou trojici této mı́ry:

Definice 3.3.1 (A, ν, γ) z tvrzeńı 3.3.2 nazýváme charakteristická tro-
jice mı́ry µ. Matici A nazýváme gaussovská kovariančńı matice a mı́ru ν
nazýváme Lévyho mı́ra. Je-li A = 0, ř́ıkáme, že µ je ryze negaussovská.

Důsledek 3.3.1 Je-li (A, ν, γ) charakteristická trojice mı́ry µ, potom
(tA, tν, tγ) je charakteristická trojice mı́ry µt.

Důsledek 3.3.2 Každé nekonečně dělitelné rozděleńı je limitou posloup-
nosti složených Poissonových rozděleńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje vztah mezi aditivńımi procesy a nekonečně
dělitelným rozděleńım, tedy nejen Lévyho proces, ale také aditivńı proces
má s nekonečně-dělitelným rozděleńım úzký vztah.

Tvrzeńı 3.3.3 Necht’ {Xt : t ≥ 0} je aditivńı proces v distribuci na Rd,
potom pro každé t je rozděleńı Xt nekonečně-dělitelé.
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Tuto část zakonč́ıme tvrzeńım o existenci Lévyho a aditivńıch procesech:

Tvrzeńı 3.3.4 Necht’ {Xt} je Lévyho, respektive aditivńı proces v dis-
tribuci na Rd. Potom existuje modifikace, která je Lévyho, respektive adi-
tivńım procesem.
Důkaz tohoto tvrzeńı je také proveden v [1] na straně 63 jako Tvrzeńı 11.5.

3.4 Př́ıklady Lévyho proces̊u

V této podkapitole uvedeme př́ıklady Lévyho proces̊u a teorii apliku-
jeme na praktické př́ıklady z oboru finančńı matematiky, kde se právě tyto
procesy hojně využ́ıvaj́ı.

Poisson̊uv a složený Poisson̊uv proces

Nyńı definujeme a zkonstruujeme Poisson̊uv proces a složený Poisson̊uv
proces a přibĺıž́ıme jejich základńı vlastnosti.

Definice 3.4.1 Stochastický proces {Xt : t ≥ 0} na R nazýváme Pois-
son̊uv proces s parametrem c > 0, jestliže je Lévyho proces a pro t > 0 má
Xt Poissonovo rozděleńı se středńı hodnotou ct.

Tvrzeńı 3.4.1 Konstrukce Poissonova procesu Necht’ {Zn : n =
0, 1, . . .} je náhodná procházka na R, definovaná na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,F ,P). Definujme Tn = Zn−Zn−1, potom Tn má exponenciálńı
rozděleńı s parametrem c > 0. Definujme dále proces Xt vztahem

Xt(ω) = n právě tehdy, když Zn(ω) ≤ t < Zn+1(ω) (3.16)

Potom Xt je Poisson̊uv proces s parametrem c.
Důkaz tohoto tvrzeńı můžeme nalézt v [1] na straně 15 (Tvrzeńı 3.2).

Charakteristickou vlastnost́ı náhodné veličiny T , která má exponenciálńı
rozděleńı, je tzv. vlastnost zapomı́náńı:

P [T > s+ t|T > s] = P [T > t] pro s ≥ 0 a t ≥ 0 (3.17)
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Necht’ {Xt} je Poisson̊uv proces. Označme pro každý interval I počet
skok̊u procesu Xt(ω), t ∈ I jako J(I) = J(I)(ω).

Tvrzeńı 3.4.2 Pro 0 < s < t a n ≥ 1, potom podmı́něné rozděleńıXs za
podmı́nky Xt = n je binomické s parametry n a s/t. Pro 0 = t0 < t1 < · · · <
tk = t a Ij = (tj−1, tj], potom podmı́něné rozděleńı (J(I1), . . . , J(Ik)) za
podmı́nkyXt = n je multinomické s parametry n, (t1−t0)/t, . . . , (tk−tk−1)/t.
Důkaz je uveden v [1] na straně 17 jako Tvrzeńı 3.3.

Dále definujeme složený Poisson̊uv proces. Složené Poissonovo rozděleńı
a složený Poisson̊uv proces zobecňuje Poissonovo rozděleńı a proces (neboli
Poissonovo rozděleńı je speciálńım př́ıpadem složeného Poissonova rozděleńı).
Složený Poisson̊uv proces je d̊uležitý např. v teorii rizika v pojǐst’ovnictv́ı, kde
počet událost́ı do času t tvoř́ı Poisson̊uv proces a výše pojistného plněńı jsou
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny s rozděleńım σ, potom celkový
úhrn škod v t dnech tvoř́ı složený Poisson̊uv proces Xt pro d = 1.

Definice 3.4.2 Necht’ c > 0 a dále necht’ σ je rozděleńı na Rd takové,
že plat́ı σ{0} = 0. Náhodný proces {Xt : t ≥ 0} na Rd nazýváme složený
Poisson̊uv proces, jestliže je Lévyho procesem a pro t > 0 má Xt složené
Poissonovo rozděleńı, tedy plat́ı:

E[ei〈z,X(t)〉] = exp(tc(σ̂(z)− 1)) pro z ∈ Rd (3.18)

Tvrzeńı 3.4.3 Konstrukce složeného Poissonova procesu Necht’

{Nt : t ≥ 0} je Poisson;v proces s parametrem c > 0 a {Sn : n = 0, 1, . . .}
necht’ je náhodná procházka na Rd definovaná na pravděpodobnostńım pros-
toru (Ω,F ,P). Necht’ dále {Nt} a {Sn} jsou nezávislé a P [S1 = 0] = 0.
Definujme proces Xt vztahem

Xt(ω) = SNt(ω)(ω) (3.19)

Potom {Xt} je složený Poisson̊uv proces, který splňuje 2.4, kde σ je rozděleńı
S1.
Důkaz je uveden opět v [1] na straně 18 jako d̊ukaz Tvrzeńı 4.3.

Wiener̊uv proces (Brown̊uv pohyb)
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Daľśım procesem d̊uležitým nejen pro finančńı matematiku je Wiener̊uv
proces. V této části ho zadefinujeme, poṕı̌seme jeho konstrukci a také jeho
základńı vlastnosti.

Definice 3.4.3 Náhodný proces {Xt : t ≥ 0} na Rd definovaný na
pravděpodobnostńım prostoru (Ω,F ,P) je Wiener̊uv proces, jestliže tvoř́ı
Lévyho proces a dále splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. Pro t > 0 má Xt Gaussovo rozděleńı se středńı hodnotou 0 a kovar-
iančńı matićı tI, kde I je identická matice.

2. Existuje Ω0 ∈ F tak, že P [Ω0] = 1 a pro každé ω ∈ Ω0, Xt(ω) je
spojitý v t.

Wiener̊uv proces na Rd nazýváme d-dimenzionálńı Wiener̊uv proces

Ve většině dostupné literatury se Wiener̊uv proces uvažuje spojitý,
např́ıklad v [2] na str. 405 je definice uvedena takto:
Stochastický proces {Wt : t ≥ 0} je Wiener̊uv, když plat́ı:

1. L(W (t)−W (s)) = N(0, |t− s|), t, s ≥ 0

2. W (t1),W (t2)−W (t1), · · · ,W (tn)−W (tn−1) jsouzávislé náhodné veličiny
pro 0 ≤ t1 ≤ t2 · · · ≤ tn <∞

3. W má všechny trajektorie spojité, W (0) = 0.

Následuj́ıćı tvrzeńı doplňuje existenci aditivńıch proces̊u. Pro nás je
ovšem d̊uležitý d̊usledek tohoto tvrzeńı o existenci Wienerova procesu, tvrzeńı
je opět uvedeno bez d̊ukazu, ovšem d̊ukaz je uveden v [1] na straně 63
(Tvrzeńı 11.7).

Tvrzeńı 3.4.4 Necht’ {Xt} je aditivńı proces na Rd s normálńım roz-
děleńım pro každé t, potom {Xt} je spojitý s.j.

Důsledek 3.4.1 Wiener̊uv proces na Rd existuje.

Tvrzeńı 3.4.5 Necht’ {X(t)} je náhodný proces naRd aX1(t), . . . , Xd(t)
jsou složky vektoru X(t). Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

1. {X(t)} je d-dimenzionálńı Wiener̊uv proces
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2. {Xj(t)} je 1-dimenzionálńı Wiener̊uv proces pro každé j a složky vek-
toru {X1(t)}, . . . , {Xd(t)} jsou nezávislé

Důkaz je opět uveden v [1] (strana 22, Tvrzeńı 5.2).

V následuj́ıćıch tvrzeńıch jsou popsány některé d̊uležité a zaj́ımavé vlast-
nosti Wienerova procesu. Nejdř́ıve se ale pod́ıváme na některé transformace
Wienerova procesu.

Tvrzeńı 3.4.6 Necht’ {X(t)} je d-dimenzionálńı Wiener̊uv proces. Po-
tom

1. {−Xt} je d-dimenzionálńı Wiener̊uv proces

2. Pro každé c > 0, {c− 1
2X(ct)} je d-dimenzionálńı Wiener̊uv proces

3. Definujme Y (t) = tX(t−1) pro t > 0 a Y (0) = 0. Potom {Y (t)} je
d-dimenzionálńı Wiener̊uv proces.

Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [1] na straně 24 (tvrzeńı 5.4).

Tvrzeńı 3.4.7 Nediferencovatelnost Necht’ d = 1 a necht’ X(t, ω)
je Wiener̊uv proces. Potom neexistuje interval, na kterém by X(t, ω) měl
derivaci.

Důkaz tohoto tvrzeńı je uveden v [1] (str. 27, Tvrzeńı 5.9).

Na závěr této kapitoly uvád́ıme jednu z mnoha aplikaćı Wienerova pro-
cesu a to aplikaci ve finančńı matematice: popis dvou metod stochastického
modelováńı úrokových sazeb. Tato pasáž je provedena podle článku [4].

Stochastické modely popisuj́ıćı chováńı úrokových sazeb muśı brát v
úvahu speciálńı vlastnosti, předevš́ım to, že se pohybuj́ı v určitém rozmeźı
(nerostou do nekonečna ani neklesaj́ı pod nulu) a to, že se vraćı k určité
rovnovážné hodnotě. My zde poṕı̌seme tzv. jednofaktorové modely, které
poč́ıtaj́ı pouze s jednou SDE, tedy s jedńım zdrojem nejistoty. Prvńım
z těchto model̊u je Vaš́ıčk̊uv model, který je pojmenovaný po Oldřichu
Vaš́ıčkovi a byl publikován v časopise Journal of Financial Economics v
roce 1977. Druhým je CIR model (Cox, Ingersoll, Ross model), který byl
publikován v roce 1985 v článku A theory of the Term Structure of Interest
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Rates v časopise Econometria.

Vaš́ıčk̊uv model:

Model popisuje změnu úrokových sazeb pomoćı SDE

dr(t) = a[b− r(t)]dt+ σdW (t)

a,b,σ > 0
r je úroková sazba
a je koeficient rychlosti přizp̊usobeńı dynamiky rovnovážné úrokové mı́̌re
b je rovnovážná úroková mı́ra
σ je volatilita úrokové sazby

Volatilita úrokové sazby je ve Vaš́ıčkově modelu konstantńı. Největš́ı
nevýhodou tohoto modelu je, že úrokové sazby mohou být záporné.

CIR model:

Volatilita úrokových sazeb v tomto modelu neńı konstantńı. Závislost na
druhé odmocnině úrokové sazby zajǐst’uje nezápornost simulované úrokové
sazby v př́ıpadě, že 2ab > σ2. Tento model proto poṕı̌seme rovnićı

dr(t) = a[b− r(t)]dt+ σ
√
r(t)dW (t)

kde konstanty maj́ı stejný význam jako v předchoźım př́ıpadě.

Dále jsme pomoćı programu Mathematica porovnávali simulace úro-
kových sazeb pomoćı těchto dvou model̊u. Parametry jsou zvoleny takto:
a = 0, 1, b = 1, 4, σ = 0, 2 a r(0) = 1, 4:
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Dále ukážeme vliv parametru a na chováńı modelovaných úrokových
sazeb. Graf 2 modeluje úrokové sazby při a = 0, 3, ostatńı parametry z̊ustaly
stejné. Je vidět, že při větš́ım a maj́ı úrokové mı́ry větš́ı tendenci vracet se
k rovnovážné úrokové mı́̌re.
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Dále chceme ukázat vliv změny parametru σ na modelováńı úrokových

sazeb. Volatilita CIR modelu záviśı na
√
r(t), kdežto ve Vaš́ıčkově modelu je

konstantńı. Graf 3 modeluje úrokové sazby při σ = 0, 29, ostatńı parametry
z̊ustavaj́ı stejné jako v prvńı simulaci. Parametr σ je volatilitou úrokové
sazby. Zvětš́ıme-li tento parametr, úrokové sazby maj́ı menš́ı tendenci vracet
se k rovnovážné úrokové mı́̌re.
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Výhody a nevýhody těchto model̊u:

Výhodou Vaš́ıčkova modelu je normalita simulované řady r(t). Nevýhodou
ovšem je to, že úrokové sazby mohou v reálném čase nabývat záporných
hodnot. Tuto nevýhodu odstraňuje CIR model (d́ıky nekonstantńı volatilitě
úrokových sazeb, nezápornost plat́ı v př́ıpadě, že 2ab > σ2). Č́ım jsou větš́ı
simulované úrokové sazby, t́ım je větš́ı i volatilita procesu. Velkou výhodou
obou metod je jejich relativńı jednoduchost.
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Kapitola 4

Závěr

V této práci jsme se věnovali teorii Lévyho proces̊u, přičemž základńı lit-
eraturou pro teoretickou část byla [1]. Kromě popisu těchto proces̊u jsme též
vyslovili věty o existenci Lévyho proces̊u, a to pomoćı nekonečně dělitelných
rozděleńı.

Tyto procesy jsou využ́ıvány v r̊uzných oborech. Předevš́ım Poisson̊uv a
Wiener̊uv proces patř́ı mezi Lévyho procesy, které maj́ı velmi široké využit́ı
v praxi. My jsme zde ukázali použit́ı Wienerova prcesu ve finančńı matemat-
ice, konkrétně na dvou modelech, které se použ́ıvaj́ı pro stochastické mode-
lováńı úrokových sazeb. Použili jsme jednofaktorové modely, Vaš́ıčk̊uv a CIR
model a úrokové sazby jsme nasimulovali pomoćı programu Mathematica.
Následně jsme tyto dva modely porovnali. Dı́ky relativńı jednoduchosti jsou
velmi dobře použitelné v praxi.
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