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Abstrakt

Forméalni poznéani je povazovano za nejvétsi problém, kterému v soucasné dobé
celi didaktika matematiky. Cilem této diplomové prace je zaprvé diagnostikovat
pripadné formalismy v poznatkové strukture zakyné, kterda ma v matematice
vyborné vysledky, a zadruhé diskutovat mozné priciny vzniku téchto forma-
lismi.

Prace je rozdélena do dvou casti. V prvni casti, tedy casti teoretické, jsou
casti praktické. Stézejni oddily teoretické Casti prace jsou tak vénovany pred-
staveni teorie generického modelu a formalnich poznatki, u kterych je kladen
diraz zejména na diskusi pricin jejich vzniku a moznosti jejich diagnostiky,
reedukace a prevence.

V praktické ¢asti prace je popsana provedend pripadova studie, ve které
bylo u zakyné druhého stupné zékladni skoly na zakladé analyzy diagnostic-
kych rozhovort a vyukovych materialt odhaleno mnozstvi formalnich poznatki
napri¢ riznymi matematickymi oblastmi. Za nejpravdépodobnéjsi hlavni pri-
¢inu vzniku identifikovanych formalismt je oznacen transmisivni edukacni styl,
ve kterém je kladen diiraz predevsim na pamétné uchovani definic a vzorct a na

mechanicky nacvik algoritmt a procedur.

Klicova slova formalni poznatky, diagnostika, kriticka
mista matematiky, pripadova studie, zak

s vybornym prospéchem



Abstract

Mechanical knowledge is presently considered to be the major problem in di-
dactics of mathematics. The aim of this diploma thesis is first, to diagnose
possible instances of mechanical knowledge in cognition of an A student, i.e.
a student with excellent results in mathematics, and second, to provide a dis-
cussion of their probable causes.

The thesis consists of two parts. In the first part, i.e. the theoretical one,
the concepts which are essential for the empirical part are introduced. The
pivotal sections of the theoretical part of this thesis are therefore devoted to
the introduction to the theory of generic models and mechanical knowledge. In
case of mechanical knowledge, the emphasis is put on a discussion of its possible
causes, as well as ways of their diagnostics, reeducation and prevention.

The empirical part of the thesis is dedicated to a case study which was
conducted. In this study, a number of examples of mechanical knowledge in va-
rious branches of mathematics were identified in cognition of a lower-secondary
student, based on the analysis of in-depth interviews and teaching materials.
It is concluded that the most probable cause of the identified instances of me-
chanical knowledge is the transmissive education style, in which the priority
is placed on remembering definitions and formulas and drilling algorithms and

procedures.

Keywords mechanical knowledge, diagnostics, problematic

mathematical topics, case study, A student
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Uvod

Rozhodovdni Zdka, zda se bude ucit vzorecky a nacvicovat

vvvvvv

dopad. Rozhoduje o tom, zda se tento Zdk ochotné podridi autorité,

nebo zda bude intelektudiné autonomni. Nejen v matematice.

— Hejny (2019)

Fenomén formalnich poznatkt, ktery velmi tzce souvisi s tématem poro-
zuméni v matematice, je povazovan za nejvaznéjsi problém v soucasném vyu-
c¢ovani, a v didakticko-matematické literatutre je mu proto v poslednich letech
vénovana zvysena pozornost. A neni divu — ukazuje se totiz, ze negativni dii-
sledky formalismu nejsou omezeny pouze na oblast matematiky, nybrz pronikaji
také do rozhodovacich strategii v bézném zivoté, a potencialné tak mohou mit
dopad na celou spole¢nost.

Nejcastéji jsou formalni poznatky diskutovany v souvislosti s primérnymi
nebo slabymi zaky, ovsem jen okrajové se vyzkum formalismi vénuje zaktm
s vybornym prospéchem. Otézkou proto ziustava, zda, a pripadné v jaké mire, je
mozné formalni poznatky diagnostikovat pravé u téchto zakt, kteri jsou bézné
povazovani za zaky bezproblémové.

V tomto sméru se mi jedine¢nd Sance naskytla na jare roku 2020 v pribéhu
uzavreni skol v disledku pandemie, kdy jsem se v ramci distanéniho plnéni
oborové praxe na ZS dostala k moznosti individudlné pracovat se ¢trnéctiletou
gymnazistkou, o které jsem védéla, ze je v matematice ,,premiantkou” tridy.
Bylo proto nemilym prekvapenim, kdyz jsem u ni vypozorovala nedostatecné
porozuméni u zakladnich poznatk v oblasti miry v geometrii. Na navrh vedouci
této prace jsem se tak rozhodla, ze budu s zakyni v praci na zkouméni kvality
porozuméni pokracovat také v dalSich oblastech matematiky:.

Cilem této diplomové prace je tedy diagnostikovat pripadné formalismy
v poznatkové strukture zakyné, kterd m&a z matematiky vyborné vysledky,

a nasledné diskutovat mozné priciny jejich vzniku. Jako vyzkumnd strategie



k zodpovézeni nastolenych otazek byla zvolena kvalitativné zamétena pripa-
dova studie, zalozena primarné na analyze diagnostickych rozhovort.
Struktura této diplomové prace je nasledujici. Prace se sklada ze dvou ka-
pitol, které jsou vzajemné provazany. Prvni kapitola, kterd tvori teoretickou
¢ast préace, je vénovana pojmum teorie generického modelu (viz 1.1), formalni
poznéni (1.2), kritickd mista matematiky druhého stupné zakladni skoly (1.3)
a pripadova studie (1.4). Tyto pojmy jsou nasledné klicové v druhé kapitole
prace, jejiz zaméteni je ryze praktické a v niz je popsdna provedena pripa-
dova studie. Tato kapitola postupné sestava ze stru¢ného popisu metodologie
vyzkumu (viz 2.1), po kterém nésleduji vysledky analyzy hloubkovych roz-
hovort (2.2) a shrnuti identifikovanych formalnich poznatka (2.3). Poslednim
oddilem praktické Casti prace je diskuse (2.4), ve které jsou uvedeny mozné
pric¢iny vzniku identifikovanych formalismi a didaktické dusledky provedeného
vyzkumu. Soucasné jsou také nastinéna jeho omezeni. Dilezitou soucasti prace
jsou jeji prilohy, ve kterych jsou mimo jiné obsazeny pracovni listy s tilohami
(viz prilohy A-D), které lze pouzit jako diagnosticky nastroj pri odhalovani

formalisml.



1 Teoreticka cast

V teoretické ¢asti prace jsou vymezeny nejdulezitéjsi pojmy, o které se opira ar-
gumentace v ¢asti praktické. V oddilu 1.1 je nejprve popsana teorie generického
modelu, jez je pri diskusi formélnich poznatki neopomenutelna. Formélnim
poznatktm je vénovan oddil 1.2, v jehoz tivodu je tento pojem nejdrive vysveét-
len (1.2.1). Déle je vénovana pozornost pri¢indm vzniku formélniho poznani
(1.2.2) a jeho diagnostikovani (1.2.3) a rovnéz jsou strucné nastinény moznosti
jeho reedukace a prevence (1.2.4). V oddilu 1.3 jsou shrnuty vybrané vysledky
vyzkumu kritickych mist v matematice na 2. stupni zdkladni skoly, které mo-
tivovaly volbu témat pro rozhovory vedené v ramci uskuteénéného vyzkumu.
Zavérecny oddil (1.4) je vénovan teoretickému vymezeni pojmu piipadové stu-
die.

1.1 Matematické poznani v kontextu teorie

generického modelu

Formalni poznatky, jimz je tato prace vénovana, jsou jednim z tstfednich pojmu
teorie generického modelu. Nez tedy bude mozné prikroc¢it k vymezeni formal-
nich poznatkt jako takovych, je nejprve nutné se s touto teorii obeznamit.
V tomto oddilu je proto nastinén proces jejiho vzniku od uplnych zarodki
v poloviné 20. stoleti, pfes zmény, kterych postupem casu dostala, az po jeji

soucasné rozpracovani, jehoz autorem je M. Hejny.

1.1.1 Historie vzniku

U zékladi teorie, dnes znamé jako teorie generického modelu, stala otazka, kte-
rou si jiz ve 40. letech minulého stoleti polozil slovensky pedagog a matematik
Vit Hejny.
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Proc se tolik Ziku snazi zvlddnout matematiku pamétne, aniz by se pokouselo

0 hlubsi porozuméeni?

Cilem V. Hejného pritom nebylo pouze nalezeni pri¢in tohoto mechanického
uceni v matematice, nybrz také zpusobu, jakym by bylo mozné tento nezadouci
stav zvratit. Hlavnim tukolem se proto stalo predevsim hledani konkrétnich
navodu na zkvalitnéni vyukového procesu (Hejny & Hejny, 1978 s. 85).

Klicové pro vznik teorie generického modelu bylo presvédceni V. Hejného,
ze vyssi efektivita ve vyucovani matematice ze strany uciteli je podminéna
znalosti mechanismu poznavaciho procesu — tedy zakonitosti, kterymi se v ma-
tematice poznavaci proces ridi (Hejny, 2014, s. 39). Sam V. Hejny pritom zdu-
raznoval dtlezitost zkouméani tohoto mechanismu u déti ve véku 5 az 7 let.

V prvnim schématu poznavaciho procesu, které V. Hejny zformuloval, nej-

prve vymezil nasledujici tti etapy:
motivace — separované modely — univerzalni model(y),

pricemz separovanym modelem je v jeho terminologii myslen konkrétni po-
znatek a univerzalnim modelem poznatek obecny (viz déle).

Podrobnéji pak byla tato etapizace rozpracovana v 70. letech, kdy se jiz na
budovéani teorie podilel i syn V. Hejného Milan. Tehdy byla teorie také poprvé
publikovana, a to v praci (Hejny & Hejny, 1978), v niz byly dvé ze tii stavajicich
etap prejmenovany a zaroven byly doplnény tii etapy nové:

stimulace — etapa jednotliviich modelu — etapa univerzdlnich modeli —

— abstrakcéni zdvih — domestikace/krystalizace — automatizace’.

V pritbéhu poslednich ¢tyt desetileti byla teorie nékolikrat rozsitena a dale
zpresnéna, a to zejména zasluhou M. Hejného a jeho rozsahlého experimentu,
ktery zapocal v roce 1975 v 5. ro¢niku zékladni skoly s cilem nalézt takovy
zpusob vyuky matematiky, ktery by prispival k rozvoji zdkovského porozu-
méni. Vedle prepracovani etapizace doslo také k (zatim) findlni Gpravé termi-
nologie, kterd je dusledkem piekladu teorie do anglického jazyka (Hejny, 2014,
s. 40). Namisto jednotlivyjch modelt uzivame proto oznaceni modely izolované;
namisto modelt univerzdlnich modely generické. Zaroven je dnes prvni etapa
poznavaciho procesu znovu oznacovana jako etapa motivace, nikoliv stimulace
jako v (Hejny & Hejny, 1978); termin stimulace je sice v souc¢asném rozpraco-

vani pouzit rovnéz, nicméné v odlisném vyznamu (viz s. 13).

1Jiz ve zmilované praci autofi upozoriuji, ze zavérecna etapa, tedy etapa automatizace,
neni primou soucasti poznavaciho procesu, nicméné je potfebna pro feseni slozitéjsich tuloh.
Ve skutecnosti se tak jednd pouze o pétietapové schéma.
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1.1.2 Soucasné rozpracovani teorie

V tomto oddilu je popsana aktualni podoba teorie generického modelu, ktera
tak od pocatku nevznikala jako teorie, nybrz jako ,soubor myslenek zamére-
nych na zkvalitnéni vyucovaciho procesu® (Hejny, 2004, s. 23). Nelze vyloudit,
ze i toto jeji rozpracovani bude ¢asem dale poupraveno a doplnéno. Vyzkum
mechanismu poznavaciho procesu, ktery byl V. Hejnym zapocat, totiz stéle
pokracuje a v této dobé je soustfedén na katedfe matematiky a didaktiky ma-
tematiky Pedagogické fakulty Univerzity Karlovy (Hejny, 2014, s. 40).

Nejuplnéji je soucasna podoba teorie generického modelu prezentovana v pu-
blikaci (Hejny, 2014, s. 39-79). Podle jejiho aktudlniho rozpracovani je poznéa-
vaci proces v matematice rozdélen do celkem péti etap?, kterymi jsou: motivace,
izolované modely, genericky model, abstraktni poznatek a krystalizace. Rozklad
mechanismu poznéavaciho procesu lze znazornit pomoci grafického schématu na
obr. 1.1.

abstrakini

izolovaneg 1 genericky model .
poznatek

modely ’ procesudilni — konceptualni

motivace

krystallzace

Obrazek 1.1: Grafické schéma mechanismu poznavacitho procesu
(Hejny, 2014, s. 73)

Kromé zminénych péti etap jsou ve schématu pomoci Sipek naznaceny také
dva pfechody mezi jednotlivymi etapami, a to konkrétné mezi etapami izo-
lovanych modelil a generického modelu a dale pak mezi etapami generického
modelu a abstraktniho poznatku. Tyto ptrechody, které jsou souhrnné oznaco-
vany jako tzv. zdvihy, pritom reprezentuji dva dilezité kognitivni posuny pri
tvorbé poznatki. Zdvih mezi etapami izolovanych modeli a generického mo-
delu, ktery je ve schématu oznacen ¢islici 1, je nazyvan zobecnénim; zdvih mezi
etapami generického modelu a abstraktniho poznatku, oznaceny ¢islici 2, je tzv.
abstrakei (ibid., s. 40).

V nasledujicim textu jsou jednotlivé etapy teorie generického modelu po-
psany podrobnéji a pro nazornost jsou zaroven ilustrovany, a to na prikladu
pocetni operace s¢itani na malych prirozenych ¢islech, obdobné jako v (Hejny
& Kurina, 2015, s. 128).

2V literatufe se vedle oznaceni ,etapa“ miiZeme setkat také s oznac¢enim ,hladina®, viz
napt. (Hejny, 2004).
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Motivace

Etapa motivace je v pozndvacim procesu dle Hejného® (2014, s. 42) klicov4,
jelikoz skutecna vnitini potieba poznavat je nutnou podminkou pro konstrukei
hlubsich, komplexngjsich a kvalitngjsich znalosti.* Motivace je u zédka dfisled-
kem rozporu mezi stavem nevédomosti, ale zaroven potirebou védét, kterd je,
obzvlast u déti predskolniho véku, velmi silnd.® S ndstupem do Skoly vak touha
po poznani rychle klesd a motivace poznavat je ve skolnim prostredi ¢asto na-
hrazena tzv. stimulaci. O té hovorime v situaci, kdy je zak k poznavani nucen:
zak je stimulovan napt. tehdy, kdy je jeho poznavani hnano snahou vyhovét do-
spélym (obvykle uciteli nebo rodi¢tim), pripadné snahou ziskat dobrou znamku
¢i se vyhnout znamce Spatné.

Stézejni v prvni etapé poznavaciho procesu je proto nalézt odpovédi na
otazku, jakym zpiisobem je mozné Zaky ve Skolnim prostfedi motivovat.® Dle
Hejného (ibid., s. 44) je klicovym nastrojem motivace zejména vytvoreni pod-
nétného prostiedi, ve kterém jsou zakiim predkladany piiméfené narocné” tlohy
a ve kterém je zaktim umoznén rozvoj jejich intelektualni autonomie. Déle je
vhodné zasadit tlohy do atraktivniho kontextu, pripadné pouzit ve vyuce pr-
vek hry ¢i soutéze. V kazdém pripadé je nutné vénovat dostatec¢nou pozornost
problému individualizace vyuky, ktera vsak miize byt ¢asto velmi naroc¢na.

Teprve jsou-li zaci dostateéné motivovani, je mozné prestoupit do druhé

etapy poznavaciho procesu, tedy k izolovanym modeltim.

3V nésledujicim textu odkazuje pifjmeni Hejny vzdy k Milanovi Hejnému. V pileZitost-
nych odkazech k jeho otci Vitovi je vzdy pouzito pocatecni pismeno jeho kiestniho jména,
tedy je uvedeno V. Hejny.

4Hejny a Hejny (1978, s. 88), kteif ve své praci dopliiuji ontogeneticky pohled na genezi
matematického mysleni také o pohled fylogeneticky, zdiraznuji v oblasti motivace z hlediska
fylogeneze zejména roli t¥i klasickych problémi — duplicity krychle, trisekce thlu a kvadratury
kruhu. Prestoze je jiz dnes dokazano, ze se jedné o problémy nevyresitelné, pravé touhou tyto
problémy rozlousknout byla motivovana vétSina objevi helénské matematiky.

SHejny (2004, s. 27-28) a Hejny a Stehlikova (1999, s. 27) udavajf jako pifklad této zvida-
vosti mnozstvi otazek typu ,,pro¢ ma pes ocas,“ které je schopno polozit tiileté dité. Podobny
zajem projevuji predskolni déti i o oblast pocti.

5Ve skolnim prostfedi hovoiime nejéasté&ji o motivaci pozndvaci, vykonové ¢i socidlni, pii-
¢emz v Hejného pojeti motivace je zdsadni jeji poznévaci slozka. V ramci vykonové motivace
rozliSujeme dvé navzdjem nezavislé potireby — potiebu tspésného vykonu a potiebu vyhnuti
se netispéchu (Pavelkova & Skaloudova, 2008, s. 1).

"Pfiméfend naroénou tilohou je myslena takova tiloha, ktera je pro daného zaka dostatecné
snadnd na to, aby ji spravné vytesil, ale zaroven dostatecné narocna na to, aby mél z jejiho
vyreseni radost.
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Izolované modely

[zolovanym modelem rozumime , konkrétni pripad pristi znalosti“ (Hejny, 2014,
s. 47).

Ukéazkou takového konkrétniho pripadu pristi znalosti muze byt napriklad
situace, ve které predskolni dité manipulativné secte tii jablka a dvé jablka
a urci spravny vysledek. Pokud vsak bude toto dité pozadano o secteni tri
a dvou hrusek, bude muset s hruskami stejnou manipulaci zopakovat, nebot
nebude schopné prenést dany vypocet z jednoho kontextu do druhého. Jednot-
livé zkusenosti jsou totiz v jeho védomi oddélené.

Etapu izolovanych modeli, ktera tedy spociva zejména ve sbéru konkrétnich

zkuSenosti, 1ze rozdélit do nésledujicich ¢tyt stadii (Hejny, 2014, s. 48):

1. Ve védomi se usadi prvni konkrétni zkusenost — zarodek pristiho poznani.

2. Postupny prichod dalsich izolovanych modeli, které zatim nejsou pro-
pojeny. Mohou se objevit i modely zdanlivé a byt odmitnuty modely

prekvapivé.®

3. Nékteré modely zacnou na sebe poukazovat a shlukovat se do skupin
a oddélovat od jinych. Vznika tuseni, ze tyto modely jsou v jistém smyslu

A
»Stejne™.

4. Zjisténi podstaty oné ,stejnosti“ vede k vytvoreni komunity modelu.

Obecné je pro zaky nejobtiznéjsi prechod do tretiho stadia. Zatimco prvni
dvé stadia jsou totiz do jisté miry rutinni, pro prechod do stadia ttretiho je
nutné udinit objevitelsky krok. Zak vSak tohoto objevu nemusi byt ihned scho-
pen, pokud spolecnou podstatu série izolovanych modeli nedokaze nahlédnout.
V této situaci pak casto nastupuje snaha netrpélivého edukatora, ktery chce
zéka na tuto ,stejnost upozornit. Jak vsak varuje Hejny (ibid., s. 48-50),
tato snaha mutze byt kontraproduktivni, jelikoz nerespektuje potifebu spon-
tanni tvorby rozsahlé zasoby izolovanych modeli. Zaka, ktery do tietiho stadia
neni schopen postoupit, je vSsak mozné nasmérovat pomoci vhodné tlohy, ktera
ho k potfebnému objevu navede.

Izolované modely a zejména vazba mezi nimi jsou v poznavacim procesu rov-
néz zasadni (Hejny & Kufina, 2015, s. 131). Pravé na zakladé bohaté komunity

izolovanych modela je totiz prvnim abstrakénim zdvihem, tedy zobecnénim,

87Zdanlivymi modely rozumime takové modely, které se jevi jako izolované modely daného
poznatku, ale ve skutecnosti jimi nejsou. U modelu pirekvapivych je situace opacna — zda se,
ze se o izolovany model daného poznatku nejednd, dany model pritom modelem izolovanym
skutecneé je.
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zkonstruovan model genericky. Pro tento proces zobecnéni je také charakte-
risticka radost, ktera nahlé uzreni novych skutecnosti, tedy tzv. AHA-efekt,
provazi (Hejny, 2014, s. 51).

Genericky model

Etapa generického modelu nasleduje po ¢tvrtém stadiu etapy izolovanych mo-
delt, nebo s ni ¢asto ptimo splyva (Hejny, 2014, s. 51).

Genericky model, ktery lze dédle rozdélit na genericky model procesualni
a konceptudlni, je dle Hejného (ibid., s. 40) tustfednim pojmem celé teorie
a predstavuje ,poznani toho, co vsechny drivéjsi jednotlivé zkuSenosti, izo-
lované modely, spojuje®.

Generickymi modely pro operaci s¢itani na malych ptirozenych ¢islech jsou
nejcastéji prsty nebo pocitadlo. Pouziva-li dité k secteni cisel tii a dva prsty
a uvédomuje-li si, ze tii véci a dvé véci je vzdy pét véci, nehledé na séman-
ticky kontext, uvazuje jiz na trovni generického modelu. Genericky model tak
predstavuje urcitého reprezentanta pro celou tfidu izolovanych modeli, a je
tedy ,prototypem kazdého jedince této komunity, a to nejen téch izolovanych
modelt, z nichZ byl vyvozen, ale vSech dalsich zatim neevidovanych“ (ibid.,
s. b3).

Genericky model rovnéz hraje nezastupitelnou roli pti diagnostikovani kva-
lity zdkovského poznani — dle Hejného totiz ,kvalitu matematickych znalosti

zéka urcuje pritomnost/absence prislusnych generickych modela“ (ibid., s. 54).°

Abstraktni poznatek

Abstraktni poznatek predstavuje nejvyssi troven poznatka (Hejny, 2014, s. 73)
a vznika druhym abstrakénim zdvihem, tj. abstrakci, z generického modelu.
Abstrakce je ptfitom obvykle doprovazena zménou jazyka.

Zsk, ktery se seznamuje se séitanim malych pFirozenych ¢&isel, do etapy
abstraktniho poznatku prechazi tehdy, kdy je schopen vyjadrit jiz mnohokrat
zminovany soucet s vyuzitim matematické symboliky. Abstraktnim poznatkem
je tedy pro takového zaka rovnost 3 + 2 = 5.

Abstraktni poznatky jsou dulezité také z tohoto diuvodu: pozdéji se mo-
hou stét izolovanymi nebo generickymi modely v dalsich poznéavacich procesech
(Hejny & Kurina, 2015, s. 136).

9Rozséhly soubor moznych generickych modeld, které miize 74k u daného poznatku ovla-
dat, 1ze dobte ilustrovat na prikladu zlomkii, kde se mezi generické modely fadi napt. tisecka,
ty¢, ¢okoldda ¢i kolac.
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Krystalizace

Krystalizaci definuje Hejny (2014, s. 73) jako ,proces uhnizdéni nového po-
znatku ve védomi zaka®. Krystalizace spoc¢iva v propojovani daného poznatku
na znalosti, které zak ziskal jiz diive, a v hledani novych souvislosti mezi nimi,
pricemz jejim cilem je ,vytvorit dostatecné hustou sit vazeb mezi jednotlivymi
poznatky“ (ibid., s. 73). V pribéhu etapy krystalizace mize také dochézet k ur-
¢ité restrukturalizaci ¢asti kognitivni struktury (Hejny & Kurina, 2015, s. 138).

Z casového hlediska je krystalizace dlouhodoby proces. Jesté doneddvna
bylo navic jeji umisténi ve schématu poznavaciho procesu ponékud nepresné.
Pred publikovanim prace (Hejny, 2014) byla totiz etapa krystalizace oznaco-
vana za chronologicky posledni, patou etapu poznavaciho procesu, zacinajici

v okamziku, kdy ma jiz zdk zkonstruovany abstraktni poznatek (viz obr. 1.2).

genericky model abstraktni
1— | procesualni — 2— — | krystalizace
konceptudlni poznatek )

izolované

motivace
tve modely

Obrazek 1.2: Grafické schéma mechanismu poznavaciho procesu pred
zménou umisténi etapy krystalizace (Hejny, 2014, s. 40)

Proces krystalizace vSsak muze byt zahajen jiz diive, a to nejcastéji s ob-
jevenim generického modelu.!’ V nejnovéjsim rozpracovani teorie generického
modelu (jehoz schéma bylo naznaceno na obr. 1.1) proto na etapu krystali-
zace nahlizime jako na prostupujici celym poznavacim procesem (vyjma dvodni
etapy motivace).

Poslednim procesem, ktery je v literatufe casto zminovan, je automatizace,
tedy ,nacvik znamého* (Hejny, 2004, s. 29). Jak jiz bylo ovSsem zminovano,
automatizace nepredstavuje primou soucast poznavaciho procesu; pro uspésnou
praci v matematice je nicméné u nékterych poznatkt nezbytnd.!!

Zavérem tohoto oddilu je pro tplnost nutno dodat, Ze teorie generického
modelu jisté neni jedinou teorii, kterda popisuje mechanismus poznévaciho pro-

cesu. Sam Hejny (ibid., s. 29) uvadi, Ze je tuto teorii vhodné dopliiovat také

10 Anj to viak nemusi byt pravidlem: poc¢atky etapy krystalizace nékdy splyvaji jiz s etapou
modeli izolovanych.

1 (Hejny & Hejny, 1978) ilustruji dilezitost automatizace v matematice pomoci analogie
s automatizaci pri nacviku ¢teni — teprve tehdy, kdy si zak zautomatizuje ¢teni, mize uvolnit
kognitivni kapacity potifebné k tomu, aby se soustfedil také na obsah ¢teného. V matematice
funguje automatizace na obdobném principu.

16



o dalsf p¥istupy osvétlujici pojmotvorné jevy v matematice.'? O toto doplnéni
se vsak v této praci pokouset nebudeme, nebot vzhledem k jejim cilim neni

prilis relevantni.

1.2 Formalni poznatky

Nemoc formalismu je, podle naseho presvédcent, nejudzinéjsi
didakticky problém soucasného vyucovdni matematice. Ulohou
vyzkumu je odhalovat priciny této nemoci a hledat prevenci

i reedukacni postupy.

— Hejny a Stehlikova (1999, s. 29)

1.2.1 Vymezeni pojmu

V publikaci (Hejny, 2016, s. 54) je formalni poznatek definovin pomoci pojmu

informace a znalost nasledovneé:

Poznatek je kazdy prvek nebo klastr prvka (= shluk prvki, které mohou byt
rizné propojeny) dlouhodobé paméti clovéka.

Informace je poznatek, ktery do paméti vstoupil zvenci a oporu v jiz existujicich
izolovanych modelech a generickych modelech si teprve musi hledat; mnohdy
ale k tomuto hledani ani nedochéazi.

Znalost je poznatek, ktery si ¢lovek zkonstruoval sdm vlastni intelektualni ¢in-
nosti pomoci existujicich izolovanych a generickych model.

Formdlni poznatek (mechanical knowledge) je informace, kterd mohla byt zna-

losti.

Jelikoz mezi jednotlivymi publikacemi z didaktiky matematiky nepanuje na
vymezeni nékterych pojmi bezvyhradné shoda'®, terminiim uvedenym v citaci
vyse budeme rozumét ve smyslu této citace. Pro iplnost dodejme, ze v nésle-
dujicim textu préce jsou jako synonyma pouzivany pojmy ,formalni poznani®,

yformalni poznatky“ a . formalismy*“

127 dalsich nastrojii vyzkumu zmitiuje Hejny (2014, s. 29) napiiklad teorii reifikace (Sfard,
1991), teorii proceptu (Gray & Tall, 1994) ¢ APOS-teorii (Dubinsky, 1991); Vondrova (2019,
s. 29) déle uvadi{ také teorii ,abstrakce v kontextu“ (Hershowitz, Schwarz, Dreyfus, 2001).

13V prici (Hejny & Kufina, 2015, s. 149) je napiiklad misto terminu formalni poznatek
pouzit termin formdlni znalost, pricemz tato je charakterizovana jako znalost, jez postrada
oporu v izolovanych a generickych modelech a jez je uchovana pouze pamétné. Dle citovaného
Hejného vymezeni se vsak v takovém pripadé o znalost nejednd.
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Z Hejného vymezeni plyne, ze formalni poznatky jsou takové poznatky, které
nevznikly vlastni postupnou konstrukei v souladu se zasadami mechanismu po-
znavaciho procesu v matematice, nybrz byly do zakovy kognice dodany zvendi.
Takové poznatky tedy nejsou opfeny o genericky model a mnohdy ani o zadné
modely izolované.

Pro ¢tenarovu lepsi predstavu uvedme priklady poznatki, které jsou ve
védomich zéku casto formalni. Podle Hejného (2016, s. 54) jde o poznatky
typu ,minus krat minus dava plus“, ,,kdyz je pred zavorkou minus, znaménka
v zavorce se meéni“, , kdyz ¢islo prevadime na druhou stranu rovnice, ménime
znaménko“ apod. U téchto (a také celé fady dalsich) poznatkn se ¢asto jedna
pouze o pamétné osvojené poucky, kterym vsak 7k ve skutecnosti nerozumi.*

Formalni poznatky jsou obecné charakteristické tim, ze zakovi dobfe slouzi
pri Tfeseni standardnich 1loh, ve kterych je tfeba imitovat nauceny postup nebo
odrikat pamétné ulozenou definici ¢i vzorec. Zaroven ale takové poznatky nejsou
schopny dalsiho rozvoje a jsou casto rychle zapomenuty. Dle Hejného a Stehli-
kové (1999, s. 28) proto nemuzeme hovorit o skuteéném poznani, nybrz pouze
o jeho ,protéze“; obdobné Hejny a Kufina (2015, s. 195) oznacuji formélni
poznani za ,,pseudopoznani®.

Také je nezbytné uvést, ze pomoci termint formalni a neformalni poznatek
jsou vétsinou oznacovany dva extrémy, ale ve skutec¢nosti se jedna o kontinuum.
Z tohoto duvodu je u daného poznatku mozno hovorit spise o mire jeho for-
malnosti (Hejny & Kufina, 2015, s. 149).

Rovnéz neni pravidlem, ze v kognici zaka zatézuji formalismy nutné vsechny
oblasti matematiky. Nejenom pro tyto ticely rozlisuji Hejny a Stehlikova (1999,
s. 28-30), ktefi na formalni poznéni metaforicky nahlizi jako na ,nemoc kogni-

tivni struktury®, nasledujici t¥i stadia formalniho poznani:

1. U zaku, ktefi se nachazeji v prvnim stadiu formalismu, je mozné formalni
poznatky identifikovat pouze v nékolika malo matematickych oblastech.
Diilezité je, ze zaci si jsou formalismu ve své kognici védomi a vitaji pomoc

pri jejich odstranovani.

14 Je nezbytné vyjasnit, jakym zpiisobem chdpeme v praci porozuméni v matematice, s nimz
formaln{ poznatky velmi tizce souvisi. Dle Vondrové (2019, s. 19) je totiZz mozné na koncept
porozumeéni v didaktice matematiky nahlizet rtzné. Pro potfeby této prace se pridrzime
Skempova (1976, s. 20) pojeti porozuméni, ve kterém je rozliSovdno porozumeéni relacni (,re-
lational®) a instrumentdlni (,instrumental') Zatimco relaéni je takové porozuméni, pii kte-
rém zak nejenom vi, co mé udélat, ale také znd divod pro¢, u porozumeéni instrumentalniho
mluvime pouze o ,pravidlech bez divodu® (,rules without reasons‘). Skemp vSak uvddi po-
chybnosti, zda je v pripadé pravidel bez divodu vilbec mozné termin porozumeéni pouzivat.
Mluvime-li tedy v této praci o porozuméni, mame na mysli porozuméni relac¢ni.
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2. Druhé stadium formalismu je autory oznacovano jako ,kritické obdobi*.
V tomto obdobi, ve kterém je formélnimi poznatky zasazena rozsahlejsi
cast poznatkové struktury, totiz dochézi k rozhodovani zéka, zda se bude
snazit formalismt zbavovat, ¢i zda se smifi s tim, Ze se bude matematiku

ucit pamétné a bez porozumeéni.

3. Treti stadium formalismu je nejzavaznéjsi. V tomto stadiu zak nabyva
dojmu, Ze jeho kognitivni schopnosti jsou pro porozuméni v matematice
nedostacujici, a za ,prirozeny a jediné mozny“ zptsob uceni se postupt,

vzorcu a definic povazuje pamétné osvojovani.

Hejny a Stehlikova také upozornuji na klicovy aspekt choroby formalismu,
kterou je jeji zdvaznost, jez zdaleka presahuje didaktiku matematiky. Podle au-
torti tato choroba neni omezena na zakovy matematické védomosti a schopnosti,
nybrz ,,pronika az do osobnostni sféry, do hodnotového systému, do sebehodno-
ceni, do metakognice a nasledné potom i do oblasti zivotnich strategii“ (ibid.,
s. 28). Zak disledkem formalismu ztraci intelektudlni sebedfivéru a stéva se
yintelektualnim prizivnikem* spole¢nosti. Tento termin nejlépe ilustruje nasle-
dujici citat:

Clovék bez schopnosti vliastnfho posouzeni jevii se stava vazalem téch, kteff maji
dar sugestivniho presvédcovani. Neméa schopnost poznat podstatu myslenky,
je odkéazan rozhodovat se na zakladé dojmu, kterymi na néj prezentace té ¢i
oné myslenky zaptsobi. Takové rozhodovani miize mit pro néj velmi zalostné
nasledky. Spole¢nost, ve které popsanym nedostatkem trpi pocetné ¢ast jedinci,

neni zrald na demokracii. Hrozi ji, Ze sugestivni demagog se pomoci regulérniho

volebniho procesu stane uzurpatorem moci.
(Hejny a Stehlikové, 1999, s. 29)

Metaforické nahlizeni na formalismus jako na chorobu rovnéz umoznuje za-
byvat se otazkou, jak je mozné ji diagnostikovat, 1é¢it ¢i jak ji predchézet.
V pripadé formalniho poznani nabizi odpovéd teorie generického modelu, ktera
byla, dle slov jejiho autora, ptimo konstruovana jako nastroj na:

1. porozumeéni pri¢inam vzniku forméalniho poznani,

2. diagnostikovani forméalniho poznatku,
3. reedukaci formélntho poznatku,
4.

predchazeni tvorbé fixovanych formélnich poznatk.

(Hejny, 2004, s. 39)

Pri¢indm vzniku formalniho poznani a moznostem jeho diagnostiky, ree-

dukace a prevence jsou vénovany nasledujici oddily prace.
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1.2.2 Priciny vzniku

Teorie generického modelu implikuje, ze kvalitni poznatek si musi zédk zkon-
struovat sam na zdkladé svych zkusSenosti. Pokud vSak popsany mechanismus
poznavaciho procesu neni respektovan a poznatek se zakovi do paméti dostava
jako informace, tedy bez opory v generickém modelu, vysledné poznéni bude
formélni (Hejny, 2004, s. 39; Hejny, 2016, s. 58). Autori se shoduji, Ze ke vzniku
formélniho poznéani proto dochéazi zejména v disledku preskakovani etapy mo-
delt (Hejny & Kufina, 2015, s. 155; Hejny, 2016, s. 51). Namisto vlastni kon-
strukce poznatkll se zaci snazi prebirat jiz hotové poznatky a ty uchovavaji
pamétné. Otazkou je, z jakého divodu se zaci k volbé této ,zkratky* uchy-
luji. Jak se ukazuje, svou roli hraje predevsim edukacni strategie ve vyucovani

matematice.

Transmisivni vyucovani

Hlavni pricinou vzniku formalismi byva nejcastéji oznacovan transmisivni zpi-
sob vyucovani (Hejny & Stehlikovd, 1999, s. 29; Hejny, 2004, s. 39). Pro tento
vyukovy styl je charakteristicka vira, ze matematickou znalost je mozné prenést
do mysli zaka z mysli ucitele, a na zakladé této viry jsou zaktm predkladany ho-
tové informace. U obzvlast nebezpecného typu transmisivniho vyucovani, ktery
je zalozen na imitaci predavanych instrukci, hovotime o vyucovani instruktiv-
nim.

Dle Hejného a Stehlikové (1999, s. 31-33) je pro transmisivni vyucovani ty-
pické zaméreni na vykon zaka u zkousek, nikoliv jeho osobnostni rozvoj. Prace
ucitele, ktery je pri transmisivnim stylu vyucovani nositelem aktivity, je po-
pséna takto (ibid., s. 31):

Cvici zaka v Feseni typovych tloh, které je mozné na zkouskéach ocekavat, uka-
zuje mu triky, kterymi muze feseni zleh¢it ¢i urychlit. Castym opakovanim

vstépuje do zakovy paméti presné formulace definic, vét, nékdy i dikazt.

Prirozena zakova reakce na transmisivni zptsob vyucovani je dle (Hejny &
Hejny, 1978, s. 91) néasledovna: dité se matematice nesnazi porozumét, nybrz
spoléha na svou pamét, kterou zdokonaluje na tkor kauzalniho mysleni. Neni
tak rozvijen jeho intelekt. Tento stav vSak neni chybou ani zédka, ani ucitele —
ten, neznaje zakonitosti mechanismu poznavaciho procesu, se podobé zahrad-
niku, ktery se v dobré vire snazi povytahovat kvét ze zemé, aby podporil jeho
rust (ibid., s. 93).
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Konstruktivistické vyucovani

Protipoélem k transmisivnimu vyucovani je vyucovani konstruktivistické, ve kte-
rém je akcentovana aktivni tloha zaka, ktery si poznani vytvari samostatné pri
zpracovavani vhodné série tloh. Zék si tedy poznani konstruuje sim na zékladé
vlastnich zkusenosti, které jsou neprenositelné (Hejny & Stehlikova, 1999, s. 29).

V ramci konstruktivismu rozlisujeme nékolik proudti — napt. konstruktivis-
mus socialni ¢ radikalni (Vondrova, 2004, s. 11). Z pohledu didaktiky matema-
tiky je pak nejvice relevantni tzv. didakticky konstruktivismus, jehoz desatero
je formulovano v (Hejny & Kufina, 2015, s. 194—195).

Dle Stehlikové a Cachové (2006, s. 6) lze nékteré rysy konstruktivistického

zpusobu vyucovani popsat v péti tezich:

1. Ucitel probouzi zdjem ditéte o matematiku a jeji poznavani.

2. Utitel predklddd zakim podnétnd prostied{ (ilohy a problémy) a vhodné

s nimi pracuje.
3. Uciteli jde predevsim o zakovu aktivni ¢innost.

4. Ucitel nahlizi na chybu jako na vyvojové stadium zakova chapani mate-

matiky a impulz pro dalsi praci.

5. Ucitel se u zakl orientuje na diagnostiku porozumeéni spise nez na repro-

dukci odpovédi.

Vondrova (2004, s. 18) uvadi, ze konstruktivistické vyucovani muize vést
k poznatkim, jejichz kvalita je vysSsi nez u poznatkt ziskanych na zakladé
transmise. Ve prospéch konstruktivismu rovnéz hovori fakt, ze tento zptisob
vyucovani ma pozitivni dopad na zakovu intelektualni sebedivéru a ,nepri-
pousti vznik formalnich poznatki“ (Hejny & Stehlikovd, 1999, s. 33).

Je vsak tfeba zminit, Ze ani konstruktivistické vyucovani neni mozné vni-
mat absolutné nekriticky, nebot i tento zpiisob vyuky méa sva prirozend tskali

(naptiklad nemusi vyhovovat vSem zakum).

Priciny mechanického uceni v matematice

Formalni poznatky maji ve védomich zaku c¢asto podobu mechanicky osvoje-
nych procedur. Uvedme proto jesté hlavni pri¢iny mechanického uceni v mate-

matice, které shrnul V. Hejny:

1. predcasné ,vyzbrojeni* ditéte silnymi néstroji,
2. Casova tisen, ve které ma dité resit tukoly,

3. nizka motivace zdka — ten je k uceni se matematiky nucen, nebavi jej to,
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4. nezkuSenost zdka s konkrétnimi jevy, prilis rychle dostava hotovou zna-

lost.
(Hejny, 2016, s. 39-40)

Lze konstatovat, ze prvni a ¢tvrta z pricin spolu tzce souvisi. Otazkou zi-
stava, pro¢ se ucitelé téchto nesvart dopoustéji a proc¢ ve vyuce prilis rychle
pristupuji k transmisivnimu predkladani hotovych znalosti. Odpovéd nabizi
Hejny a Kufina (2015, s. 155): na budovani kvalitnich predstav, které je ¢asové
velmi narocné, ve vyuce nezbyva prostor. Ucitelé jsou tak chyceni v urcitém
,bludném kruhu“, v ramci néjz se snazi na jednu stranu dovést zaky k po-
rozumeéni, ale na stranu druhou postupovat podle tematického planu a plnit

osnovy.!?

1.2.3 Diagnostika

Provadét diagnostiku formalismu znamend dle Hejného (2016, s. 57) ,odhalo-
vat, které pojmy, vztahy, procesy a argumenty ma dany zak zatizeny forma-
lizmem, hledat pri¢iny tohoto nedostatku a navrhnout reedukacni postupy*
Diagnostickym zavérem pritom miize byt i konstatovani, ze zdkovo porozumeéni
je dobré.

Nékteré formalismy je mozné identifikovat i pfi bézném vyucovani, a to
zejména na zakladé bézné tridni diskuse ¢i pisemnych projevi zaka. Na po-
drobnéjsi diagnostiku kvality zakovského poznani vSak v bézném vyucovani

zpravidla nebyva cas.

Indikatory formalismu

Pro cely diagnostikovani formalismi formuluje Hejny (2014, s. 55-57) celkem
sedm indikétoru (viz tab. 1.1), na jejichz zékladé je mozné oznacit dany po-
znatek za formalni. Nejdulezitéjsi jsou pritom indikatory ¢. 1 a ¢. 2, které jsou

souhrnné oznacovany jako indikatory izolovanosti.

Nastroje diagnostiky formalismu

Hejny et al. (1988, s. 24) upozornuji, ze formalismy jsou velmi ¢asto kryty rtz-

nymi pamétné uchovanymi pouckami, vzorci apod. Na zakladé standardnich

15Této problematice se vénuje i Skemp (1976, s. 24), ktery uvadi také dalsf piekazky.
Mezi nimi zminuje naptiklad situaci zacinajicich uciteld, ktefi se k nacviku procedur uchyli
z duvodu, ze timto zptsobem je matematika na skole vyucovana vSemi ostatnimi uciteli.
Zacinajici ucitel se proto tomuto vyukovému stylu prizpusobi.
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Tabulka 1.1: Indikatory formalismu (Hejny, 2014, s. 55-57)

Formalni poznatek neni propojen na zivotni zkusenosti.
Formalni poznatek neni propojen na jiné poznatky.

Kdyz zak formalni poznatek zapomene, neumi se k nému dobrat
bez vnéjsi pomoci.

Formalni poznatek neni aplikovatelny v nestandardnich situacich.
Formaélni poznatek neni schopen dalsiho rozvoje.

Chybny forméalni poznatek zak neni schopen samostatné opravit.
7k nékdy nenf schopen poznat, ze jeho poznatek je chybny.
Poucka uchovana ve védomi zaka bez porozuméni kontextu

je forméalnim poznanim.

SIS ol I o

skolskych tloh se tak muze zdat, ze zédk ucivo ovlada a jeho znalosti jsou do-
statecné kvalitni. Pravdou ale mtze byt opak — Zak mé& mechanicky osvojené
procedury, nicméné porozuméni mu chybi. Z tohoto duvody jsou zakladnim
nastrojem komplexni diagnostiky forméalniho poznani takové tlohy, které tes-
tuji zakovské porozuméni. Zakladem pri diagnostikovani formalismti mohou byt
naptiklad tlohy, které zaky stavi do nestandardnich situaci, zminénych v tab.
1.2.

Tabulka 1.2: Nestandardni situace k diagnostikovani formalismu
(Hejny et al., 1988, s. 24-25)

Objasnit paradox.

Rekonstruovat zapomenuty vzorec.

Objasnit selhani standardniho postupu.

Obha&jit standardni postup vici namitce.

Najit chybu v avaze.

Aplikovat poznatek v praxi.

Rozhodnout o platnosti hypotézy.

Najit objekt pozadovanych vlastnosti.

Resit nestandardni tlohu.

Objasnit nékteré pojmy, souvislosti, symboliku atp.

R B S A Rl B R B

—
=

vvvvvv

(2015, s. 157) povazuji zejména znalosti a zkuSenosti osoby, kterd diagnostiku
provadi, pricemz tyto znalosti a zkusenosti je mozné ziskat vlastni tvorbou a po-
uzitim diagnostickych technik. Diagnostika formalismu tak klade velké néroky
také na ucitele ¢i vyzkumnika, ktery se o ni pokousi.

Pri diagnostice formalismu je v kazdém pripadé nutné mit na paméti na-

sledujici: za formélni nelze povazovat poznatek, u kterého je divodem nedo-
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statecné zasoby izolovanych modela fakt, ze se zak nachéazi teprve na samém

pocatku procesu konstrukce znalosti (Hejny & Kufina, 2015, s. 160).

1.2.4 Reedukace a prevence

O zavaznosti formalismu jiz bylo pojednéano na s. 19 této prace. Je tedy zadouci,
aby se zaci jiz vzniklych formélnich poznatkil zbavovali a zaroven predchazeli
vzniku dalsich. Prestoze ani reedukace, ani prevence formalismii neni cilem
vyzkumu v praktické ¢asti prace, pro iplnost o nich bude v tomto oddilu struc¢né

pojednano.

Reedukace

Jev odstranéni formalniho poznatku z kognice zédka je oznacovan jako zZivot-
néni'® (Hejny et al., 1988, s. 41).
etapy modeli, neni prekvapenim, ze zzivotnovani formalniho poznatku spociva
v dobudovani chybéjicich izolovanych modelii, pfipadné modelu generického
(Hejny & Kufina, 2015, s. 167). V procesu reedukace je tedy nutné vratit
se s zakem na uroven problematiky, do které ma vhled, a od té postupovat
v souladu se zdsadami konstruktivismu (Hejny & Stehlikovd, 1999, s. 30).

Sance na zzivotnéni formalniho poznatku je vétsi, pokud mé na jeho od-
stranéni zdjem i sdm zdk, nejenom jeho ucitel. Pokud zak proces reedukace
naopak odmita, mize byt zzivotnéni identifikovanych poznatkii dle Hejného et
al. (1988, s. 41) primo nemozné. To mimo jiné implikuje, Ze formalismy lze
snaze redukovat v prvnim stddiu, ale hite (nebo viibec) ve stadiu tretim. Dob-
rym predpokladem k tspésnému zzivotnéni formalniho poznatku je dle Rendla
a Pachové (2013, s. 165) i pamétné osvojeni procedury ¢i definice.

7 uvedeného je patrné, ze proces zzivotnovani formalnich poznatkt miuze
byt procesem velmi dlouhym a u kazdého zaka rovnéz velmi individualnim. Je

na uciteli, aby se témito prekdzkami nenechal odradit.

Prevence

Odpovéd na otézku, jak predchazet formalnim poznatkim, je jednoduché: pri
koncipovani vyuky je nutné trpélivé respektovat zakonitosti pojmotvorného

procesu v matematice a nepreskakovat zadné z jeho klicovych etap (Hejny &

16Vedle pojmu zZivotnéni se v literatute vyskytuje také pojem oziveni (viz Hejny & Kufina,
2015, s. 167).
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Stehlikova, 1999, s. 30). Soucasné je nezbytné zaky cilend vést k porozuméni'”

a v duchu konstruktivismu podporovat jejich aktivni ¢innost a zdjem o matema-
tiku; naopak neni radno transmisivnim zptisobem predavat informace a hotové
poznatky, které jsou urcené k pamétnému osvojeni. V kazdém pripadé je treba

poskytnout zakim pri objevovani matematiky dostatek casu.

1.3 Kritickd mista matematiky 2. stupné ZS

Oddil 1.3 je vénovan shrnuti vysledk vyzkumného projektu, jehoz cilem bylo
zkoumat tzv. kritickd mista matematiky zakladni skoly, tj. obtizné oblasti, ve
kterych zaci ,Casto a opakované selhavaji“ (Vondrova & Rendl, 2015, s. 12).
Vysledky tohoto projektu byly publikovany ve dvou knihdch. V knize (Rendl et
al., 2013) jsou uvedeny zavéry z rozhovoru na téma kritickych mist vedenych
s uciteli, jez se vyjadrovali k zakovskym obtizim, které ve vyucovani pozoruji
a uvadeéli jejich mozné pric¢iny. V monografii (Vondrova et al., 2015) jsou publi-
kovany vysledky néslednych hloubkovych rozhovori s zéky. Cilem bylo zejména
nabyt hlubsiho vhledu do problematiky zdkovskych obtizi.

Pivodnim zdmérem autorii bylo zaclenit do vyzkumu pouze zaky s primeér-
nou znamkou z matematiky 2, 3 nebo 4. Od tohoto zaméru vsak bylo upusténo,
kdyz autori po predbézné analyze rozhovori s nékolika zaky zjistili, ze nékteré
ze zkoumanych obtizi je mozné vysledovat také u téch, ktefi jsou v matema-
tice hodnoceni znamkou 1. Do vyzkumu proto byli zafazeni i zZaci s vybornym
prospéchem, netvorili vsak vyznamnou c¢ast zkoumaného vzorku.

Z vysledki rozhovort s uciteli se jako vhodné pro rozhovory s zaky 2. stupné
zakladni skoly vykrystalizovala néasledujici témata: zlomky, algebraické mode-
lovani a upravy algebraickych vyrazl, konstrukéni tlohy a mira v geometrii.
Zlomkim v této praci nebude vénovana pozornost, nize jsou vSak popsany né-

které obvyklé zakovské obtize ve zbyvajicich zminénych oblastech.

170t4zka, jak vést zdky ve vyuce k porozuméni, je velice sloZit4 a jeji podrobné&jsi diskuse je
nad ramec této prace. Obecné tendence, které se v empirickém vyzkumu podarilo vysledovat,
je mozné nalézt v praci (Hiebert & Grouws, 2007), v niZ autofi na zdkladé metaanalyzy
studii, zabyvajicich se kvalitou vyuky, identifikovali aspekty vyuky, které ptispivaji k rozvoji
zédkovského porozumeéni. Déle je zadjemctum doporucena kapitola 2.5 v praci (Vondrovd, 2019,
s. 29—b52), ve které autorka (v ¢asti kapitoly vychazejice ze zminované metaanalyzy) nabizi
uceleny prehled charakteristik vyukovych situaci, které porozumeéni v matematice podporuji.
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1.3.1 Konstrukcéni tlohy

Konstrukénimi tlohami jsou ,,takové tlohy, v nichz maji zaci na zédkladé za-
danych hodnot zkonstruovat geometricky objekt danych vlastnosti“ (Vondrova
& Havlickova, 2015, s. 133).

nerozlisovani dvou prostort v geometrii (viz Laborde, 2005) — prostoru geome-
trickych objektt a vztahtu (,theoretical‘) a prostoru prostorové-grafickych entit
(,spatio-graphical®).'® Disledkem nerozliovani dochdzi k ¢astému zaménéni ob-
jektl v geometrii za jejich sémantickou reprezentaci — body a objekty, které je
nutno chépat v teoretickém prostoru, jsou ztotoznény s jejich zndzornénimi na
tabuli ¢i papire.

Pri feseni konstrukénich 1loh se od zakt ocekava, ze budou uvazovat v ramei
teoretického prostoru a teprve na zakladé teoretickych znalosti budou konstruo-
vat obraz v prostoru reprezentaci. Castou chybou, které se zaci dopousti a ktera
je projevem setrvavani v prostoru reprezentaci, je snaha o , prekresleni* objektu,
aby zadané vlastnosti zdanlivé spliioval (Vondrova & Zalska, 2013, s. 108; Von-
drova & Havlickova, 2015, s. 134-135). Takova konstrukece neni korektni.

Ptechod z prostoru reprezentaci k tivaham v prostoru teoretickém je dle
zdvihem v rozvoji geometrického mysleni* a pravé tento zdvih je nutnou pod-
minkou pro konstrukei kvalitni abstraktni znalosti. Zaci, kteif se v konstrukdé-
nich tlohach snazi feseni ,nakamuflovat“, se proto ve stadiu abstraktni znalosti
jesté nenachazi.

Dalsi obtize zaci vykazuji v oblasti poznatkiti o geometrickych objektech.
Vyzkum ukéazal, Ze prestoze jsou zaci (v tomto konkrétnim piipadé prvostup-
novi) napiiklad u koso¢tverce vétsinou schopni uvést spravny nazev, jen mélo
z nich dokaze objekt s vyuzitim jeho charakteristickych vlastnosti presné po-
psat. U zéku 2. stupné se navic projevilo, Ze ,znalost terminu (napf. osa) a po-
stupu prislusné konstrukce nezarucuje, ze zdk ma dany pojem, ktery je ter-
minem pojmenovan, podeptfen spravnou predstavou” (Vondrova & Havlickova,
2015, s. 171).

Zdrojem mnoha zakovskych obtizi pri feseni konstrukénich tloh je také silné
uvazovani v prototypech. Casté je napifklad zobrazovani geometrickych objekti

vyhradné v prototypickych polohédch (ibid., s. 136). Prototypy jsou rovnéz po-

18Pro tyto prostory budeme v praci pouzivat oznaceni prostor teoreticky a prostor repre-
zentact.
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wzivany pii znaCeni geometrickych utvari, coz je dle nékterych ucitelu (viz
Vondrova & Zalska, 2013, s. 115) zptisobeno didaktickou piekazkou v podobé
sklonu oznacovat geometrické tvary stédle stejnymi pismeny (u trojihelniku

pismeny A, B a C, apod.).

1.3.2 Mira v geometrii

V oblasti miry v geometrii se ucitelé ve vyzkumu vyjadrovali témér vyhradné
k zadkovskym obtizim tykajicich se prace se vzorci. Za nejvétsi problém je ozna-
¢ovan fakt, Ze si Zaci vzorce nepamatuji, pripadné si je pletou (Vondrova & Zal-
ska, 2013, s. 113).

P1i vyzkumu byla vysledovana tendence zakia prilis se na vzorce spoléhat,
coz je patrné z toho, ze v mnohych tlohah na vypocet obsahu je vyuziti vzorce
uprednostiiovano pied uvahou (Vondrova, 2015, s. 288). Poznatky o vzorcich
jsou také v pripadé nékterych zaka formalniho charakteru. Pravdépodobnou
pric¢inou tohoto problému mize byt dle autort fakt, ze vzorce jsou zakum pred-
lozeny prilis brzy — tedy dochéazi k predcasné algebraizaci. Zaroven je kladen
piilisny diraz na kalkulativni stranku miry (Vondrova & Zalské, 2013, s. 114).

Déle jsou pro zéky obtizné tulohy, pti kterych je nutné ,vystoupit z ob-
razku® (napr. s vyuzitim strategie komplementu), ¢i lohy na ,uméni vidét“,
ve kterych je tfeba vyuzit dynamického pohledu na miru v geometrii, jehoz
podstatou je konzervace obsahu a jenz je oprostén od vypoctia. V disledku
mozného zanedbani propedeutické pripravy na 1. stupni vétsina zakt, kteri se
vyzkumu uc¢astnili, neumi pracovat s mirou ve étvercové siti.t?

Autori si dale v§imaji, ze u ¢asti zaka neni dobfe rozvinuté konceptualni
porozuméni multiplikativnimu vztahu mezi stranami obdélniku pri vypoctu
jeho obsahu (Vondrova, 2015, s. 294). Logickym disledkem je fakt, ze v tako-
geometrickych utvari.

V neposledni fadé se i do oblasti miry negativné promita zakovské neroz-
liSovani teoretického prostoru a prostoru reprezentaci, které se projevuje pri

chybné interpretaci obrazkt pouzitych v zadani tloh.

9Pjestoze je stadium objevovani ve Etvercové siti zasadni v pojmotvorném procesu v ob-
lasti miry v geometrii, iilohu na uréovani obsahu nepravidelného ttvaru v siti vytesilo spravné
jen 17 % zéku 2. stupné (Vondrova, 2015, s. 265).
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1.3.3 Algebraizace a algebraické tpravy

V oblasti algebry oznacuji ucitelé za nejobtiznéjsi zejména tupravy algebraic-
kych vyrazil a praci s nimi (Vondrova & Zalska, 2013, s. 88). O problémech
s algebraizaci, tj. prevedenim slovniho vyjadieni matematického vztahu do vy-
jadreni pomoci algebraické symboliky, se ucitelé v rozhovorech naopak témér
nevyjadiuji.

Hloubkové rozhovory vedené se zaky v oblasti algebraizace byly zamérené
zejména na zkoumani schopnosti zakt vytvaret tyto algebraické reprezentace
¢i interpretovat algebraicky objekt v rtznych kontextech. Vyzkum ukéazal, ze
zaci jsou limitovani potifebou konkrétnosti, kterou pocituji, a ktera jim brani
v kvalitnim porozuméni proménné v matematice (Zalska, 2015, s. 353—354),
a mnozi dostate¢né neovladaji vyjadieni vztahli mezi proménnymi pomoci ope-
raci (ibid., s. 358). Zasadni problém byl identifikovan pri reprezentaci algebraic-
kého vztahu v geometrickém kontextu, a to zejména v jednorozmérném prostoru
(ibid., s. 364). Pravdépodobnou pfi¢inou téchto obtizi je pritom nedostatek za-
kovskych zkusenosti — tlohy na aplikaci algebraickych vyrazi v geometrickém
kontextujsou totiz uciteli do vyuky zafazovany jen velmi malo (Vondrovéa & Zal-
ska, 2013, s. 91).

U uprav algebraickych vyrazi se jako nejzasadnéjsi prekazka ukazaly me-
zery v praci se zavorkami, u kterych zaci casto nerozuméji jejich podstaté (coz
se projevuje tim, Ze je nepouzivaji ve vlastnich zépisech), ¢i je nespravné in-
terpretuji (Zalska, 2015, s. 379). Rovnéz ¢asté byly obtiZe spojené s operacemi
s proménnymi a jejich mocninami (a to i v pripadé zdanlivé jednoduchych

Uprav) ¢i s praci se zapornymi ¢isly (ibid., s. 386, s. 390).

1.4 Pripadova studie

Zaverecny oddil teoretické casti této prace je vénovan struénému vymezeni
pojmu pripadova studie, ktera byla zvolena jako vyzkumna strategie v casti
praktické.

V Pedagogickém slovniku (Prucha et al., 2003, s. 188) je pripadova studie

definovana néasledovné:

Pripadova studie. Angl. case study. Vyzkumna metoda v empirickém peda-

gogickém vyzkumu, zpravidla kvalitativnim?®, p¥i niz je zkouméni podroben

20Podstatou kvalitativniho vyzkumu, na rozdil od vyzkumu kvantitativniho, je ,,proces hle-
dani porozuméni zalozen na rtiznych metodologickych tradicich“, pti kterém badatel vytvari
wkomplexni, holisticky obraz“ (Creswell, 1998, s. 12, citovano v Hendl, 2005, s. 50).
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jednotlivy pripad (napr. zak, mald skupina zéku, uciteld, t¥ida, skola). Ten je
detailné popsan a vysvétlovan, takze se dochazi k takovému typu objasnéni,

jehoz pri zkoumani tychz objekti v hromadném souboru nelze dosdhnout.

Mares (2015, s. 116) vSak upozornuje, ze definovat pojem piipadové stu-
die neni jednoduché a na vymezeni pojmu mezi jednotlivymi autory nepanuje
bezvyhradna shoda. Sdm Mares tak ve své praci napriklad nepopisuje pripa-
dovou studii jako metodu, nybrz obecnéji jako pristup, jelikoz metody jako
takové, které je v pripadové studii mozné vyuzit, jsou ruzné. Sedlacek (2007,
s. 98) dale zduraznuje, ze prestoze je piipadova studie v doméci metodolo-
gické literature obvykle povazovana za jeden z typu kvalitativniho vyzkumu,
metody uplatnované pri sbéru dat jsou neziidka kombinaci metod kvalitativ-
nich i kvantitativnich, pricemz jejich volba vzdy zalezi na konkrétni vyzkumné
otazce. Obecné vsak lze Tici, ze jadrem kazdého vymezeni pripadové studie je
zejména diiraz na dikladné zkoumani jednoho nebo vice ptipadi?! s cilem za-
chytit jev v jeho komplexnosti a dosdhnout detailniho porozuméni. Pripadova
studie je proto nejcastéji pouzivana ve vyzkumech, jejichz ikolem je zodpoveé-
dét vyzkumné otazky typu ,jak* nebo ,pro¢“ (Yin, 2003, s. 9; Mares, 2015,
s. 113).

Vyzkum, ktery je zalozen na pripadové studii, je mozné rozc¢lenit do nékolika
kroku. Témi dle Marese (ibid., s. 113) jsou:

» koncipovani projektu pripadové studie,
o vybér zkoumanych subjekti,
e sbér a analyza dat,

 interpretace ziskanych vysledkl a moznost jejich zobecnéni,

sepisovani a zverejnovani ptripadové studie.

Nedilnou soucasti koncipovani projektu pripadové studie je urc¢eni vyzkumné
otazky a stanoveni, jaka data jsou potiebna k jejimu zodpovézeni. V pedagogice
jsou data pro pripadovou studii ziskdvana podle Hendla (2005, s. 114) nejcastéji

z rozhovorii?? (s zakem, rodici a uciteli), zdznami pozorovani nebo dokumentii

2INa zdkladé poétu zkoumanych piipadl je mozné provést zakladni rozdéleni typt pii-
padovych studii na jednopiipadové (¢i individudlni) studie a na studie s vice nez jednim
pripadem (tzv. multiple-case study) (Mares, 2015, s. 119).

22Priicha et al. (2003, s. 203-204) popisuji rozhovor jako ,vyzkumny prostfedek pouzivany
pti dotazovani, spocivajici v pfimé tstni komunikaci vyzkumného pracovnika s respondentem
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(denik, zapisky ucitele apod.). V matematickych vyzkumech, ve kterych je ci-
lem zkoumani kognitivnich procesii zaka, je casto pouzivana i technika mysleni
nahlas (Svaficek, 2007, s. 177), pii které zak soucasné pracuje na zadané tiloze
a popisuje vyzkumnikovi sviij proces mysleni.

Pro zpracovani ziskanych dat v pripadovych studiich neexistuji specifické
analytické procedury a pristup k analyze je vzdy do jisté miry origindlni (Hendl,
2005, s. 129; Sedlacek, 2007, s. 109).

Problematickym krokem pti zpracovani pripadové studie je ¢asto generali-
zace jejich vysledki, a omezené moznosti zobecnéni jsou proto mnohymi autory
povazovany za jednu z nevyhod tohoto vyzkumného piistupu (viz napr. Pri-
cha et al., 2003, s. 188). Je vsak tfeba mit na paméti, Ze smyslem zpracovani
pripadové studie neni odhalovani obecnych kauzalnich pricin.

Konecné, pri sepisovani pripadové studie je tfeba vénovat pozornost otézce
anonymizace, tedy utajeni identity vSech zkoumanych osob a/nebo instituci
(Mares, 2015, s. 135). S cilem uchrénit citlivé informace jsou proto jména
zkoumanych osob v publikovaném textu casto nahrazena jmény smyslenymi

(a dochézi tedy k tzv. pseudo-anonymizaci).

¢i informantem. Je zaznamenavan na magnetofon ¢i jinak a pak analyzovan z hlediska obsahu
rozhovoru, chovani respondentt aj Svaiicek (2007, s. 159-160) dale uvadi, Ze se pro roz-
hovor ¢asto pouzivéd také oznadeni hloubkovy rozhovor (in-depth interview), pficemz dvéma
hlavnimi typy hloubkového rozhovoru jsou rozhovor polostrukturovany (u kterého vyzkumnik
vychdzi z pfedem pfipravenych témat a otdzek) a rozhovor nestrukturovany. S ptihlédnutim
k cilim této préice je dilezity také rozhovor diagnosticky. Ten Pricha et al. (2003, s. 42) de-
finuji jako ,,typ rozhovoru mezi odbornikem (uéitelem, vychovnym poradcem, psychologem)
a zakem s cilem vysSetfit zdka, poznat jeho zvlastnosti, jeho vidéni svéta a problému a do-
spét k pravdépodobné diagnoéze®. Dale uvadi, ze diagnosticky rozhovor ,c¢asto miva podobu
polostandardizovaného rozhovoru, v némz jsou nékteré ¢asti standardni pro vSechny vyset-
fované zaky, zbytek rozhovoru probiha volné podle aktualni situace a svébytného obsahu
zakovych odpovédi. «
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2 Prakticka cast

Praktickd ¢ast této prace je vénovana provedené pripadové studii. Nejprve je
popsana metodologie vyzkumu zahrnujici stru¢nou charakteristiku vybrané za-
kyné, kterd se vyzkumu ucastnila (viz 2.1.1), a dédle pak proces vybéru témat
(2.1.2) a tvorby tloh (2.1.3), které byly pouzity k diagnostikovani formalniho
poznéni. Zaroven je ozfejmen zpusob sbéru a analyzy dat (2.1.4). StéZejnim,
a proto také obsahové nejrozsahlejsim oddilem prace je oddil 2.2, ve kterém
jsou uvedeny vysledky analyzy kazdého z celkem ¢tyr vybranych diagnostic-
kych rozhovort. Zjisténé formalni poznatky v danych oblastech matematiky
jsou nasledné shrnuty (2.3) a je provedena diskuse moznych pricin jejich vzniku
(2.4.1). Zavérem jsou nastinény jednak didaktické dusledky vysledki vyzkumu
(2.4.2), druhak jeho zfejmé omezeni (2.4.3).

2.1 Metodologie vyzkumu

Jak jiz bylo zminéno v ivodu, tato diplomova prace si klade za cil zodpovédét

dvé vyzkumné otazky:

1. Jaké formalismy lze identifikovat v matematické kognici ¢trnéctileté za-

kyné, kterda méa v matematice vyborné vysledky?
2. Jaké jsou mozné priciny identifikovanych formalismi?

Za ucelem zodpovézeni téchto otazek byla provedena pripadové studie, ktera
je zaloZena na sérii hloubkovych rozhovori s ¢trnactiletou gymnazistkou Kris-
tynou!. Povaha vyzkumu je tak ¢isté kvalitativni, jelikoZ volba vyzkumnych
otazek implikuje potfebu detailnitho mapovani Kristynina resitelského procesu
a zpusobu jejtho uvazovani.

Prestoze nase spoluprace s Kristynou byla ptivodné zapocata pouze jako

neprilis rozsahly experiment v ramci plnéni oborové praxe v dobé uzavreni skol

17 dtivodu anonymizace dat se jednd o fiktivni kiestni jméno.
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v dusledku pandemie na jare roku 2020, velmi zahy se ukazalo, ze by mohlo
byt zajimavé tuto nasi spolupraci rozsirit. Postupem ¢asu jsem totiz u Kristyny
odhalila pomérné zasadni nedostatky v podobé vétstho mnozstvi formalnich
poznatki, které byly vzhledem k informacim, které jsem méla o Kristyninych
vysledcich v matematice, prekvapivé. [luze o ,, jednickatce, ktera vsemu rozumi*
se tak postupné rozplynula a mnohem lépe bylo mozné Kristynu charakterizo-
vat spise slovy ,,jednickarka, kterd ma hodné namemorovano a zvlada aplikaci
ve standardnich tlohach®. Experiment tak plynule pfesel ve studii zkoumajici
formalni poznatky v jeji poznatkové struktufe.

Pro diagnostikovani formalismt bylo vytvoreno nékolik sérii diagnostickych
uloh z ruznych oblasti matematiky, které jsme s Kristynou postupné tesily
v obdobi mezi dubnem az zafim roku 2020. Pro potfebu detailni analyzy byly
ze vSech rozhovort se souhlasem porizeny videozaznamy.

Nutno podotknout, ze prestoze Kristyna védéla, ze je natacena z divodu

vyzkumu, netusila, ¢eho konkrétné se vyzkum tyka.

2.1.1 Zakladni charakteristika vybrané zakyné

V dobé rozhovorii navstévovala Kristyna tercii az kvartu jednoho prazského
osmiletého gymnézia.? Na gymnazium nastoupila z malotiidni zédkladni Skoly,
kde byla sice vyucujicimi oznacovana za sikovnou zakyni, nicméné toto oznaceni
bylo, dle slov jejich rodi¢i, nutné brat s rezervou, jelikoz méla v roéniku pouze
dva spoluzaky. Chybélo ji tak Sirsi porovnani. Z tohoto divodu také v patém
ro¢niku navstévovala pripravné kurzy na prijimaci zkousky, u kterych vsak sku-
tecné vyslo najevo, ze matematika pravdépodobné bude jeji silnou strankou.
Po tspésném slozeni prijimacich zkousek se tak podle oc¢ekavani, vytvorenych
na zakladé vysledki v pfijimacim testu z matematiky, velmi rychle etablovala
jako ,jednickarka“, kterd chybuje jen velmi ziidka. Vedle matematiky je na
vysvédceni pravidelné klasifikovana znamkou ,vyborné* témeér ve vSech pred-
métech, s vyjimkou ceského jazyka, ve kterém je obvykle hodnocena znamkou
,chvalitebné®.

Kristynin vztah k matematice je mimoradné dobry. Dle rozhovoru, ktery
jsem s ni vedla na zac¢atku nasi spoluprace v dubnu roku 2020, mé matematiku
velmi rdda a plati za jednu z nejlepsich ve tiidé — dokonce se i ¢asto stava, ze

je ve tfidé vyvolana, aby predvedla feseni zadané tlohy na tabuli. To pfisuzuje

2Tercie na osmiletém gymnéziu odpovidd osmému roéniku zakladni Skoly, kvarta deva-
tému.
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tomu, ze ji jeji ucitel matematiky dobfe zna a vi, Ze toto feseni bude nejspise
bezchybné, a ostatni spoluzaci si ho tak budou moci také zapsat. Velmi kladny
vztah ma tak Kristyna také ke svému uciteli matematiky, ve kterém se zhlédla.
A7 odmaturuje, chce vystudovat vysokou skolu a také vyucovat matematiku.

Co se tyce Kristyninych psychologickych charakteristik, je mozné usuzovat,
ze jeji nejsilnéjsi motivacni potiebou je potfeba vyhnout se netuspéchu, ktera
dominuje nad potfebou tuspésného vykonu. Sebemensi netspéch ji idajné do-
kaze znacné rozhodit — a v matematice obzvlast, jelikoz ta pro ni predstavuje
oblast, v niz na netispéchy neni zvykla. Kromé toho je Kristyna do vyrazné miry
orientovana na klasifikaci a za ispésnou se povazuje tehdy, kdy je za svou praci
ocenéna jednickou. Z toho lze vyvodit zavér, ze spise nez o motivaci muzeme
v Kristyniné pripadé mluvit o stimulaci (viz s. 13).

Pti hloubkovych rozhovorech, které jsme spolu vedly, pracovala Kristyna
ochotné, a to i presto, ze bylo chvilemi ziejmé, ze ji situace, ve kterych chy-
bovala, nebyly vibec prijemné. Obcas tak v prubéhu rozhovori nastavaly mo-
menty, kdy se snazila zpochybnovat mou autoritu a kdy davala najevo pocit, ze
preci neni nutné vénovat se danému ucivu tolik do hloubky, pripadné k nému

pfistupovat takto ,jinak*.?

2.1.2 Vybér témat

Na zacatku vyzkumné prace bylo nejprve potreba vytipovat matematické ob-
lasti, které by se mohly vyznacovat zvysenym vyskytem formalismt a nad kte-
rymi by bylo vhodné vést diagnostické rozhovory.

Pti vybéru témat byly zohlednény zejména vysledky jiz zminovaného vy-
zkumného projektu, publikované v (Rendl et al., 2013; Vondrova et al., 2015), ve
kterych autofi identifikovali kritickd mista matematiky zakladni skoly (viz 1.3).
Déle byla vyuzita mé ptrechozi zkusenost s Kristynou, diky niz bylo mozné od-
hadnout, kterd témata v matematice by pro ni mohla byt problematicka — uz
perimentech. Nutnou podminkou pro zatazeni konkrétniho tématu do vyzkumu
byl také fakt, ze ho Kristyna jiz méla ve skole probrané.

Nakonec je v této praci provedena analyza celkem ¢tyi hloubkovych rozho-

vorti.* Témata vybranych rozhovort jsou shrnuta v tab. 2.1.

3Ptibéh Kristyny je v tomto ohledu do zna¢né miry analogicky s piibéhem zakyné Danky
(viz Hejny, 2014, s. 63-65), pro niz je rovnéz charakteristicky odmitavy pfistup k takovym
pristupim ve vyucovani, na které neni zvykla.

4Pfestoze rozhovort bylo v pribéhu zmitiovaného obdobi vedeno a zaznamenino vice,
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Tabulka 2.1: Ptehled rozhovorti pouzitych v praci a jejich témat

Rozhovor Téma
¢. 1 Obsah trojihelniku
¢. 2 Linearni rovnice a upravy algebraickych vyrazt
¢. 3 Thaletova kruznice
¢. 4 Pythagorova véta

Pribéh kazdého z rozhovori bude podrobné popsan v oddilu 2.2.

2.1.3 Tvorba diagnostickych tuloh

Pro diagnostiku formalniho poznani bylo ke kazdému z vybranych témat nutné
vytvorit pracovni list obsahujici vhodnou sérii tloh, které by bylo mozné pouzit
jako diagnosticky nastroj — pricemz diagnostickym néastrojem myslime takovy
nastroj, jenz primarné slouzi k identifikaci formalniho poznani. Zde je tedy
nutnd mala terminologickda odbocka. Zatimco Hejny pod pojmem diagnostika
formalismu rozumi, kromé odhalovani formalismu a hledani jeho pricin, také
navrhy reedukacnich postupt (viz 1.2.3), v této préci se o reedukaci v pravém
slova smyslu nepokousime.® Diagnostiku formalismt proto budeme pro potieby
této prace vymezovat ponékud 1zeji a budeme timto terminem myslet pouze
proces identifikace formalismii a jejich moznych pricin.

Pti procesu tvorby diagnostickych tloh byl zohlednovan zejména vycet ne-
standardnich situaci, z nichz lze formalismy poznat (viz tab. 1.2). V pracov-
nich listech jsou proto obsazeny tlohy na rekonstruovani zapomenutého vzorce,
nalezeni chyby v tvaze, aplikaci poznatku v praxi, rozhodnuti o platnosti hy-
potézy aj. Jednotlivé tlohy v pracovnich listech se také na urcitych mistech
vyznacuji jistou mirou gradace — pii jejich tvorbé bylo totiz nutné predpovidat
mozné problémy, které se pti feSeni mohou vyskytnout, a pro takovy pripad

bylo praktické mit ptfipraveny navodné tlohy. Tyto tlohy v pribéhu rozhovoru

ne ve vsSech bylo mozné identifikovat takové mnozstvi formalismu jako pravé v rozhovorech
vybranych. Kvalitni znalost byla prokazéana napiiklad v oblasti zlomki ¢i procent; nedostatek
materidlu k analyze formalismi nabidl (pomérné prekvapivé) také rozhovor na téma obsah
kruhu. Vzhledem k ciliim prace jsou vSak takové rozhovory z tohoto textu vynechany a déle
jim neni vénovana pozornost.

5Césteénou vyjimkou z tohoto pravidla je pouze prvni pracovni list zaméFeny na obje-
vovan{ vzorce pro obsah trojihelniku (pouZity v rozhovoru ¢. 1), jenz je svym charakterem
vyraznéji objevitelsky a reedukacni, nez jsou pracovni listy zbyvajici. Davodem je fakt, ze
rozhovor ¢. 1 cely vyzkum do diplomové prace odstartoval; jakmile vSak byly vymezeny cile
préace, tedy identifikace konkrétnich formalismu, od reedukac¢nich snah bylo do velké miry
upusténo. Nutno dale dodat, ze podminkou pro tspésny proces reedukace je mimo jiné také
dlouhodobé piuisobeni, ke kterému v prubéhu této pripadové studie nedochézelo.
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mohly, ale nemusely byt pouzity. Déle je dilezité zminit, ze jednou z vyhod
pri tvorbé diagnostickych tloh byl fakt, ze vyzkum v této praci je zalozen na
pripadové studii jedné konkrétni zakyné, coz umoznilo znacnou individualizaci
uloh.

Pro prehlednost je v nasledujicich odstavcich kazdy ze ¢ty pouzitych pra-
covnich listd struéné shrnut. Vzhledem k univerzalnosti, s jakou je pracovni
listy mozno upottebit, je v textu pro fesitele uloh pouzito generické oznaceni
»zak". Naskenovana feSeni pracovnich listu tak, jak byly vyplnény Kristynou,
jsou k nahlédnuti v piflohach k této préci (viz piilohy A-D).57 Ctenéfi je do-
poruceno, aby se na tomto misté se zadanim jednotlivych tloh seznamil, a to
pro svou lepsi orientaci v nasledujicim textu. Konkrétni Kristynina Teseni je

naopak v tuto chvili mozné ignorovat.

Obsah trojiahelniku (Priloha A)

Pracovni list k objevovani vzorce pro obsah trojihelniku lze tirovni naro¢nosti
zatadit zhruba do sedmého ro¢niku, pricemz je dobte vyuzitelny i jako vyukovy
material — ostatné za timto icelem také ptivodné vznikl.® Pracovni list obsahuje
sérii gradovanych tloh, které jsou navrzeny s cilem pomoci zakovi objevit vzorec
pro obsah trojuhelniku; jeho zaméreni je tedy znacné konstruktivistické. Hlavni
myslenkou pracovniho listu je dovést zdka od prace ve ¢tvercové siti (o které
se da predpokladat, ze ji ovlada) pomoci postupného zobecnovani az k hledané
funkéni zévislosti a néasledné jeji algebraizaci. Dilezitym prvkem je také prace
v pocitacovém softwaru GeoGebra, ktery slouzi jako vhodny néstroj k tréninku

dynamického/kvalitativniho pohledu na miru v geometrii.

Linearni rovnice a tpravy algebraickych vyrazt (Priloha B)

Druha série tloh je zameérena na identifikaci formalismt v oblasti feSeni linear-
nich rovnic a iprav algebraickych vyrazi. Pro diagnostiku je vyuzito prostredi
algebraickych dlazdic, v némz jsou nejprve modelovany a feSeny dvé linearni

rovnice, pricemz diraz je kladen zejména na argumentaci zaka tykajici se pro-

v/ ove

6Kristynina fesen{ byla pro lepsf éitelnost (po prevedeni do elektronické podoby) piepsana,
s maximalni snahou o zachovani vérnosti originalu.

"Reseni tiloh v hloubkovém rozhovoru ¢&. 2 probihalo vyhradné manipulaci s modely alge-
braickych dlazdic, pouze s obc¢asnou kontrolou spravnosti pomoci vypocti. Z tohoto divodu
také k rozhovoru neexistuje vyplnény pracovni list. V priloze je proto obsazeno alespon zadani
jednotlivych tloh.

8Jak jiz bylo avizovdno, rozhovor nad timto pracovnim listem a formalni poznatky, které
pfi ném byly objeveny, cely vyzkum v této praci motivovaly a odstartovaly.
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vadénych ekvivalentnich tprav. Dalsi tlohy jsou zaméreny na demonstraci dis-
tributivniho zadkona a na zjednoduseni a tpravu algebraickych vyrazi. Zejména
pri dpravé vyrazi v souc¢inovém tvaru, tj. v tloze 4, je klicova aplikace vyrazi
v geometrickém kontextu. Tato aplikace je pak nasledné pouzita také v iloze 5,

v niz je tfeba rozhodnout o platnosti zdanlivé algebraické identity.

Thaletova kruznice (Priloha C)

Pracovni list s tématem Thaletovy kruznice je uveden tfemi, spise rutinnimi,
ulohami na sestrojeni tecny kruznice — nejprve v tlohach 1 a 2 z bodu lezi-
citho na dané kruznici a nasledné v tloze 3 z bodu lezictho vné kruznice. Cilem
ulohy 1 je zejména aktivovani vstupnich znalosti zaka o kolmosti te¢ny na pri-
slusny pramér kruznice. Pokud zak spravné konstruuje tecny z bodu lezictho
vné kruznice, je mozné preskocit tlohu 4, kterd v opacném pripadé slouzi jako
navodnd pro ty, kteif zprvu korektni konstrukce nejsou schopni. Uloha 6 by
meéla byt fesena kazdym zakem, nezavisle na uspésnosti v tlohach predcho-
zich, a v jejim zadani je vyzadovana formulace vlastni tilohy, ve které je nutné
Thaletovu kruznici vyuzit — jedna se tedy o tlohu charakteristickou svou vyssi
kognitivni naroc¢nosti a ve Skolnim prostiedi spiSe nestandardni; z pohledu di-

agnozy kvality poznéani vSak jde o jednu z tloh kli¢ovych.

Pythagorova véta (Pfiloha D)

Tématem ctvrtého rozhovoru je aplikace geometrického vyznamu Pythagorovy
véty, a to konkrétné na tloze o ¢tvercovych ¢okoladach. Zadanim ve dvou stézej-
nich tlohach tohoto pracovniho listu je narysovani takové ¢tvercové cokolady,
kterd je stejné velka jako dvé jiné ¢tvercové ¢okolady dohromady. U tulohy 1,
v niz je pro rozméry délek odvésen a prepony zamérné volena pythagorejska
trojice, se neocekava, ze by pro zaka méla byt problematick, jelikoz tuto tlohu
lze snadno fesit pocetné, tj. bez geometrického vhledu. Totéz vsak neplati pro
ulohu 2, kde se jiz pythagorejska trojice nevyskytuje, a je tedy testovana schop-
nost aplikovat Pythagorovu vétu v nestandardnim kontextu, pricemz nestan-
dardnim kontextem zde myslime takovy kontext, ve kterém neni explicitné
zminén ani pravouhly trojihelnik, ani algebraické vyjadreni souc¢tu druhych
mocnin. Kvili o¢ekdvanym obtizim je zahrnuta také tloha 3, ktera slouzi jako

navodna.
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2.1.4 Sbér a analyza dat
Sbér dat

Vsechna data, ktera byla pro potieby této prace mezi dubnem az zarim roku 2020
sesbirdna, lze zatadit do jedné z nasledujicich tii kategorii.

dové studie, jsou Ctyri vybrané videozaznamy porizené z diagnostickych roz-
hovort na vyse uvedena témata (viz tab. 2.1). Pramérnd délka rozhovoru ¢ini
47 minut.

Kromé hloubkovych rozhovorii soucasné probihal také sbér informaci o Kris-
tyniné vztahu k matematice a o zptisobu, jakym je matematika v jeji tridé
vyucovana, a to formou nestrukturovanych rozhovort. Tyto rozhovory na vi-
deo z vétsiny zaznamenavany nebyly. Duvodem byla zejména obava, ze by di-
sledkem nahravani mohlo dojit ke ztraté autenticnosti Kristyninych vypovédi.
Z téchto neformalnich rozhovori tak existuji pouze zapisky, sepsané vzdy bez-
prostiedné po jejich uskute¢néni. Jeden nestrukturovany rozhovor o Kristyné
jako zakyni byl veden také s jejimi rodici.

V neposledni fadé byly cennym pramenem pti vyzkumu autentické vyukové
materidly, které Kristyna obdrzela v ramci distan¢ni vyuky matematiky ve
druhém pololeti skolniho roku 2019/2020.

Zatimco vysledky analyz videozaznamii z diagnostickych rozhovorii jsou
predmétem oddilu 2.2, zbylé informacni zdroje jsou vyuzity zejména v oddilu
2.4.1, kde jsou klicové pro diskusi moznych pricin identifikovanych formalismu.

Sbér dat probihal v pratelské atmosfére, do jisté miry zapric¢inéné tim, ze se
s Kristynou zname jiz od jejich détskych let. Jak je patrné i z videozdznami,
Kristyna se v pribéhu rozhovori necitila pod zadnym tlakem a pracovala sou-

stredéné a ve vyhovujicich podminkach.

Analyza dat

Prvnim krokem pti analyze dat bylo zhlédnuti porizenych videozaznami, pti
kterém byly rozhovory zaroven doslovné (a tedy bez stylistickych tprav) pre-
vedeny do psané podoby. V téchto prepisech bylo pomoci pocate¢nich pismen
kiestnich jmen vzdy oznaceno, komu patii dand promluva — tedy zda se jedna
o promluvu mou (,,T“) ¢ Kristyninu (,K“). Do prepisu byly kromé verbél-
nich projevii zahrnuty také projevy neverbalni, jako jsou napriklad smich ¢i

gestikulace.
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Ptepisy byly nasledné opakované a peclivé ¢teny, a to ve snaze vyclenit
ty informace, které jsou relevantni pro zodpovézeni vyzkumnych otézek.? Po-
zornost byla proto vénovana zejména chybam, kterych se Kristyna pri reseni
uloh dopustila; dilezité pritom byly ty chyby, které by mohly byt projevem
formélnich poznatku v jeji kognici (napf. chyby z nepozornosti ¢i chyby nume-
rické tedy podrobnéji rozebirany nebyly). Pro diagnostiku moznych formalismu
byly vyuzity zejména indikatory formalismu dle Hejného (viz tab. 1.1). Chyby
byly také pribézné seskupovany, a to dle jejich povahy a dle pravdépodobné
piiciny. 10

Rovnéz byly podrobné zkoumany vyukové materialy, které byly Kristyné za-
slany jejim ucitelem, s cilem porozumét zpusobu, jakym je matematika v Kris-
tyniné tridé vyucovana. Ze stejného divodu byly peclivé analyzovany také za-

pisky z provedenych neformélnich rozhovorii.

2.2 Vysledky analyzy hloubkovych rozhovori

Tento oddil je vénovan vysledktim detailni analyzy kazdého ze ¢tyt vybranych
rozhovorti, pricemz cilem téchto analyz je identifikace konkrétnich forméalnich
poznatkil v Kristyniné matematické kognici. V nasledujicim textu se prolina
jak popis prubéhu rozhovori, tak také diagnosticka interpretace. Na nékolika
mistech v textu jsou vyuzity aryvky z doslovnych prepist nékterych dialogi,
které jsou klicové pro ucelenou predstavu o pribéhu diagnostiky. Tyto tryvky

jsou vzdy graficky oddéleny.

2.2.1 Obsah trojuhelniku

,Obsah trojuhelniku se rovnd. . .

No, to bych potrebovala tabulky.”

Jelikoz téma obsahu trojihelniku je Kristyné (v dobé rozhovoru zékyni ter-
cie) jiz. dobfe znamé, je v uvodu tazdna, zda zna vzorec pro tento vypocet. Ten

si ale nepamatuje.

9V priibéhu procesu analyzy bylo také rozhodnuto, Ze nékteré uskuteénéné rozhovory do
této prace nebudou zahrnuty — neposkytovaly totiz prilis materidlu, ktery by byl v vzhledem
k jejimu cili vyznamny.

10pfikladem takového seskupeni jsou napiiklad chyby plynouci z Kristynina uvazovini
v prototypech nebo v prostoru reprezentaci, opakované zminované déle v oddilu 2.2.
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K: No, na to bych potrebovala tabulky, protoze neznam ty vzorce, protoze se

to nemusime ucit, tak si to nepamatuju. Na test mdme vzdycky tabulky.

Je tedy patrné, ze u poznatku tykajiciho se daného vzorce u Kristyny nedo-
slo k ulozeni do paméti, ba pravé naopak — doslo k jeho rychlému zapomenuti.
O rekonstrukci vzorce se Kristyna ani nepokousi, a proto rovnou prechazime
na teseni pripravenych tloh.

V tloze 1 Kristyna spravné vidi, Ze trojihelniky 1 a 2 jsou shodné, a proto
se ujistuje, zda musi mit vzdy jeden trojuhelnik vétsi obsah nez druhy. Po
odpovédi, ze nemusi, pak v ptipadech, kde tusi shodnost obsaht, zakrouzkuje
jako odpovéd vzdy oba z trojuhelniki. U této tlohy postupuje témét bez chyby,
s vyjimkou tteti z dvojic, kde po lehkém zavahani oznacuje za vétsi (ve smyslu
obsahu) trojuhelnik 5. Sama ovSem dodéva, ze ,uplné nevi, jestli je néktery
veétsi, mozna jsou oba stejny“.

Jako velmi problematicka se (v souladu s vysledky studie [Vondrova, 2015,
viz oddil 1.3) ukazuje tloha 2.} Hned zpodéatku, tedy od trojihelniku ABC,
pristupuje Kristyna k tloze zptisobem, pti kterém si trojihelnik rozdéluje na
jednotlivé ctverecky. Ty z nich, které trojuhelniku nendlezi celé, se pak snazi
wslozit“ dohromady tak, aby z nich celé ¢tverecky vytvorila. Tento postup je

patrny i z Kristynina pisemného feseni na obr. 2.1.
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Obrazek 2.1: Kristynina metoda urc¢ovani obsahu trojihelniku ABC

Pomoci této metody tak Kristyna sice dochdzi ke spravnému vysledku (6 cm?),

je vsak evidentni, Ze tento postup neni korektni. Proces , kompletace” jednot-

1Prynim skobrtnutim je jiz zadani tlohy, ve kterém Kristyna &te, ze ,,jeden &tverecek mé
obsah jeden centimetr krychlovy“, a teprve poté se opravuje na ,centimetr ctverec¢ni“. S jistou
pravdépodobnosti se mize jednat o pouhé prefeknuti, nicméné v dalsim pribéhu vyzkumu
tuto chybu Kristyna jesté jednou zopakuje.
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livych c¢tverecku je totiz zalozen na prostém odhadu, jak ilustruje nasledujici

uryvek:

T: A z ¢eho to vyslo, ze ma Sest?

K: No, protoze tohle ma jeden, tam jsou cely ty ¢tverecky, a potom tenhleten
(ukazuje postupné jednotlivé dvojice neceljch ctverecki, které lze sloZit na jeden
Ctverecek cely) mé svij zbytek jakoby tady, takze to divd dohromady jeden,
tenhle ma tady, takze jeden a tenhle ma tady, takze to je dalsi jeden.

T: A jak to viS, ze k tomuhle ,ukousnutému* ¢tverecku patii tenhle zbytek? To
sis tipla?

K: No, tak jako zbyly na sebe. .. A potom tadyty oba mifi primo ke kraji a tady

je zhruba stejnej kousicek, co zbyva, tak mi to prijde, Ze to tam prosté patii.

T: Ano, ale takZe je to viceméné odhadem?
K: No. Jako zbyly na sebe, tak takhle jsem to brala.

Je tak zfejmé, ze Kristyna neni schopna tzv. ,vystoupit z obrazku“ a na-
hlédnout souvislost mezi obsahem pravoihlého trojihelniku a prislusného ob-
déInfku, na ktery je moZné trojuhelnik vhodné doplnit.'? Jelikoz jsem si védoma
toho, Ze tento jeji postup brzy selze, a bude tak treba hledat postup jiny, ne-
chavam ji stejnym zptsobem urcovat také obsahy trojihelnikit DEF a GHI.
Ciselnou hodnotu obsahu trojihelniku DEF urcuje Kristyna spravné a zaro-
ven si v§ima, ze dvojice necelych ¢tverecki, které je mozné sparovat, v tomto
pripadé nejsou dany jednoznacné.

Veétsi komplikace ale nastavaji u trojuhelniku GHI. Kristyna zde opét vy-
plnuje cislice 1 k celym c¢tvereckim a dale ke dvéma ¢tvereckim necelym, ke
kterym je schopna nalézt odpovidajici komplementy. Nasledné se ovSem zarazi,
jelikoz nevi, jak pokracovat s poslednimi dvéma necelymi ¢tverecky (jednd se

o Ctverecky vyznacené na obr. 2.2).
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Obrazek 2.2: Kristynina metoda teseni tlohy 2

12V tomto kontextu neni bez zajimavosti, Ze uréovani obsahu obrazcti pomoci ¢tvercové
sité je o¢ekdvanym vystupem jiz v RVP ZV pro 1. stupen.
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K: Ajéje.

T: Ajéje. Najednou vidime, ze tahle metoda ndm trochu selhava.

Prestoze vsak vyznacené necelé ¢tverecky neni mozné jednoduse slozit, do-
chazi Kristyna k zavéru, ze i tak vytvori dohromady presné jeden cely ¢tverecek;
oba jsou totiz podle ni presné ,pilctverecky”. Tento zpiisob uvazovani — tedy
uvédoméni si, Ze dtvary o obsahu 1 cm? nemusi byt nutné shodné — svédé
o tom, ze v porozumeéni mitre v geometrii je Kristyna minimalné na dobré cesté.
Ke stézejnimu abstrakénimu zdvihu v geometrii, tedy prechodu z prostoru re-
prezentaci do prostoru teoretického (viz 1.3), vSak u Kristyny jesté nedoslo,
jelikoz neni schopna uspokojivé argumentace.

V této chvili jiz Kristynu nasméruji zpét k trojihelniku ABC a zadam ji,
aby zkusila vymyslet jiny zptsob, jakym by bylo mozné jeho obsah urcit: ide-
alné presnéji a bez tipovani. Mezitim si ujasnujeme, ze obsah umime vypocitat
vzdy, kdyz mame obrazec slozeny z celych ¢tvereckii, coz nam umoznuje pocitat
obsahy rovinnych obrazcti, jako jsou ¢tverec a obdélnik.

Ani po delsim premysleni vSsak neni Kristyna na korektni zptisob vypoctu
schopna prijit. Proto ji v mrizi jako napovédu vyznacuji ¢tvrty vrchol obdél-
niku, ze kterého lze obsah trojuhelniku vypocitat. Nyni jiz Kristyna okamzité
vidi, k ¢emu se ji snazim navést, a je schopna zamysleny zptisob vypoctu obsahu
vysvétlit. Sama pak pomoci tohoto zptisobu ordamuje trojihelnik GHI, a do-
konce i tento vznikly obdélnik spravné rozdéluje na dil¢i konfigurace — tedy na
¢tverec a obdélnik — a urcuje obsah.

Velké potize ovsem nastavaji u obsahu tupothlého trojuhelniku JK L a Kris-
tyna je tlohu schopna vytesit jen s velmi vyraznou dopomoci — prestoze ma troj-
thelnik spravné oramovan a rozdélen (viz obr. 2.3), neni schopna nahlédnout,
které obsahy je treba urc¢it k dopocitani spravného vysledku. Jako nejproble-
obdélniky, které ji v obrazku po jeho doplnéni a rozdéleni vznikly. Obsahy troj-
thelniki M NO a PQR jiz pak urcuje sama a spravné; nutno vsak podotknout,
ze ulohy predchozi ji nyni poskytuji jasny navod, jak postupovat.

Ulohy 2a a 2b jsou pro Kristynu snadné, pouze si u nich tedy ujasiiujeme, e
pravdépodobné nejlepsi zpuisob urc¢ovani obsahu v pripadé trojuhelniku ABC
spoc¢ival v jeho prostém doplnéni na obdélnik, jehoz obsah se ur¢i snadno,
a z néjz pak jen staci vypocitat jednu polovinu.

U obecného trojihelniku G HI v tloze 2¢ se vSak Kristyna doplnovani na ob-

délnik, které ji zprvu neslo, opét vyhyba. Namisto toho vSak rovnou a bez obtizi
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Obrazek 2.3: Kristynino finalni feseni tlohy 2

vysvétluje, jak by se dal dany trojuhelnik slozit s dalsim shodnym trojihelni-
kem na rovnobéZnik, ktery by pak bylo mozné déle ,preskladat® na obdélnik.'
Tim tak Kristyna predbiha zamyslenou strukturu vytvoreného pracovniho listu,
jelikoz tato konstrukce, kterou si pamatuje ze skoly, je predmétem tlohy 2e.
Uloha 2d je pro Kristynu rovnéz jednoduché, a proto do pracovniho listu
pouze dopisuje , kosodélnik“ a provadi nacrtek. Na otdzku, jak by se dal obsah

takového kosodélniku vypocitat, vSak odpovida velmi vahaveé:

K: No... Néco s vyskou?

Na vyzadéani proto Kristyna v tloze 2e vysvétleni postupu, jakym je mozné
kosodélnik , preskladat® na obdélnik, zopakuje a pokracuje s ulohou 2f. V té
postupuje samostatné a poté, co si v obdélniku i kosodélniku vyznaci potiebné
rozmeéry, jiz oba vzorce pro vypocet obsahii vyplinuje hrave. Z Kristynina ozna-
¢eni téchto utvart je také do jisté miry patrné jeji prototypické uvazovani,
jelikoz oba obrazce oznacuje shodné ABCD (viz obr. 2.4).

Déle je mozné sledovat mezery, které ma Kristyna v terminologii — naptiklad
v pripadé kosodélniku zné termin a ma o pojmu urcitou predstavu, nicméné

neni schopna ho samostatné nadefinovat:

T: Co je to kosodélnik?

K: Noo, obrazec. .. Je to jakoby pfevracenej. .. teda trosku naklonénej obdélnik.

3Pro vizualizaci této myslenky mam pro Kristynu p¥ipraveny vystiizeny model trojihel-
niku GHI, se kterym manipuluje.
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T: A co to znamen4, Ze to je ,,jakoby obdélnik“? A co znamend, Ze je ,trosku
naklonény“?

K: No, jakoby Ze padd na tu jednu stranu. (modeluje princip ,paddni na jednu
t.14

stranu® pomoci rukou) J4 nevim, jak to mém popsa

D L

g2~ 8
Jednd se o _obd¢Inik : Jednédse o _kosodelni'k
s= a- b S= a-nr

Obrazek 2.4: Kristynino reseni tlohy 2f

Po prechodu k tloze 3 je Kristyna pozadana, aby nacrtla libovolny trojihel-
nik a zobecnila, jaké dva rozméry budou urcujici pro jeho obsah. Pro potieby
zobecnéni se tedy v tvahach vracime k principu vypoctu obsahu obecného
trojuhelniku, i presto vsak Kristyna chybuje:

T: A kdyz tedy viS, Ze pro vypocet obsahu trojuhelniku si ten trojuhelnik
muzeme takhle doplnit (mysleno na kosodéindk) a ten obsah ndm staci jenom. . .
K: ... vydélit dvéma. ..

T: Presné tak, takze co jsou ty rozméry v trojuhelniku, které potrebujeme znat?
K: Ehm... Dvé strany?

Na zakladé této Kristyniny odpovédi je jasné, zZe jeji porozuméni je nedosta-
cujici. Davam ji proto za tkol, aby si nacrtla dalsi kosodélnik, ktery nasledné
rozdéluje na dva shodné trojuhelniky. Na pokyn, aby na obrazku oznacila roz-
mery, které jsou potieba k vypoctu obsahu kosodélniku, pak spravné oznacuje
jednu ze stran (v souladu s o¢ekévanim se jednd o stranu rovnobéznou s dolnim
okrajem papiru) a k ni prislusnou vysku.

T: A ted si predstav, ze by tam ten druhy prikresleny trojihelnik viibec nebyl.

(zakrgud ho papirem, takZe je naddle viditelny pouze trojihelnik s vyznacengmi

rozméry)

M Tento rozhovor vyrazné piipomind rozhovory z vyzkumu (Vondrovéa & Havlickova, 2015,
s. 167), v nichz Zici popisuji kosoétverec jako ,nahnuty®,  kiivy“ ¢ ,nedokonaly“ ¢tverec.
Zavaznost Kristyninych terminologickych nedostatkt je vSak zdtiraznéna faktem, Ze respon-
denty ve zminovaném vyzkumu nejsou gymnazisté, nybrz zaci prvniho stupné.
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Kristynina odpovéd je vSak opét neuspokojiva:
K: Takze potfebuju tu... tu nejdelsi stranu?

V tuto chvili tak opét narazime na otazku, ktera byla ptivodné napldnovana
az na samy konec vyukové jednotky v rdmci tlohy 7. Z ¢asovych divodu®® se
vsak rozhoduji, ze Kristyné spravnou odpovéd prozradim, a alespon ji nechavam
pomoci otoceni nacrtku kosodélniku demonstrovat, ze stejné jako stranu a je
mozné pouzit k vypoctu obsahu jisté i stranu b.

Cela tloha 4 je zamétena na praci v GeoGebre, se kterou Kristyna pracuje
poprvé. Vse vsak probiha pomeérné hladce, pouze pocitani obsahu mrizového
trojuhelniku v tloze 4a je opét o néco zdlouhavéjsi.

V tloze 5 Kristyna rychle a spravné doplnuje jak pripravenou tabulku, tak
vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku.'® Jako vedlejsi produkt pii diagnostice
formalnich poznatkl také postupné vychéazi najevo nékteré Kristyniny znalosti,
které se naopak zdaji byt dostatecné kvalitni. Jednim z takovych prikladd je
vyska v trojuhelniku, s niz Kristyna pracuje s porozuménim jak na tlohach
v GeoGebre, tak také v tloze 5, a to véetné vysek u trojuhelniki tupothlych,
které byvaji problematické.

Uloha 6 je jen jednoduchym poé&itanim, které slouzi jako nécvik préace s od-
vozenym vzorcem. Do jisté miry se tak jedna o tilohu procvicovaci. Ta uz Kris-
tyné necini zadné obtize — standardni aplikacni tlohy se ostatné zdaji byt v ce-
lém prubéhu nasi spoluprace jeji silnou strankou.

Zaverem pak Kristynu jesté vyzyvam, aby se pokusila shrnout, co by bylo

dobré si z této nasi prace odnést:

K: No, k vypocétu obsahu trojihelniku musim védét jednu stranu a vysku na tu

stranu. A pak Ze se to dd odvodit ten vzorec. A Ze s tabulkama to je leh¢i.

Témeér se tak zda, ze i samotny fakt, Ze vzorec pro obsah trojuhelniku lze

odvodit, je pro Kristynu novinkou.

15Rozhovor v této dobé trva jiz pres 40 minut.

16Ptestoze jednim ze zptisobtl, jak by bylo mozné ke vzorci dospét, je vyvozeni daného
vztahu z délek a obsahti uvedenych v tabulce (coZ by bylo pfikladem syntetizujici tlohy, ve
které je tieba hledat spolecné charakteristiky nékolika izolovanych modeli), v tomto pracov-
nim listu je vzorec objeven na zakladé zkusenosti se samotnym procesem jeho odvozovani.
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2.2.2 Linearni rovnice a tpravy algebraickych vyrazi

»1a jednicka by sla sem, ale méla
by opacny znaminko. .. protoze
se jako prevede na druhou

stranu.“

Jiz bylo poznamenano, ze identifikace formélnich poznatki v tematickych
celcich linearni rovnice a ipravy algebraickych vyrazi probihala pti feseni tiloh
v prostiedi algebraickych dlazdic, které jsou zalozeny na korespondenci mezi
algebraickymi vyrazy a obsahy geometrickych utvarta a které byly Kristyné na
tivod tohoto rozhovoru piedstaveny.!” Jelikoz k tomuto rozhovoru neexistuje
vyplnény pracovni list, pro vétsi nazornost je nasledujici text doplnén obrazky
prislusnych modeli. Zaroven je text rozdélen na dvé ¢asti: tématem prvni z nich
je Teseni linearnich rovnic, tématem druhé jsou upravy algebraickych vyrazu.

Rozhovory na obé témata nasledovaly bezprostiedné po sobé.

Linearni rovnice

Linearnim rovnicim je vénovana tuloha 1 (viz obr. 2.5), ve které ma Kristyna
za ukol dané rovnice s vyuzitim algebraickych dlazdic nejprve namodelovat

a nasledné je vytesit.

a) 3x—-1=5
b) 2x+2=x-6

Obrazek 2.5: Zadané linedrni rovnice v tloze 1

U prvni linedrni rovnice zvlada Kristyna bez problémi namodelovat jeji

levou stranu, prava strana je pro ni ovsem zpocatku problematicka:

K: Ja nevim, kde jako vzit tu pétku.

T: No, tak jak vezmeme pétku?
K: No... jakoby tohle je pét. (ukazuje na jiz vymodelovany vjraz 3x — 1 na levé

strané rovnice, ktery je dle zaddni rovnice roven 5)

17 Je nezbytné podotknout, Ze tomuto rozhovoru jiz predchazel vyukovy experiment zamé-
feny na ovéfeni platnosti algebraické identity A2 — B2 = (A — B)(A + B). Kristyna tak uz
byla do urcité miry s geometrickou interpretaci algebraickych vyrazi obezndmena.
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Po kratké chvili vSsak Kristyna modeluje potfebnou kvantitu pomoci péti
modrych dlazdic, tedy ,kladnych jednicek® (viz obr. 2.6).'® V tomto momenté
jisté neni bez zajimavosti, ze u modelovani vétstho poc¢tu x na levé strané
rovnice Kristyna na podobny problém nenarazila, prestoze se v jadru jednalo
o identicky problém. Tento fakt poukazuje na mozné nedostatky, které Kristyna
ma v porozumeéni pismentim v matematice, jelikoz je patrné, Ze s nimi zachazi

jinak nez s ¢isly — a to i v pripadé, kdy jsou pouzita pouze jako reprezentanti

Obrazek 2.6: Model rovnice la v prostredi algebraickych dlazdic

néjaké neznamé.

I

Klicové v této prvni ¢asti rozhovoru je porozumeéni ekvivalentnim tpravam
rovnice (jako protiklad k jejich pouhému zapamatovani a schopnosti je mecha-
nicky pouzit); dle Hejného je totiz pravé poznatek typu ,kdyz ¢islo prevadime
na druhou stranu rovnice, ménime znaménko* velmi c¢asto poznatkem formal-
nim (viz odd. 1.2). Kristyna je proto poziadana, aby rovnici nejenom fesila, ale

soucasné své reseni také komentovala:

T: A ted jak by se tahle rovnice resila? Ty to totiz uz znas jako rovnici.

K: No, dala bych si na jednu stranu = a na druhou stranu ty cisla.

T: A to by bylo jak? Jak se to déla?

K: To 3z by jakoby zustalo a ta jedna by $la sem (ukazuje pohyb smérem z levé

na pravou stranu rovnice), ale méla by opacny znaminko, takze by tady (ukazuje

na pravou stranu rovnice) bylo plus 1.

T: A zvladla bys to néjak namodelovat? Jak to myslis, ze , jedna by Sla sem*?
Jak tam muze takhle ,,chodit“? Co se tam déje?

K: (odebird zdpornou jednicku z levé strany a na pravou stranu naopak priddvd
jednicku kladnou)

T: A co se vlastné stalo? Na tu pravou stranu jsi pridala plus 1 a co jsi udélala
s tou levou stranou?

K: No, dala jsem to minus 1 pryc.

1874kladni pravidla, kterd byla pouZita pii vyrobé algebraickych dlazdic, jsou popsana
v priloze E.

46



T: A na zékladé ¢eho? Jak to muze takhle odejit?

K: No, protoze se jako prevede na druhou stranu.

Po case se vsak dostavame k tomu, ze pro ekvivalentni dpravu rovnice je
tfeba na obou strandch rovnice pricist stejné ¢islo, konkrétné v pripadé ilohy 1a
tedy c¢islo 1. Po manipulaci s dlazdicemi tak dostdavame rovnici 3x = 6. Zde vSak

narazime na dalsi mozny formalismus:

K: No, a kdyz 3z je 6, tak tu trojku ddm sem (ukazuje na pravou stranu rovnice),

a protoze tam ma krat, tak tam bude déleno, takze to vydélim tfema a zbyde

mi dva, a x je teda 2.

Poprosim tedy Kristynu o nazornou ukazku toho, jak je mozné tento proces
predvést pomoci manipulace s dlazdicemi. Kristyna vsak dlazdice premistuje
rychle a spravné zptisobem patrym z obr. 2.7. Fakt, Ze je schopna toto pravidlo

rozklicovat, tak naznacuje, Ze se v tomto piipadé o formalismus nejedn4.?

Obrazek 2.7: Nazornost déleni rovnice modelované pomoci algebraic-
kych dlazdic

U druhé linedrni rovnice jiz Kristyna nema obtiZze s jejim namodelovanim,
ovsem hned zdhy opét nardzime na problematiku ,prehazovani na druhou
stranu“. Aniz by se totiz Kristyna snazila Tesit rovnici pomoci uvah o ekvi-

valentnich upravach, zaryté trva na aplikaci osvojené procedury:

T: A kam budes co prehazovat?

K: TakZe to & musi jit sem (ukazuje z pravé strany na levou) a ta dvojka musi

jit sem. (ukazuje z levé strany na pravou)
T: A jak se to stane?
K: Ehm. ..

197de je patrna didakticka sila prace s algebraickymi dlazdicemi, plynouci pravé z jejich
nazornosti. Neni totiz jisté, zda by si Kristyna s vyjasnénim celé situace poradila v pripadé,
ze by dlazdice k dispozici neméla a musela se spolehnout pouze na matematicky model.
Algebraické dlazdice se tak ukazuji jako vhodny prostiedek pro prevenci vzniku formalismu.
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V pripadé neznamé x je pritom provedeni spravné ekvivalentni ipravy rov-
nice v této tloze jednoduché — na obou stranach se vyskytuji zelené, tj. , kladné*
dlazdice, které reprezentuji neznamou z, a je tak mozné na obou stranach po
jedné takové dlazdici odebrat (viz obr. 2.8). Protoze ale Kristyné pochopeni

ekvivalentni tpravy chybi, uvazovat timto zptusobem se ji nedafi.

Obrazek 2.8: Model rovnice 1b v prostiedi algebraickych dlazdic

Navadim ji proto na analogii mezi rovnici a vahami, u kterych rovnitko zna-
mens, ze je vaha v rovnovaze.?? Pro lepsi piedstavu pouzivam k argumentaci
konkrétni pripad, ve kterém jsou na jednotlivych miskach vah polozena jablka
(jedn4 se tak vlastné o jeden konkrétni izolovany model celé situace). Nasledné
se ptam, jak je s vahami mozno manipulovat, aby rovnovaha ztstavala zacho-

vana:
K: No, udélat to stejny na obou stranéch.

Po této tivaze ji pti pohledu na rovnici jiz dochazi, ze = je mozné z obou
stran jednoduse odebrat, a také tak ¢ini. Zaroven chce ovsem opét ,odebirat
dvé kladné jednicky z levé strany, aniz by mohla provést stejnou operaci rov-
néz na strané pravé. Také nyni vi, ze pro ,vynulovani“ dvou kladnych jednicek
na levé strané je tieba na tuto stranu pridat dvé jednicky zdporné. Ani moje
odkazovani na predchazejici ilohu ale nepomahd, aby si uvédomila, ze je pro
udrzeni rovnovahy nutné ptidat v jednom kroku stejny pocet zapornych jedni-
cek také na pravou stranu. Namisto toho sama neustale opakuje matematickou

proceduru, kterou ma naucenou ze skoly:

K: No, tady mam vpravo minus Sest, a j& mam odecist jesté dva, takze tam

ddm dalsi dva. (mysleno dalsi dvé cervené dlazdice)

20Jisté stoji za zminku, Ze Kristyna pozd&ji po rozhovoru uvadi, Ze analogii s vahami slysi
poprvé.
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Kristynino Ipéni na matematické poucce je mozné prisuzovat zejména tomu,
ze tato poucka ji poskytuje spolehlivy nastroj, ktery vede ke spravnému vy-
sledku. Proto také neni ochotna se od néj oprostit — nedari se ji pracovat v pro-
stfedi vah a stale trva na svém ,,odecitani toho ¢isla“. Nasleduje tak jeji ponékud
zdlouhava manipulace s dlazdicemi, casto doprovazend mym komentarem, ze
pri takovém navrhovaném postupu vahy nejsou v rovnovaze.

Nakonec se nam vsak diky navratu k analogii s jablky dafi se od mate-
matického modelu odpoutat. Kristyné tak jiz staci pouze zopakovat své diive
ucinéné pozorovani o pridavani, resp. odebirani jablek z vahy, nacez konecné
bere do ruky vsechny ¢tyti potrebné cervené dlazdice a pridanim po dvou na
kazdou ze stran rovnice nakonec tesi tlohu uspésné. Klicovym faktorem pro
feseni s porozuménim tak v tomto pripadé bylo opakované propojovani ma-
tematického modelu na zivotni zkusSenost, které Kristyné chybélo (a které je
mozno povazovat za pocatek pripadné reedukace).

Nutno podotknout, ze ve vétsi ¢asti tohoto rozhovoru je z Kristyninych
reakei patrné, zZe je jiz znacné frustrovand, coz mi po skonceni rozhovoru také
potvrzuje. Vychazi totiz najevo, zZe se ji prace s dlazdicemi zd4 zbytecnd a vadi
ji, ze vypada ,hloupé“, protoze se ji nedati — pritom ale rovnici prece spocitat
umi. Lze tak ucinit zavér, ze Kristyna je v této oblasti matematiky tspésna
vyhradné diky dobte nacvicenym postuptim. Pti hlubsi diagnostice je nicméné
patrné, ze jeji poznatky jednak nejsou propojeny na zivotni zkusenosti, jednak
jsou aplikovany s absenci porozuméni. Na zakladé Hejného indikatoru (viz tab.

1.1) je tedy mozné konstatovat, Ze se jedna o poznatky formalniho charakteru.

Upravy algebraickych vyrazi

Ve druhé ¢asti rozhovoru, vénované tpravam algebraickych vyrazl, Kristyna
nejprve bez vétsich problémt pracuje na tlohdch 2 a 3.2
Ulohu 4 pak za¢ind popisem algoritmu, ktery zna pro roznasobeni danych

zavorek ze Skoly:

K: No, ja nevim, jak to vysvétlit, ale jakoze mam prvni a nasobim ho s prvnim

z ty druhy zavorky a to samy s tim druhym.

Ulohu se ji nicméné da¥{ spravné uchopit také v kontextu algebraickych

dlazdic a diky nabytym zkusenostem s geometrickou reprezentaci algebraickych

21V tloze 3 se zdmérné vyhybam tomu, abych pozadovala vysvétleni, pro¢ znaménko minus
pred zavorkou vyzaduje zménu znaménka vSech Clent v zavorce. Pfedpoklddam totiz, ze by
nas toto vysvétlovani zdrzovalo. O pifipadné mife formalnosti tohoto poznatku tak neni mozné
¢init zaveéry.
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vyrazu vysvetluje, ze v pripadé souc¢inu budeme hledat obsah utvaru, velikosti
jehoz stran jsou rovny jednotlivym ciniteliim.

V dloze 4a tak modeluje obé ze stran daného obrazce a tento obrazec si
také graficky znazornuje. Pri vyplnovani obsahu vzniklého obdélniku pomoci
algebraickych dlazdic vSak chybuje a ¢len odpovidajici 2 se nejprve snazi na-
modelovat pomoci zelenych obdélnikti reprezentujicich x. Zahy ovsem zjistuje,

ze takové vyplnéni nebude fungovat, a snazi se nalézt jiny zptsob:

K: (smich) No... Tak asi téma jedni¢kama... No, i kdyz... JeziSmarja, ja

nevim.

Pokoust se proto vyplnit obdélnik pomoci modrych dlazdic, reprezentujicich

utvar o obsahu 1.

T: A muzu se zeptat? Ted mi fekni, kolik téch jednicek sem ted ptijde?
K: (smich) Nevim.

T: No, to ale musime védét.

K: Tak prosté kolik se jich tam vejde. (smich)

Nyni jiz Kristyna vi, ze navrhované tfeSeni neni spravné, presto zkusmo

vypliiuje zvyraznény obdélnik zpiisobem patrnym z obr. 2.9.22

Obréazek 2.9: Snaha o vyplnéni obdélniku pomoci dlazdic o obsahu 1

Rozhodnu se proto pro modifikaci ilohy a pozadam Kristynu, zda by zvladla
namodelovat soucin x - (z + 2). Poté, co si opét vyzkousi, ze podél strany
o délce x neni mozné poskladat zadny pocet Ctvereckt se stranou o délce 1,

sahd po dlazdici s obsahem z? a tlohu fes{ spravné (viz obr. 2.10).

22T zde tedy Kristyna uvazuje v prostoru reprezentaci.
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Je nezbytné pripomenout, ze se Kristyna seznamila s algebraickymi dlazdi-
cemi teprve pii popisovaném rozhovoru. Pti diagnostickych zavérech tykajicich
se formalismi je tedy nutné postupovat s nejvyssi opatrnosti: zdaleka ne kazda
situace, ve které Kristyna chybuje, musi byt zapti¢inéna formélnosti jejich po-
znatki — a to zejména, pokud se jednd o latku, kterd je pro ni nova (viz 1.2.3).
I ptesto je vSak mozné sledovat Kristyninu nedostatecné kvalitni znalost v ob-
lasti algebry, kde jesté plné nechdpe proménnou x jako reprezentanta (v nasem
pripadé) urcité délky, tj. jako zobecnéné ¢islo, ale radéji se uchyluje k praci

s ¢islem konkrétnim.?3

Obrazek 2.10: Spravné teseni ulohy 4a

V tloze 4b se u Kristyny poprvé projevuje snaha aplikovat poznatky, které
jsou pro ni v matematice nejéerstvejsi, tedy algebraické vzorce.?* Kdyz je po-

zadéana, aby prislusné zéavorky roznasobila, pté se:

K: A takze to nemam délat podle vzorecku?

T: Tam je néjaky vzorecek?
K: No, neni?
T: No, to mé zajimé, co tam je za vzorecek.

K: Tak asi neni. (smich)

237de si dovolim piipojit ndvrh na vylepSeni pracovniho listu pro jeho mozné budouci po-
uziti. Stejné jako v pripadé Kristyny se muze stéit, ze préace s dlazdici, jejiz obsah je obecné
oznacen pomoci x, je pro zédka problematickd. V takové situaci by bylo vhodné mit pfipra-
venou dalsi sadu algebraickych dlazdic, jejichz strana by nebyla rovna z, nybrz néjakému
konkrétnimu ¢&islu véts§imu nez 1, které by s ¢islem 1 bylo nesoudélné (napf. 2,5). U této
snazsi tlohy by tak pro potreby diagnostiky kvality porozuméni bylo mozné sledovat, zda
zék v takovém pripadé spravné pouzije dlazdici o rozmérech 2,5 x 2,5, ¢i nikoliv.

24Rozhovor nasledoval poté, co méla Kristyna ve $kole (v ramci distanén{ vjuky) probrané
vzorce pro druhé mocniny souc¢tu a rozdilu.
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Toto Kristynino zmateni povazuji za vysledek drilu, ktery v ramci vyuky
probihal a ktery se tykal pravé vyse zminénych vzorcii.?® Tento dril, zaméfeny
vyhradné na aplikaci danych vzorci, tak ma za nasledek, Zze Kristyna chce
vzorec automaticky uplatnovat i tam, kde pro néj neni prostor. Dokonce ani
tehdy, kdy si tlohu prohlédne dikladnéji, neni schopna jednoznacné a jasné

rozhodnout, Ze pro dany soucin zadny ze vzorci pouzit nelze.

T: Jak by to muselo vypadat, aby tam byl vzorecek?

K: (smich) J& nevim, ale tady neni. J& bych na to asi pfisla, Ze tam neni.

Jako problematicky tak v této situaci vidim fakt, ze Kristyna neni schopna
rozlisit, v jaké situaci je vhodné néktery ze vzorctu aplikovat. Jeji znalost v této
oblasti tedy nelze povazovat za dostatecné kvalitni.

V tloze 5, ve které je zapotiebi rozhodnout o platnosti hypotézy, se navic
ukazuje, ze aplikaci vzorcti nema Kristyna dobfe zvladnutou ani v pripadé, kdy

jiz vzorec jasné rozeznava a spravné ho pojmenuje:

T: Napis si (x + 1)2. Vi§, jak tomuhle ve skole ¥ikdte?

K: (okamzité) Druhd mocnina souétu!?

T: A j4 po tobé budu chtit, jestli bys mé dokézala néjak presvédéit, nebo mi to
vyvratit, kdyz ja tvrdim, 7e se to rovna 2 + 1.

K: No. Tak to je asi dobre.

T: Tak ukaz.

Aniz by Kristyna pro druhou mocninu pouzivala paralelu s obsahy obrazci,
modeluje vyraz 2+1. Nasméruji ji proto ke korektni praci s algebraickymi dlaz-
dicemi. Hned zpocatku se vSak vynoruje dalsi z formalismt, jelikoz zjistuji, ze
Kristyna nedisponuje kvalitni znalosti procesu umocnovani. Neni si totiz jist4,
jak s danou mocninou pracovat, a je patrné, ze umocnovani jako opakované

nasobeni ma ukotvené ryze pamétné, bez hlubsiho porozumeéni:

T: No, tak &m zaéneme? KdyZ mame piece (x + 1)2, tak co to je?

K: No, je to & + 1 krat... Ne, plus! Plus... Ne, pockej. .. (evidentné se snazi

LHlovit“ v pameéti; soucasné také celou situaci modeluje pomoci dlazdic, ovsem
zpusobem, jako kdyby oba dvojéleny chiéla scitat, namisto ndsobent)

T: Cekam. ..

K: Krat z + 1!

25Vice informaci o zpisobu vyuky této latky je v oddilu 2.4.1, ktery je vénovan diskusi
moznych pii¢in vzniku formalnich poznatk.

26Také zde se pravdépodobné jedna o vysledek drilu — Kristynin uéitel totiz pozadoval,
aby si zaci tento termin zapamatovali.
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Teprve nyni tedy za¢ind mocninu modelovat spravné jako obsah &étverce.?”

V momenté, kdy méa Kristyna model hotov a vidi, ze hypotéza je nepravdiva,

pak konstatuje nasledujici:

K: No, tak to teda neni dobte. No, ja bych si to pak roznasobila asi, ale takhle

to vypadalo docela jako dobre.

T: A kolik to mé tedy vyjit, ta mocnina souctu?

K: 2?2 +2z + 1.

T: A v tomhle uz néco vidis?

K: Ten vzorecek.

T: Ano, tohle uz je vzorecek. A ty vis, Ze v tom vzorecku je ten prostiedni Clen,
tfeba to...

K: (skdce do teci)... 2AB!

T: Ano, vy to znate s 2AB.

Opét je tak mozné povsimnout si Kristyniny silné tendence uvazovat v pro-
totypech, které ji jsou pri vyuce matematiky nabidnuty. Zaroven je z tohoto
dialogu jasné, ze vzorec pro druhou mocninu souc¢tu ma Kristyna dobre zvlad-
nuty pamétneé.

Zéavérem rozhovoru nasleduje opét kratka reflexe:

T: Co si o tomhle myslis? Neni to docela kouzlo, ze to takhle funguje?

K: J4 nevim. Nebo jako je to docela husty, Ze to jde ten vzorecek a to vsechno

udélat v geometrii.

Z tohoto Kristynina vyjadreni tak lze usuzovat, ze algebra a geometrie jsou
v jejim matematickém chapani dva oddélené svéty. Souvislosti mezi nimi ji vsak

dosud ztistavaly skryty.?

27Jsem si samoziejmé védoma, Ze zapis opakovaného nasobeni pomoci exponenti je zéle-
zitosti konvence; stejné jako je konvenci, kterou je nezbytné si uchovat pamétné, napr. znak
pro zéapis procent. Na druhou stranu: vzhledem k tomu, Ze druhé a tret{ mocniny vyrazu
jsou zékladnim stavebnim kamenem miry v geometrii, dovoluji si vyjadfit nézor, ze v pfi-
padé dostatecné vykrystalizované znalosti by pii podobné nejistoté v praci s mocninami méla
byt primarni pravé opora v geometrickém modelu, a nikoliv pamétné uchovani, jak je tomu
v Kristyniné ptripadé.

28V tomto piipadé pfipomind Kristyna vysokogkolskou studentku primérni pedagogiky,
o které se zminuje ve své praci Hejny (2004, s. 29). Ta chipe oddélené svéty aritmetiky a
algebry a pri kontrole spravnosti poc¢itani s mocninami pomoci dosazeni je prekvapena, ze je
mozné ,.to o téch pismenech kontrolovat pomoci ¢isel“.

23



2.2.3 Thaletova kruzZnice

» Thaletova kruzZnice je mnozina
vrcholid vsech pravijch whl
sestrojenych nad nebo pod
useckou AB bez bodi A a B.“

Cilem pracovniho listu s tématem Thaletovy kruznice je ovérit Kristyninu
schopnost aplikovat dany poznatek v praxi, a to na jedné z nejstandardnéjsich
uloh — tedy na tloze o nalezeni tecen ke kruznici.

Uloha 1a o narysovéani teny ke kruznici z bodu, ktery kruznici nalezi, je
dalsi dlohou, u které je mozno zjistit, zda se Kristyna ve svém geometrickém
uvazovani pohybuje v prostoru teoretickém, ¢i v prostoru reprezentaci. Urcity

naznak odpovédi poskytuje jiz jeji prvni otézka, ktera zni nésledovné:

K: Musim tplné piesné pomoci pravitka?2
T: Uplné pfesné.
K: Achjo.

Po tomto ivodnim zklaméani se Kristyna chvili snazi ,nastavit® pravitko ke
kruznici tak, aby se zdanlivé jednalo o tecnu, a tedy jasné pracuje pouze v pro-
storu reprezentaci. Pomérné rychle vSak od tohoto zptisobu upousti a konstrukei
provadi na zakladé znalosti z prostoru teoretického — rysuje tedy prislusny pri-
mér kruznice a na néj pak kolmou ptimku prochézejici bodem T' (viz obr. 2.11).

Z4dam Kristynu, zda by mohla zptisob sestrojeni tecny vysvétlit:

K: No, tady jsem si udélala primér ze stfedu k tomu bodu, a potom jsem
udélala kolmici. To je vlastné ta te¢na a prochazi tim bodem 7T

T: To znamenad, Ze kdyZ se bavime o thlu, tak je tam jaky thel?

K: Pravy.

Néasledné Kristyna vyplnuje tlohu 1b a ovéruje si spravnost pomoci Geo-
Gebry.

Bez vétsich problémt pracuje také na tloze 1c, prestoze formulace v posledni
vété je pro ni evidentné narocnéjsi. Sama si pak u své odpovédi vSima, ze
kazdy pramér kruznice jiz z definice prochézi jejim sttedem (a tedy cast ,ktery
prochazi stifedem k* je irelevantni).

Uloha 2 je pro Kristynu rovnéz snadna.

29Je ovsem také mozné, Ze se Kristyna pouze potfebuje ujistit, ze se jedna o konstrukéni
dlohu.
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A

Obréazek 2.11: Kristynino feseni tlohy la s vyznaCenym pravym
thlem

Uloha 3 je druhou ze série konstrukénich tloh k sestrojeni teny k dané
kruZnici — tentokrat vsak z bodu lezictho vné kruznice.®® Jelikoz Kristyna nevi,
jak v tloze postupovat, opétovné se snazi manipulovat pravitkem tak, aby bylo
mozné narysovat primku, ktera bude zdanlivé vypadat jako te¢na. Sviij postup
komentuje slovy, ze ,nevi, jestli je k tomu potfeba jesté néco jinyho®. Kdyz je

s praci hotova (viz obr. 2.12), ptam se ji, co si 0 svém postupu tedy mysli:

K: No, asi to neni dobte, asi bych to méla délat presnéjc, ale nevim jak.

Obrazek 2.12: Tecny v tloze 3 sestrojené od ruky

Zde je tak vidét, ze si je Kristyna nespravnosti svého postupu pravdépo-

dobné védoma. Geometrické objekty tedy do jisté miry vnima v kontextu svéta

30Nepozaduji po Kristyné, aby konstrukéni tlohu fesila se viemi jejimi nélezitostmi, jako
jsou rozbor, popis konstrukce nebo diskuse poc¢tu feseni. Napriklad k potfebé udélat si nacrtek
vsak dojde Kristyna v prubéhu feseni sama.
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teoretického, chybi ji vsak myslenka, ktera by ji korektni konstrukei te¢ny umoz-
nila — a prestoze aktivovani Kristyninych vstupnich znalosti o kolmosti tec¢ny
na prislusny primér bylo jednim ze zamyslenych cilii tlohy 1a, tento poznatek
z jejich tvah naprosto vymizel. Dokonce se tak stalo i navzdory tomu, Ze na
pritomnost pravého thlu v feseni jsem ji v nasem rozhovoru primo navedla.
Rekapitulujeme si tedy, v ¢em se tuloha 3 lisi od ulohy 1, a dochazime
k zavéru, ze pro spravné sestrojeni tecen je treba urcit, kde na kruznici se
budou nachazet body dotyku. Prvni Kristynina tvaha, jak takové body nalézt,

je vsak nespravna:

K: To bych néjak potfebovala zjistit, aby to bylo kolmy na ten... No, mozna
kdybych si spojila ten stied s tim bodem A a pak udélala kolmici... No, to asi

nebude vychéazet.

Prestoze tusi, ze timto zpusobem se k cili nedostane, rysuje primku pro-
chazejici body A a S a k ni kolmy pramér (viz obr. 2.13). Kdyz chce nasledné
spojit prusecik tohoto prumeéru a kruznice s bodem A, sama sobé se sméje,

protoze je ji uz jasné, ze takto pravy thel nevyjde.

Obréazek 2.13: Kristynin nacrtek tecen z bodu vné kruznice
K: No, pockej, vzdyt to ma bejt kolmy, to nevychazi.

Kristyna je tedy schopna opravit si chybu v postupu sama, ¢ini tak ale az
prekvapivé pozdé — bylo by jisté zadouci, aby méla fakt, ze ,kolmice ke kolmici
je rovnobézna s puvodni piimkou*, zautomatizovany.

V této chvili se Kristyna zepta, zda si mtze udélat nacrtek, protoze sama
citi, ze by ji svou nazornosti mohl pomoci. Nacrtek proto provadi a sama si

shrnuje, jakému celi problému.
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K: Takze mame bod A a hleddme body dotyku, o kterych vime... jakoby ja
nevim, jak to zformulovat, ale lezi na ty kruznici. .. a Ze ten bod dotyku jakoby

v tom misté, kde se stfetne ten primeér s tou tecnou, tak tam by mél bejt pravej

thel, ale ja nevim, jak na néj prijit.

Prestoze je Kristyna schopna spravné formulovat dany problém, ktery po-
trebuje vytesit, stale nevi, jak v tloze pokrocit dale. Prechézime proto k tloze 4,
kterad je vytvorena za ucelem objeveni Thaletovy kruznice jako prislusné mno-
ziny bodi. V kontextu teorie generického modelu je tak snahou poskytnout
Kristyné vétsi mnozstvi izolovanych modeli v nadéji, ze bude schopna odhalit,
co dané modely spojuje, a nasledné vyslovit hypotézu.

Kristyné se bohuzel pii prvnich dvou pokusech o pravothly trojihelnik ne-
dafi nacrtnout situaci dostatecné dobre. Chystam se ji proto poradit, jak lze
trojuhelniky alespon priblizné nalézt s pouzitim pravitka s ryskou. Nez se vsak
k této radé dostanu, Kristyna mi skace do Teci se svym napadem, ke kterému

ji pravdépodobné privadi asociace se souslovim ,pravy thel“:

: Kdybych ja védéla, ze tam chci nékde mit pravy thel, tak si. ..
: Thaletovu kruznici!

: Co je Thaletova kruznice?

T
K
T
K: No, mnozina vrcholi pravych thla.
T: Tak to jesté urcité pokracuj.

K

: Sestrojenych nad nebo pod danou tseckou. Takze jakoby mé stred ta kruz-

nice ve stredu ty tsecky a prochdzi téma bodama. A potom tam vsSude jsou
ty pravy ahly. (naznacuje tuzkou Thaletovu kruznici nad useckou BC') TakZe
kdyz tady udélam pulku... Jo! J4 uz vim! Ale to jsme se ucili, sakra. (sméje

se)
T: To jste se vSechno, co délame, ucili, a uréité jste s tim i rysovali néjakou
31

teénu.

S evidentnim nadsSenim, zZe jiz vi, jak postupovat, rysuje Kristyna Thaletovu
kruznici a prislusné te¢ny. Poznatky o kruznici nasledné shrnujeme a Kristyna
nyni doslova ,,jako kdyz bicem mrska“ opakuje jeji definici, kterou mé ze skoly
naucenou jako tzv. ,poucku® (vice viz oddil 2.4.1)32. Je tedy ocividné, Ze po-
znatek o Thaletové kruznici ma velmi dobfe ulozeny pamétné, a to i presto,
ze se jednd o latku, kterou ve skole probirala zhruba pred rokem. Zaroven se
ale jedné o poznatek, ktery neni schopna aplikovat, a to ani v jedné z nejstan-

dardnéjsich situaci. Takova poucka je tedy znacné formélni. O jeji formalnosti

31Skutec¢né, identickou tilohu mé Kristyna vyfesenou ve svém skolnim sesité z matematiky.
32Velmi zajimavy je také fakt, Ze se Kristyné pii odiikdvani ,poucky® znatelné zméni
intonace ve vyrazné monoténni a tén hlasu ve vyrazné hlubsi.
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dale svédc¢i mimo jiné fakt, ze kdyz je Kristyna zddana, aby vysvétlila, co tedy
definice Thaletovy kruznice znamena, jeji vysvétleni je ¢isté instruktivni a za-
lozené vyhradné na popisu toho, jak Thaletovu kruznici sestrojit. Thaletova
kruznice je totiz v Kristyniné matematické kognici primarné ulozena jako pro-
cedura, ovsem s chybéjicim porozuménim této kruznici jako mnoziné bodt dané
vlastnosti.?® Teprve na mou dopliiujici otdzku se Kristyna uchyluje k ozfejméni

vyznamu:

T: A kdybys mi méla ¥ict, k ¢emu je ta Thaletova kruznice dobra? Proc¢ se ji
ucite?
K: No, kdyz vim, Ze je nékde pravej tihel, ale nemam ten vrchol, tak abych si

ho zjistila.3*

Posledni ¢asti tohoto diagnostického rozhovoru je prace na tloze 6, ve které
je Kristyna tazana, aby vymyslela zadani vlastni tlohy, ve které je zapottebi
Thaletovu kruZnici vyuzit. Tato tloha se ukazuje jako velmi naro¢nd.® Kris-
tyna nejprve zkousi navrhnout sestrojeni vrcholu pravého hlu nad danou pre-
ponou, coz vsak neprinasi mnoho nového v porovnani s tlohou 4. Zustava vsak
ve svych tivahach u trojuhelnikii a je si védoma, ze hledd ,néco, kde potre-
buje pravej uihel®. Jelikoz si sama nevi prilis rady, pomdham ji tim, ze narysuji
obecny trojihelnik a pozadam ji, aby ho pojmenovala a vyznacila v ném vse, co
jiz o trojuhelniku zna. Zaroven ji upozornuji, ze musi mit na paméti, ze budeme

pottebovat pravy thel.

K: No, jakoby vyska.
T: Co je vyska?
K: No... teda ja doufim, Ze to je vyska. (smich) No, ze jde z vrcholu k ty jedny
jeho strané, co je naproti, a vlastné je tam pravy thel.36

Napad s vyskou tedy schvaluji. Vymysleni zadani dlohy je vsak stale po-
meérné zdlouhavé. Jako uzitecny néstroj se opét ukazuje nacrtek. Kristyna po-

stupem casu vymysli ilohu, ve které je znama velikost strany b a velikost vysky

33Dle zavért vyzkumu (Vondrova & Havlickova, 2015, s. 171) je tento pifpad neznalost{
Casty — Kristyna sice zné termin a umi Thaletovu kruznici zkonstruovat, ale (ani navzdory
spravnému pamétnému uchovani{ jeji definice) nerozumi tomu, o jakou mnozinu bodu se
jedna.

347de by se mohlo jednat o zarodek zZivotnéni poznatku (viz 1.2.4).

35Préce na vymysleni vlastni tlohy zabird 12 z celkovych 36 minut tohoto rozhovoru.

36Vyse ve vysledcich analyzy rozhovoru na téma obsahu trojihelniku (viz 2.2.1) jsem Kris-
tynino porozuméni vysce v trojuhelniku oznacila jako kvalitni. Za timto oznacenim si stojim
i tomuto dialogu navzdory — i pres ponékud ,kostrbatou® formulaci Kristyna totiz i nadale
prokazuje, ze pojmu vyska rozumi; nejistota, kterou zde vyjadruje, je ryze terminologického
charakteru.
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na stranu a. Je pro ni ovsem slozité si situaci predstavit, a mé proto dojem,
ze tyto dva udaje by pro zkonstruovani trojihelniku mohly stacit. Nabizim ji
tedy barevny fix, aby si v nac¢rtku mohla znamé tudaje zvyraznit. Kristyna vsak

zaciné nasledovné:

K: No, méla bych znat bod A...

T: No, tak ten si potom néjak das, ne? Ulohy na konstrukei trojihelniku prece

vétsinou nezacinaji ,znate bod A“, ale zndte...?
K: Usecku?

Tato Kristynina odpovéd svédéi o jisté potiebé konkrétnosti, kterou v geo-
metrii pravdépodobné pocituje. Zajimavé je, ze tato potreba se neprojevi tehdy,
kdy ma Kristyna sama néjaky trojihelnik konstruovat, ale vyjde najevo teprve
v momenté, kdy tlohu ke zkonstruovani vymysli. V takovém pripadé ma pocit,
zZe se Tesitel bez zadaného umisténi poc¢ateéniho bodu neobejde.

Protoze je pro Kristynu stale pomérné obtizné se v tikolu orientovat, roz-
hodnu se pomoci ji takovym zptsobem, zZe si hraji na jeji ,,zakyni“ a snazim se
trojuhelnik konstruovat podle jejich instrukei. Toto postupné konstruovani troj-
uhelniku soucasné s vymyslenim ulohy se ukazuje jako dobry napad. Kristyna
mi tak zadava velikost strany b, nad niz dle zadani rysuji Thaletovu kruznici. Po
tomto kroku si pak Kristyna spravné vsima, ze pouze Thaletova kruznice vSak
neurcuje patu kolmice z bodu A na stranu a presné, proto do zadani pripisuje
navic velikost vysky AV. Posledni zadanou informaci, kterou o trojihelniku

doplni, je pak velikost usecky AB, ¢imz je tloha hotova (viz obr. 2.14).

—ndmic.
wseta. JAC) = f0em
[AV] = 45, = §em
1AB] = Jem

Obréazek 2.14: Kristynino zadani konstrukéni tlohy na vyuziti Thale-
tovy kruznice
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V zavérecné reflexi pak jesté Kristyna na otazku, zda bylo vymyslet zadani
obtizné, odpovida, ze ,hodné“. Stejny pocit jsem pfi tom, kdyz jsem ji sledovala
pracovat, méla i j4. Uloha pro ni byla jisté netypickd a aplikovat v ni dany

formélni poznatek bylo, podle o¢ekavani, velmi slozité.

2.2.4 Pythagorova véta

LA na druhou plus bé na druhou

rovnd se cé na druhou.“

Poslednim diagnostickym rozhovorem, ktery je v této praci analyzovan, je
rozhovor na téma Pythagorovy véty. Opét je cilem odhalit, zda je Kristyna
schopnéa aplikace poznatku o této vété v praxi, ovsem tentokrat na pomérné
nestandardni tloze. Nutnou podminkou pro tspésné aplikovani véty je v tomto
pripadé fakt, ze Kristyna nejenom zna jeji znéni, nybrz také rozumi jejimu
geometrickému vyznamu.

Ulohy 1 a 2 jsou Kristyné vytvofeny tzv. ,na miru“ Jsou totiZ zasazeny
do atraktivniho kontextu, ktery je ji divérné znamy. Déle jsou také tlohy for-
mulovany jako urc¢ité vyzvy. Oba tyto aspekty prispivaji k podpore Kristyniny
motivace.

V 1loze 1 si Kristyna poc¢ina velmi dobfe; jiz vyse u popisu pracovniho listu
(viz 2.1.3) vsak bylo zdiraznéno, ze uloha je diky pritomnosti pythagorejské
trojice zamérné snadna.

Za zminku vSak stoji zptlisob, jakym Kristyna prenasi velikosti tisecek —
protoze predpokladéd, Ze jeden dilek ¢okolady ma stranu o velikosti 1 cm, rovnou
pomoci pravitka rysuje tisecku o délce 5 cm.?” Teprve na dotaz, zda by bylo
mozné prenést délku tsecky jinak, Kristyna odpovida, ze pomoci kruzitka.

Uloha 2 je podle olekavani problematické. Prestoze jeji zadani je témér
totozné jako zadani ulohy 1, pocet dilkii v jednotlivych ¢okoladach je nyni 16
a 25. Soucet téchto pocti dilkt tak nelze celociselné odmocnit, jak si Kristyna
vsima:

K: TakzZe tohle je 16 a tohle je 25... Takze to je 41. Nooo... (smich)
T: Nooo?

K: (po chvili premyjsleni) No, to nevychdz{ presné.

T: Co nevychazi presné?

37Fakt, ze délka strany dilku je skuteéné 1 cm, je nestastnou nadhodou, ke které doslo pii
tisku.
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K: Téch 41.
T: Jak to myslis, ze to nevychazi presné?
K: No, na cely ty dilky. 41.

Na mtj dotaz pak Kristyna vysvétluje, z jakého divodu tedy byla tloha 1
tak jednoducha: ,protoze 5 krat 5 je 25.° Pfestoze Kristyna vi, ze ¢islo 41
odmocnit neumi, i zde se pii nalezeni objektu danych vlastnosti vehementné
snazi o ryze pocetni Teseni:

K: (pise v/41) No, asi by to mélo bejt néco jako tohle, ale ji nevim, kolik to je.

T: Ano, a mas zakazanou kalkulacku.

K: (zkousi tipovat ¢iselné, kolik by vysledek zhruba mohl vyjit) No, tak asi by to

mélo bejt néco mezi Sesti a sedmi, pul na pul. (smich)

Tuto jeji domnénku ji potvrzuji, ale upozornuji ji, ze vyslednou cokoladu
po ni budu chtit uplné presné narysovat — proto ma také k dispozici rysovaci
pomtcky, zakdzanou kalkulacku a hodnotu /41. Snazim se ji tedy pomoci

navodnymi otazkami:

T: Napada té, jak by se to dalo udélat? Kdyz mame dva ¢tverce a jako vysledek
budeme chtit co?

K: Taky ctverec?

T: Ano, pro ktery plati co?

K: Ze to je ten jeden plus ten druhej... Ze ten obsah je stejnej. Teda ze ten

obsah je obsah toho jednoho plus obsah toho druhyho.

Pravé v tomto momenté tak Kristyna piimo vyslovuje geometricky vyznam
Pythagorovy véty. To, ze by tlohu bylo mozné tesit za pomoci znalosti z ge-
ometrie, vSak neni schopna nahlédnout, a proto ji nedochazi, jak velky objev
pravé ucinila.®® Nechavam ji proto chvili pfemyslet. Nésledné na mou otdzku,

zda ji néco napada, odpovida takto:

K: Tak néjakej vzorecek?39

T: Vzorecek? Jsme u vzoreckl zase? No, skoro by tam mohl byt néjaky vzore-
cek... A dokonce vzorecek, ktery urcité velmi dobre znas, jen té tady mozna
hned nenapadne, u téhle tlohy.

K: (premysli a zkousi psdt a® + b?)

T: Tak, co sis to napsala ted?

K: No, a? plus b? Ze je ten vysledek, 41. Ale ted nevim, co s tim.

38 Jak bylo zminéno v analyze rozhovoru s tématem tiprav algebraickych vyrazi (viz 2.2.2),
jednotlivé oblasti matematiky chédpe Kristyna spiSe oddélené.

39Tato Kristynina odpovéd je pro ni pomérné charakteristickd, jak jsem méla za dobu
nasi spoluprace moznost vypozorovat a jak je také zrejmé z vysledki analyz predchazejicich
rozhovorti. To, o co se Kristyna v matematice nejcastéji opird, je totiz pravé znalost vzorcu
a jejich aplikace ve standardnich tlohach.
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Pozadam tedy Kristynu o vysvétleni geometrického vyznamu élenu a?. To je
pro ni po praci s algebraickymi dlazdicemi jednoduché. Spojitost mezi danym
algebraickym vyrazem a obsahem c¢tverce o strané a tak vidi — ovsem bohuzel az
poté, co jsem ji na tento fakt musela upozornit. Tato spojitost by vsak méla byt
patrna jiz pti pohledu na samotné zadani tlohy; od samého pocatku pracujeme
s ,velikostmi“ néjakych ¢tverct.

V tento moment mi vsak dochazi, ze Kristyniny tvahy o vzorcich se ubiraji
jinym smérem nez takovym, ktery by vedl k Pythagorové vété: je totiz stéle
ovlivnéna pred néjakou dobou probiranym skolnim ucivem, tedy vzorci pro
mocniny souc¢tu a rozdilu. Chce proto vyraz a®+b* ,rozdélit na ty dvé zavorky*.
Rozklad4 si tak zkusmo na soucin vyraz a? — b? a nasledné si zapisuje také
soucin (a+b)-(a+b) a pta se, zda hledany rozklad vypad4 takto (viz obr. 2.15).
Nastésti ji vSsak samotné okamzité dochazi, ze se o spravny rozklad nejedna.
Pripominam ji také, Zze o spravnosti pravé této zdanlivé algebraické identity
méla rozhodnout jiz pti rozhovoru na téma tprav algebraickych vyrazi — tehdy

chybovala a vztah nejprve oznacdila za spravny (viz 2.2.2).

pig

e

7 4y 2
Opét narysuj obrys cokolady tvoji. a -b)
. n"" b= (a-’b)'(“

TVOJE COKOLADA: W

Obréazek 2.15: Kristynin pokus o feseni tlohy 2

Jelikoz je tedy tieba stocit Kristyniny myslenky smérem ke geometrii, za-
davam ji ilohu 3, kterd je standardni tilohou na vyuziti Pythagorovy véty pro
vypocet prepony v pravouihlém trojihelniku:

T: Tak ja ti dam takovou malou nidpovédu. Dostanes ode mé tlohu a nebudes
tam vibec pouzivat algebru, zadné tyto vzorecky, ale bude to tloha. ..

K: (skdce do Teci) Pythagorova véta! (smich)

T: ... z geometrie.

K: Ach jo.
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V ptipadé Kristynina zvolani se pravdépodobné jedna jen o jakysi tip, nikoli
o to, ze by se ji najednou jasné vyjevilo, jakym zptisobem je tiloha s ¢okoladami
resitelna. Navic v prvnich chvilich, kdy pracuje na tloze 3, na Pythagorovu vétu
uplné zapomina. Je totiz opét zmatena tim, zZe je iloha zadana ve ¢tvercové siti.
Z ni tak nejprve spravné odecita velikosti obou odvésen, ale namisto dopocitani
prepony pomoci znamého vzorce se i jeji velikost snazi néjakym zpiisobem urcit
ze sité — obdobné, jako se jiz diive v rozhovoru o obsahu trojuhelniku pokousela

urcovat obsahy mrizovych dtvara (viz 2.2.1):

K: Nooo... A tohle... No, ja bych to udélala tak, ze bych si prikladala, jakoby

k sobé.

Pomérné brzy vsak zjistuje, ze takovy postup nebude mozny. Po dotazu
na typ trojuhelniku a odpovédi ,pravoihly“ se proto vraci k Pythagorové vété

a okam?zité piSe vzorec a? = ¢ — b?.

7
. a e
T T :
ya atselpgt  deades
a= 440t =
= ¥4t
STRANA DELKA (cm) oidad
AB f2em a=Hm 2=77%
e 13em a= 43
ac Sem

Obrazek 2.16: Kristynino feseni tlohy 3

Jak je vSak vidét na obr. 2.16, vrcholem pravého tihlu trojihelniku ABC
zamérné neni vrchol C'| ktery je pro tento ucel pouzivan nejcastéji, nybrz vr-
chol A. Kristyna si toho nicméné nevsima a aplikuje Spatny vzorec — vi, zZe
potfebuje vypocitat stranu a, a postupuje naprosto mechanicky. Je tedy oci-

vidné, Ze vzorec pro vypocet je pro ni formalni: uchovany pamétné, nicméné
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bez porozuméni. Nyni proto na svou aplikaci mechanicky zvladnutych vzorci
doplaci nespravnym fesenim. Teprve poté, co se dostane k vysledku a = /119,
ji vracim zpét na zacatek s tim, ze musela nékde udélat chybu, protoze zadny
takovy vysledek uréité vyjit neméa. Poprosim ji také, aby vysvétlila, které pis-

meno oznacuje na obrazku kterou stranu:

K: (ukazuje na preponu) Takze tohle by asi méla byt strana c.

T: To nevim, jestli se mi iplné zda. A zajimd mé, proc sis napsala ten vzorecek

2 se rovnd nétemu?

v této podobé, tedy ze a
K: (ukazuje po Tadé nejprve na vrchol u pravého ihlu a poté na preponu) No,

protoze mé zmatlo ze tady je bod A, takze by tady méla byt strana a, ale ona

je to asi strana c.
T: No, tak pockat, jak strana ¢? Tak kdyz tady je bod A... Ptece kde je

strana ¢? Tak si ozna¢ ten trojuhelnik.

Kristyna trojuhelnik oznacuje spravné podle konvence, ve které jsou strany
pojmenovany podle protilehlych vrcholti. Po kratkém premysleni pak vyslovi

nasledujici:

K: No, je to divny, ze ta strana a je ta nejdelsi, to by méla byt c.

Nyni je evidentni, Ze jiné znaceni Kristynu opravdu zmatlo. Ukazuje se totiz,
Ze o vyznamu matematického znaceni disponuje zkreslenymi predstavami. Fakt,
7e ve skolnim prostiedi je zvykld vyuzivat nejcast&ji*’ to znaceni, pii kterém
prepona odpovida strané ¢, u ni totiz vedl k tomu, Ze na odliSna znaceni nejenom
neni zvykla, nybrz je dokonce povazuje za znaceni chybna. To je dalsim znakem
jiz mnohokrat zminovaného prototypického uvazovani.

Poprosim ji tedy, aby si nacrtla trojuhelnik se znacenim, které je ji zndmé,
napsala znéni Pythagorovy véty a nasledné ho pozménila tak, aby odpovidalo
znaceni z pracovniho listu. To uz nyni zvlada bez problému, a v ptvodnim
vypoctu tedy prepisuje vSechna minus na plus a dostava spravny vysledek,
ktery doplnuje do tabulky (viz opét obr. 2.16).

V momenté, kdy ma Kristyna poznatky o Pythagorové vété shrnout, se
nicméné opétovné potvrzuje, ze jeji porozuméni danému konceptu neni dobré:

T: A kdybys méla napsat jeji znéni, co napises? Kdybys méla tfeba v testu ve

skole: ,Napis, jak zni Pythagorova véta,* tak co napises?
2 = a? + b2, ovsem neupresniuje, v jakém pripadé dany vztah plati)
T: Vime, kde to plati a kde to tfeba neplati?

K: No, plati to u téch pravothlych trojahelniki. (opét nijak blize nespecifikuje,

K: (pise ¢

Ze je v pripadé takto zapsaného vzorce potreba ,standardni® znacent)

40Nebo snad pouze?
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Déle se ukazuje, ze Kristyna dany vztah chape pouze jako nastroj k vypoctu
jedné chybéjici velikosti stran, ale geometrickou interpretaci za vztahem nevidi.

Na tu je tak tieba ji navadét:

T: A kdyby ses podivala na ten zapis, jak jsi to zapsala, nebo tak, jak to plati
pro ten nas trojuhelnik, co ono to vlastné 7ika? Kdybys to méla néjak inter-

2 = a? + b2? Ty jsi u téch éokoladd byla pomérné

pretovat, co to znamena, Ze ¢
blizko. Je tu néco, co ti tu sedi s témi cokoladami?

K: No, to a® + b2

T: A kdybys to vysvétlila? Ty pTece vis, co je to a® +b?, ty jsi to napsala u téch
¢okolad, Ze by tam mohlo byt néjaké a? + b2.

K: (naznacuje oba dva étverce nad odvésnami) No, tady je to b%. A tady, kdy-
bych udélala to stejny, ze bych vzala téch 12, tak by to dalo ten dalsi ¢tverec,
a to by bylo to a?. No, a je to vlastné ze obsah tohohle plus obsah tohohle. ..
T: ... se rovna ¢emu ted?

K: Obsahu toho velkyho ¢tverce? Ty velky cokolady?

T: Sedi to v tom? Mohlo by to takhle byt?

K: Mohlo.

T: Takze vlastné mozna ta Pythagorova véta nerikd jenom néco o néjakych
pismenkéch a souctech, ale o cem? Co jsi mi tu naznacovala v tom obrézku?

K: No zZe tady jsou obsahy Ctverct.

Néasledné Kristyna dostdva zmenseninu pravouhlého trojihelniku v mrizi,
aby si mohla situaci prehledné nacrtnout. Protoze plivodné ¢rta ¢tverce nad
odvésnami v opacné poloroviné, nez ve které se obvykle vyznacuji, poradim
ji, ze v poloroviné druhé bude celd situace prehlednéjsi. Nyni se jiz konecné
muzeme vratit k tloze 2. Pravdépodobné také zasluhou vizualizace problému,
kterou jsme pravé provedly, jiz Kristyna cokoladu rysuje bez problému. Jakmile
dorysuje, je znovu pozadana, aby zopakovala, z ¢eho vysledek vyplyva. To ¢ini
viceméné uspésné, le¢ po mych cetnych dopliiujicich dotazech (napf. opét na
tutvar, ze kterého se u narysovani celé situace vychazi, tj. pravothly trojihelnik).

Kdyz v uplném zavéru rozhovoru jesté Kristyna mérenim alespon zhruba
ovéruje velikost prepony, tedy jestli ji skutecné vyjde ,néco mezi Sesti a sedmi®,
objevuje se jesté jeden diagnosticky zajimavy moment:

K: Jo, Sest celd ctyri asi.

T: A dplné konkrétné je jeji velikost kolik?

K: (premysli) Cé? (smich)

T: A kolik to je? Mame to spocitané pro tento pripad nékde?

K: No... druhd odmocnina ze 41?7 (dle intonace se spise ptd, neZ odpovidd)

Tento dialog tak poukazuje na nedostatecné kvalitni znalost, ktera se tyka

chapéni ¢isla: Kristyna totiz druhou odmocninu ze 41 nepovazuje za konecny
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vysledek, ale spise za vysledek prubézny, ktery je tieba jesté néjak ,dopoci-
tat*/definitivné vycislit. Nutno vSak podotknout, ze na Kristynu, vzhledem
k jejimu véku, neni mozné klast v oblasti porozumeéni iraciondlnim ¢islim pre-
hnané naroky — prestoze se jiz s nékterymi iraciondlnimi ¢isly setkala (napf.
jisté s ¢islem 7), tato zatim v jeji matematické kognici reprezentuji pouze jed-

notlivé izolované modely.

2.3 Shrnuti identifikovanych formalnich poznatki

Na tvod oddilu shrnujiciho identifikované formalni poznatky je diilezité zminit,
ze se v zadném pripadé nejednd o formalismy ojedinélé — spise se zda, ze rizné
pamétné uchované poucky, u kterych vsak chybi porozumeéni, jsou v Kristyniné
matematické kognitivni strukture pomérné casté.

Totéz plati pro mnozstvi algoritmii. V pritbéhu nasi spolecné prace se totiz
Kristyna ukazovala jako silna v tilohach, jejichz vyteseni je podminéné znalosti
néjaké nacvicené procedury, jako jsou napriklad tilohy na feseni linearni rovnice
¢i prosté sestrojeni Thaletovy kruznice. Jak se vsak diky hloubkovym rozho-
vorum ukazalo, Kristyna tyto procedury aplikuje bez potiebného porozumeéni.
Jako ilustraci 1ze uvést rozhovor na téma linedrnich rovnic, kdy neni schopna
vysveétlit princip ekvivalentnich tprav, jelikoz poznatky o nich nemé propojeny
na zkusenosti. V takovych momentech ma pak Kristyna tendenci prilisné Ipét
na matematickych pouckéch.

Také u velké casti dalsich testovanych poznatkt bylo prokazano, ze jsou
u Kristyny velmi dobte ulozeny pamétné (napt. definice Thaletovy kruznice ¢i
vzorec pro vypocet z Pythagorovy véty). Presto vsak Kristyna neni schopna
aplikace téchto poznatkl v celé fadé situaci — a to nejenom v situacich nestan-
dardnich, ale nékdy ani v situacich typickych. Za nestandardni situace jsou
v tomto kontextu povazovany napt. vymysleni vlastni tlohy na vyuziti Thale-
tovy kruznice ¢i aplikace geometrického vyznamu Pythagorovy véty; za typické
naopak sestrojeni tecen ke kruznici z bodu nebo vypocet velikosti prepony
v pravouhlém trojuhelniku. Takové poznatky jsou tedy poznatky formalni.

V tloze na dopocitani velikosti prepony se jako problematické ukazuje jiz
pouhé preznaceni trojihelniku, které je odlisné od znaceni nejbéznéjsiho. To
jasné ukazuje na dalsi dva problémy, které se u Kristyny objevuji.

Zaprvé, Kristyna nema dostatecné kvalitni porozuméni pismentim v ma-
tematice, jak je patrné také z rozhovoru na téma linearnich rovnic a uprav

algebraickych vyrazi. Je tak zatim ve fazi, kdy o pismenech vi, Ze se pouzivaji
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jako urciti zastupci cisel, a pripadné za né umi dosadit a procedurdlné s nimi
pracovat. Nedosdhla vsak jesté faze abstraktni znalosti.

Zadruhé, Kristynina matematicka kognice je zatiZena silnym uvazovanim
v prototypech. Toto jeji uvazovani je patrné nejprve ze zpusobu, kterym ozna-
cuje geometrické objekty, a naplno se pak projevuje u tématu vzorci — at uz se
jedné o vzorce pro algebraické identity, ¢i pro vypocet velikosti prepony v pra-
vouhlém trojihelniku. V ptripadé pravouhlého trojuhelniku je alarmujici, Ze jiné
nez prototypické znaceni dokonce Kristyna povazuje za znaceni nespravné.

U nékterych svych poznatki Kristyna déle neni schopna rozeznat, ze se
jednéa o poznatky chybné, a postrada jejich propojeni na jiné poznatky. To je
patrné zejména v pripadech, kdy nezvlada pracovat s algebraickymi vyrazy v je-
jich geometrickém kontextu. Stejné tak je pro ni slozité rozhodovat o platnosti
riznych hypotéz.

V pripadé tématu obsahu trojihelniku Kristyna neumi vzorec, u kterého
nedoslo ani k prostému pamétnému ulozeni, samostatné rekonstruovat, pricemz
tato rekonstrukce je pro ni narocna i v pripadé, kdy se ji dostane vyrazné
dopomoci. Chybi ji totiz potiebny vhled, coz se projevuje naptiklad tehdy,
kdy ani po delsi praci na odvozeni vzorce stale neni schopna urcit spravné
rozmeéry, které jsou pro vypocitani obsahu pottebné. V tomto rozhovoru dale
vychazi najevo, ze nékteré formalismy si Kristyna ptinasi pravdépodobné jiz
z prvniho stupné — ¢iselné hodnoty obsaht jednodussich ttvara ve ¢tvercové
siti sice urcuje spravné, nicméné zpusobem, ktery neni korektni.

V neposledni fadé je v Kristyniné geometrickém uvazovani patrné, ze se
jesté nepohybuje plné v teoretickém prostoru geometrickych objekti, a to napt.
u konstrukéni tlohy na tecny ke kruznici. Thaletovu kruznici ma totiz zapa-
matovanu pouze jako poucku, pripadné proceduru, nicméné bez dostate¢ného
porozumeéni. To ji tak v dané situaci znemoznuje tento nastroj vyuzit, a je
proto odsouzena k pokusu o ,nakamuflovani“ tecen v prostoru reprezentaci.
O setrvavani v tomto prostoru svédci také jeji potieba konkrétnosti v geometrii
¢i moment v rozhovoru o obsahu trojuhelniku, ve kterém neni schopna vyuzit
uvazovani v prostoru teoretickém ke zduvodnéni, proc¢ lze, mluvime-li o obsahu,
povazovat dva ,pulcétverecky“ za jeden cely ctverecek.

Spoleénym jmenovatelem vyse zminénych formalismi je fakt, Ze miize byt
slozité je diagnostikovat — tyto formalismy jsou totiz casto kryty pamétné ucho-
vanymi poznatky a pri feseni standardnich skolskych tloh (navic s prototypic-

kych znacenim) se nemusi projevit. Na druhou stranu je mozné konstatovat,
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ze pamétné ulozeni danych poznatki dava urcitou nadéji na jejich zzivotnéni,

pokud mu bude vénovano dostatecné usili a cas.

2.4 Diskuse

Zaverecny oddil praktické casti této prace je vénovan diskusi, ve které jsou
nastinény mozné pri¢iny vzniku Kristyninych formalnich poznatki, a dale pak
didaktické dusledky vysledki vyzkumu a jeho omezeni.

Jiz v oddilu 1.2 bylo zminéno, ze teorie generického modelu byla vybudo-
vana mimo jiné jako nastroj k porozumeéni pri¢inam vzniku formélnimu poznani
a také k prevenci tohoto jevu. Neni proto prekvapenim, ze jak pri odhalovani
moznych pri¢in identifikovanych formalismi, tak pri diskusi didaktickych di-

sledkt vyzkumu budeme stéle vychéazet z této teorie.

2.4.1 Mozné priciny vzniku formalnich poznatkt

Pripomenme, ze dle Hejného je divodem vzniku formalnich poznatka to, ze
poznatky jsou zaktm predkladany transmisivnim zptsobem jako informace.
S prihlédnutim k tomu, ze vyznamna cast formalismi ma u Kristyny podobu
pameétného osvojeni definic a procedur, je dale nutné vzit v potaz také pric¢iny
mechanického uceni v matematice dle V. Hejného (viz 1.2.2).

Je nezbytné podotknout, Ze provést jednoznacné a uplné urceni hledanych
pri¢in neni mozné. JelikoZz obecné je hlavni (nikoliv vSak jedinou) ptic¢inou
vzniku formalismti transmisivni zptisob vyucovani, je tfeba vénovat se v nasle-
dujici diskusi prave edukacnimu stylu, kterym je Kristyna vyucovana. Vétsina
informaci, které se o edukac¢nim stylu podarilo sesbirat, byla nicméné ziskana
pouze zprostredkované skrze rozhovory. Osobné jsem vsak na vyuce nikdy pri-
tomna nebyla (natoz pak po delsi dobu) a Kristynino vniméni vyuky je jisté
subjektivni. V diskusi je tfeba mit tento fakt na pameéti.

Na druhou stranu: v oddilu vénovanému sbéru dat (viz 2.1.4) jiz bylo uve-
deno, Ze jednim z analyzovanych informacnich prament v praktické c¢asti této
prace jsou vyukové materialy, které byly Kristyné zaslany v dobé distanc¢ni vy-
uky.*' V tomto oddilu proto pii odhalovani moznych pfic¢in vzniku formalismi

cerpam pravé z nich. Pro ilustraci je ¢ast z vyukovych materiali, tykajici se

4174dné on-line hodiny v dané dobé neprobihaly, latka byla tedy zék@im prezentovana ¢isté
skrze zaslany vyklad, ktery byl ur¢en k samostudiu.
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uciva o algebraickych vzorcich, k nahlédnut{ v p¥flohdch (viz p¥iloha F).*? Nize
jsou také uvedeny nékteré citace z téchto materidli, které jsou z didaktického

hlediska nejzajimaveéjsi a na které je v prubéhu diskuse odkazovano:

A. Tyto 3 tlohy uz nikdy nebudes pocitat nasobenim, ALE podle vzorcu,
které se jmenuji: 2. mocnina souctu, 2. mocnina rozdilu, rozdil ¢tvercu.
Vzorce budes uzivat ZPAMETT az do 8. ro¢niku a pfibydou k nim dalsi.

B. Vzorce musfs umét NEOMYLNE zpaméti véetné znamének (,tahak* je

ti k ni¢emu), v zaf{ bude takova 1. prace.

aQ

Pravidlo musis mit ,,v hlavé“ a vysledky rikas nebo piSes rychle zpaméti.

D. Pokud se vzorce nenaucis, budes mit ve 4. ro¢niku v pololeti zndmku 4,

protoze se na nich stavi vSechno dalsi ucivo.

(u vzorce pro rozdil étverci) Je jedno, kterd zavorka je prvni.
(u vzorce (A + B)?) Stejné je (—A — B)2.

(u vzorce (A — B)?) Stejné je (—A + B)2.

Kazdy priklad opis a napis primo vysledky podle uvedenych vzorcti, vy-
sledky 2x podtrhni.

I. Ukol tentokrat napis PRESNE podle uvedenych vzorct se viemi rozpisy.

Jen tak se vSe naucis.

Mozné priciny vzniku formalismi, které byly u Kristyny identifikovany, jsou

shrnuty v nasledujicich odstavcich.

Transmisivni zptsob vyucovani a predkladani hotovych znalosti

Z rozhovori, které jsem s Kristynou vedla, vyslo najevo, ze vyuka matematiky
v jeji tridé skuteéné probihd znacné transmisivné. Jeji ucitel obvykle kazdé
téma zacne vykladem, nasledné na tabuli vyresi vzorovou tlohu a nakonec da
zakim prostor k samostatnému procvicovani. Ucitel tedy vystupuje jako zdroj
znalosti, ktery zaktim predvede, jak je tfeba v tlohach postupovat, aniz by
jim vsak dal prostor k (tolik potiebné) samostatné konstrukei poznatku. Latka
je zakum predkladana ve formé vykladu, ktery je tfeba se naucit, a pri reseni
uloh Zaci ¢asto jen imituji feSeni ucitele. Takovy styl vyuky ale miize byt znacné
kontraproduktivni, o ¢emz jiz bylo pojednano v oddilu 1.2.2.

Z prilozenych vyukovych materidli je oc¢ividné, ze ucivo o algebraickych

vzorcich je zakim jednoznacné predlozeno jako hotova znalost, pricemz tikolem

42Materialy byly pro potieby uvefejnéni v této praci beze zmény prepsany.
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pro 74ky je zejména osvojit si danou znalost pamétné.*? Vyklad, ktery tvoii
stézejni cast téchto materiali, je tak bohuzel prikladem ne prilis stastné praxe,
o niz se ve své diskusi o pFi¢inach vzniku formalismi zminuje i Hejny.*4.
Citace E, F' a G, ve kterych je zakiim opét pouze prezentovan hotovy pozna-
tek, jsou v tomto sméru navic ukazkou nevyuzité prilezitosti k uc¢eni. V pripadé
tohoto poznatku by totiz jisté nebyla obtizna jeho implementace do vyuky ta-
kovym zptisobem, pii kterém by doslo k samostatné konstrukci poznatku —
okamzité se nabizi napt. jeho formulace ve formé hypotézy, o jejiz platnosti by

zéci mohli rozhodovat.

Predcasné ,,vyzbrojeni“ zaka silnymi nastroji

Na zakladé prilozenych vyukovych materiali lze dale konstatovat, ze u alge-
braickych vzorct jisté doslo k predcasnému ,vyzbrojeni Kristyny silnymi na-
stroji. Prilis silny matematicky aparat také pravdépodobné dostala do rukou
i u ekvivalentnich tprav lineadrnich rovnic, kde ji byl matematicky model pred-
lozen bez dostatecného durazu na jeho propojeni na zivotni zkusenosti. Zaroven
je mozné, ze k predcasné algebraizaci doslo i u dalsiho zkoumaného uciva, ja-
kym jsou napf. vzorec pro obsah trojuhelniku ¢i Pythagorova véta — zde se
vsak jedna spise o spekulace. Faktem ovsem zustava, ze diky dobre mechanicky
osvojenému matematickému aparatu, ktery Kristyné staci k ispésnému teseni
vétsiny skolskych tloh, se u ni vytraci hlubsi vhled. Procedury jsou aplikovany

bez porozuméni kontextu — a tedy formalné.

Ztrata motivace

Kromé vhledu samotného Kristyné chybi i jakasi vnittni potfeba tento vhled
ziskat, a je tak utlumena jeji poznavaci motivace. Pfitom pravé motivace, jako
prvni etapa poznévaciho procesu, je naprosto zasadni. Jak jiz bylo zminéno
v oddilu 2.1.1, Kristyna je v matematice spiSe stimulovina nez motivovana.
Hlavnim hnacim motorem pro ni neni prirozena radost z poznani, nybrz dobra

znamka. Orientace na znamky je ostatné patrna také u ucitele z jeho citaci

43Jsem si samoziejmé védoma, Ze distanéni vyuka pii uzavieni kol v bieznu 2020 byla
naprosto bezprecedentni a v Zidném pripadé nenahravala konstruktivistickému pojeti vyu-
Covani. Z rozhovort s Kristynou jsem vsak nabyla dojmu, ze v pripadé jejiho ucitele by latka
byla vylozena velmi podobnym zpiisobem i v pripadé vyuky kontaktni.

4“4Pravé u vzorce pro mocninu souctu varuji Hejny et al. (1988, s. 39) pied tim, ze tento
poznatek ,mize byt v nasi mysli ulozen jako pouhy pamétovy zaznam, jako néco, co jsme se
naucili, protoze to v ucebnici bylo napsano v ramecku a nad nim byla rada ZAPAMATUJ
SI”.
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B a D, ve kterych se zaky snazi stimulovat k préaci pravé za pomoci vyhruzek

tykajicich se pisemnych praci a zavérecné klasifikace.

Prilisny daraz na pamétné uchovani

Problematika toho, zda pamétné uchovani vzorci je, nebo neni nezbytné, by
jisté vydala na desitky dalsich diplomovych praci a role spravného pamétného
osvojeni je minimalné v procesu automatizace poznatkl jisté nezastupitelna.
Ptilozené vyukové materidly vsak naznacuji, ze diiraz na pamétné uchovani je
v daném pripadé snad az prilisny (viz vyroky A, B a C).

Toto podezreni se potvrzuje i pii jednom z rozhovori s Kristynou, ve kterém

zminuje, jak se v geometrii u¢i tzv. ,poucky*:

K: No a my pravé mame nékolik téch véci jako ,poucky”, to se tak prosté

jmenuje, a ty musime umét, protoze kdyz je zkouseni, tak je z téch ,poucek*.4®

Na dotaz, co si Kristyna o takovém uceni poucek mysli, pak odpovida na-

sledovné:

K: No, ja myslim, Ze to je pravé dobry, protoze tfeba tém, co jim to tolik nejde. . .

Tak tém se prosté jenom staci naucit ty poucky a dostanou ze zkouseni jednicku.

Mohlo by se tak zdat, ze uceni se definicim a vzorciim je do jisté miry nad-
fazeno kvalitnimu porozuméni. Na tomto misté vsak mizeme jen spekulovat,
z jakého duvodu jsou tyto ,,poucky® Kristyninym ucitelem do vyuky zarazo-
vany. Potencialné ale timto diivodem muze byt pravé to, ze se tak ucitel snazi
pomoci slabsim zaktm. Na pripadu Kristyny se vsak ukazuje, ze tento prilisny
diraz na pamétné uchovani muze vést k tomu, Ze i silnéjsi zaci (ve smyslu kla-
sifikace) se uchyluji jen k pouhému zapamatovani. Naopak porozuméni, pokud

neni cilené rozvijeno, chybi.

PriliSny dtraz na nacvik procedur

Prilozené materidly, vyklad v nichz je silné instruktivniho charakteru (viz s. 20),
také naznacuji, ze prilisny diraz je ve vyuce kladen i na nacvik procedur. Mnoz-
stvi poznatkil, které ma Kristyna zafixované jako pouhé mechanické postupy,

tak nemiize byt prekvapenim.i® P¥ikladem miiZe byt citace I, ve které ucitel

45Piikladem jedné takové ,poucky* je definice Thaletovy kruZnice, jak vyslo najevo pii
rozhovoru na toto téma.

46Cisté mechanicky nahlizi Kristyna napf. na feSeni linedrnich rovnic ¢ vypodet obsahu
trojihelniku pomoci vzorce uvedeného v tabulkach.
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zaky nejenom nabada, aby pri vypoctech pracovali presné podle daného vzoru
(tj. ,,se vSemi rozpisy“), ale také na né prendsi své presvédceni, Ze tento zptisob
je jediny, jakym je mozné se latku naucit. Skoro by se tak zdalo, jako by ucitel
své zaky cilené vedl do tfetiho stadia formalismu (viz s. 19), kterému bychom
se méli naopak vyhybat.

Jako dalsi ukazka je nize vyobrazen zptisob, kterym je ve vyukovych materi-
alech vylozena latka o roznasobeni dvou zavorek na tzv. ,kvadraticky trojclen*
(viz obr. 2.17). Za povsimnuti stoji zejména ryze proceduralni charakter tohoto

vykladu (ve smyslu ,sectes ¢isla krat pismeno®).4”

@ Rwadxaxck.t!' Y=

o) (o43) (a-3) = vgsudde wma' 3 ELuny

Ly V)
Q«\bd&{ﬂ\&n Dol 4 ,?r-o | .
= — na'sobl'§
SC?!S O'sla + pisweno V\dt\k.ea., S-(-3)
S+ -0 = 2o -AS

Obrazek 2.17: Proceduralni charakter vykladu

V oddilu 2.2 bylo také opakované zminovano, ze Kristyna méa ¢asto problém
s rozeznanim, ve které situaci je mozné aplikovat ktery poznatek. Pti pohledu
na jeji vyukové materidly uz tento fakt nemusi byt natolik prekvapivy. Zda
se totiz, ze transmisivni edukacni styl je v nékterych ptripadech doveden do
extrému. Pro ilustraci je prilozen obr. 2.18, ktery obsahuje zadani procvicovaci
ulohy na aplikaci vzorct.

Jak naznacuji sipky na obrazku, i tato procvicovaci tloha je redukovana na
pouhé proceduralni provadéni algoritmii, jelikoz je zaktim primo predlozen vzo-
rec, ktery je k vypoctu potieba — a to aniz by to v tomto pripadé bylo nutné.
Podobné zadana tloha pak miize jen stézi prispivat k rozvoji intelektudlni au-

tonomie zaka.

Zanedbani propedeutické pripravy

Vzhledem k absenci porozuméni, kterou Kristyna prokazuje pri praci ve ¢tver-
cové siti, je pravdépodobné, Ze v jejim pripadé doslo k zanedbani propedeu-

tické pripravy, minimalné co se tyce tématu miry v geometrii. Vysledkem je

4TV tomto piipadé lze navic konstatovat, ze formélni zapsani procedury u vypoctu li-
nearniho ¢lenu je chybné, jelikoz nerespektuje poradi, ve kterém v matematice provadime
operace.
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Obrazek 2.18: Zadani ulohy k procvicovani s prilozenym vzorcem

tak chybéjici konceptualni porozuméni a zaroven priliSné orientace na vypo-
¢tovou stranku miry. K tomuto zanedbani vSak muselo dojit jiz na prvnim
stupni zakladni skoly. O zptsobu, jakym byla vyucovana matematika na Kris-
tyniné zakladni skole, ale nemam zadné informace — ani Kristyna si uz totiz

nemuze dostatecné vzpomenout.

Kristyniny osobnostni charakteristiky

Zavérem také nelze vyloucit, ze do jisté miry mohou byt Kristyniny formalni
jsou napriiklad nezdjem o predmét nebo nedostatecné nadani. Prinejmensim
nezajem o predmeét vsak lze jisté vyloucit — jak jiz bylo zminovano, Kristynu
matematika bavi a v budoucnu by ji chtéla vyucovat.*® Co se tyce jejtho nadédni,
troufla bych si na zakladé nasi spole¢né prace odhadnout, ze urc¢ité predpoklady
ma, a tedy ze hlubsiho porozuméni je schopna. V kazdém pripadé je treba ji

tuto moznost nabidnout.

480tazkou viak zfistava, jakou oblibu by u Kristyny matematika méla v momenté, kdyby
byla vyucovdna podnétnéjsim zpusobem, nez na jaky je zvykld — vzpomenme si na jeji do-
minantni motivaéni potfebu, kterou je potieba vyhnout se netspéchu.
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2.4.2 Didaktické dusledky

Didaktické disledky vysledkti vyzkumu budou diskutovany ve dvou rovinach.
Prvni rovinou jsou obecné didaktické implikace fenoménu formalnich poznatki;

druhou pak dusledky, které se vazi k pristupu k zakim s vybornymi vysledky.

Obecné didaktické disledky

Pokud jde o obecné didaktické disledky, které studium formalismi prinasi, je
zejména dilezité zdiraznit nezastupitelnou roli mechanismu poznavaciho pro-
cesu, a to nejenom pri diagnostice formalismt, nybrz také pri jejich reedukaci
a prevenci. Je tedy zadouci, aby byli vyucujici v oblasti matematiky s timto me-
chanismem obeznameni a koncipovali svou vyuku v souladu s jeho zdkonitostmi.
Pri vyuce tak napriklad neni mozné preskakovat jednotlivé faze poznavaciho
procesu, zejména pak faze motivace, izolovaného a generického modelu.

Pti prevenci vzniku formalismii se jako nejdillezitéjsi jevi potfeba opus-
tit predstavu, Ze nejefektivnéjsim edukacnim stylem je styl transmisivni, pri
kterém jsou zdkim prezentovany hotové informace. Pii takovém stylu vyuky
totiz neni prihlizeno k zakovské potiebé konstrukce vlastniho poznatku, ktera
je kliéova pro kvalitu budouciho poznani. Vysledkem tak mohou ¢asto byt jen
pamétné uchované informace, u kterych vsak chybi porozuméni. Jako vhodny
edukacni postup je v tomto sméru doporucena prace na vhodné sérii gradova-
nych navodnych tloh, kterd je vytvorena s prihlédnutim k zasadam konstrukti-
vismu. Naopak nelze setrvavat v mechanickém nacviku procedur a uceni vzorcu
na ukor porozumeéni.

V momenté, kdy se formalismiim nepodafi predejit a d4 se predpokladat,
ze matematickd kognice zaku je jiz urc¢itymi formalnimi poznatky zatiZena, je
nutné tyto poznatky peclivé diagnostikovat. Pro tucely diagnostikovani forma-
lismi ale neni mozné predkladat zakim pii testovani vyhradné typové tlohy
nizké kognitivni narocnosti, pripadné redukovat ustni zkouseni na pouhé pa-
métni cviceni, nybrz je nutné provérovat znalosti zaki pti feseni nestandardnich
aplikacnich tuloh. U takovych tloh je totiz Sance, ze bude formalismus odhalen,
vyrazné vyssi nez u uloh standardnich. Déle je nutné mit na paméti, Ze zda-
leka ne vsechny formalni poznatky bude u zdk mozné identifikovat na zédkladé
jejich pisemného projevu.

Konecné, jsou-li formalismy identifikovany, je nutné pristoupit k jejich re-

edukaci — vyuzitelnost téchto nedostatecné kvalitnich forméalnich poznatkt je
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totiz znacné omezend, a takové poznatky jsou tedy nezddouci. Cilem reedukace

by proto mélo byt poznatky zzivotnit.

Disledky vyzkumu pro praci s zaky s vybornymi vysledky

Vzhledem k zaméteni vyzkumu jsou prezentovana zjisténi zajimava zejména
tehdy, pripomeneme-li si, ze Kristyna byla v tvodu praktické ¢asti této prace
charakterizovana jako jedna z premiantek tiidy — a to dokonce na vybérové
skole. Jelikoz se s nemoci formalismu obvykle potykaji spiSe primérni az slabsi
zaci, u zakyné s vybornymi vysledky je mnozstvi identifikovanych formalismi
prekvapenim. Prestoze vysledky vyzkumu samoziejmé neni mozné bez vyjimky
generalizovat na celou populaci ,,jednickari®, je pravdépodobné, ze Kristyna
neni ojedinélym piipadem a ze matematické uvazovani je zatizené formalismy
i u dalsich zaki, kteff se v matematice na prvni pohled jevi jako silni.®?

Je tfeba mit neustdle na paméti, ze jednim z hlavnich cili vyucovani ma-
tematice je dosazeni porozumeéni. Neni vSak mozné automaticky predpokladat,
ze u silnéjsich zaka k tomuto porozumeéni dochazi samovolné. Prestoze by jim
jejich mentalni kapacita kvalitni vhled umoznovala, mtze se stat, ze pii nevhod-
ném zpusobu vyuky se i takovi zaci spokoji pouze s pamétnym osvojenim definic
a procedur a jejich aplikaci ve standardnich tlohach. Vyuka zalozena na vlastni
zkusenosti, jejiz jadro je tvoreno praci s izolovanymi modely, je proto zadouci
i u téchto zak. To, ze nékteri zaci postupuji pti konstrukci poznatki rychlej-
sSim tempem, totiz jesté nutné neznamenad, ze je v jejich pripadé mozné nékteré
faze poznavaciho procesu preskocit. Je proto treba zbavit se mylného dojmu,
ze matematické poznani zaka, ktery zvlada dil¢i skolni kontroly v podobé testti

a zkouseni se znamkou ,,vyborné®, je automaticky dostatecné kvalitni.

2.4.3 Omezeni vyzkumu

Nejvetsi omezeni vyplyva bezpochyby z povahy zvolené metodologie, tedy pri-
padové studie. Zatimco volba této metodologie umoznila provést vyzkum for-
malnich poznatkli pomérné komplexné, je nutné pripomenout, ze zkoumanou
osobou byla pouze jedna zakyné. Vysledky proto neni mozné zobecrniovat na
sirsi populaci; neni totiz jasné, jak by pri diagnostickych rozhovorech nad pra-

covnimi listy reagovali dalsi ,,jednickari.

49Jak jiz bylo zmitiovano v oddilu 1.3, formalismy u zakt s vybornou zndmkou z matema-
tiky byly identitikovany také ve studii (Vondrova & Rendl, 2015, s. 18).
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Déle je nutné zduraznit, ze hloubkové rozhovory byly vedeny na omezeny
pocet témat, a identifikované formalni poznatky proto netvori kompletni port-
folio.

V neposledni radé pak také nebylo mozné jednoznacné vymezit pric¢iny
vzniku formalnich poznatki, a to zejména z divodu chybéjicich informaci o zpti-
sobu, jakym byla Kristyna (idedlné jiz od pocatku jeji skolni dochézky) v mate-
matice vyucovana. K uvedenych pricindm, které bylo mozné urc¢it z dostupnych
informaci, je tak nutno pristupovat s védomim, ze se jedna pouze o pric¢iny

mozné.
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Tato diplomova prace byla vénovana diagnostice formalniho poznani v mate-
matice, které bylo diskutovano v kontextu teorie generického modelu. Stézejni
casti prace je jeji druha kapitola, v niz byl popsan provedeny empiricky vyzkum.

Zvolenou vyzkumnou strategii byla pripadova studie, diky které bylo mozné
zachytit slozitost konkrétniho pripadu a vénovat se problematice v dostatec-
ném detailu. Zkoumanym subjektem byla ¢trnactileta gymnazistka s kladnym
vztahem k matematice, ze kterého také plynou jeji vyborné vysledky v tomto
predmétu. Cil, ktery byl v této diplomové praci vytycen, spocival v diagnostice
formalismi v jeji poznatkové strukture a také v diskusi moznych pricin jejich
vzniku. Lze konstatovat, zZe cil se podarilo naplnit.

Vyzkum probihal v obdobi mezi dubnem az zarim roku 2020. V jeho tvodu
byly nejprve vytipovany konkrétni oblasti matematiky 2. stupné zakladni skoly,
poznatky v nichz by u dané zakyné mohly byt zatizeny formalismem. Jako in-
spirace pro vybér témat slouzily vysledky vyzkumu tzv. kritickych mist v ma-
tematice, tedy oblasti, ve kterych zéaci casto a opakované selhavaji. Pro kazdou
z téchto oblasti byl poté vytvoren pracovni list s vhodné zvolenymi tlohami,
které byly nastrojem pro diagnostiku formalismii. Pracovni listy tak mimo jiné
obsahovaly napt. ilohy na rekonstrukci zapomenutého vzorce, nalezeni chyby
v uvaze, rozhodnuti o platnosti hypotézy ¢i jinak nestandardni tlohy. Na téchto
ulohéch zakyné néasledné pracovala pii polostrukturovanych diagnostickych roz-
hovorech, z nichz byly se souhlasem porizovany videozaznamy. Tyto videoza-
znamy byly pribézné analyzovany a na zakladé této analyzy byly nakonec
do prace zaclenény ctyfi hloubkové rozhovory z oblasti geometrie a algebry.
Konkrétné se jednalo o nasledujici témata: obsah trojuhelniku, linedrni rovnice
a upravy algebraickych vyrazi, Thaletova kruznice a Pythagorova véta.

Ve vsech zminénych matematickych oblastech byla u zakyné identifikovana
rada formalnich poznatki, které byly vétsinou skryty za rtiznymi pamétné ucho-
vanymi pouckami ¢i dobfe nacvicenymi procedurami. Pti peclivé diagnostice se

vsak ukézalo, Ze tyto poucky a procedury jsou aplikovany s absenci porozumeéni.
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Dilezité z hlediska diagnostiky formalnich poznatki se ukazaly zejména oba
identifikatory izolovanosti — zjisténé formalismy totiz ¢asto nebyly propojeny
ani na zivotni zkuSenosti, ani na jiné poznatky. Zavaznym problémem se uka-
zalo byt zejména uvazovani v prototypech (napfi¢ matematickymi oblastmi) ¢i
setrvavani v prostoru reprezentaci (v geometrii). Rovnéz byly diagnostikovany
nedostatky v porozumeéni pismentim v matematice ¢i pochopeni souvislosti mezi
algebrou a geometrii.

Mozné pric¢iny vzniku uvedenych forméalnich poznatk byly urceny na za-
kladé analyzy vyukovych material, které byly zakyni zaslany k samostudiu,
a nestrukturovanych rozhovorti, které s ni byly vedeny o zptsobu, jakym je
v jeji tridé matematika vyucovana. Jako nejpravdépodobnéjsi pric¢iny se pri-
tom jevi zejména transmisivni vyukovy styl, ktery je zalozen na predkladani
hotovych znalosti, spolecné s predc¢asnym ,vyzbrojenim® zaki silnymi nastroji,
ztratou motivace a priliSnym dirazem na pamétné uchovani a nacvik procedur.

Déle byly v préci diskutovany didaktické disledky vysledka vyzkumu. V ro-
viné obecnych didaktickych dusledki je doporuceno zejména koncipovat vyuku
v souladu se zakonitostmi, kterymi se fidi pojmotvorny proces v matematice,
tedy poskytnout zaktim prostor pro vlastni konstrukei kvalitnich poznatk, pri
které nejsou preskakovany zadné z etap teorie generického modelu. Rovnéz je
nutné nepodléhat presvédceni, Ze nejefektivnéjsim edukacnim stylem je styl
transmisivni; zaroven je ale nutné podotknout, ze i konstruktivistické pojeti
vyucovani ma sva prirozend uskali, kterych si ucitelé musi byt védomi. Pokud
jde o didaktické dusledky vyzkumu, které jsou specifické pro praci s zaky s vy-
bornym prospéchem, je tfeba zejména zdiraznit, ze i u téchto zakl je nutné
testovat porozumeéni, nebot nelze predpokladat, ze k nému dochazi samovolné.

Vysledky této prace a predevsim nemoznost jejich zobecnéni na Sirsi po-
pulaci jsou pozvankou po dalsi badatele v oboru didaktiky matematiky, kteri
zvazuji, zda se ve svém vyzkumu vénovat problematice formalniho poznani.
Dalsi vyzkumné snahy, v idedlnim pripadé zamérené na zaky s vybornym pro-
spéchem, kterym do této doby nebylo v tomto sméru vénovano prilis pozornosti,
by tak snad mohly pomoci objasnit, jak moc je zavazna diagnéza formalismu
mezi témito zaky rozsitena. Doufejme, ze neptilis, ale budme jako ucitelé pri-

praveni této vyzve celit, pokud je pravdou opak.
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Priloha A

Pracovni list: Obsah trojihelniku

1. ZAKROUZKUJ, KTERY Z DVOJICE TROJUHELNIKO MA PODLE TEBE VETSi OBSAH.

2. POMOCI CTVERCOVE MRiZKY URCI OBSAHY NASLEDUJICICH TROJUHELNIKO. UVAZUJ, ZE 1
CTVERECEK MA OBSAH 1 CM2,

c 6em?
A Gem? c 4
1.4 41 1
1 1 1 4 |
41 4
‘H
J Gem? L M beml o P 4tmié R




TROJUHELNIK OBSAH (cm?)
i 6em*
Der b em?
GHI 6 em?
JKL 6 em?
MNO ¥ em?
PQR b em®

a) Jak jsi spoéital(a) obsah trojuhelniku ABC? Demonstruj pomoci modeld trojuhelnika,
zakresli do tvercové sité a popis:

N

b) Obsah kterého dalsiho trojahelniku/kterych dal3i trojihelnikd lze urdit stejnym
zplisobem? Pro&?

DEF

¢} Jakym zpiisobem jsi uréoval(a) obsah zbyvajicich trojihelnikii? Ndzorné ukaz a popis:

IT



d) Pokud by ses pokousel(a) uréit obsahy téchto zbyvajicich trojihelniki stejnym zpisobem
jako v pfipadé a), obsah kterého rovinného Utvaru bys potfeboval(a) umét spoditat?

Vyzkousej si pomoci modelil trojihelnikd a zakresli:

Rovinny Gtvar, ktery vznikne: ko.'.qd(’.lh“‘.

e) Jak by $lo obsah vznikiého rovinného obrazce vypotitat? Proc?

(Ndpovéda: Moina ti pomiiZe vzit si k ruce niizky.)

III



f) Pojmenuj nasledujici rovinné obrazce, popis je, vyznaé rozméry, které potiebujes
k vypotitani jejich obsahu, a napis vzorce pro tento vypocet:

D -®

\
e f

‘/\*

A

Jedn se o _obdéInik
s= a b S= a-ar

Jednaseo ko&ﬂd("m’k

3. NA ZAKLADE PREDCHOZIHO POZOROVANI SE POKUS ZOBECNIT, NA JAKYCH ROZMERECH
BUDE ZAVISET OBSAH TROJUHELNIKU:

1. :}akouko Ii_yrane

2. _k n paldluinen wjm

IV



4. GEOGEBRA:

(S MRiZKOU)

a) Sestroj libovolny trojuhelnik ABC a spocitej jeho obsah.

S= 9emt
b) OvéF si sviij vysledek pomoci funkce Obsah. Pogital(a) jsi spravné?
s= Gem?

¢) Nyni u vi§, na jakych dvou délkich v trojihelniku jeho obsah zdvisi. Sestroj dva dalsi
trojiihelniky, které maji s trojihelnikem ABC spoletnou stranu AB a maji stejny obsah jako
trojuhelnik ABC. Ovér pomoci funkce Obsah.

d) Uréi, jakou mnoZinu bodi tvofi tFeti vrcholy vSech takovych trojahelnikd, které je moZné
sestrojit ve cvigeni c). Kam je nutné dané vrcholy umistit?

Mnofina bodd: yovnobijka J¢ dtrareu AB ye Vidalenos s zyfl'%y

(BEZ MRIZKY)
e} Zaéni ted v Geogebfe od znova. Sestroj usecku AB, kterd bude tvofit jednu stranu
trojihelniku, a v libovolné vzdilenosti sestroj rovnobézku s touto tisetkou. Bod, ktery jsi pro
sestrojeni rovnobé&zky vytvofil(a), si skryj.

f) Pomoci funkce Bod na objektu umisti na danou rovnobézku bod. Pfejmenuj tento bod na
bod C. Zkus s nim posunovat a vysvétli, jak se takovy Bod na objektu chova.

Bod na objektu: roh:‘qbut;'c i uic.r\ na rorngbcrec
g) Sestroj trojtihelnik ABC a spotitej v Geogebie jeho obsah.

5= 4’6/56 em?

h) Jak se bude ménit obsah trojihelniku ABC, kdyZ budes pohybovat vrcholem C?

Hesude

Svij vysledek experimentdlné ovér.



5. PRO TROJUHELNIKY ZE CVICENI 2. VYPLN NASLEDUJICI TABULKU:

¢

a
A o,
TROJUHELNIK | OBSAH {cm?) STRANA {cm) VYSKA {cm) VZOREC

ABC Gemt h 3 s

DEF b 2 4 2

GHI é ] 3 = a- a5

KL G y 3 S - i

MNO Y L 2 § = Lr - N7

PQR Yy Y 1 i

6. VYPOCITE] OBSAHY TROJUHELNIKU, KTERE JSI MEL(A) ZA UKOL V PRVNIM CVICENI
POROVNAT. (POKUD SI NECHCES PRILIS KOMPLIKOVAT PRACI, MUZES K VYPOCTU VYUZIT
VZDY TU STRANU, KTERA MA CELOCISELNOU DELKU.)

/5 >

7=\

WO
\

=3 Ss= 3
= Se= 3
=3 S7= 6
=6 Se=(,

7. ZAMYSLI SE: JE MOZNE VYUZIT K VYPOCTU OBSAHU TROJUHELNIKU JAKOUKOLI Z JEHO
STRAN? PROC ANO/PROC NE? UKAZ A VYSVETLI POMOCIi MODELU.

VI



Priloha B

Pracovni list: Linearni rovnice a ipravy algebraickych

vyrazi

PRACUJ S POMOCI ALGEBRAICKYCH DLAZDIC.

1. MODELUJ NASLEDUJICf ROVNICE A VYRES JE. KOMENTUJ Tv(J POSTUP.

a) 3x—-1=5
b) 2x+2=x-6

2. NALEZNI CHYBU V UVAZE:
a) Pro kazdé redlné Cislo x plati: 3(x + 2) = 3x + 2.
3. ZIEDNODUS NASLEDUJICI VYRAZY:

a) 2x*+2x+3)+(x2-x-2)
b) (2x%—-3x—1) - (—x%-2x-3)

4. UPRAV NASLEDUJICI VFRAZY:
a) (x+1)-(x+2)
b} (x+3)-(x—2)
) x—-2)'(x—-1)

5. ROZHODNI, ZDA JE NASLEDUJICi TVRZENI PRAVDIVE:

a) Pro kaZdé rediné Cislo x plati: (x + 1)% = x2 + 1.
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Priloha C

Pracovni list: Thaletova kruznice

1. TECNA KE KRUZNICI I.

a) Na kruZnici / je vyznagen bod T. Ved' timto bodem teénu ke kruZnici /. Kolik takovych
tecen existuje?

b) 'Zakrouikuj: Bod X Iei@/pod danou teénou. OvéF v Geogebie.

c) Doplii:
Tecna kruZnice je 5 m (o jaky geometricky utvar se jedna?), ktera
ma s danou kruznici 7 yaffc'lzy' bod.

(kolik spoleénych bod{i?). N
kretnied

[] - Y v -
Pro teCnu plati, Ze u!'( Aoma na 'fm'mer,( blery 'mcénf/’ Mredem k.

a mr bodem ' na_kruinyes

Aotydu
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2. TECNA KE KRUZNICI 1.

a) Mé3 zadanou kruZnici k a bod A, ktery le#i vné kruZnice. Pomoci programu Geogebra
sestroj te€ny z bodu A ke kruZnici k. Kolik takowych teéen existuje?
b) Sestroj v Geogebie také body dotyku tecen a kruZnice.

3. CELOU SITUACI PRERYSUJ NA PAPIR:
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4. MAS ZADANOU USECKU BC.

a) Naértni alespoii 5 takovych trojihelnikii (BCDy, .., BCDs), pro které je tsecka BC
pieponou.

b} Pokud bys narysovala viechny takové trojihelniky, jakou mnoZinu bodl by tvofily
vrcholy D? Vyznac a popis.
kyuinci

¢) Jak tuto mnoZinu bodi nazyvame?

Thﬂ‘d’om krainiee

d) (A znas jeji definici ze Skoly?)

’”m,dm;a Lruimu. \( Mhodina, vr(holq pmvyt/n uh)u chhqm,cln snad
Acdo ;M .{daiilll drechou




5. VRAT SE NYNf K ULOZE S TECNAMI A VYRES JI.
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6. VYMYSLI VLASTNI ULOHU, K JEHMUZ VYRESENI{ JE POTREBA POUZIT THALETOVU KRUZNICI.

wseita. JAC) = fem
[AV] = w3, = Sem

IAB[ = dem
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Priloha D

Pracovni list: Pythagorova véta

1. PREDSTAV SI NASLEDUJICI SITUACH:

Tvoje dvé starsi sestry dostaly od babicky kazdd jednu okolddu z obrdzku pod timto textem — jedna tu
mensi a druhad tu vétsi. Na tebe uZ bohuzel Zadné Cokoldda nezbyla — moZnd proto, Ze nejvic zlobi$, a
ani si tedy Zddnou nezaslouZis. ProtoZe je ale babicka hodng, tak s tebou udélala tuto domluvu — aZ k ni

prijedes pfisté na ndvstévu, dostanes ¢okolddu, kterd bude tak velkd, jako jsou Eokolddy tvych starich
sester dohromady, aby ti to nebylo lito.

Tvym Gkolem je ted poradit babicce, jak velkou ¢okolddu pro tebe musi sehnat. PFi své praci viak
musi$ vzit v potaz nasledujici dvé omezeni:

1. Tvé Eokolada musi mit také tvercovy tvar, stejné jako éokolady tvych sester.

2. Urcité bude$ potfebovat pouZit rysovaci pomucky, totéz viak neplati pro kalkula¢ku. Bez té
se budes$ muset obejit.

Narysuj tedy, jak velka tvad {tvercova tokoldda bude. Neni tieba ji rozdélovat na jednotlivé dilky,
bude nam stadit jeji obrys.

TVOJE COKOLADA:
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2. STEJNY UKOL BUDES NYNI PLNIT JESTE JEDNOU, ALE TENTOKRAT COKOLADY TVYCH SESTER
VYPADAIJI TAKTO:

k-3

Opét narysuj obrys Eokolady tvoji. =
az.— bL = {a-i b)' {ﬂ b)

TVOJE COKOLADA: W
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3. ZKUSIME JINOU ULOHU. TVYM UKOLEM JE TED BEZ MERENI POMOCI PRAVITKA URCIT

DELKY V3ECH STRAN V TOMTO TROJUHELNIKU:

I —
1 em
STRANA DELKA (cm)
AB f2¢em
Be 13em
e Sem
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Jakou matematickou vétu jsi k uréeni délek stran pouZila? Pojmenuj ji, napi$ jeji znéni a
svymi slovy vysvétli, co tato véta vlastné Fika.

Pythagoreva, veta.
v c'z = QZ-'- bz

4, VRAT SE K ULOZE S COKOLADOU - TED UZ JI JISTE ZVLADNES VYRESIT HRAVE.

XVI
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Priloha E
Pravidla pro tvorbu algebraickych dlazdic

Préce s algebraickymi dlazdicemi je zalozena na korespondenci mezi algebraic-
kymi vyrazy a obsahy geometrickych utvart. V zakladni sadé algebraickych

dlazdic jsou celkem tfi navzdjem ruzné geometrické utvary (viz obr. 19):

o Ctverec se stranou délky 1, a tedy obsahem 1,

e obdélnik s jednou stranou délky 1 a druhou stranou délky x, a tedy

obsahem z,

e Ctverec se stranou délky x, a tedy obsahem 2.

Délka x pritom neni celoé¢iselna. Zaporné hodnoty jsou v zakladni sadé dlaz-
dic reprezentovany pomoci ¢ervenych geometrickych ttvari — modry ¢tverec o
strané délky 1 tedy reprezentuje ¢islo 1, zatimco stejny ¢tverec v ¢ervené barve

¢islo —1. Totéz plati také pro zbyvajici geometrické utvary.

Obrazek 19: Zakladni sada algebraickych dlazdic
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Priloha F

Ukazka vyukovych materiala z distanc¢ni vyuky

VELM! DULEEITA' LATVCA.
WKLAD S| USCHOVEY,

BUDES S N'M POTTAT ' v PRISTIM  Srtowni'M ROLE .

N20RCE
Vuklad :
@ (a+b)= (a+rb)(asb) = At+ab+ ados b = Ol4dak+ b
@ (a-v) = (a-b) (a-b) = A-ae-ak +B = a>- 2+
@ (ar)(@a-v)= d-ab+ab-L = at-b*
T\dJro 3 dko\q\d ur w:kolx(j vebudeS potitatk vasouendvw
ALE podfe viorud | ‘etere Se Smua't‘

@ 2. wounina Soudhw
(A+BY = (A+B)- (A+R) = AT+ 2AR + B
Sefne' jo CA-RY = ALL2AB+ B

@ 2. WMotmina  rordu L
(A-BY = (A-B) (A-R) = AM-2AR+R>
Shefre’ ¢ (CARY = N-2AR+ B

® Rorcdil Thuercl
(A+B): (A-B) = A-RF
¢ jedno, elera' 2dvolfta je Pevnd

V2orce budes uidvat 2PAMETI 0f do B. robalbwn
o ?ﬁb«adou E wiw dall.

Pokud Se ye vievaua, Sudel valt ve 4. rodwdbe
V polofek' mambuw 't Protome Se na widh slaot
NSedhwvwo datd' utivo.

_-g————._iff‘_ tewtobeat vops  PRESNE podfe Lwe denydy
Viorus S vievay m%?i.&kd.

dem Ltat, se vEe waun'sS,

NA V2ORCE SE ATIM Mgy A procuf podle wach
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Noye' va0cce

V%‘L@gr t rautens

@ 2. woonina +roycLeny
(A+BxC) = A4 B+ C2 + 2AB + 2AC + 2RC

Vv.d?oc‘;{-\d S +wio viorenu

o) (rays)? = X}‘-F\-&LA- 2%4 Wy + LK 4 ?"f’k

L) (xey-21*" = Rayer> ddle S vBmal aamenet

Clen® ‘edere' vidgom't +Lxy ~'Z‘r:k*'b&?:
Q) (3 s2d-5e) = A+ 4l +25e* + 12 cd- 20de¢ - 30ce
PO?G&‘ Yechto 3 cun® h’e Sed.m.o
postup: (B )+ (A + (S) + L3024 - 224§ -2-B¢- e =
= A+ 4d + 25¢2+ A2ed ~20de~ 20 ce
Postup S jem wSA'S, PISeE  PRIMO wysfedek

@ R:uadxa&‘ck_ﬁ' JELows

o) (ous) (a-2) = Vs ekl o' 3 Eluny
<4

N
Cradrohing  Lonen 7 prosiy!
Sethes sl + pisweno vgnaisonis
S+-n-a = E'Z.Q.. t\k"‘:’/\g‘ L-?))
Ao-2) = -
(ars) (-2 = at42a - AS oMdlO wustE wu'b
L) (a-5) (a-2) = a*-8a+1§ LV hoave" o
Q) (a-3). (o+2) = ad-)a-45 VySdby ®ea's”

nebo prses r\adh!e_

) (a+S) (ar ) = ota Ba +AS et
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USCHOVE) ¥

— o
Prented viedh vrorul owiienet: et

® 2. woonina  Souttw t (AYBY = AL 2ARGES

(-A-B)"  +otet

@ 2. wounina rorddfad (A-BY = PB"‘ZA‘E+B'L

(- AR Hoter

® real Sherad (AGR) (A-R) = A-RF

® 2 wmoomina DEouaw  (A+B+OT = Aa B (i AR+ 2ACH2RE
2Zramen tQ mudine
® Kuodrakicky' dcLow s ek
(x4D)+ (x-5)= R-2x-1S

7 ]
r— Souted Sounin.
PNM' ?I'.&".Mo Eisel Ticel
wa' e Rulewk

Vo wmustT umet NEOMYLNE  pameh’  vEene
WNmnele, (“-}o.ko‘k‘ "t ok 'lm'i“cmuj U 3aw)
bude takova' A. Praw - uB 4 ‘utf Y. rodnik
POl pRioydou deld' vioree.

Ueol pisemne - prowy takto, ATIM  se divgy na- fm&
o : \J'Edﬁ ogc.gcg‘ rodanl a W0 piges b
u“'shdba‘ rere' Ux ?odﬂv\f\ué‘

nagt- ('Jm-'-(z\" = Ayt - 2% XY + '\bﬁ
(Sc4+2A)(S¢-24) = 15 -LYar
(®- 2V = Aq6 8 - 56 K3 + 4y
(3x-Sy+6x)t= A+ 152% 2037 - Jowy + B6¥A - Goyr
(x-16)- (x+B) = R-Fx-30
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L‘)kot._ A

KC\'Ed.-d' P‘l"i'tlaoL OENS‘ o nap§ prmo uu's).&dlud Pod.QC.
wnedeny v rocul, U\S.Shdlu\d 1k podiranl.

A.Aq \l\dfo?:‘«‘:-t-c_: AL"BL =

4) (xy- A) ('lx\;“ ’\){ S) (O2t-0,50) (0Lt +0, Si\.);
1) (M3ak) (A-Dob); ©) (0,4 >-0,5n) (0 Am>+ 0(5!\);
3) (Sd-3b)(Sat+do), F) (Red +2,5%) (ped - 23 x);
'ﬂ (4wt + on) (' - 6*\-]{ 3} (1% 0b-41¢) 430k +4,40).
L
1.01 \J\d poctete : (A"E’)l \ (A-B)" <
A) (xe0Y2) ANCEZNS ?) (a0
4) G+ i) Il 5) (Sok- D 6) ('5"'5'\-\1{
z
RS %) (“'%)i

1.2

Q) (Hq‘-biso?'é‘]z" A0) (:n‘lah ‘b:&d\".

Vypeekete: (A4Br()- e

A) (arora); Y) (a-b+Vy
'.‘:) (2a+bs c\l | "'l) (La-b +'_’>c.,~)1\'
'5) ( - ?,nd -»11‘]11’ B} W+ 2w - ".’;\L.
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