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Nazev prace: C-metrika jako limita fotonové rakety

Autor: Vit Hauser

Ustav: Ustav teoretické fyziky

Vedouci bakalafské prace: Mgr. David Kofroni, Ph.D., Ustav teoretické fyziky

Abstrakt: Predlozend préace se zabyva studiem vlastnosti vybranych presnych re-
Seni Einstenovych rovnic. V prvni ¢asti se uvadéji zdkladni vlastnosti zkouma-
nych TeSeni. Strucné se shrnuji zakladni modely ¢ernych dér, jejichz zobecnéni
budou dilezitd v nésledujici ¢asti prace. Probira se zakladni model nekonecné
kosmické struny. Prezentuje se jedna z jejich moznych konstrukci. Déle se shr-
nuji poznatky o tfidé Robinson-Trautmanovych reseni, mezi ktera patii fotonové
rakety. Ty slouzi k popisu zdroju urychlovanych vyzarovanim nulového prachu.
Uvadi se rovnéz C-metrika, kterd popisuje dvé rovnomérné zrychlujici ¢erné diry.
V druhé ¢asti prace se prezentuje konstrukce kosmickych strun, které se objevuji
jednak u C-metriky a také u jednodussiho modelu Schwarzschildovy cerné diry,
protaté kosmickou strunou. Predvedena konstrukce je zaloZena na posloupnosti
zobecnénych fotonovych raket a umoznuje urcit tenzor energie a hybnosti strun,
ktery existuje jako zobecnéna funkce.

Klicova slova: Schwarzschildovo feseni, C-metrika, Bonnorova raketa, Kosmicka
struna
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Abstract: This thesis deals with the study of properties of selected exact solutions
to Einstein’s equations. The first part states the basic properties of the examined
solutions. It briefly summarizes basic models of black holes, whose generalizations
will be important in the following part of the work. Next, it discusses a simple
model of an infinite cosmic string and presents one of its possible constructions.
After that, it reviews the properties of a class of Robinson-Trautman solutions,
which includes photon rockets. These are used to describe sources accelerated by
the emission of null dust. The final section presents the C-metric describing a
pair of uniformly accelerating black holes. The second part of the work presents
the constructions of cosmic strings, which arise both in C-metric and the simpler
model of Schwarzschild black hole, pierced by a cosmic string. The presented
construction is based on a sequence of generalized photon rockets and allows to
determine the energy-momentum tensor of strings, which exists as a generalized
function.
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Uvod

Cilem této préace je zabyvat se vlastnostmi nékolika feseni Einsteinovych pol-
nich rovnic.

1
R;w - iRg;w + Ag,uzx =
G+ Agy = 87T,

Einsteinovy rovnice zde byly zapsany v uplné obecnosti, ve zbytku textu se ale
soustiedime na pripad A = 0.

Nejjednodussim resenim téchto rovnic je Minkowského prostorocas, popisujici
plochy prostor, ktery neobsahuje zadné zdroje. Nedlouho po publikaci obecné te-
orie relativity Karl Schwarzschild odvodil statické sféricky symetrické reseni které
popisovalo pole hmotného zdroje nachézejiciho se ve sttedu souradnic. Ptes svoji
jednoduchost hralo dulezitou roli pri experimentalnim ovérovani obecné relativity.

Kromé jinych presnych reseni byl Schwarzschildiv prostorocas déle studovan
a byla hledana jeho zobecnéni, nebo ¢isté matematicka reseni polnich rovnic byla
fyzikalné interpretovana jako jeho rozsiteni. Jako priklad téchto zobecnéni je je
mozno uvést Reissnerovo-Nordstromovo feseni pro nabity sféricky symetricky
zdroj, Kerrovo teseni pro rotujici zdroj a nebo Vaidyaovo feSeni popisujici zdroj
ktery vyzaruje nebo pohlcuje nulovy prach. Jak je ale uvadéno v [Il, kap. 1], je
kromé hledani novych prostorocasi dulezitym tikolem analyza jiz znamych reseni
a jejich detailnich vlastnosti.

Jednim z cilt této prace bude zabyvat se typem singularit, vyskytujicich se
v obecné relativité, nazvanych kosmické struny. Jedna se o topologické defekty
prostorocasu, jejichz dilezitou vlastnosti je, ze by mohly vést k pozorovatelnym
jevim. Kosmické struny mohou zptisobovat efekt gravitacni ¢ocky, ktery by se dal
vyuzit k jejich pozorovani (napft. [2], [3]). Dalsi moznosti jak pozorovat kosmické
struny je na zakladé jimi produkovanymi gravitaénimi vinami (napt. [4]).

Jak je uvadéno v [5], jejich vlastnosti a ptivod jsou nejen predmétem studia
z pohledu obecné relativity, ale hraji i dilezitou roli v teoriich interakce elemen-
tarnich castic.

V nasledujicim textu se budeme zamérovat vyhradné na geometrické vlastnosti
strun, jakozto feseni Einsteinovych rovnic. Budeme se zajimat o axidlné symet-
rické prostorocasy ve kterych struna lezi na ose symetrie. Takovymto strunam je
mozné priradit linearni hustotu energie a ktera v pripadé nekonec¢né struny ptrimo
souvisi s okolnim polem.

Einsteinovy polni rovnice jsou systém nelinearnich parcialnich diferencialnich
rovnic, a neni tedy mozné primocare vyuzit teorie distribuci pro vysetrovani sin-
gularnich zdrojt, jako v linearnich teoriich. Z tohoto divodu je dilezita dikladna
analyza problému a napriklad hledani vhodnych zptsobt regularizace.

Nekonecné rovné kosmické struny se prirozené objevuji v rtiznych presnych
resenich. V této praci se budeme hlavné zbyvat prostorocasem dvou ¢ernych dér,
které rovnomérné akceleruji smérem od sebe, C-metrikou. Tato metrika obsahuje
kosmické struny na ose, které je mozné interpretovat jako divod zrychleni dér.

C-metrika patti do obecné Rovinsonovy-Trautmanovy tiidy reseni, ktera mimo]
jiné obsahuje i vySe zminéné zobecnéni Schwarzschildova prostorocasu. Dalsim



clenem této tridy jsou takzvané fotonové rakety, které je mozné interpretovat
jako lokalizované zdroje pohanéné vyzarovanim fotont. V druhé kapitole studu-
jeme konstrukeci kosmické struny vyskytujici se na ose symetrie, pomoci limity

vhodné posloupnosti téchto raket.



1. Uvod do teorie

V této kapitole se pokusime popsat poznatky z teorie presnych feseni Ein-
steinovych rovnic, které budou dale vyuzivany v dalsich kapitolach. Obsah této
kapitoly se bude hlavné opirat o [I] a bude vyuZzivat stejné konvence a znadeni.

1.1 Schwarzschildovo a Vaidyaovo reseni

Schwarzschildv prostorocas byl prvnim netrivialnim fesenim Einsteinovych
rovnic. Presto se jedna o fyzikalné velmi vyznamny model, ktery popisuje sfé-
ricky symetricky vakuovy prostorocas. Jeho aplikace na pohyby planet v nasi
solarni soustavé byla dtlezitda pro uznani obecné teorie relativity jako nastupce
Newtonovy teorie gravitace. Dale pak poslouzil napriklad jako model silnych gra-
vitacnich poli pti studiu cernych dér. Metrika tohoto prostorocasu je nejcastéji
udéavana ve tvaru

2 2m\ 1
ds? = — <1 _ m) > + <1 _ m) dr® +2(d6? +sin20d6%). (L)

r r
Jediny volny parametr m se obvykle d& interpretovat jako hmotnost zdroje.
Ptrechodem k Eddingtonovym-Finkelsteinovym souradnicim ziskdme metriku ve
tvaru

2
ds? = —2dudr — (1 _ ;”) du? + r2(d6? + sin® 0d¢?). (1.2)

Jednim z dulezitych rozsiteni Schwarzschildovy metriky je Vaidyaova metrika [7].

Tato metrika popisuje sféricky symetricky systém jehoz hmotny stied produkuje

nulové zareni. Volbou vhodnych soutadnic jako v [I kap. 9.5] je metrika zapsat

jako

2m(u)
r

ds?* = —2dudr — (1 - ) du® + r*(d6? + sin® 6d¢?) . (1.3)
Zjevné se tedy jedna o zobecnéni metriky (|1.2]). Funkce m(u) je libovolnd neros-
touci funkce retardovaného casu w.

1.2 Robinsonova-Trautmanova trida reseni

Prostorocasy, kterymi se budeme v této praci zabyvat, patii mezi Robinsonova-}
Trautmanova FeSeni [8, 9]. Jednd se o Sirokou t¥idu feSeni, kterd je geometricky
definovana existenci expandujici nulové kongruence geodetik bez twistu a defor-
mace. Obecny tvar metriky, obsahujici nulové zareni, nejprve zapiseme v sourad-
nicich (u,7,(,C), kde u je retardovany ¢as, r je afinni parametr nulovych geodetik
a (,C jsou komplexni prostorové stereografické soufadnice.

7,2

ds* = —2dudr — 2Hdu? + 2ﬁdgdf (1.4)

kde 5
2H = Alog P — 2r(log P) u — — (1.5)
T



Funkce P = P(u,(,() a m = m(u) vystupujici v metrice musi spliiovat
Robinsonovu-Trautmanovu rovnici s nulovym zafenim

AA(log P) + 12m(log P) ,, — 4m,,, = 167n? (1.6)
funkce n(¢,¢,u) uddvd profil zafeni. Hustotu zafeni a tenzor energie a hybnosti je

dan vztahy
2

n
P=2 (L.7)
T;u/ = pkukl/ (18)

kde k, znaci vektor tecny k nulovym geodetikdm. Gaussova kiivost ploch
u = konst. a r =1 je, jak ukdzano napiiklad v [10], je

K = Alog P (1.9)
Jak je ukdzano v [I, kap. 19.5.1], feSeni algebraického typu D musi spliiovat rovnici

P?K ¢ = h(C,u) (1.10)

kde h((,u) je libovolna funkce. V nejjednodussim pripadé kde h = 0, kiivost K
zavisi pouze na u a existuje feseni ve tvaru

P = A(u) + B(u)¢ + B(u)¢ + C(u)(C (1.11)

K =2(AC — BB) (1.12)

kde A,B,C jsou libovolné funkce. V pripadé kdy se jedna o konstanty, je mozné
P prevést do jednoduchého tvaru

P=1+ ;egg (1.13)

s € = +1,0. Pro pripad € = +1 jsou plochy kulové a prechodem k soutradnicim
uhlového typu, substituci

¢ =+V2tan gew (1.14)
prejde metrika ((1.4)),(1.5) do tvaru
2
ds? = —2dudr — (1 - m(“>> du? + r2(d6? + sin? 0d¢?) (1.15)
T

coz je Vaidyaova metrika (1.3)), kde pro vyzafovani plati
1
2
= ——My. 1.16
" AT ™ ( )

Tedy pokud n = 0 jeda se o Schwarzschildovu metriku

1.3 Fotonové rakety

Mezi Robinsonova-Trautmanova feseni také patii Kinnersleyova a Bonnorova
raketa. Tyto prostorocasy je mozné interpretovat jako pole bodovych zdroju, které
jsou urychlovany nulovym zafenim.



1.3.1 Kinnersleyova raketa

Z rovnice (1.11]) ziskdme axidlné symetrické feseni pro h = 0 a K = 1,
zavedeme-li

R

1

Au) = 7 exp(/a(u)du)
B(u)=0
Clu) =

(u) = —

5o [ atwdu),

kde m(u), a(u) jsou dvé libovolné funkce. VIinku nad ¢ pro jednoduchost v nasle-
dujicim opomeneme a ziskdme tak

P = cosh (/a(u)du — \}i(g —i—C)) (1.17)

Vhodnou volbou souradnic 6,¢

cos§ = tanh ( / c(w)du — jﬁ(g +g)>

zajistime ze

a tedy spolecné s Alog P = K = 1 dosazenim do (|1.4)), (L.5)), (1.6) dostavame

vyraz pro metriku a profil zareni

2
ds? = —2dudr — |1 — m(u) — 2arcosf — ?r?sin? 6 | du?
r (1.18)
+2ar? sin §dudd + r*(d6? + sin® §d¢?)
4mn?(0,u) = 3amcosd — m,,. (1.19)

Aby bylo zajisténo, ze n je realné, musi byt m(u) ryze klesajici. Pro a(u) = 0
dostavame Vaidyaovo Tfeseni , . V limitnim pripadé m = 0 se jedna
o plochy Minkowského prostorocas s zkusebni c¢astici v stredu, jejiz zrychleni je
udavano funkei a(u).

Podstatnou vlastnosti Kinnersleyovy rakety je, ze neprodukuje gravitac¢ni za-
feni, jak bylo ukdzdno v [II], jedna se o jedinou t¥idu axidlné symetrickych,
asymptoticky plochych, zaricich feseni Robinsonova-Trautmanova typu ktera ne-
obsahuje gravitacni zareni.



1.3.2 Bonnorova raketa

Zobecnéni Kinnersleyovy rakety provedl v roce 1996 Bonnor [12], axidlné sy-
metrické feseni Robinsonovy-Trautmanovy t¥idy, algebraického typu II s nulovym
zafenim. Jak je rzebréano v [I] volbou soufadnic

¢ = \}5 (—/G(CZU) +/a(u)du+i¢> (1.20)

kde G(x,u) je libovolnd funkce z,u a a(u) je libovolnd funkce u. Provedeme Iden-
tifikaci

P(¢,Cu) = G172 (x((,f,u),u) (1.21)

Funkei 2(¢,(,u) ziskdme invertovanim ((1.20)

dx 1 B
/ G(z,u) - /a(u)du N ﬁ@ +¢) (1.22)

Témito upravami ziskd metrika (|1.4]) tvar

1 2
ds? = —2dudr — <—2G,m — M —r(bG) , — bQGr2> du?
r
, (1.23)
2 2 (dz 2
+2br°dudx + r el + Gdo
kde G ()
u(Tu
Zavedenim G(z) = 1 — 2?2, tak Ze b = —a(u) a prechodem k poldrn{ soufadnici
x = cos() ziskdme opét vyrazy pro Kinnersleyovu metriku (1.18)).
Celou tridu fotonovych raket pak Bonnor urcil volbou
Glau) = (1—2?) (1+ (1 = 2?)h(z,u)) (1.25)

kde h(z,u) je libovolnd, hladké, omezend funkce vétsi nez —1. Touto volbou je
zajisténo, ze metrika je na ose x = +1 regularni. Radiac¢ni profil ma v této
situaci tvar ] 5

4rn®(zu) = —g(GG@m)J + §m(bG)7z — My (1.26)

1.4 Kosmické struny

Zakladni model kosmické struny, zalozeny na prostorocasu s takzvanou ko-
nickou singularitou je popsan v [I, kap. 3.4]. Pfi jeho konstrukei se vychazi z
Minkowského metriky v cylindrickych souradnicich

ds? = —dt* + dp® + p*dp? + d2?, (1.27)

kde jako obvykle ¢ € [0,27). Z tohoto prostoroc¢asu odstranime vytez o thlu
279 a identifikujeme takto vytvorené okrajové plochy ¢ = 0 a ¢ = (1 — 0)27.
Souradnice ¢ je tak omezena pouze do intervalu [0,(1 — 0)27), ale zavedenim

7



souradnice ¢ = C¢p s C' = 1 — ¢ ziskame metriku opét ve tvaru, v némz thlova
soufadnice ma opét rozsah ¢ € [0,27)

ds? = —dt* +dp? + C?p*de* + dz*. (1.28)

Kv1li tvaru nadploch ¢t = konst. a z = konst., které popisuji kuzel pti vnoreni do
euklidovského prostoru, se takovyto typ singularity oznacuje jako konicka singu-
larita.

Vysledny prostorocas je plochy vsude, az na osu p = 0, kde tenzor kfivosti
neexistuje jako spojitda funkce. Prestoze je kolem osy krivost nulova a tedy na
testovaci Castice neptisobi zadna pritazliva sila, tak paralelnim prenosem vektoru
kolem osy se pootoci o tthel 274, ktery udava konicky deficit singularity.

Z tohoto divodu je dilezité zkoumat regularitu os u axialné symetrickych
prostorocasii. Naptiklad pravé konicky deficit je jednou znamek topologickych

defektn.

Obréazek 1.1: Konicky tvar prostorocasu kolem struny, ktery piisobi na kolem
prochéazejici geodetiky jako gravitacni ¢ocka. Obrazek prevzat z [3]

U kosmickych strun, které je mozné pravé timto modelem zjednodusené po-
pisovat, se konicky deficit pouziva k popisu linearni hustoty struny.

Plné relativistickou konstrukeci nekoneéné struny provedl v roce 1981 [13] v
linearizované teorii a pak v roce 1985 na sobé nezavisle Gott [14] a Hiscock [15].
Tuto konstrukci, kterd je také déle rozebréana v [16], zde prezentujeme.

Hiscock vychazel z obecného cylindricky symetrického statického feseni.

ds? = —e2dt? + e2Vdp? + e (dp? + d2?), (1.29)

kde v, ¥ a A jsou funkce souradnice p. Strunu uvazoval ve tvaru valce o malém
poloméru py a konstantni hustoté e. Tenzor energie a hybnosti, jak argumentoval
Vilenkin [I3] na zdkladé zakoni zachovéni, ma podobu

T} = —e, (1.30)

pro p < po a vsechny ostatni slozky jsou nulové.
Pro metriku (|1.29)) tedy maji Einsteinovy rovnice tvar

Gt =e 2)\( Voo + (¥, ) + A pp) = —8e, (1.31)

¢—6 2/\( + (v, ) +/\pp) =0, (1.32)

G" = e M, +Vph, FU,M,) =0, (1.33)
2>\(y7 ( ) V,p N + ¢,pp (w,p)z ‘|’ w7pV7p - w»/’)\ﬁ) - —871'6 .

(1.34)



Déle méme podminku pro zachovani tenzoru energie a hybnosti 7,,” .3 = 0 odkud

plyne
(v,+A,)e=0. (1.35)

Z této rovnice s vyuzitim rovnice pro G‘Z plyne, ze v a A jsou konstanty, které
mohou byt poloZeny rovné nule vhodnym preskalovanim soutadnic ¢, p, z. Rovnice
pro G/, je pak trividlné splnéna a rovnice pro G a G* davaji

¢,pp + (¢,p)2 = —38me. (136)
Tato rovnice pak urcuje vysledny tvar metriky valce,
e = Acos(p/p.) + Bsin(p/p.) (1.37)

kde p, = (8m¢)~'/2. Aby byla metrika reguldrni na ose volime A = 0 a B = p,.
Vnitini metrika védlce o konstantni hustoté tedy je

ds® = —dt* + dp?® + p2sin®(p/p.)d¢® + d2°. (1.38)

Vnéjsi feseni je mozné nejjednoduseji urcit, po upraveni Einsteinovych vaku-
ovych rovnice do podoby

e/ TA(G)2 - GY = (v,e" )" =0, (1.39)

/TG )2 — GE) = (N, =0, (1.40)

(G2 - GY) = (et =0, (1.41)

NG = A v + A0, + b, =0 (1.42)

Tato soustava rovnic mé reseni

v=mlog|r+ K|+ Ch, (1.43)
A=m(m—1)log|r+ K|+ Cy, (1.44)

Y =(1—m)log|r+ K|+ Cs, (1.45)

(1.46)

kde m, K, C, Cy, C3 jsou integracéni konstanty. Vysledna metrika ma po vynulo-
vani konstanty K posunutim radialni souradnice tvar

d82 _ —T2mC2dT2 + 7,,27)1(77171)b2<dz2 + d7’2) + 7,2(177)’L)a/2d¢2 ’ (147)

kde a, b, ¢ jsou konstanty. Dalsim krokem bude navazat na sebe vnitini a vnéjsi

reseni, tak aby na povrchu vélce byla ktivost spojitd. Protoze radidlni souradnice

r vné a p uvniti jsou obecné rozdilné, oznac¢ime prislusné poloméry valce ry a pg
Na povrchu vélce mame ortonormalni triddu vektort

th =e7"o)", (1.48)
th =e Mok (1.49)
th =e VoY (1.50)

(1.51)



a také normélovy vektor

n, = e, (1.52)
Vnéjsi krivost povrchu valce je tedy dana

Aby byla zachovana spojitost krivosti pri prechodu pres povrch valce, je nutné
aby funkce e”, e*,e¥, v, 1., A, byly spojité. Protoze funkce v, A jsou ve vnitiku
valce konstantni dostavame podminku

m  m(m-—1

— = 7( ) =0 (1.54)

To To

odkud plyne m = 0. Déle ze spojitosti e a e* plyne, ze b = ¢ = 1.
Z rovnice ((1.36]) dostdvame vynasobenim e¥

(e¥) ,p = —8mee? (1.55)
a integrac{ této rovnice, s vyuzitim ¢ ,e¥ — 1 pro p — 0, dostédvame

PO
a:L%m/e%m (1.56)
0

kde jsme vyuzili vnéjsi feseni pro ¢ k napojeni metrik a na hranici
valce a tedy 1 ,.e¥ = a.

Linearni hustotu u je u cylindricky symetrické situace prirozené definovat jako
hustotu € na vlastni objem valcového zdroje

= 6/0p0 /027r eVdodp = 2me /Opo eVdp . (1.57)
V nasem pripadé konkrétné
a=1—4pu, (1.58)
p = 2mep? (1 cos(po/p.)) = § (1~ cos(po/p.)) (1.59)
Dosazenim do rovnice dostavame vysledny tvar metriky
ds? = —dt* + dr? + d2* + (1 — 4p)*r?de? (1.60)

a zaroven hodnotu konického deficitu takovéto struny 8mu. Protoze metrika
nezavisi pfimo na py ani € a pouze na p je mozné provést limitu pg — 0 pri
zachovavani pg/p. = konst. a tedy i konstantni linearni hustoty. Pri této limité se
také objevuje d-funkce v tenzoru energie a hybnosti.

Stejné zavislosti konického deficitu a linedrni hustoty struny je mozné dosah-
tak je mozné najit i takové feseni, kde po limitnim prechodu linearni hustota
neodpovida konickému deficitu stejnym zptisobem. Pro ptripad nekonecné rovné
struny jsou tyto problémy detailnéji vysetieny v [16, kap. 7].

Z matematického hlediska je vysSetfovani singuldrnich zdroji v relativité ob-
tizné, kvili nevhodnosti vyuziti teorie distribuci, k vySetrovani problému neline-
arnich parcidlnich diferencidlnich rovnic. V [I7] jsou také zkoumény postacujici
podminky, kdy je vyuziti distribuci opravnéné, metrika nekoneéné rovné struny
je ale nesplniuje. Jednim z moznych pristupt je vyuziti, ktery je diskutovan v [1§]
teorie algeber zobecnénych funkei.
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1.5 Schwarzschildova ¢erna dira
s kosmickou strunou

Jednoduché zobecnéni Schwarzschildovy metriky je mozné konstruovat
odstranénim c¢asti prostorocasu omezenim soufadnice ¢ a identifikaci zbylych
okraju, stejné jako bylo provedeno pri konstrukci jednoduchého modelu struny.
Vysledné metrika, ktera ma tvar

-1
ds? — (1 _ i) > + (1 _ 2:”) dr® +12(d6? + C?sin?0d¢%),  (L.61)
byla dikladnéji diskutovana v [19]. Tato metrika popisuje Schwarzschildovu cer-
nou diru, kterou protind kosmicka struna lezici na ose § = 0 a 6 = . Stejné jako
v pripadé samotné nekonecné struny, tak i v zde kfivost prostoru mimo strunu se
nelisi od ktivosti Schwarzschildovy ¢erné diry, ale struna ptisobi na geodetiky pro-
chazejici kolem ni (detailni feseni pohybu testovacich i hmotnych ¢astic v tomto
prostoroc¢asu je provedeno v [20]).

Schwarzschildova metrika je asymptoticky plocha, pri limité r — oo v ([1.61])
dostaneme, po prechodu do valcovych souradnic, metriku ve tvaru (|1.28]).

V ¢lanku [19] je také studovano zobecnéni prostorocasu jedné ¢erné diry pro-
taté strunou. Autori se zabyvali soustavou dvou cernych dér, které jsou drzeny
od sebe strunami které od dér jdou nekonecna. Takovyto systém je ale nesta-
bilni. Pokud obé diry budou mit stejnou hmotnost a budou v dostateéné velké
vzdalenosti od sebe, tak napéti ve strunach zpusobi, ze budou urychlovany do
nekonecna.

1.6 C-metrika

C-metrike je vakuové Teseni, jehoz statickd podoba byla rozpracovana jiz v
roce 1918 [21], [22]. Déle bylo podrobnéji popséno a interpretovano v [23] a [24],
jako TeSeni popisujici dvé ¢erné diry které navzajem od sebe zrychluji ptisobenim
strun na ose.

Metrika tohoto prostorocasu se nejbéznéji udava ve tvaru

1 - dy? d 2
N S -
ds? = A?(x+y)2< Far? + ) (1.62)

kde G a F' jsou kubické funkce

G=1-2>-2MA23 (1.63)

F=—1+y*—2MAy" (1.64)

Metrika obsahuje 2 parametry M a A, pro M = 0 se jednd o Minkowského met-
riku. Aby funkce F' a G méli nedegenerované redlné kofeny pozadujeme podminku
27M?A? < 1, ¢imZ se omezime na fyzikalné nejpodstatnéjsi pifpady.

Tato podoba metriky byla volbou souradnic upravena tak, aby v kubickych
funkcich I a G nebyly linearni ¢leny. V [25] je vSak této volnosti vyuZito k
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ziskani podoby ve které koreny kubickych funkci mély jednodussi podobu, kon-

krétné =41, —ﬁ. Metrika v téchto novych soutradnicich po provedeném preska-

lovani ma podobu

1 dy?  da?
2_ - | _ 2 A i 2
ds _@2(x+y)2< FAdT"+ — + & +Gdg0>, (1.65)
kde
G=(1-2%(1+2am) (1.66)
F=—(1-9°)(1+2amy). (1.67)

Aby bylo zachovano spravné poradi korenti,tak pozadujeme 0 < 2am < 1, zaroven
pro zachovani signatury metriky je nutné aby G' > 0, tedy = musi lezet mezi
odpovidajicimi koteny . Vzhledem k tvaru metriky fyzikalni prostorocas
spliuje budto x +y > 0 nebo x +y < 0. Jiz zminéna situace zrychlujicich ¢ernych
dér nastava prave pro x € [-1,1] sz +y > 0.

Pro vysettovani nékterych dalsich vlastnosti C-metriky je vhodné znat jeji
podobu také v souradnicich sférického typu. Substituci

T = —cosf
1

y=—
ar

T=ot

kde bereme 6 € [0,7]. Ziskdme metriku ve tvaru

1 dr? 2d0?
ds? = = aredp <_th2 " 5 47 5+ Pr¥sin’ 9d<p2> . (1.68)
kde
P =1-2amcosf (1.69)
Q= <1 — 2m> (1 — a2r2> (1.70)
. :

Vzhledem k nulové tetrdadé odpovidajici ([1.68]) je jedind nenulova slozka Weylova
tenzoru kfivosti

3
Uy = — (i — @ cos 9) = —ma’(z +y)°. (1.71)
Tedy pro m # 0 jedind neodstranitelna singularita je v r = 0. Kofeny @ v
r = 2m,1/a jsou soutadnicové singularity. Z druhého vyrazu v je také
jednoduse vidét, ze v konformnim nekonecnu, tedy kdyz x — —y je metrika
plocha.

Vzhledem k podobnosti se Schwarzschildovym feSenim, v néz tato metrika
prechazi pro a = 0 je mozné interpretovat singularitu » = 2m jako horizont uda-
lost{ ¢erné diry. Jak je ukdzéno napiiklad v [I, kap. 14.1.4] pomoci Minkowského
limity, parametr o odpovida zrychleni bodového zdroje a souradnicova singularita
r = 1/« je horizont zrychleni.

12



Z podkapitoly o kosmickych strunach vime, ze C-metrika by méla obsahovat
struny na ose symetrie. Metrika ma v sférickych soutradnicich Killingtiv
vektor ) = 0y, ten vymizi v kofenech clenu gy a tedy pro ¢ = 0,7. Tim
je ddna osa symetrie prostorocasu C-metriky. Z tohoto divodu je vhodné brat
¢ € [0,27rC') kde spolu identifikujeme okraje tohoto rozmezi.

Pritomnost singularity mizeme zkoumat pomoci jejich invariantnich geomet-
rickych vlastnosti. Vezmeme-li maly krouzek okolo poloosy 6 = 0, s ¢,r konstant-

nimi, jeho obvod bude
2nC

Vs (1.72)
a jeho polomér bude

/09 Nori(3 (1.73)

Nyni pfi limité § — 0 pomér obvodu ku poloméru bude

2rCPsin 6

7 — 27C(1 — 2am) (1.74)

Tedy nedostaneme presné 27, pti obdobném vypoctu pro druhou poloosu 6 = 7

ziskdme
2rCPsin 6

™—0
opét vychéazi hodnota rozdilna od 27 navic jind, nez kterou jsme dostali na opacné
poloose. Vzhledem k diskusi v predeslé kapitole je jasné, ze na obou poloosach se
skutec¢né nachéazeji konické singularity, kazda s jinou konicitou.
Dilezitou vlastnosti C-metriky je, Ze strunu na jedné strané osy je mozné
vhodnou volbou konstanty C' odstranit. Tak abychom odstranili neregularitu osy
na @ = 7 volime

— 21C (1 + 2am) (1.75)

1
=15 2am (1.76)
a metrika mé pri této volbé podobu
1 dr?  r2d6?>  Pr?sin?6
ds® = —Qdt? + — de? | . 1.77
° (1—arcos€)2< i+ Q TP +(1+2am)2 S0> (1.77)

O regularité os je podle [26, kap. 19.1] také mozné se presvédcit zkoumanim
Killingova vektoru &4y odpovidajicimu axialni symetrii. Oznac¢ime X = §(¢)M£(¢)“,

pokud je osa regularni tak bude splnéna podminka

XX,

1 1.
5 -1, (1.78)

pti limité k bodu na ose.
Vyhodnotime-li tuto limitu pro metriku ((1.77)), dostavame pro 6§ — «

XX,
41X

—1 (1.79)

apiif—0
XX, (1-2am)?

. 1.
X (1 + 2am)? (1.80)
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Ovérili jsme tedy, ze zvolenou volbou C' jsme odstranili strunu na jedné poloose
a na druhé poloose stale zlistava konickd singularita.

C-metrika také patii mezi Rovinsonova-Trautmanova teseni s n = 0, kon-
krétné algebraického typu D. Podle [27, 28] mizeme transformovat rovnici
pomoci

B 1
alx +y)

u= i (T +/d]j{> (1.81)

= 1 n / dy dx W
v T I o Ty
kde za F,G bereme (|1.66)), (1.67)), tim dostavame metriku ve tvaru ((1.65)).

Ponechanim soutradnic z,p a zavedenim soutadnic r,u pomoci ([1.81]) dosté-
vame metriku ve tvaru

1
ds? = —2dudr + o*r*G (m — > du?
ar
2

d
— 2ar?dudx + r? ( v

Gl + G(x)de ) , (1.82)

Ptes svoji podobnost jsou metriky fotonovych raket a C-metrika odlisné, nebot
C-metrika je vakuova na rozdil od metrik raket, které obsahuji nulovy prach, ktery
vyzaruji. Pro n = 0 prostorocasy raket prach neobsahuji, ale naopak dostavame
a = 0 a tedy Schwarzschildovo Treseni.
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2. Konstrukce prostorocasi
obsahujicich kosmické struny

Cilem této kapitoly je prezentovat, jakym zpusobem je mozné z prostorocasu
Bonnorovy rakety ptejit do prostorocasu C-metriky. Diky podobnosti tvart met-
riky Bonnorovy rakety a C-metriky je mozné se zabyvat dynamickym prechodem,
pri kterém dochazi k fokusaci zarivého profilu n fotonové raktey a formovani kos-
mické struny. Kromé dynamického prechodu je také mozné se zabyvat systémem
statickych prostoroc¢ast Bonnorovych raket, které limitou prechazeji v prostoro-
¢as s kosmickou strunou. Tato kapitola je zaloZena na vysledcich [6]

2.1 Rozsirena trida Bonnorovych raket

Bonnorova raketa - nebyla v [I12] z Robinson-Trautmanovy me-
triky sestrojena v nejobecnéjsi podobé. Podminka zarucuje, ze osa nebude
singularni, a tedy zde nebude konicka singularita. Pro obecné zvolenou funkci
G(x,u) neni zarucené, ze hodnota na levé strané bude kladna.

V nésledujicim textu uvolnime podminku (1.25) a budeme uvazovat

G(w,u) = (1 —a?) (1+ h(z,u)), (2.1)
a zarovenl opomeneme druhou mocninu v definici zafivého profilu n?. Podminka
regularit osy (1.78) dava pri limité na ose x — £1
XX,
4X

tedy regularita zavisi na funkci h.
Takovéto rozsiteni umoznuje prechodem od G' k KG a preskalovanim sourad-
nic a volnych parametrii

— 1+ h(+u), (2.2)

i=VKu, (2.3)
F=r/VK, (2.4)
m=m/KVEK, (2.5)
A=A/NVK, (2.6)

ziskat opét metriku ve tvaru (1.23)), kterd ale obsahuje ¢len K2d¢? odpovidajici
konické singularité.
Bonnorova raketa vyzarovanim nulového zareni ztraci hmotu

/r2de = /n(x) dQ. (2.7)

Jou-li v8ak uvazovany i zadporné hodnoty radiacniho profilu n(z), je mozné se
zabyvat i statickymi pripady, kde

fn@mazo, (2.8)
m(u) =m. (2.9)
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2.2 Zavedeni funkci pouzitych k aproximacim

V této ¢asti zavedeme nékolik matematickych nastroji, které budou v nésle-
dujicim textu vyuzivany.

Pti modelovani vhodnych radiac¢nich profili budeme vyuzivat hladké, ale ne-
analytické schodové funkce jako S(x)

0 pro x < g,

S({L‘) = f( x_ﬁ:gilfzzo:_) — ) prox S [l’o, ZL‘l] s

T1—20 T1—%0

(2.10)

1 pro x > 1,

kde f(z) = e’%, tedy schodova funkce mezi hodnotami xy a x;. Kromé téchto
funkci budeme také vyuzivat, v nékterych situacich vyhodnéjsi schodové funkce
zalozené na polynomech radu 2n + 1 s zadanymi odpovidajicimi okrajovymi pod-
minkami.

Budeme pouzivat znaceni pro zvysujici se schodovou funkei 8, (z), kterd je
nulova pro < a a mé hladky prechod od 0 do 1 pro x € [a, b], pti¢emz pro z > b
je rovna 1; a snizujici-se schodovou funkei S (2) =1 — 8 (qp) ().

Také budeme vyuzivat stolovou funkci zavedenou pomoci

0 proz <a,
Sap(x) proz € [a,b],
Tapea(r) = 1 pro x € [b, ], (2.11)
Siea)(z) proz € [¢,d],
0 prox >d.

Tyto funkce budou nasledné v prostredi systému pocitacové algebry (CAS) vyu-
zity k zavedeni hladkych limitnich ptechod.

Dalsim néastrojem bude rozvoj funkei na intervalu [—1,1] do baze Legendreo-
vych ortogonalnich polynomi

f(@) = anPu(z), (2.12)
n=0
kde koeficienty a,, maji diky normalizaci Legendreovych polynomi tvar

2”; o/ 11 F(@)Py () dz (2.13)

K prevodu polynomialnich vyrazi se kterymi budeme pracovat do baze Le-
gendreovych polynomt, vyuZijeme vyjadieni standardni baze {1,z,22 23,...}

Ay =

R Zk: agk)Pj(m) : (2.14)

T2k +1) & o
2k - \/_ 22k‘+1 Z ag] ) P2.] (‘r) ’
o 9=0 (2.15)
_(2k) 47 +1
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pro sudé mocniny x a pro liché mocniny pak

D2k +2) I\ _ors
2 = 92k+2 > a’éj—:i : Pajyai(z),
=0
~(2k+1) 474+ 3

k1) . 2.16
@2j+1 Tk+j+2)D(k—j+1) (2.16)

V béazi Legendreovych polynomi je mozné taky vyjadrit nékteré distribuce —
napiiklad Diracovu delta funkci

5(z—a) = ﬁ::o <n 4 ;) Pu(z) Pa(a). (2.17)

2.3 Dynamicky prechod

Metrika Bonnorovy rakety pii volbé A = 0 a G = (1 — 2?) piechdzi
na metriku Schwarzschildova feseni. Volbou A = 0 a G = K(1 — z?) dostévame
Schwarzschildovu ¢ernou diru obsahujici konickou singularitu.

S vyuzitim hladké schodové funkce miizeme sestrojit dynamicky prechod mezi
témito dvéma situacemi. Zavedenim

) _ Kugaup®@
G(z,u) = (1 -z ) L+ 2w8 (g up)(u)e 1702 (2.18)

pfi A = 0 dostdvame prechod od Schwarzschildovy metriky pro (u < wg) pres
radiacni fazi fotonové rakety pro w € [ug,u1] k Schwarzschildové metrice s kos-
mickou strunou, kde K = 1+ 2w pri u = u;.

Obdobny postup mizeme vyuzit i v pripadé C-metriky. V metrice Bonnorovy

rakety ([1.23]), polozime-li

m(u) =m, (2.19)
b(zu) =—A, (2.20)
Glau) = (1-a?) (1+24mz). (2.21)

dostaneme C-metriku ve tvaru ((1.82)) s (1.66)).
Ptiddnim hladkého prechodu do funkel G(z,u) a A(u)

_ Nwgaup®
G(z,u) = (1 - .IQ) 1+ 2Amax 8y up (e 1-22 : (2.22)
Au) = A’g(uo,m)(u) ) (2.23)

je mozné dostat prechod od Schwarzschildovy metriky pro (u < wg) pres radiaéni
fazi fotonové rakety s reguldrni osou pro u € [ug,u;] k metrice, ktera je difeo-
morfni c-metrice pro u = wuy, kdy je veskeré zareni soustredéno ve sméru osy.
Tato metrika vsak neobsahuje druhou ¢ernou diru, jako C-metrika a nemtze na
ni byt analyticky rozsirena.

Tvar radiac¢niho profilu pri takto provedené aproximaci je nemozné resit
analyticky a je pouze mozné dosdhnout vysledku numerickou aproximaci.
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2.4 Prechod pomoci statickych prostorocasi

Pro zkoumani konkrétnich vlastnosti vyzarovaciho profilu raket a formovani
struny na ose je vyhodnéjsi prechod mezi metrikami konstruovat jako limitu sta-
tickych prostorocasi.

Obdobné jako v predeslé ¢asti volime podle podminky takovy tvar rakety,
abychom ziskali parametricky prechod mezi Schwarzschildovou ¢ernou dirou, pres
prostorocas obsahujici fotonovou raketu s regularni osou az po metriku s konickou
singularitou na ose.

Volbou posloupnosti prostorocasii, kde N € Ny pomoci

G(z,u) = (1 - :L’2) (1 + 2w (1 - xZN)) )

) — 0. (2.24)

dostavame systém, ktery miizeme studovat bez nutnosti numerickych aproximaci.

Pri N = 0 strukturni funkce G odpovida Schwarzschildovu feseni, s rostouci
hodnotou N dostavame fotonovou raketu s regularni osou a v limitnim pripadé
N — oo metrika ptechazi na Schwardschildovu metriu s kosmickou strunou.

Dosazenim ([2.24) do ([1.26) obdrzime vyraz

drny(z) = —2w? (4N + 1)(2N + 1)(N + 1)N 2V
+ 4w? (2N? 4 1)(4N — 1)N V2
—2w? (4N — 3)(2N — 1)N(N — 1) 2V
+ (2w + Dw (2N + 1) (N + 1)N 22V
—2(2w + Dw (2N? + 1)(2N — 1)N 2*V 2
+ (2w + Dw (2N — 1)(2N = 3)N(N — 1) 2*N~*. (2.25)

Tento vyraz je mozné pomoci (2.15) a (2.16) prevést do béze Legendreovych
polynomi a ziskat takto vyjadreni ve tvaru rady

drn(z) = (v’ +w) i_ojo 2 <2n + ;) (2n + 1) Pyo() . (2.26)

ProtoZe Py(—1) = (—1)*, tak vyjddfenim delta funkce jako fady polynomil do-
stavame

ad 1
dz+1)+d(x—1)=2 Z <2n + 2) Py, (). (2.27)
n=0
Derivovanim obou stran tohoto vztahu dostavame
1d d
(1= 22— 1 -1 = 2.2
i (=) 6+ 46— 1) 2:25)
d d
- 1 — -1 2.2
dx5($~|— )+dx5(x ) (2.29)
— Y <2n 4 ;) (2n+1) Pon(x). (2.30)
n=0
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Mizeme tedy urcit vyslednou formu radia¢niho profilu fotonové rakety od-
povidajici metrice Schwarzschildovy cerné diry, kterou protind kosmicka struna.

4rn(z) = —(w* + w) l;x dz+1)— di: Sz — 1)] : (2.31)

Zaroven jsme tak podle ([1.8) dostali vyjadreni tenzoru energie a hybnosti struny
na ose.

o (2.32)

d d kokp
Ty = —(w? — 4 1)— —d6(x—-1)| =
= =) | o+ 1) - L oG- 1)
Obdobnym zptusobem postupujeme i pti konstrukci C-metriky. Aby byly spl-
nény podminky nasi rozsirené t¥idy Bonnorovych raket volime

G(zu) = (1 - 3:2) (1 + 2Amx (1 - :[ZN)) :
1 ) p (2.33)

A = (1= 57

Systémem pocitacové algebry pak obdobné jako v predchozim piipadé vyhod-
notime radiac¢ni profil. Prechodem k Legendreovym polynomim a provedenim
limitniho prechodu pak dostavame

4 n(x) = A*m? iZn (Qn + ;) (2n + 1) Py, ()

AmY @20+ 1) (2n 4 2) (20 +2) Py (2) . (2.34)

Opét vyuzijeme vyjadieni delta funkce v podobé tady
s 3
Sr+1)—d—1)=23 <2n + 2) Ponir () (2.35)
n=0

a vyuzitim vlastnosti Legendreovych polynomt jsme opét schopni dostat odpo-
vidajici podobu nekonecné rady

L2 () S0 -se 1) = (2.36)
— _Cic S(x+1)— (i: S(z—1) (2.37)
==Y @0+ 1) (2043 ) (20 +2) Paa(a). (2:38)

Z tohoto vyrazu jiz je jasné vidét tvar radiacniho profilu (2.34]) a tedy i tenzoru
energi a hybnosti (1.8])

drn(r) = —A*m? (dic S(x+1)— ;x d(x — 1))
— Am (id(m—i—l)—i—ié(z—l))

:_Am(Am+1)iC5(x—|—1)+Am(Am—1);3:5(:15—1). (2.39)
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Dalsi moznosti je volit strukturni funkce vyuzivajici polynomialni schodové
funkce, Tadu 7 nebo vyse, v podobé

G(l’,u) = (]_ — ZE2) (]. + 2w$(_170)<—5) T(—l,—l—‘ra,l—e,l) (ZL’)) s (240)
pro Schwarzschildovo Feseni se strunou a
G(JT,U) = (1 — 1’2) (1 + 2Am$$(,1’0)(—5) T(,l’,prg’l,s’l)(l')) , (241)

pro C-metriku. V tomto pripadé opét pomoci systému pocitacové algebry prove-
deme rozvoj do Legandreovych polynomi a po provedeni limity dospéjeme opét
ke stejnému vysledku.

Jako vychozi strukturni funkci G je ale také mozno volit v jiné podobé, to
také naznacuje ze vysledky nezavisi na volbé prechodu mezi metrikami.

Je mozné vyuzit hladkych schodovych funkei a zadefinovat

Ge(zu) = (1 — x2) (1 + 2we T2 S(0,1)(€)) :
A(u) =0, (2.42)
pro Schwarzschildovu metriku s kosmickou strunou a
Ge(xu) = (1 - x2) (1 + 2Amae T S(o,l)(€)> ,
Alw) = AS0() (2.43)

pro C-metriku.
Vypoctenim radiacniho profilu ([1.26)) pro tyto strukturni funkce dostédvame
pro Schwarzschildovo reseni

_2w23%0,1)(5) ps(z) , e wSo.() (%)
6

R e N e Tex VA

A ne(z) =
kde ps(z) a gs(z) jsou polynomy

ps(z) = 8%zt — 227 (1 - acQ) (111;2 + 9) €
+3(30% 4827 +1) (1-2)°, (2.45)

gs(z) = ps(x) — 4% + 227 (1 - 2%) (T2® +6) €. (2.46)

V tomto pripadé, kvili exponencidlnim c¢lentim, neni vyhodné opét postupovat
stejnym zpusobem a pokouset se najit rozvoj do Legendreovych polynomii. Vzhle-
dem k ocekavanému vysledku v podobé distribuce, je vhodné zkoumat funkci
ne(z) jako distribuci a zabyvat se jejim pusobenim na testovaci funkce v podobé
polynomialni baze.

Chovéni n.(z) je pfi limité ¢ — 07 pro x € (—1,1) uréeno prevazné exponen-
cidlnimi ¢leny, pro mald € tak je mozné vyuzit priblizeni

e TR ~ eI ) pro xz € (—1,1); oznacované n (2.47)

L}
m+ m|

1 . .
e T2 ~era T pro x € (—1,1); oznacované n
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1 1
Obrézek 2.1: Radiacni profil n. pro piipad C-metriky (2.43) s A = nem=c%

Soutadnice x byla zobrazena jako polarni pomoci x = cos(f) a nulovd hodnota
radia¢niho byla posunuta o hodnotu 100 od stfedu aby bylo mozné zobrazit i

zaporné hodnoty. Levy obrazek je vytvoren pro € = 6 a pravy obrazek pro

€ = —. Porovnanim obou obrazk je mozné vidét zesilovani a fokusaci vyzarovani

podél osy s rostouci hodnotou e.

Pomoci systému pocitacové algebry je mozné ptisobeni distribuci analyticky
vySetfit. Provedenim limitniho prechodu pak dostavame pro zo € (—1,1)

1

111(1)1+ e"nt(z)dz = (w? +w)N (2.48)
= —(w*+w)d(x+1) {Q:N] :
lim [ #¥nZ(2)de = (—1)V N(w? + w) (2.49)
e—0t J-1

= - +w)d(x—1)["] .

Jako u prechodu se strukturni funkci v podobé polynomu jsme dostali
stejny vysledek: radia¢ni profil v podobé derivace delta funkce. Obdobnym zpii-
sobem bychom postupovali i v pripadé C-metriky, a opét bychom dospéli k .

Pokud bychom chtéli ziskat jako vysledek C-metriku, kterda méa konickou sin-
gularitu pouze na jedné ose, mizeme volit jako strukturni funkci

G(zu) = (1 - x2) (1 +2Am(1 + 2) (1 — x2N)> :
1 (2.50)
A = (1= ) A

Protoze funkce h je v x = —1 vymizi, tak podle (2.2)) zde bude metrika regularni.
Pro radia¢ni profil rozvojem do Legandreovych polynomil a provedenim limity
dostavame

o0

drn(z) = mA@2mA + 1)(D_(2k + 1)(4k + 1)k Pax(z)
k=0

+ i@k +1)(4k + 3)(k + 1) Pyya(z)) (2.51)
k=0
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Vyuzitim rovnic (2.28)) a (2.36)) tato rovnice ziskava tvar

dn(z) =mA(2mA + 1)(£p S(x+1)— ;I é(x—1)

(2.52)
d d
+£5(x+1)+£5(x—1))
=2mA(2mA + 1);% Sz +1) (2.53)

Radiacni profil a tedy i tenzor energie a hybnosti (1.8) tedy v ptripade, kdy
poloosa x = —1 je regularni ma distribu¢ni vyraz pouze na x = 1.
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3. Dodatek o zaporné hmotnosti

P1i konstrukci statickych prostorocasi v druhé kapitole jsme k zajisténi zacho-
vavani hmotnosti zdroje pfi limitnim procesu museli uvazovat vyzarovani nulové
tekutiny o zaporné energii-hmoté. Prestoze v prirodé nebyla pozorovana tak, v
nékterych pripadech v relativistické fyzice mize byt zaporna hmota pouzita k mo-
delovani jevu, jejichz fyzikalni podstata je ve skutec¢nosti odlisna. Podobné jako
v pripadé kosmické struny zpusobujici konicky deficit, které odpovida kladna li-
nearni hustota, je mozné se zabyvat strunou zpusobujici konickou singularitu s
prebytkovym thlem. Takovéto struné by podle jednoduché konstrukce v prvni
kapitole odpovidala zapornd linearni hustota. Struna s konickym prebytkem je v
[1] diskutovédna v ramci nékolika Teseni, napiiklad jako pfi¢ina akcelerace ¢ernych
dér u C-metriky nebo udrzovani dvou ¢astic v konstantni vzdalenost v ramci sta-
tického TeSeni. Zaporna hmota ma také uplatnéni v kosmologii, naptiklad [29],
kde je mozné ji vyuzit jako vysvétleni temné hmoty.

Zakladni analyzu zdporné hmoty v obecné relativité provedl Bondi [30]. Jiz
z jeho prikladu se jevi, ze vyskyt zaporné hmoty v ptirodé vsak neni mozny.
V takovém pripadé by totiz dvé castice s opaénymi hmotnostmi, které jsou ve
vychozim stavu v klidu, zacaly samy od sebe zrychlovat ve stejném sméru.
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Z.aver

V predlozené préaci jsme se zabyvali studiem kosmickych strun nachazejicich
se na ose symetrie v axialné symetrickém prostorocasu popisujicim dvé rovno-
mérné zrychlujici ¢erné diry. V prvni ¢asti jsme se seznamili s Robinsonovou-
Trautmanovou tfidou feseni, mezi ktera patii Schwarzschildovo i Vaidyaovo a
dale ale i prostorocasy fotonovych raket a C-metrika, které jsou v praci dale
zkoumany.

Déle jsme se zabyvali konstrukei nekonecné tenké kosmické struny a vztahem
jejl linedrni hustoty ke konickému deficitu odpovidajicimu sile jejiho ptisobeni
souvislost urc¢it na zakladé uvazované jednoduché konstrukce, jak je diskutovano
v [I7] a [16], v tomto pripadé vede k ocekdvanym vysledktum.

Jako dileziti zastupci Robinsonovych-Trautmanovych byly uvedeny Kinner-
sleyovy a Bonnnoroy rakety.

Déle je diskutovana Schwarzschildova metrika, kterou protina kosmicka struna.|]
Kosmicka struna v tomto pripadé je narozdil od C-metriky pouze odstranitelna
souradnicova singularita, ale pfesto tato metrika slouzi jako uzitecny model v
dalsi analyze.

Nakonec jsou v prvni ¢asti struéné prezentovany nékteré aspekty C-metriky a
zminény interpretace jejich vlastnosti jejichz dikladnd analyza je shrnuta v [I].

V ¢ésti préce se prezentujeme vysledky [6], uvazujeme uvolnénou tridu Bonno-
rovych raket, kde je uvolnéna podminka na regularitu osy a jsou povoleny zaporné
hodnoty radia¢niho profilu. Zabyvame se konstrukei limitnich pfechodt prosto-
rocasy raket se stdle zuzujicimi se radiac¢nimi profily a metrikami obsahujicimi
kosmické struny.

Nejdrive se zabyvame dynamickym prechodem mezi témito prostorocasy. Tento}
postup, ale neumoznuje analyticky zkoumat vlastnosti vyslednych metrik.

Déle je uvazovana parametricka posloupnost statickych prostorocast a jejich
limitou je konstruovan vysledny prostorocas. Pri limitnim pfechodu ziskavame
tenzor energie a hybnosti nulového prachu soustiedéného do osy v podobé derivace
delta funkce, tento vysledek je v souladu s teorii o struniach zkoumanych v prvni
kapitole.

Jsou prezentovany 3 rtizné posloupnosti prostorocast které vedou ke stejnym
vysledktim pro C-metriku, nebo pro Schwarzschildovu ¢ernou diru protatou stru-
nou. To naznacuje ze vysledek nezavisi na volbé parametrizace. Dale byl vypocten
radiacni profil, a tedy i tenzor energie a hybnosti, posloupnosti prostorocast ktera
prechazi na C-metriku, u které byla jedna z konickych singularit odstranéna.

Ve treti kapitole se velmi strucné diskutujeme opravnénost vyuziti zaporné
hmoty, pti konstrukei statickych prostorocasi uzité v predchozi c¢asti.
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