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Abstrakt: Tato praca sa venuje analyze zvyskovych korelacii medzi odchylkami
jadrovych hmotnosti od Garvey-Kelsonovych relacii, ¢o si lokalne algebraické
vztahy ddvajice do stvislosti hmotnosti susednych nuklidov. Vlastnosti korelacne;
matice urcené z odchylok od Garvey-Kelsonovych relacii a z nej vypocitané
spektralne korelacie su v stulade s uz skor formulovanou hypotézou, ze odchylky sa
daji do velkej miery chapat ako Statisticky nezavislé fluktudcie. Preto sa hmot-
nosti nuklidov nedaji popisat globdlnou funkciou proténového a neutrénového
¢isla s presnostou vyssou ako je velkost odchylok, t.j. s presnostou lepsou nez je
radovo 100 keV. Analyza hlavnych komponentov ukazuje, ze najvicsie zvyskové
korelacie sa vyskytuju (i) v oblasti magickych ¢isel a (ii) medzi silno deformo-
vanymi tazkymi jadrami.
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lation matrix determined by the deviations from Garvey-Kelson relations and by
the calculated spectral correlations are consistent with the hypothesis formulated
beforehand, that it is possible to understand the deviations as statistically inde-
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Uvod

Poznavanie a vysvetlovanie nezndmych a zdhadnych javov v prirode bolo hnacou
silou vedy od jej pociatku. Ci uz to bolo poznanie toho ako vzniké svetlo v slnku,
alebo ako ziskavat energiu z jadrovych procesov. Ci st to javy na skalach planét,
alebo na mikroskopickej irovni jadier atémov.

T4to praca sa zameriava na jeden z mikroskopickych objektov, ktory je sticastou
zakladnych stavebnych blokov reality, atémov. V atémovom centre sa nachadza
atémové jadro. Spravny popis jadra je esencidlny k pochopeniu mnohych javov,
a to nie len na mikroskopickej tirovni. Ak chceme popisat jadro spravne, nemoze
ndm chybat jeho fundamentélna vlastnost, ktorou je hmotnost. Presné popisanie
hmotnosti jadra je dolezité napriklad v jadrovej astrofyzike. Bud k pochopeniu
jadrovych procesov vo vnutri hviezd, alebo k popisaniu relativnych pocetnosti
izotopov vo vesmire.

Hmotnosti jadier atémov sa popisuju globalne alebo lokalne. Globalnym po-
pisom moZe byt napriklad popis jadra ako nabitej kvapky, na ktorom je zaloZeny
tzv. kvapkovy model jadra. Taktiez znamym globalnym modelom jadra je tzv.
orbitilovyy model jadra, ktory je zalozeny na analdgii k orbitdlovému modelu
atému, kde su jednotlivé castice umiestnené na vrstvach. Dnesné najpresnejsie
globalne modely jadra vychadzaji z tychto, alebo z komplexnejsich modelov a
d’alej ich rozvyjaji podla zakonitosti, ktoré platia na kvantovej irovni. Tieto mo-
dely nésledne dokazu predpovedat hmotnosti jadier zo znalosti ich proténovych
a neutréonovych cisiel.

Na druhej strane sa d4 popisat hmotnost jadra aj lokdlne. Znamend to vyuzitie
znalosti susednych hmotnosti jadier. Na tomto principe st zalozené tzv. Garvey-
Kelsonove reldcie [T, 2]. St vlastne algoritmom, ako predpovedat nezndmu hmot-
nost jadra s pouzitim zndmych hmotnosti jadier s nim susediacich. Garvey-
Kelsonove relacie predstavuji jednoduché vzfahy medzi blizkymi jadrami, ktoré
vychadzaju z jediného predpokladu, ze sa poloha jednocasticovych energii pohy-
bujucich sa v strednom poli jadra priliS nezmeni pri zmene proténového alebo
neutrénového ¢éisla.

K tomu, aby sme mohli presne predpovedat hmotnosti jadier potrebujeme ve-
diet, aké velké odchylky od uz experimentélne nameranych hmotnost{ bude dany
model vykazovat. Teda nés zaujima aka je presnost danej predikcie. Tieto pres-
nosti boli podrobne analyzované pre niekolko globdlnych modelov jadier [3], ale
z §irSia boli aj porovndvané presnosti niekolkych globalnych modelov a Garvey-
Kelsonovych relécii [4, [5]. Dokonca bolo ukdzané, ze dosahuji radovo podobné
presnosti [5].

Taktiez bolo naznacené, ze korelacie medzi odchylkami od Garvey-Kelsonovych
reldcif st velmi slabé a vykazuji vlastnosti sumu. Pre niekolko globdlnych mode-
lov bolo ukazané, ze koreldcie strednych kvadratickych odchylok tychto modelov



mozu byt asociované s chaotickym pohybom v kvantovej mechanike [3].

V tejto praci sa budeme podrobnejsie zameriavat na analyzu zvyskovych ko-
relécif po pouziti Garvey-Kelsonovych relécii, teda sa nebudeme venovat globalnym
modelom, kedze tie uz boli studované [3]. Budeme teda pocitat odchylky od
lokalneho modelu jadrovych hmotnosti, od Garvey-Kelsonovych reldcii a nasledne
ich analyzovat.

Pri analyze budeme pouzivat podobné metédy ako v [3], ale taktiez odlisné
Statistické metody ako st autokorelacné matice, korelacné matice a analyza hlavnych
komponentov. Zvl4st budeme analyzovat aj spektralne koreldcie, ktoré sa pouzivaji
v charakterizacii kvantového chaotického systému.



Cast 1
Teodria

1.1 Garvey-Kelsonove relacie

Jadra atomov, a Specialne ich hmotnosti, popisujeme roznymi metédami. Hmot-
nostna formula je vztah, ktory dokaze predpovedat hmotnost jadra, pricom pred-
pokladdme znalost iba poétu proténov a neutrénov. Na popisanie jadrovych
hmotnosti sa d4 pozerat bud ako na celd jadrovi tabulku, ¢o robi napriklad prave
najznamejsi kvapkovy model jadra (Bethe-Weizséckerova hmotnostna formula),
alebo aj na jednotlivé jadra a ich najblizsich susedov, kde sa pozerdme na vztahy
len medzi niekoikymi susednymi jadrami. Préave tento druhy pristup vyuzivaju
tzv. Garvey-Kelsonove relacie. Si pomenované po dvoch autoroch c¢lanku z roku
1966 [1], v ktorom Garvey a Kelson predstavuji vtedy nové vztahy medzi jad-
rovymi hmotnostami. Pri tomto druhom pristupe ale pozadujeme okrem znalosti
poctu proténov a neutrénov aj znalost hmotnosti okolitych jadier.

Jadrové modely st zvicsa celkom zlozitymi stibormi vztahov. Garvey-Kelsonove
reldcie, popisujiice jadro hoci iba lokdlne, st velmi jednoduché, ale napriek tomu
uzitocné.

Hmotnost jadra (N, Z), ktoré md pocet neutrénov N a pocet proténov Z
budeme znacif M (N, Z). Potom v najjednoduchsej podobe si Garvey-Kelsonove
reldcie popisané vztahom, ktory Garvey s Kelsonom odvodili v [1] ako:

M(N+2,Z—-2)—M(N,Z)+ M(N,Z —1)— M(N +1,Z - 2) (L.1)

+M(N+1,Z)— M(N+2,Z—-1)=0. ‘

Relécie (|1.1]) urcite iplne nenahradia hmotnostni formulu, pretoze nedokdzu

predpovedat hmotnosti "z ni¢oho”. Ich uzitocnost ale spociva v jednoduchosti a

vicsej presnosti robit predpovede o hmotnostiach na zéklade znalosti hmotnosti
v okolf jadra, ktorého hmotnost chceme urécit.

1.1.1 Motivacia k vytvoreniu Garvey-Kelsonovych relacii

Jednym z cielov jadrovej fyziky bolo, a aj stédle je, ziskat ¢o najpresnejsi popis
jadra. Na dostatocény popis jadra potrebujeme znalost viizobnych energii a teda
hmotnosti jadier, kedZe hmotnost jadra v zdkladnom stave je zdkladné veli¢ina
popisujiica atémové jadro. Preto bola vynaloZzens velkd snaha ziskat formuly,
ktoré by ndm hmotnosti vsetkych jadier ¢o najpresnejsie predpovedali. V stcasnej



dobe st zname rozne formuly vychadzajice z odlisnych teoretickych predpokla-
dov: od semi-empirickej, ktord nemé vela parametrov, k fenomenologickym va-
riantdm, ktoré pouzivaji velké mnozstva parametrov. Avsak z fundamentilneho
pohladu tieto pokusy nedosiahli velké kvantitativne tspechy, pretoze exaktna
tedria pre takyto koneény problém mnohych telies je obtiaZne riegiteln4.

Zakladnym rozdelenim technik na vypocet neznamych hmotnosti jadier by
mohlo byt na globélne a lokalne techniky. Globdlne modely obvykle vyuzivaji
znalosti uz zmeranych hmotnosti k nafitovaniu parametrov (ktorych su ¢asto de-
siatky) a potom predpovedaji nezndme jadrd. Lokélne vztahy sa snazia predpove-
dat nové hmotnosti na zdklade zndmych hmotnosti jadier v blizkom okoli. Najjed-
noduchsim globalnym pohladom na atémové jadro je urcite Kvapkovy model jadra
a s nim spojend semi-empirickd Bethe-Weizsédckerova formula. Kvapkovy model
ale oproti dnesnym modernej$im modelom zaostdva najméi svojou presnostou, ¢o
je sposobené tym, ze neberie dostatocne do tvahy kvantovo-mechanické efekty
[6]. Tento model bol vsak postupne rozsirovany do tvaru, ktory obstoji aj medzi
uplne mikroskopickymi modelmi. Medzi aktualne najpresnejsie globalne modely
patria:

1. FRDM (angl.: finite range droplet model), ktory vychddza z kvapkového
modelu a berie do dvahy mikroskopické orbitalové korekcie (angl.: micros-
copic shell corrections) [5]

2. Modely zalozené na Hartree-Fock-Bogoliubovej (HFB) teérii [B, [3]

3. Modely vychadzajuce z orbitdlového modelu jadra. Napriklad Duflo-Zucker
[5, 3]

Ukazuje sa, 7Ze vietky spominané globalne modely vykazuji podobnii presnost a
to v rade 400-700 keV.

Detailne nebudeme rozoberat tieto modely, kedZe nie si predmetom tejto
bakaldrskej prace a vyuzivajui velmi pokrocilé teoretické znalosti presahujice ba-
kalarske studium fyziky. St tu ale spomenuté kvoli motivacii k zavedeniu lokalnej
techniky s podobnou presnostou: Garvey-Kelsonovych reldcii.

Lokélna technika uréujiica jadrové hmotnosti vyuzivajica vztahy, ktoré exis-
tuji medzi jadrovymi hmotnostami je napriklad prave t4, ktort pouzivaji Garvey
s Kelsonom pri tvorbe Garvey-Kelsonovych reldcif. Dalej taktiez uvidime, ze tato
technika dosahuje podobnti presnost ako dnesné globalne fity.

Ako sa spomina v ¢ldnku od Garveyho et al. z roku 1969 [2], pracovat na
podobnych vztahoch medzi jadrami zacal uz Jénecke (1965) a rand praca Garvey
a Kelsona z roku 1966 [I] bola rozsirenim a zovseobecnenim Janeckovej prace.
Subor hmotnostnych relécii od Garveyho a Kelsona je vSeobecnejsim, presnejsim
a lepsie pouzitelnym, nez ten Jineckeho.

Ukézalo sa, ze vytvorené Garvey-Kelsonove hmotnostné relacie si konzis-
tentné s viacerymi dobre znamymi modelmi nezavislych ¢astic (angl.: independent-
particle model of nucleus) a teda nevytvaraji novy obraz o jadre. Ich hlavnou
hodnotou je, Ze nevyzaduji vela predpokladov o struktire jadra a pouZivaji uz
zname experimentalne namerané hmotnosti k predpovediam eSte nenameranych
hmotnosti. K praktickému pouzitiu GK (Garvey-Kelsonovych) relécif je znalost
tychto hmotnosti, ktoré st daleko od tidolia stability (neutrénovo bohatd oblast),



velmi dolezita. Napriklad k pochopeniu jadrovej syntézy typu r (angl.: r-process)
alebo jadrového stiepenia.

1.1.2 Odvodenie Garvey-Kelsonovych relacii

Na odvodenie GK relacii pouzijeme pristup, ktory podrobne opisuju Garvey
et al. v [2]. Jadrové systémy su vSeobecne uréené Hamiltonidnom, ktory popi-
suje fundamentalne interakcie medzi nukleénmi. Pomocou tohoto Hamiltonianiu
je mozné vypocitat metédou ab initio (z prvych principov) spektrum iba pre
najlahsie jadrd. Pre tazsie jadrd je ab initio pristup zatial nedostupny kvoli velkej
vypocetovej naro¢nosti, ktora rastie exponencialne s poc¢tom nukleénov. Su ale
dostupné rozne jadrové modely zaloZzené napriklad na teérii stredného pola.

Zakladnym vychodiskom pre GK relacie je pohlad na jadro ako systém nukleénov.
Ak zoberieme do tvahy obraz nezavislej castice, nukledny sa pohybuju v konzis-
tentnom jednocasticovom poli, v tzv. strednom poli. Potom spominanym zakladnym
vychodiskom GK relacii je, Ze sa stredné pole, teda jednocasticové hladiny a re-
zidudlne interakcie medzi nukleénmi v tychto hladinach, meni pomaly s po¢tom
nukleénov [IJ.

K odvodeniu vztahov medzi susednymi jadrami budeme pristupovat konstrukciou
rovnice rozdielov medzi jadrami:

> CiM(N;, Z) =0, (1.2)
i=1

kde C; je koeficient, ktory obmedzime vztahom |C;] = 1. Z vidime, Ze
pozadujeme aby sucet nejakej podmnoziny jadrovych hmotnosti bol priblizne
nulovy. Toho dosiahneme spravnou volbou linedrnej kombinécie, aby sa vsetky
interakcie medzi nukleénmi do prvého radu vyrusili. Aby sme toto docielili, musi
sa teda vyrusit aspon pocet neutrén-neutrénovych (n-n), protén-proténovych (p-
p) a neutrén-proténovych (n-p) interakeii. Pocet n-n a p-p interakcii sa vyrusi z
poziadavky, ze jeden dany pocet proténov alebo neutréonov sa objavy v dvoch
roznych jadrach v rovnici s vhodnym znamienkom. Napriklad: C;Z; =
—C;Z; a podobne. Tdto podmienka ndm implikuje obmedzenie, Ze o musi byt
parne ¢islo. Netrivialne rovnice ziskame len pre @ > 6. Ukazme si rovnicu pre
a = 06:

M(N17 Zl) + M<N27 Z2> + M(N37 Z3) - M<N37 Zl)
— M(Ny, Zs) — M(N, Z5) = 0. (1.3)

Je zjavné, 7e sa vo vyraze (1.3)) vyrusi pocet n-n a p-p interakcif. Dalej vieme, 7e
pocet interakcii n-p bude NZ, a teda potrebujeme pridat k podmienke (1.2)) aj
podmienku:

> CiN.Zi = 0. (1.4)
=1

Potom sa vd'aka podmienke ([1.4]) vyrusi aj pocet n-p interakeii.
Definujme si este AZ; = Z; — Z; a AN; = Ny — N,;. Z doterajsich podmienok
dostaneme rovnost: AZyAN; = AZ3ANs



Trivialne identity dostaneme pre AZy; = AZ3; a AN; = AN;. Berieme teda
AZy # AZs a AN; # ANj. Preto bude v tomto pripade najjednoduchsou volbou
na dosiahnutie rovnosti ak sa st¢iny AZ>AN; a AZ3;AN5 budd rovnat £1. A tak
dostdvame pre volbu AZ,AN; = AZ3;AN3 = —1 rovnicu, ktord bola napisana
Garveym a Kelsonom uz v roku 1966 [1]:

M(N+2,2Z—-2)—M(N,Z)+M(N,Z—1)— M(N +1,Z —2)
+M(N+1,Z2)—M(N+2,Z-1)=0. (15)

Volba AZ, AN, = AZ3AN3; = 1 zas na druhej strane déva:

M(N+2,Z)=M(N,Z-2)+M(N+1,Z—2)— M(N+2,7Z —1)
+M(N,Z-1)—M(N+1,2)=0. (1.6)

Tieto dve relacie pozostavajice z troch parov rozdielov hmotnosti st najcastejsie
pouzivanymi a boli odvodené v [2]. Reldcia by mala byt pouzivand len v
situacii, kedy N > Z, aby sme sa vyhli prekroceniu linie kedy N = Z. Toto
pozadujeme z dovodu, ze pri prekroceni tejto linie dochadza k nespravnemu
vyruseniu zavislosti izospinu na rezidualnych interakciach. Taktiez pozadujeme
aby v pripade kedy N = Z, N nebolo neparne. Pre také jadra nam totiz Wigne-
rov efekt bréni v presnosti lepsej ako 1 MeV [5].

1.1.3 Rozsirenie zakladnych Garvey-Kelsonovych relacii

Pri odvodzovani zékladnych Garvey-Kelsonovych reldcif a sa ukézalo,
ze minimdalny pocet ¢lenov v rovnici je « = 6. S takymto poc¢tom clenov sme
odvodili aj rovnice a . Garvey a Kelson ale ukézali uz v [1], ze existuje
rekurentny vztah generujici nové reldcie, ktoré obsahuju viacero ¢lenov M (N, Z),
resp. rozsah N a Z je vacsi ako v rovnici alebo . Toto spominaji aj v
[2] a pracuju hlavne so vSeobecnejsim vztahom:

M(N +1,Z 1) - M(N, 2)
l
3 MIN =1+, Z— 1+ 0) - M(N+i,Z —1—1+0)] =0, (L7)

=1

kde st uz ale vetky jadrd obmedzené na oblast N > Z a ziadna hmotnost nemoéze
byt z jadra (N, Z), kde N aj Z by boli nepdrne s izospinom T3 = 0 (T3 je tretia
zlozka izospinu). Pre dané hodnoty [ dostaneme rézne Garvey-Kelsonove relacie.
Toto mozeme vidiet na Obr. , kde pre | = 2 dostavame zdkladné Garvey-
Kelsonove relacie v tvare (|1.5]).

Na tejto idei d'alej budovali v rokoch 2007 a 2008 J.Barea et al. v ¢lankoch
[4] a [5]. Toto rozsirenie spoc¢iva najmé v konstrukeii najrozsiahlejsich moznych
Garvey-Kelsonovych reldcii. Dospeju k nim algoritmom, ktory opisuju v [4], kde
pristupuju postupnou konstrukciou vsetkych moznych Garvey-Kelsonovych relacii
pre jedno dané jadro (N, 7). Prichddzaju k tomu, ze kazdd GK reldcia moze
byt aplikovand najviac 6-krdt menenim pozicie (N, Z) okolo 6 korelovanych ja-
dier. Teda sa d4 pouzif maximum 12 GK reldcii korelujiicich maximdlne 21 ja-
dier. Pocet odhadov (GK reldcii) pouzitych na vytvorenie novej reldcie budeme
oznacovat v stlade s ¢ldnkami [4] a [5], a teda ako n.

7
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Obr. 1.1: Graf tvaru Garvey-Kelsonovych reldcii z rovnice (1.7) pre | = 2,3,
a 6. Vhodné znamienka k prislusnym hmotnostiam st graficky zndzornené na
prislusnych miestach. Prevzaté z [2].

V élanku [5] autori ukazuju na zdklade vypocitanych strednych kvadratickych
odchylok, ktoré budeme znac¢it RMSD (Root-mean-square deviation) a st vypisané
v Tab.[L.1] ze predpovede hmotnost{ u¢inené GK reldciami si presnejsie s rasticim
poctom odhadov, teda s rasticim n. V Tab. toto vidime ako mensie hodnoty
RMSD pre vécsie n. Konkrétne to vyzera tak, ze najpresnejsie odhady hmotnosti
jadier dostaneme z GK relacie, ktora je vytvorena z 12 odhadov, teda n = 12.
Tvar tejto GK reldcie (z [5]), ktora obsahuje 21 roznych hmotnosti jadier je na-
sledovny:

M(N—-2,Z+2)+M(N—-2,Z-2)
+M(N+2,Z4+2)+M(N+2,7Z-2)
—2M(N +2,Z 1) —2M(N +2,Z +1)
—9M(N —2,Z —-1)—2M(N —2,Z +1)
—2M(N —1,Z —2)—2M(N +1,Z — 2)
—2M(N —-1,Z+2)—-2M(N + 1,7 + 2)
+2M(N +2,Z)+2M(N - 2,2)
+2M(N,Z —2)+2M(N,Z +2)
+4M(N+1,Z2)+4M(N —1,Z2)
+4M(N,Z —1)+4M(N,Z + 1)
—12M(N, Z) = 0.

(1.8)

Pri vyhodnocovani odchylok od GK relécie , musime byt opatrny. Mozeme
si v&imnit, Ze s obmedzenim |C;| = 1 v pripade GK relacie neplati.
Toto je dosledok toho, ze GK relacia je vytvorena z 12 odhadov hmotnosti
M (N, Z) pomocou 12 GK reldcii a preto pozorujeme koeficient pred hmot-
nostou M(N,Z) C; = 12. Z toho hladiska mdzeme povedat, ze reldcia (1.8) je
v8eobecnejsia ako relacia s obmedzenim |C;| = 1. Prakticky sa toto osetri
spriemerovanim a teda, ze vydelime vysledni hodnotu 12.



n>1 n>4 n>"7 n=12

A>16 182 152 123 87
A > 60 115 98 86 76

Tab. 1.1: RMS odchylky od hmotnosti (v keV) vypoéitané s GK reldciami pre
rozne n. Prevzaté z [5].

1.1.4 Odchylky od Garvey-Kelsonovych relacii

Na pravej strane kazdej z GK reldcif (1.5)), (1.6) alebo (1.8 je v idedlnom pripade
nula. Kedze ale GK reldcie nie si dokonale presné, na pravej strane nebude

presne nula, ale nejakd odchylka, ktori budeme znacit ako P(N, Z), kde ako uz
je zvykom N je pocet neutrénov a Z je pocet protéonov. Teda aplikaciou GK
reldcii na jadrové hmotnosti ziskame odchylky GK relacii, ktoré reprezentuju

pravi stranu rovnice (1.5)), (1.6]) alebo (1.8]).

1.2 Korelaéna matica

K analyze vzfahov medzi odchylkami po aplikdcii GK reldcii je mozné vyuzit
tzv. korelacni maticu. Korelacnd matica nam d& informécie o korelacidch medzi
jednotlivymi jadrami v jadrovej tabulke. Inymi slovami, méZzeme sa dozvediet o
tom ¢i este existuju vztahy medzi odchylkami po aplikécii GK reléci.

MoéZeme sa na datové subory, z ktorych chceme skonstruovat korelaénii ma-
ticu pozerat ako na c¢asové rady, resp. signaly v rovnakom ¢ase (tzv. equal-time
correlation matriz). Podobni konstrukciu korelaénych matic vykonavaju v [7, .
Nech je teda P;(k) M-dimenzionalny multivariacny datovy stibor dizky T, kde

i,j=1,....,M ak=1,...,T. Potom moZeme pocitat korelacni maticu p ako:
T _ _
(2%} T — O_ZO_J 9 .

kde P;, resp. E znaci strednd hodnotu a oy, resp. o; znaci standardnd odchylku
(odmocnina z variancie) P;(k), resp. Pj(k).
To, ze v (1.9) vykondvame normalizaciu v tvare:

Pk~ P,

1.10
— (1.10)

znamend niekolko veci. Ako prvé, hodnoty vstupujice do korela¢énej matice nor-
malizujeme tymto sposobom preto, aby kazda vstupujica rada mala stredni hod-
notu rovnu 0 a rozptyl rovny 1 [9]. Dalej to znamend, Ze elementy korelacnej ma-
tice p; ;, nazyvané korelacné koeficienty, budi medzi -1 a 1 a vSetky diagonélne
elementy budi rovné 1 [8]. Dosledkom takejto normalizdcie je taktiez aj to, zZe
plati:

Tr(p) = ZPH = Z/\i =M, (1.11)

kde \; su vlastné hodnoty korelacnej matice p (viz definicia vlastnej hodnoty
neskor ([1.14)) a Tr(p) je stopa matice p. Znamend to teda, ze stopa korelacnej
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matice normalizovanej sposobom , ktora sa pri diagonalizacii nezmeni je
rovna suctu vlastnych hodnot korelacnej matice a zaroven je rovna dimenzii M
korelaénej matice [§]. Dosledkom je, ze ak sa jedna vlastna hodnota zmeni,
musi to byt vykompenzované upravenim zvysnych vlastnych hodnot tak, aby bola
splnend podmienka [8].

TaktieZ je potrebné dodat, Ze normalizacia (1.10]) sposobuje odstréanenie in-
formécie o amplitide a o moznom rozdiele amplitid medzi dvomi signalmi P;(k).
Koreldcie ale potom vyhradne odrézaji vzfahy medzi tvarmi a posunutiami
(fazami) signalov P;(k) [8].

Zavedenie a popis konkrétnych vztahov na vypocet korela¢nej matice bude v
Casti [2| v odseku [2.3.1] kde korelujeme odchylky GK reldcif bud podla fixnych
proténovych ¢isel Z;, alebo fixnych neutrénovych ¢isel N;. A teda konkrétne P;(k)
bude reprezentovat bud P(N, Z;), kde ide N od 0 do N,,q, (v tu pouzitom znacent
sa teda T' = Nyq.) alebo P(N;, Z), kde zas Z ide od 0 do Z,,4, (teda v tomto
pripade T' = Zaz)- Niaz, T€8P. Zmae je v danom détovom sibore odchylok od
GK relacii najvacsie neutrénové, resp. proténové cislo.

1.3 Autokorelacna matica

Autokorela¢nd matica sa pocita analogicky ako korelacnd matica, s vynimkou
toho, ze nasobime kazdy element s kazdym. Elementy autokorelacnej matice sa
pocitaju vzfahom:

1
Cmax

Canaz = Y>> P(N.Z)P(N + AN, Z + AZ), (1.12)
N Z

kde séitame cez vsetky N a Z, P(N,Z) su odchylky od GK relécii, AN, resp.
AZ si posunutia neutronového cisla, resp. protonového ¢isla a idi od —N,,q, do
Naz, r€sp. od —Z 02 0 Zpaw- Cinae je normalizacné konstanta, pre ktord plati,
7e Caz = Coyp, teda ked v Canaz je AN = 0 a zdrovenn AZ = 0 a neuvazujeme
v (1.12) clen ﬁ pred sumami. Ked'Ze jedna z vlastnost{ autokorela¢nej matice
je to, ze ma maximum v bode (0,0), tak je jasné, ze takouto normalizdciou po-
tom dostaneme autokorelacné koeficienty Can az v rozmedzi od -1 do 1. Dalsou
vlastnostou autokorelacnej matice je jej symetria.

Na autokorela¢nii maticu sa dé tiez pozerat ako na koreldcie medzi ¢asovymi
radami v roznych ¢asoch, teda aj ako na zavisli na dvoch ¢asoch. Dokonca sa na
fiu dd pozeraf aj ako na koreldcie medzi éasovymi radami s posunutym ¢asom, ¢o
vidiet v aj ked nepracujeme doslovne s ¢asom ale s posunutiami o nejaké
AN, resp. AZ.

1.4 Analyza hlavnych komponentov (PCA)

Analyza hlavnych komponentov (angl.: Principal Component Analysis; skratene
PCA) je statistickd procedira, ktord nam dovoluje urcit hlavné smery v ktorych
sa data lisia. Je to metdda, ktord identifikuje vzory v mnozine dat tym, ze vytvori
nové premenné, ktorych je ovela menej, a tieto nové premenné nazyvame hlavné
komponenty (angl.: principal components) [10].
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Tieto hlavné komponenty sa prakticky hladaji poéitanim vlastnych hodnot
a vlastnych vektorov korela¢nej matice daného datového stuboru. Tento proces
moze byt prirovnany k hladaniu siradnicového systému, v ktorom je korelaéna
matica diagondlna [I0]. Plati, ze vlastny vektor prislichajici k najvécsej hlav-
nej hodnote uréuje smer, kde je najsilnejsia koreldcia [10]. Dalej vlastny vektor
patriaci druhej najvicsej vlastnej hodnote uréuje ortogondlny smer s d’alsou naj-
silnejsou korelaciou a podobne pre mensie vlastné hodnoty a im prislichajice
vlastné vektory.

Z tohto plynie, Ze sa d& taktiez povedat, Ze vlastné hodnoty st varianciou
hlavnych komponentov. Teda prva vlastna hodnota je varianciou prvého hlavného
komponentu, druhd vlastna hodnota je varianciou druhého hlavného komponentu
a podobne dalej.

Pozrime sa teraz prakticky ako néjdeme hlavné komponenty korelacnej matice
A. Vlastné hodnoty matice A st definované ako korene rovnice:

det(A — X) =0, (1.13)

kde I je jednotkova matica. Nech je teda A vlastnd hodnota matice A. Potom
existuje vektor v taky, ze plati:

AT = M. (1.14)

Potom nazjvame vektor ¥ vlastnym vektorom A prislusiaci vlastnej hodnote .
Pri dalsej praci s vlastnym vektorom o chceme kvoli tomu aby rovnica
davala jednoznacné riesenie, aby vektor ¢ bol normalizovany. Normalizacia nam
teda dava nasledovni podmienku na v:

v =1 (1.15)

Nech je dalej matica A maticou typu n X n s vlastnymi vektormi @y, ¥a, ..., Un a
s vlastnymi hodnotami A, Mg, ..., A,. Potom, ak dame vlastné vektory ako stlpce
matice, z rovnice (1.14)) dostavame maticovii rovnost:

MO 0

. 0 A ... 0

A & v w)=|. 7 @ B T (1.16)
0 0 A

MéZeme si oznacit maticu vlastnych vektorov ako:

~

V= (0 T ... ¥,) (1.17)

a taktiez si oznacime diagonalnu maticu na pravej strane rovnice ((1.16)) ako:

A 0 ... 0

A 0 A ... O

A= 7 . (1.18)
0 0 ... A\

Teda moézeme teraz pisat zjednodusene rovnicu (1.16]) ako:
AV = AV, (1.19)

11



KedZe sme jednotlivé vlastné vektory normalizovali na jednotku a taktiez si
ortogonalne, tak urcite plati identita:

~ ~ ~

vV o =1=v'V, (1.20)

kde I je n-dimenzionalna jednotkova matica definovana ako:

10 ... 0
. 0 1 0
I = (1.21)
00 ... 1
Teda celkovo dostaneme z (1.19)) a s pouzitim vztahu (1.18)), ze platf:
VAV = A. (1.22)
Z coho si mozeme pouzitim (1.20)) vyjadrif A nasledovne:
A=VAV'. (1.23)

Potom je zjavné, Ze pre jednotlivé komponenty i budi mat matice A taky tvar,
7e v matici A bude nenulovy len ¢len );. Teda ak si zoradime vlastné hodnoty
zostupne, teda \; je najvicsou vlastnou hodnotou, tak napriklad pre prvy hlavny
komponent bude mat prislusnd matica tvar:

A O .0

oo ... o0].r

A=v]. v (1.24)
0 0 0

Pre zovseobecnenie mozeme taki maticu A, kde je jedinym nenulovym elementom
\i oznacit ako A; a pre maticu i-tého hlavného komponentu bude potom platit:

A, = VAV (1.25)
Kvoli platnosti (1.23) a ) bude uréite platit aj vztah:

_ f; VAV =3 A, (1.26)
=1 =1

kde A; indexuje hlavné komponenty od 1 do nejakého m, pricom plati, ze ked m
sa bude rovnat poctu vlastnych hodnot A, tak A,, = A. Toto ] je trividlny dosledok
platnosti ([1.23 . Am moZzeme nazyvat ako maticu kumulovanych m hlavnych kom-
ponentov.

1.5 Teodria kvantového chaosu
Chaoticky systém z pohladu klasickej fyziky je v najjednoduchsom pohlade spo-
jeny s velkou citlivostou na po¢iatoéné podmienky daného systému. Taktiez

moZeme povedat, Ze je izko spity s nelinearitou klasickych pohybovych rovnic.
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Ukazuje sa, Ze nie je mozné podobnym sposobom charakterizovat chaos v
kvantovej mechanike. Kvantova mechanika je linearna a ¢asovy vyvoj kvantovych
systémov je unitdrny [11]. S pouzitim poruchovej tedrie sa dd ukdzat, ze skutoéne
zmena stavového vektoru nerastie v ¢ase a teda ju nemozeme pouzit k meraniu
chaotickosti stavu [I1].

Existuji dva zdkladné pristupy ako mozeme analyzovat chaos v kvantovej
teorii:

1. Semiklasické kvantovanie
2. Spektralne korelacie

Kltcovy pre nds bude pristup cez spektralne koreldcie. Statistické analyzy spek-
tier kvantovych systémov ako prvy pouzil E. Wigner pri studiu neutréonovych re-
zonancii [I12]. Energetické spektrum je predsa fundamentalnym objektom v kvan-
tovej mechanike. Pristup cez spektralne korelacie je teda logickym néstrojom,
ktory skima Specifické Statistické vlastnosti kvantovych hladin. Velmi dolezitym
matematickym nastrojom k skimaniu koreléacii v chaotickom kvantovom spektre
je tedria ndhodnych matic (angl.: random matriz theory), ktoru inicioval Wigner
a d'alej bola rozvijand Dysonom a Mehtom [12]. Teériu ndhodnych matic budeme
znacit RMT.

Rozvoj zakladov kvantového chaosu zacal prave s pracou E. Wignera z roku
1955 [13]. Navrhol pouzivanie RMT a formuloval dohad, ktory sa ukdzal byt
spravnym. Predpokladal, Ze interakcie v mnohocasticovom kvantovom systéme
st tak zlozité, Ze systém bude mat rovnaké statistické spektralne vlastnosti ako
spektrum nédhodnej matice [14]. Neskor Wigner odvodil aj pravdepodobnostné
rozdelenie vzdialenosti najblizsich susedov (tzv. NNSD) ndhodnych GOE matic:

Pw(S) = gse’gﬁ. (1.27)
Neskor Bohigas, Gianonni a Schmit formulovali hypotézu, ze takyto systém je v
klasickej limite chaoticky [12].

Co st ale GOE ndhodné matice a NNSD? GOE je anglickd skratka pre
Gaussian Orthogonal Ensemble, ¢o je zdkladny stbor nahodnych matic, ktory
sa pouziva prave k charakterizovaniu kvantovych chaotickych systémov. Je to
prave kvoli tomu, ze spektrum GOE ma rovnaké statistické vlastnosti ako spek-
trum kvantového chaotického systému. Formalne je GOE definovany na priestore
realnych symetrickych matic dvomi poziadavkami. Prvou je, ze je dany stbor
nahodnych matic invariantny voc¢i ortogonalnej transformaécii, teda pre kazdua

GOE maticu Z transformicia Z — 2 = WTZW, kde W je Tubovolnd redlna

A~ AT A \
ortogondlna matica (plati WW = I), nezmeni pravdepodobnost P(Z)dZ ele-
mentov Z;;, teda plati, Ze:

P(Z)dZ' = P(Z)dZ. (1.28)

Druhou poziadavkou je to aby elementy GOE boli statisticky nezavislé.

Okrem siborov matic GOE existuju d'alsie dva stibory ndhodnych matic a
to GUE (Gaussian Unitary Ensemble) a GSE (Gaussian Symplectic Ensemble).
GUE odpoveda systémom, ktoré nie su invariantné voci casovej transformécii a
GSE zas systémom, ktoré maju polociselny moment hybnosti.
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K objasneniu toho, ¢o znamend NNSD, v preklade nearest-neighbour spacing
distribution, potrebujeme zaviest d'alsie pojmy. Ako prvé si musime zadefinovat

tzv. hustotu hladin:
p(E) =3 §(E - E), (1.29)

kde ¢ je Diracova delta funkcia a séitame cez vsetky energie F;, teda hladiny
spektra, s ktorym pracujeme. Takto si moZeme spektrum rozdelif na dve casti:

p(E) = 5(E) + p(E). (1.30)

kde budeme nazyvat p(FE) ako hladki céast (angl.: smooth part) a p(E) ako os-
cilacni cast spektra. Obidve ¢asti spektra reprezentuji nieco iné. Hladks cast
reprezentuje strednii hustotu hladin okolo energie E a oscilacné ¢ast ndm zas
hovori o odchylkach od priemeru E. Néds bude d'alej zaujimat iba oscilacnd cast
spektra, pretoze iba ona obsahuje informacie o korelaciach.

Ked'Ze nés teda zaujima iba cast spektra p(F), potrebujeme procediru, ktord
nas zbavi hladkej ¢asti. Tato procedira sa nazyva polynomial unfolding. Prakticky
sa to vykondva tak, ze hladdme polyném fitujici E;.

Po tom, ako ziskame ti ¢ast spektra, ktord chceme, potrebujeme spektrum
normalizovat, aby sme dostali priemerni hustotu hladin rovnu 1.

7 normalizovaného spektra moéZzeme nakoniec vypoéitat pravdepodobnostné
rozdelenie vzdialenosti najblizsich susedov, teda NNSD tak, ze vypocitame vzdia-
lenosti medzi najblizsimi hladinami.

V tejto préci ale nebudeme analyzovat priamo sibory matic GOE. Budeme
analyzovat korelacné matice, ktoré sme zaviedli v casti Korelaéné matice
uplne nekorelovaného signalu tvoria tzv. Wishartov subor (angl.: Wishart en-
semble), skratene WE. Ak chceme porovnavat empirické vysledky, tak WE je
prirodzenou nulovou hypotézou, ze vo vstupnych datach nie st ziadne korelacie
[8]. Ak plati, ze v limitdch M — 0o a T' — oo zostava Q = T'/M konstantné, tak
plati, ze pravdepodobnostné rozdelenie vlastnych hodnot Wishartovho siboru ma
tvar [8]:

R V=N =N
bw

2702 A ’

Zi]‘il o2 znadi totélny rozptyl vstupného ndhodného signalu a pre

A = 1+%:t2\/g. (1.32)

O Wishartovom stibore moZeme taktieZz povedat, ze jeho NNSD bude mat Wig-
nerove rozdelenie, teda ako . Je dolezité dodat, ze koreldcie vo vstupnom
signali sposobia odchylku NNSD od Wignerovho rozdelenia.

Celkovo ak pravdepodobnostné rozdelenie vlastnych hodnét korelacnej ma-
tice bude sthlasif s pravdepodobnostnym rozdelenim , mozeme korelacnu
maticu povazovat za Wisharov stibor. A teda NNSD takejto korelacnej matice
bude mat tvar Wignerovho rozdelenia, ak je signél, z ktorého je korelacns ma-
tica zostrojend, tiplne nahodny, teda nekorelovany. Ak sa bude NNSD korelacnej
matice z Wishartovho stboru 1igif od Wignerovho rozdelenia, tak ndm to déva
informaciu o korelaciach v povodnom signale.

(1.31)

2 __ 1

pricom o~ = M

A+ plati:
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Cast 2

Spracovanie dat a diskusia
vysledkov

2.1 Pocitanie a diskusia GK relacii

Hlavnym cielom tejto préce je analyza odchylok od GK reldcii P(N, Z) po tom
ako na experimentdlne ziskané hodnoty jadrovych hmotnosti aplikujeme GK
relacie.

Odchylka P(N,Z) nam vlastne hovorf o tom, ako velmi sa dand GK reldcia
odchyluje od nuly. Tieto hodnoty chceme d’alej vykreslit ako kontirovy graf, kde
farbou (kontirami) budeme znacit P(N, Z), horizontélna os bude reprezentovat
pocet neutréonov N a vertikdlna os pocet proténov Z daného jadra.

Ako vstupné data pouzivame najnovsie namerané hmotnosti jadier AME 2020
(Atomic Mass Evaluation) aktudlne k roku 2020. Textovy datovy stbor name-
ranych jadrovych hmotnosti bol ziskany z webovej stranky [15], ale nachddza sa
a rozoberajui ho aj v ¢ldnkoch [16], [17]. Povodne mala byt analyza zaloZend na
starsej kompildcii jadrovych hmotnosti AME 2016, kedZe v ¢ase zaciatku préace
bola tato kompildcia najaktudlnejsou a ¢lanky [16, I7] boli publikované az v marci
2021. Porovnanim analyzy tychto dvoch siborov jadrovych hmotnosti neboli zis-
tené ziadne velké rozdiely.

Aplikujme teda na datovy sibor jadrovych hmotnosti prvii GK reldciu ((1.5).
Dostali sme odchylky P(N, Z) zavislé na N a Z a tie boli vykreslené ako konturovy
graf na Obr.

Aplikaciou GK relacie dostaneme kontirovy graf, ktory je na Obr. [2.2]
Pri aplikdcii GK reldcie si musime dat vicsi pozor. Kedze reldcia
vznikla skombinovanim 12 GK reldcif (L.5), vyslednd odchylka musi byt sprieme-
rovand, teda sa musi vydelit 12. Pri zékladnej GK reldcii bolo povedané,
ze pre koeficient C;, ktory sme videli pri jej konstrukeii v (1.2), plati |C;| = 1.
Thito podmienku ale zjavne nespiﬁa , iba jednotlivych 12 odhadov, ktoré boli
na jej konstrukciu pouzité. Aj z tohto potom vidiet, Ze musime urobit priemer
vyslednej odchylky vydelenim 12.

Po uvedomeni si toho ako ziskame spravne odchylky v pripade aplikacie GK
reldcie (1.8)), mozeme tieto odchylky tiez zobrazit ako kontirovy graf. Tento graf
mozeme vidiet na Obr. [2.4]

Vo vsetkych kontiirovych grafoch bude Sedd oblast reprezentovat nemerané
hodnoty. Vznikaji bud tym, Ze ndm informdcia o hmotnosti pre dané (N, 2)
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tiplne chyba (nefyzikdlne jadro alebo jadro s dosial neznamou hmotnostou) alebo
je informécia odstranend ak jeden alebo viac ¢lenov v danej GK relacii chyba.
Toto sa prejavy tym, Ze nenulova oblast P(N, Z) je znatelne mensia na Obr. ,
kde su zobrazené odchylky od GK relacie . Toto nie je prekvapivé, kedze
relacia obsahuje ovela viac ¢lenov ako GK relécie a ([1.6), ktoré vsetky
musia byt nenulové.

Z grafov GK reldcii teraz mozeme vidiet, Ze odchylka GK reldcii je skutocne
radovo okolo 1000 keV a menej (viz Obr. a najlepsie vysledky dostavame
pre najkomplexnejsie relacie . Napriek tomu si ale taktiez mozeme vSimnut
z Obr. , 7e hoci mame vicsiu presnost, stratili sme vicsie mnozstvo informdcif
na krajoch jadrovej tabulky. Mame teda mensie mnozstvo odchylok P(N, Z) pre
(1.8). To je ale v silade s tym ako funguju GK reldcie, teda Ze ich nemdzeme
pouzit na miestach kde nemame informaciu o hmotnosti kazdého jadra, ktoré sa
nachadza v rovnici danej GK relacie.

Na porovnanie, zobrazujeme aj graf odchylok po aplikécii GK relédcie s
rozsahom P(N, Z) od -1000 do 1000 keV a to na Obr. 2.3

Pozrime sa este na odchylky od GK relacie na Obr. . Priblizne v oblasti
kedy Z > 40 a N > 50 st odchylky P(N, Z) rddovo rovnakej velkosti. V§imnime si
ale hlavne liniu N = Z. Té4to linia vykazuje velmi silné korel4cie o niekolko radov
vyssie ako ostatné. Toto ale nie je prekvapivé, ked Ze bolo zdoraznené v casti m,
ze relacia moze byt pouzivand len v situdcii, kedy N > Z, aby sme sa vyhli
prekroceniu linie N = Z. Mame teda experimentalne potvrdené, ze GK relacia
skutocne neplati v tejto situdcii. Rovnaky jav mozeme pozorovat aj v pripade
GK relacie na Obr. kedZe reldcia bola vytvorena kombinaciou 12
GK relécii a taktiez sa preto nemodze vyhnit tomuto obmedzeniu.

2.2 Autokorelacia

Vdaka tomu, Ze méame vypocitané odchylky od Garvey-Kelsonovych reldcii mozeme
pristipit k prvej analyze zbytkovych koreldcii. Touto prvou analyzou bude auto-
korel4cia. Konkrétne mame za ciel prist k spravnemu tvaru autokorelacnej matice.

Ako uz bolo ukazané v sekcii , pri poéitani autokorelaénej matice vzfahom
(1.12) nasobime kazdu hodnotu nasho datového siboru P(N, Z) s kazdou inou
hodnotou v danom datovom stbore. Presnejsie povedané to znamena, ze odchylku
P(N, Z) nasobime s kazdou inou odchylkou kde prechddzame vsetky posunutia
ako v smere N, tak v smere Z. Posunutie netutronového ¢isla jadra N budeme
znacit ako AN a posunutie proténového éisla Z budeme znacit ako AZ. Toto
vykondme pre vSetky dostupné odchylky P(N,Z) od GK relacii a s¢itame cez
vietky N a Z ako to mézeme vidiet vo vztahu (1.12). Odchylky P(N,Z), pre
ktoré nemame namerané data, budeme nahradzovat nulou.

Elementy autokorela¢nej matice budi teda odpovedat urc¢itym posunutiam
AN a AZ. Vysledné autokorelaé¢na matica nam teda da kvantitativnu informaciu
o tom ako je kazd4 odchylka od GK reldcii korelovand s lubovolnou inou odchylkou
posunutou o AN neutrénov a AZ proténov v jadrovej tabulke.
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Obr. 2.1: Konturovy graf rezidudlnych hmotnosti P(N, Z) po aplikacii GK relécie
(1.5)) v zdvislosti na N a Z. Farba konttir charakterizuje velkost P(N, Z) v rozsahu
od -600 keV do 600 keV.

2.2.1 Graficka analyza a diskusia

Pre Garvey-Kelsonove reldcie vypoéitané podla vztahu bola autokorelacna
matica vypocitand pomocou rovnice ((1.12). Pri normalizécii v bola ako
najvicsia hodnota vzatéd centrélna korelacia kde nenastalo ziadne posunutie, resp.
AN = 0 a AZ = 0, teda korelacia elementu so sebou samym. Konkrétny tvar
autokorelacnej matice bol potom vykresleny ako konturovy graf.

Autokorelaéné koeficienty boli ziskané z vypocitanych odchylok, ktoré boli vy-
hodnotené v ¢asti[2.1|v programovacom jazyku Python a vykreslené ako kontirové
grafy s pouzitim kniznice Matplotlib.

V rozmedzi autokorela¢ného koeficientu Can az od -1 do 1 mozeme konturovy
graf vidiet na Obr. a na Obr. je zobrazeny rovnaky graf, len sustredeny
na oblast kde si koreldcie najsilnejsie. Na Obr. je nakoniec ta ista korela¢nd
matica az na to, ze konttrami zobrazujeme Can,az v rozmedzi od -0,15 do 0,15.

Samozrejme moZzeme pocitat autokorelaéni maticu aj ked' si zoberieme pripady
inych GK reldcii. Vezmime si napriklad GK reldcie vypocitané podla vztahu .
Kontirovy graf autokorelacie priblizeny na najsilnejsie autokorelacie GK relacii
(1.5) v rozmedzi autokorelaé¢nych koeficientov od -0.15 do 0.15 je na Obr. .

Nakoniec mdme autokoreldcie podla GK reldcii na konturovych grafoch
pre rozmedzie autokorelacnych koeficientov od -0.15 do 0.15 na Obr.

Na Obr. [2.5[si mézeme vSimniit, ze autokorelaéné koeficienty st stistredené iba
na velmi lokalizovant oblast okolo bodu (0,0). Koeficienty, ktoré hoci st nenu-
lové, ale velmi blizke nule vidime v urcitej ohranicenej oblasti. Sivé oblast, ktora
je mimo spominanej ohranic¢enej oblasti s nenulovymi koeficientami, reprezentuje
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Obr. 2.2: Konturovy graf rezidudlnych hmotnosti P(N, Z) po aplikacii GK relécie
(1.6) v zdvislosti na N a Z. Farba konttir charakterizuje velkost P(N, Z) v rozsahu
od -600 keV do 600 keV.

nemerané hodnoty. V programe pocitajicom autokorelacné koeficienty sme do-
stali presni nulu, kedze uz v ¢asti sme spomenuli ako nefyzikédlne jadra mimo
jadrovi tabulku, ktorych hmotnosti nemame pokladdme za nulu. TaktieZ sem
spadaji odchylky P(N,Z), ktoré sme museli vyhodit, ak sme pri vypocte GK
reldcie nepoznali hodnotu nejakého jadra. Toto sa samozrejme prejavi ako Seda
oblast aj v grafe autokorelacnej matice, ¢o plynie z .

Na vsetkych obrdzkoch autokoreldcie moZeme taktiez pozorovat to, Ze auto-
korelacnd matica ma skutocne jednu z vlastnosti - symetriu. Na Obr. [2.6|moZeme
pozorovat druhd spominant vlastnost, a to Ze najviicsim koeficientom auto-
korelacnej matice je centralny element (0,0), podla ktorého normalizujeme vo
vztahu (1.12).

Na Obr. mozeme pozorovat autokorelacné koeficienty v takmer o rdd
mensom rozmedz{ ako na predoslom Obr. Napriek tomu stale pozorujeme
koreléacie len lokalizovane. V§imame si ostré striedanie korelacie a antikorelacie
od centralneho bodu najsilnejsej korelacie v (0,0). Tieto vysledky davaju fy-
zikdlny zmysel, ked'Ze najsilnejsie korelované budi susedné jadrové hmotnosti,
teda posunuté o malé AN a AZ. Striedanie korelacie a antikorelacie ddva mate-
maticky zmysel z tvaru , ked'ze pozorujeme striedanie kladnych a zdpornych
odchylok aj priamo v kontirovych grafoch odchylok od GK relécii.

Korelacie zobrazené na Obr. a Obr. maji velmi intenzivne korelo-
vani diagonalu. Toto je zjavne dosledok toho, ze pre GK relacie a
st odchylky na linii N = Z o niekolko rddov vicsie ako v inych oblastiach.
Pri autokorelacii, kvoli tvaru rovnice , to ale sposobi skreslenie vysledkov
autokorelacie ked'ze v nasobime kazdu odchylku s kazdou a najsilnejsie ko-
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Obr. 2.3: Konturovy graf rezidudlnych hmotnosti P(N, Z) po aplikacii GK relécie
(1.6) v zdvislosti na N a Z. Farba konttir charakterizuje velkost P(N, Z) v rozsahu
od -1000 keV do 1000 keV.

relacie budu samozrejme medzi odchylkami na linii N = Z. Dokonca také silné, ze
prebiju koreldcie v inych oblastiach. Toto je mozné prave kvoli tomu, ze autoko-
reldciou dostdvame informéciu o tom ako velmi je korelovand Iubovolnd odchylka
s Tubovolnou inou odchylkou, ktord je posunutd o nejaké AN a AZ. KedZe je
ale linia N = Z dlha takmer AN = 40 a AZ = 40, tak pochopitelne bude
autokorelaénd matica vyzerat tak, ako ju pozorujeme na Obr. resp. Obr.

2.3 Korelacia

V tejto praci analyzujeme déta z jadrovej tabulky, teda mame hmotnosti jadier,
ktoré zobrazujeme v zavislosti na proténovom c¢isle Z a na neutrénovom cisle
N, aby sme takto mohli zobrazit vsetky jadrd, kde kazdé jadro mé pridelent
Specifickii hodnotu. Vo veobecnosti by sme brali ako tito hodnotu hmotnost
daného jadra. V nasom pripade ale pracujeme s odchylkami P(N,Z) od GK
relacii, ako boli vypocitané v casti Mozeme teda pristupit k druhému spésobu
analyzy nasho ddtového stiboru a to ku konstrukcii a dalsej analyze korelacnej
matice.

2.3.1 Korela¢cna matica

K tomu aby sme mohli pristiipit k poéitaniu korela¢nej matice, si musime uvedo-
mit, ¢o budd jednotlivé elementy tejto matice reprezentovat. V pripade jadrovej
tabulky so zévislostou na Z a N si musime vybraf podla ktorej zavislosti bu-
deme koreldcie vykonavat. Zoberme si napriklad dve fixné hodnoty proténového

19



100 600

400
80
200
60 =
T
=
N 0 I~
=
40 T
—200
20
—400
0 —600

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Obr. 2.4: Konturovy graf rezidudlnych hmotnosti P(N, Z) po aplikacii GK relécie
(1.8) v zdvislosti na N a Z. Farba konttir charakterizuje velkost P(N, Z) v rozsahu
od -600 keV do 600 keV.
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Obr. 2.5: Autokorela¢ny konturovy graf zavislosti na posunutiach AN a AZ.
Farbou st vyznacené autokorelacné koeficienty autokorelac¢nej matice pre Garvey-
Kelsonove relacie (|1.6)) v rozmedzi od -1 do 1.
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Obr. 2.6: Autokorelacny konturovy graf zavislosti na posunutiach AN a AZ
priblizeny na oblast 100 x 100. Farbou st vyznacené autokorelacné koeficienty
autokorelacnej matice pre Garvey-Kelsonove relacie (1.6) v rozmedzi od -1 do 1.
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Obr. 2.7: Autokorelacny kontirovy graf zavislosti na posunutiach AN a AZ
priblizeny. Farbou su vyznacené autokorelacné koeficienty autokorelaénej matice
pre Garvey-Kelsonove relécie ((1.6) v rozmedzi od -0,15 do 0,15.
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Obr. 2.8: Autokorelacny konturovy graf zavislosti na posunutiach AN a AZ
priblizeny. Farbou st vyznacené autokorelacné koeficienty autokorelacnej matice
pre Garvey-Kelsonove relacie ([1.5)) v rozmedzi od -0,15 do 0,15.
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Obr. 2.9: Autokorelacny kontirovy graf zavislosti na posunutiach AN a AZ
priblizeny. Farbou su vyznacené autokorelacné koeficienty autokorelaénej matice
pre Garvey-Kelsonove relécie ((1.8) v rozmedzi od -0,15 do 0,15.
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¢isla: Z; a Z,. Skoro pre kazdé fixné Z; mame niekol’ko hodnot N. Budeme to
oznacovat v silade s inymi ¢ldnkami ako retaz izotopov (angl.: isotopic chain) [3].
Toto mozeme vidiet zobrazené na Obr. , kde mozeme pozorovat tieto dve linie
zobrazené prerusovanymi horizontdlnymi ¢iarami. Ked'ze koreldcia sa vSeobecne
pocita vztahom tak by v tomto ilustracnom priklade bola korelacia pz, z,
dvoch fixnych linif Z; a Z, spoéitand vztahom:

| N (P(N,ZQ—%) (P(N,Zg)—m)

PZy,Zy =
Nmam N=1 O-Zlo-Zg

(2.1)

kde P(N, Z;) budeme oznacovat ako odchylku od GK reldcie na mieste (N, Z;),
P(Z;) ako stredni hodnotu v danej linii Z; a oz ako Standardni odchylku v
danej linii. N ide od 0 do N,,.., teda prechddzame celi retaz izotopov pre dané
Z;, kde ako N,,., berieme najviacsie N v nasom datovom subore, teda pre nas
konkrétny détovy stibor jadrovych hmotnosti [I7] N, = 160. K dovodu preco
delime a v sume ideme k prave N,,,, sa vratime neskor.

Jednotlivé elementy korelacnej matice prislichajice pz, z, budeme nazyvat
korelacné koeficienty. Teraz uz nie je tazké uvedomit si, ¢o budi jednotlivé ele-
menty korelacnej matice reprezentovat. Diagondlne elementy budi rovné pyz, z,,
ked Z, = Z,. 7 tohto a z (2.1) vidime, Ze rozmery korelaénej matice budi
Zmaz X Zmaz- Taktiez je trividlne uvedomit si, Ze bude korelacnd matica symet-
I"iCké, ked’Ze PZ,Zy = PZoy,Z -

Rovnaky myslienkovy proces je mozné urobit s koreldciami pri fixnych N, kde
dostaneme korela¢nd maticu s rozmermi Ny,a0 X Noaz-

Vratme sa teraz este k tomu, Ze v delime celd sumu N,,,,. Toto by sa na
prvy pohlad mohlo zdat neprirodzené, kedze Ziadny prvok s Z; nem4 izotopov
Npaz, teda pre vSetky NV, ale ma ich Specificky pocet pre kazdu fixnu liniu Z; ako
je jasne vidiet aj z Obr. Musime ale v delit pomocou maximéalneho
N kvoli nasledujiicim faktom. Vo vztahu (2.1)) vidime, Ze od jednotlivych hodnot
P(N, Z;) vzdy odcitavame stredni hodnotu P(Z;) pre dané jadro Z;. Ale uve-
domme si, ze pre také N kde P(N, Z;) nema hodnotu by bola celkova vypocitana
koreldcia vztahom nenulova, ked'ze zjavne v odc¢itavame stredni hod-
notu P(Z;) od hodnoty, ktord kedze nemd hodnotu je v zmysle pisania prog-
ramovacieho kédu nulova. Z tohto dovodu sa v takychto pripadoch v Statistike
robi to, Ze sa polozia tieto P(NN, Z;), ktoré nemaji hodnotu, rovno strednej hod-
note P(Z;). Potom vo vztahu pri odé¢itavani dostaneme nulové korelacie
tam kde P(N, Z;) nema hodnotu. Tento proces je korektny kedze sa pri fiom
strednd hodnota P(Z;) redlne nenulovych hodnét samozrejme nezmeni pri tom
ako v programe pridavame namiesto nulovych hodnot, ktoré nijako k strednej
hodnote neprispievali, d'alsie stredné hodnoty P(Z;). Vysledkom bude stéle rov-
naka stredna hodnota.

Kvoli tomuto ale potom tieZ séitame az do Ny, kedZe sme za nemerané
odchylky P(N, Z;) dosadili nenulové hodnoty rovné strednej hodnote pre dané
Z;. 7 tohto uz potom jasne mozeme vidiet, pre¢o musime vo vztahu delit
Niaz-
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Obr. 2.10: Graf hore je graf GK relacii (1.6) so zobrazenymi liniami fixnych
Z; = 50 (zelend) a Zy = 60 (oranzovd) a graf dole je zavislost odchylky P
na neutréonovom cisle N pre rovnaké fixné linie Z; a Z5 ako v grafe hore.

2.3.2 Graficka analyza a diskusia

KedZe mame vztah pre vypocet koeficientov korelaénej matice s fixnymi
proténovymi &fslami Z;, tak mozeme vd'aka nemu ziskat konkrétny tvar korelacne;
matice odchylok od GK relacii. K vypoctu a vykresleniu tychto matic bol taktiez
pouzity programovaci jazyk Python a kniznica Matplotlib.

Ako prvé budeme uvazovat koreldcie odchylok s fixnymi Z;, takZe pocitame
korela¢nti maticu presne podla vztahu (2.1).

Pre GK relacie je tvar korelacnej matice zobrazeny na Obr. . Kvoli
lepsiemu zobrazeniu detailov korelacii bol urobeny rovnaky graf taktiez s mensim
rozsahom a to na Obr. 2.12

Na Obr. si hlavne v8imnime, ze diagondlne elementy korela¢nej matice
(teda pripad kedy Z; = Z,) st skutocne vsetky rovné 1. Toto plati pre vsetky
korelacné matice vypocitané podla vzfahu (2.1]) ako bolo povedané v casti
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Obr. 2.11: Konturovy graf korelacnej matice s fixnymi Z; odchylok od GK relacie
(1.5)) s rozsahom korelacného koeficientu pz, z, od -1 do 1.
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Obr. 2.12: Konttirovy graf korela¢nej matice s fixnymi Z; odchylok od GK relacie
(1.5) s rozsahom korelacného koeficientu py, z, od -0,7 do 0,7.

Kvoli tomu zobrazujeme aj Obr. kde je jasnejsie vidiet hodnoty rovné presne
1 ako pri mensich rozsahoch.
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Obr. 2.13: Konturovy graf korelacnej matice s fixnymi Z; odchylok od GK relacie
(1.6)) s rozsahom korelacného koeficientu pz, z, od -0,7 do 0,7.
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Obr. 2.14: Kontturovy graf korela¢nej matice s fixnymi Z; odchylok od GK relacie
(1.8) s rozsahom korelacného koeficientu py, z, od -0,7 do 0,7.

Pre GK relacie (1.6)) je vypocitana prislusna korelacnd matica zobrazend na
Obr. [2.13] s rozsahom pz, z, od -0,7 do 0,7.
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Nakoniec pre GK relacie je korelacna matica na Obr. s rozsahom
pz,.z, 0d -0,7 do 0,7.

Mézeme si véimnut, ze skutoéne platia vlastnosti korelaénej matice, ktoré sme
rozoberali v sekcii [2.3.1]a to, Ze je symetrickd, normalizovana tak, aby diagondlne
elementy boli rovné 1 a taktiez, ked vykondvame koreldcie medzi rezidudlnymi
hmotnostami s pevnymi proténovymi ¢islami Z;, rozmery korelacnej matice st
Zmaz X Lmaz, Kde Zq. je proténové ¢islo Z odchylky od GK reldcie s najvacsim
Z. Je samozrejmé, ze teda hodnota Z,,,, bude odlisna pre rozne GK relacie,
ked'Ze na krajoch jadrovej tabulky nemozeme pouzit GK reldciu ak nemdme déta
vsetkych hmotnosti, ktoré sa pouzivaji v danej GK relécii.

Ako pozndmku k Obr. k jednému volnému miestu na diagondle treba
dodat, Ze na tomto mieste chybali déta, ktoré sme chceli korelovat. V tomto
konkrétnom pripade to bolo sposobené dierou v grafe Garvey-Kelsonovych relacii
(1.8). Z rovnakého dovodu na vsetkych grafoch je niekolko takychto miest pre
najmensie Z.

Dalej sa chceme pozriet aj na tvar korelacnej matice kde budeme naopak
fixovat linie N; a prechddzat cez vsetky Z od 0 do Z,,4.. Teda vzfah sa pri
fixnych N; zmeni podla (1.9) na:

| Znas (P(Nl,Z)—W) (P(NQ,Z)—W)

pN17N2 = Z
mar 5y ON, O N,y

(2.2)

Zo vztahu moZeme vypodcitat korelaént maticu pre fixné N; roznych GK
relacii. Zacnime teda GK relaciami , ktorych korelacni maticu v tomto
pripade mozeme vidiet na Obr. s rozsahom korela¢nych koeficientov pn, n,
od -1 do 1. Pre GK relacie je korelacna matica s fixnymi N; zobrazend na

Obr. a pre GK reldcie ([1.8)) je v tom istom pripade zobrazena na Obr. [2.17|

2.4 Analyza hlavnych komponentov (PCA)

Pristipime teraz k dalsiemu sposobu analyzy rezidudlnych hmotnosti, a to k
analyze hlavnych komponentov, tzv. PCA.

V sekcii bolo teoreticky vysvetlené, ¢o znamend analyza hlavnych kom-
ponentov a ako tieto hlavné komponenty ziskat. V jednoduchosti sa dé povedat,
7e je to tloha na hladanie vlastnych hodnot a vlastnych vektorov korelaénych
matic.

Metédou PCA budeme analyzovat korelacné matice, ktoré sme ziskali v oddieli
2.3.2l Budeme teda hladat vlastné hodnoty ); a vlastné vektory @; korelaénych
matic. Ak sa vratime k notécii, ktord bola pouzivana v , a ak chceme analyzovat
korela¢né matice, tak mozeme polozit A= Pz, .z, vV pripade korelacii fixnych Z;,
resp. A = PN, v pripade koreldcif fixnych N;.

Hladdme teda také \; a @;, ktoré budd splital maticovii rovnost s tym,
ze vlastné hodnoty \; umiestnime ako diagonalne elementy matice A, ako je defi-
novana v (|1.18) a vlastné vektory v; umiestnime ako stipce matice V definovanej
v . Ak d'alej normalizujeme vietky vlastné vektory podla podmienky ,
tak bolo ukédzané, ze bude platit pre korelacné matice rozklad (1.23).

27



1.00

140
0.75
120
0.50
100
0.25
., 80 0.00 =)
= . %
g
60 —0.25
40 -0.50
20 -0.75
] -1.00
0 20 40 60 80 100 120 140
Ny

Obr. 2.15: Konturovy graf korelacnej matice s fixnymi N; odchylok od GK relacie
(1.5)) s rozsahom korelacného koeficientu py, n, od -1 do 1.
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Obr. 2.16: Konturovy graf korelacnej matice s fixnymi N; odchylok od GK relacie
(1.6) s rozsahom korelacného koeficientu pn, n, od -1 do 1.

Ked mame vypocitané vlastné hodnoty a vlastné vektory korela¢nych matic,
tak PCA pozostava uz len z rozkladov jednotlivych hlavnych komponentov, ako
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Obr. 2.17: Konturovy graf korelacnej matice s fixnymi N; odchylok od GK relacie
(1.8)) s rozsahom korelacného koeficientu py, n, od -1 do 1.

je definované v ([1.25)).

Zoradme si este vlastné hodnoty a im zodpovedajice vlastné vektory zo-
stupne. Nulové vlastné hodnoty samozrejme uvazovat nebudeme, ked Ze st sposobené
chybajiicimi ddtami naviac. Taktiez je trividlne vidiet z a §truktiiry matice
A;, ze by nam nulové vlastné hodnoty dali identicky nulovy hlavny komponent.

Ako to bolo spominané v sekcii|1.4] ak médme takto zoradené vlastné hodnoty
a vlastné vektory, bude platit, Ze hlavné komponenty odpovedajiice najvicsim
vlastnym hodnotdm, teda prvym, budi ukazovat najsilnejsie koreldcie v korelac¢nej
matici. Budeme teda graficky zobrazovat 3 prvé hlavné komponenty. Taktiez bu-
deme zobrazovat aj matice kumulovanych niekolko prvych hlavnych komponen-

tov, spocitané vzfahom (1.26)).

2.4.1 Graficka analyza a diskusia

Pre kazdu korela¢nt maticu, ktord bola zobrazena v sekcii boli analyzované
hlavné komponenty takym sposobom ako bolo rozobrané v sekcii|l.4]a v predosle;j
casti tejto sekcie.

Zoberme si ako prvi korelacni maticu GK relacie (1.5) s fixnymi Z;, ktora
je zobrazend na Obr. 2.12] Prvy hlavny komponent prislusiaci vlastnému ¢islu
A1 = 4,27 je zobrazeny ako konttirovy graf na Obr. [2.18 druhy hlavny komponent
A2 = 4,03 na Obr. a tret{ hlavny komponent A3 = 3,53 na Obr. [2.20, Matica
kumulovanych prvych 20 hlavnych komponentov vypoéitand vztahom je
zobrazend na Obr. 2.21] Na Obr. mozeme vidiet, ze skutoéne uz pre prvych
20 vlastnych ¢isel a im odpovedajticich hlavnych komponentov je velka podobnost
s povodnym grafom korela¢nej matice Obr.
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Obr. 2.18: Kontirovy graf prvého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
4,27 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie ([1.5)).

Ako d'alsiu si méZzeme zobrat korelaéni maticu GK reldcie s fixnymi Z;,
ktora je zobrazend na Obr. Prvy hlavny komponent prislichajici vlastnému
¢islu Ay = 4,39 je zobrazeny ako kontirovy graf na Obr. 2.22] druhy hlavny
komponent Ay = 3,91 na Obr. a treti hlavny komponent A3 = 3,63 na Obr.

Ako poslednti z korelaénych matic s fixnymi Z; si zoberieme ti pre GK relaciu
, ktora je zobrazena na Obr. Prvy hlavny komponent prislichajici
vlastnému ¢islu A\; = 4,26 je zobrazeny ako kontirovy graf na Obr. druhy
hlavny komponent Ay = 3,80 na Obr. a treti hlavny komponent A3 = 3,47
na Obr. 227

Dalej prejdime ku korelaénym maticiam s fixnymi N;. Pre reldcie je prvy
hlavny komponent \; = 8,08 vykresleny na Obr. druhy hlavny komponent
Ao = 6,09 na Obr. a treti A3 = 5,93 na Obr. Aj v tomto pripade
vykreslujeme maticu kumulovanych hlavnych komponentov len pre pripad reldcie
a je zobrazena na Obr. m

Pre relacie (1.6) su tri prvé hlavné komponenty A\; = 8,33, Ay = 6,11 a
A3 = 5,71 na Obr. Obr. a Obr. Nakoniec pre reldcie (1.8) st
hlavné komponenty A\; = 8,34, Ay = 6,58 a A3 = 5,75 zobrazené na Obr.
Obr. 2.36 a Obr. 2.37

Do vsetkych grafov PCA boli v tomto oddieli prilozené vertikdlne a hori-
zontalne ¢ierne ¢iary reprezentujice magické cisla 8, 20, 28, 50, 82 a 126.

Pozrime sa teraz blizsie na konkrétne vysledky, ktoré sme dostali z PCA. Vo
vietkych grafoch hlavnych komponentov moZeme vidiet, Ze magické ¢&isla hraji
doleziti rolu. Hned na Obr. prvého hlavného komponentu mozeme vidiet
jasné ohranicenie magickym ¢islom 82. Taktiez si mozeme vSimnit, Ze je pri
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Obr. 2.19: Konturovy graf druhého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
4,03 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie ({1.5)).

¢isle 82 ostra zmena z koreldcie na antikoreldciu. Velmi silné ohranicenie koreldcii
magickymi ¢islami 50 a 82 moZzeme vidiet na Obr. . Celkovo pozorujeme pri
hlavnych komponentoch korelacnej matice s fixnymi Z; ohranic¢enie do oblasti me-
dzi magickymi ¢islami 50 a 82 aspon raz pre kazdi GK relaciu. Tato Specificka
oblast je priblizne oblastou vzacnych zemin, ktoré maji od La po Lu rozmedzie
protonového cisla 57 < Z < T71. To, ze su v tejto oblasti silnejsie korelacie by
mohlo byt sposobené tym, Ze sa tieto jadra spravaju priblizne ako deformovans
kvapka. GK reldcie ale nevychadzaju z kvapkového modelu jadra alebo z analo-
gickych modelov zalozenych na kvapkovom modely. Ako bolo spominané v casti
1.1.2] zakladnym vychodiskom GK relacii je, ze sa stredné pole meni pomaly s
poctom nukleénov. Pravdepodobne teda v tejto oblasti toto vychodisko nie je
uplne splnené.

Vsimnime si, ze najvacsie zmeny korelacii nastavaju v okoli magickych ¢isel,
resp. ked prekroéime hranicu magického éisla. Dovodom je aj tu pravdepodobne
narusenie hlavného predpokladu GK relécii a to, ze sa stredné pole meni rychlejsie
spoctom neuklénov v okoli magického cisla.

Velmi zjavné je striedanie koreldcie a antikoreldcie aj pri vysledkoch PCA.
Tento jav bol pozorovany uz priamo v odchylkach P(N,Z) od GK relcii, kde
sa striedali kladné a zaporné odchylky, potom aj v autokorela¢nej matici a po-
zorujeme to aj v hlavnych komponentoch. Toto moze byt zapricinené striedanim
parnych a neparnych jadier. Aj v Bethe-Weizsédckerovej hmotnostnej formuly hra
striedanie parnych a neparnych jadier doleziti rolu, ¢o mozeme vidiet z toho aky
silny je parovaci ¢len v Bethe-Weizséckerovej hmotnostnej formuly [6].

Na druhej strane by mohlo striedanie koreldcie a antikoreldcie byt sposobené
nasobenim odchylok v a ([2.2), ked'ze hodnota odchylky moze byt ako kladna,
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Obr. 2.20: Konturovy graf tretieho hlavného komponentu prislichajiceho A3 =
3, 53 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie ([1.5)).

tak zaporna. Dokonca normalizacia sposobuje urciti periodickost v strie-
dani kladnych a zapornych hodnét [§].

Je dolezité zdoraznit, Ze hlavné komponenty, ktoré pozorujeme na kontiirovych
grafoch ndm davaju informéaciu hlavne o lokalizacii koreldcii. Nemozeme disku-
tovat amplitidy koreldcii, kedZe ako bolo povedané v casti , normalizaciou
stracame informécie o amplitiidach.

2.5 Spektralna analyza korelacnej matice

Poslednou analyzou v tejto praci bude analyza spektralnych korelacii. Budeme
pouzivat metddy tedrie kvantového chaosu ako boli predstavené v casti
Zacnime predpokladom, ze korelacné matice, ktoré boli konstruované v casti|2.3.1
st Wishartovym siborom a teda pravdepodobnostné rozdelenie vlastnych hodnot
splita (T.32).

Ak teda berieme korelacné matice odchylok GK relécii ako Wishartov sibor,
mozeme skimat pravdepodobnostné rozdelenie vzdialenosti najblizsich susedov,
teda NNSD. Budeme sa pozerat na to ako dobre NNSD korela¢nej matice fituje
Wignerovo rozdelenie. Potom mozeme nieéo povedat o koreldcidch povodného
signédlu, teda konkrétne o korelacidch odchylok od GK relacii.

NNSD bolo vypocitané v programovacom jazyku Python. Algoritmus k dosia-
hnutiu NNSD korelaénej matice bol priblizne taky, ako sme postupne vysvetlili
NNSD v ¢asti[l.5. Prvym krokom bolo nédjdenie vlastnych hodnot, ¢o sme mali uz
pripravené z analyzy hlavnych komponent (PCA). Dalej sme odstranili hladki
cast spektra neuvazovanim nulovych vlastnych hodnot a polynomidlnym fito-
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Obr. 2.21: Konturovy graf kumulovanych prvych 20 hlavnych komponentov ko-
relacnej matice s fixnymi Z; GK relacie (1.5).

vanim spektra, teda sme vykonali polynomial unfolding. Néasledne bolo spektrum
normalizované a vypocitanim vzdialenosti medzi najblizs§imi vlastnymi hodno-
tami (hladinami) sme dostali NNSD. NNSD graficky zobrazujeme ako zdvislost
pravdepodobnosti p(s) na vzdialenostiach s. Findlne sme nafitovali k NNSD ko-
rela¢nej matice Wignerovo rozdelenie .

NNSD bolo vypocitané pre korelaéné matice odchylok od vsetkych troch GK
relécif a pri korelovani bud’ podla Z; alebo IN;. Histogram NNSD korela¢nej matice
odchylok od GK relacie s fixnymi Z; je zobrazeny na Obr. a s fixnymi
N; na Obr. Pre GK relacie mame histogram NNSD korelacnej matice
s fixnymi Z; na Obr. a s fixnymi NN; na Obr. Nakoniec histogram NNSD
korela¢nej matice odchylok od GK relacie s fixnymi Z; je na Obr. as
fixnymi N; na Obr.

7Z vyslednych histogramov mozeme povedat, Ze ani jeden nemd ¢isto Wigne-
rovské rozdelenie a teda nam to dava informaciu, ze povodny signél, z ktorého bola
konstruovana korela¢na matica nie je iplne ndhodny. To sihlasi aj s predoslymi
analyzami, kde sme pozorovali medzi odchylkami GK relacii netrivialne korelacie.
Analyza NNSD s Wignerovym rozdelenim nam naznacuje podobny zaver.

Napriek tomu ale v histogramoch pozorujeme uréitti podobnost s Wignerovym
rozdelenim. Je zaujimavé, ze korelacné matice s fixnymi N; vykazuju znacne lepsi
sihlas s Wignerovym rozdelenim ako pri fixnych Z;. Najlepsie je tento rozdiel
vidiet pri odchylkach od GK reldcie (1.12)). Toto by mohlo byt sposobené tym,
ze dimenzia korelacnej matice pri fixnych N; je vacsia ako pri fixnych Z; a teda
ma vacsie mnozstvo vlastnych hodnot.
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Obr. 2.22: Kontirovy graf prvého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
4.39 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie (|1.6)).
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Obr. 2.23: Konturovy graf druhého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
3,91 korelaénej matice s fixnymi Z; GK relécie (|1.6)).
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Obr. 2.24: Konturovy graf tretieho hlavného komponentu prislichajiceho A3 =
3,63 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie ({1.6)).
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Obr. 2.25: Konttirovy graf prvého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
4,26 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie (|1.8]).
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Obr. 2.26: Konturovy graf druhého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
3, 80 korelacnej matice s fixnymi Z; GK relacie ([1.8)).
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Obr. 2.27: Konturovy graf tretieho hlavného komponentu prislichajiceho A3 =
3,47 korelaénej matice s fixnymi Z; GK relécie (|1.8)).
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Obr. 2.28: Konturovy graf prvého hlavného komponentu prislichajiceho A,

8, 08 korela¢nej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.5)).
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Obr. 2.29: Konturovy graf druhého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =

6,09 korelacnej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.5]).
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Obr. 2.30: Konturovy graf tretieho hlavného komponentu prislichajiceho A3 =
5,93 korelaénej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.5)).
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Obr. 2.31: Konttrovy graf kumulovanych prvych 20 hlavnych komponentov ko-
relac¢nej matice s fixnymi N; GK relacie (1.5)).
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Obr. 2.32: Kontirovy graf prvého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
8, 33 korela¢nej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.6)).
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Obr. 2.33: Konturovy graf druhého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
6, 11 korelacnej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.6]).
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Obr. 2.34: Konturovy graf tretieho hlavného komponentu prislichajiceho A3 =
5,71 korelaénej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.6)).

1.00
140
0.75
120
0.50
100
0.25
., 80 0.00 =
= X B
g
60 —0.25
40 -0.50
20 -0.75
] -1.00

0 20 40 60 80 100 120 140

Obr. 2.35: Konttirovy graf prvého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
8, 34 korelaénej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.8]).

40



1.00

140
0.75
120
0.50
100
0.25
o 80 0.00 g
= ] :
g
60 -0.25
40 -0.50
20 -0.75
0 -1.00

0 20 40 60 80 100 120 140

Obr. 2.36: Konturovy graf druhého hlavného komponentu prislichajiceho Ay =
6, 58 korelacnej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.8)).
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Obr. 2.37: Konturovy graf tretiecho hlavného komponentu prislichajiceho A3 =
5,75 korelaénej matice s fixnymi N; GK relacie (|1.8]).
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Obr. 2.38: Histogram NNSD korelacnej matice odchylok od GK relacie ((1.5)) s
fixnymi Z;. Krivka opisujuica histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.39: Histogram NNSD korela¢nej matice odchylok od GK reldcie (1.5 s
fixnymi N;. Krivka opisujica histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.40: Histogram NNSD korelacnej matice odchylok od GK relacie (1.6 s
fixnymi Z;. Krivka opisujuica histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.41: Histogram NNSD korela¢nej matice odchylok od GK reldcie (1.6 s
fixnymi N;. Krivka opisujica histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.42: Histogram NNSD korela¢nej matice odchylok od GK relacie (1.8 s
fixnymi Z;. Krivka opisujuica histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.43: Histogram NNSD korela¢nej matice odchylok od GK reldcie (1.8 s
fixnymi N;. Krivka opisujica histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Zaver

Odchylky od roznych modernych globalnych modelov jadrovych hmotnosti vy-
kazuju vlastnosti kvantového chaotického pohybu. Zacali sme s hypotézou, ze
odchylky od GK relacii zas vykazuju vlastnosti Sumu a korelacie medzi tymito
odchylkami st velmi slabé.

Hlavnym cielom tejto prace bolo overit platnost tohoto tvrdenia, ¢o znamens,
7e museli byt podrobne analyzované odchylky od GK relécii. Analyza bola pre-
vedend pouzitim niekolkych statistickych metdd.

Ako prvé museli byt vypocitené odchylky jadrovych hmotnosti od troch varidnt
GK relacii, ktoré boli v teoretickej casti, v sekcii odvodené. Ako vstupné
data na vypocet odchylok bola pouzitd najnovsia kompilacia jadrovych hmot-
nosti AME2020 [16], [17]. Tvar a obmedzenia odchylok od vsetkych GK relécii bol
diskutovany. Pre GK relacie a mali odchylky pre jadra v oblasti, kde
je Z viac ako Z =~ 40 velkost rddovo do 600 keV a pre GK reldcie mali
odchylky asi poloviénii velkost.

S vypocitanymi odchylkami od GK relécii bolo mozné pristipit k statistickym
analyzam. Prvou analyzou bola autokoreldcia a vypocet autokorelacnej matice.
Analyza autokorela¢nej matice ukazala netrivialne korelacie medzi blizkymi od-
chylkami a velmi malé, az nulové koreldcie mimo malej lokalizovanej oblasti po-
sunuti odchylok.

Dalej bola vypocitand korelacna matica odchylok od GK relacii bud’ s fixnymi
proténovymi ¢islami pz, 7z, alebo s fixnymi neutrénovymi ¢islami py, n,. Dostali
sme takto pre 3 rozne varianty GK reldcii 6 korelacnych matic.

Korelacné matice boli nasledne podrobnejsie analyzované metédou PCA a
metodou spektralnych korelacii.
matici ako tzv. hlavné komponenty. Pozorovali sme najsilnejsie korelacie v ob-
lastiach: (i) silno deformovanych tazkych jadier a (ii) okolia magickych &fsel.
Preco sme pozorovali najsilnejsie korelacie prave v tychto $pecifickych oblastiach
bolo diskutované ako zoslabenie platnosti GK relacii z dovodu nedodrzania ich
zakladného predpokladu, zZe sa stredné pole nemeni so zmenou nukleénového ¢isla
rychlo.

Stidiom spektralnych koreldcii korelaénych matic ako matic z Wishartovho
stiboru sme sa mohli bliz§ie pozriet vd'aka metédam charakterizacie kvantového
chaosu na velkosti koreldcii odchylok od GK reldcii. Porovnanim pravdepodob-
nostného rozdelenia spektra korelacnej matice NNSD s pravdepodobnostnym roz-
delenim NNSD kvantového chaotického systému sme nakoniec mohli potvrdit, Ze
hoci zvyskové koreldcie nie si velké, odchylky nie st tiplne ndhodné.

Tvrdenie, ze korelacie odchylok GK relacii si malé bolo teda potvrdené,
pricom ale existujui lokalizované oblasti, kde si korelacie vécsie.
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