
BAKALÁRSKA PRÁCA
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1.1 Garvey-Kelsonove relácie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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2.5 Spektrálna analýza korelačnej matice . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Úvod

Poznávanie a vysvetl’ovanie neznámych a záhadných javov v pŕırode bolo hnacou
silou vedy od jej počiatku. Či už to bolo poznanie toho ako vzniká svetlo v slnku,
alebo ako źıskavat’ energiu z jadrových procesov. Či sú to javy na škálach planét,
alebo na mikroskopickej úrovni jadier atómov.

Táto práca sa zameriava na jeden z mikroskopických objektov, ktorý je súčast’ou
základných stavebných blokov reality, atómov. V atómovom centre sa nachádza
atómové jadro. Správny popis jadra je esenciálny k pochopeniu mnohých javov,
a to nie len na mikroskopickej úrovni. Ak chceme poṕısat’ jadro správne, nemôže
nám chýbat’ jeho fundamentálna vlastnost’, ktorou je hmotnost’. Presné poṕısanie
hmotnosti jadra je dôležité napŕıklad v jadrovej astrofyzike. Bud’ k pochopeniu
jadrových procesov vo vnútri hviezd, alebo k poṕısaniu relat́ıvnych početnost́ı
izotopov vo vesmı́re.

Hmotnosti jadier atómov sa popisujú globálne alebo lokálne. Globálnym po-
pisom môže byt’ napŕıklad popis jadra ako nabitej kvapky, na ktorom je založený
tzv. kvapkový model jadra. Taktiež známym globálnym modelom jadra je tzv.
orbitálový model jadra, ktorý je založený na analógii k orbitálovému modelu
atómu, kde sú jednotlivé častice umiestnené na vrstvách. Dnešné najpresneǰsie
globálne modely jadra vychádzajú z týchto, alebo z komplexneǰśıch modelov a
d’alej ich rozvýjajú podl’a zákonitost́ı, ktoré platia na kvantovej úrovni. Tieto mo-
dely následne dokážu predpovedat’ hmotnosti jadier zo znalost́ı ich protónových
a neutrónových č́ısiel.

Na druhej strane sa dá poṕısat’ hmotnost’ jadra aj lokálne. Znamená to využitie
znalosti susedných hmotnost́ı jadier. Na tomto prinćıpe sú založené tzv. Garvey-
Kelsonove relácie [1, 2]. Sú vlastne algoritmom, ako predpovedat’ neznámu hmot-
nost’ jadra s použit́ım známych hmotnost́ı jadier s ńım susediacich. Garvey-
Kelsonove relácie predstavujú jednoduché vzt’ahy medzi bĺızkymi jadrami, ktoré
vychádzajú z jediného predpokladu, že sa poloha jednočasticových energíı pohy-
bujúcich sa v strednom poli jadra pŕılǐs nezmeńı pri zmene protónového alebo
neutrónového č́ısla.

K tomu, aby sme mohli presne predpovedat’ hmotnosti jadier potrebujeme ve-
diet’, aké vel’ké odchýlky od už experimentálne nameraných hmotnost́ı bude daný
model vykazovat’. Teda nás zauj́ıma aká je presnost’ danej predikcie. Tieto pres-
nosti boli podrobne analyzované pre niekol’ko globálnych modelov jadier [3], ale
z širšia boli aj porovnávané presnosti niekol’kých globálnych modelov a Garvey-
Kelsonových relácíı [4, 5]. Dokonca bolo ukázané, že dosahujú rádovo podobné
presnosti [5].

Taktiež bolo naznačené, že korelácie medzi odchýlkami od Garvey-Kelsonových
relácíı sú vel’mi slabé a vykazujú vlastnosti šumu. Pre niekol’ko globálnych mode-
lov bolo ukázané, že korelácie stredných kvadratických odchýlok týchto modelov
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môžu byt’ asociované s chaotickým pohybom v kvantovej mechanike [3].
V tejto práci sa budeme podrobneǰsie zameriavat’ na analýzu zvyškových ko-

relácíı po použit́ı Garvey-Kelsonových relácíı, teda sa nebudeme venovat’ globálnym
modelom, ked’že tie už boli študované [3]. Budeme teda poč́ıtat’ odchýlky od
lokálneho modelu jadrových hmotnost́ı, od Garvey-Kelsonových relácíı a následne
ich analyzovat’.

Pri analýze budeme použ́ıvat’ podobné metódy ako v [3], ale taktiež odlǐsné
štatistické metódy ako sú autokorelačné matice, korelačné matice a analýza hlavných
komponentov. Zvlášt’ budeme analyzovat’ aj spektrálne korelácie, ktoré sa použ́ıvajú
v charakterizácii kvantového chaotického systému.
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Čast’ 1

Teória

1.1 Garvey-Kelsonove relácie

Jadrá atómov, a špeciálne ich hmotnosti, popisujeme rôznymi metódami. Hmot-
nostná formula je vzt’ah, ktorý dokáže predpovedat’ hmotnost’ jadra, pričom pred-
pokladáme znalost’ iba počtu protónov a neutrónov. Na poṕısanie jadrových
hmotnost́ı sa dá pozerat’ bud’ ako na celú jadrovú tabul’ku, čo rob́ı napŕıklad práve
najznámeǰśı kvapkový model jadra (Bethe-Weizsäckerova hmotnostná formula),
alebo aj na jednotlivé jadrá a ich najbližš́ıch susedov, kde sa pozeráme na vzt’ahy
len medzi niekólkými susednými jadrami. Práve tento druhý pŕıstup využ́ıvajú
tzv. Garvey-Kelsonove relácie. Sú pomenované po dvoch autoroch článku z roku
1966 [1], v ktorom Garvey a Kelson predstavujú vtedy nové vzt’ahy medzi jad-
rovými hmotnost’ami. Pri tomto druhom pŕıstupe ale požadujeme okrem znalosti
počtu protónov a neutrónov aj znalost’ hmotnost́ı okolitých jadier.

Jadrové modely sú zväčša celkom zložitými súbormi vzt’ahov. Garvey-Kelsonove
relácie, popisujúce jadro hoci iba lokálne, sú vel’mi jednoduché, ale napriek tomu
užitočné.

Hmotnost’ jadra (N,Z), ktoré má počet neutrónov N a počet protónov Z
budeme značit’ M(N,Z). Potom v najjednoduchšej podobe sú Garvey-Kelsonove
relácie poṕısané vzt’ahom, ktorý Garvey s Kelsonom odvodili v [1] ako:

M(N + 2, Z − 2)−M(N,Z) +M(N,Z − 1)−M(N + 1, Z − 2)

+M(N + 1, Z)−M(N + 2, Z − 1) = 0.
(1.1)

Relácie (1.1) určite úplne nenahradia hmotnostnú formulu, pretože nedokážu
predpovedat’ hmotnosti ”z ničoho”. Ich užitočnost’ ale spoč́ıva v jednoduchosti a
väčšej presnosti robit’ predpovede o hmotnostiach na základe znalosti hmotnost́ı
v okoĺı jadra, ktorého hmotnost’ chceme určit’.

1.1.1 Motivácia k vytvoreniu Garvey-Kelsonových relácíı

Jedným z ciel’ov jadrovej fyziky bolo, a aj stále je, źıskat’ čo najpresneǰśı popis
jadra. Na dostatočný popis jadra potrebujeme znalost’ väzobných energíı a teda
hmotnost́ı jadier, ked’že hmotnost’ jadra v základnom stave je základná veličina
popisujúca atómové jadro. Preto bola vynaložená vel’ká snaha źıskat’ formuly,
ktoré by nám hmotnosti všetkých jadier čo najpresneǰsie predpovedali. V súčasnej
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dobe sú známe rôzne formuly vychádzajúce z odlǐsných teoretických predpokla-
dov: od semi-empirickej, ktorá nemá vel’a parametrov, k fenomenologickým va-
riantám, ktoré použ́ıvajú vel’ké množstvá parametrov. Avšak z fundamentálneho
pohl’adu tieto pokusy nedosiahli vel’ké kvantitat́ıvne úspechy, pretože exaktná
teória pre takýto konečný problém mnohých telies je obtiažne riešitel’ná.

Základným rozdeleńım techńık na výpočet neznámych hmotnost́ı jadier by
mohlo byt’ na globálne a lokálne techniky. Globálne modely obvykle využ́ıvajú
znalosti už zmeraných hmotnost́ı k nafitovaniu parametrov (ktorých sú často de-
siatky) a potom predpovedajú neznáme jadrá. Lokálne vzt’ahy sa snažia predpove-
dat’ nové hmotnosti na základe známych hmotnost́ı jadier v bĺızkom okoĺı. Najjed-
noduchš́ım globálnym pohl’adom na atómové jadro je určite Kvapkový model jadra
a s ńım spojená semi-empirická Bethe–Weizsäckerova formula. Kvapkový model
ale oproti dnešným moderneǰśım modelom zaostáva najmä svojou presnost’ou, čo
je spôsobené tým, že neberie dostatočne do úvahy kvantovo-mechanické efekty
[6]. Tento model bol však postupne rozširovaný do tvaru, ktorý obstoj́ı aj medzi
úplne mikroskopickými modelmi. Medzi aktuálne najpresneǰsie globálne modely
patria:

1. FRDM (angl.: finite range droplet model), ktorý vychádza z kvapkového
modelu a berie do úvahy mikroskopické orbitálové korekcie (angl.: micros-
copic shell corrections) [5]

2. Modely založené na Hartree-Fock-Bogoliubovej (HFB) teórii [5, 3]

3. Modely vychádzajúce z orbitálového modelu jadra. Napŕıklad Duflo-Zucker
[5, 3]

Ukazuje sa, že všetky spomı́nané globálne modely vykazujú podobnú presnost’ a
to v ráde 400-700 keV.

Detailne nebudeme rozoberat’ tieto modely, ked’že nie sú predmetom tejto
bakalárskej práce a využ́ıvajú vel’mi pokročilé teoretické znalosti presahujúce ba-
kalárske štúdium fyziky. Sú tu ale spomenuté kvôli motivácii k zavedeniu lokálnej
techniky s podobnou presnost’ou: Garvey-Kelsonových relácíı.

Lokálna technika určujúca jadrové hmotnosti využ́ıvajúca vzt’ahy, ktoré exis-
tujú medzi jadrovými hmotnost’ami je napŕıklad práve tá, ktorú použ́ıvajú Garvey
s Kelsonom pri tvorbe Garvey-Kelsonových relácíı. Ďalej taktiež uvid́ıme, že táto
technika dosahuje podobnú presnost’ ako dnešné globálne fity.

Ako sa spomı́na v článku od Garveyho et al. z roku 1969 [2], pracovat’ na
podobných vzt’ahoch medzi jadrami začal už Jänecke (1965) a raná práca Garvey
a Kelsona z roku 1966 [1] bola rozš́ıreńım a zovšeobecneńım Jäneckovej práce.
Súbor hmotnostných relácíı od Garveyho a Kelsona je všeobecneǰśım, presneǰśım
a lepšie použitel’ným, než ten Jäneckeho.

Ukázalo sa, že vytvorené Garvey-Kelsonove hmotnostné relácie sú konzis-
tentné s viacerými dobre známymi modelmi nezávislých čast́ıc (angl.: independent-
particle model of nucleus) a teda nevytvárajú nový obraz o jadre. Ich hlavnou
hodnotou je, že nevyžadujú vel’a predpokladov o štruktúre jadra a použ́ıvajú už
známe experimentálne namerané hmotnosti k predpovediam ešte nenameraných
hmotnost́ı. K praktickému použitiu GK (Garvey-Kelsonových) relácíı je znalost’

týchto hmotnost́ı, ktoré sú d’aleko od údolia stability (neutrónovo bohatá oblast’),
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vel’mi dôležitá. Napŕıklad k pochopeniu jadrovej syntézy typu r (angl.: r-process)
alebo jadrového štiepenia.

1.1.2 Odvodenie Garvey-Kelsonových relácíı

Na odvodenie GK relácíı použijeme pŕıstup, ktorý podrobne opisujú Garvey
et al. v [2]. Jadrové systémy sú všeobecne určené Hamiltoniánom, ktorý popi-
suje fundamentálne interakcie medzi nukleónmi. Pomocou tohoto Hamiltoniániu
je možné vypoč́ıtat’ metódou ab initio (z prvých prinćıpov) spektrum iba pre
najl’ahšie jadrá. Pre t’ažšie jadrá je ab initio pŕıstup zatial’ nedostupný kvôli vel’kej
výpočetovej náročnosti, ktorá rastie exponenciálne s počtom nukleónov. Sú ale
dostupné rôzne jadrové modely založené napŕıklad na teórii stredného pol’a.

Základným východiskom pre GK relácie je pohl’ad na jadro ako systém nukleónov.
Ak zoberieme do úvahy obraz nezávislej častice, nukleóny sa pohybujú v konzis-
tentnom jednočasticovom poli, v tzv. strednom poli. Potom spomı́naným základným
východiskom GK relácii je, že sa stredné pole, teda jednočasticové hladiny a re-
ziduálne interakcie medzi nukleónmi v týchto hladinách, meńı pomaly s počtom
nukleónov [1].

K odvodeniu vzt’ahov medzi susednými jadrami budeme pristupovat’ konštrukciou
rovnice rozdielov medzi jadrami:

α∑︂
i=1

CiM(Ni, Zi) = 0, (1.2)

kde Ci je koeficient, ktorý obmedźıme vzt’ahom |Ci| = 1. Z (1.2) vid́ıme, že
požadujeme aby súčet nejakej podmnožiny jadrových hmotnost́ı bol približne
nulový. Toho dosiahneme správnou vol’bou lineárnej kombinácie, aby sa všetky
interakcie medzi nukleónmi do prvého rádu vyrušili. Aby sme toto docielili, muśı
sa teda vyrušit’ aspoň počet neutrón-neutrónových (n-n), protón-protónových (p-
p) a neutrón-protónových (n-p) interakcíı. Počet n-n a p-p interakcíı sa vyruš́ı z
požiadavky, že jeden daný počet protónov alebo neutrónov sa objavý v dvoch
rôznych jadrách v rovnici (1.2) s vhodným znamienkom. Napŕıklad: CiZi =
−CjZj a podobne. Táto podmienka nám implikuje obmedzenie, že α muśı byt’

párne č́ıslo. Netriviálne rovnice źıskame len pre α ≥ 6. Ukážme si rovnicu pre
α = 6:

M(N1, Z1) +M(N2, Z2) +M(N3, Z3)−M(N3, Z1)

−M(N1, Z2)−M(N2, Z3) ∼= 0. (1.3)

Je zjavné, že sa vo výraze (1.3) vyruš́ı počet n-n a p-p interakcíı. Ďalej vieme, že
počet interakcíı n-p bude NZ, a teda potrebujeme pridat’ k podmienke (1.2) aj
podmienku:

α∑︂
i=1

CiNiZi = 0. (1.4)

Potom sa vd’aka podmienke (1.4) vyruš́ı aj počet n-p interakcíı.
Definujme si ešte ∆Zi = Z1 − Zi a ∆Ni = N2 −Ni. Z doteraǰśıch podmienok

dostaneme rovnost’: ∆Z2∆N1 = ∆Z3∆N3
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Triviálne identity dostaneme pre ∆Z2 = ∆Z3 a ∆N1 = ∆N3. Berieme teda
∆Z2 ̸= ∆Z3 a ∆N1 ̸= ∆N3. Preto bude v tomto pŕıpade najjednoduchšou vol’bou
na dosiahnutie rovnosti ak sa súčiny ∆Z2∆N1 a ∆Z3∆N3 budú rovnat’ ±1. A tak
dostávame pre vol’bu ∆Z2∆N1 = ∆Z3∆N3 = −1 rovnicu, ktorá bola naṕısaná
Garveym a Kelsonom už v roku 1966 [1]:

M(N + 2, Z − 2)−M(N,Z) +M(N,Z − 1)−M(N + 1, Z − 2)

+M(N + 1, Z)−M(N + 2, Z − 1) = 0. (1.5)

Vol’ba ∆Z2∆N1 = ∆Z3∆N3 = 1 zas na druhej strane dáva:

M(N + 2, Z)−M(N,Z − 2) +M(N + 1, Z − 2)−M(N + 2, Z − 1)

+M(N,Z − 1)−M(N + 1, Z) = 0. (1.6)

Tieto dve relácie pozostávajúce z troch párov rozdielov hmotnost́ı sú najčasteǰsie
použ́ıvanými a boli odvodené v [2]. Relácia (1.5) by mala byt’ použ́ıvaná len v
situácii, kedy N ≥ Z, aby sme sa vyhli prekročeniu ĺınie kedy N = Z. Toto
požadujeme z dôvodu, že pri prekročeńı tejto ĺınie dochádza k nesprávnemu
vyrušeniu závislosti izospinu na reziduálnych interakciách. Taktiež požadujeme
aby v pŕıpade kedy N = Z, N nebolo nepárne. Pre také jadrá nám totiž Wigne-
rov efekt bráni v presnosti lepšej ako 1 MeV [5].

1.1.3 Rozš́ırenie základných Garvey-Kelsonových relácíı

Pri odvodzovańı základných Garvey-Kelsonových relácíı (1.5) a (1.6) sa ukázalo,
že minimálny počet členov v rovnici je α = 6. S takýmto počtom členov sme
odvodili aj rovnice (1.5) a (1.6). Garvey a Kelson ale ukázali už v [1], že existuje
rekurentný vzt’ah generujúci nové relácie, ktoré obsahujú viacero členovM(N,Z),
resp. rozsah N a Z je väčš́ı ako v rovnici (1.5) alebo (1.6). Toto spomı́najú aj v
[2] a pracujú hlavne so všeobecneǰśım vzt’ahom:

M(N + l, Z − l)−M(N,Z)

+
l∑︂

i=1

[M(N − 1 + i, Z − l + i)−M(N + i, Z − l − 1 + i)] = 0, (1.7)

kde sú už ale všetky jadrá obmedzené na oblast’N ≥ Z a žiadna hmotnost’ nemôže
byt’ z jadra (N,Z), kde N aj Z by boli nepárne s izospinom T3 = 0 (T3 je tretia
zložka izospinu). Pre dané hodnoty l dostaneme rôzne Garvey-Kelsonove relácie.
Toto môžeme vidiet’ na Obr. 1.1, kde pre l = 2 dostávame základné Garvey-
Kelsonove relácie v tvare (1.5).

Na tejto idei d’alej budovali v rokoch 2007 a 2008 J.Barea et al. v článkoch
[4] a [5]. Toto rozš́ırenie spoč́ıva najmä v konštrukcii najrozsiahleǰśıch možných
Garvey-Kelsonových relácíı. Dospejú k nim algoritmom, ktorý opisujú v [4], kde
pristupujú postupnou konštrukciou všetkých možných Garvey-Kelsonových relácii
pre jedno dané jadro (N,Z). Prichádzajú k tomu, že každá GK relácia môže
byt’ aplikovaná najviac 6-krát meneńım poźıcie (N,Z) okolo 6 korelovaných ja-
dier. Teda sa dá použit’ maximum 12 GK relácíı korelujúcich maximálne 21 ja-
dier. Počet odhadov (GK relácíı) použitých na vytvorenie novej relácie budeme
označovat’ v súlade s článkami [4] a [5], a teda ako n.
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Obr. 1.1: Graf tvaru Garvey-Kelsonových relácíı z rovnice (1.7) pre l = 2, 3,
a 6. Vhodné znamienka k pŕıslušným hmotnostiam sú graficky znázornené na
pŕıslušných miestach. Prevzaté z [2].

V článku [5] autori ukazujú na základe vypoč́ıtaných stredných kvadratických
odchýlok, ktoré budeme značit’ RMSD (Root-mean-square deviation) a sú vyṕısané
v Tab. 1.1, že predpovede hmotnost́ı učinené GK reláciami sú presneǰsie s rastúcim
počtom odhadov, teda s rastúcim n. V Tab. 1.1 toto vid́ıme ako menšie hodnoty
RMSD pre väčšie n. Konkrétne to vyzerá tak, že najpresneǰsie odhady hmotnost́ı
jadier dostaneme z GK relácie, ktorá je vytvorená z 12 odhadov, teda n = 12.
Tvar tejto GK relácie (z [5]), ktorá obsahuje 21 rôznych hmotnost́ı jadier je na-
sledovný:

M(N − 2, Z + 2) +M(N − 2, Z − 2)

+M(N + 2, Z + 2) +M(N + 2, Z − 2)

− 2M(N + 2, Z − 1)− 2M(N + 2, Z + 1)

− 2M(N − 2, Z − 1)− 2M(N − 2, Z + 1)

− 2M(N − 1, Z − 2)− 2M(N + 1, Z − 2)

− 2M(N − 1, Z + 2)− 2M(N + 1, Z + 2)

+ 2M(N + 2, Z) + 2M(N − 2, Z)

+ 2M(N,Z − 2) + 2M(N,Z + 2)

+ 4M(N + 1, Z) + 4M(N − 1, Z)

+ 4M(N,Z − 1) + 4M(N,Z + 1)

− 12M(N,Z) = 0.

(1.8)

Pri vyhodnocovańı odchýlok od GK relácie (1.8), muśıme byt’ opatrný. Môžeme
si všimnút’, že (1.2) s obmedzeńım |Ci| = 1 v pŕıpade GK relácie (1.8) neplat́ı.
Toto je dôsledok toho, že GK relácia (1.8) je vytvorená z 12 odhadov hmotnosti
M(N,Z) pomocou 12 GK relácíı (1.5) a preto pozorujeme koeficient pred hmot-
nost’ou M(N,Z) Ci = 12. Z toho hl’adiska môžeme povedat’, že relácia (1.8) je
všeobecneǰsia ako relácia (1.2) s obmedzeńım |Ci| = 1. Prakticky sa toto ošetŕı
spriemerovańım a teda, že vydeĺıme výslednú hodnotu 12.
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n ≥ 1 n ≥ 4 n ≥ 7 n = 12
A ≥ 16 182 152 123 87
A ≥ 60 115 98 86 76

Tab. 1.1: RMS odchýlky od hmotnost́ı (v keV) vypoč́ıtané s GK reláciami pre
rôzne n. Prevzaté z [5].

1.1.4 Odchýlky od Garvey-Kelsonových relácíı

Na pravej strane každej z GK relácíı (1.5), (1.6) alebo (1.8) je v ideálnom pŕıpade
nula. Ked’že ale GK relácie nie sú dokonale presné, na pravej strane nebude
presne nula, ale nejaká odchýlka, ktorú budeme značit’ ako P (N,Z), kde ako už
je zvykom N je počet neutrónov a Z je počet protónov. Teda aplikáciou GK
relácíı na jadrové hmotnosti źıskame odchýlky GK relácíı, ktoré reprezentujú
pravú stranu rovnice (1.5), (1.6) alebo (1.8).

1.2 Korelačná matica

K analýze vzt’ahov medzi odchýlkami po aplikácii GK relácii je možné využit’

tzv. korelačnú maticu. Korelačná matica nám dá informácie o koreláciách medzi
jednotlivými jadrami v jadrovej tabul’ke. Inými slovami, môžeme sa dozvediet’ o
tom či ešte existujú vzt’ahy medzi odchýlkami po aplikácii GK relácíı.

Môžeme sa na dátové súbory, z ktorých chceme skonštruovat’ korelačnú ma-
ticu pozerat’ ako na časové rady, resp. signály v rovnakom čase (tzv. equal-time
correlation matrix ). Podobnú konštrukciu korelačných mat́ıc vykonávajú v [7, 8].
Nech je teda Pi(k) M -dimenzionálny multivariačný dátový súbor d́lžky T , kde
i, j = 1, . . . ,M a k = 1, . . . , T . Potom môžeme poč́ıtat’ korelačnú maticu ρ̂ ako:

ρi,j =
1

T

T∑︂
k=1

(︁
Pi(k)− Pi

)︁ (︁
Pj(k)− Pj

)︁
σiσj

, (1.9)

kde Pi, resp. Pj znač́ı strednú hodnotu a σi, resp. σj znač́ı štandardnú odchýlku
(odmocnina z variancie) Pi(k), resp. Pj(k).

To, že v (1.9) vykonávame normalizáciu v tvare:

Pi(k)− Pi

σi

, (1.10)

znamená niekol’ko većı. Ako prvé, hodnoty vstupujúce do korelačnej matice nor-
malizujeme týmto spôsobom preto, aby každá vstupujúca rada mala strednú hod-
notu rovnú 0 a rozptyl rovný 1 [9]. Ďalej to znamená, že elementy korelačnej ma-
tice ρi,j, nazývané korelačné koeficienty, budú medzi -1 a 1 a všetky diagonálne
elementy budú rovné 1 [8]. Dôsledkom takejto normalizácie je taktiež aj to, že
plat́ı:

Tr(ρ̂) =
∑︂
i

ρi,i =
∑︂
i

λi = M, (1.11)

kde λi sú vlastné hodnoty korelačnej matice ρ̂ (viz defińıcia vlastnej hodnoty
neskôr (1.14)) a Tr(ρ̂) je stopa matice ρ̂. Znamená to teda, že stopa korelačnej
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matice normalizovanej spôsobom (1.10), ktorá sa pri diagonalizácii nezmeńı je
rovná súčtu vlastných hodnôt korelačnej matice a zároveň je rovná dimenzii M
korelačnej matice [8]. Dôsledkom (1.11) je, že ak sa jedna vlastná hodnota zmeńı,
muśı to byt’ vykompenzované upraveńım zvyšných vlastných hodnôt tak, aby bola
splnená podmienka (1.11) [8].

Taktiež je potrebné dodat’, že normalizácia (1.10) spôsobuje odstránenie in-
formácie o amplitúde a o možnom rozdiele amplitúd medzi dvomi signálmi Pi(k).
Korelácie ale potom výhradne odrážajú vzt’ahy medzi tvarmi a posunutiami
(fázami) signálov Pi(k) [8].

Zavedenie a popis konkrétnych vzt’ahov na výpočet korelačnej matice bude v
Časti 2, v odseku 2.3.1, kde korelujeme odchýlky GK relácíı bud’ podl’a fixných
protónových č́ısel Zi, alebo fixných neutrónových č́ısel Ni. A teda konkrétne Pi(k)
bude reprezentovat’ bud’ P (N,Zi), kde ide N od 0 do Nmax (v tu použitom značeńı
sa teda T = Nmax) alebo P (Ni, Z), kde zas Z ide od 0 do Zmax (teda v tomto
pŕıpade T = Zmax). Nmax, resp. Zmax je v danom dátovom súbore odchýlok od
GK relácíı najväčšie neutrónové, resp. protónové č́ıslo.

1.3 Autokorelačná matica

Autokorelačná matica sa poč́ıta analogicky ako korelačná matica, s výnimkou
toho, že násob́ıme každý element s každým. Elementy autokorelačnej matice sa
poč́ıtajú vzt’ahom:

C∆N,∆Z =
1

Cmax

∑︂
N

∑︂
Z

P (N,Z)P (N +∆N,Z +∆Z), (1.12)

kde sč́ıtame cez všetky N a Z, P (N,Z) sú odchýlky od GK relácíı, ∆N , resp.
∆Z sú posunutia neutrónového č́ısla, resp. protónového č́ısla a idú od −Nmax do
Nmax, resp. od −Zmax do Zmax. Cmax je normalizačná konštanta, pre ktorú plat́ı,
že Cmax = C0,0, teda ked’ v C∆N,∆Z je ∆N = 0 a zároveň ∆Z = 0 a neuvažujeme
v (1.12) člen 1

Cmax
pred sumami. Ked’že jedna z vlastnost́ı autokorelačnej matice

je to, že má maximum v bode (0, 0), tak je jasné, že takouto normalizáciou po-
tom dostaneme autokorelačné koeficienty C∆N,∆Z v rozmedźı od -1 do 1. Ďaľsou
vlastnost’ou autokorelačnej matice je jej symetria.

Na autokorelačnú maticu sa dá tiež pozerat’ ako na korelácie medzi časovými
radami v rôznych časoch, teda aj ako na závislú na dvoch časoch. Dokonca sa na
ňu dá pozerat’ aj ako na korelácie medzi časovými radami s posunutým časom, čo
vidiet’ v (1.12) aj ked’ nepracujeme doslovne s časom ale s posunutiami o nejaké
∆N , resp. ∆Z.

1.4 Analýza hlavných komponentov (PCA)

Analýza hlavných komponentov (angl.: Principal Component Analysis; skrátene
PCA) je štatistická procedúra, ktorá nám dovol’uje určit’ hlavné smery v ktorých
sa dáta ĺı̌sia. Je to metóda, ktorá identifikuje vzory v množine dát tým, že vytvoŕı
nové premenné, ktorých je ovel’a menej, a tieto nové premenné nazývame hlavné
komponenty (angl.: principal components) [10].
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Tieto hlavné komponenty sa prakticky hl’adajú poč́ıtańım vlastných hodnôt
a vlastných vektorov korelačnej matice daného dátového súboru. Tento proces
môže byt’ prirovnaný k hl’adaniu súradnicového systému, v ktorom je korelačná
matica diagonálna [10]. Plat́ı, že vlastný vektor prislúchajúci k najväčšej hlav-
nej hodnote určuje smer, kde je najsilneǰsia korelácia [10]. Ďalej vlastný vektor
patriaci druhej najväčšej vlastnej hodnote určuje ortogonálny smer s d’aľsou naj-
silneǰsou koreláciou a podobne pre menšie vlastné hodnoty a im prislúchajúce
vlastné vektory.

Z tohto plynie, že sa dá taktiež povedat’, že vlastné hodnoty sú varianciou
hlavných komponentov. Teda prvá vlastná hodnota je varianciou prvého hlavného
komponentu, druhá vlastná hodnota je varianciou druhého hlavného komponentu
a podobne d’alej.

Pozrime sa teraz prakticky ako nájdeme hlavné komponenty korelačnej matice
Â. Vlastné hodnoty matice Â sú definované ako korene rovnice:

det(Â− λÎ) = 0, (1.13)

kde Î je jednotková matica. Nech je teda λ vlastná hodnota matice Â. Potom
existuje vektor v⃗ taký, že plat́ı:

Âv⃗ = λv⃗. (1.14)

Potom nazývame vektor v⃗ vlastným vektorom Â pŕıslušiaci vlastnej hodnote λ.
Pri d’aľsej práci s vlastným vektorom v⃗ chceme kvôli tomu aby rovnica (1.14)
dávala jednoznačné riešenie, aby vektor v⃗ bol normalizovaný. Normalizácia nám
teda dáva nasledovnú podmienku na v⃗:

v⃗ · v⃗⊤ = 1. (1.15)

Nech je d’alej matica Â maticou typu n × n s vlastnými vektormi v⃗1, v⃗2, ..., v⃗n a
s vlastnými hodnotami λ1, λ2, ..., λn. Potom, ak dáme vlastné vektory ako st́lpce
matice, z rovnice (1.14) dostávame maticovú rovnost’:

Â
(︁
v⃗1 v⃗2 ... v⃗n

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

⎞⎟⎟⎟⎠(︁
v⃗1 v⃗2 ... v⃗n

)︁
. (1.16)

Môžeme si označit’ maticu vlastných vektorov ako:

V̂ :=
(︁
v⃗1 v⃗2 . . . v⃗n

)︁
(1.17)

a taktiež si označ́ıme diagonálnu maticu na pravej strane rovnice (1.16) ako:

Λ̂ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . λn

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.18)

Teda môžeme teraz ṕısat’ zjednodušene rovnicu (1.16) ako:

ÂV̂ = Λ̂V̂ . (1.19)
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Ked’že sme jednotlivé vlastné vektory normalizovali na jednotku a taktiež sú
ortogonálne, tak určite plat́ı identita:

V̂ V̂
⊤
= Î = V̂

⊤
V̂ , (1.20)

kde Î je n-dimenzionálna jednotková matica definovaná ako:

Î :=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (1.21)

Teda celkovo dostaneme z (1.19) a s použit́ım vzt’ahu (1.18), že plat́ı:

V̂
⊤
ÂV̂ = Λ̂. (1.22)

Z čoho si môžeme použit́ım (1.20) vyjadrit’ Â nasledovne:

Â = V̂ Λ̂V̂
⊤
. (1.23)

Potom je zjavné, že pre jednotlivé komponenty i budú mat’ matice Âi taký tvar,
že v matici Λ̂ bude nenulový len člen λi. Teda ak si zorad́ıme vlastné hodnoty
zostupne, teda λ1 je najväčšou vlastnou hodnotou, tak napŕıklad pre prvý hlavný
komponent bude mat’ pŕıslušná matica tvar:

Â1 = V̂

⎛⎜⎜⎜⎝
λ1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎠ V̂
⊤
. (1.24)

Pre zovšeobecnenie môžeme takú maticu Λ̂, kde je jediným nenulovým elementom
λi označit’ ako Λ̂i a pre maticu i-tého hlavného komponentu bude potom platit’:

Âi = V̂ Λ̂iV̂
⊤
. (1.25)

Kvôli platnosti (1.23) a (1.25) bude určite platit’ aj vzt’ah:

Âm =
m∑︂
i=1

V̂ Λ̂iV̂
⊤
=

m∑︂
i=1

Âi, (1.26)

kde Âi indexuje hlavné komponenty od 1 do nejakého m, pričom plat́ı, že ked’ m
sa bude rovnat’ počtu vlastných hodnôt Â, tak Âm = Â. Toto je triviálny dôsledok
platnosti (1.23). Âm môžeme nazývat’ ako maticu kumulovanýchm hlavných kom-
ponentov.

1.5 Teória kvantového chaosu

Chaotický systém z pohl’adu klasickej fyziky je v najjednoduchšom pohl’ade spo-
jený s vel’kou citlivost’ou na počiatočné podmienky daného systému. Taktiež
môžeme povedat’, že je úzko spätý s nelinearitou klasických pohybových rovńıc.
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Ukazuje sa, že nie je možné podobným spôsobom charakterizovat’ chaos v
kvantovej mechanike. Kvantová mechanika je lineárna a časový vývoj kvantových
systémov je unitárny [11]. S použit́ım poruchovej teórie sa dá ukázat’, že skutočne
zmena stavového vektoru nerastie v čase a teda ju nemôžeme použit’ k meraniu
chaotickosti stavu [11].

Existujú dva základné pŕıstupy ako môžeme analyzovat’ chaos v kvantovej
teórii:

1. Semiklasické kvantovanie

2. Spektrálne korelácie

Kl’́učový pre nás bude pŕıstup cez spektrálne korelácie. Štatistické analýzy spek-
tier kvantových systémov ako prvý použil E. Wigner pri štúdiu neutrónových re-
zonancíı [12]. Energetické spektrum je predsa fundamentálnym objektom v kvan-
tovej mechanike. Pŕıstup cez spektrálne korelácie je teda logickým nástrojom,
ktorý skúma špecifické štatistické vlastnosti kvantových hlad́ın. Vel’mi dôležitým
matematickým nástrojom k skúmaniu korelácíı v chaotickom kvantovom spektre
je teória náhodných mat́ıc (angl.: random matrix theory), ktorú inicioval Wigner
a d’alej bola rozv́ıjaná Dysonom a Mehtom [12]. Teóriu náhodných mat́ıc budeme
značit’ RMT.

Rozvoj základov kvantového chaosu začal práve s prácou E. Wignera z roku
1955 [13]. Navrhol použ́ıvanie RMT a formuloval dohad, ktorý sa ukázal byt’

správnym. Predpokladal, že interakcie v mnohočasticovom kvantovom systéme
sú tak zložité, že systém bude mat’ rovnaké štatistické spektrálne vlastnosti ako
spektrum náhodnej matice [14]. Neskôr Wigner odvodil aj pravdepodobnostné
rozdelenie vzdialenosti najbližš́ıch susedov (tzv. NNSD) náhodných GOE mat́ıc:

pw(s) =
π

2
se−

π
4
s2 . (1.27)

Neskôr Bohigas, Gianonni a Schmit formulovali hypotézu, že takýto systém je v
klasickej limite chaotický [12].

Čo sú ale GOE náhodné matice a NNSD? GOE je anglická skratka pre
Gaussian Orthogonal Ensemble, čo je základný súbor náhodných mat́ıc, ktorý
sa použ́ıva práve k charakterizovaniu kvantových chaotických systémov. Je to
práve kvôli tomu, že spektrum GOE má rovnaké štatistické vlastnosti ako spek-
trum kvantového chaotického systému. Formálne je GOE definovaný na priestore
reálnych symetrických mat́ıc dvomi požiadavkami. Prvou je, že je daný súbor
náhodných mat́ıc invariantný voči ortogonálnej transformácii, teda pre každú

GOE maticu Ẑ transformácia Ẑ → Ẑ
′
= Ŵ

⊤
ẐŴ , kde Ŵ je l’ubovolná reálna

ortogonálna matica (plat́ı ŴŴ
⊤

= Î), nezmeńı pravdepodobnost’ P (Z)dZ ele-
mentov Zij, teda plat́ı, že:

P (Z ′)dZ ′ = P (Z)dZ. (1.28)

Druhou požiadavkou je to aby elementy GOE boli štatisticky nezávislé.
Okrem súborov mat́ıc GOE existujú d’aľsie dva súbory náhodných mat́ıc a

to GUE (Gaussian Unitary Ensemble) a GSE (Gaussian Symplectic Ensemble).
GUE odpovedá systémom, ktoré nie sú invariantné voči časovej transformácii a
GSE zas systémom, ktoré majú poloč́ıselný moment hybnosti.
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K objasneniu toho, čo znamená NNSD, v preklade nearest-neighbour spacing
distribution, potrebujeme zaviest’ d’aľsie pojmy. Ako prvé si muśıme zadefinovat’

tzv. hustotu hlad́ın:
ρ(E) =

∑︂
i

δ(E − Ei), (1.29)

kde δ je Diracova delta funkcia a sč́ıtame cez všetky energie Ei, teda hladiny
spektra, s ktorým pracujeme. Takto si môžeme spektrum rozdelit’ na dve časti:

ρ(E) = ρ(E) + ρ̃(E), (1.30)

kde budeme nazývat’ ρ(E) ako hladkú čast’ (angl.: smooth part) a ρ̃(E) ako os-
cilačnú čast’ spektra. Obidve časti spektra reprezentujú niečo iné. Hladká čast’

reprezentuje strednú hustotu hlad́ın okolo energie E a oscilačná čast’ nám zas
hovoŕı o odchýlkach od priemeru E. Nás bude d’alej zauj́ımat’ iba oscilačná čast’

spektra, pretože iba ona obsahuje informácie o koreláciách.
Ked’že nás teda zauj́ıma iba čast’ spektra ρ̃(E), potrebujeme procedúru, ktorá

nás zbav́ı hladkej časti. Táto procedúra sa nazýva polynomial unfolding. Prakticky
sa to vykonáva tak, že hl’adáme polynóm fitujúci Ei.

Po tom, ako źıskame tú čast’ spektra, ktorú chceme, potrebujeme spektrum
normalizovat’, aby sme dostali priemernú hustotu hlad́ın rovnú 1.

Z normalizovaného spektra môžeme nakoniec vypoč́ıtat’ pravdepodobnostné
rozdelenie vzdialenost́ı najbližš́ıch susedov, teda NNSD tak, že vypoč́ıtame vzdia-
lenosti medzi najbližš́ımi hladinami.

V tejto práci ale nebudeme analyzovat’ priamo súbory mat́ıc GOE. Budeme
analyzovat’ korelačné matice, ktoré sme zaviedli v časti 1.2. Korelačné matice
úplne nekorelovaného signálu tvoria tzv. Wishartov súbor (angl.: Wishart en-
semble), skrátene WE. Ak chceme porovnávat’ empirické výsledky, tak WE je
prirodzenou nulovou hypotézou, že vo vstupných dátach nie sú žiadne korelácie
[8]. Ak plat́ı, že v limitách M → ∞ a T → ∞ zostáva Q = T/M konštantné, tak
plat́ı, že pravdepodobnostné rozdelenie vlastných hodnôt Wishartovho súboru má
tvar [8]:

pW =
Q

2πσ2

√︁
(λ+ − λ)(λ− − λ)

λ
, (1.31)

pričom σ2 = 1
M

∑︁M
i=1 σ

2
i znač́ı totálny rozptyl vstupného náhodného signálu a pre

λ± plat́ı:

λ± = 1 +
1

Q
± 2

√︃
1

Q
. (1.32)

O Wishartovom súbore môžeme taktiež povedat’, že jeho NNSD bude mat’ Wig-
nerove rozdelenie, teda ako (1.27). Je dôležité dodat’, že korelácie vo vstupnom
signáli spôsobia odchýlku NNSD od Wignerovho rozdelenia.

Celkovo ak pravdepodobnostné rozdelenie vlastných hodnôt korelačnej ma-
tice bude súhlasit’ s pravdepodobnostným rozdeleńım (1.31), môžeme korelačnú
maticu považovat’ za Wisharov súbor. A teda NNSD takejto korelačnej matice
bude mat’ tvar Wignerovho rozdelenia, ak je signál, z ktorého je korelačná ma-
tica zostrojená, úplne náhodný, teda nekorelovaný. Ak sa bude NNSD korelačnej
matice z Wishartovho súboru ĺı̌sit’ od Wignerovho rozdelenia, tak nám to dáva
informáciu o koreláciách v pôvodnom signále.
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Čast’ 2

Spracovanie dát a diskusia
výsledkov

2.1 Poč́ıtanie a diskusia GK relácíı

Hlavným ciel’om tejto práce je analýza odchýlok od GK relácíı P (N,Z) po tom
ako na experimentálne źıskané hodnoty jadrových hmotnost́ı aplikujeme GK
relácie.

Odchýlka P (N,Z) nám vlastne hovoŕı o tom, ako vel’mi sa daná GK relácia
odchyl’uje od nuly. Tieto hodnoty chceme d’alej vykreslit’ ako kontúrový graf, kde
farbou (kontúrami) budeme značit’ P (N,Z), horizontálna os bude reprezentovat’

počet neutrónov N a vertikálna os počet protónov Z daného jadra.
Ako vstupné dáta použ́ıvame najnovšie namerané hmotnosti jadier AME 2020

(Atomic Mass Evaluation) aktuálne k roku 2020. Textový dátový súbor name-
raných jadrových hmotnost́ı bol źıskaný z webovej stránky [15], ale nachádza sa
a rozoberajú ho aj v článkoch [16, 17]. Pôvodne mala byt’ analýza založená na
staršej kompilácii jadrových hmotnost́ı AME 2016, ked’že v čase začiatku práce
bola táto kompilácia najaktuálneǰsou a články [16, 17] boli publikované až v marci
2021. Porovnańım analýzy týchto dvoch súborov jadrových hmotnost́ı neboli zis-
tené žiadne vel’ké rozdiely.

Aplikujme teda na dátový súbor jadrových hmotnost́ı prvú GK reláciu (1.5).
Dostali sme odchýlky P (N,Z) závislé naN a Z a tie boli vykreslené ako kontúrový
graf na Obr. 2.1.

Aplikáciou GK relácie (1.6) dostaneme kontúrový graf, ktorý je na Obr. 2.2.
Pri aplikácii GK relácie (1.8) si muśıme dat’ väčš́ı pozor. Ked’že relácia (1.8)
vznikla skombinovańım 12 GK relácíı (1.5), výsledná odchýlka muśı byt’ sprieme-
rovaná, teda sa muśı vydelit’ 12. Pri základnej GK relácii (1.5) bolo povedané,
že pre koeficient Ci, ktorý sme videli pri jej konštrukcii v (1.2), plat́ı |Ci| = 1.
Túto podmienku ale zjavne nesṕlňa (1.8), iba jednotlivých 12 odhadov, ktoré boli
na jej konštrukciu použité. Aj z tohto potom vidiet’, že muśıme urobit’ priemer
výslednej odchýlky vydeleńım 12.

Po uvedomeńı si toho ako źıskame správne odchýlky v pŕıpade aplikácie GK
relácie (1.8), môžeme tieto odchýlky tiež zobrazit’ ako kontúrový graf. Tento graf
môžeme vidiet’ na Obr. 2.4.

Vo všetkých kontúrových grafoch bude šedá oblast’ reprezentovat’ nemerané
hodnoty. Vznikajú bud’ tým, že nám informácia o hmotnosti pre dané (N,Z)
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úplne chýba (nefyzikálne jadro alebo jadro s dosial’ neznámou hmotnost’ou) alebo
je informácia odstránená ak jeden alebo viac členov v danej GK relácii chýba.
Toto sa prejavý tým, že nenulová oblast’ P (N,Z) je znatel’ne menšia na Obr. 2.4,
kde sú zobrazené odchýlky od GK relácie (1.8). Toto nie je prekvapivé, ked’že
relácia (1.8) obsahuje ovel’a viac členov ako GK relácie (1.5) a (1.6), ktoré všetky
musia byt’ nenulové.

Z grafov GK relácíı teraz môžeme vidiet’, že odchýlka GK relácíı je skutočne
rádovo okolo 1000 keV a menej (viz Obr. 2.3) a najlepšie výsledky dostávame
pre najkomplexneǰsie relácie (1.8). Napriek tomu si ale taktiež môžeme všimnút’

z Obr. 2.4, že hoci máme väčšiu presnost’, stratili sme väčšie množstvo informácíı
na krajoch jadrovej tabul’ky. Máme teda menšie množstvo odchýlok P (N,Z) pre
(1.8). To je ale v súlade s tým ako fungujú GK relácie, teda že ich nemôžeme
použit’ na miestach kde nemáme informáciu o hmotnosti každého jadra, ktoré sa
nachádza v rovnici danej GK relácie.

Na porovnanie, zobrazujeme aj graf odchýlok po aplikácii GK relácie (1.6) s
rozsahom P (N,Z) od -1000 do 1000 keV a to na Obr. 2.3.

Pozrime sa ešte na odchýlky od GK relácie (1.5) na Obr. 2.1. Približne v oblasti
kedy Z > 40 aN > 50 sú odchýlky P (N,Z) rádovo rovnakej vel’kosti. Všimnime si
ale hlavne ĺıniu N = Z. Táto ĺınia vykazuje vel’mi silné korelácie o niekol’ko rádov
vyššie ako ostatné. Toto ale nie je prekvapivé, ked’že bolo zdôraznené v časti 1.1.2,
že relácia (1.5) môže byt’ použ́ıvaná len v situácii, kedy N > Z, aby sme sa vyhli
prekročeniu ĺınie N = Z. Máme teda experimentálne potvrdené, že GK relácia
(1.5) skutočne neplat́ı v tejto situácii. Rovnaký jav môžeme pozorovat’ aj v pŕıpade
GK relácie (1.8) na Obr. 2.4, ked’že relácia (1.8) bola vytvorená kombináciou 12
GK relácíı (1.5) a taktiež sa preto nemôže vyhnút’ tomuto obmedzeniu.

2.2 Autokorelácia

Vd’aka tomu, že máme vypoč́ıtané odchýlky od Garvey-Kelsonových relácíı môžeme
pristúpit’ k prvej analýze zbytkových korelácíı. Touto prvou analýzou bude auto-
korelácia. Konkrétne máme za ciel’pŕıst’ k správnemu tvaru autokorelačnej matice.

Ako už bolo ukázané v sekcii 1.3, pri poč́ıtańı autokorelačnej matice vzt’ahom
(1.12) násob́ıme každú hodnotu nášho dátového súboru P (N,Z) s každou inou
hodnotou v danom dátovom súbore. Presneǰsie povedané to znamená, že odchýlku
P (N,Z) násob́ıme s každou inou odchýlkou kde prechádzame všetky posunutia
ako v smere N , tak v smere Z. Posunutie neútronového č́ısla jadra N budeme
značit’ ako ∆N a posunutie protónového č́ısla Z budeme značit’ ako ∆Z. Toto
vykonáme pre všetky dostupné odchýlky P (N,Z) od GK relácíı a sč́ıtame cez
všetky N a Z ako to môžeme vidiet’ vo vzt’ahu (1.12). Odchýlky P (N,Z), pre
ktoré nemáme namerané dáta, budeme nahradzovat’ nulou.

Elementy autokorelačnej matice budú teda odpovedat’ určitým posunutiam
∆N a ∆Z. Výsledná autokorelačná matica nám teda dá kvantitat́ıvnu informáciu
o tom ako je každá odchýlka od GK relácíı korelovaná s l’ubovolnou inou odchýlkou
posunutou o ∆N neutrónov a ∆Z protónov v jadrovej tabul’ke.
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Obr. 2.1: Kontúrový graf reziduálnych hmotnost́ı P (N,Z) po aplikácii GK relácie
(1.5) v závislosti naN a Z. Farba kontúr charakterizuje vel’kost’ P (N,Z) v rozsahu
od -600 keV do 600 keV.

2.2.1 Grafická analýza a diskusia

Pre Garvey-Kelsonove relácie vypoč́ıtané podl’a vzt’ahu (1.6) bola autokorelačná
matica vypoč́ıtaná pomocou rovnice (1.12). Pri normalizácii v (1.12) bola ako
najväčšia hodnota vzatá centrálna korelácia kde nenastalo žiadne posunutie, resp.
∆N = 0 a ∆Z = 0, teda korelácia elementu so sebou samým. Konkrétny tvar
autokorelačnej matice bol potom vykreslený ako kontúrový graf.

Autokorelačné koeficienty boli źıskané z vypoč́ıtaných odchýlok, ktoré boli vy-
hodnotené v časti 2.1 v programovacom jazyku Python a vykreslené ako kontúrové
grafy s použit́ım knižnice Matplotlib.

V rozmedźı autokorelačného koeficientu C∆N,∆Z od -1 do 1 môžeme kontúrový
graf vidiet’ na Obr. 2.5 a na Obr. 2.6 je zobrazený rovnaký graf, len sústredený
na oblast’ kde sú korelácie najsilneǰsie. Na Obr. 2.7 je nakoniec tá istá korelačná
matica až na to, že kontúrami zobrazujeme C∆N,∆Z v rozmedźı od -0,15 do 0,15.

Samozrejme môžeme poč́ıtat’ autokorelačnú maticu aj ked’ si zoberieme pŕıpady
iných GK relácíı. Vezmime si napŕıklad GK relácie vypoč́ıtané podl’a vzt’ahu (1.5).
Kontúrový graf autokorelácie pribĺıžený na najsilneǰsie autokorelácie GK relácíı
(1.5) v rozmedźı autokorelačných koeficientov od -0.15 do 0.15 je na Obr. 2.8.

Nakoniec máme autokorelácie podl’a GK relácii (1.8) na kontúrových grafoch
pre rozmedzie autokorelačných koeficientov od -0.15 do 0.15 na Obr. 2.9.

Na Obr. 2.5 si môžeme všimnút’, že autokorelačné koeficienty sú sústredené iba
na vel’mi lokalizovanú oblast’ okolo bodu (0, 0). Koeficienty, ktoré hoci sú nenu-
lové, ale vel’mi bĺızke nule vid́ıme v určitej ohraničenej oblasti. Sivá oblast’, ktorá
je mimo spomı́nanej ohraničenej oblasti s nenulovými koeficientami, reprezentuje
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Obr. 2.2: Kontúrový graf reziduálnych hmotnost́ı P (N,Z) po aplikácii GK relácie
(1.6) v závislosti naN a Z. Farba kontúr charakterizuje vel’kost’ P (N,Z) v rozsahu
od -600 keV do 600 keV.

nemerané hodnoty. V programe poč́ıtajúcom autokorelačné koeficienty sme do-
stali presnú nulu, ked’že už v časti 2.1 sme spomenuli ako nefyzikálne jadrá mimo
jadrovú tabul’ku, ktorých hmotnosti nemáme pokladáme za nulu. Taktiež sem
spadajú odchýlky P (N,Z), ktoré sme museli vyhodit’, ak sme pri výpočte GK
relácie nepoznali hodnotu nejakého jadra. Toto sa samozrejme prejav́ı ako šedá
oblast’ aj v grafe autokorelačnej matice, čo plynie z (1.12).

Na všetkých obrázkoch autokorelácie môžeme taktiež pozorovat’ to, že auto-
korelačná matica má skutočne jednu z vlastnost́ı - symetriu. Na Obr. 2.6 môžeme
pozorovat’ druhú spomı́nanú vlastnost’, a to že najväčš́ım koeficientom auto-
korelačnej matice je centrálny element (0, 0), podl’a ktorého normalizujeme vo
vzt’ahu (1.12).

Na Obr. 2.7 môžeme pozorovat’ autokorelačné koeficienty v takmer o rád
menšom rozmedźı ako na predošlom Obr. 2.6. Napriek tomu stále pozorujeme
korelácie len lokalizovane. Vš́ımame si ostré striedanie korelácie a antikorelácie
od centrálneho bodu najsilneǰsej korelácie v (0, 0). Tieto výsledky dávajú fy-
zikálny zmysel, ked’že najsilneǰsie korelované budú susedné jadrové hmotnosti,
teda posunuté o malé ∆N a ∆Z. Striedanie korelácie a antikorelácie dáva mate-
matický zmysel z tvaru (1.12), ked’že pozorujeme striedanie kladných a záporných
odchýlok aj priamo v kontúrových grafoch odchýlok od GK relácíı.

Korelácie zobrazené na Obr. 2.8 a Obr. 2.9 majú vel’mi intenźıvne korelo-
vanú diagonálu. Toto je zjavne dôsledok toho, že pre GK relácie (1.5) a (1.8)
sú odchýlky na ĺınii N = Z o niekol’ko rádov väčšie ako v iných oblastiach.
Pri autokorelácii, kvôli tvaru rovnice (1.12), to ale spôsob́ı skreslenie výsledkov
autokorelácie ked’že v (1.12) násob́ıme každú odchýlku s každou a najsilneǰsie ko-

18



Obr. 2.3: Kontúrový graf reziduálnych hmotnost́ı P (N,Z) po aplikácii GK relácie
(1.6) v závislosti naN a Z. Farba kontúr charakterizuje vel’kost’ P (N,Z) v rozsahu
od -1000 keV do 1000 keV.

relácie budú samozrejme medzi odchýlkami na ĺınii N = Z. Dokonca také silné, že
prebijú korelácie v iných oblastiach. Toto je možné práve kvôli tomu, že autoko-
reláciou dostávame informáciu o tom ako vel’mi je korelovaná l’ubovolná odchýlka
s l’ubovolnou inou odchýlkou, ktorá je posunutá o nejaké ∆N a ∆Z. Ked’že je
ale ĺınia N = Z dlhá takmer ∆N = 40 a ∆Z = 40, tak pochopitel’ne bude
autokorelačná matica vyzerat’ tak, ako ju pozorujeme na Obr. 2.8, resp. Obr. 2.9.

2.3 Korelácia

V tejto práci analyzujeme dáta z jadrovej tabul’ky, teda máme hmotnosti jadier,
ktoré zobrazujeme v závislosti na protónovom č́ısle Z a na neutrónovom č́ısle
N , aby sme takto mohli zobrazit’ všetky jadrá, kde každé jadro má pridelenú
špecifickú hodnotu. Vo všeobecnosti by sme brali ako túto hodnotu hmotnost’

daného jadra. V našom pŕıpade ale pracujeme s odchýlkami P (N,Z) od GK
relácii, ako boli vypoč́ıtané v časti 2.1. Môžeme teda pristúpit’ k druhému spôsobu
analýzy nášho dátového súboru a to ku konštrukcii a d’aľsej analýze korelačnej
matice.

2.3.1 Korelačná matica

K tomu aby sme mohli pristúpit’ k poč́ıtaniu korelačnej matice, si muśıme uvedo-
mit’, čo budú jednotlivé elementy tejto matice reprezentovat’. V pŕıpade jadrovej
tabul’ky so závislost’ou na Z a N si muśıme vybrat’ podl’a ktorej závislosti bu-
deme korelácie vykonávat’. Zoberme si napŕıklad dve fixné hodnoty protónového
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Obr. 2.4: Kontúrový graf reziduálnych hmotnost́ı P (N,Z) po aplikácii GK relácie
(1.8) v závislosti naN a Z. Farba kontúr charakterizuje vel’kost’ P (N,Z) v rozsahu
od -600 keV do 600 keV.

Obr. 2.5: Autokorelačný kontúrový graf závislosti na posunutiach ∆N a ∆Z.
Farbou sú vyznačené autokorelačné koeficienty autokorelačnej matice pre Garvey-
Kelsonove relácie (1.6) v rozmedźı od -1 do 1.
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Obr. 2.6: Autokorelačný kontúrový graf závislosti na posunutiach ∆N a ∆Z
pribĺıžený na oblast’ 100 × 100. Farbou sú vyznačené autokorelačné koeficienty
autokorelačnej matice pre Garvey-Kelsonove relácie (1.6) v rozmedźı od -1 do 1.

Obr. 2.7: Autokorelačný kontúrový graf závislosti na posunutiach ∆N a ∆Z
pribĺıžený. Farbou sú vyznačené autokorelačné koeficienty autokorelačnej matice
pre Garvey-Kelsonove relácie (1.6) v rozmedźı od -0,15 do 0,15.

21



Obr. 2.8: Autokorelačný kontúrový graf závislosti na posunutiach ∆N a ∆Z
pribĺıžený. Farbou sú vyznačené autokorelačné koeficienty autokorelačnej matice
pre Garvey-Kelsonove relácie (1.5) v rozmedźı od -0,15 do 0,15.

Obr. 2.9: Autokorelačný kontúrový graf závislosti na posunutiach ∆N a ∆Z
pribĺıžený. Farbou sú vyznačené autokorelačné koeficienty autokorelačnej matice
pre Garvey-Kelsonove relácie (1.8) v rozmedźı od -0,15 do 0,15.
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č́ısla: Z1 a Z2. Skoro pre každé fixné Zi máme niekol’ko hodnôt N . Budeme to
označovat’ v súlade s inými článkami ako ret’az izotopov (angl.: isotopic chain) [3].
Toto môžeme vidiet’ zobrazené na Obr. 2.10, kde môžeme pozorovat’ tieto dve ĺınie
zobrazené prerušovanými horizontálnymi čiarami. Ked’že korelácia sa všeobecne
poč́ıta vzt’ahom (1.9) tak by v tomto ilustračnom pŕıklade bola korelácia ρZ1,Z2

dvoch fixných ĺıníı Z1 a Z2 spoč́ıtaná vzt’ahom:

ρZ1,Z2 =
1

Nmax

Nmax∑︂
N=1

⎡⎣
(︂
P (N,Z1)− P (Z1)

)︂(︂
P (N,Z2)− P (Z2)

)︂
σZ1σZ2

⎤⎦ (2.1)

kde P (N,Zi) budeme označovat’ ako odchýlku od GK relácie na mieste (N,Zi),
P (Zi) ako strednú hodnotu v danej ĺınii Zi a σZi

ako štandardnú odchýlku v
danej ĺınii. N ide od 0 do Nmax, teda prechádzame celú ret’az izotopov pre dané
Zi, kde ako Nmax berieme najväčšie N v našom dátovom súbore, teda pre náš
konkrétny dátový súbor jadrových hmotnost́ı [17] Nmax = 160. K dôvodu prečo
deĺıme a v sume ideme k práve Nmax sa vrátime neskôr.

Jednotlivé elementy korelačnej matice prislúchajúce ρZ1,Z2 budeme nazývat’

korelačné koeficienty. Teraz už nie je t’ažké uvedomit’ si, čo budú jednotlivé ele-
menty korelačnej matice reprezentovat’. Diagonálne elementy budú rovné ρZ1,Z2 ,
ked’ Z1 = Z2. Z tohto a z (2.1) vid́ıme, že rozmery korelačnej matice budú
Zmax × Zmax. Taktiež je triviálne uvedomit’ si, že bude korelačná matica symet-
rická, ked’že ρZ1,Z2 = ρZ2,Z1 .

Rovnaký myšlienkový proces je možné urobit’ s koreláciami pri fixných N , kde
dostaneme korelačnú maticu s rozmermi Nmax ×Nmax.

Vrát’me sa teraz ešte k tomu, že v (2.1) deĺıme celú sumu Nmax. Toto by sa na
prvý pohl’ad mohlo zdat’ neprirodzené, ked’že žiadny prvok s Zi nemá izotopov
Nmax, teda pre všetky N , ale má ich špecifický počet pre každú fixnú ĺıniu Zi ako
je jasne vidiet’ aj z Obr. 2.10. Muśıme ale v (2.1) delit’ pomocou maximálneho
N kvôli nasledujúcim faktom. Vo vzt’ahu (2.1) vid́ıme, že od jednotlivých hodnôt
P (N,Zi) vždy odč́ıtavame strednú hodnotu P (Zi) pre dané jadro Zi. Ale uve-
domme si, že pre také N kde P (N,Zi) nemá hodnotu by bola celková vypoč́ıtaná
korelácia vzt’ahom (2.1) nenulová, ked’že zjavne v (2.1) odč́ıtavame strednú hod-
notu P (Zi) od hodnoty, ktorá ked’že nemá hodnotu je v zmysle ṕısania prog-
ramovacieho kódu nulová. Z tohto dôvodu sa v takýchto pŕıpadoch v štatistike
rob́ı to, že sa položia tieto P (N,Zi), ktoré nemajú hodnotu, rovno strednej hod-
note P (Zi). Potom vo vzt’ahu (2.1) pri odč́ıtavańı dostaneme nulové korelácie
tam kde P (N,Zi) nemá hodnotu. Tento proces je korektný ked’že sa pri ňom
stredná hodnota P (Zi) reálne nenulových hodnôt samozrejme nezmeńı pri tom
ako v programe pridávame namiesto nulových hodnôt, ktoré nijako k strednej
hodnote neprispievali, d’aľsie stredné hodnoty P (Zi). Výsledkom bude stále rov-
naká stredná hodnota.

Kvôli tomuto ale potom tiež sč́ıtame až do Nmax ked’že sme za nemerané
odchýlky P (N,Zi) dosadili nenulové hodnoty rovné strednej hodnote pre dané
Zi. Z tohto už potom jasne môžeme vidiet’, prečo muśıme vo vzt’ahu (2.1) delit’

Nmax.
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Obr. 2.10: Graf hore je graf GK relácíı (1.6) so zobrazenými ĺıniami fixných
Z1 = 50 (zelená) a Z2 = 60 (oranžová) a graf dole je závislost’ odchýlky P
na neutrónovom č́ısle N pre rovnaké fixné ĺınie Z1 a Z2 ako v grafe hore.

2.3.2 Grafická analýza a diskusia

Ked’že máme vzt’ah pre výpočet koeficientov korelačnej matice (2.1) s fixnými
protónovými č́ıslami Zi, tak môžeme vd’aka nemu źıskat’ konkrétny tvar korelačnej
matice odchýlok od GK relácíı. K výpočtu a vykresleniu týchto mat́ıc bol taktiež
použitý programovaćı jazyk Python a knižnica Matplotlib.

Ako prvé budeme uvažovat’ korelácie odchýlok s fixnými Zi, takže poč́ıtame
korelačnú maticu presne podl’a vzt’ahu (2.1).

Pre GK relácie (1.5) je tvar korelačnej matice zobrazený na Obr. 2.11. Kvôli
lepšiemu zobrazeniu detailov korelácíı bol urobený rovnaký graf taktiež s menš́ım
rozsahom a to na Obr. 2.12.

Na Obr. 2.11 si hlavne všimnime, že diagonálne elementy korelačnej matice
(teda pŕıpad kedy Z1 = Z2) sú skutočne všetky rovné 1. Toto plat́ı pre všetky
korelačné matice vypoč́ıtané podl’a vzt’ahu (2.1) ako bolo povedané v časti 2.3.1.
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Obr. 2.11: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Zi odchýlok od GK relácie
(1.5) s rozsahom korelačného koeficientu ρZ1,Z2 od -1 do 1.

Obr. 2.12: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Zi odchýlok od GK relácie
(1.5) s rozsahom korelačného koeficientu ρZ1,Z2 od -0,7 do 0,7.

Kvôli tomu zobrazujeme aj Obr. 2.11 kde je jasneǰsie vidiet’ hodnoty rovné presne
1 ako pri menš́ıch rozsahoch.
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Obr. 2.13: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Zi odchýlok od GK relácie
(1.6) s rozsahom korelačného koeficientu ρZ1,Z2 od -0,7 do 0,7.

Obr. 2.14: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Zi odchýlok od GK relácie
(1.8) s rozsahom korelačného koeficientu ρZ1,Z2 od -0,7 do 0,7.

Pre GK relácie (1.6) je vypoč́ıtaná pŕıslušná korelačná matica zobrazená na
Obr. 2.13 s rozsahom ρZ1,Z2 od -0,7 do 0,7.
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Nakoniec pre GK relácie (1.8) je korelačná matica na Obr. 2.14 s rozsahom
ρZ1,Z2 od -0,7 do 0,7.

Môžeme si všimnút’, že skutočne platia vlastnosti korelačnej matice, ktoré sme
rozoberali v sekcii 2.3.1 a to, že je symetrická, normalizovaná tak, aby diagonálne
elementy boli rovné 1 a taktiež, ked’ vykonávame korelácie medzi reziduálnymi
hmotnost’ami s pevnými protónovými čislami Zi, rozmery korelačnej matice sú
Zmax ×Zmax, kde Zmax je protónové č́ıslo Z odchýlky od GK relácie s najväčš́ım
Z. Je samozrejmé, že teda hodnota Zmax bude odlǐsná pre rôzne GK relácie,
ked’že na krajoch jadrovej tabul’ky nemôžeme použit’ GK reláciu ak nemáme dáta
všetkých hmotnost́ı, ktoré sa použ́ıvajú v danej GK relácii.

Ako poznámku k Obr. 2.14 k jednému vol’nému miestu na diagonále treba
dodat’, že na tomto mieste chýbali dáta, ktoré sme chceli korelovat’. V tomto
konkrétnom pŕıpade to bolo spôsobené dierou v grafe Garvey-Kelsonových relácíı
(1.8). Z rovnakého dôvodu na všetkých grafoch je niekol’ko takýchto miest pre
najmenšie Z.

Ďalej sa chceme pozriet’ aj na tvar korelačnej matice kde budeme naopak
fixovat’ ĺınie Ni a prechádzat’ cez všetky Z od 0 do Zmax. Teda vzt’ah (2.1) sa pri
fixných Ni zmeńı podl’a (1.9) na:

ρN1,N2 =
1

Zmax

Zmax∑︂
Z=1

⎡⎣
(︂
P (N1, Z)− P (N1)

)︂(︂
P (N2, Z)− P (N2)

)︂
σN1σN2

⎤⎦ (2.2)

Zo vzt’ahu (2.2) môžeme vypoč́ıtat’ korelačnú maticu pre fixné Ni rôznych GK
relácíı. Začnime teda GK reláciami (1.5), ktorých korelačnú maticu v tomto
pŕıpade môžeme vidiet’ na Obr. 2.15 s rozsahom korelačných koeficientov ρN1,N2

od -1 do 1. Pre GK relácie (1.6) je korelačná matica s fixnými Ni zobrazená na
Obr. 2.16 a pre GK relácie (1.8) je v tom istom pŕıpade zobrazená na Obr. 2.17.

2.4 Analýza hlavných komponentov (PCA)

Pristúpime teraz k d’aľsiemu spôsobu analýzy reziduálnych hmotnost́ı, a to k
analýze hlavných komponentov, tzv. PCA.

V sekcii 1.4 bolo teoreticky vysvetlené, čo znamená analýza hlavných kom-
ponentov a ako tieto hlavné komponenty źıskat’. V jednoduchosti sa dá povedat’,
že je to úloha na hl’adanie vlastných hodnôt a vlastných vektorov korelačných
mat́ıc.

Metódou PCA budeme analyzovat’ korelačné matice, ktoré sme źıskali v oddieli
2.3.2. Budeme teda hl’adat’ vlastné hodnoty λi a vlastné vektory v⃗i korelačných
mat́ıc. Ak sa vrátime k notácii, ktorá bola použ́ıvaná v 1.4, a ak chceme analyzovat’

korelačné matice, tak môžeme položit’ Â := ρ̂Z1,Z2
v pŕıpade korelácíı fixných Zi,

resp. Â := ρ̂N1,N2
v pŕıpade korelácíı fixných Ni.

Hl’adáme teda také λi a v⃗i, ktoré budú sṕlňat’ maticovú rovnost’ (1.14) s tým,
že vlastné hodnoty λi umiestnime ako diagonálne elementy matice Λ̂, ako je defi-
novaná v (1.18) a vlastné vektory v⃗i umiestnime ako st́lpce matice V̂ definovanej
v (1.17). Ak d’alej normalizujeme všetky vlastné vektory podl’a podmienky (1.15),
tak bolo ukázané, že bude platit’ pre korelačné matice rozklad (1.23).
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Obr. 2.15: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Ni odchýlok od GK relácie
(1.5) s rozsahom korelačného koeficientu ρN1,N2 od -1 do 1.

Obr. 2.16: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Ni odchýlok od GK relácie
(1.6) s rozsahom korelačného koeficientu ρN1,N2 od -1 do 1.

Ked’ máme vypoč́ıtané vlastné hodnoty a vlastné vektory korelačných mat́ıc,
tak PCA pozostáva už len z rozkladov jednotlivých hlavných komponentov, ako
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Obr. 2.17: Kontúrový graf korelačnej matice s fixnými Ni odchýlok od GK relácie
(1.8) s rozsahom korelačného koeficientu ρN1,N2 od -1 do 1.

je definované v (1.25).
Zorad’me si ešte vlastné hodnoty a im zodpovedajúce vlastné vektory zo-

stupne. Nulové vlastné hodnoty samozrejme uvažovat’ nebudeme, ked’že sú spôsobené
chýbajúcimi dátami naviac. Taktiež je triviálne vidiet’ z (1.25) a štruktúry matice
Λi, že by nám nulové vlastné hodnoty dali identicky nulový hlavný komponent.

Ako to bolo spomı́nané v sekcii 1.4, ak máme takto zoradené vlastné hodnoty
a vlastné vektory, bude platit’, že hlavné komponenty odpovedajúce najväčš́ım
vlastným hodnotám, teda prvým, budú ukazovat’ najsilneǰsie korelácie v korelačnej
matici. Budeme teda graficky zobrazovat’ 3 prvé hlavné komponenty. Taktiež bu-
deme zobrazovat’ aj matice kumulovaných niekol’ko prvých hlavných komponen-
tov, spoč́ıtané vzt’ahom (1.26).

2.4.1 Grafická analýza a diskusia

Pre každú korelačnú maticu, ktorá bola zobrazená v sekcii 2.3.2 boli analyzované
hlavné komponenty takým spôsobom ako bolo rozobrané v sekcii 1.4 a v predošlej
časti tejto sekcie.

Zoberme si ako prvú korelačnú maticu GK relácie (1.5) s fixnými Zi, ktorá
je zobrazená na Obr. 2.12. Prvý hlavný komponent pŕıslušiaci vlastnému č́ıslu
λ1 = 4, 27 je zobrazený ako kontúrový graf na Obr. 2.18, druhý hlavný komponent
λ2 = 4, 03 na Obr. 2.19 a tret́ı hlavný komponent λ3 = 3, 53 na Obr. 2.20. Matica
kumulovaných prvých 20 hlavných komponentov vypoč́ıtaná vzt’ahom (1.26) je
zobrazená na Obr. 2.21. Na Obr. 2.21 môžeme vidiet’, že skutočne už pre prvých
20 vlastných č́ısel a im odpovedajúcich hlavných komponentov je vel’ká podobnost’

s pôvodným grafom korelačnej matice Obr. 2.12.
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Obr. 2.18: Kontúrový graf prvého hlavného komponentu prislúchajúceho λ1 =
4, 27 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.5).

Ako d’aľsiu si môžeme zobrat’ korelačnú maticu GK relácie (1.6) s fixnými Zi,
ktorá je zobrazená na Obr. 2.13. Prvý hlavný komponent prislúchajúci vlastnému
č́ıslu λ1 = 4, 39 je zobrazený ako kontúrový graf na Obr. 2.22, druhý hlavný
komponent λ2 = 3, 91 na Obr. 2.23 a tret́ı hlavný komponent λ3 = 3, 63 na Obr.
2.24.

Ako poslednú z korelačných mat́ıc s fixnými Zi si zoberieme tú pre GK reláciu
(1.8), ktorá je zobrazená na Obr. 2.14. Prvý hlavný komponent prislúchajúci
vlastnému č́ıslu λ1 = 4, 26 je zobrazený ako kontúrový graf na Obr. 2.25, druhý
hlavný komponent λ2 = 3, 80 na Obr. 2.26 a tret́ı hlavný komponent λ3 = 3, 47
na Obr. 2.27.

Ďalej prejdime ku korelačným maticiam s fixnými Ni. Pre relácie (1.5) je prvý
hlavný komponent λ1 = 8, 08 vykreslený na Obr. 2.28, druhý hlavný komponent
λ2 = 6, 09 na Obr. 2.29 a tret́ı λ3 = 5, 93 na Obr. 2.30. Aj v tomto pŕıpade
vykresl’ujeme maticu kumulovaných hlavných komponentov len pre pŕıpad relácie
(1.5) a je zobrazená na Obr. 2.31.

Pre relácie (1.6) sú tri prvé hlavné komponenty λ1 = 8, 33, λ2 = 6, 11 a
λ3 = 5, 71 na Obr. 2.32, Obr. 2.33 a Obr. 2.34. Nakoniec pre relácie (1.8) sú
hlavné komponenty λ1 = 8, 34, λ2 = 6, 58 a λ3 = 5, 75 zobrazené na Obr. 2.35,
Obr. 2.36 a Obr. 2.37.

Do všetkých grafov PCA boli v tomto oddieli priložené vertikálne a hori-
zontálne čierne čiary reprezentujúce magické č́ısla 8, 20, 28, 50, 82 a 126.

Pozrime sa teraz bližšie na konkrétne výsledky, ktoré sme dostali z PCA. Vo
všetkých grafoch hlavných komponentov môžeme vidiet’, že magické č́ısla hrajú
dôležitú rolu. Hned’ na Obr. 2.18 prvého hlavného komponentu môžeme vidiet’

jasné ohraničenie magickým č́ıslom 82. Taktiež si môžeme všimnút’, že je pri
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Obr. 2.19: Kontúrový graf druhého hlavného komponentu prislúchajúceho λ2 =
4, 03 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.5).

č́ısle 82 ostrá zmena z korelácie na antikoreláciu. Vel’mi silné ohraničenie korelácíı
magickými č́ıslami 50 a 82 môžeme vidiet’ na Obr. 2.19. Celkovo pozorujeme pri
hlavných komponentoch korelačnej matice s fixnými Zi ohraničenie do oblasti me-
dzi magickými č́ıslami 50 a 82 aspoň raz pre každú GK reláciu. Táto špecifická
oblast’ je približne oblast’ou vzácnych zemı́n, ktoré majú od La po Lu rozmedzie
protónového č́ısla 57 < Z < 71. To, že sú v tejto oblasti silneǰsie korelácie by
mohlo byt’ spôsobené tým, že sa tieto jadrá správajú približne ako deformovaná
kvapka. GK relácie ale nevychádzajú z kvapkového modelu jadra alebo z analo-
gických modelov založených na kvapkovom modely. Ako bolo spomı́nané v časti
1.1.2, základným východiskom GK relácíı je, že sa stredné pole meńı pomaly s
počtom nukleónov. Pravdepodobne teda v tejto oblasti toto východisko nie je
úplne splnené.

Všimnime si, že najväčšie zmeny korelácíı nastávajú v okoĺı magických č́ısel,
resp. ked’ prekroč́ıme hranicu magického č́ısla. Dôvodom je aj tu pravdepodobne
narušenie hlavného predpokladu GK relácíı a to, že sa stredné pole meńı rýchleǰsie
spočtom neuklónov v okoĺı magického č́ısla.

Vel’mi zjavné je striedanie korelácie a antikorelácie aj pri výsledkoch PCA.
Tento jav bol pozorovaný už priamo v odchýlkach P (N,Z) od GK relácíı, kde
sa striedali kladné a záporné odchýlky, potom aj v autokorelačnej matici a po-
zorujeme to aj v hlavných komponentoch. Toto môže byt’ zapŕıčinené striedańım
párnych a nepárnych jadier. Aj v Bethe-Weizsäckerovej hmotnostnej formuly hrá
striedanie párnych a nepárnych jadier dôležitú rolu, čo môžeme vidiet’ z toho aký
silný je párovaćı člen v Bethe-Weizsäckerovej hmotnostnej formuly [6].

Na druhej strane by mohlo striedanie korelácie a antikorelácie byt’ spôsobené
násobeńım odchýlok v (2.1) a (2.2), ked’že hodnota odchýlky môže byt’ ako kladná,
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Obr. 2.20: Kontúrový graf tretieho hlavného komponentu prislúchajúceho λ3 =
3, 53 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.5).

tak záporná. Dokonca normalizácia (1.10) spôsobuje určitú periodickost’ v strie-
dańı kladných a záporných hodnôt [8].

Je dôležité zdôraznit’, že hlavné komponenty, ktoré pozorujeme na kontúrových
grafoch nám dávajú informáciu hlavne o lokalizácii korelácíı. Nemôžeme disku-
tovat’ amplitúdy korelácíı, ked’že ako bolo povedané v časti 1.2, normalizáciou
(1.10) strácame informácie o amplitúdach.

2.5 Spektrálna analýza korelačnej matice

Poslednou analýzou v tejto práci bude analýza spektrálnych korelácíı. Budeme
použ́ıvat’ metódy teórie kvantového chaosu ako boli predstavené v časti 1.5.
Začnime predpokladom, že korelačné matice, ktoré boli konštruované v časti 2.3.1
sú Wishartovým súborom a teda pravdepodobnostné rozdelenie vlastných hodnôt
sṕlňa (1.32).

Ak teda berieme korelačné matice odchýlok GK relácíı ako Wishartov súbor,
môžeme skúmat’ pravdepodobnostné rozdelenie vzdialenost́ı najbližš́ıch susedov,
teda NNSD. Budeme sa pozerat’ na to ako dobre NNSD korelačnej matice fituje
Wignerovo rozdelenie. Potom môžeme niečo povedat’ o koreláciách pôvodného
signálu, teda konkrétne o koreláciách odchýlok od GK relácíı.

NNSD bolo vypoč́ıtané v programovacom jazyku Python. Algoritmus k dosia-
hnutiu NNSD korelačnej matice bol približne taký, ako sme postupne vysvetlili
NNSD v časti 1.5. Prvým krokom bolo nájdenie vlastných hodnôt, čo sme mali už
pripravené z analýzy hlavných komponent (PCA). Ďalej sme odstránili hladkú
čast’ spektra neuvažovańım nulových vlastných hodnôt a polynomiálnym fito-
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Obr. 2.21: Kontúrový graf kumulovaných prvých 20 hlavných komponentov ko-
relačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.5).

vańım spektra, teda sme vykonali polynomial unfolding. Následne bolo spektrum
normalizované a vypoč́ıtańım vzdialenost́ı medzi najbližš́ımi vlastnými hodno-
tami (hladinami) sme dostali NNSD. NNSD graficky zobrazujeme ako závislost’

pravdepodobnosti p(s) na vzdialenostiach s. Finálne sme nafitovali k NNSD ko-
relačnej matice Wignerovo rozdelenie (1.27).

NNSD bolo vypoč́ıtané pre korelačné matice odchýlok od všetkých troch GK
relácíı a pri korelovańı bud’ podl’a Zi aleboNi. Histogram NNSD korelačnej matice
odchýlok od GK relácie (1.5) s fixnými Zi je zobrazený na Obr. 2.38 a s fixnými
Ni na Obr. 2.39. Pre GK relácie (1.6) máme histogram NNSD korelačnej matice
s fixnými Zi na Obr. 2.40 a s fixnými Ni na Obr. 2.41. Nakoniec histogram NNSD
korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.8) s fixnými Zi je na Obr. 2.42 a s
fixnými Ni na Obr. 2.43.

Z výsledných histogramov môžeme povedat’, že ani jeden nemá čisto Wigne-
rovské rozdelenie a teda nám to dáva informáciu, že pôvodný signál, z ktorého bola
konštruovaná korelačná matica nie je úplne náhodný. To súhlaśı aj s predošlými
analýzami, kde sme pozorovali medzi odchýlkami GK relácíı netriviálne korelácie.
Analýza NNSD s Wignerovým rozdeleńım nám naznačuje podobný záver.

Napriek tomu ale v histogramoch pozorujeme určitú podobnost’ s Wignerovým
rozdeleńım. Je zauj́ımavé, že korelačné matice s fixnými Ni vykazujú značne lepš́ı
súhlas s Wignerovým rozdeleńım ako pri fixných Zi. Najlepšie je tento rozdiel
vidiet’ pri odchýlkach od GK relácie (1.12). Toto by mohlo byt’ spôsobené tým,
že dimenzia korelačnej matice pri fixných Ni je väčšia ako pri fixných Zi a teda
má väčšie množstvo vlastných hodnôt.
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Obr. 2.22: Kontúrový graf prvého hlavného komponentu prislúchajúceho λ1 =
4.39 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.6).

Obr. 2.23: Kontúrový graf druhého hlavného komponentu prislúchajúceho λ2 =
3, 91 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.6).
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Obr. 2.24: Kontúrový graf tretieho hlavného komponentu prislúchajúceho λ3 =
3, 63 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.6).

Obr. 2.25: Kontúrový graf prvého hlavného komponentu prislúchajúceho λ1 =
4, 26 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.8).
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Obr. 2.26: Kontúrový graf druhého hlavného komponentu prislúchajúceho λ2 =
3, 80 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.8).

Obr. 2.27: Kontúrový graf tretieho hlavného komponentu prislúchajúceho λ3 =
3, 47 korelačnej matice s fixnými Zi GK relácie (1.8).
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Obr. 2.28: Kontúrový graf prvého hlavného komponentu prislúchajúceho λ1 =
8, 08 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.5).

Obr. 2.29: Kontúrový graf druhého hlavného komponentu prislúchajúceho λ2 =
6, 09 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.5).
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Obr. 2.30: Kontúrový graf tretieho hlavného komponentu prislúchajúceho λ3 =
5, 93 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.5).

Obr. 2.31: Kontúrový graf kumulovaných prvých 20 hlavných komponentov ko-
relačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.5).
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Obr. 2.32: Kontúrový graf prvého hlavného komponentu prislúchajúceho λ1 =
8, 33 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.6).

Obr. 2.33: Kontúrový graf druhého hlavného komponentu prislúchajúceho λ2 =
6, 11 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.6).
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Obr. 2.34: Kontúrový graf tretieho hlavného komponentu prislúchajúceho λ3 =
5, 71 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.6).

Obr. 2.35: Kontúrový graf prvého hlavného komponentu prislúchajúceho λ1 =
8, 34 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.8).
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Obr. 2.36: Kontúrový graf druhého hlavného komponentu prislúchajúceho λ2 =
6, 58 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.8).

Obr. 2.37: Kontúrový graf tretieho hlavného komponentu prislúchajúceho λ3 =
5, 75 korelačnej matice s fixnými Ni GK relácie (1.8).
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Obr. 2.38: Histogram NNSD korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.5) s
fixnými Zi. Krivka opisujúca histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.

Obr. 2.39: Histogram NNSD korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.5) s
fixnými Ni. Krivka opisujúca histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.40: Histogram NNSD korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.6) s
fixnými Zi. Krivka opisujúca histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.

Obr. 2.41: Histogram NNSD korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.6) s
fixnými Ni. Krivka opisujúca histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Obr. 2.42: Histogram NNSD korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.8) s
fixnými Zi. Krivka opisujúca histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.

Obr. 2.43: Histogram NNSD korelačnej matice odchýlok od GK relácie (1.8) s
fixnými Ni. Krivka opisujúca histogram vyjadruje fitované Wignerovo rozdelenie.
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Záver

Odchýlky od rôznych moderných globálnych modelov jadrových hmotnost́ı vy-
kazujú vlastnosti kvantového chaotického pohybu. Začali sme s hypotézou, že
odchýlky od GK relácíı zas vykazujú vlastnosti šumu a korelácie medzi týmito
odchýlkami sú vel’mi slabé.

Hlavným ciel’om tejto práce bolo overit’ platnost’ tohoto tvrdenia, čo znamená,
že museli byt’ podrobne analyzované odchýlky od GK relácíı. Analýza bola pre-
vedená použit́ım niekol’kých štatistických metód.

Ako prvé museli byt’ vypoč́ıtené odchýlky jadrových hmotnost́ı od troch variánt
GK relácíı, ktoré boli v teoretickej časti, v sekcii 1.1 odvodené. Ako vstupné
dáta na výpočet odchýlok bola použitá najnovšia kompilácia jadrových hmot-
nost́ı AME2020 [16, 17]. Tvar a obmedzenia odchýlok od všetkých GK relácíı bol
diskutovaný. Pre GK relácie (1.5) a (1.6) mali odchýlky pre jadrá v oblasti, kde
je Z viac ako Z ≈ 40 vel’kost’ rádovo do 600 keV a pre GK relácie (1.8) mali
odchýlky asi polovičnú vel’kost’.

S vypoč́ıtanými odchýlkami od GK relácíı bolo možné pristúpit’ k štatistickým
analýzam. Prvou analýzou bola autokorelácia a výpočet autokorelačnej matice.
Analýza autokorelačnej matice ukázala netriviálne korelácie medzi bĺızkymi od-
chýlkami a vel’mi malé, až nulové korelácie mimo malej lokalizovanej oblasti po-
sunut́ı odchýlok.

Ďalej bola vypoč́ıtaná korelačná matica odchýlok od GK relácíı bud’ s fixnými
protónovými č́ıslami ρZ1,Z2 alebo s fixnými neutrónovými č́ıslami ρN1,N2 . Dostali
sme takto pre 3 rôzne varianty GK relácíı 6 korelačných mat́ıc.

Korelačné matice boli následne podrobneǰsie analyzované metódou PCA a
metódou spektrálnych korelácíı.

Vd’ala metóde PCA sme mohli zobrazit’ najväčšie korelácie v danej korelačnej
matici ako tzv. hlavné komponenty. Pozorovali sme najsilneǰsie korelácie v ob-
lastiach: (i) silno deformovaných t’ažkých jadier a (ii) okolia magických č́ısel.
Prečo sme pozorovali najsilneǰsie korelácie práve v týchto špecifických oblastiach
bolo diskutované ako zoslabenie platnosti GK relácíı z dôvodu nedodržania ich
základného predpokladu, že sa stredné pole nemeńı so zmenou nukleónového č́ısla
rýchlo.

Štúdiom spektrálnych korelácíı korelačných mat́ıc ako mat́ıc z Wishartovho
súboru sme sa mohli bližšie pozriet’ vd’aka metódam charakterizácie kvantového
chaosu na vel’kosti korelácíı odchýlok od GK relácíı. Porovnańım pravdepodob-
nostného rozdelenia spektra korelačnej matice NNSD s pravdepodobnostným roz-
deleńım NNSD kvantového chaotického systému sme nakoniec mohli potvrdit’, že
hoci zvyškové korelácie nie sú vel’ké, odchýlky nie sú úplne náhodné.

Tvrdenie, že korelácie odchýlok GK relácíı sú malé bolo teda potvrdené,
pričom ale existujú lokalizované oblasti, kde sú korelácie väčšie.
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